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Resumen

Las subvariedades slant constituyen un tipo importante de subvariedades, tanto
en la Geometria Compleja como en la Geometria de Contacto. Dichas subvariedades
tienen la propiedad de constituir una generalizacién de las subvariedades invariantes y
anti-invariantes, al mismo tiempo que describen las situaciones intermedias entre am-
bas. Por otra parte, las f-variedades constituyen un tipo de variedades que engloban
a las variedades complejas y de contacto.

En esta memoria, se presenta la definicién de subvariedad slant en f-variedades,
como extensién natural de las definiciones para el caso complejo y de contacto,
obteniéndose las primeras propiedades, resultados y caracterizaciones. El estudio se
centra, especialmente, en el caso en que la variedad ambiente sea una S-variedad o
una f-variedad con ciertas condiciones muy concretas. Se tratan diversos aspectos que
pueden caracterizar a estas subvariedades: la dimensién, el cardcter de minimalidad
y umbilicalidad, la curvatura, etc. Un caso que precisa especial atencién, es aquel en
que la dimensién de la subvariedad es la menor posible, no trivial, donde se obtienen
propiedades caracteristicas.

Se estudian ciertos tipos de subvariedades slant en S-variedades, cuyas definiciones
estan intimamente ligadas con la f-estructura: subvariedades totalmente f-geodésicas,
f-umbilicales y seudo- f-umbilicales.

Finalmente, se obtienen interesantes relaciones entre invariantes extrinsecos e in-
trinsecos de una subvariedad slant en una S-variedad con curvatura f-seccional cons-
tante. Continuamente, se hace referencia a los ejemplos presentados en la presente
memoria, que respaldan el interés de la materia tratada.



Introduccion

El estudio de las subvariedades de una variedad diferenciable es, desde los inicios
de la Geometria Diferencial, uno de los tépicos més tratados y que mas resultados ha
producido. En particular, cuando la variedad ambiente esté dotada de una estructura
adicional (casi-compleja, casi-contacto, f-estructura general,...), el comportamiento
de sus subvariedades respecto a la citada estructura constituye, hoy en dia, una linea
de investigacién fructifera y de miltiples aplicaciones.

Este estudio comenzd en el siglo XIX con el tratamiento de las curvas y superficies
algebraicas, que propicié el desarrollo de la teoria de subvariedades de una variedad
casi Hermitica. A este respecto, cabe destacar que algunos matemdaticos importantes
de la época, como Riemann, Picard, Enriques, Castelnuovo, Severi, Segre,..., traba-
jaron en este area, iniciando el tratamiento de variedades complejas como objetos
abstractos. Sin embargo, fueron J.A. Schouten y D. van Dantzing (56, 57], a princi-
pios de la década de los afios 30 del siglo XX, los primeros que intentaron transferir
los resultados de la Geometria Diferencial de espacios con métrica Riemanniana y
conexién afin al caso de espacios con estructuras complejas, haciendo aparecer en
sus trabajos un espacio Hermitico con una conexién unitaria llamada simétrica. De
forma independiente, E. Kaehler encontré un espacio con la misma conexién en 1933
[44], siendo conocido hoy en dia dicho espacio como variedad Kaehleriana. Posterior-
mente, otros matematicos de renombre, entre los que cabe citar a S. Bochner, H.
Guggenheimer y A. Lichnerowicz, han estudiado en profundidad dichos espacios.

En 1947, A. Weil [62] establecié que en una variedad compleja existe un campo
de tensores no nulo J de tipo (1, 1) cuyo cuadrado es igual a menos la transformacién
identidad del fibrado tangente, es decir:

=1

El mismo afio, C. Ehresman defini6é una variedad casi-compleja como una variedad
diferenciable de dimensién par dotada de un campo de tensores J con cuadrado
menos la identidad. Por tanto, toda variedad compleja es casi-compleja, siendo el
reciproco falso en general. Encontrar condiciones para que una variedad casi-compleja
sea compleja ha sido un problema en el que trabajaron matemdticos del calibre de
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Ehresman, Libermann, Eckman, Prélicher, Calabi, Spencer, Newlander, Niremberg y
otros y en ¢l juega un papel fundamental un tensor introducido por Nijenhuis en [49].

Una variedad casi-compleja (compleja) recibe el nombre de casi Hermitica (Her-
mitica) si admite una métrica Riemanniana compatible con el campo de tensores J.
La teoria de tales variedades y de sus subvariedades se ha convertido en una de las
ramas mas importantes de la geometria diferencial moderna y entre las aportaciones
a ella se pueden mencionar, ademas de las ya citadas, la de autores como Boothby,
S.5. Chern, Goldberg, Hodge, Ishihara, S. Kobayashi, Matshushima, Nomizu, Sasaki
o Yano.

De modo paralelo, se desarrolla la geometria de las variedades de contacto, sus
automorfismos y deformaciones. Una variedad diferenciable de dimensién 2k + 1 se
dice variedad de contacto si existe sobre ella una 1-forma diferencial 7 tal que

n A (dn)*#0

en todos los puntos. El estudio de este tipo de variedades fue iniciado por Boothby y
Wang [6] y por S.S. Chern [30], quien prueba que una estructura de contacto admite
una reduccién del grupo estructural del fibrado tangente a 1 x U(n). Una variedad
con esta reduccién del grupo estructural es llamada por J.W. Gray una variedad casi-
contacto [38]. Bouzon estudia en 1964 esta estructura en R*™*! y la llama estructura
casi-co-compleja [7].

En 1960, Sasaki [53] da un impulso definitivo a la teoria de las variedades casi-
contacto al probar que la existencia de una estructura casi-contacto sobre una variedad
es equivalente a la existencia de una tripleta (¢, £, ), donde ¢ es un campo de tensores
de tipo (1,1), £ es un campo vectorial global y n una 1-forma verificando:

¢ =-I+n®& n(E) =1

Ademads, es posible definir en las variedades casi-contacto una métrica Rieman-
niana compatible con la estructura, apareciendo la nocién de variedad casi-contacto
métrica.

Los resultados de Sasaki pusieron de manifiesto la relacién existente entre las
teorias de las variedades casi-complejas y casi-contacto, permitiendo que estas lti-
mas pudieran ser consideradas como la versién en dimensién impar de las primeras.
En 1962, Sasaki y Hatakeyama, [54, 55|, estudian el tensor de Nijenhuis de ¢ y las
propiedades de las variedades casi-contacto cuando el campo € es de Killing. Esto
permitié la aparicién en [41] de las definiciones de estructuras de contacto normales
o Sasakianas y K-contacto.

Desde entonces, se han definido y estudiado una gran variedad de estructuras casi-
contacto y muchos autores han trabajado en este area. Para una visién de conjunto
de la geometria de contacto puede consultarse el libro de Blair [2].
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Las nociones de estructura casi-compleja y casi-contacto fueron unificadas, en
cierto sentido, por Yano en [63] definiendo el concepto de f-estructura sobre una
variedad diferenciable de de dimensién 2m + s como un campo de tensores f de tipo
(1,1) y rango 2n verificando:

fP+f=0

Naturalmente, las estructuras casi-complejas y las casi-contacto son f-estructuras
con s =0y s =1, respectivamente.

Posteriormente, varios han sido los autores que han estudiado aspectos relaciona-
dos con las f-estructuras, tales como la integrabilidad [43] o el tensor de Nijenhuis
de f [42]. El caso s = 2 fue tratado de modo especial por Goldberg y Yano {36, 37],
surgiendo en [35] la nocién de f-estructura con referencias complementadas, donde,
ademds, se prueba que el grupo de automorfismos de una variedad compacta con una
f-estructura normal es un grupo de Lie. :

Del mismo modo que en los casos anteriores, se puede dotar a toda variedad con
una f-estructura (llamada f-variedad) de una métrica Riemanniana compatible con
la f-estructura, apareciendo las f-variedades métricas.

En 1970, Blair {3] introdujo para las f-variedades una nocién aniloga a la de
estructura Kaehleriana en el caso casi-complejo o a la estructura Sasakiana en el caso
casi-contacto, definiendo las K-variedades y sus casos particulares de S-variedades y
C-variedades. En una tal variedad M, existen s (con s = dim(M)—rango(f)) campos
globales, &, ...,&;, llamados campos de estructura y sus correspondientes 1-formas
duales, n,...,7s, tales que:

f2=—I+Zna®§a; fé4 =0, paratodoa=1,...,s.

a=1

Como ejemplo de S-variedad, Blair considerd los fibraciones principales toroidales
[3, 4, 5], generalizando la Fibracién de Hopf para obtener un caso concreto de S-
variedad que juega el papel del espacio proyectivo complejo de la geometria Kaehle-
riana o de la esfera unidad de dimensién impar de la geometria Sasakiana y que
denoté como H?2"*,

Uno de los aspectos mds interesantes del estudio de las subvariedades de f-
variedades lo constituye el comportamiento del espacio tangente de la subvariedad
con respecto a la f-estructura. Asi, en la geometria compleja existen dos clases de
subvariedades bien conocidas: las subvariedades complejas (espacios tangentes inva-
riantes por la estructura casi-compleja) y las subvariedades totalmente reales (espacios
tangentes anti-invariantes). Mas en concreto, si M esuna variedgg casi Hermitica con
estructura casi-compleja J, se dice que una subvariedad M de M es compleja si

J(T,(M)) € T,(M),
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para todo punto p € M. Esto quiere decir, ademds, que M es una subvariedad com-
pleja de M si y sdlo si para vector no nulo X, tangente a M en un punto cualquiera
p, el angulo entre JX y T,(M) vale cero.

En cuanto a las subvariedades totalmente reales, éstas vienen caracterizadas por
la condicién

J(T,(M)) € TH(M),

para todo p € M, esto es, para cada vector no nulo X € T,(M), el dngulo entre JX
y Tp(M) es igual a 7/2, independientemente del punto p.

Ambos tipos de subvariedades tienen su andlogo en la geometria de f-variedades
y, por tanto, en variedades casi-contacto (s = 1). Asi, se dice que una subvariedad M
de una f-variedad métrica es invariante si

F(Tp(M)) C T(M),
para todo p € M, mientras que se se dice que M es anti-invariante si
F(T(M)) € T,H(M),

independientemente del punto p € M. Teniendo en cuenta que los campos de es-
tructura se transforman por f en el cero, se tiene que en una subvariedad invariante
(respectivamente, anti-invariante), dado X € T,(M) no nulo y ortogonal a los campos
de estructura, el dngulo entre fX y Tp(M) es igual a 0 (respectivamente, a m/2), para
todop € M.

Sin embargo, muy pronto se comprendié que las subvariedades complejas y to-
talmente reales de una variedad casi hermitica no constituyen una clasificacién de
todas las subvariedades y lo mismo ocurre para las f-variedades. Por ejemplo, una
hipersuperficie no es invariante ni anti-invariante. Por ello, aparecen otros tipos de
subvariedades que generalizan a las anteriores, entre las que cabe destacar las CR-
subvariedades, definidas por Bejancu y Chen de modo independiente [1, 21, 22], nocién
que puede extenderse a cualquier f-variedad.

 En 1990, Chen [26] presenta un nuevo tipo de subvariedades de una variedad casi
Hermitica: las subvariedades slant, que son aquellas tales que el dngulo entre JX y
T,(M) es constante, independientemente del vector no nulo X € T,(M) y del punto
p € M. Dicho angulo recibe el nombre de dngulo slant y para los casos en que vale 0
6 m/2 se obtienen las subvariedades complejas (invariantes) o totalmente reales (anti-
invariantes), respectivamente. Por ello, se llama subvariedad slant propia a aquella
que no sea ni invariante ni anti-invariante.

Para la geometria de contacto, Lotta [46] en 1998 define las subvarleda.des slant
de modo andlogo. Al mismo tiempo, profesores del Departamento de Geometria y
Topologia de la Universidad de Sevilla estudian las subvariedades slant de variedades
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de contacto y de variedades Sasakianas (13, 14, 17], obteniendo sendos teoremas de
existencia y unicidad para inmersiones slant en variedades Sasakianas de curvatura
¢-seccional constante [12]. Para conocer el estado actual de la teorfa de subvariedades
slant, es recomendable el survey de A. Carriazo [16).

Continuando con esta linea de trabajo, el objetivo de esta memoria es presentar
un concepto andlogo de subvariedad slant en el caso de que la variedad ambiente sea
una f-variedad cualquiera y estudiar en profundidad el caso de subvariedades slant
de S-variedades. Para ello y en primer lugar, en el Capitulo 1 se recapitulan, de forma
breve y sin demostracién, los resultados necesarios para el desarrollo posterior. Asi,
las Secciones 1.1 y 1.2 estdn dedicadas a recordar escuetamente las nociones generales
de la teoria de subvariedades Riemannianas y las referentes a las f-variedades, res-
pectivamente. En la Seccién 1.3 se muestran los resultados correspondientes a las
subvariedades de f-variedades.

La primera cuestién que surge a la hora de intentar definir el concepto de subva-
riedad slant en una variedad dotada de una f-estructura es saber cual es el papel de
los campos de estructura respecto del fibrado tangente de la variedad. En los distin-
tos trabajos realizados sobre subvariedades de f-variedades (se pueden consultar, por
ejemplo, [8, 10, 33, 34, 48]), es usual considerar los casos en que dichos campos son
siempre tangentes o siempre normales a la subvariedad. Sin embargo, en la Proposi-
cién 1.3.3 se establece un resultado del que se puede deducir que toda subvariedad
de una S-variedad tal que existe un campo de estructura normal a la subvariedad es
anti-invariante. Por esta razdn, se trabajard siempre con subvariedades tangentes a
los campos de estructura.

En el Capitulo 2 se presenta la definicién de subvariedad slant de una f-variedad
métrica, obteniéndose las primeras propiedades referentes a dichas subvariedades.
Concretamente, en la Seccién 2.1, se define una subvariedad slant como aquella sub-
variedad M tangente a los campos de estructura tal que para todo vector no nulo
X € T,(M), fX forma un 4ngulo constante 6, llamado 4ngulo slant, con T,(M),
independientemente del punto p € M. Esta definicién claramente generaliza la da-
da por Chen para el caso complejo y por Lotta para el caso de contacto. Por otra
parte, también aqui las subvariedades invariantes y anti-invariantes se corresponden
con los casos # =0y 8 = /2y, por tanto, tiene sentido hablar de subvariedad slant
propia como aquella que no es invariante ni anti-invariante, es decir, aquella en que
6 € (0,7/2).

En esta misma seccién se ofrece una definicién equivalente de subvariedad slant en
términos del concepto de distribucidn slant, probdndose que una subvariedad es slant
si y sblo si la distribucién en el fibrado tangente que es el complemento ortogonal a
la generada por los campos de estructura es, a su vez, slant.

Como resultado fundamental de la seccién, aparece el Teorema 2.1.6 que establece
una caracterizacién de las subvariedades slant en funcién del cuadrado de la proyeccién
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tangente T' de la f-estructura sobre la subvariedad. Asi, dicho teorema afirma que una
subvariedad M de una f-variedad métrica M, tangente a los campos de estructura,
es slant si y sélo si existe una constante A € [0,1] tal que

T2 = _AI+AZ77& ® &a,

a=1

siendo, en tal caso, A = cos®6, para @ el dngulo slant de M.

La Seccién 2.2 estd dedicada al estudio de la dimensién de una subvariedad slant.
La menor dimensién podria ser s (el nimero de campos de estructura), pero en
este caso, al no haber campos tangentes ortogonales a los campos de estructura y
tranformarse éstos por la f-estructura en cero, no tiene sentido hablar de dngulo slant.
Ademads, se puede comprobar sin dificultad que no pueden existir subvariedades slant
no anti-invariantes de dimensién 1+s. Por ello, en lo sucesivo se trabajard siempre con
subvariedades slant de dimensién mayor o igual que 2 + s que, en virtud de (2.2.9),
estardn inmersas en f-variedades de dimensién mayor o igual que 4 + s, siempre
que la subvariedad no sea invariante. Finalmente, se prueba en el Teorema 2.2.3 que
cualquier subvariedad slant no anti-invariante tiene dimensién par o impar segin sea
par o impar el nimero de campos de estructura.

Como se han caracterizado las subvariedades slant en términos del operador
Q@ = T?y, puesto que, en el caso casi Hermitico las subvariedades slant verifican
que VQ = 0, siendo V la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica (de hecho,
en cierto sentido, esta condicién caracteriza a las subvariedades slant, segtin se puede
ver en [23, 26]), parece interesante comprobar si este resultado también se verifica
para subvariedades slant de f-variedades. Asi, en la Seccién 2.3 se estudia V() para
las subvariedades slant de una f-variedad métrica cuya 2-forma fundamental coincide
con dn,, para todo a = 1,...,s y cuyos campos de estructura son todos campos de
Killing, que corresponde a una variedad K-contacto cuando s = 1. Sin embargo, el
Corolario 2.3.2 asegura que, con estas hipétesis, VQ = 0 si y sélo si la subvariedad es
anti-invariante. Por ello, en la Proposicién 2.3.3 se encuentra una expresion de VQ
que sirve para caracterizar las subvariedades slant en el Teorema 2.3.4.

Se sabe que si M es una subvariedad invariante, tangente a los campos de es-
tructura, de una S-variedad M la estructura de M induce de manera natural una
S-estructura sobre M ([34]). Por ello, en la Seccién 2.4 se pretende estudiar bajo
qué condiciones cabe esperar una S-estructura inducida sobre M cuando ésta sea una
subvariedad slant no necesariamente invariante.

En el caso de subvariedades slant de una variedad Kaehleriana, Chen introduce

n ([26]) la nocién de subvariedad slant Kaehleriana como aquella subvariedad slant
propia que verifica VP = 0, siendo P la proyeccién ortogonal sobre la subvariedad de
la estructura casi-compleja de la variedad ambiente. En estas condiciones, se prueba
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facilmente que la subvariedad es Kaehleriana con respecto a la métrica inducida y con
la estructura casi-compleja dada por J = (secf) P, donde 6 denota el dngulo slant de la
subvariedad. En nuestro caso, dada una subvariedad slant, no anti-invariante, de una
f-variedad métrica, se puede inducir en ella, de manera inmediata una f-estructura
métrica dada por f = (secd)T y que tiene los mismos campos de estructura, segin se
prueba en la Proposicién 2.4.1. En particular, si # = 0, la estructura inducida sobre
la subvariedad invariante M es la usual (f = T).

Por tanto, parece adecuado intentar trasladar los resultados conocidos en los
casos complejos y contacto al caso de S-variedades. Se trataria, pues, de buscar
una condicién adecuada sobre VT que permita inducir sobre la subvariedad una
S-estructura. Sin embargo, de la Proposicidn 2.4.3 se deduce que el método que se ha
seguido no ofrece resultados satisfactorios. De hecho, es facil ver que, si M es slant
propia, la estructura inducida por f ni siquiera es f-estructura métrica con 2-forma
fundamental F = dn, para todoa =1,...,s.

A la vista de lo anterior, se plantea a continuacién la posibilidad de inducir una
S-estructura sobre la subvariedad slant de forma diferente, encontrando, obviamente,
las condiciones necesarias para ello. Sin embargo, el Corolario 2.4.5 prueba que, con
cualquier estructura, una subvariedad slant de una S-variedad es una S-variedad si
y sélo si es invariante. No obstante, se puede plantear un objetivo menos ambicioso:
considerar inmersiones slant entre f-variedades métricas sin mas condiciones. En este
caso, se obtienen resultados positivos, como el Teorema 2.4.10 y el Corolario 2.4.11,
donde esencialmente aparacen nuevas caracterizaciones de las subvariedades slant.

El Capitulo 3 estd dedicado a obtener ejemplos de subvariedades slant en
f-variedades métricas. En primer lugar, en la Seccién 3.1, se prueba en la Proposi-
cién 3.1.1 que toda subvariedad slant de una variedad casi Hermitica proporciona un
ejemplo de una variedad slant en una f-variedad métrica sin mas que efectuar el pro-
ducto usual por R’. Sin embargo, este método no permite obtener subvariedades slant
no anti-invariantes de una S-variedad. Por ello, en la Seccién 3.2 se dan diferentes
ejemplos de subvariedades slant en R?>™"* dotado de su S-estructura estdndard [40].
En particular, cabe destacar el Teorema 3.2.3 que proporciona un método para en-
contrar ejemplos en R*** a partir de los que da Chen en [23] para C?. Finalmente, en
la Seccién 3.3 se presenta un método que produce ejemplos de subvariedades slant en
la S-variedad H*"**, introducida por Blair en (3] como generalizacién de la Fibracién
de Hopf.

En nuestra opinién, merece una mencién especial la cantidad de ejemplos de sub-
variedades slant de f-variedades que se incluyen en este capitulo. Por una parte, esto
demuestra el interés del trabajo realizado, al quedar patente la existencia de los obje-
tos que se estudian. Por otra, la diversidad de ejemplos permitira ilustrar la necesidad
y la suficiencia de las condiciones de muchos de los teoremas que se probaran en el pos-
terior desarrollo de la memoria. Esto queda claramente de manifiesto en el Capitulo 4
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que estd dedicado al estudio de ciertos tipos de subvariedades slant en una S-variedad,
cuyas definiciones estdn intimamente relacionadas con la segunda forma fundamental
de la inmersién. Asi, la Seccién 4.1 empieza mostrando que no existen subvariedades
slant no invariantes totalmente geodésicas o totalmente umbilicales. Por ello, se hace
necesario trabajar con otras subvariedades donde el comportamiento de la segunda
forma fundamental de la inmersién esté més ligado a la f-estructura: las subvariedades
slant totalmente f-geodésicas y totalmente f-umbilicales, introducidas por Ornea [50]
y las subvariedades slant seudo- f-umbilicales, que quedan ilustradas por los ejemplos
del capitulo anterior. Con todo, el resultado mds importante de esta seccién es el Teo-
rema 4.1.5, que proporciona condiciones suficientes para que una subvariedad slant
propia y minimal de una S-variedad sea austera, es decir, verifique que el conjunto de
autovalores de Ay, para cada V € T+M, sea invariante al multiplicar por -1. Debe
hacerse notar aqui que la condicién de austeridad, introducida por Harvey y Lawson
[39] en el contexto de subvariedades Lagrangianas especiales en espacios Euclideos, es
mucho més fuerte que la condicién de minimalidad. Por otra parte, estas condiciones
suficientes de austeridad son las correspondientes en el caso de S-variedades a las
dadas por Chen en el Teorema 3.8 de [23] para subvariedades slant propias y austeras
de variedades Kaehlerianas. Ademas, se tiene que las subvariedades slant del Ejemplo
3.2.4, con angulo slant 8 € (0,7/2), son austeras.

En la Seccién 4.2 se estudian las subvariedades slant propias de S-variedades con
menor dimensidn, esto es, con dimensién 2 + s, presentando algunos teoremas de
caracterizacién para estas subvariedades en términos de la derivada covariante del
operador T. En la Seccién 4.3, este estudio se particulariza a las subvariedades slant
minimales de dimensién 2 + s de una S-variedad, probando, en el Teorema 4.3.3,
una caracterizacién de tales subvariedades en términos de la derivada covariante del
operador proyeccién de la f-estructura sobre la subvariedad en el conjunto de los
campos normales a la subvariedad. Cabe destacar que el teorema anterior es el corres-
pondiente en S-variedades al Teorema 5.5 de [26], probado por Chen para superficies
en variedades Kaehlerianas de dimensién 4 y que, ademds, se verifica también para
subvariedades slant no propias.

A continuacidn, en el Teorema 4.3.5, se prueba que una subvariedad slant propia de
dimensién 2+ s en una S-variedad de dimensién 4 + s es minimal si es anti-invariante
respecto a otra f-estructura sobre la misma variedad ambiente que verifica una cierta
condicién adicional. De hecho, este es el anilogo al Teorema 4.2 de [23], probado
por Chen en el caso Kaehleriano. Sin embargo, en virtud de la Proposicién 3.2.1, el
Teorema 4.3.5 es la mejor versién posible del Teorema de Chen para S-variedades,
ya que en una misma variedad no es posible disponer de S-estructuras diferentes
compatibles. Se termina este capitulo dando un ejemplo que ilustra esta situacién.

En [24] Chen afirma que “encontrar relaciones simples entre los principales inva-
riantes extrinsecos e intrinsecos de una subvariedad”es uno de los problemas bdsicos
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en la teoria de subvariedades. En este contexto, establecié ciertas relaciones entre
diferentes curvaturas y el vector curvatura media para subvariedades en los llamados
espacios reales de curvatura seccional constante [19, 20, 24, 25, 27]. Versiones de estas
relaciones han sido probadas, posteriormente, para el caso de inmersiones slant en
Geometria Sasakiana [15, 31, 61]. Por ello, en el Capitulo 5 se pretende obtener las
versiones de las citadas relaciones para subvariedades slant de S-variedades con cur-
vatura f-seccional constante. Asi, en la Seccidén 5.1, se prueba una desigualdad entre
un invariante Riemanniano que es funcién de la curvatura escalar y de las curvaturas
seccionales de una tal subvariedad slant y el médulo al cuadrado del vector curvatura
media, el angulo slant y la curvatura f-seccional constante de la S-variedad ambiente
y se caracteriza el caso de la igualdad cuando la dimensién de la subvariedad sea la
menor posible, es decir, 2+ s. Ademds, en la Seccidn 5.2, se establece una desigualdad
entre la curvatura de Ricci y el mddulo al cuadrado del vector curvatura media, que
mejora la obtenida en [61] para el caso Sasakiano y se estudia, de nuevo, el caso de la
igualdad. Finalmente, en la Seccidn 5.3, la relacién que se presenta es entre la funcién
curvatura seccional de la subvariedad y el endomorfismo de Weingarten (el “operador
forma”) asociado al vector curvatura media.

Antes de empezar, quisiera mostrar mi mas sincero agradecimiento a todas aque-
llas personas que han hecho posible que hoy mi suefio se haya hecho realidad. Funda-
mental en el desarrollo y elaboracién, ha sido la colaboracién desinteresada y plena
del profesor D. Luis Manuel Fernindez Fernidndez. Agradecerle de todo corazén, que
mas que un tutor haya sigo un amigo, que ha hecho que mis gigantes se hayan con-
vertido en simples molinos de viento. Por otra parte, mostrar mi reconocimiento al
profesor D. Alfonso Carriazo Rubio, por su entera disponibilidad para ayudarme a
solucionar cualquier tipo de duda. En general a todo el Departamento de Geometria
y Topologia de la Universidad de Sevilla, por haberme acogido en el momento en que
me planteé realizar trabajos de investigacion.

Por supuesto a mis padres y hermano, por su apoyo incondicional, su confianza
en mis posibilidades y el aliento constante en mi trabajo. Para terminar, quisiera
agradecer a José Manuel Martin Martin, que siempre haya estado ahi como punto de
apoyo fundamental.

Gracias a todos por vuestra ayuda. El mérito también es vuestro.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se van a recoger las definiciones y resultados necesarios para el
desarrollo de la memoria.

La Seccién 1.1 estd dedicada a recordar brevemente las nociones de la Teorfa de
Subvariedades Riemannianas.

La Seccién 1.2 se dedica a presentar sin demostracién los resultados referentes a
la Geometria de variedades dotadas de una f-estructura. La referencia general sera el
articulo de K. Yano de 1963 ([63]), donde introdujo el concepto de f-estructura. En
particular, serdn de especial interés, las K-estructuras, introducidas por D.E. Blair
en 1970 ([3]), que generalizan las estructuras complejas y de contacto.

Finalmente, en la Seccién 1.3, se estudian las subvariedades de f-variedades,
atendiendo al comportamiento del fibrado tangente a la subvariedad respecto a la
f-estructura.

1.1. Nociones de Teoria de Subvariedades Rieman-
nianas.

Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en otra variedad Rie-
manniana M. En lo que sigue se denota por g tanto a la métrica de M como a la
inducida en M por la inmersién. Sean TM el 4lgebra de Lie de los campos tangentes
a M, TM el dlgebra de Lie de los campos tangentes a M y T+M el conjunto de los
campos tangentes a M y normales a M, es decir, se tiene la descomposion ortogonal
TM=TM &T+M. 5 ~

Si se denota por V y V a las conexiones de Levi-Civita de M y M, respectivamente,
se verifican las siguientes expresiones

10



VxY =VxY +0(X,Y) Férmula de Gauss, (1.1.1)
VxV = —AyX + DxV  Férmula de Weingarten, (1.1.2)
para todos X, Y € TM y todo V € T+ M, donde D es la conexién en el fibrado
normal (conerion normal), o la seqgunda forma fundamental de M en M y Ay el

endomorfismo de Weingarten asociado a V. El endomorfismo de Weingarten y la
segunda forma fundamental estan relacionados mediante

o(AvX,Y) = g(o(X,Y), V), (1.1.3)

para todos X,Y € TM y para todo V € T+ M. Se define el vector curvatura media
de M por

H= L traza(o) 1 i (1.1.4)
= —traza(o mt:lae,,e, 1.
donde m = dimM y {e1,---,emn} es una referencia local ortonormal del fibrado

tangente T M. Se dice que M es minimalsi H se anula indénticamente 6, equivalente-
mente, si traza(Ay) = 0, para todo V € T+ M. Se dice que M es totalmente geodésica
en M si o(X,Y) = 0, para todos X,Y € TM 6, equivalentemente, si Ay = 0, para
todo V € T+ M. Se dice que M es totalmente umbilical si 0(X,Y) = g(X,Y)H, para
todos X, Y € TM.

Si M es de dimensién m, se puede elegir una referencia local ortonormal de campos
de M,

{ela 5 6my Emly )eﬁ"t})
tales que, para todo p € M, los vectores e;(p), - - - , em(p) sean tangentes a M y, por
tanto, em+1(p), -+ , € (p) sean normales a M. Entonces, para cada campo X € T M,

se puede escribir:

k=m+1

Vxe; = wa( Jej + Z F(X)ex, (1.1.5)
j=1

Vxe, =Y wi(X)e; + Z H(X)ex, (1.1.6)
j=1

k=m+1

parai € {1,---,m}yr € {m+1,.---,m}. Las 1-formas w! wk wk dadas por las
ecuaciones (1.1.5) y (1.1.6) reciben el nombre de formas de conezion de M en M. De

modo inmediato se verifica que .
w; +w] =0, (1.1.7)
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para todos 7,7 € {1,--- ,m}.

Denotando por Ry R a los tensores de curvatura de M y M asociados a las
conexiones V y V, respectivamente y por RP al tensor de curvatura de la conexién
normal D, se tienen la ecuaciones

R(X,Y;Z,W)=R(X,Y; Z,W) + g(o(X, Z),0(Y,W)) — g(c(X, W), s (Y, Z)),
| (1.1.8)
llamada Fcuacion de Gaussy

RP(X,Y;U,V) = R(X,Y;U, V) + g([Au, Av](X),Y), (1.1.9)

llamada Ecuacidn de Ricci, donde XY, Z, W € TM y U,V € T+M son campos
cualesquiera. ,

Con respecto a la segunda forma fundamental, se define la derivacidn de Van der
Waerden-Bortolotti de o con respecto a la conexién V como

(Vxo)(Y, Z) = Dx(c(Y, Z)) — o(VxY, Z) — o(Y,Vx Z), (1.1.10)
con X,Y,Z € TM. Entonces la Ecuacién de Codazzi viene dada por

(R(X,Y)Z)* = (Vxo)(Y, Z) = (Vyo)(X, Z), (1.1.11)

para todos X,Y,Z € TM, donde (R(X,Y)Z)* denota la componente normal de

R(X,Y)Z.

1.2. f-variedades.

Sea M una variedad diferenciable. Se dice que sobre M hay definida una
f- estructura ([63]) si existe un campo de tensores no nulo f de tipo (1,1) tal que

fP+f=0
A partir de ahora, se supondra que dimM = 2n+s (s > 0) y que hay definida una
f-estructura f de rango 2n sobre M. Si en M existen s campos globales &, --- ,§;,
llamados campos de estructura y s 1-formas n,, - -, 7, tales que
"70:(5/3) = OaB), Ot,ﬁzl,"' X (121)
P=-I+) ta®m., - (122)
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se dice que M es una f-variedad. A partir de (1.2.1) y (1.2.2), es inmediato probar
que

féa =0, (1.2.3)
Neo f =0, (1.2.4)
para todo @ =1, -+, s. En estas condiciones, existe en M una métrica Riemanniana
g tal que:
9(X,Y) =g(fX, fY) + 2(X,Y), (1.2.5)
para todos X, Y € T M , donde
BX,Y) = 3 na(X)ma(Y). (1.26)

A g se la denomina métrica asociada a la f-estructura y se dice que M tiene una
f-estructura métrica. Al trio (M, f, g) se le denomina f-variedad métrica.
Haciendo Y =&, (a=1,---,s) en (1.2.5) se obtiene

Q(X7£a> = na(X), (1'2'7)

para todo X € TM. Ademés se deduce de (1.2.5) que los campos de estructura son
ortonormales dos a dos para la métrica g. En una f-variedad métrica, se cumple que

9(X, fY) +g(fX,Y) =0, (1.2.8)
para todos X, Y € T M , lo cual implica, en particular, que
9(X, fX) =0, (1.2.9)

para todo X € T M. Un hecho destacable es que la existencia de una f-estructura
sobre M?"*$ con rango 2n, es equivalente a una reduccién del grupo estructural del
fibrado tangente a U(n) x O(s) ([3]).

En una f-variedad métrica (ﬁ Ints £ g), se pueden considerar bases locales y
ortonormales de campos tangentes particularmente ttiles, cuyo proceso de construc-
cién es el siguiente: se considera U un entorno coordenado y se toma e; campo
unitario en U ortogonal a todos los campos de estructura. Entonces, en virtud de
(1.2.1)-(1.2.9), fey es unitario y ortogonal a todos los campos de estructuray a e;. A
continuacién, se considera e, un campo unitario en U ortogonal a e;, fe; y a todos
los campos de estructura. Se comprueba ficilmente que fes es unitario y ortogonal a
e1, fe1, e2 y a los campos de estructura. Procediendo de esta forma, se obtiene una
base local ortonormal de campos tangentes a M

{617"' 7e'nafel7"' afen1§17"“ réS})
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denominada f-base. .
Se denota por F' la 2-forma en M definida por

F(X,Y) = g(X, fY), (1.2.10)

para todos X,Y € TM. La 2-forma F recibe el nombre de 2-forma fundamental de
M. En virtud de (1.2.8), se tiene que F es antisimétrica. Adem3s, como f tiene rango
2n, se verifica que

A Ang AF™ 0, (1.2.11)

de donde, en particular, se deduce que toda f-variedad es orientable.
Un tipo especial de f-variedades, son aquellas en las que F = dn,, para todo

a=1,---,s. En este caso, segtin (1.2.11) se tiene que
MmA--Ans A(dne)"™ # 0, (1.2.12)
paratodoa=1,---,s.
Se dice que la f-estructura es normal si
A1 +2Y t®dn, =0, (1.2.13)
a

donde [f, f] es el tensor de Nijenhuis de f, definido por
FAXY) =X, Y] - [X,Y] - FIf X, Y] - fIX, fY], (1.2.14)

para todos X,Y € TM.

Dentro de las variedades con f-estructura se puede hablar de diferentes tipos
atendiendo a determinadas caracteristicas comunes. Asi, dada M con f-estructura
métrica, se dice que M es una K -variedad si es normal y tiene 2-forma fundamental
cerrada. Una K-variedad se dice que es una S-variedad si F = dn, y se dice que es
una C-variedad si dn, = 0, en ambos casos para todoa=1,--- 5.

En una f-variedad, se denota por M a la distribucién generada por los campos
de estructura y por £ a su distribucién complemento ortogonal. Se tiene, por tanto,

la descomposicién ortogonal ~
TM = L M. (1.2.15)
Obsérvese que si s = 1, una K-variedad es una variedad K-contacto normal, una
S-variedad es una variedad Sasakiana y una C-variedad es una variedad cosimpléctica,
siendo L la distribucién de contacto. En el caso s = 0, se verifica que toda K-variedad
es una variedad Kaehleriana.
_En una K-variedad M, los campos de estructura son de Killing y, en consecuencia,
si V denota la conexién de Levi-Civita de M,

(€7X7701)Y - (6Y77a)X = 2(§Xna)y = _2(€Y77a)X (1.2.16)
14



Ne(X,Y) = (Vxn)Y XeTM, a=1,---,s. (1.2.17)
Ademas, (\7Xf)§a = —6,:;(50 y, por tanto: '
Vxba=—fVixts, X€TM, a=1,---,s. (1.2.18)
En el caso de S-variedades, se verifica que ([34]):
Vxéa=—fX, X€TM, a=1,---,s. (1.2.19)

Un ejemplo especialmente interesante de S-variedad es el denominado Fibrado
Principal Toroidal ([4, 33]), cuya construccién se describe a continuacién.
A partir de la fibracién de Hopf,

7§t pC™, (1.2.20)

se considera
H™S = {(py, - ,py) € S 5 .. x §™ 1 n(py) = --- =7(p,)},  (1.2.21)

al que, usando la aplicacién diagonal A, se le dota de una estructura de Fibrado
Principal Toroidal sobre PC" mediante el diagrama conmutativo:
Hn+s _§_> S2n+1 X o-en X S2n+s

4 o x-oxm

PC* -2, pPCrx...x PC™

Si w, denota la forma de contacto en S2**! y se define n, en H*"* por
Na = Z*Isgn+1 (Wa), a=1,---s, (1.2.22)

entonces H*"** es una S-variedad.
La siguiente caracterizacién serd especialmente 1til en el desarrollo de resultados

posteriores:

Proposicién 1.2.1. ([3]). Una K -variedad M es una S-variedad si y s6lo si

(Vx£)Y =3 [g(f X, fY)ea +1a(Y)£2X], (1.2.23)

para todos X, Y € TM.
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Con respecto al tensor de curvatura R asociado a V, en una S-variedad se verifica
que

R(X, &6, X) =1, (1.2.24)

para todo X € L unitario. Ademads,
R(X,Y)ea=>_ [ns(X)f2Y = ns(¥) f2X], (1.2.25)

B

para todos X, Y ETﬁy paratodoa=1,...,s.

De (1.2.24) se deduce directamente que la curvatura seccional de aquellas sec-
ciones que contienen a uno de los campos de estructura en una S-variedad es 1. Por
ello, la curvatura seccional no da informacién especial en este tipo de variedades. Se
hace necesario, entonces, considerar un tipo especial de secciones planas del espacio
tangente en un punto cualquiera. Asi, una seccién plana 7 del espacio tangente en
un punto p de una f-variedad M se llama f-seccion si estd generada por X, € L,y
por fX,. La curvatura seccional K (7) de la f-seccién = determinada por un campo
X recibe el nombre de curvatura f-seccional. Se dice que una S-variedad M es una
S-variedad de curvatura f-seccional constante c y se denota por M(c), si tiene cur-
vatura f-seccional constante c.

Teorema 1.2.2. ([45]) El tensor de curvatura de una S-variedad de curvatura f-
seccional constante M(c) viene dado por

RX,Y;Z2,W)=Y_{9(fX, fW)na(Y)ns(Z) = g(£ X, £ Z)na(Y s (W)+
a,B

+9(fY, FZ)na(X)ns(W) — g(fY, fW)na(X)ne(2)} +

c+ 3s

1 {9(X,W)g(fY, fZ) - 9(X, Z)g(fY, fW)+

+

+9(fY, fW)e(X, Z) - g(fY, f2)2(X, W)} +

+E2{F(X, W)F(Y, 2) - F(X, Z)F(Y,W) - 2F(X,Y)F(Z,W)},  (1.2.26)

para todos X, Y, Z, W € ™
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1.3. Subvariedades de f-variedades.

Sea M una subvariedad isométricamente inmersa en una f-variedad métrica M,
cuya métrica se denotard también por g. Dado X € T M, se escribe

fX =TX +NX, (1.3.1)

donde TX y NX son las componentes tangente y normal de fX, respectivamente.
Entonces, T es un endomorfismo del fibrado tangente de M y N es una 1-forma de
TM con valores en T+ M.

La subvariedad M se dird invariante, si N se anula idénticamente, esto es, si
fX € TM para todo X € TM. Por otra parte, M se dird anti-invariante si T se
anula idénticamente, esto es, si fX € T+ M para todo X € TM.

Para un campo V € T“'M se escribe

fV =tV +nV, - (1.3.2)

donde tV y nV denotan, respectivamente, la parte tangente y normal de fV. En-
tonces, ¢t es una l-forma de T+M con valores en TM y n es un endomorfismo de
T+M. Usando (1.2.8), (1.3.1) y (1.3.2) se obtiene:

Proposicion 1.3.1. Sea M subvariedad de una f-variedad M. Entonces, dados
X,YeTM, UV €T+M, se verifican:

g(TX,Y)=—g(X,TY), (1.3.3)
g(nV,U) = —g(V,nl), (1.3.4)
g(NX, V) = —g(X,tV). (1.3.5)

De (1.3.5), se sigue, que si M es invariante, entonces t = 0. Por otra parte, en
virtud de (1.2.2), (1.3.1) y (1.3.2) se tiene:

Proposiciéon 1.3.2. Sea M subvariedad de una f-variedad M tangente a los campos
de estructura. Entonces, si X € TM yV € T+ M, se verifican:

X+ Y 7a(X)& = T2X +tNX, (1.3.6)
NTX +nNX =0, (1.3.7)

TtV +tnV =0, (1.3.8)

~V = NtV +n?V. | (1.3.9)
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La hipétesis relativa a la tangencia de los campos de estructura viene justificada
por el resultado de la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.3. Sea M una subvariedad de una f-variedad M con F = dna,
para todo o = 1,...,s. Entonces, si existe algin £, € T*M, M es anti-invariante.

En el caso en que la variedad ambiente sea una S-variedad se tiene:

Proposicion 1.3.4. Sea M subvariedad de una S-variedad M tangente a los campos
de estructura. Entonces, si X € TM,V € T*M, a,8 € {1, ..., s}, se verifica

Vxéa = -TX, (1.3.10)
o(X,&) =-NX, (1.3.11)
Ayt =1V, (1.3.12)
0(€as€p) = 0, (1.3.13)

doﬁde V denota la conexidn de Levi- Civita de M.

Sea ahora una subvariedad invariante M de una S-variedad M tangente a los
campos de estructura. Es facil probar que M es también una S-variedad. Ademds,
aplicando la férmula de Gauss, se verifica, para todos X,Y € TM, que

VxfY = VxfY +o(X, fY) (1.3.14)

y que _
F(VxY) = f(VxY) + f(a(X,Y)), (1.3.15)

de donde, al restarlas se obtiene:
(VxH)Y = (Vxf)Y +o(X, fY) - f(o(X,Y)). (1.3.16)

Por tanto, usando (1.2.23), se llega a las siguientes expresiones, separando com-
ponentes tangente y normal:

(VxHY = [9(fX, Y )ba +ma(Y)F?X], (1.3.17)

o(X, fY) = f(o(X,Y)), X,Y € TM. (1.3.18)

En virtud de la ecuacién de Gauss (1.1.8) y usando (1.2.2), (1.2.5) y (1.3.18), se
deduce que

o~

R(X, fX; X, fX)=R(X, fX; X, fX) + 29(0(X, X),o(X, X)), (1.3.19)
18



para todo X € TM, donde R denota el tensor de curvatura de M, respecto a la
conexién afin V.

Finalmente y como ejemplo, cabe destacar que si M™"* es una subvariedad de
H?7Fs tangente a los campos de estructura y N™ una subvariedad de PC™ tal que
el diagrama

Mm+s _i_> H2n+3
\ I
N™ s pCr
conmuta y la inmersién ¢ es un difeomorfismo en las fibras, entonces, M™** es una

subvariedad invariante (resp., anti-invariante) de H?*** si y sélo si N™ es una subva-
riedad compleja (resp., totalmente real) de PC™ ([33]).
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Capitulo 2

Subvariedades Slant de
f-variedades

En este capitulo, se presenta la definicién de subvariedad slant de una f-variedad
métrica y se obtienen las primeras propiedades referentes a dichas subvariedades.

En la Seccién 2.1 se define una subvariedad slant como aquella subvariedad M,
tangente a los campos de estructura de una f-variedad, tal que para todo campo
tangente X, que esté en la distribucién £, fX forma un angulo constante con TM,
llamado dngulo slant. Ademds; se ofrece una definicién equivalente de subvariedad
slant en términos de un nuevo concepto, el de distribucidon slant.

En la Seccién 2.2 se hace un estudio sobre la dimensién de una subvariedad
slant. A continuacién, se examinan algunas propiedades de las subvariedades slant en
f-variedades con F' = dn,, para todo o = 1,..., s. En concreto, resulta especialmente
interesante el estudio de tales subvariedades slant en el caso en que los campos de
estructura sean de Killing, pues este hecho permitird demostrar importantes resul-
tados tedricos. Asi, en la Seccién 2.3 se examinara el valor de VT2, obteniendo una
caracterizacién de dichas subvariedades. Seguidamente, se realiza un estudio de VT
y VN, halldndose también teoremas de caracterizacidn.

Otro problema, que serd tratado en la Seccidn 2.4, es la posibilidad de inducir una
f-estructura métrica que verifique F' = dn, sobre una subvariedad slant. En general,
se obtendrdn resultados que negaran dicha posibilidad.

2.1. Definicion de Subvariedad Slant.

Sea M una subvariedad Riemanniana isométricamente inmersa en una f-variedad
métrica (M, f,&1,...,€5, T, -, M5, 9)-
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Definicién 2.1.1. Para cada vector no nulo X € T, M, el dngulo §(X) entre fX y
T;M se llama dngulo de Wirtinger de X.

Con mas precisién, si ¢ : M —+M denota la inmersién de M en M Y Puy la
diferencial de ¢ en z € M, siguiendo una notacién ansloga a la empleada por Maeda,
Ohnita y Udagawa en ([47]) para la geometria compleja, dado X € T, M, el dngulo
de Wirtinger 6(X) de X es, realmente, el dngulo entre p, (X) ¥ ¢..(T:M) que se
puede describir mediante la expresién '

cos _ 9(Ifeua(X), Fpes(X))
M) = M O] (2.1.1)

donde I : Ty(z) M — ., (Tz M) es la proyeccién ortogonal.

Por analogia con la definicién de subvariedad slant de una variedad casi Hermitica
establecida por Chen ([23]), se tiene la siguiente definicién de subvariedad slant en
una f-variedad métrica.

Definicién 2.1.2. Se dice que una subvariedad M de una f-variedad métrica M ,
tangente a los campos de estructura, es una subvariedad slant si el dngulo de
Wirtinger 0(X) es constante, independientemente de la eleccion de x € M y del vector
X eT,M — M. En tal caso al dngulo constante 8 se le llama dangulo slant de la
subvariedad M. Para simplificar, se denominard subvariedad 6-slant a aquella sub-
variedad slant con dngulo 6.

Nétese, que esta definicién generaliza a la dada para la Geometria Compleja (ca-
so s = 0) ([23]) y para la Geometria de Contacto (caso s = 1) ([17, 46]). Ademss,
las subvariedades invariantes y anti-invariantes son subvariedades slant con § =0 y
6 = /2, respectivamente. Por otra parte, la exigencia relativa a que los campos de
estructura sean tangentes a la subvariedad viene motivada por la Proposicién 1.3.3,
ya que, en sus hipétesis, si alguno de los campos de estructura es normal a la sub-
variedad, entonces 8(X) = /2, para todo vector X € T,M — M,. Como en las
S-variedades, objetivo principal de esta memoria, se dan las condiciones de la cita-
da proposicién, toda subvariedad slant que fuera normal a alguno de los campos de
estructura seria anti-invariante y este tipo de subvariedades ha sido ya ampliamente
estudiado (consultar, por ejemplo, [9]).

También se puede introducir la nocién de distribucion slant de una subvariedad
en una f-variedad, de manera similar a como lo hace Papaghiuc en [51], en el 4&mbito
de la Geometria Kaehleriana.

Definicién 2.1.3. Se dice que una distribucion diferenciable D en M es una dis-
tribucién slant si para todo vector no nulo X € D,, con z € M, el dngulo §'(X)
entre fX y el subespacio vectorial D, es constante, es decir, 8'(X) es independiente
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de la eleccion del punto x € M y de X € D,. En tal caso, el dngulo constante ¢ se
llama dngulo slant de la distribucién D .

A partir de ahora y salvo confusién, se denotard también por £ a la distribucién
complemento ortogonal de M en T M, es decir, se escribird TM = L& M. Cuando se
considera esta distribucién £, la relacién entre estos dngulos viene dada en la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.1.4. Sean x un punto de M y X € T, M. Entonces, §(X) = ¢'(X),
donde 0'(X) representa el dngulo entre fX y L,.

Demostracion. En virtud de la notacién empleada, 6(X) es el dngulo entre fX y T X,
mientras que ¢'(X) es el dngulo entre fX y II.X, donde II. denota la proyeccién
ortogonal de f sobre L.

Se supone que dim(M) =m + s y que

{e1,. - em, (E1)zy - -, (€} (2.1.2)

es una base ortonormal de T, M. Entonces, {ej,...,en} es una base ortonormal de
L. Por tanto, segtin (1.2.4):

TX = Zg(fx 61)614—29 FX,(&)a) Zg FX, e)ei =X,

de donde se sigue el resultado. a

Como consecuencia de esta proposicion, estd claro que si M es slant, la distribucién
L también lo es. Ademas, el reciproco también es cierto.

Proposicién 2.1.5. Una subvariedad M, tangente a los campos de estructura, es
slant si y solo si la distribucion L lo es.

Demostracion. Basta probar que si £ es slant, entonces M también lo es. Para ello,
se considera X € T, M, en cuyo caso el dngulo §(X) viene dado por

g(TX,fX) ITX]|
ITXIFX] T IXP = ma(X)’

pues M es una f-variedad y fX =TX + NX. Por otra parte, tomando una base de
T, M como en (2.1.2),

cosf(X) =

X = nge, eﬁ+Zg (E)(E)s = D g(X edes + D ()= (X&)
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A partir de ahora y para simplicar la notacién, se suprime el punto z. Entonces,
X - znj(x Zg(X e)e;i €L
i=1

y de aqui que

(Hc(X Z na(X fa X E'r]a(X Ea
cost'(X) = =

|H£(X zna é—a Hf X - Zna(X fa

IH[.(X - Z N (X)ga)l

X =D na(X)Edl
a=1

en virtud de (1.2.5), donde II; denota la proyeccién ortogonal de f sobre £. Ahora
bien, es claro que

JIXP — Y R(X) =X = Y ma(X)Edl

y que:
TX =T(X = na(X)&) =T(X = na(X)éa).
a=1 a=1
Por tanto,
‘HL (X - Z T’a(X)ga
cos#(X) = o=t = cosf'(X — Z Ne(X)a),
1X = na(X)al o=t
a=1
que es constante al ser slant la distribucién L. O

Como ya se ha dicho, las subvariedades invariantes y anti-invariantes, amplia-
mente estudiadas, son casos particulares, para # =0y 6 = 7/2, respectivamente, de
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subvariedades slant. Por ello, se dird que una subvariedad es slant propia si el angulo
slant verifica 0 < 6 < 7/2. Una tal subvariedad se llamara subvariedad slant propia.
Por otra parte, obsérvese que para subvariedades invariantes, T = f y de (1.2.2):

8
T’=f=-I+)> Na®%
a=1
Para subvariedades anti-invariantes, T = 0, por lo que 7% = 0. Estos resulta-
dos son generalizables a cualquier subvariedad slant y se pueden caracterizar tales
subvariedades en términos de una expresién para 7.

Teorema 2.1.6. Sea M una subvariedad de una f-variedad métrica M tangente a los
campos de estructura. Entonces, M es slant si y sdlo si existe una constante A € [0, 1]
tal que:

8§
T’ =M 42D 7. ®La. (2.1.3)
a=1
Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo slant de M, se verifica que \ = cos®f.
Demostracién. En primer lugar, sea M 6-slant. Si § = 7/2, la subvariedad M es
anti-invariante, por lo que el resultado se verifica trivialmente para A = 0. Se puede

suponer, por tanto, que 0 # /2.
Sea X € L. Entonces,

cosf = TX] , (2.1.4)

| X]2 =D n3(X)
a=1

de donde: ,
ITX[ = cos®0(|X[2 - > ni(X)). (2.1.5)

a=1
Por otra parte, como fTX =T?X+NTX, resulta que 9(T?X,X) = g(fTX,X) =
—g9(TX, fX)=~|TX? Asi, de (2.1.4) y (2.1.5), se tiene que:

o(T*X, X) = —cos®0(| X > = Y _n2(X)). (2.1.6)

a=1
Como g(TX,&,) = g(fX, &) = 0 y la subvariedad M es slant no anti-invariante,
se puede afirmar que TX € L y, entonces,
_gUTX,T2X) _ |TX] _ |T*X|
- ITX||fTX| O |TX||fTX] ITX]
24
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ya que
IfTX = g(fTX, fTX) = g(TX, TX) - Y _n(TX) = |TX],
a=1

al ser o(TX) = no(fX) = 0. Por tanto, despejando |TX| de (2.1.4) y sustituyendo
en (2.1.7), se obtiene

2
cosf = [T°X] ,
cosé \l X2 =) n2(X)
’ a=1
y, en consecuencia:
00320\J (X2 - an(X) = |T*X]|. (2.1.8)
a=1 ‘
Asi, de (1.2.2), (2.1.6) y (2.1.8) resulta que:
9(T*X, X) = —|T2X|J XP - S n(X) = —ITX|IfX], (219)
a=1
Pero
9(T°X, X) = g(T*X,) " na(X)ea — £2X) = —9(T*X, £*X),
a=1 .
ya que

g(T2Xa ZUa(X)&x) = Zna(X)g(fTXa fa) = Z%(X)Q(TX, ffa) =0.

a=1

Uniendo este resultado con (2.1.9), se llega a

o(T?X, f°X) _
XX

de donde se puede afirmar que existe un A tal que:

T2X = Af2X = -AX + A ) _ na(X)éa

a=1
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Para probar que A es constante, basta observar que, a partir de (2.1.6) se deduce
que —cos?8(|f X[?) = g(T?X, X) = g(Af2X, X) = ~Ag(f X, fX) = =N fX[ y, por
tanto, A = cos?#.

Se ha probado la igualdad para X € L. Por otra parte, para X € M, se verifica
trivialmente, pues, en ese caso, T2X = 0, con lo que queda probada la condicién
necesaria para que M sea slant.

Reciprocamente, si se supone que existe una constante A tal que

8
T*=-M+2Y 1. ®&a,
a=1
entonces, para todo X € L se verifica que:

g(fX,TX) _ gX, fTX)  g(X,T°X)

0 X = —— . = = - =
) = fxITX] ~ T IFXITR] C IFXITX]
9(X, f?X) _  9(fX, fX) |fX]? |fX]
=-A =A =A = A . 2.1.10
FXITX] ~ NIFxITx] xR - OTX] (2110)
Por otra parte, como |
_ x|
cosf(X) = FX|
de (2.1.10) se deduce que cos*§(X) = A, por lo que §(X) es constante y M es una
subvariedad slant. O

Como consecuencia del Teorema 2.1.6, se obtienen los siguientes resultados, de
gran utilidad en todo el desarrollo posterior.

Corolario 2.1.7. Sea M una subvariedad 0-slant de una f-variedad M. Entonces,

tNX = sen®(—X + ina(X)fa) = sen’d(f2X), (2.1.11)

a=1
para todo X € TM.

Demostracidon. Dado X € TM, se tiene que f2X = T?°X + NTX +tNX + nNX.
Por otro lado, como M es una f-variedad,

X+ Na(X)la =T?X + NTX +tNX +nNX
a=1
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e igualando las componentes tangentes:
-X + Z Ne( X X +tNX. (2.1.12)

Pero, al ser M 6 — slant, en virtud del Teorema 2.1.6, se sabe que:

T?X = cos®0(~X + > _ na(X)&a). (2.1.13)
a=1
Por tanto, a partir de (2.1.12) y (2.1.13) se concluye. a

Corolario 2.1.8. Sea M una subvariedad 0 -slant de una f-variedad métrica M.
Entonces, para todos X,Y € TM, se verifican:

9(TX,TY) = cos®§(g(X,Y) — Z’?a X)na(Y)), (2.1.14)
g(NX,NY) = 5en®0(g(X,Y) = > _ na(X)na(Y)). (2.1.15)

Demostracion. Sean X,Y € TM. Entonces, aplicando (1.2.8), (1.3.1) y el Teorema
2.1.6 se tiene:

g(TX, TY) = g(fX TY) = —g(X, fTY) = —g(X T?Y) =

—9(X, cos*0(— Y—i—Zna )éa) = cos*8(g(X,Y) — Zna 19(X,&a)) =

a=1

= c0s*0(g(X,Y) — Zna Ma(X)).
Por otra parte,
Z Na(X =g(fX,fY)=g(TX + NX,TY + NY) =

= g(TX,TY) + g(NX,NY),
de donde, en virtud de (2.1.14):

g(NX, NY) = g(X> Y) ‘Z%(X)ﬂa(y) -—g(TX,TY) =
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= 5en’9(9(X,Y) = D na(X)na(Y)).
u|

Corolario 2.1.9. Sea M una subvariedad slant no invariante con dimension m + s
de una f-variedad métrica M (2m + s)-dimensional. Si

{el)*"7ema£17"'a§5}

es una base local ortonormal de campos de TM, entonces,
{(csch)Ney,...,(cscO)Nen}
es una base local ortonormal de T+ M.

Demostracién. Como TM = TM & T*M , se tiene que dimT+M = m. Entonces,
si {(csc)Ney, ..., (cscO)Nen} es un conjunto de campos linealmente independientes
en T+M, necesariamente formardn una referencia local. Si después se comprueba
que, ademds, son ortogonales dos a dos, se tendrd que forman una referencia local

ortonormal.
Es ficil comprobar que {Nej,- -, Ney,} es un conjunto de campos en T+M.
Ademds, son linealmente independientes, pues si

m

Z(JliNei = 0,

=1

siendo a; funciones diferenciables, denotando por X al campo en £ definido mediante

m
X = E a;e;,
=1

se tiene que
m

PX=-X=-) ae (2.1.16)
=1

Pero, por otra parte, aplicando el Teorema 2.1.6 y puesto que X € Ly NX =0
fAX) = —cos’0X + NTX. (2.1.17)

Entonces, a partir de (2.1.16) y (2.1.17), igualando las componentes tangentes se
obtiene que (1 — cos*)X = 0, de donde se deduce que X = 0, al ser M no invariante
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y a; = 0, para todo ¢ = 1,...,m. Finalmente, en virtud del Corolario 2.1.8, se tiene

que
g((csch)Ne;, (cscf)Nej) =

= csc?0g(Ne;, Ne;j) = csc*0sen’d(g(e;, e;) — Zna(e,-)na(ej)) =
a=1

= csc*0sen®0(g(e;, €5)) = 6ij,
pues {e;, - ,em} es una referencia local ortonormal de L. O

Corolario 2.1.10. Sea M una subvariedad slant no anti-invariante, con dimension
(2 + s5), de una f-variedad métrica M. Sea e; un campo local unitario tangente a
M y normal a los campos de estructura. Si se define ey = (sec)Ter y €210 = &a
pare a = 1,---, s, se verifica que e = —(sech)Tes.y que {e1,€2,€3, -, €ars) €5 UNG
referencia local ortonormal de TM.

Demostracién. La prueba de que los campos del enunciado son linealmente indepen-
dientes en TM y, por tanto, constituyen una referencia de TM es similar a la del
corolario anterior. Para probar que dicha referencia es ortonormal, basta tener en
cuenta que, en virtud del Corolario 2.1.8,

gle1, e2) = gler, (sech)Te;) = secfg(e, Tey) =0,

glez, eara) = secg(Tey,6a) =0,

para todo @ =1,...,5y que:
gles, e3) = sec*0g(Tey, Ter) = 1.

Por otra parte, aplicando el Teorema 2.1.6, resulta que Tey, = sechT?e; =
—sechcos*0e,, de donde e; = —(sech)Te,. O

Corolario 2.1.11. Sea M una subvariedad 6-slant propia, con dimension 2+s, de una
f-variedad métrica M con dimension 4 + s. Sea e; un campo local unitario tangente
a M y ortogonal a los campos de estructura. Entonces, definiendo

ey = (sech)Ter, erra = a; €34s = (cscO)Ney y egys = (csch)Ney, (2.1.18)

paraa =1,...,s, se verifica que e = —(sech)Teq y que {e1,€2,€3 - -, €24s5 €345, €4+s}
es una referencia local ortonormal de TM tal que e, €3,€3. .., €245 SON tangentes a

M y esys, ears S0n normales a M. Ademds, se tiene que:

tes,s = —senfle;, nezps = —cosbeq,s, teqrs = —senfes, nesrs = cosfes . (2.1.19)
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Demostracion. En virtud del Corolario 2.1.10, ya se sabe que

{ela €2,€3..., e2+3}

es una referencia local ortonormal de T M, mientras que el hecho de ser {e34, €445}
una referencia ortonormal local de T+ M es consecuencia del Corolario 2.1.9.
En cuanto a las demds expresiones, como

fests =tesys +nesy s = cscOfNey = csclf(fe; —Tey) =

= cschf’e; — csclfTe; = cschfle; — csch(T?ey + NTey) =
= —senfe; — cscdNTe,

(pues, al ser e; ortogonal a &, paratodoa =1,...,s, fle; = —e1 y T%e; = —cos*fe,),
igualando las componentes tangenciales y normales, resulta que:

tes,s = —senfley,
nes s = —cscONTe; = —csclcos@Ney = —cosfeyrs.
De forma andloga, se calculan tey,; y neqrs. O

Definicién 2.1.12. En las condiciones anteriores, a la base local de campos
{ej, €2, - , €315, €ats} Se le llama referencia slant adaptada.

2.2. Dimension de una Subvariedad Slant.

Sea M una subvariedad slant de una f-variedad métrica M. Ya se ha dicho que
T es un endomorfismo de TM y, en lo que sigue, se denotard por @ al endomorfismo
T?. Es facil comprobar que Q| es también un endomorfismo de £. Ademds, en virtud
del Teorema 2.1.6, existe una cierta constante A verificando:

Q=T>=-A+1> 7.® L.

a=1

Asi, Q| = —AI. Por tanto, en una subvariedad slant el endomorfismo Q| ha de
ser diagonalizable en cada punto de M, lo que motiva el estudio de sus autovalores.
En primer lugar, se tiene que Q es un endomorfismo autoadjunto (simétrico) de TM.
En efecto, sean X,Y € TM. Entonces, de (1.3.3):

9(QX,Y) = g(T’X,Y) = —g(TX,TY) = g(X, T*Y) = g(X, QY).
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En consecuencia, para cada z € M, el subespacio vectorial £, del espacio tangente
T; M admite una descomposicién en suma directa de subespacios propios de Q| de

la forma
Lj‘mzﬁi@[ji@...@ﬁ’;(z)’

donde L es el subespacio propio de autovectores asociados a un autovalor ); de Q|..
En estas condiciones, puede probarse la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.1. Sea M una subvariedad de una f-variedad métrica M tangente a
los campos de estructura. En cada punto de M se verifican las siguientes propiedades:

(i) Cada autovalor \; de Q| estd en [—1,0].
(i1) Si X € L', entonces TX € LF.
(i5) Si M # 0, entonces L' es de dimension par y T(L') = L.
(w) Los subespacios N(L') son ortogonales entre si.
(v) Si )\ # —1, entonces dimN (L) = dim L',
(vi) N(L™1) = {0}, donde L™ representa al subespacio asociado al autovalor -1.

Ast, ~
dimM > 2dimM — dimL™" — s (2.2.1)

y se da la igualdad s1i y sdlo si v =0, siendo v el complemento ortogonal de N(T M)
en T+ M.

Demostracion. (i) Sea \; un autovalor de Q| y X € L' un autovector asociado. Se
verifica que

_gUXTX)  TXTX) __ |TXP _|TX]

T FXITX] T aUX FXITX| VX, X)X 1X]’

dado que X es ortogonal a los campos de estructura. Por otro lado se tiene:

cosf(X)

9(T*X, X) = —|TX|* = —cos*0(X)| X~ (2.2.2)

Pero, en virtud de la eleccién de \; y X, g(T2X,X) = g(QX, X) = f(MX, X) =
X\i|X[?, de donde, junto con (2.2.2), se deduce que \; = —cos*6(X) € (—1,0].

(43) Sea X € L', lo que implica que QX = M\X. Por tanto, QTX = T3X =
TQX = \TX, de donde se deduce que TX € L.
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(#17) Sea {X1,- -+, X, } una base de £*. En virtud del apartado anterior, TX; € L,
por lo que

TX: =) afX;,
k=1
de donde:
QX; = }: a*T X, = Z afal X;.
’J 1

Asi, si se llama A a la matriz (a{c), se tiene \;J = A? y, por tanto, se deduce que
(A;)" = det?(A). Entonces, como \; € [—1,0), r debe ser par.

Nétese que, del apartado anterior, se tiene que T(L!) C L*. Sea, pues, X € L%
Entonces, QX = T?X = N X y, al ser \; # 0, se puede escribir:

X = T(L(Tx)) e T(L).

, A
(v) Sean ahora X; € L'y X; € £7, con i # j. En virtud de (i), se tiene:
9(fXi, fX;) =9(TX,,TX;) + g(NX;, NX;) = g(NX;, NX;).
Pero:
9(NXi, NXj) = g(f Xi, FX5) = 9(Xi, X;) = Y Ma(Xi)ma(X;) = 0,
a=1

pues los subespacios £!, £7 C £ son ortogonales entre si. De aqui se deduce (iv).
(v) Sea {Xj,..., X,} una base de £L*. Entonces, {NXi,---, NX,} es una base de
N(LY). En efecto, es ficil demostrar que forman un sistema de generadores, pues basta

tener en cuenta que {Xj, -+, X,} es una base de £L’. Ademds, los campos anteriores
son linealmente independientes. Para ello, si
r
Z a’“N X, P 0,
k=1

donde a* son funciones diferenciables, se tiene que:

f? (Z a’“Xk) =T (Z aka> +NT (Z aka) : (2.2.3)

k=1 k=1

Ahora bien,

£ (k; a’“Xk> = (Z aka> +Zn,, (Z aka) Za X, (224)
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pues L* es ortogonal a £,, para todo a = 1,..., s, mientras que:
T (Z aka> =) d" QX =\ df X (2.2.5)
k=1 k=1 k=1

Asi, sustituyendo (2.2.4) y (2.2.5) en (2.2.3) e igualando las componentes tan-
gentes, resulta que:

(A+1)) kX, =0.

k=1
Pero, como A; # —1, ha de ser

i CLka = 0,
k=1

lo que implica que a* = 0, para todo k. Esto prueba (v).
(vi) Sea X € L£7!. Razonando como en la prueba del apartado (i), se tiene que
—cos?0(X) = -1, por lo que 9(X) = 0. Asi, fX € TM, de donde se deduce que

NX = 0. Finalmente, para las dimensiones, como TM=TM &TM , se tiene que:
dimM = dimM + dimT+M. (2.2.6)
Por otra parte, se puede escribir:
TIM = N(TM) & v. (2.2.7)
Ahora bien, de los apartados (iv), (v) y (vi) se obtiene:
dimN(TM) = dimL — dimL™} = dimM — s — dimL™". (2.2.8)
Asi, en virtud de (2.2.6),(2.2.7) y (2.2.8), resulta que
dimM = 2dimM — dimL™ — s + dimv > 2dimM — dimL™ — s
y se da la igualdad si y sélo si v = 0. | d

Observando la demostracién del apartado (i), se obtiene de modo inmediato el
siguiente corolario.

Corolario 2.2.2. Sea M una subvariedad -slant de una f-variedad M. Entonces,
en cada punto x de M, Q| tiene un nico autovalor \; = —cos?0.
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En consecuencia, usando (2.2.1), si M es una subvariedad slant no invariante y,
por tanto, el dnico autovalor de Q| es distinto de —1, se deduce que las dimensiones

de M y M estan relacionadas por:
dimM > 2dimM — s. (2.2.9)

Se puede comprobar sin dificultad que, en una f-variedad métrica, toda subvarie-
dad de dimensién 1+ s que sea tangente a los campos de estructura es anti-invariante.
Esto quiere decir que no pueden existir subvariedades slant no anti-invariantes de
dimensién 1 + s tangentes a los s campos de estructura.

En cuanto a las subvariedades slant de dimensién s, como los campos de estructura
deben ser tangentes, resulta que M = M y su estudio carece de interés. De hecho
y puesto que la distribucién £ se anula, no tiene sentido hablar de angulo slant.

Debido a lo anterior, en lo sucesivo se trabajard con subvariedades slant de dimen-
sién mayor o igual que 2+ s que, en virtud de (2.2.9), estardn inmersas en f-variedades
de dimensién mayor o igual que 4 + s si la subvariedad no es invariante.

Se prueba a continuacién que una subvariedad slant no anti-invariante, ha de ser
de dimensién par o impar seguin lo sea el niimero de campos de estructura.

Teorema 2.2.3. Sea M una subvariedad slant no anti-invariante de una f-variedad
M. Entonces, M tiene dimension impar si s es impar y par si lo es s.

Demostracion. Dada la descomposicién ortogonal TM = L @ M, se verifica que
dimM = dimL + s. Ahora bien, Q| tiene un tdnico autovalor \; = —cos?f en cada
punto, en virtud del Corolario 2.2.2, por lo que £ = L. Asi pues, dimM = dimL' +s.
Pero, si M no es anti-invariante, 8 # /2 y, por consiguiente, A; # 0, por lo que, del
apartado (i#7) de la Proposicién 2.2.1 se deduce que L' es de dimensién par y por
tanto, dimM es par o impar segun lo sea s. a

Recientemente, I. Mihai y M.M. Tripathi ([48]) han introducido la siguiente defini-
cién: N

Una subvariedad M de una f-variedad métrica M tangente a los campos de estruc-
tura, se llama subvariedad casi-semi-invariante de M si existen k funciones Ay, - -+ | Ag
definidas en M con valores en el intervalo abierto (0,1) tales que se verifican las si-
guientes condiciones:

(i) —=X3(z),---,~X2(z) son autovalores distintos de Q|L para z € M con
T.M=LoLloLla - &L}dM,,
donde L. = ker(N,), LY = ker(T,) y LY = ker(Q + N2(z)])s, 1 € {1,--- , k},
(ii) Las dimensiones de LI, £2, £, ... L2+ son independientes de z € M.
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Si ademads, cada A; es constante, entonces M se llama subvariedad casi-semi-
invariante*.

Obsérvese, que para k = 1 y A; constante, se obtienen las subvariedades slant tal
y como se han definido en la Seccién 2.1.

2.3. Subvariedades Slant en f-variedades Métricas
con F' = dn, para todo a y Campos de Estruc-
tura de Killing.

Sea M una variedad Riemanniana isométricamente inmersa en una f-variedad
métrica M. Recuérdese, que el hecho de ser M slant, ha sido caracterizado en funcién
del operador Q = T?. Resulta, pues, interesante estudiar la relacién existente entre
el hecho de que M sea slant y el valor de V@, donde, como es bien sabido

(VxQ)Y = VxQY — QVxY,

para todos X,Y € TM.

En el caso complejo se sabe que las subvariedades slant de una variedad casi
Hermitica verifican que VQ = 0 (ver [23, 26]). De hecho, esta expresién caracteriza
en cierta forma a tales subvariedades. Sin embargo, ahora la situacién es distinta. En
primer lugar, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.1. Sea M una subvariedad slant de una f-variedad métrica M.
Entonces, VQ =0 si y s6lo si Vx&, =0 paratodoa=1,---,s y para todo X € TM.

Demostracion. Se supone que M es §-slant, con § € [0, 7/2]. Entonces, dado X € TM,
en virtud del Teorema 2.1.6, se verifica, para todos X, Y € T M:

QVxY = —cos*0VxY + 0520 Y a(VxY)a (2.3.1)

Por otra parte, de (2.1.3), sustituyendo X por Y y haciendo la derivada covariante
respecto a X, se obtiene

VxQY = —cos’0VxY +cos?0 > (na(VxY)+

+9(Y, Vxa)) &a + €050 Y 1a(Y)Vx&a, (2.3.2)

dado que:

X(ma(Y)) = Xg(Y, &) = 9(VxY, &) + 9(Y, Vxéa) = 1a(VxY) + 9(Y, Vx&a).
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Por tanto

(VxQ)Y = cos’0 > "(9(Y, Vxta)ba + 1a(Y)ViLa),

de donde se deduce que V@ = 0 si y sblo si Vx&, = 0, para todo X € TM y para
todoa=1,...,s. |

Corolario 2.3.2. En las condiciones de la proposicion anterior, st F = dn, para
todo o =1,...,5 y los campos de estructura son de Killing, entonces se verifica que
VQ =0 si y sélo si M es una subvariedad anti-invariante.

Demostracion. Por ser los campos de estructura campos de Killing se verifica que

([11]):

Vxéa=—TX +Y 15(Vx&a)és: (2.3.3)

B
Ahora, aplicando la proposicién anterior, VQ = 0 si y sélo si Vx¢&, = 0, para
todo X € TM y paratodoa=1,---,s y esto se tiene si y sélosi T = 0. O
Asi, se observa que, en el caso de una f-variedad con F' = dn,, para todo
a =1,...,s y los campos de estructura de Killing, la condicién VQ = 0 no la

cumplen todas las subvariedades slant sino sélo las subvariedades anti-invariantes.
En la siguiente proposicién, vamos a calcular la expresion de V@ para cualquier
subvariedad slant de una f-variedad verificando esas condiciones.

Proposiciéon 2.3.3. Sea M subvariedad 8 — slant de una f-variedad M con F = dna
para todo o = 1,--- , s y los campos de estructura de Killing. Entonces, para todos
X, Y € TM, se verifica:

(VxQ)Y = cos’0 > (9(X,TY)éu — na(Y)TX).

Demostracion. De (2.3.1) y (2.3.2), se deduce que

(VXQ)Y = VXQY - Q(VXY) = 60320 Z(g(Y, vX&a)Ea + na(Y)nga) =

= —c05’0 Y (9(Y, TX)éa + a(Y)TX) = c0s*0 > _(9(X, TY )éa — 1a(Y)TX),

donde, debido a las caracteristicas de M, se ha usado (2.3.3). O
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Se puede observar como el Corolario 2.3.2 es, realmente, un caso particular de la
Proposicién 2.3.3, ya que las subvariedades anti-invariantes son subvariedades slant
con angulo § = /2.

Por otra parte, la expresién de la proposicién anterior sirve para caracterizar
las subvariedades slant en las f-variedades métricas donde F = dn,, para todo

=1,...,s y los campos de estructura de Killing.

Teorema 2.3.4. Sea M una subvariedad de una f-variedad M conF = dn. para todo
a=1,...,s, tal que M es tangente a los campos de estructura, siendo €stos campos
de Killing. Entonces, M es slant si y sélo si se verifican las siguientes propiedades:

(i) El endomorfismo Q| tiene un tnico autovalor en cada punto de M.

(11) Eziste una funcidn A : M — [0, 1] tal que

(VxQ)Y =AY (9(X,TY)és — na(Y)TX)

para todos X, Y € TM.
Ademds, en este caso, si @ es el dngulo de Wirtinger de M, se tiene que A = co0s>6.

Demostracion. Si M es slant, la condicién (7) es consecuencia directa del Corolario
2.2.2, mientras la condicién (7%) se tiene en virtud de la Proposicién 2.3.3.

Reciprocamente, sea Ai(z) el dnico autovalor de @[, en cada punto z € M.
Entonces, A\, es constante. En efecto, sea Y € £ un autovector unitario asociado
a A1 Asi, QY = 1Y y, para todo X € T M, usando (%) se tiene que

X(M)Y + M VxY = Vx(MY) = Vx(QY) =
=Q(VxY)+ A (X, TY)E — na(Y)TX) =

=Q(VxY)+A)Y_ g(X,TY)é, (2.3.4)

ya que Y € L. Ahora bien, al ser Y unitario, g(VxY,Y) = .—g(Y, VxY), de donde se
deduce que

¥y, por tanto, al ser Q autoadjunto e Y autovector de Q|.:
9(Q(VxY),Y) = g(VxY,QY) = M g(VxY,Y) =0, (2.3.6)

Haciendo el producto de (2.3.4) con Y y aplicando (2.3.5) y (2.3.6), se obtiene:
X(A1) =AY (X, TY)ma(Y) =0.
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Asi, X()\) =0 para todo X € TM, lo cual implica que \; es constante.
Para probar que M es slant, sea X € T M. Entonces,

X = )?"‘"Zﬂa(x)gay

con

X =X —Zna(X)fa

pertenenciente a L. Por tanto, QX = Q)A(: , pues T¢, = 0. Como, por hipédtesis,
Q|z = M1, se tiene que QX = A\ X y, en consecuencia:

QX =MX =0X - ) na(X)éa.

Tomando p = —A; y aplicando el Teorema 2.1.6, se obtiene que M es slant.
Ademaés, en virtud de la Proposicién 2.3.3, ha de ser A = —\; = p = cos?, donde ¢
es el dangulo slant de M. a

Corolario 2.3.5. Sea M una subvariedad de dimension 2 + s de una f-variedad M
con F' = dn, para todo o =1, ..., s, tal que los campos de estructura son tangentes a
M y de Killing. Entonces, M es slant si y sélo si existe una funcion A : M — [0, 1]
tal que

(VxQ)Y =2 (9(X,TY )és — na(Y)TX)

para todos XY € TM. Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo de Wirtinger de M,
se tiene que A = cos>f.

Demostracion. Como dimL = 2, entonces Q| tiene un dnico autovalor en cada punto
de M. En efecto, supéngase que, para un punto z € M, Q| tuviera dos autovalores
distintos A; y A;, con, por ejemplo, A; # 0. Entonces, en virtud del apartado (i) de
la Proposicién 2.2.1, se deduce que L! es de dimensién par, por lo que

dimL; > dimﬁi + dimﬁi > dz’mﬁi > 2,

lo cual es contradictorio. Basta ahora, aplicar el Teorema 2.3.4. O

2.4. Estructura en una Subvariedad Slant.

Sea M una subvariedad de una S-variedad M, tangente a los campos de estructura.
Se sabe que si M es invariante, la estructura de M induce de manera natural una
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S-estructura sobre M ([34]). Lo que se pretende en esta seccién, es estudiar bajo
qué condiciones cabe esperar una S-estructura inducida sobre M cuando ésta sea una
subvariedad slant no necesariamente invariante.

En el caso de subvariedades slant de una variedad Kaehleriana, Chen introduce
en ([26]) la nocién de subvariedad slant Kaehleriana como aquella subvariedad slant
propia que verifica VP = 0, siendo P la proyeccién ortogonal sobre la subvariedad de
la estructura casi-compleja de la variedad ambiente. En estas condiciones, se prueba
facilmente que la subvariedad es Kaehleriana con respecto a la métrica inducida y con
la estructura casi-compleja dada por J= (secl) P, donde 8 denota el dngulo slant de
la subvariedad.

En nuestro caso, dada una subvariedad slant, no anti-invariante, de una f-variedad
métrica, se puede inducir en ella, de manera inmediata una f-estructura métrica,
segun se prueba en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1. Sea M subvariedad 0 — slant, 6 € [0,7/2), de una f-variedad
métrica M. Entonces, f = (secO)T dota a M de estructura de f-variedad métrica con
campos de estructura &, ..., &;.

Demostracion. Dado X € TM, se tiene:

(F)*X = f(secdTX) = sec(F(TX)) =
= 5ec9T2X = sec*0(cos?0(—X + Zna )Ea)) = =X + Z M0 (X ),

donde se ha utilizado el Teorema 2.1.6, mientras que

9(FX, fY) = sec®0g(TX,TY) = —sec’0g(X,T*Y) =
= sec’0g(X, —T?Y) = sec*0g(X, 00320(Y Z’?a Y)E,)) =

=g(X,Y) - }:na (V)o(X,6) = (X, Y) - Zna X)na(Y),

para todos X, Y € TM. d

En particular, si 8 = 0, la estructura inducida sobre la subvariedad invariante M
es la usual (f = T)).

Por tanto, parece adecuado intentar trasladar los resultados conocidos en los
casos complejos y contacto al caso de S-variedades. Se trataria, pues, de buscar
una condicién adecuada sobre V7' que permita inducir sobre la subvariedad una
S-estructura. Para empezar, definir una nocién de subvariedad S-slant andloga a la
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de subvariedad slant Kaehleriana en la geometria compleja no es de utilidad, pues si
una subvariedad #-slant propia M de una f-variedad M verifica que

(VxT)Y =cos’0 > (g(FX, fY)éu +1a(Y)F?X),

para todos X,Y € T M, entonces:

(VDY = (secH)(VxT)Y = cos® Y (g(fX, fY)éa + 1a(Y) F*X).

Asi, M no es S-variedad con la estructura inducida por f pues de serlo se cumplirfa
(1.2.23), es decir: ‘

(VxPY = S (9(FX, FY)eu +nal¥) £2X).

Se debe, pues, mejorar esta condicién. Para ello, obsérvese que si, en las mismas
condiciones anteriores, se verificara

(VxT)Y = cosf Y (9(fX, fY)éa +na(Y)F*X), (2.4.1)

para todos X, Y € T'M, entonces, M seria una S-variedad con la f-estructura 7, pues
se tendria que

(Vx)Y = (sect)(VxT)Y = (sect)(cos) Y (g(fX, fY)éa +1a(Y)F*X) =

[s4

=Y (9(F X, FY)a + ma(Y) 7 X).

Sin embargo, surge la siguiente pregunta natural: jexisten subvariedades slant
propias verificando esta condicién (2.4.1) impuesta a VI'?7 La respuesta viene dada
en las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.4.2. Sea M una subvariedad de una f-variedad métrica M tal que
los campos de estructura son tangentes a M. Se supone que ezxiste una funcidn A tal
que

(VxT)Y = 2D (9(F X, fY)ea +1a(Y) £*X),
para todos X, Y € TM. Entonces,

(VxQ)Y =2 (9(X,TY)éu — ma(Y)TX),

para todos X, Y € TM.
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Demostracion. Para todos X,Y € TM, se tiene que

QVxY) =T (VxY) =T(VxTY =AY (9(fX, fY)ea +1a(Y)F2X) =
=T(VxTY) - A Y ma(Y)T(f’X) =
= VxQY = 2> (9(fX, fTY )éa + na(TY) f2X) + XD na(Y)TX =

= VxQY = A (g(£X, fTY ) — na(Y)TX),

de donde se deduce el resultado. O

Proposicién 2.4.3. No ezisten subvariedades 8-slant propias M de una S-variedad
verificando (2.4.1). ’

Demostracion. Suponiendo que existiera una subvariedad M en las condiciones del
enunciado, entonces, en virtud del Proposicién 2.4.2 y (2.4.1), se tiene, que, para
todos X, Y € TM,

(VxQ)Y = cos8 > (9(X,TY)x — na(Y)TX), (2.4.2)

mientras que, por ser M slant, en virtud de la Proposicién 2.3.3:

(VxQ)Y = cos0 3 (9(X, TY ) — ma(¥)TX). (2.4.3)

Por tanto, de (2.4.2) y (2.4.2) se implica que cosf = cos8, lo cual es contradictorio
con el hecho de que M es propia. O

De la proposicién anterior se deduce que el método que se ha seguido no ofrece
resultados satisfactorios. De hecho, es ficil ver que, si M es slant propia, la estructura
inducida por f ni siquiera es f-estructura métrica con 2-forma fundamental F' = dn,
para todo a =1,...,s, dado que

F(X,Y) = g(X,fY) = sec8g(X, TY) = secfdn.(X,Y),

para todos X, Y € T M, pues se supone que M es S-variedad y, por tanto, su 2-forma
fundamental es igual a dn, para todoa=1,...,s.

A la vista de lo anterior, ahora se puede plantear la posibilidad de inducir una
S-estructura sobre la subvariedad slant de forma diferente, encontrando, obviamente,
las condiciones necesarias para ello. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 2.4.4. Sea M una subvariedad 6 — slant de una S-variedad M. En-
tonces, para todo X € T M wunitario y normal a los campos de estructura se verifica:

R(X, €4; €0, X) = cos8. (2.4.4)

Demostracion. En virtud de la Ecuacién de Gauss, (1.2.24), (1.3.11) y (1.3.13), se
tiene que, dado X € T'M unitario y normal a los campos de estructura, entonces:

R(X, ga;gonX) =1- g(U(X7 fa),U(X, é-a)) =1- g(NX; NX) (245)
Pero, segtn el Corolario 2.1.8:

g(NX,NX) = sen®8(g(X, X) — Zna(X)na(X)) = sen’0g(X, X) = sen®d. (2.4.6)

Asi, de (2.4.5) y (2.4.6) se sigue (2.4.4). O

Corolario 2.4.5. Sea M una subvariedad slant de una S-variedad M. Entonces, M
es S-variedad si y solo si es invariante.

Demostracion. Suponiendo que M es S-variedad, en virtud de (1.2.24), dado
X € TM unitario y normal a los campos de estructura, se tiene que

R(X7 §a§§a: X) =1

Pero, por la Proposicién 2.4.4, R(X,£,; €4, X) = cos®8, con 6 el dngulo slant de
M. Por tanto, ha de ser § = 0 y asi M es invariante.
El reciproco es evidente. O

No obstante, se puede plantear un objetivo menos ambicioso. jSerd posible definir
una f-estructura métrica con 2-forma fundamental igual a dn, paratodoa=1,...,s
sobre una subvariedad slant propia? La respuesta, en el caso de subvariedades slant
con la menor dimensién posible (que es 2 + s, segtin se hizo notar en la Seccién 2.2),
es también negativa.

Para probar este hecho, se considera

Q! (M7—f7zl7"' 7Es7ﬁ1)"' )ﬁsa_g-) — (M7.f’£17”“7§.317711“' ,773,9)

una inmersién entre dos f-variedades y se supone que ¢ es isometria, es decir,
T =09y que 0.(E)e = (éa)p(z) Para todo z € M. En particular, esto quiere
decir que {, € TM para todo a = 1,...,s. Sean F' y F las 2-formas fundamentales
de M y M respectivamente y se considera sobre M la 2-forma ¢*F dada por

O F(X,Y) = F(g.X,0.Y) = g(0.X, fesY),
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para todos X,Y € TM. En lo sucesivo, dado cualquier X € TM, se identificard X
con @, X.

En el caso de ser dimM = 2 + s y la inmersién slant, la relacién entre F y @*F
viene dada en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.4.6. En las condiciones anteriores, si el dngulo slant es 8, entonces
se verifica que ¢*F = +(cosf)F.

Demostracidn. Se puede suponer que p es una inmersién slant no anti-invariante,
pues si lo fuera, el resultado se obtiene de manera inmediata, ya que ¢*F = Q.

Sea e; un campo local unitario tangente a M y ortogonal a los campos de es-
tructura. Si se define e; = (secf)Te;, en virtud del Corolario 2.1.10 se sabe que
{e1,e2,&1,- -+, &5} es una referencia local ortonormal de TM. Entonces

fe = 9(761, e1)er + 9(761, e2)es + Z 9(7€1> £a)éa = 9(?61» ez)es,

por lo que: L B
g(feu, fer) =92(f6’1,€2)- (2.4.7)
Ahora bien, al ser e; unitario y ortogonala &, -+, &y f una f-estructura métrica,
resulta que g(fey, fe1) = 1, de donde, junto con (2.4.7), se obtiene que:
feir = *e,. (2.4.8)

Aplicando ahora f en (2.4.8) se llega a:
fea = Fer. (2.4.9)

Sean X,Y € TM. Expresados en funcién de la base ortonormal local son de la
forma:

X=X'er+ X+ Y Na(X)&a,
Y = Ylel + Y2€2 + Z na(Y)ga-

Entonces, aplicando (2.4.8) y (2.4.9), se sigue que:
F(X,Y)=g(X, fY)=¥X'Y*+ X?Y" (2.4.10)
Por otra parte,

P F(X)Y)=Fp.X,0.Y) =g(X, fY) =

= g(X,TY) = —cosbX'Y? + cos§ XY, (2.4.11)
pues TY = —cosfY?%e; + cosfY'e;. Por tanto, de (2.4.10) y (2.4.11), se sigue el
resultado. O
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A partir de la Proposicién 2.4.6 se puede demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.4.7. No ezisten inmersiones slant no invariantes ¢ : M < M de una
f-variedad

(Mif)zl"" 125:—771,"' 7ﬁs,90*g>)

con F = dmn, para todo o = 1,...,s y dimension 2 + s en otra f-variedad

(Maf’gla"' a€.5)7717"' 7778;9)
con F = dn, para todo a = 1,...,s, tal que p,(€,) = &, para todo a = 1,...,s.

Demostracion. Si existiera la inmersién del enunciado, al ser ¢ una isometria y verifi-
carse @, (€,) = €a, paratodo a =1,..., s, se tiene que ©*n, = 7,, de donde aplicando
la diferencial exterior resulta

d(p*ne) = dn, = F, C(2.412)
por las hipétesis sobre M. Es un hecho conocido que d conmunta con ¢*, por lo que
A" Na) = ¢ dne = ¢*F = +(cosd)F, (2.4.13)

" ya que, debido a las hipétesis sobre M , se verifica la Proposicién 2.4.6.

Pero de (2.4.12) y (2.4.13) se deduce que el signo de (2.4.13) debe ser el positivo
y que cosf = 1, de donde se implicaria que la inmersién ¢ habria de ser invariante,
lo que supone una contradiccion. O

El resultado del teorema anterior permite dar una respuesta al problema planteado
en el caso de una subvariedad slant de dimensién 2 + s.

Corolario 2.4.8. Sea M una subvariedad slant de una S-variedad M con dimension
2 + 5. Entonces, la S-estructura de M induce una f-estructura métrica con 2-forma
fundamental igual a d7j, para todo a =1,... s sobre M siy sélo si M es invariante.

Demostracion. La condicidn necesaria es una consecuencia inmediata del teorema
anterior, mientras que el reciproco es un resultado ya conocido y comentado. O

A pesar de lo anterior, lo que si que tiene sentido es considerar inmersiones slant
entre f-variedades métricas sin més condiciones. A continuacién se obtiene una condi-
cién suficiente para que una f-variedad métrica esté inmersa de manera slant en otra.

Sea,

(P:(M7§)(—§(M)fa§h"' ,fs,’fh,"' an87g)

una inmersién isométrica de una variedad Riemanniana en una f-variedad métrica
tal que M es tangente a los campos de estructura.
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Lema 2.4.9. En las condiciones anteriores, sidimM =m +s y

{61,"‘ )emafl)”.ﬁés}

es una referencia local ortonormal de TM, entonces, la inmersion ¢ es slant si y sdlo
si existe una constante A € [0, 1] tal que

m
Y g(fej e)g(fer, i) = A (2.4.14)
i=1
para todos j,k = 1,--- ,m. Ademds, en tal caso, A = cos*d, donde 0 es el dngulo slant

de la inmersion.

Demostracidn. Se supone que ¢ es una inmersién slant con dngulo 6. Entonces, dado
un campo X € L unitario, se tiene que '

3 "G X, e) = cos®d, (2.4.15)

=1
de donde, al sustituir X por e;, se deduce que:

m

Z 9*(fej, e:) = cos®d. (2.4.16)

=1

Por tanto, si j = k, se obtiene (2.4.14) con X\ = cos®8. Si j # k, se considera el
campo local unitario y ortogonal a los campos de estructura definido por

1
X = -\/—E(ej -+ ek),

al que se aplica (2.4.15) y resulta

cos’f = Z g%f(%(ej +ex)) €)= Z {-\/l—ﬁg(fej, e) + —\}_i'g(feka ei)} =

=1

= %Z g2(f€j, ei) + % Zgz(fek,ei) -+ Zg(fej,ei)g(fek, e:),
=1 i=1

lo cual, en virtud de (2.4.16), implica que

m

g(fej’ ei)g(fek) e’i) = 07

i==1
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es decir, (2.4.14) en el caso j # k.
Reciprocamente, tomando j = k en (2.4.14) se sigue que:

> g (feje) = A (2.4.17)
=1

Ahora, dado X € TM se sabe que:

}:g (fX,e)
IXP Zna

Por otra parte, en funcién de la referencia local ortonormal del enunciado, X se
puede escribir como '

cos*9(X) = (2.4.18)

X = ZjX’eJ +Zna(X ),

j=1

de donde: -
XP = Yo ra(x) = 30 (2419)

j=1

Ademas, utilizando (2.4.17) y (2.4.14) con j # k,

2P X )= Z(X")z Z g*(fej e+
+2ZX’X'°ZQ fei eg(fer,e) = /\i X792, (2.4.20)
i<k Ca=l i=1

por lo que, en virtud de (2.4.18), (2.4.19) y (2.4.20) se deduce que fcos"’é(X) =) lo
que indica que @ es slant con angulo arccos(\/X). O

Se supone ahora que sobre M hay definida una estructura de f-variedad métrica,

(Ma}:)—él)"' igmﬁla”' 1ﬁ3a_g_))

tal que la isometria ¢ verifica p,-(€,)s = (€a)y(z) Para todo z € M. Se denota por F

y F alas 2-formas fundamentales de M y M, respectivamente y, ademads, se considera
sobre M la 2-forma ¢*F. :
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Teorema 2.4.10. 5%, en las condiciones anteriores, existe una constante k € [—1,1]
tal que *F = kF, entonces, ¢ es slant con dngulo arccos(|k]).

Demostracion. Ya que M es una f-variedad, se puede considerar sobre M una
f-base dada por B = {e,--- vem, fer, -, fem, &, ,€,}, donde dimM = 2m + s.
Sea X € LN B. Como ¢*F = kF, se tiene que

g(fX,e;) = F(e;, X) = kF(e;, X) = —kg(X, fes), (2.4.21)
mientras que
9(fX, fe:) = F(fei, X) = kF (fei, X) = kg(F X, fe:) = kg(X, &), (2.4.22)

pues 7,(e;) = 0, para todos @ = 1,...,s e = 1,...,m. Asi, usando (2.4.21) y
(2.4.22), para todos X, Y € LN B, se deduce que:

D a(fX,e)g(fY &) + Y g(fX, Fer)g(FY, fes) =
=1 =1 .

m m

=K (Z 9(X, Fe)g(Y, Fes) + Y g(X, e)g(Y, ei)> . (2.4.23)
i=1 i=1

Ahora, evaluando (2.4.23) segin las posibles elecciones de X e Y en LN B, se

obtiene, en virtud del Lema 2.4.9, que ¢ es una inmersién slant con dngulo arccos(|k|).
a

Corolario 2.4.11. Si dimM = 2 + s, entonces, ¢ es slant st y sdlo si, existe una
constante k € [—1,1] tal que o*F = kF. Ademds, en tal caso, |k| = cosf, donde § es
el dngulo slant de la inmersidn.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.4.6 y del Teore-
ma 2.4.10. : U
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Capitulo 3

Ejemplos de subvariedades Slant
en f-variedades

En este capitulo se presentan algunos ejemplos de subvariedades slant en
f-variedades métricas, que, ademdas de su interés propio, servirdn para ilustrar los
resultados del Capitulo siguiente. \'

Es importante observar que uno de los aspectos principales de los trabajos exis-
tentes acerca de las subvariedades slant de variedades casi Hermiticas es la caracteri-
zacién de las superficies slant, de las que se dan numerosos ejemplos y resultados en,
por ejemplo, [28, 29, 23, 26, 60]. Sin embargo y segiin se hizo notar en la Seccién 2.2,
la minima dimensién de subvariedades slant propias en f-variedades con s campos de
estructura es 2 + s.

Los primeros ejemplos se obtendrin de forma inmediata a partir de ejemplos de
subvariedades slant en variedades casi Hermiticas. Después, se daran ejemplos de
subvariedades slant en las S-variedades R*™**, con especial detalle cuando m = 2y,
finalmente, en H?>™*% definida en la Seccién 1.2.

3.1. Ejemplos obtenidos a partir de Subvariedades
Slant en Variedades Casi Hermiticas.

Se comienza presentando un método general para obtener subvariedades slant en
variedades producto de una variedad casi Hermitica V por R°. En primer lugar, se
probard que, efectivamente, V' x R* es una f-variedad métrica.

Si J denota la estructura casi-compleja de V' y g; la métrica compatible con J,
entonces, definiendo

d 0
—_— .. —-—) = 3.1.1
f(XU) hlatly )hsats) (JX01 0) 3 0)’ ( )
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para todo campo X, € % y toda funcién h, € ]-’(‘7 x R?), siendo (t1,...,ts)
las coordenadas de R’ se tiene que f es una f-estructura en V x R°. Ademds,
considerando los campos globales

0
a = 07""; Yy PPty
bo = ( 0 Bt 0 0)

y sus l-formas duales n, = dt,, para a = 1,..., s, se comprueba ficilmente que con
los elementos definidos anteriormente, V x R* tiene estructura de f-variedad métrica,
con campos de estructura {&,...,&}. Para ello, basta tener en cuenta que, si X es
un campo tangente a V' X R’ no perteneciente a M, entonces se puede expresar como

X=Xo+) 9(X &a)fa=Xo+ Y Ma(X)ia, (3.1.2)

a=1
con Xy € Tf/", Xo # 0. De aqui que
sz:f(fX):f(JXO)()) 10)=(J2X0a0)”' 70) :_XO

%)
X == (X0 m(X) g, oK) 5 0= 2 M)

con lo que:

f2=—I+Zna®§a-

Las demds condiciones de la definicién de f-variedad se verifican trivialmente. Fi-
nalmente, la métrica producto, que se denotard por g, es compatible con la
f-estructura, pues, dados X,Y € T(V x R?),

G(FX, FY) = (T X0, 0, - ,0), (J¥,0, - ,0)) = gs(IXo, IYs) = gs(Xo, Yo)

y

9(X,Y) = g(Xo + Zna Yea, Yo + Znﬁ(Y &) = 91(Xo, Yo) + Zna na(Y),

de donde se sigue que

g(f X, fY) = g(X,Y) - Zna(xm Y),

lo cual implica que 7o(X) = g(X, &), paratodoa =1,...,s.
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Proposicién 3.1.1. Sea V una subvariedad slant de una variedad casi Hermitica V.
Entonces V x R® es subvariedad slant en la f-variedad métrica V x R®.

Demostracion. En virtud de (3.1.1), si X € T(V x R?), entonces Xy € TV y:
fX =(JX,,0,...,0). (3.1.3)

Ahora, a partir de (3.1.3) se tiene que TX = (PX,,0,...,0), donde se ha denotado
por PX, a la componente tangente de JX,. Asi: '

ITX|* =g(TX,TX) = g((PXy,0,..,0), (PX,,0,..,0)) =
= g;(PXo, PX,) = |PXo}%. (3.1.4)

Pero, de (3.1.2) se deduce de manera inmediata que
X[ =) ma(X) = 1Xol?,
a=1

lo cual, junto con (3.1.4), implica que

TX|  _|PX,|

s | Xol| ’
X2 =) nd(x
a=1
que es una constante por ser V una subvariedad slant de V. O

Asi, cada uno de los ejemplos de [28, 29, 23, 26, 47, 58, 59, 60|, proporciona un
ejemplo de subvariedad slant en una f-variedad métrica. Con todo, debe tenerse en
cuenta que V X R® no es una S-variedad. De hecho, puede probarse sin ninguna
dificultad que _

vX ga = 0)
para todo X € T(V x R*) y para todo a =1,..., s, donde se ha denotado por v la

conexién de Levi-Civita de V' x RS.
Ademais, se tiene que

~ d d -~

v Yo, i, ., Js—) = (V% J)Y,,

( (Xo, h1ay .. hs_d_)f)( o diggy ) = Vet

Tt dt,

para cualesquiera X, ¥p tangentes a v y funciones hl, coo L hg g1, Js €F (17 xR?),
donde VY denota la conexién de Levi-Civita de V. Asi, se verifica que f es paralelo
si y sélo si V es una variedad Kaehleriana.
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Sin embargo, se podria pensar que si V fuera una subvariedad slant de una va-
riedad Kaehleriana V', V' x R* serfa una subvariedad slant en una cierta S-variedad,
pero se tiene la siguiente proposicidn.

Proposicion 3.1.2. Sea M una subvariedad de una f-variedad métrica M con
2-forma fundamental F' = dn,, para todo o = 1,...,s, tangente a los campos de
estructura. Entonces, M es anti-invariante si y sélo si la distribucion L es integrable.

Demostracion. Se tiene que
29(X,TY) = 2F(X,Y) = 2dna(X,Y) = X (na(Y)) — Y (1a(X)) — na([X, Y]),
para todos X,Y € TM. En particular, si X,Y € L,
29(X,TY) = —na([X, Y]),
de donde se sigue el resultado. , 0O

Asi, si V es una subvariedad slant de una variedad Kaehleriana, V x R* no puede
ser subvariedad slant no anti-invariante en una S-variedad.

3.2. Subvariedades slant en R2™s,

A partir de ahora, se denotard por (R*™*5 f5 &, ,&, M, - ,Ms, g) a la varie-
dad R*™¢ con su S-estructura usual, dada por ([40])

1 o u F ) _ a
5((12 —;ydﬂf), 50_2.8'_;)
’ : (& . i
g_—_zna@)na—l—z(Z(dm’@da:’-l—dy’@dy)),

=1
f"(;(xa +Zzaa ‘; S =i az”;; ’yaa
donde (z%,¢*,2%),i=1,...,my a = 1,...,s, son las coordenadas cartesianas. Se
sabe que 5 5 5
—, 2= L & 3.2.1
{28y172(8x1 +;y aza)igl) 76} ( )

es una base ortonormal de TR*™** tal que

9 9 N
f0(25y—,~) = 2(@;{ + za:y 527,)
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y, por tanto, es una fp-base.
Cuando m es par, se puede definir el siguiente endomorfismo f; en TR?*™*¢ dado
por: '

fl(Xh"'aXm:Yh"‘)Yngl)'"7Z$) =
= (—XZ; Xl) ey —me Xm-—l: Y27 _Yla .o aYmv _Ym—h
y2X1 - y1X2 + .-+ me -1 ym—le, RN
SPX -y X+ Y X — Y™ X ).
Es facil probar que (R>™+5 f) &,--- &, M, -+, Ms, g) €S una f-variedad métrica.

Ademis, si m = 2k, se verifica que

0 0
W) =5

2j-1 - 2]
(2(8 2j—1 +Zyj aza 8 2] Z
paratodos j=1,...,kya=1,...,s, de donde se deduce que

9 21 0 o ., 9 2 0 |
{2ay2j-—1’ 8:32; 1 ZyJ za ’_ P) 2]"2(;9;3{'";3/ _a;;):fb---:gs};

(3.2.2)

donde 7 =1,...,k, es una fj-base. :
Por otra parte, cualquier X € TR?™* se puede expresar en funcién de la base
(3.2.1) como

9 ]
X = Z <)‘2"‘125y71-—1 + A2j25y—2—]:> +

j=1

k
35 (st + T 20 ity + ) + S i

j=1 a
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por lo que

0 0 0
2j-1_9 2
foX = Z (/\21_12 3 Py 1+Zy’ —) + A2;2( pon +Zy’aza ) —

j=1

- de donde se deduce que: _
JifoX = —fuh X. (3.2.3)
Asi, para todo X € TR?™*¢, en virtud de (1.2.8) y (3.2.3),

9(foX, LX) = -9(X, fofiX) = g9(X, fifoX) = —9(f1X, fo X),

lo cual implica que:

g(foX, 1X) =0. (3.2.4)
Sin embargo, (R*™**, f;,&1,...,&, M, ..., M, g) no cumple que su 2-forma funda-
mental Fy verifique F; = dn,, para todo a = 1,...,s. Realmente, este hecho es un

caso particular de la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.2.1. Sea (M, FHé, -8, My, M5, g) una f-variedad con 2-forma
fundamental Fy = dn, para todo oo = 1,...,s. Si existe otra f-estructura h sobre M
tal que

(M h 517”' 63’771’-"1773:9).

sea también una f-variedad métrica con 2-forma fundamental Fy, = dn, para todo
a=1,...,s, entonces h = f.

Demostracion. Si f y h definieran sobre M dos estructuras de f-variedad con los
mismos elementos, entonces, por hipétesis, se tendria que Fy = Fj. Aplicando la
definicién de 2-forma fundamental (1.2.10), se deduce que

9(X, fY) = Fy(X,Y) = dna(X,Y) = Fu(X,Y) = g(X, BY),

para todos X,Y € ™ , lo cual implica que fY = hY para todo campo Y tangente
aM. a

Cuando m = 2, es decir, en (R** f1,&,...,&,m,..-,Ms g), se puede probar
también que la f-estructura no es normal, pues '

[fu ANX,Y) =2 Jdne ® €a(X, V),

para todos X, Y € TR***: Ademds, dFy, = 0, es decir, F}, es cerrada. Por otra parte,
con un simple célculo es facil probar que

(Vxh)Y Z(Qna Vf1foY +na(Y)fifoX + (X, fifoY)és) (3.2.5)

para todos X, Y € TR4*s.

Las f-estructuras fy y fi permiten dar un método para obtener subvariedades
slant, con 4dngulo slant dado, en R****  con m par, como se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Para cada constante 9, se definen fop y fie de la siguiente forma:

fo,0 = (cost) fo + (senb) fi,
fr6 = (cosb) f1 + (senb) fo.

Entonces, (f0,97 €1; ) 163) My 7s g) Y (fl,o; 61) s 158) Ty -5 sy g) deﬁnen dos
estructuras de f-variedad métrica sobre R*™ %%, para cualquier nimero par m.
En particular, st m = 2, entonces cualquier subvariedad invariante M de dzmen-

si6n 2+ s en
(R4+53f01§17' . -,537771, . -»773,9)
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(resp., en (R*, f1,&1,...,&, M, ..., 7, g)), tangente a los campos de estructura, es
una subvariedad slant, con dngulo 6, en

(R4+s’ fo,ea §1a o :53) My -5 sy g)
(Tesp': en (R4+s, fl,ga é.la cee ’£3) My -y Mss g))

En primer lugar, se prueba que (R*™*¢ fy5.&1,...,6,Mm,..,7Ms g) €s una f-va-
riedad métrica. En efecto, dado X € TR?™*+* en virtud de (3.2.3):

36X = cos®0(=X + ) 1a(X)&) + senbeosb(fi foX + fofi X )+
+5en®0(—X + ) Ma(X)ea) = ~X + ) ma(X)éa

Por otra parte, dados X,Y € TR?>™*¢ se verifica que
9(fo,6X, fo,aY) = g(cosbfo X + senbf, X, cosbfyY + senffiY) =
= c0s%09(foX, foY) + senfcosB(g(foX, f1Y) + g(f1 X, foY )+
+sen?8g(f1.X, 1Y) = cos*8(g(X,Y) — Zna (X)na(Y))—

—senfcosf(g(X, fofiY¥) + 9(X, ffoY)) + sen29(g(X, Y) = na(X)na(Y)) =
=9(X,Y) = Y (X )na(Y),

donde se han usado (1.2.5) y (3.2.3).

De forma totalmente andloga se prueba que (R*™**, f14,&1,...,&, M, .-, 75, ) €S
una f-variedad métrica.

Ahora, se considera una subvariedad invariante M de dimensién 2 + s en

(R4+37 f07€1) T 755)771: cee 1”3')9))

con £, tangente, para todo @ = 1,---,s. Obsérvese que M es minimal, pues toda
subvariedad invariante en una S-variedad lo es ([10]). Al ser M invariante, en virtud
de (1.2.4) y (1.2.9) se puede elegir una base local ortonormal de TM de la forma

{e1, foer, &1, &1y (3.2.6)

donde e; € TM es unitario y ortogonal a £,, para todoa=1,...,s.
Asi, dado X € TM, expresandolo en funcién de la base (3 2 6) quedaria en la
forma,

X = )\161 + A2f0€1 + Z na(X)faa
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de donde se obtiene
X1 =D n2(X) =M+ A3 (3.2.7)

y, ademas:
foeX = AicosO foer + A1senf fie; — Aqcosfe; + Aysend fy foe. (3.2.8)
Si se denota por Ty 4 la proyeccién tangente de fy g, se vériﬁca que
ToX = 9(foeX, e1)er + g(fo0X, foer) foen,
de donde: |
To o X [* = 9(To,6X, To o X) = g*(fo0 X, e1) + g*(fo6 X, foer)- (3.2.9)
Ahora bien, en virtud de (1.2.5), (1.2.8), (1.2.9), (3.2.4) y (3.2.8),
9(foeX, e1) = —Xacosb, (3.2.10)

mientras que:

9(foeX, foer) = Acosé. - (3.2.11)
Por tanto, (3.2.10) y (3.2.11) en (3.2.9) y teniendo en cuenta (3.2.7), quedaria

1To,0 X > = Ajcos?0 + Mcos?d = (A} + A2)cos,

y, en consecuencia,
TosX|

\/!XP E }ajnﬂX)

de donde se deduce el resultado. De forma aniloga puede probarse para f;g.

Sin embargo, usando este método no se consiguen ejemplos propios en S-varieda-
des, pues, en virtud de la Proposicién 3.2.1, ninguna de las 2-formas fundamentales
correspondientes a las f-variedades

(R4+31 f0,0)§1) s 163) My -y sy g)

= cos#,

(R4+sa f1,91 617 e 7557 M, .-, Ns, g)

pueden verificar que son iguales a dn, para todo a =1,...,s, cuando 8 € (0,7/2).
Para obtener ejemplos en una S-variedad, es necesario el siguiente resultado:
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Teorema 3.2.3. Sea

(v, ') = (A, V), Lol V), fo(w', ), fulw',v))

una superficie slant S en C? con su estructura Kaehleriana usual, tal que 8/0u’ y
8/0v' son no nulos y ortogonales. Entonces,

y(u,v,t1, ..., ts) = 2(f1(y, v), fa(u, v), fa(u,v), fa(u,v),t1, .. ,ts) (3.2.12)

define una subvariedad slant de dimension 2+ s en

(R4+s)f0)§17 s 7§s’n1a .. '717579)7

con el mismo dngulo slant que S y tal que, si se escribe

_ 0 0fi 0f
€= - ;(2f3 f4 )8t
_ 0 : df1 0fs
e = 5 ;(2f3 W 2f4——)5t:’
entonces {e1,€2,&1,- - - L€} es una base ortogonal del fibrado tangente de la subvarie-

dad.

Demostracidn. Antes que nada, obsérvese que, en virtud de las hipétesis, se tiene que

a _0f 0f2 Ofs Ofs
o o 0:1:1) ou' (8x2)+ ou' (By ) o' By )
0 8f1 an 8f3 af4

B oV (8:1:1) o' (8:1;2) o' (6 )+81) 8y)

constituyen una base ortogonal de T'S.
Como z(u',v') define una superficie en C?, es evidente que

y(u,v,t1,...,ts)

define una subvariedad M de dimensién 2 + s en R4+¢. Ahora, se comprueba que

{e1,e9,&1,...,&s} es una base ortonormal de TM Para ello, derivando en (3.2.12), s
obtienen
a 0fi 0f2 ofs,, 9 Ofs,, 0
—_—= — _ ——(2— 3.2.13
du Ou (289:1) (28m2)+ Bu( 8y1)+ ou Byz)’ ( )
o _0h, 0, 0,0, O s, 0
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0 0
= 252 =&, (3.2.15)
para todo @ = 1,...,s. Pero, como en los puntos de la variedad, yt = 2f3(u,v) e
y? = 2f4(u, ), en virtud de (3.2.13), (3.2.14) (3.2.15) tenemos que
_ 5f2 afl 3f2
e = ——‘+Z 2f3 +2f4 +Z( 1 ) aza =
3f1 3f2 2 3]‘3 Ofs ., 0
2o TJhg Z
+Z (‘3 2) (8 2 -I-;y 8z°‘))+ ou (28y1)+ ou (281/2)’
y ,
0 0
+Z (2fs7 S o+ 2fit f2)8t =
_ _% __c’)_ 1__ \ 8f2 3f3 0f4 .
_av(z(ax1+2y 7))+ +Z (28 D5 28y)

donde se han identificado los vectores tangentes a M con sus imagenes por la apli-
cacién inducida por la inmersién. Asi, como (3.2.1) es una base ortonormal de TR,
es claro que

8fidfi _
gley,e2) =4 =0,
b ; du dv
ya que, por hipétesis, 8/0u’ y 8/0v’" son ortogonales. Ademas, es evidente que 7o(e1) =

Na(€2) =0y que:

9(31,61) Zg (%)2; gles, e2) = 24: <%%)2

i=1

En estas condiciones, cualquier X € TM puede expresarse en funcién de la base
anterior como

X = \e1 + Agey + Z na(X)§a7

a=1

de donde se educe que

2,20, 0 )12 0,2
K=y Z Vo)t A23) 5 }:yaza+
)

f 3f Ofs 5’f
83) 5+ Mgy T2, +Z""

+(/\1 + A9
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y, por tanto:

ofi , 8f:\’
X2 - 2:% _§:<M5;+A%%). (3.2.16)

=1
Asi, como (3.2.1) es una fo—base, resulta:

Ofs | %1 1 9
P = OG0 MG R+ S g

o . 0fs 0.
+()\1 L T )2(8972 +Zy pyed)

v
af1 0f1 3f2 0fz2,, 0
—(A 2—. 217
(ul + )2 — (e + M g2 (3217)
Ahora bien, como {el, e, &1,...,&} es una base ortogonal de T M, se tiene que

g(foX, el)é g(foX, e2)
gler, e1) ' g(ez, €2)

donde T, denota la proyeccién tangente de fy, lo cual implica que:
9*(foX, e1) L9 9*(foX, ea)

T X =

2,

ToX|* = 3.2.18
Ty i gler, e1) glez, e2) ( )
Pero, en virtud de (3.2.17), puede comprobarse que
dfs | Ofs\0fi .. Ofs . Ofs\0fs
glfoX,en) = Dug + g0, + gy T2%, )%y
0 0fy 0fs ., Ofr \ Ofs\Ofs _ d
(/\1 + Ag—— e ) 5y (A —=— w + A== 5 ——)=— 5 —g(JoXo, 5u =) (3.2.19)

donde Jy denota la estructura casi-compleja usual de C? y X, el campo vectorial de
TS dado por:

5} 3}
Ko =hgm + g
Anjlogamente se tiene:
5}
g(foX, 62) = —g(Jng, —a;;) (3220)

Entonces, en virtud de (3.2.16), (3.2.18), (3.2.19) y (3.2.20) y mediante un simple
célculo, se deduce que

ToX| [PXo| _
= = cosb,
\[XP =Y mx) ol
siendo PX, la proyeccién tangente de JyX, y 0 el 4ngulo slant de S. a
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Obsérvese que si .S no es totalmente real (anti-invariante), entonces la distribucién
generada por e; ¥y €; no es integrable y, por tanto, M no puede ser el producto de S
por R’. Este hecho es coherente con la Proposicién 3.1.2.

Ahora, usando el Teorema 3.7 y los ejemplos 2.1, 2.3, 2.4 y 2.5 de [23], se obtienen
los siguientes ejemplos en R*** con su S-estructura usual.

Ejemplo 3.2.4. Para cada 6 € [0,7/2],
z(u,v,t,...,ts) = 2(ucosh, usend, v,0,¢,.. ., 1)

define una subvariedad slant minimal de dimension 2+s con dngulo slant 8 y curvatura

escalar: s
= cos®4.
2+s

Tal y como se hizo en el Teorema 3.2.3, se elige como referencia de T M la formada
por los campos tangentes

3] - 0
e = 5 + ;260391)5{1- =

B 9 9 9 , @
= cost (“aml *2v a—z&")) + sen <2<5;f+§3y aza>) ’

e ——_a_.—2._a__
2T 80 oyl
0 0
€2+a—5i;—25—;;—§a,

paratodoa=1,...,s.
En cuanto a T+ M, se puede elegir como base de campos normales la formada por:

B 0 . 0 0 2 0
e3+s = —senf (2(;971:7 + za:y é‘z;‘)) + cosf (2(5}‘5 + ;y aza) )

Ly 8
€445 = 25
oy?
Se puede comprobar que ambas referencias {ei, €a,...,€2+s} ¥ {€3+s, €445} sOD

ortonormales. En estas condiciones, se verifica que los corchetes no nulos de los campos
bésicos elegidos son

$ 8
[e1, 2] = —2cosb E €240, |€1,€4+s) = —25enf E €2+a)
a=1

a=1

8 s
le2, €345] = —2senf E €2tar (€315, €ass] = —2cosb E €2+a;
a=1 )

a=1
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de donde se obtiene que

~

Ve,.ei = 0,

parat=1,...,2 + s, lo cual implica que

oler,e1) =0, o(er,ez) =0, o(e1,€a) = senfesys, (3.2.21)
0(32) 62) = Ou 0'(62) fa) = 8€n€€3+5, U(éﬁ)fﬁ) =0 o

y, en consecuencia, M es minimal. Ademds, se tiene que:

Vee1 =0, Ve s = —c0s0> ., €rta, Ve €21a = cosbey,
Ve,e1 =050, €240, Vee2 =0, Ve,€20q0 = —cosbe,
Vesra€l = cosfles, Vesra€2 = —cosbey, Vesiat24s = 0,
para todos a, 8 € {1,..., s}. Asi, es ficil calcular que
2 2 2
R(ey, ez)ey = —3scos*Ber, Rley, €riq)eriq = cos’fer, R(ez, €21a)e2ra = cos e,

de donde se concluye que:

1
T = 2 + S(R(el) 62; 62’ el) + g(R(el’ e2+a; e2+a’ e]_) + R(627 e2+a; e2+‘17 62))) =
_ scos®f
245

Ejemplo 3.2.5. Para cada constante k,

k

k k

o(u,v,ty, ..., ts) = 2( kucosucosy, e senucosv, e¥cosusenv, e senusenv, ty, .. ., t;)

define una subvariedad slant de dimension 2 + s con dngulo slant
6 = arccos(|k|/v1 + k2),
y curvatura escalar y curvatura media dadas por

sk? 2eku

"= Gyaase A= 2+s)VItk

respectivamente. Asi la subvariedad no es minimal.
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En este caso, se puede elegir la referencia ortonormal {ej, ez, ..., ezysp de TM
dada por:

e—ku 2ku 9
e; = ﬁ ( Zke sen(2v)8t > =

a=1
—ku

= _° 2 S 9
—2\/1_-*-_1?{(]“ )2 +Zy +(kac +z )2( +Zy 550 )+
8 0
+(kyt —y )28 : +(ky2+y1)25—y—2},
9 9]
o —ku | Y 2ku 2 — 1 =
ez =¢€ (Bv 2;]66 sen (U)Bta>
0 )

| 8 .0 D <~ 5 0
— . 12 i 1_ ¥y __. 22 . 2_~ 12___ 22____ ,
2 { 4 (8x1+;y 820‘) y (8x2+;y 3za)+x 6y1+x oy?
0 8
€24a = EE 3 p =&
Teniendo en cuenta que, en los puntos de la subvariedad se verifica

4™ = (') + (=) + (v')* + (¥)°

o e—ku e—Sku .
3:6‘( 2 ):- g

5 [eFu o3k
ay( 2 )" g U7

para i = 1,2, se puede comprobar que:

y que, por tanto,

e—-2ku

0 < 0
0(61; 61) = 0'(62, 62) = m(—(kxz -+ x1)2(b_:1;. “+ Z ylg‘;;)—k
a=1

8 ]
+(ke' —2%)2(5 +Zy — (k™ + 9125 51+ (k' —v)25.5).
Asi,
1 2+s e—2ku
H:2+S;U(ei,ei)= (2+S)(1+k2)( (ka? + z1) ————i—Zy aza

8 ., d b d
1.2 2 _ 2 1 1,2
+(kz" —z )2(_3952 + a§=lﬁy ——Bz") (ky* +y )2~——ay1 + (ky' —y)2 ayz)’
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de donde se deduce la expresién buscada
Por otra parte, se tiene que

k—ku
e, €] = ———==¢ o
leves] =~ Zm“

[617 62+a] = [82) €2+a] = 0,

lo cual implica que

velel = O) v8162 = (k)z €2+a)
V6162+a = C(k)eg, V6261 = —C(k){e—ku€2+2 €2+a}
Ve, €2 = —C(k)e *e;, Veerra = —C(ker,
V€2+a81 = C(k)62, Vez_ﬁez = (k)e]_,
V€2+ae2+ﬁ = 07
siendo:
k
C(k) =

VI+EE

En virtud de todo lo anterior, se obtiene

3sk? k2

R(617€2;62;61) = —-——_l-l-k?’ R(31,€2+a;€2+a161) R(€1,€2+a,€2+a,61) 1+k2’

de donde resulta el cilculo de la curvatura escalar.

Ejemplo 3.2.6. Para cualquier constante k,
z(u,v,t1,. .., ts) = 2(u, kcosv, v, ksenv, t1, .. ., ts)

define una subvariedad slant M de dimensidén 2 + s, dngulo slant
6 = arc cos( L )
V1+k?
y curvatura media constante dada por:

K|
2+s)1+k)

|H| =

Ademds, las condiciones siguientes son equivalentes: (i) k = 0; (i) M es inva-
riante; (1) M es minimal.
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En este caso, la base ortonormal {e;, ey, &1, ...,&} of TM viene dada por:

R R DAy
el—a—u+a2=12v§;—2;9—x—l2y c;—a;;,

L (2 S aksent ) =
eze—m(&v-&-;( 2k senv)ata>—

1 0 0
‘—“‘\m(‘ Y e 2oyt ”—‘ Zaza)’
0 0

e = —— = e = .
e Otg 0z« ba

Teniendo en cuenta que, en los puntos de la subvariedad, z? = 2kcosv e y* =
2ksenv, entonces, se obtiene que v
Vclel =0

— _ ]. 28 B 2 92 u 8
Ve262—1+k2< 922 552——:{:.1/;&(1 i

Ademss, o(e1,e1) =0, a(ez, e2) = 66262 y asi:

y que:

__ L 2 0 2 0 2 2%~ 0
H= 24 o)1k \ T a2 Y By2+xyz_:8z°‘ '
a=1

Ejemplo 3.2.7. Sea k un nimero positivo cualquiera y (g(r),h(r)) una curve
parametrizada por su longitud de arco. Entonces,

z(u,r t, -, ts) = 2(—krsenu, g(r), krcosu, h(r), t1,. .., ts)
define una subvariedad slant propia con dngulo slant k/+/1 + k2.

Las comprobaciones relativas a este ejemplo se realizan de manera analoga a las
de los ejemplos anteriores.

También se pueden obtener ejemplos de subvariedades slant de dimensién mayor
que 2 + s.

Ejemplo 3.2.8. Para k > 0,
z(u,v,w, 1, t1,...,ts) = 2(u, v, ksenw, ksenr, kw, kr, kcosw, kcosr, ty, ..., t;)
define una subvariedad slant M con dngulo w/4 en
(R, forbus s sy, 175, 9)-
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En efecto, se considera la base ortonormal en TM, {ey, ..., ess} dada por

9 9 <~ 8
8u+2kw28t 'a;ﬁyza;a‘)’

0 2.9
= +2
e =5+ krazlata 5 +Y Zaa
1 AN
3 \/—k <8w + 2k*cos w;—ata) —

_ 1 35, 0 sxm 0 0 3,0

=575 <y2(83+y ;aa)+2k281 a:2ay)
0

e4—~\/—_~( +2k2cosrzat>

1 ) 5 .. 0
- R
2\/§k( +yzaa )+ T5

0 0
Cora = g = 25 =

paraa=1,...,s. Sea ahora,

4 5 4 s
X = Z /\.;e.i + Zﬂa(X)64+a = Z)\iei -+ Z'I’]a(X)fa eTM.
=1 a=1

i=1 a=1
Entonces,
4
IXP =) k(X)) => X (3.2.22)
a i=1
y
4
T X =Y g(foX, e)e;
' i=1
Pero puede comprobarse ficilmente que
g(foX,e1) = M/V2,  g(foX,e2) = M/V2,
g(foX,e3) = —M/V2, g(foX,e)) = —X/V?2,
de donde:

IToX)? = % Z A2, (3.2.23)
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Asi, de (3.2.22) y (3.2.23) se deduce que

ToX]| ___\/_5
VIXE=Y2x) 27

lo cual implica que esta subvariedad es slant con dngulo 7 /4.

Ejemplo 3.2.9. Para cada 6 € [0,7/2],
z(u, v, w, g, ..., t) = Z(u, 0, w, 0, vcosh, vsenb, rcosl, rsenb, ty, ..., 1)

define una subvariedad slant minimal de dimension 4 + s, de dngulo slant 0 en R3S
con su S-estructura usual.

De modo similar, se obtiene el siguiente ejemplo de una subvariedad slant de
dimensién 2 + s en (R, fo,&1,..., &, M, ..., 75, 9)-

Ejemplo 3.2.10. Para cada 6 € [0, /2],
z(u,v,t1,...,ts) = 2(u, 0,0, vcosd, vsend, 0, ¢, ..., t;)

define una subvariedad slant de dimension 2 + s, con dngulo slant 0, en R%*® dotado
de su S-estructura usual.

Para la comprobacién de estos dos dltimos ejemplos, se pueden elegir referencias
ortonormales de forma totalmente andloga a como se hizo en el Ejemplo 3.2.4.

Usando un procedimiento parecido, se encuentran ejemplos de subvariedades slant
en la f-variedad métrica (R**, f1,&,...,&, M, ..., 75, 9)-

Ejemplo 3.2.11. Dados dos nimeros reales no nulos v y p, se considera la siguiente
inmersion de R x (0,00) X R® en R***, definida por :

z(u,v, b1, ..., ts) = 2(yvsenu, yucosu, vsen(uu), veos(pu), ty, . . ., t;).

Entonces, la inmersidn x proporciona una subvariedad slant M de dimension 2+s
en la f-variedad métrica (R4, f1,61,.. ., &M, .-, s, 9)-
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Sean:
_ 1 o] 1 ] 0 5 0
e1 = N {7cosu 2(33;1 +y Za: Bz“) — ysenu 2(8:1:2 +y Ea: Bz"‘) +

0 9
+ pcos(pu) 2;95— — psen(pu) 2 3 2}

1 0
ey = —=—=—= vsenu 2(5z3 + Az + 2
2 \/’YT:I{’Y ( yzaa + ycosu ( yz
0 0
+ sen(uu) ZF + cos(pu) 2555} ,
5}
€rta = 25-:' = Ea.
Puede comprobarse sin dificultad que {ei,:..,es1s} es referencia ortonormal de

TM. Como (3.2.2) es una fi-base, se tiene que:

B 1 ad 1 0 0 2 0
fier = —W {7senu 2(5:;1— +y Z —8—;;) + ycosu 2(:9—;2 +y ; 82‘1)

a 0
— psen(pu) 25——1 — pcos(p) 2 5 2} (3.2.24)
1 0 5 0
flez—\/—;;_;_ﬁ{—vcosu2—+y Za +’ysenu2(-é—)-x—2+y %:5;;)4-
9. 9 3.2.25
+ cos(pu) 255; — sen{pu) 2552- . (3.2.25)
Sea, ahora:
| X = Mey + hoep + Z’?a )y € TM.
Entonces,

X = 9(f1X, 61)61 + g(le, 62)62,

donde T; denota la proyeccién tangente de f;. En virtud de (3.2.24) y (3.2.25), se
obtiene que

1
1X1 = 2 - )
g(fIX:e2) \/7 _*_1\[2_'_” /"’)1
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de donde se deduce que M es una subvariedad slant con angulo slant:

2 _
arccos l7 “‘ .
\/72 + 1\/,),2 + ,u2

Ejemplo 3.2.12. Para cada 6 € [0,7/2],

z(u,v,t1,...,ts) = 2(ucosf, v, usend, 0,t,...,¢,)
define una subvariedad slant minimal con dngulo slant 6 en

(R4+s7 fl;é-l? .. '168,7711 e 777879)'

La comprobacién de estos ejemplos son andlogas a las realizadas anteriormente.

Ejemplo 3.2.13. Para cada 6 € [0,7/2],
- r(u,v,tq,...,ts) = 2(ucosd, v,0,usenb, t1, ..., t;)
define una subvariedad slant minimal con dngulo slant 6 en

(R4+s) fl:fl; s 753; ™, .- ')778)9)'

Se elige la referencia ortonormal de TM dada por

d 0
elzb—;-c0392———+ 28 -1—567162(9 5

— 9 —_ 2
62—55+2U86n9;~8—t';—2(8—x‘5+y ;820‘)7
0 0

e = e = Pgpe b

paraa=1,...,s.
Se tiene que

0 %)
fre1 = cosf 2(5—+y Z )+sen6 23

f1€2 —2(——' + E aza

lo cual implica:

Ti(Arer + Azez + Y Aava€ria) = —c0s8 Azer + cosf ses.

a=1
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De aqui se deduce directamente que la subvariedad M es slant, con dngulo slant
6, en (R**, f1,&,...,&,M,-.-,Ns, g). Ahora bien, obsérvese que

L 3 3 3 )
f061 = —'COSG 25;1' + 36719 2(5—'%—2- —+ Yy ;x 'a—;&') (3230)
¥y que
foer = =22 (3.2.31)
02 — ayz- 4.

Entonces, dado

X = Mer+Mer + Y _na(X)és € TM,

se escribe, como es usual:
ToX = g(foX, e1)er + g(foX, 62)62;
Pero, en virtud de (3.2.30) y (3.2.31), resulta

g(foX,e1) = —Aysend

9(foX,e3) = Aysenéb.

Asi; se verifica:
|ToX]|

VIXP =3 m(X)

Se puede concluir entonces que M es una subvariedad slant en la S-variedad

(R4+3’f0,€1, s 758,,’711 ce 7”37.9))

= send.

con angulo slant:
arccos(senf) = g— - 0.

Por tanto, se ha descrito un ejemplo de subvariedad slant en dos f-variedades
métricas distintas, siendo una de ellas una S-variedad. Ademas, si § = 7/4, la subva-
riedad tiene el mismo angulo slant en ambas estructuras.

Para terminar esta seccién, se presenta un ejemplo de subvariedad en R*** con su
S-estructura usual, que no viene dado por el método presentado en el Teorema 3.2.3,
lo que implica que no todas las subvariedades de una S-variedad se obtienen de la
misma forma.
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Ejemplo 3.2.14. Para cada 6 € [0,7/2],
z(u,v,t1,...,ts) = 2(u, 0, vcosh, vsend, 2uvcosh + ty, . . ., 2uvcost + t,)
define una subvariedad slant en R con dngulo slant 0.

En efecto, basta considerar la referencia ortonormal de TM dada por:

8 .8
= gu = 2ga V' L e

ey = _8_ — 2ucost Z B%; = 00502—?— + senf?2 9

Ov oyt y?’
0 0
€ra = 52 =255 =
para a = 1,...,s. Expresando cualquier campo tangente a M en funcién de esta refe-

rencia, se demuestra, de manera andloga a como se ha hecho antes, que la subvariedad

M es slant con angulo slant 6.

3.3. Subvariedades Slant en H*"ts,

En esta seccidén se va a presentar un método para obtener ejemplos de la

S-variedad H***¢, definida en la Seccién 1.2.

En primer lugar, sea M una S-variedad de dimensién 2n + s con tensores de

estructura

(fafl'"7537,’71;-'-1778:9))

tal que es el espacio fibrado de una fibracién principal toroidal

f:]T/f——%[\/"

sobre una variedad Kaehleriana N de dimensién 2n, con tensores de estructura (J, G).

Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones {3, 4]:

(i) El subespacio vertical de T en p € M es M.

(i) fX* = (JX)*, para todo X € TN, donde * denota la elevacién horizontal con

respecto a 7.

(iii) g(X*,Y*) = G(X,Y), para todos X,Y € TN.
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Ahora, sean M una subvariedad (n + s)-dimensional, tangente a los campos de
estructura de M y N una subvariedad n-dimensional de N. Se supone que el siguiente
diagrama es conmutativo

M M
N N,

donde M es el conjunto de fibras sobre N. Entonces, como consecuencia directa de
(i)-(iii), se puede establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. En las condiciones anteriores, M es una subvariedad slant de M
con dngulo slant 6 si y solo st N es una subvariedad slant de N con dngulo slant 6.

Usando el teorema anterior, se puede dar un método para construir ejemplos de
subvariedades slant propias en H**** con la estructura de S-variedad como espacio
fibrado de la fibracién principal toroidal 7 : H?**$ — PC" definida en la Seccién 1.2.
En efecto, si se considera cualquier inmersién isométrica ¢ : N — PC", entonces
M = 7T Y(N) es un fibrado principal toroidal sobre N (ver [33] para obtener mds
detalles) y la elevacién é: M — H™ de @ es otra inmersién isométrica tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

M gz H2n+s
1 -
N ¢ PC".

En virtud del Teorema 3.3.1 se tiene que, para conseguir una subvariedad slant de
H?*"*s con dngulo slant 6, basta considerar una subvariedad slant de PC" con angulo
slant 6. Por ejemplo, cualquiera de las dadas en [47].
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Capitulo 4

Estudio de la Segunda Forma
Fundamental para Inmersiones
Slant en S-variedades

En este capitulo se van a estudiar ciertos tipos especiales de subvariedades slant
en S-variedades cuyas definiciones estin relacionadas con la segunda forma funda-
mental de la inmersién. Asi, en la Seccién 4.1 se van a considerar subvariedades
totalmente f-geodésicas, totalmente f-umbilicales (definidas por L. Ornea en [50]),
pseudo-umbilicales y austeras, dando ejemplos de tales subvariedades.

Ademds, en la Seccién 4.2 se trataran las subvariedades slant de S-variedades
con menor dimensién, esto es, con dimensién 2+ s, presentando algunos teoremas de
caracterizacién para estas subvariedades en términos de las derivadas covariantes de
los operadores de proyeccion en la subvariedad de la f-estructura. Finalmente, en la
Seccién 4.3 se estudian las subvariedades slant minimales de menor dimensién. En
particular, se establecen algunas relaciones entre las subvariedades slant minimales
de dimensién (2 + s) y las subvariedades anti-invariantes en S-variedades, que corres-
ponderdn a las probadas por B.-Y. Chen en [23, 26].

4.1. Subvariedades Slant Minimales y Totalmente

Umbilicales.
Sea (X/f, f&, -, &,m,..-,7ms, g) una S-variedad de dimensién (2m + s). En esta
seccién se consideran subvariedades de M isométricamente inmersas y tangentes a los

campos de estructura. En primer lugar, se tiene el siguiente resultado, cuya prueba
es inmediata en virtud de (1.3.11):
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Proposicién 4.1.1. Cualgquier subvariedad slant M de M totalmente geodésica es
una subvariedad invariante.

De aqui que no existen subvariedades slant no invariantes y totalmente geodésicas
en una S-variedad. Por otra parte, usando (1.3.13), se deduce que toda subvariedad
totalmente umbilical y tangente a los campos de estructura en una S-variedad debe
ser minimal y, por tanto, totalmente geodésica. En consecuencia:

Corolario 4.1.2. No ezisten subvariedades slant no invariantes y totalmente umbi-
licales de una S-variedad. ’

Los resultados anteriores indican que el estudio de las subvariedades slant total-
mente geodésicas o totalmente umbilicales de S-variedades se reduce al estudio de
subvariedades invariantes. Es necesario, entonces, trabajar con otro tipo de subva-
riedades donde el comportamiento de la segunda forma fundamental esté mds rela-
cionado con la f-estructura, denominadas subvariedades totalmente f-geodésicas y
totalmente f-umbilicales, que fueron introducidas por Ornea [50]. Asi, una subvarie-
dad con dimensién (n + s) de una S-variedad, tangente a los campos de estructura,
se dice que es una subvariedad totalmente f-geodésica (resp., totalmente f-umbilical)
si la distribucién £ es totalmente geodésica (resp., totalmente umbilical), esto es, si
o(X,Y) =0 (resp., 0(X,Y) = g(X,Y)V, siendo

n+s
n

V =

H),

para cualesquiera X,Y € L. En otras palabras, puesto que a(fa‘, €g) = 0, para cua-
lesquiera o, 8 =1,..., s, la subvariedad es totalmente f-geodésica si y sélo si

o(X,Y) = (1a(X)o(Y; &) +1a(Y)o(X, &)

a=1
y es totalmente f-umbilical si y sélo si

S

o(X,Y) =D (na(X)a(V, &) + ma(Y)o(X, &) + g(f X, fY)V,

a=1

para cualesquiera X,Y € T M. Entonces, una subvariedad totalmente f-umbilical es
totalmente f-geodésica si y sélo si es minimal. Por otro lado, es facil demostrar que
cualquier subvariedad totalmente f-geodésica es minimal y totalmente f-umbilical.
Asi, el Ejemplo 3.2.5 presenta subvariedades slant de una S-variedad que no son
totalmente f-geodésicas y, teniendo en cuenta (3.2.21), el Ejemplo 3.2.4 presenta
subvariedades slant totalmente f-geodésicas.
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Por lo que respecta a las subvariedades totalmente f-umbilicales, se sabe que
cualquier subvariedad totalmente f-umbilical tangente a los campos de estructura
de un espacio de curvatura f-seccional constante ¢ # —3s, ha de ser invariante o
anti-invariante, esto es, no existen subvariedades slant propias en dicho espacio de
curvatura - f-seccional constante [8]. En el caso ¢ = —3s, las subvariedades slant que
aparecen en el Ejemplo 3.2.4 son totalmente f-umbilicales, mientras que las subva-
riedades slant del Ejemplo 3.2.5 no pueden ser totalmente f-umbilicales porque se
obtiene que o(e;, e2) = 0 y las subvariedades no son minimales.

A continuacién, se estudiara la seudo-umbilicalidad en las subvariedades slant. .
Recuérdese que se dice que una subvariedad es seudo-umbilical si existe una funcién
diferenciable h tal que

9(o(X,Y),H) = hg(X,Y), (4.1.1)

para todos X,Y € T M. Entonces, se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Sea M una subvariedad slant no invariante de una S-variedad M ,
tales que dimM = m + s y dimM = 2m + s. Entonces, M es seudo-umbilical si y
solo si es minimal.

Demostracion. Si M es una subvariedad seudo-umbilical, entonces, aplicando (4.1.1)
para X =Y = ¢,, se obtiene que h = 0, esto es,

§(o(X,Y), H) =0, (412)
para cualesquiera X,Y € TM. En particular, poniendo Y = &, en (4.1.2),

para cualquier X € TM. Ahora, a partir del Corolario 2.1.9, si se tiene una base
ortonormal local {esy,...,em,&1,...,&} de TM, entonces, {cscONey,...,cscONen}
es una base ortonormal local de T+ M, con lo que, en virtud de (4.1.3), M es minimal.

Reciprocamente, si M es minimal, entonces H = 0 y basta considerar h = 0 para
probar que M es seudo-umbilical. O

Asi, las subvariedades slant del Ejemplo 3.2.4 son seudo-umbilicales mientras que
las subvariedades slant del Ejemplo 3.2.5 no lo son.

De manera andloga a como se hizo anteriormente, es posible definir una nocién de
seudo-umbilicalidad mas ligada a la estructura. Una subvariedad M tangente a los
campos de estructura se dice que es pseudo-f-umbilical si existe una funcién diferen-
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ciable h tal que

s

9(0(X,Y) =Y (ma(X)o (Y, &) — na(Y)o (X, &), H) =

a=1

=h(g(X,Y) = ) na(X)ma(Y)),

a=1

para cualesquiera X,Y € T M. Entonces, se puede demostrar, mediante un calculo
directo, que las subvariedades del Ejemplo 3.2.5 son seudo- f-umbilicales. Sin embargo,
las subvariedades slant no-invariantes del Ejemplo 3.2.6, esto es, si k¥ # 0, no son
seudo- f-umbilicales, porque o(ey,e;) =0y o(ez, e2) # 0.

Finalmente, se va a considerar otro tipo de subvariedades minimales, denominadas
subvariedades austeras, que son aquellas tales que el conjunto de autovalores de Ay,
para cada V € T+ M, es invariante al multiplicar por -1. La condicién de austeridad,
introducida por Harvey y Lawson [39] en el contexto de subvariedades Lagrangianas
especiales en espacios Euclideos, es mucho maés fuerte que la condicién de minimalidad
(para tener mas detalles sobre estas subvariedades, puede consultarse [32]). A contin-
uacién se prueban una serie de condiciones suficientes que aseguran la austeridad de
una subvariedad slant propia de una S-variedad. En primer lugar, se tiene el siguiente
lema general, cuya demostracién es inmediata usando (1.2.23), (1.3.1), (1.3.2) y las

férmulas de Gauss-Weingarten.

Lema 4.1.4. Sea M una subvariedad de una S-variedad M , tangente a los campos
de estructura. Entonces, para cualesquiera X, Y € TM:

(VxN)YY =no(X,Y) — o(X,TY). (4.1.4)
Ahora, se puede demostrar las condiciones anunciadas.

Teorema 4.1.5. Sea M una subvariedad slant propia minimal de una S-variedad M
tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Para cualesquiera X,Y € TM:

(VxN)Y = (20.(X)NTY +na(Y)NTX). (4.1.5)

(1) Para cualguier V € T+M, todo autovector X asociado a un autovalor no nulo
de Ay, con X € L, verifica que \

9(TX,tV) = 0. (4.1.6)
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Entonces, M es una subvariedad austera.

Demostracion. En primer lugar, a partir de (4.1.4) y (4.1.5) se deduce que

o(X,TY) = no(X,Y) — i(2na(X)NTY + 10 (YINTX), (4.1.7)

a=1

para cualesquiera X, Y € T M. Ahora, como en virtud de la Proposicién 2.4.1 se puede
demostrar que (M,secdT,&,...,&,m,.-.,7Ms g) s una f-variedad métrica, siendo ¢
el angulo slant de M, se puede elegir una base ortonormal local de campos en M,

{e1,secOTey, ..., ex,sec8Ter, &1, ..., &}, (4.1.8)
donde dimM = 2k + s. Entonces, a partir de (4.1.7) se tiene que
o(sec6Te;, sec 8Te;) = sec® Gno(e;, Te;) = sec? Oo(e;, T e;)
y, por tanto, en virtud del Teorema 2.1.6,
o(sec0Te;,sec8Te;) = —o (e, €5), (4.1.9)

para cualesquiera ¢,5 =1,...,k.
En lo que resta de demostracién, dado un campo cualquiera X € TM, se va a
denotar por X al campo

X =X - ZWQ(X)&:
a=1

y por X, al campo X, = secT X. En estas condiciones, sean V € T-M cualquiera,
4 un autovalor no nulo de Ay y se considera un autovector no nulo X € T M asociado
a u. Se va a probar que

Ay (sec§TX) = —psecTX, (4.1.10)

lo que implicard que —p también es autovalor de Ay, con lo que concluiria la de-
mostracion.
En efecto, como, en funcién de la base (4.1.8),

k k
X = Z Aie; + Z Ki€ix, (4.1.11)
i=1 =1
entonces:
_ k k
AyX =) MAvei+ > pidve. (4.1.12)
=1 =1
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Pero, para cualquier 1 = 1,...,k, a partir de (1.1.3) y (1.3.12) se obtiene:

Aye;, = Z g(o(eie;), V)e; + Z g(o(ei, eji), V)ej + Z g(tV, e;)é, (4.1.13)

Ademds, de (4.1.9):

Avey = Z g(o(ei, &), Z g(o(ei, e5), V)ejx + Z g(tV e )és. (4.1.14)

a=1

' Asi, sustituyendo (4.1.13) y (4.1.14) en (4.1.12), se tiene:

j=1 =1

AvX = Z <Z(/\zg o(eie;), V) + mig(olei, e5), V))> e+

k

+Y (Z(/\ig(a(ei, ej«), V) — nig(o(ei, €5), V)))ej*+

+Z (Z(Azg(tV e;) + pig(tV, ez*))> Ea- (4.1.15)

a=1 =1

Por otra parte,

AvX = AvX + Y 1a(X)Avéa = AvX + Y na(X)tV, (4.1.16)
a=1 a=1
donde:
tV =3 gltVies)e; + D gtV ejnesn. (4.1.17)

Ahora bien, como X es un autovector de Ay, asociado al autovalor y,
AVX = [,LX (4.1.18)

e igualando las componentes con respecto a la base (4.1.8), de (4.1.11) y (4.1.15)-
(4.1.18) se tiene que

k
Z(/\ig(a(ei, e;), V) + uig(o(eix, €;),V)) + Z na(X)g(tV,e;) = puAj,  (4.1.19)

=1
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Z(/\ig(g(ei, eix), V) — pig(o(es, e;), V) + Zna(X )9(tV, ) = pp;  (4.1.20)

=1 a=1

Z()\ig(ﬂ/, e;) + mg(tV, en)) = g(tV, X) = pma(X). (4.1.21)

i=1
Aplicando T en (4.1.11) y multiplicando por secd, se deduce que

k k
X = Z/\iei* - Zmei,

i=1 i=1

donde se ha aplicado el Teorema 2.1.6.
Procediendo de forma similar a (4.1.9) se puede probar que o (e, ;) = o(e;, ejx),
para todos i, j. Entonces, empleando las ecuaciones (4.1.19)-(4.1.21), se llega a:

AvX, = —pX, +secd Y g(tV, TX)E.. (41.22)

a=1

Por tanto, para concluir la demostracién, basta probar que g(tV,TX) = 0, lo cual
es inmediato si X € L, en virtud de (4.1.6). Se puede suponer, en consecuencia, que
X ¢ L. Ahora bien, de (1.3.3) y (4.1.18) se tiene que:

Pero, por otra parte, usando (4.1.16),

9(AvX, TX) = g(Av X, TX) + Z’?a )g(tV, TX).

a=1

Asi,

Z 1e(X)g(tV,TX) = —g(AvX,TX) = —g(X, AyTX) =
a=1

= —cos@g(f(:, AvX.),
de donde, aplicando (4.1.22) resulta:
Z Na(X)g(tV, TX) = —cosbg(X, AvX,) =

= cosbug(X, X.) — > _ g(tV, TX)g(X,&) = 0.

a=1



Entonces, como X ¢ L,
D Ma(X) #0
a=1 .
y de aqui que g(tV,TX) =0. |

Obsérvese que este teorema es el correspondiente al Teorema 3.8 de [23], probado
por B.-Y. Chen para subvariedades slant propias y austeras de variedades Kaehle-
rianas. Por otro lado, las subvariedades slant del Ejemplo 3.2.4, con 4ngulo slant
6 € (0, 7/2), son austeras porque, para cualquier V € T+M, la ecuacién caracteristi-
ca de Ay viene dada por

¥ (u? = s|V[*sen®0) = u’(u — v/5|V[send) (u + v/5|V|send) = 0
y, como consecuencia, el conjunto de autovalores de Ay es:
{0, —v/5|V|sen8, ++/5|V|senb}.

4.2. Subvariedades Slant de menor Dimensién

En esta seccién se van a estudiar las subvariedades slant propias con la menor
dimensién posible, que se sabe es 2 + s, en S-variedades.

En la seccién anterior se obtuvo una expresién para VN en una subvariedad de
una S-variedad tangente a los campos de estructura (Lema 4.1.4). De manera andloga
se tiene:

Lema 4.2.1. Sea M una subvariedad de una S-variedad M , tangente a los campos
de estructura. Entonces, para cualesquiera X, Y € TM:

(VxT)Y = to(X,Y) + Any X + Y _(9(fX, fY)a + na(Y)f2X), (42.1)

a=1
En primer lugar se van a probar dos lemas generales para subvariedades de
S-variedades: '

Lema 4.2.2. Sea M una subvariedad de una S-variedad, tangente a los campos de
estructura. Entonces, existe una funcién diferenciable A tal que

(VxT)Y =\ Zs:(g(fX, Y + 1Y) F2X), (4.2.2)

a=1

para cualesquiera X, Y € TM, si y sélo si:

AnyX = AvxY = (A= 1) 3 (a(V) X — na(X)£Y).
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Demostracion. En primer lugar, de (4.2.1) y (4.2.2), se deduce que

to(X,Y) + Avy X = (A= 1) Y (9(fX, FY)ea +na(Y) f2X) (4.2.3)

a

para todos X,Y € T'M. Intercambiando los papeles de X e Y en (4.2.3), resulta:
to(Y,X) + AvxY = (A= 1) Y (9(fY, FX)éa + 1a(X)F*Y) . (4.2.4)

Asi, debido a que tanto o como g son campos de tensores simétricos, de (4.2.3) y
(4.2.4) se obtiene:

AnyX — AnxY = (A -1) Z (Ma(Y)f2X — na(X) f2Y)) . (4.2.5)

Reciprocamente, si se verifica (4.2.5) para todos X,Y € TM, con A una cierta
funcién diferenciable, entonces:

9(Any X, Z) = g(AnxY, Z) + (A - 1) ZQ 1Y) F2X —na(X)f?Y, Z),  (4.2.6)

para todos X,Y,Z € TM. Pero, por otro lado se tiene que:

9Ma(Y)F2X = 1a(X)f?Y, Z) = g(g(Y, &) F2 X — 9(X, &) f?Y, Z) =
=g9(Y,&)9(f?X, Z) — 9(X,£&)9(f?Y, Z) =
= g(Y,€a)9(X, F2Z) — 9(X,&)g(f?Y, Z) =
=g(g(Y, &) f2Z — 9(f%Y, 2)&0, X) = gna(Y)F2Z — g(f?Y, 2)&s, X).  (4.2.7)

Ademis, dado que el operador de Weingarten A es autoadjunto y usando (1.1.3),

se cumplen:

9(AnxY, Z) = g(o(Y, 2), NX) = —g(to (Y, Z), X). (4.2.9)
Por tanto, sustituyendo (4.2.7)-(4.2.9) en (4.2.6), se verifica que

9(AnyZ,X) = —g(ta(¥, 2), X) + (A - 1 Zg(na )22 — g(f*Y, Z)€a, X),

para todos X,Y,Z € TM, de donde:

AnyZ+10(Y,Z) = (A= 1) Y (na(Y) *Z + g(fY, f2)ta), (4.2.10)

[0
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para todos Y, Z € TM. Ahora, de (4.2.1) y (4.2.10),

(V2T)Y =AY (9(FY, £ 2)éa +na(Y) F22),

paratodos Y, Z € TM. O

Lema 4.2.3. Sea M una subvariedad de una S-variedad, tangente a los campos de
estructura. Entonces,

(VxN)Y = i:(2na(X)NTY +na(Y)NTX), (4.2.11)

a=1

para cualesquiera X, Y € TM, si y sdlo si:

AVTY + ApvY = (29(Y, tnV e + na(Y)inV),  (4212)

a=1
para cualquier Y € TM y cualguier V € T+ M.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que la condicién (4.2.11) es equivalente a

no(X,Y) = o(X,TY) + 3 _ (20a(X)NTY +no(Y)NTX),

para todos X,Y € T M, lo cual es equivalente, a su vez, a decir que

9(no(X,Y),V) = g(a(X,TY) + Y (2na(X)NTY +1a(Y)NTX),V), (4.2.13)

para todos X,Y € TM y todo V € T+ M. Pero, en virtud de (1.3.4) y (1.1.3):
§(no(X,V),V) = ~g(o(X,Y),nV) = —g(An ¥, X),  (42.14)

9(c(X,TY),V) = g(AvTY, X). (4.2.15)

Por otra parte,
29(1a(X)NTY, V) = 29(g(X, L) NTY, V) = 629(NTY, V)éa, X),  (4:2.16)
mientras que, de (1.3.3), (1.3.5) y (1.3.8), resulta

g(NTX,V) = —g(TX,tV) = g(TtV, X) = —g(tnV, X), (4.2.17)
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de donde se obtiene que:
Me(Y)g(NTX,V) = —no(Y)g(tnV, X). (4.2.18)

Uniendo todo lo anterior, es decir, sustituyendo (4.2.14)-(4.2.16) y (4.2.18) en
(4.2.13), se tiene que (4.2.11) equivale a

—AwyY = AyTY + Y (2g(NTY, V)éa — na(Y)tnV), (4.2.19)

para todo Y € TM y todo V' € T+ M. Pero, razonando como en (4.2.17),
g(NTY, V) = —g(TY,tV) = g(Y, TtV) = —g(Y, tnV),
luego, si se sustituye en (4.2.19), resulta que

AVTY = =AY + ) (29(Y, tnV)éa + ma(Y)nV)

paratodo Y € TM y para todo V € T+ M. O

Obsérvese que 2 + s es la menor dimensién de una subvariedad slant propia en
una f-variedad métrica, de acuerdo con el comentario hecho como consecuencia de
(2.2.1). Ahora, se van a estudiar las subvariedades de dicha dimensién cuando la
variedad ambiente es una S-variedad.

Teorema 4.2.4. Sea M una subvariedad de dimension (2 + s) de una S-variedad,
tangente a los campos de estructura. Entonces, M es una subvariedad slant si y sélo
st existe una funcion A : M — [0, 1] tal que

(VDY =AY (9(fX, fY)ea + ma(Y)F2X),  (4220)

a=1

para cualesquiera X,Y € TM. Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo slant de M,
entonces A = cos?0.

Demostracion. En primer lugar, es ficil demostrar que (4.2.20) implica

(VxQY =23 (g(X, TY)¢a — 7a(Y)TX).

a=1

Entonces, sélo hay que aplicar el Corolario 2.3.5 para obtener que M es una
subvariedad slant.
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Reciprocamente, se puede suponer que M es una subvariedad slant propia porque
si M es una subvariedad invariante o anti-invariante, se obtiene (4.2.20) directa-
mente. Ahora, puesto que dim(M) = 2 + s, segiin el Corolario 2.1.10, se puede ele-
gir una base local ortonormal de TM, {ej, es,&1,...,&}, tal que ex = (sec)Te; y
ey = —(sec §)Te,. Asi, para cualquier X € T M, se tiene, en virtud de (1.1.5) y (1.1.6)

(VXT)61 = VxTel - T(VXS]_) =

= cos8V xey — wi(X)Tey = cos Z w§ (X )Ea,

a=1

ya que wi(X) = 0y w!(X) = —w}(X). Ahora bien, usando (1.2.19) y (1.2.23),

w§(X) = g(es, TX), para cualquier & = 1,...,s y también:
(VxT)e; = cost Z g(e2, TX)&, = cos®8 Z 9(X, e1)éa. (4.2.21)
a=1 a=1

De forma similar: , _

(VxT)ey = cos®d Z 9(X, e2)éa. (4.2.22)
a=1
Por otro lado, para cualquier a =1,...,s:

(VxT)¢é, = cos®0f2X. (4.2.23)

Entonces, dado cualquier Y € T M, puesto que localmente

Y = Yie, + Y'2€2 + Z'rla(y)ga)

a=1

se obtiene que:

(VxT)Y = Yi(VxT)er + Ya(VxT)er + Y 1a(Y)/(VxT)ba. (4.2.24)
a=1 .
Sustituyendo (4.2.21)-(4.2.23) en (4.2.24) se concluye la prueba. O

A partir del Lema 4.2.2 se obtiene:

Corolario 4.2.5. Sea M una subvariedad de dimensién 2 + s en una S-variedad,
tangente a los campos de estructura. Entonces, M es una subvariedad slant si y sélo
st existe una funcion diferenciable p: M — [0, 1] tal que

AnyX — AnxY = ) (1a(X) f2Y — na(Y) f2X),

a=1
para cualesquiera X, Y € X(M). Ademds, en este caso, si 0 es el dngulo slant de M,
entonces u = sen®d.
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4.3. Subvariedades Slant Minimales de menor Di-
mension.

En esta seccién se van a estudiar las subvariedades slant en S-variedades que
tienen la menor dimensién posible y que sean minimales. Ademds, se establecerdn
relaciones entre ellas y las subvariedades anti-invariantes en S-variedades, similares a
las probadas por B.-Y. Chen para superficies slant y superficies totalmente reales en
variedades Kaehlerianas. " ,

Para usarlos mas adelante, se prueban los siguientes lemas.

Lema 4.3.1. Sea M una subvariedad 6-slant propia de dimensidn (2 + s) de una
S-variedad M con dim{M) = 4+ s y se considera una referencia slant adaptada

{61, NN ,64+s}.
Denotando por oi; = g(o(ei,ej),e.), para cualesquiera i,j = 1,2,5,...,4 + 5 y
r = 3,4, se verifican: .
iy = o1, (4.3.1)
T3 = 01z, (4.3.2)
0-:13(4+a) = U§(4+a) =—send, a=1,...,s (433)
U§(4+a) = U§(4+a) = U?4+a)(4+/3) = U?4+a)(4+ﬂ) =0, af=1,...,s (4.3.4)

Demostracion. En virtud del Corolario 4.2.5 se obtienen (4.3.1) y (4.3.2), mientras
que (4.3.3) y (4.3.4) se tienen por ser M una S-variedad. O

Lema 4.3.2. Sea M una subvariedad slant de dimension (2+s) de una S-variedad M

con dim(M ) =4+s. Entonces, VN = 0 si y sélo si M es una subvariedad invariante
o anti-invariante. ‘

Demostracion. SiVN =0, entonces,‘ aplicando (4.1.4), para cualesquiera X,Y € TM
y V € T+ M tenemos que:

—g(o(X, TY), V) = g(o(X, Y),nV). (4.3.5)

Si se supone que M es una subvariedad slant propia con dngulo slant y se elige
una referencia slant adaptada de la forma

{61, ...,eq,65 =&, .. B4y = fs},
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entonces, a partir de (4.3.5), puesto que Teyy, = TE, = 0, para cualquiera =1,...,s
y neyq = cosbes, se deduce que

0= g(a(elv €4+a), TL64) = cos@g(a(el, e4+a)’ 63) =
= c030013(4 +a) = —cosfsend,

donde se ha usado (4.3.3). Pero esto contradice el hecho de que M sea una subvariedad
slant propia.

Reciprocamente, si M es una subvariedad invariante, entonces N = 0 y también
VN = 0. Finalmente, si M es una subvariedad anti-invariante, entonces n = 0 y sélo
es necesario aplicar (4.1.4). O

Ahora, se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.3. Sea M una subvariedad de dimensién (2+ s) de una S-variedad M
de dimension (4 + s), tangente a los campos de estructura.

(i) Si M es una subvariedad slant propia minimal de M , entonces, para cualesquiera
XYeTM:

(VxN)Y = i(Qna(X)NTY + 0 (YINTX). (4.3.6)

a=1

(11) Reciprocamente, si ({.3.6) se verifica, y si, ademds, se supone que existe un
autovalor A de Q| en cada punto de M tal que A € (—1,0), entonces M es una
subvariedad slant propia minimal de M.

Demostracion. Para probar la afirmacidén (), se elige una referencia slant adaptada

{er,...,eq,e5 =&, 64y = &}
y, entonces, se tiene que
no(e;,e;) = cosbojses — cosfol;es, (4.3.7)
para cualesquiera 7,7 = 1,2,5,...,4 + 5. Ademds, puesto que M es minimal, usando
que 0(€a, €a) = 0 para cualquier o = 1,..., s, se deduce:
ol =—0a3,, of, = —03,. (4.3.8)

En lo que sigue, se van a escribir los campos X,Y € T M en funcién de la referencia
slant adaptada y se van a tener en cuenta (4.3.1)-(4.3.4), (4.3.7) y (4.3.8). De aqui se
obtiene (4.3.6) a partir de (4.1.4) y (1.3.7).
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Para probar la afirmacién () se elige un campo local unitario e; en £, tal que
T?e; = —cos®01e1, donde 6; = G(e;) € (0,7/2) denota el dngulo de Wirtinger de e;.
Ahora, se definen e,, e3, e4 por : ‘

es = (sec6;)Tey, e3 = (cscf;)Ney, ey = (csch;)Ney (4.3.9)

Y €s1a = &, @ = 1,...,s. Es ficil demostrar que {er,...,esss} €S una base local
ortonormal de M tal que:

tes = —senbie;, teq = —senfies, ne; = —cosbiey, neq = cosbes.
A continuacidn, a partir de (4.3.9) y usando el Lema 4.2.3, se obtiene:
Ane 2 = sec by senb) A, Tey = senbiAc,e1 = Aneser

Ademds, a partir de (1.2.19) y las férmulas de Gauss-Weingarten, se deduce, para
cualquier « = 1,...,s, que

Ane,ara = senfi A, e4rq = senfites = —sen®die;
¥ que:
2
ANe,€ara = senbiAe 4o = senbitey = —sen“fre;.
Por tanto, mediante un simple cilculo, se tiene que

8

AnyX = AnxY — sen’t; Z(%(Y)f?X — (X)) F?Y),

a=1

para cualesquiera X,Y € TM y asi, aplicando el Corolario 4.2.5, se sabe que M es
una subvariedad slant propia, con dngulo slant ¢;. Finalmente, para probar que M es
también una subvariedad minimal, sélo se necesita demostrar que:

‘7%1 = —0%, 0 = —0%,.
Pero, 03, = g(o(e1,e1),e3) = —sechyg(ofe;,Tes), e3) v, a partir de (4.1.4) y

(4.3.6), o(e1, Tea) = no(ey, e2), que, junto con (1.3.4), implica:

3 4
011 = —0q3-

Ahora, una vez probado que M es una subvariedad slant propia y que la base

elegida es una referencia slant adaptada, usando el Lema 4.3.1 se concluye la prueba.
O
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Nétese que (4.3.6) se verifica trivialmente en los casos invariante y anti-invariante,
ya que VN = 0. Por otro lado, el teorema anterior es el correspondiente al Teorema
5.5 en [26], probado por B.-Y. Chen para superficies en variedades Kaehlerianas de
dimension 4.

A continuacién, se van a establecer algunas relaciones entre las subvariedades slant
minimales de dimensién (2 + s) y las subvariedades anti-invariantes en S-variedades.
En primer lugar, se tiene el siguiente lema.

Lema 4.3.4. Sea M una subvariedad slant propia de dimension (2 + s) en una
S-variedad M de dimensién (4 + s), con dngulo slant 0. Entonces, con respecto a
una referencia slant adaptada {ey, ..., es1s}, se tiene

wi — w? = —ctgf((traza o*)w' + (traza o*)w® — Z(2sen9)na), (4.3.10)

a=1
donde w', w? son las formas duales de e, e;.

Demostracién. Al ser la base local una referencia slant adaptada, usando (4.1.4) sev
tiene que:

D, es = (csc8) D, Ney = (csc0)(N(Ve,e1) + no(er, e1) —o(er, Ter)).  (4.3.11)

Pero, a partir de (1.1.5), (1.1.7) y aplicando N, se obtiene:

N (Ve e1) = w(e;)Ney = senfw? (e )ea. (4.3.12)

Por otra parte:
no(ey, e1) = o3, nes + ot neq = cos(—0o3 eq + 011€3), (4.3.13)
o(ey, Tey) = cosfo(er, e3) = cosf(a3,e3 + o1z€4). (4.3.14)

Asi, sustituyendo (4.3.12)-(4.3.14) en (4.3.11), resulta
Deyes = wi(er)es + ctgb(—o3eq + ohre3 — Thaes — 01zea),

en virtud del Lema 4.3.1 y ya que

2

traza o° = Zg(o(ei, ei), 63),
i=1

se deduce que
D, e3 = wi(ey)ey — ctgb(traza o°)ey
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y, a partir de (1.1.6):

wi(ey) — wi(ey) = —ctgb(traza o°). (4.3.15)
De forma similar:
wi(ez) — wl(eg) = —ctgh(traza o*). (4.3.16)
Ademads, para cualquier a = 1,...,s,
D.,..es = cscO(N(Vg,e1) + no(er, &) — 0(Ter,€a)), (4.3.17)

pero, aplicando (1.3.7) y (1.3.11), ’
no(ey, &) — 0(Te1,&) = —nNey + NTe; = 2NTe,
y, como consecuencia, a partir del Corolario 2.1.11, se obtiene:
no(er, &) — o(Ter, &n) = 2senbcosbey. (4.3.18)
Ma3s aun:
N(Ve,, 1) = wiesro) Nes = senbuwi(és)ea. (4.3.19)
Por tanto, sustituyendo (4.3.18) y (4.3.19) en (4.3.17) y teniendo en cuenta que
Deyynes = w3(esra)es,

se sigue que:

w3 (eqra) — Wi(eqra) = 2cos8 = —ctgd(—2send). (4.3.20)

Entonces, dado que {ej, €s,€3...,€sys} €s una base local ortonormal de TM, con
referencia dual {w!, w? m,...,7,}, la ecuacién (4.3.10) se sigue de (4.3.15), (4.3.16)
v (4.3.20). O

Ahora, se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3.5. Sea M una subvariedad slant propia de una S-variedad

(M7f‘)€l>"'158)n17”'77’8).9))

con dimM = 2 + s, dimM =4+ s y dngulo slant . St eziste en M una f-estructura
f tal que L
(M)f7€1a'"7€8anl)"'$nsag)

es una f-variedad métrica verificando
a(VxHY,2) =0, (4.3.21)

para cualesquiera X, Y, Z normales a los campos de estructura y st M es una subva-
riedad anti-invariante con respecto a esta estructura, entonces M es una subvariedad
minimal de M.
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Demostracién. Sea {ey, ..., eq.s} una referencia slant adaptada en la S-variedad

(M7f7€1:"' )5377717"' )”3)9);

siendo {es, e4} una base local ortonormal de T+ M. Por tanto, puesto que M es una
subvariedad anti-invariante en

(Ma?,fb---~;£s,771,--~-;773,9):

se tiene que {761,762} es otra base local ortonormal de T+ M, en virtud de (1.2.5).
En consecuencia, existe una funcién ¢ en M tal que:

es = (cosp)fer + (seny)fes
ec = —(seng)Fes + (cosp)fes. (4.3.22)

Considerando X € L, se tiene que:

wi(X) = g(Vxes, ) = X(cosp)g(Fe, eq) + X (seng)g(Fes, es)+
+(003<P)9(€7X7€1, es) + (sencp)g(%xfez, es).

Ahora, ya que w}(X) = 0, f&, = 0 para cualquier a = 1,...,s y g(fes,e4) =0,
usando (4.3.21) y (4.3.22), se obtiene: :

wi(X) — wA(X) = X = dp(X). (4.3.23)

Por otra parte, considerando cualquier campo

X=X+ Z”a o € TM, (4.3.24)

a=1

con X € L, se tiene, usando (4.3.20) y (4.3.21), que:

w.’;i(X) wl(X) —w3( +Z77a ('ws(ga w%(fa)) =
= dp(X) + 2cosh Z Na(X).
Pero,

dip(X) = dip(X — Zna )a) = do(X) = Y alp)na(X)

a=1
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y, asi:

wi — w? =dp + 2(20039 — £a(0)Ma-

a=1

Por tanto, teniendo en cuenta (4.3.10) se deduce que:
—ctgf{(traza o°)w' + (traza o*)w?} = dyp — Z Ea(©)Na- (4.3.25)
a=1

Por otro lado,

oh = Q(U(el, e1),e3) = g(Ae;er, €1) = —9(63163, e1)
y a partir de (4.3.21), (4.3.22) y ya que fe;, fea € T+ M, se obtiene:
o3 = cospg(a(er, e1), fer) + senpg(a(er, e2), fe1).
Sin embargo, usando de nuevo (4.3.22):
fey = cospes — senqpey.
En consecuencia:

3 2 4
o3, = cos’pad — cospsenpoy; + cospsenwos, — sen*pat, =

= cos*pad, — sen’pol,,

donde se ha usado el Lema 4.3.1. De aqui, puesto que o3, = 0 para cualquier

a=1...,s
sen®p(traza o°) = 0. (4.3.26)

De forna andloga:
sen’yp(traza o*) = 0. (4.3.27)

Ahora, se considera el siguiente subconjunto abierto de M:
U={ze M/H(z) #0}.

Para concluir la prueba, sélo se necesita demostrar que U = 0. Si no lo fuera, en
U se verificaria que

traza o =

1
0#£H= 5 ((traza o°)es + (traza o*)es),

+ s

de donde:
traza o® # 0 o traza o* # 0. (4.3.28)
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Esto implica, segin (4.3.26) y (4.3.27), que ¢ = 0 (mod 7) en U. Pero ¢ ha de ser
una funcién continua, lo cual supone que ¢ =0 en U. Asi, dp =0y &u(p) =0en U
para cualquier a = 1,...,s. Por tanto, se deduce de (4.3.25) que

ctgf((traza o®)w' + (traza o*)w?) =0,

y, en virtud de (4.3.28), se sigue que ctgd = 0, lo cual es contradiccién con el hecho
de que M sea slant propia. Asi, U = { y, por tanto, M es minimal. |

Noétese que (4.3.21) se verifica, en particular, si

(M)‘f)&l)"‘)gmnly"'7?7879)

es una S-estructura en M. , bues, en tal caso, para cualesquiera X,Y, Z € TM, a partir
de (1.2.23) se obtiene

a(VxF)Y, Z2) =Y (9(F X, f¥)na(2) + na(Y)9(f?X, 2)),

a=1

siendo nula esta expresién en el caso en que Y, Z sean normales a los campos de
estructura. De hecho, este serfa el andlogo al Teorema 4.2 de [23], probado por
B.-Y. Chen en el caso Kaehleriano. Sin embargo, en virtud de la Proposicién 3.2.1,
el Teorema 4.3.5 es la mejor versién posible del Teorema de Chen para S-variedades,
ya que en una misma variedad no es posible disponer de S-estructuras diferentes
compatibles.

Para terminar, se va a presentar un ejemplo ilustrativo. Sea

(R4+s7f$£17"'75317717"')nsag)

la S-estructura usual de R*** (ver [40] para m4s detalles), con coordenadas cartesianas
(1,22, 4, 4%, 2%, ..., 2°). Se define en R*** el tensor de tipo (1,1) f de la siguiente
forma:

Y. 9., &, 0
f (;(Xzb_;: + ngy-;) + ;Zaé;;) =

5} 0 0
ozt + X Or? * Y"’ay

L)

O . 12 1 9
3y2+(y X —y Xz);aza.

=X, Y,

Es facil probar que

(R4+57 ?) 617 e )58) Ty Msy g)
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es una f-variedad métrica. Ademis,

(VxHY =D 20a(X)FFY +na(Y)FFX + 9(X, FFY)Ea,

a=1

para cualesquiera X,Y € TR**®). Entonces, se tiene (4.3.21). Ahora, se considera la
subvariedad M con dimensién (2 + s) de R*** definida por

z(u,v,t1,...,t;) = 2(ucosf, usend, v,0,t1, ..., 1),
para cualquier 6 € (0, 7/2). Entonces, M es una subvariedad slant propia minimal en

(R4+5)f7£17"‘>§san17'-')77379)

(ver [16]) y una subvariedad anti-invariante en:

(R4+87?a€1)' . 76877711 e '177879)‘
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Capitulo 5

La Curvatura Media en una
S-variedad de Curvatura
f-seccional Constante

“Encontrar relaciones simples entre los principales invariantes extrinsecos e in-
trinsecos de una subvariedad”es, segin Bang-Yen Chen (24|, uno de los problemas
béasicos en la teoria de subvariedades. En este contexto, Chen ha establecido rela-
ciones entre diferentes curvaturas y el vector curvatura media para subvariedades en
espacios reales de curvatura seccional constante [19, 20, 24, 25, 27]. Versiones de es-
tas relaciones han sido probadas, posteriormente, en el caso de inmersiones slant en
Geometria Sasakiana [15, 31, 61].

En este capitulo se pretende obtener versiones de las citadas relaciones para sub-
variedades slant de S-variedades con curvatura f-seccional constante. Asi, en la Sec-
cién 5.1, se va a probar una desigualdad entre un invariante Riemanniano que es
funcién de la curvatura escalar y de las curvaturas seccionales de una tal subvariedad
slant y el médulo al cuadrado del vector curvatura media, el dngulo slant y la cur-
vatura f-seccional constante de la S-variedad ambiente y caracterizandose el caso de
igualdad cuando la dimensién de la subvariedad sea la menor posible, es decir, 2 + s.

En la Seccién 5.2, se establece una desigualdad entre la curvatura de Ricci y el
mddulo al cuadrado del vector curvatura media, que mejora la obtenida en [61] para

el caso Sasakiano y se estudia el caso de igualdad. Finalmente, en la Seccién 5.3, la
relacién serd entre la funcién curvatura seccional de la subvariedad y el endomorfismo
de Weingarten asociado al vector curvatura media.
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5.1. Desigualdades de B.-Y. Chen en una S-varie-
dad de Curvatura f-seccional constante.

En la segunda mitad de la década de los 90, B.-Y. Chen [19, 20, 27] introdujo,
para una variedad Riemanniana M, un invariante Riemanniano d37, bien definido,
dado por

037(p) = 7(p) — (inf K)(p),

para cualquier p € M , donde 7 denota la curvatura escalar y

—

(inf K)(p) = inf{K(7) : secciones planas m C T,(M)},

siendo K () la curvatura seccional de la seccién plana 7. Ademds, para subvariedades
M en un espacio real de curvatura seccional constante ¢, Chen probd la siguiente
desigualdad bdsica en la que aparecen el invariante intrinseco dps y el cuadrado del
moédulo del vector curvatura media A de la inmersién: ‘

R(n=2) (112
M S ST ) ©

|H|? +

siendo n la dimensién de M. En [15], A. Carriazo establece una versién de la desigual-
dad de B.-Y. Chen en la geometria de contacto, para una subvariedad tangente al
campo de estructura de una variedad Sasakiana de curvatura ¢-seccional constante
c. De hecho, demuestra que si se considera una inmersion 6-slant de una variedad
Riemanniana M de dimensién (n + 1) en una tal variedad Sasakiana con dimensién
2m+1, métrica g y f-estructura ¢, entonces, para cualquier punto p € M y cualquier
seccién plana 7 de la distribucién de contacto D en p,

r_K(m) < OF 1)275" —Y g+ Sn+ - 224
+ncos’6 + g’(—c—;:—Q (gcosze - <I>2(7r)) ,

donde ®2(r) = g%(ey, ¢e2) es un ndmero real en [0, 1] que es independiente de la
eleccién de la base ortonormal {e;,e>} de 7. En particular, si se define

(infpK)(p) = inf{ K (r) : secciones planas 7 C D,}
para cada puntop € M y

63 (p) = 7(p) — (infp K)(p),
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entonces, pé,ra. toda subvariedad 8-slant M de dimensién 3, la desigualdad
D . 9 2 2
u < ZIH |“2cos“0

se verifica, obteniéndose la igualdad si y sélo si M es minimal.
En esta seccién se va a presentar la correspondiente desigualdad para el caso en
que la variedad ambiente sea una S-variedad y se van a obtener algunas aplicaciones.
A partir de ahora y en lo que resta de seccién, M(c) denotard una S-variedad de
dimensidén 2m + s y curvatura f-seccional constante igual a ¢ y M una subvariedad
de dimensién n + s, con n > 2, tangente a los campos de estructura. Entonces, dada
una referencia local ortonormal de TM,

{81,...,6n,§1,...,€3},

se pueden definir los cuadrados de las normas de T y N como

TP =3 ¢%(ea Tey), NP2 = EJNaP B CE Y

i,J=1

respectivamente, aunque dichas cantidades son independientes de la referencia orto-
normal elegida. Ademas, si se denota por 7 a la curvatura escalar en cualquier punto
de M, se tiene que

2r = K(ei Ney) +2ZZK(6,/\&, (5.1.2)

1#£j i=1 a=1

donde K(X AY) denota la curvatura seccional de M asociada a la seccién plana
generada por X e Y. Ahora, usando (1.2.26), (5.1.1) y (5.1.2), se obtiene la siguiente
relacién entre la curvatura escalar y la curvatura media de M,

€X35 | ons+ §(—Cz——sl|T12, C o (5.1.3)

27 = (n+ | H] — |o* + n(n = 1)

donde |o| denota la norma de la segunda forma fundamental o, dada por:

lo|? = Zw ene)+2 D o(ee)) |2+2ZZ|U e, &) (5.1.4)

1<i<j<n i=1 a=1

En primer lugar, se recuerda un lema algebraico que puede encontrarse en [27]:
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Lema 5.1.1. Sean a4, ..., ax, ¢ k + 1 nimeros reales (k > 2) tales que:

(Za,) =(k-1) (Zaf—l-c) :

Entonces, 2a1a2 > ¢, obteniéndose la igualdad si y sdlo si a10; = a3 = --- = a;.

En estas condiciones, se puede probar la siguiente versién, para la geometria de
f-variedades, del Teorema 3 de {19]:

Teorema 5.1.2. Sea  : M — M(c) una inmersién isométrica de una viriedad
Riemanniana con dimensidn (n+s) en una S-variedad de curvatura f-seccional con-
stante M. (c) de dimension 2m + s, tal que los campos de estructura son tangentes a
M. Entonces, para cualquier punto p € M y cualquier seccion plana ™ C L, se tiene:

(n+s)Pn+s-2), ., 1 c+3s
- K(m) < - 1)(n —2
T (m) < St 1) |H| +2(n+ Wn — 2) 1 + ns+
3 c— 3 c— 3§
=|T? — 3F? 5.1.5
+SITPES —3rm 2, (5.15)
donde, si T estd generada por X e Y,

F(r) = ¢(X, fY) (5.16)
es un nimero real en [0, 1] que es independiente de la eleccion de la base ortonormal
{X,Y} dem.

La igualdad en (5.1.5) se tiene en p € M si y sdlo si existe una base ortonormal
{e1, ..., en+s} de T,M y una base ortonormal {enyss1, - - -, €am+s} de T;-M tales que

(i) en+j = (&)p, Para j =1,...,5;
(1) © estd generada por ey, es;

(111) los endomorfismos de Weingarten A, = A.., r=n+s+1,...,2m + s, tienen
la siguiente forma:

a 0 0
An+3+1 = 0 —a 0 3 (517)
0 0 @n+s-—2
o1 012 0
A =| oy —of; 0 r=n+s+2,...,2m+s. (5.1.8)

0 0 ®n+s——2
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Demostracion. Sea:

= or - (”+Z)i(’;fi' Dip -+ 1)n-2) 252
—2ns — 3—<E:—5—)]T|2. (5.1.9)
Entonces, (5.1.3) y (5.1.9) implican:
(n+sP|HP=(Mn+s-Dof+(n+s-1) (5 _ _;33> : (5.1.10)
Sea m C L, una seccién plana v {e1,-..,€n+s}, {€nts+1,---,E2mes} referencias
ortonormales de T,M y TPLM , respectivamente, tales que e,; =&, paraj =1,...,s,

7 estd generada por ej, e; y, ademas, e, .1 estd en la direccién del vector curvatura
media H. En estas condiciones, de (5.1.10) se obtiene que

n+s 2 e
(Z O’n+s+1> — (n+s— 1) {Z n+s+1y2 +Z( nts+1)2

=1 i#j
2m-+s
c+3s
- 30 Pe- 52}
r=n-+s+2 4,j

(donde se recuerda que o7; denota a g(o(e;, e;), e;)) y asi, aplicando el Lema 5.1.1, se
deduce que:
2m+s

9ol gntetl > Z nte+1)2 Z Z o) _c +23s. (5.1.11)

i#j r=n+s+2 4j

Ahora, a partir de (1.2.26) se sigue que:

2m—s
K(m) = o Hog ™t — (o) Z (07105 — (012)")+
r=n-+2-+s
3 3(c—
+ct; -+ (04 3)92(61,f€2)- (5.1.12)
En consecuencia, usando (5.1.11) y (5.1.12), se obtiene:
2m+-s
K> S S {7+ @5 +5 3 05+
r=n-+s+1 j>2 z#]>2
2m-+s 2m+-s \ c 3(6 _ S) )
2 T r
+— Z Z (05;)" + Z (011 +032) +§+——““‘4 g*(ex, fea) >
r—n+s+2 1,7>2 r=n+s+2
e 3c—8)
> —2-+ 1 F*(r). (5.1.13)
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Combinando a continuacién (5.1.6), (5.1.9) y (5.1.13) se prueba (5.1.5).

Para probar la segunda parte del enunciado, se supone que en (5.1.5) se tiene
la igualdad. Entonces, también las desigualdades (5.1.11) y (5.1.13) se convierten en
igualdades. Asi:

n+s+l . _nds+1l . n+s+l - . .

o7; = 0y; = 0} =0, 1#7>2;

01, =03;=0;=0,r=n+s+2,...,2m+s; 4,jJ=3,...,n+5s;
ni+s+2 ntst2 _ . _ _m m _ ’
o011 + 09 = =07 +o3 =0.

Ademds, se pueden elegir ey, e, tales que o5 *™' = 0y, aplicando el Lema 5.1.1 y
(1.3.11), se obtiene también:

n+s+1 n+s+l _ _n-4s+l __ _ nts+l
I11 + 0 = O33 =t F Opgsnds 0.
En consecuencia, con respecto a la base ortonormal elegida {ei,..., e2m+s}, los
endomorfismos de Weingarten de M toman las formas (5.1.7) y (5.1.8).
El reciproco se prueba mediante un cédlculo directo. d

Ahora, se define:
(inf.K)(p) = inf{ K (r) : secciones planas m C L,}.

Entonces, inf. K es una funcién bien definida en M. Se denota por §%; a la dife-
rencia entre la curvatura escalar e inf, K, esto es:

851 (p) = 7(p) — inf K (p).

Est4 claro que 65 < dyp. Entonces, si ¢ = s, a partir de (5.1.5) se consigue
directamente el siguiente resultado:

Corolario 5.1.3. Sea ¢ : M — M(s) una inmersidn isométrica de una variedad Rie-
manniana con dimension (n+s) en una S-variedad de dimension 2m +s y curvatura

f-seccional constante s, M (s), tales que los campos de estructura son tangentes a la

subvariedad. Entonces, se verifica que:

(n+35)*(n+s—2)
2ln+s—1)

e+ s 1)2(” +2, (5.1.14)

55 <

Obsérvese que, si s = 1, (5.1.14) se convierte en la desigualdad obtenida por Ca-
rriazo en [15] para una vareidad Sasakiana de curvatura ¢-seccional constante 1. Esto
parece indicar que (5.1.5) podria ser la versién natural de la desigualdad de Chen (que
puede encontrarse al principio de esta seccién) para la geometria de f-variedades (es
necesario recordar aqui que no existen S-variedades de curvatura seccional constante
con s > 1 (3]).
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Corolario 5.1.4. Si se tiene la igualdad en (5.1.5) para cualquier punto p € M,
entonces © es una INmMersion invariante.

Demostracién. Se supone la igualdad en (5.1.5). Como, a partir de (5.1.7),

An+s+1 €ntj = 07

para cualquier 7 = 1,..., s, entonces

g(An+s+16n+j; ei) = 9(*N€i, 6n+s+1) =0,

para cualquier ¢ = 1,...,n, donde se ha usado (1.3.11). Ademds, en virtud de (5.1.8),
9(Arenyj, &) = g(—Ney, e.) = 0,

para cualesquiera r =n+s+2,...,me ¢ =1,...,n. En consecuencia, Ne; = 0, si
1=1,...,n,estoes, N =0y ¢ es una inmersién invariante. O

Ahora, se va a modificar (5.1.5) con el fin de considerar subvariedades no invarian-
tes (por ejemplo, subvariedades slant propias) que satisfagan una igualdad similar.
De hecho, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.1.5. Sea ¢ : M — M (c) una inmersion isométrica de una variedad
Riemanniana, con dimension (n + s), en una S-variedad de curvatura f-seccional
constante ¢ y dimension 2m + s, tangente a los campos de estructura. Entonces, para
cualquier punto p € M y cualquier seccion plana m C Ly, se tiene que:

(n+35)*(n+s—2)
2(n+s-1)

+ns + -;-ITPE% — 3F%(n)

c+ 3s
+

r—K(m) < 1

B+ 5(n+ 10— 2)

cC— S§

4

— s|NJ2. (5.1.15)

La igualdad en (5.1.15) se verifica enp € M i y sdlo si existen bases ortonormales
{e1,- - ents), {€ntstl, -+, amrs} de T,M y de TPJ‘M, respectivamente, tales que

(1) entj = (§j)p, Para cualquier j =1,... s,

(1) 7 estd generada por ey, es;
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(i4) los endomorfismos de Weingarten A, = A,., r =n+s+1,...,m, tienen la

forma
[ a 00 p e M)
. n+3
—a 0 .U'g,nj-l 0 Hongs
0 0 0 : :
: 0 : :
Appar= [ 000 o e e (5.1.16)
s e A
. 0 0
gt w0 e 0
y; para cualquier r =n+s+2,...,2m+s,
1
(o R O pEEE e M
n-+s
ol —on O Barnsi 70 Hants
0 0 O : :
: 20 : :
A = 0 0o o0 - prtert oounttt L (51.17)
ZpaaliES g 000
. : 0 0
kﬂ?ﬁiﬁl pntstt 0 : 0

dondeug:g(fe,;,er),‘izl,...,n,r:n+s+1,...,m.

Demostracidn. Siguiendo los primeros pasos de la prueba del Teorema 5.1.2, se obtie-
nen las ecuaciones (5.1.9)-(5.1.13). Entonces, se puede escribir la desigualdad (5.1.13)

comao:
2m-+s

T 1 n 8
Kmz Y, Z{(011)2+(0§j)2}-2- > (oFrr+
r=n-+s+1 j>2 1£j>2
2m+s n 2m-+s 3((2

1 € $) o
+-2‘ Z

1 —
SEpP 5 D lehton) g+ S len felt
r=n-+s+21,j=3 r=n+s+2

2m+s n n-+s 3(6 _ 5)

+ Z Z Z (O{j)2 D %‘4' ———4—"—92(617 f62)+

r=n+s+1 i=1 j=n+1
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2m+-s n n+s

+ Z Z z (Uzrj)2- (5.1.18)

r=n+s+1 i=1 j=n+1
Pero, a partir de (1.3.11) y (5.1.1), se deduce que:
2m--s n n+s

Do D D () =sINp (5.1.19)

r=n+s+1 i=1 j=n+1

Por tanto, combinando (5.1.6), (5.1.9), (5.1.18) y (5.1.19), se tiene (5.1.15). Si,
ademas, se verifica la igualdad, entonces las desigualdades (5.1.11) y (5.1.18) se con-
vierten, a su vez, en igualdades. Como consecuencia de este hecho, de (1.3.11) y del
Lema 5.1.1, se obtiene que:

n+s+l . nts+l __ _nts+l . . .
‘711 02 =0} =0, 2<it#j<mn

o1; = 0%; =0, r n+s+2,....,2m+s; 1,5=3,...,n+s5;
0,;11-}-34—2 + 0_n+s+2 R O,%In+s +0 2m+s . 0

n-s+1 n+s+1 n+s+1 n+s+1 _
011 + 22 = 033 = Onys nts T 0.

Asi, si también se elige e, e, tales que o}5°*' = 0, entonces se tiene (5.1.16) y
(5.1.17). Como en la prueba del Teorema 5.1.2, el reciproco es un célculo directo. O

Est4 claro que (5.1.5) se sigue de (5.1.15), ya que |N|? > 0. Por otro lado, también
es obvio que, si ¢ es una inmersién anti-invariante, entonces |T|> =0, [N? =ny
F?(m) = 0, para cualquier seccién plana en L. En consecuencia, a partir de (5.1.15)
se prueba:

Corolario 5.1.6. Sea M una subvariedad anti-invariante, con dimension n + s, en
una S-variedad de curvatura f-seccional constante M(c), tangente a los campos de
estructura. Entonces, se verifica que:

(n+3s)32n+s—
2(n+s—1)
Usando el Teorema 5.1.5 y siguiendo los mismos pasos que en las pruebas de los

Teoremas 3 y 4 de [19], respectivamente, se pueden conseguir algunas acotaciones
para 0% si ¢ > s 0 ¢ < s. En efecto, se tienen los siguientes teoremas.

c+3s

5 < DI + Ln+ 1)~ 2)

Teorema 5.1.7. Sea ¢ : M — M(c) una inmersion isométrica de una variedad
Riemannian con dimension (n+s) (n > 2) en una S-variedad de curvatura f-seccional
constante ¢ > s, tangente a los campos de estructura. FEntonces:

(n+ s)* (n+s _ns
2(n +s— 4 2

Ademds, la igualdad se vemﬁca si y sblo sin es par y M es una subvariedad
invariante y totalmente geodésica.

3
IHI2 (n +2n—2)c+ .

oy <

101



Teorema 5.1.8. Sea ¢ : M — M (¢) una inmersion isométrica de una variedad
Riemanniana con dimension (n+s) (n > 2) en una S-variedad con dimensién (2m +
s) y curvatura f-seccional constante ¢ < s, tangente a los campos de estructura.
Entonces:

(n+3s)2(n+s—2) c+3s

2(n+s—1)

1
65 < |H|2+—2-(n+l)(n—2) +ns — |N|.
Ademds, la igualdad se verifica en un punto p € M si y sdlo si eristen bases
ortonormales {e1, ..., €ntss} Y {€ntsst,---,eamrs} de To(M) y T;-(M), respectiva-

mente, tales que:
(1) ent; = (&;)p, para cualquier j =1,...,s;
(11) el subespacio generado por ey, ..., e, ;s €s anti-invariante;
(15) K(e1 Ney) =inf K en p;
(i) los endomorfismos de Weingarten A, = A.., r=n+s+1,...,2m+ s, tienen
la forma (5.1.16) y (5.1.17), respectivamente. '

A continuacién, se va a estudiar la desigualdad (5.1.15) cuando M es una subvarie-
dad slant. En primer lugar, cuando la variedad ambiente es una f-variedad métrica,
se observa que si la dimensién de M es n + s y 4 es su angulo slant, entonces, dada
una referencia local ortonormal {ey, ..., e, &1,...,&} de TM, en virtud del Coro-
lario 2.1.8 se tiene que

Zg2(e,~, fe;) = cos?6,
j=1

para cualquier 2 = 1,...,n De aqui, junto con (5.1.1), se deduce que:
|T?> = ncos®8. (5.1.20)

Ahora, usando (5.1.15) y (5.1.20), se puede probar de modo directo el siguiente
teorema.

Teorema 5.1.9. Sea ¢ : M — M (¢c) una inmersidn 6-slant de una variedad Rieman-
niana con dimension (n + s) en una S-variedad de curvatura f-seccional constante
M (c). Entonces, para cualquier punto p € M y cualquier seccion plana m C L,, se
tiene que:

(n+s)n+s—2), ., 1 c+3s
T —K(n) < nts—1) |H| +§(n+1)(n—2) YR
+nscos®d + i—(c —s) (g— cos® 6 — FZ(W)) . (5.1.21)
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Si la dimensidn de la subvariedad slant es la menor posible para ser propia, es
decir, si es 2 + s:

Corolario 5.1.10. Sea M wuna subvariedad 6-slant (2 + s)-dimensional de una

S-variedad con curvatura f-seccional constante M(c). Entonces, en las condiciones

del teorema anterior:
Lo (24 5)%s

M=2(s+1)

Ademds, la igualdad se verifica si y sdlo si M es minimal.

|H|? + 2scos?0. (5.1.22)

Demostracion. Como n = 2, entonces estd claro que
5y =71 K(L) (5.1.23)

y F2(L) = cos?d. Asi, (5.1.22) se sigue directamente de (5.1.21). Por otro lado, es
facil demostrar que
T — K(L) = 2scos*8, (5.1.24)

debido a que M es una subvariedad con dimensién 2 + s de una S«va.rieda,d. Por lo
tanto, (5.1.23) y (5.1.24) implican la condicién para el caso de igualdad en (5.1.22). O

Noétese que, si se hubiera tomado la desigualdad (5.1.5) como punto de partida,
entonces, siguiendo los mismos pasos que en el Teorema 5.1.2 y en el Corolario 5.1.10,
se obtendria, para subvariedades slant con dimensién (2 + s), la desigualdad

£ (2+5)%s

2
M—2($+1)! I 5

déndose la igualdad si y sélo si la subvariedad es invariante. Asi, el reciproco del Coro-
lario 5.1.4 es cierto para subvariedades slant con dimensién (2 + s). Estos resultados
se pueden comparar con los obtenidos por Carriazo [15] en el caso s = 1 de variedades
Sasakianas.

Finalmente, se van a estudiar algunas secciones planas especiales, ortogonales a los
campos de estructura. Sea M una subvariedad (n + s)-dimensional de una S-variedad
con curvatura f-seccional constante M (c), tangente a los campos de estructura. Dado
un punto p € M, se dice que una seccién plana m C T,(M) es una T'-seccion si existe
un campo tangente X € L,, tal que 7 estd generada por X y TX. Ahora, para cada
punto p € M, se puede definir

(infr K)(p) = inf{K(x) : # T — seccién}

53 (p) = 7(p) — (infr) K (p).
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Puesto que toda T-seccién es ortogonal a los campos de estructura, estd claro
que §%; < 8%. En el caso de subvariedades slant, se puede conseguir la siguiente
desigualdad para 0%,

—

Teorema 5.1.11. Sea ¢ : M — M (c) una inmersion 6-slant no anti-invariante de
una variedad Riemanniana con dimension (n + s) en una S-variedad con curvatura

F-seccional constante ¢, M (c). Entonces:

(n+s5)*(n+s—2)
i < 2(n+s—-1)

c+ 3s
4

]H)2+%(n+1)(n—2) +

3(c—s)
4
Demostracion. Dada una T-seccidén 7, se pueden elegir dos campos tangentes e;, ez
tales que 7 estd generada por e; y ey, siendo e; = secfTe;. Entonces, (2.1.14) implica
F?(r) = cos®f. La prueba se termina aplicando (5.1.21). O

1
+nscos’d + E(n —-2) cos*6.

Obsérvese que, si n = 2, entonces §2, = 6% y asi, el Corolario 5.1.10 también se
sigue del Teorema 5.1.10.

5.2. La Curvatura Media y el Endomorfismo de
Weingarten en Inmersiones Slant en S-varie-
dades de curvatura f-seccional constante.

En esta seccién se pretende obtener relaciones similares a las obtenidas por Chen
entre la funcidn curvatura seccional y el operador de Weingarten [24] y entre la cur-
vatura de Ricci y el cuadrado de la curvatura media [25] para subvariedades de un
espacio real de curvatura constante (generalizando y mejorando en algin sentido las
probadas en [61] en el caso s = 1 de la variedades Sasakianas) cuando se trabaja con
subvariedades slant de una S-variedad de curvatura f-seccional constante.

Al igual que en la seccién anterior, M denotard una subvariedad de dimensién
n + s de una S-variedad con dimensién (2m + s) y curvatura f-seccional constante

igual a c, M (c), tangente a los campos de estructura. Sea

{61,...,en,€n+1,...,62m,€1,...,€s} (521)

una base ortonormal de TM (¢c), tal que {ey,...,e,} es una base local ortonormal de
L en TM. Se define el espacio nulo relativo de M como:

N={XeTM/o(X,Y) =0, paratodo Y € TM}.
En primer lugar, se tiene el siguiente resultado general:
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Teorema 5.2.1. Sea M una subvariedad con dimension (n + s) de M(c), tangente
a los campos de estructura. Entonces,

4Ric(U) < (n + )2 |H* + (n — 1)(c + 3s) + |TU|*(3¢ + s), (5.2.2)
para cualquier campo unitario U € L.

Demostracion. Se elige una base local ortonormal de TM (c) como en (5.2.1) y tal
que e; = U. Entonces, a partir de (5.1.4):

lo? = (n+s VIHP+2 > o(es ;)] +2ZZ|a(e,,§a)|2

1<i<j<n i=1 a=1
1 n
+§zlo(e,~,ei)|2— > glo(es,e), 0(es,€5))- (5.2.3)
i=1 1<i<j<n

Asi, de (5.1.3) y (5.2.3), se tiene que:

%(n +s2H =1 — %n(n —1)(c+ 35) — §m2(c )= ns+

+ Z |or( 81,63)] +ZZeru§a ‘2

1<i<j<n i=1 a=1
+Z Z lo(e;, e:)]* — 5 Z g(a(ei, e;),o(ej, e5))- (5.2.4)
i=1 1<i<j<n

Por otra parte, como en virtud (5.1.2),

n S

7 =Ric(U) + Z K(e; Nej) —I—ZZK@,/\&,

2<1<j<n 1=2 a=1

y usando (1.2.26), se obtienen

Z K(e;Nej) = —n(n —1){(c+3s)+ 1 (|T|2 |TUI2> (c—s)+

2<i<j<n

+ Z oles,e:),0(ej, 7)) — |o(ei e)°)

2<i<ji<n

n $

ZZK ehE)=(n=1)s—3 3 lo(es &l

=2 a=1 1=2 a=1
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entonces, sustituyendo en (5.2.4) y teniendo en cuenta (1.3.11), se deduce que:

Ric(U) = i(n + 8)|H| + i(n —1)(c+3s)+ 2|TU|2(30 +5)—

";‘ Z 9(0(6i,8¢),0(e,~,ej))+%Zg(a(U, U),o(ei,e))—
‘Z*U (U, el - —Z!U(ezyez : (5.2.5)

Ahora, (5.2.5) se puede escribir, en funcién de las coordenadas locales de la se-
gunda forma fundamental, como

Ric(U) = 3(n+ s [H[ + (0= D)(c+35) + ZITUP(3c + )=

-5 ;i(ah—Zo—;) +§(a{i>2 , (5.26)

r=ntl =2

con lo que completa la demostracién. O

Obsérvese que, si se escribe 07, = 9(0(U, &), e.) = —g(NU, e, ), para cua-
lesquieraa=1,...,syr=n+41,...,2m, se tiene que

Ric(U) = (n + )% H|> + n(c + 33) + = (3]TU|2 —1D(c—s5)—

_ Z 711 (a{l - Za&) + Z(ah +Z(U1(2m+a) (5.2.7)

r=n-1 a=1
y, en consecuencia:
4Ric(U) < (n+ s)*|H)® + n{c+ 3s) + 3|TUP* — 1)(c — s). (5.2.8)

Para s = 1, el resultado anterior coincide con el obtenido en [61] para subvarieda-
des de una variedad Sasakiana tangentes a los campos de estructura. Sin embargo, es
ficil demostrar que esta cota es peor (en el sentido de que es mayor) que la dada en
(5.2.2). Ademss, se tiene que ambas cotas son iguales si y sélo si [NU[? = 0, esto es,
si y sélo si, en virtud de (1.3.11), o(U,&,) = 0, para cualquier = 1,...,s. En ese
caso, su valor comin es:

(n+ s)?|H> + n(c + 3s) +2(c — s).
En estas condiciones, se puede probar el siguiente teorema.
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Teorema 5.2.2. Sea M una subvariedad minimal con dimension (n + s) de M. (¢),
tangente a los campos de estructura. Entonces, un campo unitario U en L satisface
la 1gualdad en (5.2.8) si y sdlo si U se encuentra en el espacio nulo relativo de M.
Ademds, en este caso:

4Ric(U) = n(c + 3s) + 2(c — s).

Demostracién. Si U € L es un campo unitario que satisface la igualdad en (5.2.8),
entonces satisface también la igualdad en (5.2.2) y asi, (U, &,) = 0, para cualquier
a=1,...,s. Ademss, eligiendo una base local ortonormal de TM. (c) como en (5.2.1)
tal que e; = U, a partir de (5.2.7) sev obtiene que o], = 0, para cualesquiera
t = 2,...,nyr=n-+1...,2my que

n
r r
011 = E :Uﬁa

=2

para cualquier r =n+1,...,2m. Pero, como H = 0, se sabe que

n

o =— Z 0%

1=2

para todor =n+1,...,2m y, por tanto, o], = 0. En consecuencia, U € N.
Reciprocamente, si U € N, eligiendo una base local ortonormal de TM(c) como en

(5.2.1) cone; = U, se tiene que o], =0y O amre) = 0, para cualesquiera ¢ =1,...,n,

a=1,...,.syr=n+1,...,2m.

De nuevo, como H = 0, se obtiene que 03, + --- + o, = 0, para cualquier
r =mn+1,...,2m. Entonces, a partir de (5.2.7) se obtiene la igualdad en (5.2.8).
Finalmente, usando (1.3.11) se completa la demostracién. O

Ahora, obsérvese que si se tiene la igualdad en (5.2.8) para todo campo unitario
U € L, la igualdad en (5.2.2) es también cierta para estos campos. Asi, a partir de
(1.3.11), NU = 0 para cualquier U € L, es decir, M es una subvariedad invariante
y, entonces, es ficil demostrar que es minimal. Como consecuencia, usando el Teore-
ma 5.2.2, U € N, para cualquier U € £ y M es totalmente geodésica. El reciproco se
obtiene mediante un calculo directo. En resumen, se ha probado el siguiente corolario
del Teorema 5.2.2.

Corolario 5.2.3. Sea M una subvariedad minimal con dimension (n + s) de M (c),
tangente a los campos de estructura. Entonces, la igualdad en (5.2.8) se cumple para
todo campo unitario en L si y sélo si M es una subvariedad totalmente geodésica.
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A continuacién, se va a estudiar el caso de igualdad en (5.2.2). En primer lugar,
se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2.4. Sea M una subvariedad con dimensién (n +s) (n > 2) de ]\7(c),
tangente a los campos de estructura. Entonces, la igualdad en (5.2.2) se satisface
para todo campo unitario en L si y sélo si, o bien M es una subvariedad totalmente
f- geodésica 6 n =2 y M es una subvariedad totalmente f-umbilical.

Demostracion. Si la igualdad en (5.2.2) es cierta para cualquier campo unitario
U € L, entonces, eligiendo una base local ortonormal de TM (c) como en (5.2.1) y
ya que e; es un campo unitario arbitrario de £, a partir de (5.2.6) se obtiene que

r _. . T r -
20’1;1--—0'11-1—"-—*-0'7"“’L—-].,...,TL,
N g
0;; =0, i#7,
para cualquier 7 = n + 1,...,2m. Asi, se tienen dos casos: 6 n = 26 n > 2. En

el primero de ellos, o], = 0},, para cualquier r y M es una subvariedad totalmente
f- umbilical, mientras que en el segundo caso ¢; = 0,7 = 1,...n y M es una
- subvariedad totalmente f-geodésica. El reciproco es una simple comprobacién. |

Los resultados anteriores se corresponden, en la geometria de S-variedades, con
los probados por B.-Y. Chen en [25] para subvariedades en un espacio real de cur-
vatura constante. Ademds, implican el siguiente teorema para una subvariedad slant
isométricamente inmersa en una S-variedad de curvatura f-seccional constante.

Teorema 5.2.5. Sea M una subvariedad 6-slant con dimension (n+s) (n > 2) de
una S-variedad de curvatura f-seccional constante M{c). Entonces:

(1) Para cada campo unitario U € L, se tiene:

4Ric(U) < (n+ s)*[H|® + (n — 1)(c + 3s) + cos*8(3c + s). (5.2.9)

(1i) La igualdad en (5.2.9) se verifica para todo campo unitario de L si y sdlo si,
o bien M es una subvariedad totalmente f-geodésica 6 n = 2 y M es una
subvariedad totalmente f-umbilical.

Demostracion. Para cualquier campo unitario U € L, usando una base local ortonor-
mal de TM(c) como en (5.2.1) tal que e; = U, a partir de (5.1.4) se obtiene que

|TU|? = cos*d

y asi, en virtud de (5.2.2) se deduce (5.2.9). El resto de la prueba es similar a la del
Teorema 5.2.4. a
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En particular, si M es una subvariedad invariante (entonces, es también una va-
riedad minimal), se tiene:

Teorema 5.2.6. Sea M una subvariedad invariante con dimension (n + s) (n > 2)
de una S-variedad de curvatura f-seccional constante M(c) tangente a los campos de
estructura. Entonces: \

(1) Para cada campo unitario U € L, se tiene:

4Ric(U) < n(c + 3s) +2(c— s). (5.2.10)

(11) La igualdad en (5.2.10) se verifica para todo campo unitaro de L si y sélo si,
o bien M es una subvariedad totalmente f-geodésica 6 n = 2 y M es una
subvariedad totalmente f-umbilical.

‘Finalmente, si M es una subvariedad anti-invariante, se obtiene:

Teorema 5.2.7. Sea M una subvariedad anti-invariante con dimension (n + s)
(n > 2) de una S-variedad de curvatura f-seccional constante M(c) tangente a
los campos de estructura. Entonces:

(1) Para cada campo unitario U € L, se tiene:

4Ric(U) < (n+ 8)*|H[* + (n — 1)(c + 3s). (5.2.11)

(1) La igualdad en (5.2.11) se wverifica para todo campo unitario de L si y sdlo
s1, 0 bien M es una subvariedad totalmente f-geodésica 6 n = 2 y M es una
subvariedad totalmente f-umbilical.

Nétese que estos resultados mejoran a los obtenidos en [61] para subvariedades
slant en una variedad sasakiana de curvatura y-seccional constante (caso s = 1).

5.3. El Endomorfismo de Weingarten asociado a la
Curvatura Media.

En esta seccién, se pretende establecer una desigualdad entre el endomorfismo
de Weingarten asociado al vector curvatura media y la funcién curvatura seccional
para subvariedades slant en una S-variedad de curvatura f-seccional constante. Para
ello, M denotard una subvariedad 6-slant con dimensién (n + s) en una S-variedad
de curvatura f-seccional constante M(c) con dimensién (2m + ). Sea p € M y se

considera un nimero
c+3s  3(c—s)

T "1
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tal que la curvatura seccional de M verifique K > b en p. Se elege una base ortonormal
del espacio tangente T,(M),

{61’ <o 3€ny€ntly - -3 6nts, Cndstly -y 62m+s}
tal que {ey, ..., enys) serd una base ortonormal de Tp(M), €nts41 serd paralelo al vec-
tor curvatura mediaenpy ey, -, e,4s diagonalizardn al endomorfismo de Weingarten
asociado a enysy1. Como antes, se escribe of; = g(o(ei,€;), e;), para cualesquiera
L,i=1...,n+syr=n+s+1,...,2m + s. Entonces, se tiene que
ag 0 -+ 0
O Qs - 0 :
Anpsr =1 . . . . |, (5.3.1)
0 0 -+ anys
donde az_a’”rerl i:rl,.‘..,n—i—s. Ademds,sir=n+s+2,...,2m+s, A (o ”),
parai,j=1,...,n+ sy asi,
n+s
trazaA, = Z ol =0, (5.3.2)
=1
ya que
n+s
Z c=g((n+s)H, e) =0,
para cualquier r =n + s+ 2, ...,2m + s porque H es paralelo a e, q5+1-

Ahora, para i # j,¢,5 =1,...,n+ s, se define

U = aa; = 0.n+s+10.;zj+s+1 = uj

y a partir de (1.2.26), (2.1.14) y usando (5.3.1), se obtiene que, para X = Z =¢; e
Y=W= ej:

2m-+-s

3 ~
u; > b— c—i; - 3(04 s)cos26 - Z (ofi0%; — (07,)*) - (5.3.3)
r=n+s+2

Teniendo en cuenta estas férmulas, se puede probar el siguiente lema técnico para
Uiz 7‘7.7 = 1)'-'an+3)i#j'

Lema 5.3.1. (i) Para cualguier valori € {1,--- ,n+ s} fijado:

Z’LLij >(n+s-1) <b—- 6_238 - 3(04— 5)c0329) > 0.
i#]
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() ug; # 0.
(1) Para valores i,j,k € {1,--- ,n + s} distintos:

9 UgUik
,“ -—
’U,jk

() Para un valor k fijado, 1 < k < [n _2*— s] :

k  n+4s
Z Z ui; > k(n —k + ) (b— 6_233 — 3(0; s)cos26> :
i=1 j=k+1
(‘U) Uiy > 0.

Demostracién. En primer lugar, a partir de (5.3.2) y (5.3.3), se obtiene (i) mediante
un célculo directo. Ahora, si u;; =0, entonces a; = 0 6 a; = 0. Si a; = 0, se tiene
uy =0, para todo k € {1,...,n+ s}, k # 4. Asi,
> =0,
i
lo cual contradice a (z). (#i¢) es consecuencia directa de la definicién de u;j, uix ¥ uji-
Por otra parte, otro cdlculo directo, usando (5.3.2) y (5.3.3), da (v). Finalmente, si se
supone que Ui(n+s) < 0, a partir de (437) se obtiene Ugillints) < 0, paral <i <m+s.
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
U12y - -+ Uik, U(k+1)(n+s)r - - - > U(nts—1)(n+s) > 0,
UL(k+1)) - - - » Ul(n+s—1), U2(n+s)s - - -y Uk(nts) < 0,
para algin k tal que: |
n+s—1 :
{——3——+1] <k<n+s—1

Sik=mn+s—1, entonces ui(nis)Us(nts) - -u(n+s_1)(n;5) <0,lo Que contradice a
(). En consecuencia, k < n + s — 1. A partir de (¢4%), se obtiene

U; U

2 _ Yi(nds)Ut(nts)

Anis = T >0,
i

donde 2 < i<k, k+1<t<n+s—1yasi, u; <0. Esto implica que

k n+ts k nts-—1 k n+s
DD w=D 0 D wat ) iy + Y 1 <0,
i=1 t=k+1 1=2 t=k+1 i=1 t=k+1
lo que contradice a (iv) y completa la prueba. O
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En el siguiente teorema, se establece la relacién buscada.

Teorema 5.3.2. Sea M una subvariedad 6-slant con dimension (n + s) isométri-
camente inmersa en una S-variedad de curvatura f-seccional constante M(c) con
dimension (2m + s). Si en un punto p € M existe un nimero

c+3s 3(c—s)

b> 2
1 + 1 cos“0

tal que la curvatura seccional de M verifica que K > b en p, entonces el endomorfismo
de Weingarten asociado con el vector curvatura media satisface

n+s—1 c+3s 3(c—s) o
Ag>2T27 2y - 0\ 1.,
HZ 0 (b 4 VRt s

en p, donde I, es la aplicacion identidad.
Demostracion. Sea p € M y sea un ndmero

3 3(c—
ct3s (c—s)

1 1 cos*0

b>

—

tal que la curvatura seccional K > b en p. Se elige una base ortonormal de T,(M)
como se indicé al principio de la seccién. Entonces, a partir del lema anterior, se
observa que ai, . .., an4+s tienen el mismo signo. Se supone que a; > 0, para cualquier
je{l,...,n+s}. Asi:

D ug =ailay + -+ an) —a} >
j#i

4 4
A partir de (5.3.1) y (5.3.4), se tiene que, para cualquier i =1,...,n+s:

> (n+s—1) (b _cf3s 3= 3)60329) . (5.3.4)

_c+3s  3(c—35)
4 4

>(n+s—1) (b—— 6238 - 3(6; S)c0329) .

ai(n+3s)|H|> (n+s—1) (b cos29> +a? >

Esto completa la prueba. O

Para los casos particulares de subvariedades invariantes y anti-invariantes (casos
6 =0y 0 =m/2, respectivamente), se tienen los dos siguientes teoremas.
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Teorema 5.3.3. Sea M una subvariedad invariante con dimension (n + s) isométri-
camente inmersa en una S-variedad de curvatura f-seccional constante M (¢c) con
dimension (2m + s) y tangente a los campos de estructura. Si en un punto p € M
existe un numero b > c tal que la curvatura seccional de M wverifica que K > b at p,
entonces el endomorfismo de Weingarten asociado al vector curvatura media satisface
en p: .
Ay > %—(b — Ol

Teorema 5.3.4. Sea M wuna subvariedad anti-invariante con dimension (n + s)
isométricamente inmersa en una S-variedad de curvatura f-seccional constante M (c)
con dimension (2m+s) y tangente a los campos de estructura. Si en un puntop € M

eziste un nimero
c+3s

4

tal que la curvatura seccional de M verifica que K > b en p, entonces el endomorfismo
de Weingarten asociado al vector curvatura media satisface en p:

Ag >f'_i'_f_‘_1 <b-— C+3s> Inss.

b>

n-+s 4

Estos resultados se pueden comparar con los obtenidos en [61] para variedades
Sasakianas de curvatura ¢-seccional constante (caso s = 1).
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