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CAPITULO I.
1. ESTUDIO ELEMENTAL DE LAS ECUACIONES LINEALES, ELIGIENDO PRE-~
VIAMENTE COMO MODELO, EL DE LAS ECUACIONES LINEALES DE COEFICIEN-
TES VARIABLES PLANTEADAS EN DIFERENCIAS FINITAS, SEPARANDO EL CON

OUNTO OPERACIONAL DEL TFUNCIONAL.

2. ESTRUCTURACION DEL CONJUNTO DE FUNCIONES Y DE OPERADORES.
3. CONSECUENCIAS

a) LA DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA OPERACIONAL Y FUNCIONAL, COMO
CONCEPTOS TUNDAMENTALES DE LOS ESPACIOS OBJETO
b) DESCOMPOSICION DE UN OPERADOR EN FACTORES ELEMENTALES

1. ESTUDIO ELEMENTAL DE LAS ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS
FINITAS,

Es conveniente hacer uso de tales ecuaciones, para que nos sir-—
va de apoyo y a la vez para fijar las ideas, a la hora de preSeg
tar la resolucidén general de las ecuaciones funcionales plantea--

das mediante operadores de tipo lineal,

Propongamos el problema.Encontrar la funcidén o las finciones que
cumplen con la pr091edad de satisfacer a la ecuacidn:
ac(x),g[&)l(x)-s-a,.l () A y b+ v apef D y (X)+ak (shy(x) =0

La ecuacién planteada, relaciona las propiedades que debe de cum
plir la funciébn solucién no en un solo punto, sino en K puntos de
un intervalo determgénado.En principio cabrfa hacer el estudio del
campo de resistencia de las soluciones, asi como el de unicidad
con unas condiclones determinadas,Una vez estudiada la existencia
y unicidad de las soluciones de la ecuacién, conviene estudiar
el de la variable independiente.;Para qué intervalos o intervalo

la funcién que toma valores en ellos, es solucidn?

Nuestro problema no es este en concreto.Buscamos como ha sido
planteada la ecuacidn y cuales son los elementos fundamentales pa-
ra definir la misma.

Tal solucibén estd definida , por las propiedades que satisfacen

las diferencias sucesivas de la misma:zla de verificar a una ecua-
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cibn determinada.

El concepto de diferencia es pues esmcial para definir dicha ecua
cibn.Aqui comienza la separacibén.Hay que distinguir del concepto
de diferencia al de funciébén.La diferencia tiene definicién intrin-
seca e independiente de la funcibn.En otras palabras la diferencia
tiene existencia con independencia de la funcién a la cual se apli
ca.No debemos de olvidar gue siempre hablamos de diferencia de
una funcidn, lo cual supone la existencia de unos elementos sobre

los cuales actia.

La definicidén intrinseca de la diferencia aparece como una apli-
cacibnsuna aplicacién definida en el conjunto de aplicaciones de

un conjunto funcional en el mismo.

Da definicién de diferencia puede ser expresada como aguella
aplicacibén que al actuar sobre una funcibén determinada da origen
a una nueva funcidn definida por el valor de la diferencia que to
ma dicha funcién en dos puntos.Si a un punto lo anotamos con x y
otro por xth, la definicibén de esta aplicacidén quedaria en la for
ma:

Af(x) = £(x+h) - £(x)

Para precisar que la diferencia entre los puntos es h, se suele
también anotar en la forﬂmﬂe;(x).Por comodidad la utilizaremos en
la forma Af(x), precisando en la igualdad la distancia entre los

puntos.En un diagrama expresamos este resultado:

Conjunto de funciones que

admiten la aplicacién A

Conjunto de lasagplicaciones

de F(x) sobre PF(x)




DEFINICION DE LAS DIFERENCIAS DE ORDEN K.

Una vez obtenida la diferencia de una funcién, al aplicarle la di-
ferencia a la funcién obtenida, aparece lo que denominaremos dife-
rencia segunda de la funcidén primitiva y estd definidac:

L0p(x) =bIAL(x)) = Afe(xen)}= £ (x)} = £(%) - £(xh)= £(x+h)s
+f(x) = OF(x+h) - /faf(x) = F(x+2h) - 2f(x+h) + F(x)

En consecuencia la!?'es una aplicaci&n autonoma. Al aplicarle di-
rectamente a una funcidén se puede obtener la funcidn resultado de
una forma @irecta o bien haciendo uso de la diferencia,

£2£(x) =Af(xeh) - LE(x) = £(x42h) - 2£(x}h) +£(x)

Para definir la como aplicacién autonoma, podriamos obtener como

generalizacién de los resultados propuestos es decir.

Ke(x) = &hae(x)] = 5 (xin) - £(x)] = Lr(xn) - P8(x) =

= %) £(xacn) - (%) 2(xafie-1]h) +...oo(-1F () 2(x)
Como conclusidn llegamos a que las a)g)licaciomes[5,[31 ,&k son autono-
mas dentro del conjunto de las aplicaciones del espacio funcional-
en el mismo, y pueden ser consideradas como generadas por una sola
aplicacibén: la diferencia.

Definamos otras aplicaciones dentro de dicho conjunto. Estas apli-
caclones pueden ser consideradas como aplicaciones fundamentales.
Son la aplicacibn cero y la aplicacibén identidad.

La aplicacidn cero es aquella que al actuar sobre cualquier funcion
la transforma en la funcién cero.

of£(x) =o

La aplicacidn identidad es la que transforma a toda funcidn en ella
misma.

I f(x) = f(x)

Conviene observar, que no todas las funciones admiten diferencias
de todas las ordenes., Dado el planteamiento de la ecuacibén , es ne~-
cesario gque las funcioneg que consideramos admitan las difrerncias
de orden K.

E1l espacdo funcional estd formado por todas las funciones que ad-

miten la aplicacidn diferencia hasta un orden determinado que vendra



impuesto por la eccuacién.,
ESTRUCTURACION DE LOS CONJUNTOS OBTENIDOS.

A¥n no hemos llegado a dar una separacién que nos precise en la
ecuacidén lineal que es.Lo propilamente operacional de la misma y
que es la parte funcional, pero nos encontramos en condiciones de
hacer una estructuracién tanto del conjunto operante como del fun

cional.

Estructura del conjunto funcional.
Consideramos el conjunto de funciones gue admiten en un interva-

lo (a,b) las aplicaciones diferencias hasta el orden K.

Definimos una suma de funciones que anotamos por el simbolo %,
como la funcién que resulta de obtener en cada punto la suma de

los valores correspondientes a cada una de las funciones.

Anotado este conjunto por F(x) consideremos dicha suma con las
propiedadews
I 8(x) = £(x)+ §(x) [24(x), £y (x), 8(x)] € F(x)
IL g (O B (g, ()] = [£,(x0 g, (x) +2,(x) = £, (x)}
+ T (x)4E (%)
IIT. f(xk0 = 0+f(x) = f(x)
Iv. f(x)ﬂ£~f(xi§ = Q«f(xﬂ+ f(x) =0
V. f4(x)+fz(x) = £, (x)+f, (%)

Las propiedades de las que goza el conjunto F(x) con esta suma

es la de grupo abelvanoc.

De igual forma anotamos con el simbolo x y definimos un produc-
to de funciones, como la funcidén que resulta de considerar en ca-
da punto el producto de los valores que toma cada funcidn:

VI. P(x) = £ (x)=f,(x) £, (x), £,(x). P (x)€ F(x)

VITe  £0(0-[£ 5 (=) = £ (0. (2, ()8, () = 2, (x)x

xf@(x&xf%(x) r
VIII. f£(xk1 = L.£(x) = £(x)
X, fa(x)xf(x) = £, (x)=<f, (x)
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En general el elemento inverso de una funcibén no existe.En el ca
s0 de existir estarfa definido en donde la funcién toma valores
distintogs de cero

Xo  £(x) « G (x)+ £3(x)) = £4(x) = £,(x)4 £, (x)£,(x)

Estas diez propiedades le confieren al conjunto F(x), la éstruc~

tura de anillo unitario conmutativo sin divisores de cero.

Ampliemos la estructura eligiendo al cuerpo de los rezles con
las leyes que anotamos + , X. ¥y definamos el producto de un nime-

ro real por una funcibén.,Este producto lo anotamos .

XI. A ® f (x) = Axf(x) En el primer término, se considera
como ndmero real.En el segundo como
funcidn constante.

XII. Gt A2 ) @F(x) = AXE(x)+Axf(x)

XIII. A@[f‘ﬂ(x)-i-f‘l(xﬂ = A x T4 (x)4 Axf,(x)

xrv.  KyxA)@2(x) =A@ (4]

XvV. 1R f(x) = 1xf(x) = £(x)

TLas quince propiedades le confieren al conjunto F(x) 1la estruc~
tura de un dlgebra.En particular las propiedades I, II, III, IV,
v, XI, XII, XIII, XIV, XV, le dan estructura de espacio vectorial.

Estructura del conjunto operacional, o

Vamos a darle estructura al conjunto (O,I,ﬁgéi...rgi...).Para
esto vamos a definir una suma y un producto que anotaremos respec
tivamente con los simbolos+ y %

la suma de dos operadores gueda definidas

I. (8P )2(x) = A% (x) +8%(x)
1. Ne@P+a%) = (e ah)sfls Ay AP+ AF
III. Lio = o485 AF

w.  AeM) = YAt o |
(¢ ARE(x) = AC=F(x)]) = =A% (x)}
V. e+ AP = (& +AF)
la suma definida le conficre al conjunto las propiedades de

un grupo abelinano
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La multiplicacidn gozd de las siguientes propiedades:
vI. L;A'?xbp)cf ) = AR@P F(x)) = APE(x)
VIL. AR x(OFx &) = (KEx0)x ot = o% bk 4
VIII. A% 1 = 1xAF = AR
Introducirémos la ;xiatenci; del elemento inverso,aunque su justi-
ficacidbn requisre de 1o obtencidn de una solucidn particular de e-
cuaciones en diferencias finites, E1 hecho de que no lo introduzca
mos shora es porque aun no hemos llegado al planteamiento de tales
gcuaciones,
IX. Akz&é“k Ait 1
Akx AP = Afxpk

Segin la ecuacién propuesta, en ella no entran las diferencias

de orden negutivo. Pregcindamos por shora en cambiarle al conjunto
‘{A} la propiedad IX.

XI. A% @af+41) = A“%AP T AR xhY

Ias once propiedades prescindiendo de la IX, le dan alﬁy}estruc-
tura de anillo unitario conmutativo sin divisores de cero.

Elijamos el anillo de las funciones, con las leyes anotadas por
4+ % ¥y definamos un producto de elementos de F(x) por elementos
de{ﬁ}}, a esta nueva ley la anotamos por @

XII. [, ()R Ak:f(zx) = Go(x) X ‘:Akf(’x)}

XITI. (50 ()4 b())HAY a(x)BAYOGo) B AR
e Ak - Re (5 AP
XIV.  a(x)B B+ = a(x) BARta(z)sg A
XV, (3G () 8@ AR = o) Bpeo) BAY
. R

XVI. 1A% =A1 =Ak

Ias dieciseis propiedades le dan estructura de dlgebra,

Bn particular las I, II, III, IV, V, XII, XIII, XIV, XV, XVI, las
de un mbdulo,

Si en vez de haber utilizado el anillo de las funciones hubiése-

mos elegido el cuerpo de los reales, la estructura obtenida habria

. [
gsido la de un espacio vectomal,
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BASE Y DIMENSION DEL ESPACIO OPERACIONATL,
L

Por tratarse de un médulo el conjunto admitird una base segun la
cual todos los elementos del espaclo engzendrados por dicha base
se expresardn como combinaciébén lineal de ellos.

Diremos que dos elementosﬁ&nﬂ?son.indepondientes cuando para que
sea nula la suma:

an (OB A%, (OBA =
Aplicada a cualquier funcibn f(x) es necesario gue sean nulasg las

funciones ay(x) ¥ a?[x}.

De este hecho resulta que el conjunto formado por los elementos
(T AAA,D.,,ﬂ¥ eoo) son linealmente independientes.Por consiguicn-
te constituyen una base de dicho espacio.Por ser el numero de ele
mentos linealmente independiehtes infinito numerable, esta serid

la dimensién del espacio.

Segin esto, todo elemento del mbédulo se expresard en la formas
¥ K k-1
Pr(A) = a ORMe ()EN + .t 2 (xRI

Después de haber estructurado el espacio operacional y el funcio
nal podemos precisar en la ecuacidn propuesta al comienzo, cual cs

la parte operacional y cual la funcional de la misma.

La ecuacidén proPueuta era:
as(x)x y(X)—i— a«(X)xA y(W4 oot aplx) x y(x) =
Separando parte operacional y parte funcional
Bo(BATy () + ( ay(x)BA™) g(x)+...t (s (xBDY(x) =
( ao(x)RATa(X)BA ..ot a (NEDY(x) = 0 RO)y(x) =
La parte operacional de la ccuacién es el Pp(4), las funciones

y(x) ¥ O0.En un diagrama la cecuacidn quedaria planteada asis
\\F(X) PN FV)

/ N —l e\

‘ ?k(b)‘jb@ o

o

. {; Fto



Conferida a la ecuacidn su cardcter propilamente operacional fun-
cional nos encontramos en condiciones de tener un estudio detalla

do del 4lgebra del espacio operacional.

LIDEPENDENC LA LINBAL EN BL ESPACIO OPERACIONAL

En términos generales , tomados los elementos del espacio one-—
racionals
R p k__
FaB) 2% (x)® Ak—§a4"(x)m5 . ey ()BT
Pe(8) = & (x) B B%A () BA . yal(x)BI

Diremos que los elementos P4($)9...9PF(A) gon linealmente inde-

i

i

pendientes cuando para que sea nula la suma:

ALBE P (D)o TAOB Pp(B) = 0
Aplicada a cualguicr funcibn y(x) e¢s necesario que sean nulas las
funciones Ay(x) = ... =Ap(x) =0
Como consccuencia de la independencia surge gue los elementos,
P4(A)¢.PPOD) podrian constituir una basc del espacio operacional.

. , " 2 K
Una basc del espacio ya escogida cos 1la B(IA,A, ...,58,..).

Es intcresante clegir otmas basecs B(?,Cé),..g,PkOﬁ)g..;), para
resolver de una mancra préctica ¢l problema de la independencia
funcional,

Estas bases serdn seleccionadas en el momento oportuno, es decir
en ¢l capltulo tercero, en donde reqguerimos de una base tomada
en cls Cspacio Tuncional para darle solucidbdn a un problema de ccua

ciones funcionalcs.

INDEPENDENCIA FUNCIONAL.,

Dadas las funciones £y(x),;..., T (x) decimos que son linealmente

independientes, cuando para guc sea nula la suma:

AT (%)t 00os M A Er(x) = O A3 ¢ R

A ley externa
Esta ecuacidn segin la definicidn de ley externa se puede ex—
presar en la formas

A;xf.(x)+.,,+ﬂi$(x) =0

En donde cada.Kées una elemento
pertenccicente al conjunto de las

funciones que pueden ser consideradas como funciones constantes



Es necesario quehi= ... =4L= O

Resolvamos de una manera préctica la independencia funcional,

Para esto tracmos un concepto utilizado por Wronski, cuando el
espacio operacional, estd constituldo por Opgradoras derivadas.

Si una funcidn depende lineslmente de otras, las diferencias con
sccutivas de dicha funcidn también dependen en la misma combinacidn
lineal de e¢sas funciones,

Este teorema lo podfamos enunciar de otra forma basdndonos en 1la
separacidn del espacio operacional y funcional.

Si varias funciones son linealmente independicntes, también lo
son las funciones gque resultan de agplicarle un operador dcl espa-
cio operacional con tal que dicho operador no haga nulas a las fun
ciones a que se¢ aplica,

Utilicemos cste concepto, y elijamos previamente un sistema de
opcradores independientes, I,A,bﬁ.,,ﬁ$ﬁ

ArE (%) ¢ ooei AxTr (%) = O

Nececsitamos de las propiedades lineales d¢ los opcradores, para
realizar las operaciones en la ecuacidn propuesta. A
Estas propiedades que vamos a definir son propiedades que consi
deramos como fundamentales y ademds las consideramos como el ob~
jeto del plantecamiento de las ecuaclones funcionales de tipo 1li-
neal.,
Lo (K Ey ()% Ao x F2(x)) = Ao ()4 Ao B%.(x) K hzer
II. Pe(s) ;’:/\.Xf((X)-F/(a.xfa(X)) = A% P (B) T0 ()4 Lo P (B)E(x)

M ), funciones constantes

Lz demostracién dc estas propicdades es clemental después de ha-
ber hecho el cstudio del 4lgebra de los operadores.
Apligquemos al sistema de operadores elegido, a la ecuacién pro-
puesta.
AxE (X)heeet Ap Tr(x) =
AveALy (%) eeer ARxATR(x) =
3 <

. L

aplicandolk

rn (O (@)



. S
apllcando/_\g KXAT, () 4en ot Kix Ak“fk(:;) =0

para que este gistems admita solucidn Unica, es necesario:

Tv(x) oo £ (x)

ECORIRIE HED I
() b Gl

()=

Bn cuyo caso, la solucidn dnica serficA= ... =#= 0

En este caso las funciones fy(x),...,f(x) serfan linealmente in-
dependientes,

Hay un sistema cldsico de operadores independientes, para la de-
terminacibn de la independencia funcional,

Introducimos la definicidn del operador elevador:
E =(I 1—£$camo combinacién del operador 1 dentidad y del operador
diferencia.Segln esto:

B F(x) = (I +0) £(x) ®L(x) +A4T(x) = £(x) + £(x4h)-f(x) =
f(x+h)

1l

B f(k) = £(x+h)

Feiterando el proceso, damos 1l definicidén de los OperadoresiEf
R T

B f(x) = (I+a T(x) = (I+204%) £(x) = f(x+2h)

BRE(x) = (T+ORF () = (T+(F)Bte ot (B)D) £(x) = £(xekh)

1os operadores,(I,E,Ef...,Ef..) son linealmente independientes.
Por consiguiente constituyen una basgse del espaclo operacional,
Aplicando el sistema de operadores (I,E,Ef...,Ekj a la ecuaciédn
y teniendo en cuenta log conceptos enunciados
ART(X )40 o oA () = O
aplicando E:KpEﬁtk)+..u+A§§fk(X) =0

aplicando E%Kféﬂtx)+..«ﬁﬂﬁkﬂfk(x) =0
Para que admita solucidn Unica el gistema es necesario que:
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Este determinante es conocido con el nombre de Cassoratiano y su
no anulacidén inplica la independencia de las funciones f‘(x),...,
f.(%x).Como problemns cldésicos, en lo que respecta & ecuaciones
funcionales de tipo lineal en diferencias finitas, suelen plan-
tearse bien como la aplicacidn de un elemento engendrado por ope-
radores B o la funcidn o bien como aplicacibn de un elemento en-
gendradogendrado por operadoresA.Tanto en un caso como en otro
conviene la resolucibn directa de la ecuacidn en funcibdn de di-

chos operadores,

D¢ una forma gereral si consideramos los sistemas de operadores
independientes ‘LP‘l (D) eees Pg-:(&}ii y {Sl (B)y oo ’QIH(E)]- diremos que
las funciones f.(X),,..,fK(X) son independientes cuando uno de los

determinantes: | |
{l@m fil®) ?
QE (K- Q) &)

T ‘<X) .. cfk(f

x)} _
ol ﬁ(;A){g(x)“. Pv(l:lj&@) |40 R}
g

Qiet @MX) oo Qe Iﬁ)ik‘@ \

gsea distinto de cero.

A estos determinantes les daremos el nombre de determinantes fun
cionales operacionales, y su no anulacidn inplica la independen-
cia funcional,

Hagamos un estudioc sobre el dlgebra de los operadores Pk(A).

ALGEBRA DE LOS OPERADORES Py (4).

A partir del conjunto de operadores{[ﬁ}, llegamos a definir los
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elementos Pp(A) por introduccibén de una ley externa y de un anillo

ad. . .
aglclonal al de lag funciones.,

los elementos B (A) vimos que eran de la formas
P (D) = ao()mAt a()m A 4o vy (B 1
Definimos como leyes de composicibdn + y x.las mismas que utiliza
- Py el

mos para estructurar el conjunto-{ﬁk}

Ias propiedades de que gozan esta suma y este producto son
L. Pe(B)+Tp(8) = Sk(A) gyp  (PR(A),Pp(8),5p(8) € {P )}
IT. Pe(Q)1(Fp(A)+Eg (A) = (P(B)+Pp (AT (B) =Pi()1F (R)+R(A)
III. Py(A)+0 = 0+R, (A)=R, (&) |
TV. B (B)+(3E, (A))= (=T (A))+Pe (8)=0
V. PK(A)TPF(A)=PP(A)ka(A)
Con respecto a la multiplicacibn
VL. BelB)x Bp(8) = Tefs)  (Pe(8)Fp(8). R, A€ {P(8)}
VIT Py (8% ( Pp(A)xE, (&)= (PK(A))gPr (A)f)g(Pg(zi )= (A)xPp(B)x PQ( A
¥EEd /oropiedad la demostraremos mas adelanta.,
VITT. B(A) 2 T = I x P(4) = Pg(A)

Ia existencila del elemento inverso, a2l igual que en la de los
operadon%séklequiere aocl estudio de las soluciones de una ecua=-
cidr en difersncics.

Ia definicidn que dard justificada con posteridad. Por ahora so-
lo admitiremos su existencia.

X, Pe(8) 3 (BB = (Pe(A) VX P(a) = 1

Los operadores {I{é)} no poseen la propiedad conmutativa en un
cugo general, Bn el proximo apartado estudiar?mos en que Cas0%
dos operadores son conmutativos.

Introducimos una ley externa que gerd 1i misma que definimos para
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los operadores .Ak. Faira esto eligimog el nnillo de lag funciones
que admiten los opsradores {(P (A)} hasta un orden preciso seguimog
utilizando lo suma y el producto de funciones con los simbolos + y
X. Para 1o ley externa el simbolo X
Re(B) = co() BAY 6, () BAE. . .q ay ORI
o oa(x) @ Po(d) = (n(x)xag() ) &Akf(g(x) xay (x )) R)Ak:rl. ot
+<a(x) X ak(x)> ® I
XT. (a(x) + B(x)) B P(A) = a(x) @ Pe(A) + b() B P (A)
XITI. a(x)® (?k(ﬁ)va(A);)=a(X)gP‘$A)-.|a(X)nP?(A’)
XIIT. (2 (x)xb(x))® B (A) =a (x)m(b(x)@ Be(4))
XIV. 18 Pp(B) = Pp(A)

Con estas propiedades ha quedado definida el &lgebra de los ope-

radore 5(]-? (A )}V

OPERADORES. EN FORMA CANONICA,FACT.ORIZACION EN EL ALGEBRA .f P (4)}
| &

Es necesario que al plantéar una ecuacidn en el anillo operacio-
ngl y pretender darle una solucibn, busquemos las goluciones mds
elementales de dicha ecuacibn.la factorizacién conduce a la bls-
queda de factores en la forma mig elemental.A estas formas elemen
tales le daremos el nombre de operadores en forma Panénica.

Vamos a introducir dos conceptos para distinguir las formas de
log operadores bisicos.,

Orden de un operador lineal, es el que corresponde al de la fi-
ferencia mfxima que interviene para definirlo.

Bage de un operador linenl, es el nlmero de funcioneg arbitrarics
que necesgita para ser definido.

Utilizaremos como formas canbnicas operadores de clase 1, base 1
y operadores de clase 1 base 2.

Operador de base 1, clase 1 B=Azr (x)
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Operador de base 1, clase 2 B'= a(x)®A -b(x)

ASOCIATIVIDAD Y CONMUTATIVIDAD DE LOS OPERADORES BASICOS.

ASOCIATIVIDAD,

Bl caso correspondiente a los operadcres de base 1, puede consi-
derarse como particular de los de base 2, clase 1, sin mds que ha-
cer la funcidn a (x), constantemente igual a 1.

Estudiemos, pues, la asociatividad de los operadores B’.
(a(x)RA sh(x ):))5 (( Ga (x )@ Arba(x ):\))f (&g(x B brby (X)}Y =

(o, oma=n(x (g (m daba () (a3 (X )IRA LRy (x))y

Estd propiedade es larga de demostrar.Conviene expresar el opera-
dorA en funcidn del operader elevador, y realizar la verificacidn
por este método. Cada producto canbnico quedaria de esta forma:
( ag (x)@A b (x)) =2, (OR(B3 1)zl )=ay (x)BB: (3f%) +h{x)) =

(o (% BE o (x))

Demostremos la asociatividad de los operadores en la forma cand-
nica (ak(x RE+ cg(x))
CHEY- LERICOIT(CHES LIEENES N T NEONI

%o, (x)BE - (a (*{)rb fx)=(a (x) B - ¢ (x)),
=(a, (=87 £ c, "G)XQA (x) ag(x+h) ’E - (cl(x) % )+8, (%) 03(x+h))

By+ calx)eg(x );y =
= a, (x) ag(x4h) ay(x+2h) B3y - (&, (x)ay(x)ag(ish) + a,(x) ca(x+h)
ag (x40) + a4 (x) a4 (x+h) 03(X+2h);‘( By +(c, (x) ca(x) ag(x) +
+ ¢y (x) aq(x) cz(x+h) + o4 (x) cyp(x+h) cg(x+h) By ~ cq(x) cp(x)
e3 () = (o COBP 7 o) GO (OmEz 0o(x) (3 (0BE = e4(x)) =
= (500 a AT 1 (0(6) ap(x) + a3(x) oa(xsm))EE 4 by (x)0(x)}
(3 (x)RE  c3(x))
Con lo cual queda probada la agociatividad de los operadores en

la forma canbnica @ (x)8F 5 ¢ (x )> y por consiguiente la de los

L3
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operadores (a (x)BAs b @) )

CONMUTATIVIDAD,

De igual forma veremos que condiciones se requieren para que dos
operadores bdsicos sean conmututivoes. Elegiremos los operadores
bédsicos de clase 1 y base 2, puesto que los de base 1 y clage 1
se pueden congiderar como un caso particular de ellos.

C ay OB by ()% (a3 (3)Bba (x))y = (5l )RAD, (%)) (82(x)3y-bx)y )=
= ay (x) &i(X+h)A1:§f + (34(3_{)&aq‘(x)-—b,(X)am(x)—a‘(X)b,_(X+h))Ay +
+ (b (x) bo(x) = ay (x)5 by (x))y (ap(xMabo(x))x (a, ()8 (x )y =
(g (5 w2, () (3y (5)Ay=Dby (3)y)=a(x)ay (x+h)AY + (aa(x)ha, (x)=belx)
a, (x)=aq(x) b*(x+h)s>Ay + (qu_(x)b‘(x)—az(}: JAb | (’ij
Identificando coeficientes en ambas igualdades obtenemos:

84(x) ay(x+h) = ay(x) a,(x+h)
Gy (K)Bay (x) = by(x) ag(x)-ay (x)by(x+h)=a o(x)iay (X)=ba(x)a {(x)-

~Gg (% )b, (x+4h)
by (%) by (x)=a (KB D, (X )=Dby (x)by (x)=aq (X)Ab (%)
Fcuaciones que reducidas guedan en la formas:

A L(x) _ 0

O, (X

ay ()@ ag(x)4 ba(x))= ay(x)@a,(x)=Ab, (x))
8y ()4 Da(x)= aq(x)AD, (%)

¢ la segunda y tercera hos resulta sumando
) (x) A ay(x) = ag(x)bay(x)

en definitiva las tres ecuaciones quedarian en la forme:

L.l,l e
Gy (X)haa(x) = ag(x)p a4 (%)

11

&, (x)4by (x) = ayx(x)A by (x)

Ia segunda eg consecuencia de la primera.



Por consiguiente las ecuaciopes que habfa que resolver gerians

an(x) _ 0
an (%)
Ab () = 2 Ay (x)
Ua_(X)

la solucidn correspondiente a la ecuacidn

£y (x) =0, sabemog que admite como solucibn una funcibn cual-

quiera periddica de periodo h multiplicada por una constante K

Segun esto la solucidn dey % e
22 i/ = KM(x) en donde M(x+h) =F(x)
Ias funciones pefiédicas tienen la siguiente propiedad con reg-
pecto al operador 4
nay (x) =AN(G)-y (x)

Resolviendo la segunda ecuacidn degspués de haber sustituido el
va low de %%)7 = KW(x)
Aby(x) = ER(x)Ab~(x) =AER(x) by (x)
A (BrER(x) by(x)) = 0 =-by= KN(x)by(x) + Knilx)

Bn donde ﬂ’(x+h) :ﬂf(x)

168

[
i

resumen si ternemos un operador bdsico en la forma (a(x)@ﬁ-;b(x))

todos los operadorses que conmutan con é1 son de la foma

[(@ GG Jmbs TOxblx) A X))

en donde Flk (x+h) =\"\\éx) yﬁ\é(:ﬂh) = ﬂ‘R(X)

Como cagso particular de dste, tenemos ¢l caso en que el operador

da de base 1 y clase 1., Todog los operadores que conmutan a

(A = r(x);), son de la forma

[i m!(x)m'A'-;AVI]K(X)x r(x) ¢ /(J(“;(ﬁ))i

FACTORIZACION EN EL ALGEBRA {P(A)) DE Un POLINOYIO OPERACICNAL.
) T {

Prescindiendo de la existencia del elemento inverso, en la multi-
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plicacién habfamos llegado a la estructura en general de anillos
no conmutativo,

Planteamos ahora una ecuacibn algebrdica en el anillo operacional
Py (D) = ae(x)mb"—f a‘(x)Ak'i;h..t ag(x) = 0

Esta ecuacidn cuando admite soluciones, expresables mediante lag
funciones conocidas, dichas soluciones expresadas mediante operado
res elementales, en general no conmutan

Supuestas encontradas K factores elemntaales en una determinada
descomposicibn y estos factores son de orden 1 clase 1, anotando
por CA - (x)) un factor en general, el polinomio quedarfa expre

sado en la shguiente forma:

Pe (A) = ao(X)@,Ak-? oot ak(x):q,(x)i(:A-.- ), (X)\)’ﬁ@ - I.?-(XD”;("”.‘CA—

- 1 (%)) |

Si la factorizacidn se hace en funcién de operadores de base 2 y
clagse 1 :

Be(B) = 80 (BAT ot 3 (x) = (3, GORA= b)e(a ()BLT ba)yen oy
«(ax (%)8 A5 be(x))

Ambag factorizaciones gozan de la propiedad asociativa,

Habiamos expresado las condiciones para que un operador bdsico
conmmutara.Bs decir, los operacdores que conmutan con (é (xl&é—b(x)é
tenfan la formas

[e omaeym 82 Texb () = & i)

mMvidiendo la expresién por Mg(%):

NGB ()8 Ar b (x) sAx T (x)) () =%%

Y consideramos la coxpresidn (ﬁ(x)gﬁif b(x) Tﬂkﬂ}t (X)) como
forma reducida de losg factores que conmutan con el operador dado.

Segln esto un anillo que admite una factorizacién commutativa

en funcidbn de operddores de orden 1 base 1 quedaris expresado:



P (A) = 5q () ®(A7 x(x) sAMX) xiAz v(x) <4Af (x)) Xo.ox
(&7 (x) 3 AR
En donde Wj(X-i-h) =FB(X)

Si ¢en vez de haber utilizado operadores basicos de orden 1 basel

hubiesemos utilizado operadores de ordon 1 base 2, la factorizucidn

D

guecariasz

Pe(A) =1 a(x) @iy blk) ;K‘n‘(&f:)) x (:1(}:) 840 7 b(x) 7{,_/147{)/3535
x (M(X) b bix) -;/(kﬂéx)}

&8 condiciones que habia que establecer parc que dado un anillo
operacional,en funcidn de los coeficientes pudiesemos expresar 1o
pogibilidad de admitir unc factirizacidn conmutative, tendricmos

que detemerlas del desarrollo de los factores elementales ¢ iden-

tificando coeficicntes y en gencral prescindiendo de las funciones

D

’D

entale

6]

periodicas en los factores elem

In descomposicidn en factores elementales en un caso general, es
un problemz dificil de resolver, Propongamos por ojemplo factori-
zar un polinomio operacional de segundo grado .

rd
g

; -, y R - "\ m 2 ™ X i
E\E +oy(x) B +ax)y = {8 ;r (x) x | ;.u—;r,,_(x)’g y =

i
5

=B 7T (X) 7 By -1y y = {r(x) + rolx+h) By + 1 (x)
r.(x) y = E‘y +a,(x) By +a,(x)y

Id ntificando coeficicntes;:

(%)

r (Xx) + 1y (x+h) - a;(x)

r(x) x r(x) =

€

11

Sustituyendo en la sogunda r,(x) = az(x)

S(X) + r X+h) ay (x) =0
T,(X)
r. (x+h) r,(x) + u|(X) r.(x) +a,(x) =20
) B 5,000 43,000 )« ) =0

y @XpI”C‘ud en func:Lones del operador 4.
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o (x) A ra(x) + rz(X) + 3, (X) 1 (x) + ag(x) =

Tcuacidn analogq % la de Ricecatti, pero en diferencias finitas de
la que se sabe que conociendo una solucidn particular es posible
determinar la solucidn general de la ecuacidn,

In forma mas goneral de presentar 1o ecuscidn de Riccatti en dife-

rencias finitos

9]

0
s

{

By(x) = y(x+4h) = ggigggig i'ggi% en donde ;ggig ggi)[ F O

Como vemos dicha factorizacidn en gencral es imposible de separar.
ero este problema es 21 mismo que presenta la resolucidn de las
ecuaciones en diferenciac finitas,lineales,

51 hublesemos tomado factores elementales, utilizando operadores
basicos en funcidbn del operador B, lag factorizaciones del anillo
operacional sarias

P (B) = a,(x) E’Ektih(x) (] Ek"fo..f ak(x) B I
Si 1o factorizacidn es asociative solamente y son de base 2 clase 1,

P (B) = .é;a,(x) z B = b,,‘(x)"’} ¥ {EJL(X) % B - b.)_(x)%; XX {\ak(x) -
3 bk(x>)
ywla factorizacibn es conmutativas
e (2) - () @B 5 06 AN x {a0) BE 5 D(x) 1 AN )%e . x
x4 a0) BT b(x) cAKx))

En resumen. Todo anillo operacional pued- admitir una descomposi-

cidn en factores elementcles de orden 1 y base 2, que puede ser bien
agociativa @ o . .
PEQELEEIYE 8 scociativa y conmutativa. ILa descomposicidn a factores

elementales de orden 1 y base 1 se purde consdéderar como caso parti-
cular de csta.

Ias formas que oubdon qdopfal la facorizocidm gerians

vy S

e () =isy00) mds b)) x {2y (1) m s b z<><> zX---X@W L ]

Cpecmee == s

i: bk(x)éj:wAsociativa.
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Factorizacidr asociativa y cenmutativa,

‘Pk(A) (u(x) WAz b(x) -,-{qnp;)‘-};c'ga(x) % fw b(x)”f_{\zg\z(x)‘} xx\

[£ Teo0rmE = b (<Y Kk k(X))

Si el polinomio operacional estd conetruido con 21 operador E:

Foctorizacidn asociativs,

BB TE GO BB 7 0y () 1 [5al0) %8 1 0a 00} x(agix) @B
N bkﬂ;)“ B

e o PO - — [ A

EJCtOIlZ cidn asociativa y conmutativa.

- %

Ax) m B B (k) /\WSAW

Como 61ntegls do lo ebpuCJto hasta chora, hemos procursado congs-—

o,

P(E)—/MX)mE-Mx)tﬁﬁmx) x(ﬂx)wE-Mx)-A\m)x

SN

truir un modelo de espacio operacionnl y funcional para proceder
mas adrlante vy en abgtracto a la resolucidn de ecuaciones funcio-
nales planteadas mediante operadores lineales, es esta la razon

por la que hemos procurcdo detallar cada uno de los pasos que uti-

lizuremos en el planteamiento de una ecuacidbn funcional linecal,

C')

asi como de la estructuracidn de los espucios funcionales y operac-
cionales con sus algebras.
Fn lo que respecta al orden seguido, scha procedido: En primer

lugar separor el espacio funcioncl do1l cspacio operacional, Bn se-
gundo lugar definir 1o autonomia de los opﬂradoxbu para entrar mas
ade lante en las estructuras.

Taciendo uso de las estructuras rosolvemos el concepto de depen-
dencisa funcional y operacional y ayudado de las propicdades de los
operadores, le damos un rosultado practico a la determinacidn de
la dependencia funcional. Por ultimo, estudiamos los operadores

5

forma canonica y buscamos las condiciones de asoclatividad y

S
=

conmutatividad, do esta forma, factorizaciamos los polinomios ope-



racionales, dictinguicndo los casos de que admitan factorizacidén
bicn asociativa o factorizacidn csociativa v conmutativa,

ESTRUCTURAS DE LOs BSiaCLOS FURCIONALES Y CFERACIONALES EN GENE+

RAL,

Tomando como antocedente el espacio estudiado, partiremos, de dos
conjuntos, uno gue constituirs la base pare definir las aplicacio-
nes, y ¢l otro el conjunto d» las aplicaciones del ospacio base en
si misma.

Como vamos = definir una aplicacidn base, en dicho conjunto, 1lo
primero que le exigiremos al conjunto de partida es que las funcio-
nes que lo comstituyen, admitan dicha aplicacibn., A partir de 1la
aplicacidn elemerntal definida, sobre dicho conjunto, definiremos
el conjunto de operaciones, obteniendolas por reiteracidrn. Bs decir
apiicandole el recultado que s2 obtiene de aplicar la operacidn
elemental @ una funcidn, el mismo opecrudor elemental. Bs por esta
razon que el conjunto de funciomes que pretendemos establecer,
estd caracterizado por ol conjuntc de funcioncs que admiten la rea-
lizacidn de la operacidn basica en cellos un ndmero X de veces, sien
dé ¥ un nlmero natural.

Tefinido ©1 conjunto de funciones con csta propiedad, procedemos
a darle una estructura a dicho conjunto definiendo dog loyes que
anotaremos con los signos + y X, ¥ que supondromos gue gozan de
las siguicntes propicdades.

Antes de establecer, detallaremos gque dicho conjunto, ¢l de fun-
ciones puede estar definido tomando como variable en el caso mas
general una compleja, y en casos mas restringidos, una real y en
otros entera, A dicha variable la anotaremos por %, y ¢l conjunto

de tales funciones por F(x).



Proniedades.,

Lo £y (x) + £5(x) = 5 §x)  1T4(x), £2(x) S()ER(x)
Moo+ 5o £3(x)f = £4(x) + fz(x2j+ fa(x) = f4(x) +

+ £q(x) + fg(k)
IIT. F4(x) + 0= 0 + T (x) = F (x)
Ive £ (%) + E(x))= (~f(x)) + f(x) = 0
Ve T4(x) + T3(%) = £o(x) + (%)
VI. f4(x)x £5(x) = P(%) G 4(x),f2(x) ,P(x)) EF (x)
VII. f,i(ic)ngf,;(;’c)’xf&(ﬁci) = (Fa(X) x T (X ))x £4(x) = £a(x) % £y (x)x
* T3 (x)
VIIT. f4(x)x 1 = 1xf(x) = f(k)

IXe £a(x) x Fa(x) + fa(k)) = £,(x)~ £o(x) + £,(x) » f3(x)

Bstas propiedades las tomaremos como generales en el conjunto fun

cional, En otras palabras la estructurz que debe de poseer ol con-
Junto de funcioncs dotado de dos leyes, es do anillo unitario.

Ia existeoncia de log elemontos inversos en la mudtiplicacibn
asi{ como la de la propiedad conmutativa, serédn especificas de de-
terminados espaciog funcionales que admiten dichas propiedades,
Tenemos ¢l cuerpo de los reales, anotando las leyes definidas en
€1 por +,. ,xy y definamos un producto de elementos del cuerpo por
elementoé del conjunto de funcionecs. Anotamos por esta multipli-
cacibn y la definimos por:
X. KA (x) = A xf(x) £, eR En el 29 miembro es congside-
rada como funcidn constante.
XI. (A +ADR T(%) = A xT(x) +AyxT(%)
XIT. AVAEY () + 5 (%)) =A#5(x) +AyxTq(x)
XITT. (4} %eADRL(x) = KBK, xE (x)]
XIV. 1A (%) = £(x)



Con lo cual hemos obtenido una estructura de espacio vectoral.

ESTRUCTURA DEL ESPACIO OPERACICNAL,

()

L cuya caracteristica fundamental es la de ser una aplicacién lineal

En el conjunto de las aplicaciones F(xf: definimos una aplicacién
Ia aplicacién 1, actuar sobre un elemento del espacio funcional ,

por regla general no tiéne por que cambiar de anotacién a la varia

ble, pero en otros casos sucle presentarse cste tipo de transforma

cién, EBste no es problema porque en ¢l caso de querer utilizar la

misma variable, sc puecden tomar recursos cspeciales y no cambiar

de anotacibn al conjunto final.

Segln esto, definimos la aplicacibn L

pre - et GRS T

e una forma general construimos las aplicacioncs LQ} ﬁ?,..., IF,
+es de la siguiente forma:
(%) = L(L £(%)) = L g(k) = h(x)
y las aplicaciones Lkv
1% r(x) = 1@t e (x)
Si afiadimos las aplicacioncs identidad y aplicaciédn nula:
0 f(x) =0 I f(x) = £(x)
Hemos llcgado a formar un subconjunto dentro de las aplicaciones
de f(X)F@b.Esto subconjunto cstd formado por los clementos:
<O,I,E,ﬁf...,L?...) prescindiendo de cero cplicacibn, adap-
tamos simbolicamentce el conjunto con.t];k§
finimos a continuacién una suma y una multiplicacién que irdn
anotadas por los simbolos + VX, Estas leyes definidas en cl con-
junto poscen las siguicntes propicdades:
. @R+ ) = ko) + 15 ()
. % (Peit) = @R B o+ 0= 10 A
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ITI. LR+ 0= 0 + TR I®

(=I*) + = 0
(v18) £(x) = Ifef(x)) = —(I*F(x)

v. 1® 4 b= 1fy X

]

IV, I® 4+ (=1%)

Con respecto al productos
VI, (%% 1) (k) = 1% (1 £(%))=I¥F £(x)
VIT. 1Rx (Fx1}) = (TR Hxrr= 1*x f 1%
VITI. L¥xI = IxI®* = I®
IX. I IX® = 1% 1®= 1
Io existencia del elemento Iﬁi requiere de la solucién de una ecua
cién funcional. Su introduccién aquf ¢s meramente formal,
Su justificacidn se hard mds adelantc.

k, 1F= 1fx I¥

X. L
XI. Ix(pf+ %) = 1% 0 + % of

Estas propiedades, le confieren al conjunto L con las leyes + ¥
%X la estructura de un cucrpo commutativo.

Definimos un producto de clementos del anillo F(x) por elementos
del cuerpo y anotamos dicho producto con ¢l simbolo ®@.

Bstc producto goza de las siguicntes propicdades:

XII. (f(x) el ) y(x) = £(x)«xL y(x)
XITI. £(&)@ (L% If) = £(x)@ tf+ £(x)@1IF

XIV. (£4(x) + £(x)@ K= £, (x)@L® + §, (x)®IF

XV (B4 (%) % £, (X))@= £, (%)% (£, (x)® IV)

XVI. 1@1%= 1®

Con cstas propicdadcs hemos obtenido el dlgebra de los operadores
I .Cabe rcsaltar como propiedades fundamentales la lAncalidad:

IRCAE, (3) +Aa T (1)) = A T8, (%) +A 108, (x)

como estructura dentro del dlgebra hemos obtenido, la de un médulo.
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Irdependencia operacional, Base y dimencidn del espacio operacional.

Diremos que log opcradores IFy ¥ son independicntes cuando para
que sea nula la suma:
A ® 1 + A0 @ 1F = 0
Aplicada a cualquicr funcidn, es necesario que scan nulas las fun-
cionecs.,
Ap(x) = G0 =0
I ecste hecho rcsulta que los operadorcs, (1L, L‘ﬁ%...,LE...)'son
indcpendientes, y por consiguicnte constituyen una base del mbdulo.
Por consiguiente cualquicr clemento del espacio se podrd separar
Llopasson
como una combinacidn lineal de cllos:
Pp(L) = a(x) @Lk + a,(x) @ TR toeet (X)) B T
Wlegidos ahora dos clementos cualquiera Pk(L);y Pf(L)?podemos ave-
riguar cuando son indepcndicntes, sin mas gque obtcner la suma de
cllos multiplicada por elementos del anillo y ver si ¢s posible
que aplicada dicha suma a una funcidn cualquicra sca cecro sin nece=-
sidad de que lo scam las funciones por las que van multiplicadas
los operadores,
a(x) ® B (L) + aF(X) ® PPOL) = 0

Seran independicentes sl es necesario que 'ak(x) = &F(X) = 0

Una basc dcl espacio operacional estd formada por los operadores
("I,L,i?...,L?.,.). Otra basc podria ser clegida mediante opcrado-
res ( P4(L)%P1(L);...‘Pk(L)l.OQ). Io dimension del médulo ¢ infini-
ta numcrable.

Nos resulta como un hecho trivial el plantcamicnto de una ccuacidn

funcional operacional. En un diagrama quedaria asi:

&)

Conjunto
funcional

Pk(L) y(x) =0
Conjuto
opcracional
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Algebra de los operadores P(K).

En ¢l conjunto construido con los operadorcs Ek; hemos llegado a
formar ¢l de los operadores Ph(L), Utilizando las mismas leyes de-
finidas ¢cn el conjuntc>{]}} ,anotadas con los simbolos + ¥ X

I. PR(L) + Py(L) =5, (L) k>
(Pr(1) +24(1)] ¥(x) = P(1) y(x) + B (D) y(x)
L. B (L) + (Bp(L) + I%(L)]:(\Pk(lj) + B (1)) +Bg (L) =Py(L) + By (L)

f
+ B (L)

1. pp(L) + 0= 0+ B(1) = P(L)
1V B(L) + (= B(D))= (= Be(L))+ B (1) = O
Ve Pp(D) (L) 3=/Py (L) i+ P(L)

Con respecto a la mmltiplicacidn |

V1. Py(D) X P (L) = Py (L) (PR(L) X B (L)) y(x) = Be(L) (Py(L)
y (x))= PryglD) ¥ (x)

711, Pe(L) ¥ (Bo(L) ¥ (L) )= (R(1) x R (L)) x By(L) =

(L)

-
V1ll. PK(L) x1=1x PK(L) = Pk(L)

i

Pp(I) X B, (1) x P

1 (1) x (D) = (B(m) T B(D) = 1.

In cxistencia, rcquiere de la solucidén de una ccuacidbn funcional.

El plantcamiento ey meramente formal.

Ia propicdad conmmutativa en general no la posee. Hay que definir
cn primer lugar opcradores bdsicos y cstudiar las condiciones de
permutabilidad de dichos factores elementales.

Definimos una multiplicacidn de elementos del anillo por elementos
del conjunto ﬂP(L)!‘ vy seguimos anotando dicha ley po®

X.a@)@%@ﬁx)@Lﬂu“taMX)®I)=(Mx)xaom»@lﬁp“f
+ fo(x) x (%) ®1
K. 26T @ (B (L) + BRI a(x) © Be(L) 1 a(x) ® B(L)
Kl (a(x) + b)) @ P(I) = a(x) @ P, (L) + b(x) @ Pi(L)
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X111, [a(;”c) X b(xﬂ@-Ph(L) = a(x)a@[b(x)@ PK(L)

XLV, 1@ Pr(L) = PR(L)

Con lo cmal homos obtenido cl algebra del conjunto P(L)
Convicne destacar la lincalidad de los operadores,
PK(L)%.Xf&_ (X) +Ay x fl(x)k =[;ka(L) f (%) +Ayx PR(Ll) £ (%)

Independencia funcional, Resolucidn prdctica de la misma.

Decimos que las funcioncs fQ(X),.,.,ﬂ&(X), son lincalmentc indc-—-

pendientcs, cuando en la ccuacidng
/(,fo,1 (%) + ooe +4FE (%) = 0

S0lo es pogible encontraf los oscalares.ﬁ&: sas =/ = 0, para guc
la ccuacidbn admita soluciébn

Bstablecemos ¢l siguiente tcorema:

Si una funcidbn depende linealmentc de otras, las funciones que re-
sultan de aplicarlc un sistema dec operadores independientes son
también dependientes y en la misma combinacidbn lincal.

In demostracidn de este teorema, es consecucncia de la linealidad
de los operadores.

Vamos a elegir dos sistemas bédsicos de operadores independientes
Sy (T, LIre.,I50),  Sa(T,P, (1), Pa(L)y «er s Bey (1))

Apliquemos el teorema a la ecuacidbn propuesta:

Ky, (x) 4Ky T, (%) tee e tARXE R(K) = 0

Aplicando el primer sistema de operadores, tendrfamos el siguien-

te de ecuaciones: ‘
aplicando T K4x1 fa(x) +Aﬂ11;(x)+...+kkx1:fk(X)= 0

aplicando L A\x L 4 (%) +AxL £, (X)+esethex L fi (X)= 0

aplicando et Kg.L Y, (%) +X1XLk‘ift(X)+..o+w&k11Fﬂfk<X)= 0

Bste sistema admite solucidn ﬁnicaf<= eas =Ak= 0 solamente en el
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caso de que el determinante:

CE(R) B (X) ... Tp(x)
sL#,(ﬁc) L f3(x) o0oe I T (k)

: : . 4 0

A(L) =

;ﬁmf}(X) £t (x) ... ()
In condicién suficiente para que las funciones £, (X);e.., fp(x),
sean independientes, es que el determinante [&(L) Z 0
Si utilizamos como sistema de operadores independientes, el siste-
ma dos aplicando reiteradamente, cada uno de los operadores a la e-
cuaciédn resultaria como sistema:
aplicando I AgxT T4 (x) #Ap@ To(x) +o0othg I T (k)= 0
aplicando P, (L) Aie Py(L) £ (%) +AxPy(L) £5(%)+eeut
+¢<kxI&(L) fy(x) = O

aplicando Py (L) AXIkﬁ(IJ 4 (%) +KixﬂPk(IJ To(x)teeet
Aok ¥ Ppy(L) fp(x) = 0
Bste sistema admite solucidbn dnica cuandos
LT (x) Tax) ... Tix)
%P,(L)f&(x) Py(L) f2.(x) «..Py(L) fi(x)

|

: : ; # 0
Pk’.KL) f'f (X) PK‘!.(L) ffl(X) e PK‘&(L) fk;(X)

Los dos determinantes, que daremos el nombre de funcionales opera-

AP(1)) =|

cionales, su né anulacién implican la independencia lineal de las
funciones.

Operadores bdsicos.Pactorizacidn cn ¢l anillo operacional,

A partir del onerador L, condideramos los operadores clementales

o en forma canénica, construidos a partir de €1,
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En estos operadoresdistinguiremos dog conceptos para poder caracte
rizarlos., Base dc un operador canénico, construfido a partir de un
operador lineal L, cs el nimero de funciones quc necegita para scr
definido. El orden de un operador bdsico c¢s el que corresponde , al
del operador I, quo intervienc para definir.

Operadorcs de orden 1 y base 1.

Como forma candnica de dichos operadores adoptarcmos la:

L= L~ T (x)
y como forma canbnica de los de base 2 y orden 1
Li= 24 (x0® L = by(x)

Como se¢ ve claramente, los operadores bdsicos de base 1 orden 1
pueden considerarse como un caso particular, de los de base 2 y or
den 1 sin mds que hacer constantemente igual 2 1 la funciébn a, (x).

espués de haber definido los conceptod correspondientes a los ope
radores en forma canbnica, proponemos cl estudio de la asociativi-
dad y conmutatividad de los mismos.

Para esto elegimos los operadores en la forma canbnica de base 2
y orden 1.

(A (X)® L = by (x)) %X ({8, (X)® L = by (x))X(ag (x)@Lvbg (x)) =
= (A (X))@ L + by (x))5(a, (X)WL + bo(X))x(a,(x)QL = bg(x))

Esta propiedad podrd admitirde como general, pero por no ser una
congecuencia de la linealidad de los operadores clementales es ne-
cesario verificarla para cada caso particular.

En cuanto a lo que se refiere a la conmutatividad de operadores bé
sicos, el problema es mds complicado,

El procedimiento para verificarla es bien sencillo.

Se trata de comprobar si:

(2 (X))@ L = by (x)¥(2,(x)@L = ba(x)) = (8 IX)@L = by(x))
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(2,(X)®L = b,y ()

Para esto se desarrolla las aplicaciones segin la definicién dada
al operador I. Utilizando las propiedadeg del espacio vectorial, por
resultar una ecuacidn en la formag

a(x)®T + b(£)®L + c(X)QIL = 0
y ser lincalmentc independientes, los operadores I, L y ﬁl tendrian
que ser a(kx) = b(x) = ¢c(x) = 0

De estas eccuaciones deducirfiamos las condiciones que tendrian que
poseer los operadorcs bdsicos para que conmutaran,

De una forma general y por los resultados obtenidos en los operado
reg elementales, cuando el operador I, es un operador derivada o un
operador diferencia, podiamos admitir de una manera formal que los
operadores elementales que conmutan con el operador (a(x)®Isb(x))
son de la forma (a(x)®TL = b (x) =A), en donde A , pucde ser una fun
cidn variable o una funcidn constante. Insistimos en que esta mane-
ra de separar cs meramente formal. Bn ¢l caso de que se tratase de
operadores en forma matricial, en donde a (%) es una matriz asi como
b(x) y‘A, y L es el operador D o ell), requeriria la permutabilidad
de las tres matrices.

Una vez encontradas lag condiciones de asooiatividad'y conmutativi
dad, distinguirfamos en una ccuacidn algecbrdica tomada en el anillo
operacional, dos tipos de factorizacidn:

Factorizacidén solo asociativa;
Ph(L) ao(x)@LkJr a (X)%@Lk-'+...+ak(x)®l =0
PL) = (3, (I®L = be(x))X(2, ()@ L = ba(x))%es x (aR(3)® Lvbg (x))

il

it

y de una manera formal expresamos la factorizacidbn asociativa y con
mutativa en la forma:

Pk(L) = (a(x)8 = b (X)?ﬁ)¥(&(X)®L=b (x)sKko )Xo 2(a (x)&L =b(x)=As)
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Donde seria necesario previamente buscar las condiciones de conmu-
tatividad de los factores elementales, estudidndola junto a la con-
mutatividad del anillo funcional,

K1,...,Kk, pucden ser funcionece variables, con algunas restricciones.

TIPOS CLASICOS DE BECUACIONES FUNCIONALES LINEALES.—

TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA LA RESOLUCION DE LAS ECUACIONES FUNCIO-

NALES, -

PLANTEAMIENTO DE BECUACIONES FUNCICNALES, -

Y2 hemos tratado en el primer capitluo, un aspecto de este proble-
ma con el fin de hacer una separacidbn de las partes funcional y ope
racional en una ccuacidn que cldsicamente era conocida como ecuaci dn
lineal y homogdénea.

Bajo un punto de vista operacional, asi es como se nos plantean las

ecuacioncg funcionales,

PRIMER PROBLEMA.~- Conocido un operador PK(L)’ considerado como

clemento del espacio operacional, se pide hallar todas las funcio-
nes tales que al aplicarle el operador P,(L), las transformen en la

\x)

funcidn cero.
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la ecuacibn queda planteada en la forma ]PK(L) y(x) = 0
Fn el diagrama por y(x) hemos expresado cualquiera de las fun-

ciones que pueden satisfacer a estas ecuaciones, En términos operae
cionales, seria equivalente a encontrar el nficleo del operador PkﬁL)
que actla sobre un espacio funcional ya definido., En otros términos
el conjunto de funciones que satisfacen a la ccuacién funcional, com
tituyen el nlcleo del operador P(L). A esta ccuacién se le cono-
ce con el nombre de ecuacidn funcional lineal homogénea, de orden

K, siendo K el orden miximo del operador L, que intervienc en 1la de

finicibén del operador P(L).

SEGUNDO PROBLEMA.- ©Dado un operador P (L), se pide encontrar to-

das las funciones y(x), tales que al aplicarle el operador se trans
formen en una funcibn conocida del espacio funcional. Si expresamos

por .. (x) esta funcibn, el problema mediante un diagrama quedaria

(%

asi:

De una manera analitica, la ccuacibn sc expresaria Pk(L) y(isﬂﬁ?

= )]

Bsta ecuacidn es conocida con el nombre de ecuacibn funcional 1i-
neal completa. Aqui el conjunto de funcionecs que son solucidbdn de la
ecuacidn estdn caracterizadas por el hevho de que aplican en una
funcidém determinada.,

Los espacios solucibn de las ecuaciones planteadas, son de gran
interds, pero el andlisis de los mismos requiere del planteamiento

de unos teoremam previos,



TERCER PROBLEMA.- Conocido un operador P, (L), se pide encontrar

todas las funciones y(x), tales que al aplicarle el operador P (L)
se transforman en la misma funcidbn multiplicada por una constante.
A tales funciones se les conoce con el nombre de antdfunciones del

operador y a los valores constantes, autovalores correspondientes,

a las autofunciones.

De una forma andlitica el problema queda planteado asi:

P (1) 5(x) =L y(x)]

Este problema es conocido con ¢l nombre de problema de los autova-

lores.

Si se escoge un sistema numerable de autovalores (}P ...,Xt,...),

Yy correspondiendo a dicho sistema uno de autofunciones obtenidas
como solucidén de la ccuacidn funcional (¥ (B eees¥e(X)seea), si sC
introduce ademés una métrica en el espacio engendrado por las auto
funciones que es de cardcter vectorial, da origen a un modelo de
espacio, para cstudiar los espacios de Bavach., Este problema, por
otro ladoj; es ¢l que ha dado origen al estudio de las funciones or-
togonales, cuando el operador I, ¢s el operador derivada D, y cuan-
do la métrica se obtiene a partir de una forma hermitica introduci-
da mediante una integral, Wste problema ha dado origen a una. rama
del andlisis que corresponde al estudio de las autofunciones y de
los autovalores de un opcrador lineal,

Como sintesis podriamos recoger en un diagrama el plantecamiento de



. kineal hemogenea de orden K
Yineal wommheande orden K
 |ined de aubyalotes de orden K

B TS Pl(l’ \ (s} Ecudcion
. e kL)' &) Ecuacion
#RAy () Ecracion

Te oremas fundamentales para la resolucidn de las ccuaciones funcio-
nales lineales.

TEOREMA l.- Sobre las soluciones de la ccuacibn funcional lineal

homogénea,

Si A (x), % (Sc),...,yk(}‘c) gon soluciones particulares de la ecuacib:
Pe (L) y(x) = O tambidn es solucidén de la ccuacibn una combinacién
lineal de ellos, es decir, y (%) =A 3, (x) +Ay (X) +..oth ¥ (%),

En virtué de que P, (L) ¢s un operador lineal:

B (L) On 3y (%) +Ag% (%) + eoe +h i (1)) = AR (D) 3y (%) +
AP (L) § (%) 4o et A PR (L) % (x) =0
y por consiguiente y (x) =4y, (X) +A4 ¥, (X) oot AR yk(x) es solucibn
de la ecuacién.

TEOREBMA 2.- Sobre las soluciones de la ecuacidn funcional lineal

completa.

Si por y, (x) entendemos la solucidén gencral de la ecuacibn Pk(L)
y(x) = 0 y por yP(X) representamos una solucidbn particular de la ee
cuacibn Pk-<L) y(x) =% (x) entonces y (x) = yy(x) + Yo (x) es la solu
cidén general de la ccuacidn R (L) y(x) =¥ (x).

En efecto, utilizando la linealidad del operador Ph(L):

Pe(L) ¥y (x) = R (L) (¥, (x) + % (x)) = B (L) ¥, (x) + PK(X) e (x) =
= 0 +¥ (x) =¥ (x).

Hemos partido de que R (L) yy(x) = 0y Be(Ll) yp (x) = (%)

TEOREMA 3.- Sobre las soluciones particulares de la ecuacidn funcio




nal completa,
Te orema de la superposicipn.

Sean xiix), sz(X),..., xh?(x) soluciones particulares de las ecua

i

ciones P (L) MP(X)
= P (X

Bn este caso y, (x) = XPk(X) -

particular de la ecuacién B (L) y (x) =¥, (x) +Wo (X) +evs+Py (x)

W), B(D) 5y () = (005 ees Be(D) 3 (x) =
(X) Fosot xme(x) es una solucibn

Basta con utilizar la linealidad del operador Pk(L).
Pp(L)  ( yp(x))=Re (D) C 3 (0) + %y (30) Hevet T (x)) = Pp(D) Jip (x)+
+HJL)ﬁ?@)+...+Iku)ymwx)=%“X)#MXH“5+NMXL

TEOREMA 4.~ Sobre la estructura del conjunto de soluciones de una

ecuacién funcional linezal homogénea. Bl conjunto de soluciones cong
tituye un espacio vectorial de dimensidn X, siendo K el orden dec la
ecuacibn.
Bn efecto: sea la ecuacién funcional:
B (X ) x Lhy (x) + a,(x)x Lk“'y (X) + oo + ak(x),ksﬁ@(-)f:O
Supongamos que hemos determinado K, soluciones particulares de la
ecuacidn yi(x)} Yo (Z)5eens %Q(X), de forma que'dichas soluciones

gson limealmente independientes, es decir, cumplen con la condicibn:

Yy () 3o (%) ven Fp(X)
A (D)= Lg,(x) Iy o (%) + 2 1y, (%)

=y () Ry ).

Fn este caso,cmalquier otra solucidn es dependiente de las funcio-
nes yi(x),.,.,yk(x), y por consiguiente se expresa como combinacidbn
lineal de ellas, ademds, la ecuacidn planteada quecda determinada
de mabera Unica por las soluciones. wn otras palabras, solo existe
una ecuacidén funcional lineal en el cperador I, de orden K que po-
see soluciones particulares y, (x)... yk(x).

in efecto, pordser soluciones particularcs de la ecuacién deberdn
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de verificarla

8 (%) By (x) + a4(X)xIF”y(X)+...+akﬂ&)*Y(X) =0

a,(x) ka‘( x) + a‘(x)kaﬂy,(X)+...+ (X)) x y,(x) = 0
2,(8) TRy, (x) + 2, ()& Iy, (x)+e 0ot ()% Falx) = O

° . .
° A M
. .

2, (%) LY (%) + 8, (xR Iy, (x)4e oot 2g (X)X F () = O
Si eliminemos ao(%X);...,8,(X) para expresar &na funcidén de las
soluciones particulares la ecuacidén funcional, obtendremos:

ka(X) Lh"M(X) eee Y(X) ;

Ly (x) Ty, (%) eev ¥, ()
Ay = 1 TG M) s |
: 1

Ly (%) Iy (%) vun 7, (%)

Del hecho de que este determinante sea nulo se deduce que las
funciones y(x), ¥ ,(X) ¥,(X) «.s,s Y(x) son dependicntes y por con-
siguiente cualquier otra solucidn de la ccuacién se expresaria:
y(x) = K‘y|(x) + K;ym(x) +-...4-Akyﬁfx) como combinacidn lineal ‘e
las K soluciones independientes.REl sistema de soluciones constituye
un espacio vectorial de dimensibn X, en donde la base puede ser es-—
cogida congsiderando K soluciones independientes , la verificacidn
de que es un espacio vectorial de dimensidbn K, es immediata y pres-
cindimos de ellla,

TEOREMA 5.- Sobre el conjunto de soluciones de una ecuacipn fun-

cional lineal completa. Bl conjunto de solucionesg constituye un es-
pacio afin de dimensién K.

Bn efecto, sea 1la ecuacidn:

% (X LY (x) + 8, (%) x Ly ()40 40 (x) 3(x) =W (x)

Segln el teorema anterior
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Supongamos conocida una solucidn particular de dicha ccuacidn %;X)
ke ¢y . TR %) =
2e(X)xL7Yp(x)+ ay (X)) x L yF(X)+...+ 2y (x) yF(X) —UV(X)
Restando ambas ecuaciones y haciendo el cambio de funciidn y(x) -
- yF(X) =W (x) obtendriamos una ecuacién funcional lineal homogénca
de grado K en la funcidn th(x):

0

I

a,(x) xL“u(X) + aﬂ(x)ka"u(x) teeot A, (x) W (x)
Segln el teorema anterior ¢l conjunto de soluciones de esta ecua-
cién es un espacio vectorial de dimensién K. Si consideramos K so-
luciones linealmente indepemdientes de esta ecuacidn la solucidn
general, la expresarfamos:
(%) = A7, (%) +4T2(X) +oo o thpYie(R)
En donde y,(x) y,(x),..., y,(x) es un sistema dc soluciones inde-
pendientes de la ccuacidn a,(x) L&th) +oeeot p(x)U(x) = O
Leshaciehdo el cambio obtendriamos la solucién de la ecuacidn com-
pleta: |
(X)) = ¥p(x) = ATy (X) +hge (x) +evot Ly (x)
Y como vemos por la forma de expresar la solucidn se trata de afia-
dir al egpacio vectbrial un nuevo punto. Por consiguiente sc trata

de un espacio afin.

CARDRULG 3

RESOLUCION DE ECUACIONES FUNCIONALRES LINBALES,

SOLUCION DR LAS BCUACION®ES FUNCIONAIRS LINEALRS HOMCGENEAS Y COM=-

PLETAS DE PRIMER ORDEN,

SOLUCION DE LA BCUACION HOMOGENEBA DF GRADO K, CASO PARTICULAR DE
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D% CONDICIONES INICIALBS.

SOLUCION DR Li ECUACION COMPLETA D% GRADO K. CASO PARTICULAR DE

CONDICIONTS InICIALES.

EL TROKRMA D® TAYLORCCCMC SOLUCION D% UNA BCUACICK DIFTEINCIAL

LIFWAL LOS EESTCS BN LA SERIT DR TAVIOR .

LA GENWRALIZACION DEL TEOKBMA DB TAYLOK, MRDIANTE LA SOLUCION DR

UNA BCUACICN FUNCIONAL LINEAL CCMPLWTA.

RESOLUCION D% ®CUACIULES FUNCIUNAILBS LINTALRS.

Dada una ecuacidén funcional lineal,bien se2 homogenea o completa
despucs de utilizar las propiedacdes del algebra del conjunto opera-
cional, 1la ecuacidn podria quedar planteada:

P(L) y(x) = (&,(X) © L +2,(x) ® L"'d'-‘r.o,f 2p(x) © I) y(x) =™(x)

- \ .

Pp(L) ¥ (X)_=LLQ.(X) ®L b (x)x2 (x)® L= bz.(X)}.)ge-»%{.aL(X) %
K Lowbe(x))y(x) =+ (x)

Fn otros términog, lo que hemos planteado la ecuacidn haciendo
una factorizacidn del anillo operaciocnal, descompondendolo en pro-
ducto de factores elementales de orden uno y base dos.

Como ¢s natural, la primera ccuacidén que habia que resolver seria
la que plantca un operador lineal de primer orden.

SCLUCICK DR LaS WCUACICNES FUNCICNALES LINEALES D% PRIMER ORDEN:

Tcuacidn homogenca.

A6 & 1w b)) yx) = 0
a(x) x Iy - b(x) x y(x) = 0

Ia solucién de esta ecuacidn habrd que tratarla en cada caso par-
ticular segun sca la definicidn del operador linecal L.

Supcngamos resuelto el problema y llamamos B(x) a la solucidn que
para x = x., toma ¢l valor 1. ®sg decir B(x. ) = 1.

Bn virtud de los teorcmas todas las soluciones cde la ecuacidn fun-

cional constituyen un espacio vectorial de dimencidn 1, Por consi-



guientc 1la solucidn genetal de la ccuacidn se expresaria:
y(x) = K. B(x). o¢n donde K c¢s una funcién constante o aun mas
preciso un esgalar.

Procedamos a resolver la ecuacidn completas

a(x) x Iy - b(x) x y(x) =+(x)

Segun demostramos en ¢l teorema 2,del capitule 2, 1la solucién ae
esta ccuacidn se componc, de la solucidn de la ecuacidn homogenca,
afiadiendole una solucidén particular de la ccuacidén completa.
para buscar una solucidn particular de la ecuacidn completa, se
procede de 1la siguiente forma.

Se multiplica la ccuacidn por un factor r(x) de tal forma que la
separaeibén del primer miembro pucda cxpresarse asi

rx) xa(x) x Ly -rx)xb(x)x y(xj = r(x)+(x)

a(x) x L y(x) x BR(x) = r(x) x +(x)

L ylx) x r(x) = r(x) x wi(x)
(X

o)

Tncontrado este factor y reducida la ecuacilén, queda por resolver
la ecuacidn fundamental cecl operadox 1, es decir

Ly(x)=23(x) 2 y(x)=1L"v(x)
A egta ecuacidn hay que darle solucidn scgun el planteamiento del
operador T.
Una vez determinada la operacién inversa del operador L, queda re-
suelta la ecuacidén completa, ®ligimos de todas las soluciones par-
ticularcs aquella que para el punto x=x. toma el valor cero. Tal
solucidn particular introducc una operacidén, que denominaremos
operacion asociada al operador L.
Ia expresaremos la solucidn particular cn la forma:

y. (x) = B(x mw(x).
mn ‘onde B(x) eraz la solucidn obtenida antcriormente.

e esta forma la solucidn gencral de la ecuachdn quedaria cxpresada



en la forma:

YO = K x D+ BGo)w w(x)
Fxiste otro procedimiento para encontesm la solucidn particular
de la ccuacidn. Consiste en hacer un cambio <e funcidn.
y(x) = u(x) x v(x). Iespues de obtencr el regultado de aplicarle
el operador L, el primer miembro de la igualdad se descompone en
dos ccuacioncs . Una de ellas se¢ anula, y se obtiene la funcibn
incégnita v (x). Conocida esta solucidn la ccuacidn queda reducida
a una cuya solucibn es fécil de encontrar, Wsta solucidn estd ex-
presada en funciém de u (k). Una vez obtenida multiplicando las dos
obtendrfamos la solucién general.@omo regla pucde considerarse la fu
funcidén v (x) como factor multiplicativo de la ecuacibdn, aun cuan-
do ¢sto debe de verificarse.
A continuacidn estudiamos las propiedades de la operacién asociada
al operador I.
I. B, (x)s b (x) = B(x) (B, (x), B (x), B(x))+ F(x)
IT. B.(x). (B (x)4.B (x))= (B (x)« B (x))# B (x) = B. (x)i B, (x),
B (x) 7
III. B (X)xB.(x) = B (x)% B (x) = B (x) ?

ZW.IL@)KCBJﬂYz(B(ﬂ%BJX)zBJm ?
V. B (x)7vB.(x) = B.(%x) . B.(x) ?

VI. B (x) #(B.(x) + B (x )”,_) = B (kXX B (x) + B (x)i#:B-(x)
Fncontradas las propiedades de que goza la operacidn asociada al
operador I, se pueden buscar casos particulares en los que si no sc
han dado las propiecades asociativas y conmutativa para qué tipo de

funciones puede ser verificada.
Definidas cstas propiedades fundamentales y resuecltas tanto la ecua
cibén funcional lineal homogéneca como la completa nogs ehcontramos en

condiciones de resolver la ecuacibén homogénea de orden K, cn el



\£
H
A&

supuestc caso de que haya sido posible factorizar el anillo opera-
cional, problema que como anteriormente dijimos e¢s en general difi-
cil de resolver y en la mayoria de los casos imposible.

SOLUCTION DE LA ECUACION FUNCIONAL LINEAL HOMOGENEA DE ORDEN K, -

Sea la ecuacidn
P(L) ¥y (x) = a,(x)« Ly (x) +2a (x) L 3(x) +eeet a,(x) y (x) =
= (a. (x)2L7+ 2 ()5 L et a ()% ¥ (x) = 0

Supﬁesta encontrada una factorizacidn del anillo operacional, la
ccuacibn quedaria expresada en la siguiente forma:

PAL)y (x) = {(a (x) T = b, (x))(au(x) 3T = 'b,,.,.‘(X):)\,;... ¢ (i (x)
#Lsb, () s (8, ()% T e b (x))3(x) = 0

"Bvidentemente si consideramés una solucién, obteniéndola anulando
el operador que aplica a y(x), es decir, a, (x)xL y - b(x)y=20,
al aplicarle el operador que resta, sc¢c obtiene la funcidn cero. Por
consiguicnte la soluciédn obtenida de esta ecuacibdn es solucibn de
la ecuacidn.

Llamaremos B.(x) la solucidn que se obtiene de la ecuacién
a,(x) L j - b,(x) y(x) = 0y tal que el punto x = x_ tiene el valor
1. ®s decir B, (x,) = 1,

Buscamos otras soluciones de la ccuacibén. Si scparamos dos de laos
factores clementales y buscamos la funcidn que aplica en cero el
operador propuesto, tambidn seria solucidén de la ecuacidn:

(3, (x)x L= b (x))x (@ (x)%L = b (x)y (x) =0

Resolvamos esta ecuacidn:

Llamemos y,(x) = a, (X)L y - b,(x) ¥y (%)

Tendriamos entonces;:

a (%) Ly (x)=Db(x)y (x)=0 ¥ (x)=B (x) Tomamos B, (x.) =1

Una vez cbtenida la soluciédn de esta ccuacién homogénea podremos a

resolver:
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a (X))~ Ly (%) —by(x)y (x) =y.,(x)=B(x)

Bsta ccuacidn es una ecuacidn funcional lineal completa de primer
orden. Ia solucidén particular de esta ccuacidén que para x = x. la
expresamosg con ayuda de la operacidn asociada. R

y(x) = B (x)% B (x)

Siendo B, (x) la solucidn anteriormente encontrada.

Reiterando el procedimiento obtendriamos la tercera solucibn resol-

viendo la ecuacibn:

(&, (x)& L = b. (x)’);: (8, (x)iL = b (x )‘j)-f, (a, (x),;;;;; L= b, (;;‘):) ,'y= 0

y,(x)
(2, (x)e L= b.(x)) y.(x) = 2 (x) ¢ Ly, (x)=b (x)y,(x)=0
Y. (x) = Bu(x), B (%) =1

(. (02D = b (X)) (@ (x)5 L= b (x)) y(x)'= ¥.(x) = B.(x)

y, (x)
a,(x Ly (x)=-Db(x)y. (x)= B.(x) = y,(x) = B (x)¥&B,(x)
a,(x)Ly (x)-Db,(x)y (x) =y (x)= B.(x)B,(x)
y(x) = B.(x) 7 (B-(x)®EB_(x))
Hemos llegado a prescindir de las otras dos solucioncs adicionales
que requerirfa la solucidn general. Pero no olvidemos que cstamos
buscando una solucibn particular de la ecuacipn.

De igual forma encontraricmos como soluciones de la ecuacidn:

y.(x) =B (x) y,(x)= B (x)FB-(x) L@U=BJX%@JXW@JM>
ny):Bxxmﬂﬁxﬁ&(?ﬁwgﬁﬁxbu.yAX)=BJXﬁ§@ﬁXﬁ@$§

: ~\
(B, ()T B (x))e ).
Vamos a comprobar que estc sistema de soluciones son linealmente
independientes.
Para verificarlo de una manera prdctica elijamos un sistema de ope-
radorcs independientes.

P,(L) = (2. (x)%L + b, (x))
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(8, (x)2L = b (x))* (a,(x)&L = b, (x))

P*(L) =
P, (L) = (B ()3 L - b (x))veens (B,()BT = bo(x)% (2, (x)2 L =

= b, (x))

Apliquemos ceste sistema de operadorecs a la determinacibn de la in-
dependencia de las funciones en la ccuacibns

AT (X)) + A (X)) +4LTs(X) 4y (%) = 0

AB(X) +AB, (x)2B (%) +AB, (xYR( B, (x)ZB.(x)) fooatd B (X)W

A (By (X )iy e v e (B, (X)B (x))en.)) = O

aplicando P. (L) O +4 B (x) +4. B (Xx)B. (X)+ «.. +/.B (x)#h (.. dn(Be
(¥) B.(x))e.2)) = 0
aplicando P,(L) O +0 «+ fﬁBﬂ(X)+...+,QBE(XXQC.-.EQ(th(X)KEBg(X))
vea)) = 0

aplicando P, (L) O 4+ O 4+ O 4+...4+ A, B (x) = 0O
In condicidén para que estc sistema admita sdlucidn ﬁnica/&=ﬁ§=/é=
=fi= ., =ﬁg= O, es que ¢l determinante:
B (x) B (x)gB.(x) B, GOR(B, (xMB, (x))...B, ()&R(. . 4B, (x)
TB(x))))
O  B.(x) B(x)wB.(x)ee B (x)é(. .. & (fB...\-,;V(x)i;::-;B;(X)';).-. )

0O o0 B:(x) +++B:(x JEC . (B (%)% B, (x)) .. ))

;‘ .
0 0 0 eo.  B(x)

"l valor de cste determinante /i(P (L);= B,(X)x B,(X)yeswrBpu(x) # O
por consiguicnte el sistema de soluciones congiderado es linealmen-
te independiente y constituye una basc del espacio solucidn.

Ia solucidn genecral de la ccuacidn se obtendria como combinacidn
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lineal del sistema de soluciones independientes.

';& (x) = A B, (x) +1.B, (X) 1B (X)’+ B, (X)*j(B (XﬁﬁBg(X5>+;;°+ihB*(X)ﬁéﬁ

f\---E{ng(X)ﬁ;BK(X))...));

Supongamos que nos piden encontrar una solucibn particular de la

ccuacidn, que cumpla unas condiciones determinadas,

Sean estas condiciones, las de tomar en el punto x , respectivamen
te los valores y (x), Ly (X.), LY (X.)yeee L7 ¥ (x.).
Vamos a tratar de determinar los valores deﬁw...,ﬁgara que la solu-
cibén cumpla con ecstas condicioncs.

Si en los dos miembros de la igualdad
V4 (x)=4 By (%) + 4B (x)5B (x) +4.B,(x)(B_(x)iB. (X).;f)+-.-+x‘i,,ﬂB. (x) G..
E (B (B (X))l )
le damos a x el valor x  obtendriamos:
¥ (x,) =A%) + /x0 + 4:0 teeet 0= /oy |

Aplicando a log dos miémbros ¢l operador (?§(X)§L - bt(x)) y ddndo
le a x = Xe
( (X)L y(x)- b, (X)»)(g (x)) = fooL +/x 0 vt LOFA L= (2 ,(x)L y(x)-
- b (x)y (X>)

X= Xa

Otra forma y mds cbémoda do oécribir serias

» (é,(x)?bL ~ b;(Xi> y ( x.)

mn donde se enticnde que realizada la operacidén con y (x), se debe
de fdetituir x por xa.
Aplicando el operador ( a  (x)7 Lm b (x)) (& (x)7L = b (x)) a los
dos miembros g ddndole a x el valor x,, tendremos:

(2 (X)"L+=b (x))- (a(x)2L b (x))y (x)= I+ 0+..e+ O

X = X¢
= ((a (x)> L+ b (X)) (a,(x)y=L = b (x)) ¥y (x.)

y as{ sucesivamente llegariamos a obtener:
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= ((Q(X)L v by () e o5 @ 0L = b (x)]x(a (%) < b, <X>3 (x.)

Asi podxlamos expre sar la solu01on partlcular'podlda en l" formu.

00 = ¥ (2. B+ (B GORD 7 b, () ¥ (R))6B, (IR (K) Heeet
@) = b () (B (I by (9))e s (@, (5L 7 B ()
(x) B @) ComE (OB (x)),.0)) |

"SOLUCION D LA ECUACION FUNCIONAL LINEAL CCMPIETA DE ORDEN K.~

Nuestro problema se reduce a buscar una solucibén particular de la ¢
cuacibh completa, pucsto que la solucién general de la ecuacidn se
obticne afiadi¢ndole a la solucién general de la ccuacidn homogénea
una solucidn particular de la completa,

Procedamos a2 resolver la ecuacidn:

:I%M)&b(ﬂ)ﬂa(mevb(ﬂ)MHKT@MLfb@”Y<ﬂ.
(%) 7;( y)
llamemos y ,(x) al resultado de aplicarle a la solucidn particular
el operador {a,(x);&L T b (X)) e x (é;(k)fxl,rba(xj) y (x) =4 (x)
e csta forﬁa nos quedaria plgnteada 1a ecuacidén lineal completa
de primer orden:

1, (X)X Ly, (x) = b (x) ¥ (x)

4 (%)
Obtenemos la solucidn que para x = x tome ¢l valor cero
y, (x) = B, (x)i v (x)
Con lo cual hemos reducido la ccuacidn a
(a, (x)5 L = by (x)) vew (8, (x)5L = b (x)) ¥ (x) = B (x)n ¥(x)
Reiterando el procedimiento llegarfamos a:
Y (x) = B.(x) s (B (X)meoe(B (x)u (X))easl)
D¢ esta forma la solucién general de la completa quedaria en la

forma:

wii;;:;\BkXS+KB(XM~B(X)+U-+ B(XYEGSOQ ..¢MB(X)4
B . (x))...)) B, (x) 1 (B: (X)W...zg(Bng(X))... ) |




En el caso de que nos pidiesen una solucién particular de la ecua-

Cidn Qg tome los valores y (x)s Ly (x)5e00 Iy (x.) , dicha

Solu01cn serla

Yo (x) =y (£2) B(x) + (3,0l 7 ba(x)) ¥ (x) B, (x)5B,(x)4eret |

+ gﬁaKA(X)QtLT bé‘(x))x...i(é.(x)ﬁL + b, (X)) (1 (x)iI=b, (X))\ y (X)
B\(X)ﬁ(...ﬁ%ﬁ (x )y B, (X))...) + B (X)W (B . (x) & oo T (B, (X)iﬂ<B (X)l
(X)))e )] |

RELACION ENTRE® LAS RAICES DE DOS FACTORIZACIONES DE UN ANILLO OPE-

RACTIONAL NO CONMUTATIVO, -

Todc anillo no conmutativo admite mAs de una descomposicidn en fac
tores elementales. Nos proponemos cstudiar la relacibn que existo
cntre los factores elementales de dos descomposiciones del anillo
operacional,

Supongamos que el polinomio:
a,(x)x L'+ af(x)gL“*+...f a,(x)%I= P (L) , admite las factoriza-
ciones:

P. (L)

(,a,(X)mL - b (X)X..._fi (& AXYSL = b.._‘(X)\)s_!._(/il (x)=L = b, (x ))
(a, (x)xL = b, (X)y...\(a (x)/L = b. (xD (ar (x)5L = b’ (x))

Pf(L)
Si obtenemos la solucidn de la homogénea que plantea la primera

factorizacidn, es decir el nicleo del operador en la primera facto-
rizacidén, obgendriamos:

To () %A B(x) + AB (X)E B (X) 40uet+/ B (0o H(Ber (x)};BY(x')\’)...))
Si obtenemos un sistema deo soluciones independientes correspondien-

te a la segunda factorizacidn, expresariamos:

y(x) = BL(x) y(x) = BLGONBL(X) ee. ye(x) =B, ()B(e . (Bear(x)F

B, (x))...)).

Como el conjunto de soluciones de la ecuacidn P(L) ¥y (x) = 0 es

un espacio vectorfal de dimensidn K, todas las soluciones correspon

dientes a la segunda factorizacidn sec expresaria como combinacidn
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lineal de las correspondientes a la primera factorizacién y podre-
mos escribir por consiguiente:

BY(x) = /!B, (x) +[B.(X)FB _(X) +ert(B (T (. DB, (x) BB, (x))
)

B (x B (x) =£"B, (x) +4B, (x)KiB,(x) +.. .+/(:B\ (x)X (.. .@Y!(:Bg__\(x ) &

B‘_(XD...D

B) ((. o 8 (B, (O By (x))e v )) =4,B,(x) +A B, (IF Bo(x) +a00t

Ky By (X)W (20 e B @ r(X)F B (x)0.0))

Con lo cual quedarf{a expresada mediante la operacidén asociada a
cada factor elemental y la estructura del ndcleo la relacidn entre
los factores elementales correépondientes a dos descomposiciones
del anillo operacional.

OPERACION ASOCIADA A UN OPERADOR I..-CASCS PARTICULARES MAS NOTABLES

Caso 1.B1l operador L coincide con el operador D, los factores ele-~
mentales son de 1la forma (D-A), sicndoi una funcibn constante.
Procedamos a resolver las ecuacionesg lineales correspondientes al
operador D de primer orden. ®Bs decit:

(D=4) y(x) = 0 (DeA) y(x) =¥ (x)

: , Ax
Dy(x) —y(x) = 0 DIEI- { yx) = ke
la soclucibén particular que para x = x. toma el valor 1 es :

B(x) = e(x*-sisﬁ.

Resolvamos ahora la ecuacién completa, Para esto mulbiplicamos
los dos miembros de la igualdad por un factor »(x), para que la e-
cuacidn pueda escribirse en la siguiente forma

Dy(x) -+ y(x) =w(x) r (x) Dy(x) -Ar(x) y(x) = r(x)

w (x)

D r(x) y(x) = r(x) ¥ (x)
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Iesarrollando en esta Ultima expresién
r(x) Dy(x) + Dr(x)y(x) = r(x)¥(x)

Identificando las dos ecuaciones resulta:

X for%)
&:I‘(X) = TK‘I‘(X) =3 -D__‘;_g_;_(_} = —-A = r(x) = e (* }

Sustituyendo el valor del factor integrante: '
£ ~A( X~} = X _ g (6%
De '(y(x%) y(xt= ¢ A( / Y(x)>e (X ﬁ)k y(x) =J e"( '(jxﬁ(?k)dt
Xo
“(£)dt = Bx Myx) = B(x k¥ (x)

%o
En este caso la operacidn asociada toma el nombre de convolucidn

X i
B )
;e

y(x) = ;
g

entre funciones

) p(e) as

P A
/; f[“x?:s AL L~1

e * }x &) = gwe

Generalmente se sueig tomar el punto x., coincidiendo con el punto
cero. Ademds este prohlema estd resueltc mediante una traslacién.
Para dos funciones cualesquiera, la expresidn de la convolucidn

eg: I

- o i e e Sww et

’ Poxyke(x) = | f(x - t) g(+) dt

)

Caso é. Bl operador 1, coincide oon 61 opérador:}.Los factores ele-
mentales son de la forma (i A ),,~ es una funcibén constante.
Seguiremos utilizando el método general y procedemos a resolver
las ccuaciones lineales de priher grado
(& s4) y(x) =0 (A A y(x) =% (x)
Ly (x) =y (x4) - y(x) Ay(x) =Ay(x) =0
y(x4) - y(x) -Ay(x) = 0 y(x+1) = ¢/ +1) y(x)
la solucibn de esta ecuacibn es inmediata:
y(x) = K()(+'ljx. Ia solucibn particular que en el puemto x = X4
toma el valor 1, es y(x) = (£+ l)k%” = B(x)
e solvamos la ecuacibn completa
(AzA) y(x) =4 (x) y(x4) - ¢41) y(x) =4 (x)
Hagamos un cambio de funcidn y(x) = u(x) v(x)

Ay(x) =Au(x) v(x) = u(x+l) Av + v(x) du
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Sustituyendo en la ecuacibn 4 y(x) -Ay(x) =W (x) quedaria:
u(x+l )av+ vix) Au(@) - Aulx) v(x) =+ (x)

- . -
u(x+l v + v(x)raulx) -Au(x)! _e(x)
T
2

fu) =L u (x) = u(x) = (h4l)

Sustituyendo en la ecuacién:

K41 Yy = (x) fov W(x) (£ + 1)""

-y ~¥-% )(Q § oK

- *-1
v(x) = Y(x) (A+41) > \P(k) (/(+l) i
»-?f" : el b ag
G (k) = B(X)&QJ(X)

Bsta es, pucs, la definicibn de operacién asociada correspondiente-

L+ Xg

y(x) = u(X)*V(X) = (L4LYF

£ -
= “f:'y (f\ +1 ) X

al operador . Toma el nombre de convolucidn entre sucesioches.
Su definiciédn:

K+ gy (x) —kz (K +1)%9 - x)
=Xo
Generalmente se elige el punto x = Oy la definicibdn para dos

sucesiones oualosqulera cn general__et

jideitadc htmbatbuadih vhvldas L

X g(x) =5 F(x-1-K) g(k)'

Bajo otro punto de vista las dos operuc1ones definidas han 81do
estudiadas por MiKusiwski “s con sus dlgebras respectivas,

Pude consultarse la obra del mismo autor, titulada Operational
Calculus, Bn la tesina que antecede a este trabajo, se pueden ver
los resultados obtenidos al trabajar con la convolucibén en suce-
siones para la resolucidn de ccuaciones en diferencias finitas de
cocficientes constantes.

Caso 3. Bl operador I coincide con el operador D.lLos factores ele-
mentales son de la forma: (a(x) D = b(x)); a(x) y b(x) son funcio-
nes variables.

Resolvamos las ecuaciones que plantean los factores elementales.
Bs decir (a (x)OD = b(xDy(x) = 0 (2(x)® D = b(x)y(x) = (o)

) dx
AGe Dy (x) = b(x) yx) = 0 B - B v o g ed
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la solucibn particular que para X = X, toma el valor 1 es:

B (%) = ej:c,-?{%dt

Procedamos a dar solucién a la completa:

a(x)x D y(x) - b(x) y(x) =Y (x)

Multipliquemos por una funcién r(x) los dos miembros de la igual-
dad para que la ecuacibn pucda escribirsec en la siguiente: forma:
a(x) r(kX) D y(x) =b(x) r(x) y(x) P(x)-r(x)

a(x) Dr(x) -y(x) (%) r(x)

Desarrollando la segunda expresibn:

a(x) r(x) & y(x) + a(x) Dr(x) y(x) Y (x) rx)

Identificando cocficientes en las dos expresiones queda:

_ _b(x)

a(x) Ddr(x) = -b(x) r(x)= Dr X (%

. ( !:ﬁf
r(x) = 6~ Ptq @i’ﬁ)

Sustltuyendo en la expresién reducida:

at _p‘ b(t at
a(x) D e xe AV . yx) =c¢ W(x)
b(t) g —{ blent
’} - y(x)ze e aff) Y(x)
O e s O
_ oca', w) (B ’
e afy  y(x) J&e, e ‘“\’a_‘r__x)dx

{ B

yx) = §o i**am‘ﬁ%%}b - 2ORBYe)
R = J L &g |

1a definicién para dos funciones cualesqulem seria:

Lt e)
L g0~ (5) npieny ¥ e fb)- M{u) YU

= £ (%) Sy 17(%'%' g(u) 7—-) = f(x) f(x.;; \, %(3) -gi(l'lf)

T(x)®e(x) = f(x ) e

T X

i

£(x)mEx) = £(x) £(x. )J %é—-} e g

Caso 4, Tl operador L co:.ncuie con el operadoré). Los factores

elementales son de la forma @(x)@Ar b(x) y(xd: = Q’gf&a(x) yp(x))



son funchones variables.

Planteamos las dos ecuaciones fundamentales.

) ads b))y =0 (2@ b)) yx) =P x)

Resolvamos la primera ecuacidn

a(x)Ay(x) - b(x) y(x) = 0 a(x) (y(x+l) -y(x)) = blx) y(x) = 0

a(x) y (x+41) =(a(>’c) + b(X))".V(X) S y(x+1) -?’/{l + g{_i_)y) v (x)

Ia solucidén coreespondiente a esta ecuacién que para x = xg toma el

valor 1, es:

Y (x) = H (1 + b(x):®
Yo a(k)

Debemos de hacer un a observacibn con respecto a la obtencidédn de
esta solucidén. ®En terminos generales, realizamos el producto,enten-—
diendo que los valores que toma x, son enteros, luego sustituiria-
mosg en la funcidn que resulta,de una variablenatural por una real
y habiamos obtenido el resultado requerido. Fero esta situaciébn
carece de valor formal., Puede que la expresidn que resulte tenga
sentido para una variable natural pero no para una real,
Entramos por consiguiente en un problema de interpolacibn. En este
caso ge trata de interpolar la funcidn factoral de una funcibn:

En otros terminos sabiendo que

£(5) 1= £(5) . £(4). £(3). £(2). £(1).

Cual seria el valor de f(3/4) ! por ejemplo.

HBgte problema esta aun sin resolver y como vemos es de trascendenta.
importancia en la teoria de ecuaciones en diferencias finitas. Ias
soluciones por consiguiente que damos son meramente formales.

Resolvamos la ecuacidén completa.
a(x)Ay(x) - b(x) y(x) = Y(x)
Hagamos ¢l cambio de funcidn y(x) = u(kx) x v(x)
Av) =Aux) x vix) = uxa)Dvx) + v(x)Dulx)
a(x) u(x+l) Av(x) + a(x) v(x)Bu(x) - b(x) ux) x vix) = Px)
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a(x) ux DAVE) + vix) la@E)bdux) - bx) ax) = W (x)

0
\ %1 \
a(x)Adu(x) - b(x) ulx) =6 Sulx)= (l"‘_&.ybk))?
*o a
Sustituyendo este valor en la ecuacidn

a(xf (l + b(k)) Lv(x) =Y(x)

Av(x) = 1 ‘.Wfﬂ

v(x) =2 , .

Ia solucidn correspondiente a y(x) la obtendriamos multiplicando

las dos funciones obtenidas.

*=-y
y(x) = I1 1+b(k))¥£ e M~ &
L B x°_E§TI:ETE7\ '¥*i§£% .

XV =\
¥ Z n(l+b k) , ¢~ Ve,
o =] el E;tﬁ(l +b<k>) v (@) | B(x) W Y(x)
?§<135(E5 Q) " %o a(k:)) atg) "
X ) -’lxi (.4 +.__1(_l Bk x !T Eﬁg

Veamos 1la expre810n de la operacion asociada paraﬁ.as funciones cua

lesqulera. Para esto trsformemos 1a exp reén,‘én correspondiente a B(x)
B ) =11 H—.lo_.LE«_)-— 5 Lo (b LR)- 57 b (4rg) WO
BGIm o= Ky, et )W

Para dos func:Lones y g(x)

Fom g (=l eAF )~ 6 %o) :@(m)ze““ﬂ")‘ Qe %@#%‘i?&}a{u
gk =fUf) ¥ Hgap |

Caso Bl operador I coincide con el operador D.U. los factores ele-

mentales son de la forma (UD-A).A es una mtriz constante las ecuacio

nes fundamentales. 4 SN ARG
R T« R R b A H‘s Doyl
HE O / T PTG YRRV I
ki >R T \ R LU N . N [ [ {
., { dr HEN * ; !
Yoo s [ " . Prooe !
".! c- - » . A s * . 3 '\ /
- ’, \k\-u A MLy 'vbeu." :/ ] \"i s : )\
ST TS " \ P ap oY e Hogsa ' ] :.' \‘. 1 "?‘x -‘\_Y-,' }
7 R « I T TR " A U T A S ; ()
EQ l. . .(? R :xn " [ ) i ] i \)(}g
L ;o . |
A oA o \ /
‘\ e G e VS [T i Bhavas h *‘ l*
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Ia solucién correspondiente a la primera ecuacidn es:
Ky B X ¥ed

. x= e = B(k)

¥y la correspondiente a la completa.

| "\"" | X A (x -%)

! Poe
), & ~

Alx

; . ‘.;K’) il
B(k) B(x) = ¢ " (%) :
< e \‘“V
Caso 6. El operador L coincide con cl operadoi' u.&, Los factores

elementales son de la forma (u/ - A) A matriz constante.

. .- - . Y- o TLe N AYT
L. S T S N W 5!\_ T p‘i,.' e ﬁ,‘v‘;‘., 2 oy .; S T Y S SO S ‘. [a W ,:\, e :
P e
Nop o N T FEL T \ ?P‘* LS ]’ 9
il o=y Y N PRy T S T {% s (\."‘ ) =t . ,
., -2 l 5 o
E P B . ) M . ( ,1
i i ) ‘ " \ﬁ,\,-u\.\ e VR LT WY /’ IR L)‘ K4 4
ERAE 2 o . / ! fo . o i .
v oo - . ., Y ANV }
s L P e T L e NN T O lﬂf)\
I R N "R R E5 R S5 T A (I }
L O - S I . j i 3"\‘1!‘:);
.'_ . '.' i - “ P e U e Taaiorin i i‘\‘ VA ( o~ i
P oS S | e ""r‘i' B SR 1¢ - Wik, L { )
o . 4 SN S W L . VY .t

(’ ;\«i;x} ) (u +h'} ~ %o %f*/,

¥l )
La soluc1 6nh' correSpond:Lente a la comple:ba-

ot X~ 1=K

B(x) EHx) == (W + 4) \\z(k) S ‘Ym

un es la matriz unidad.
Caso 7. El operador L coincide con el operador D., Los factores ele-
mentales son de la forma (A,(X)@D T B_,(;’(D. Ax) Y B,(x) son ma-
trices variables.

Consideramos las ecuaciones:

l
!

i
] . - ,
A ¥4 VR T ) / i [

'/1“ R (~¢ ATy ’(X} R Ry \—1",\) ‘VD
[ : e

i ; !

i

Ia solucibén de esta ccuacidn, la obtenemos suponiendo en primer

lugar que la matriz A (x) es una matriz regular, multiplicando a la



. . o
lzqulerda por A,

Ia ecuacidbn quedaria. N ¥ ‘
‘ 1 oA B (h)at
- (-]
(UD - A'B,) X(X) = 0 > B(x) =
‘ Para resolver la completa o .¥uhf<3'-5%‘(¢fﬂ ‘gyﬁkg
;“};"5,\_ LR { « ) ¢ P .. S IUU IR T o A l/l LA o t\ " I i - "“' é D : il t
; S A {\) . ;H‘} S i) ,..:.k U\ 3 ‘-\'\o:vi\\\j Vip R ol
i g ; : o : i ’ et .
‘ a0y LR LA VAR ST : U
P : ; b : SRR Y
“r '(;’ N *;_'i.j T (\f/!‘f!] il:,,:; . '{}; o o ‘:,\} L. ,\')E‘,.r (f‘ /;; 1,2 o {:‘( }/ ! */‘ (I

multiplicando a la izquierda por AT\(x) quedarfa:
(UD = A7(x) B,(x)) X = A7 (x) ¥(x)

Ia solucibén particular que para x = x,ftoma el valor ceros

S A“’ 1*‘) B (‘(: éLt
B(x) ¥ wi(x) = r g A u)w(u) du

i
<

'BL TRORMMA DE TAYLOR COMO SOLUCION DR UNA BCUACION DIFERENCIAL Ll
NEAL COMPLETA. -

Proponemos el siguiente problema;

Encontrar una funcibn, tal que sea solucién de la ecuacién diferen

cial.
nt ]
D y(x)=W(x)
y tal que en el punto x =x, tome respectivamente los valores:
£(x.) y DE(x,), D(X.),.00, DE(X.)

Este problema queda resuelto en cuanto determinamos la soluciébn de
la ecuacibén difercncial y busquemos una solucién particular que sa-
tisfaga a las condiciones propuestas.

Resolvamos en primer lugar la ecuacibn homcgénea:

nA yx))

D ye) =0 pBIEH -0 F Dy, (x) = 0 75.(x) =
Blegimos 1la solu01on que toma el valor 1, para X = X,’y\(x) =
D" y(x) = D (D yx)] _ 1 E?quﬁx) = 1, Ia solucidn particular

YfL(X) -
de esta ecuacidbn, con ayuda de la operacidén asociada que en este ca

so es la convolucidn que para x = X4 toma el valor cero es:



=29

¢) = 1881 = 1%1 = | 1.1 dy = X-X,
yi(x) j)ﬁc Y X=X
y(x) = yf{x) = x-%o

a-t X3
~ (x=x_
D 3]?3 < x)) - XBX D ys(ﬁ) = X-X, ¥y (x) = Ak (X=X F - )

(X-—Xa)h
)

de igual forma llegarfamos a yu+a(x) =

la solucibén de la ecuacién homogénea seria pues:

. . 2 _ h
yux) = A,ol + A (X=X,) +/<1%—?—?-)- +e ..+,(-—-B-—--<X .X'!’)

y la solucién particular ye(x) = (X-X“) % W(x)

i

Y(X t)\¥(+)dt

Buscando la solucidn particular que cumpla con las cond1c1ones in-

dicadas nos encontramos con:

A= (% o) ;(\‘z Df (xo) f’{l,: ]E)Lf(xo)...!{f D f(xe)

Sustituyendo los valores de A, encontradas y teniendo en cuenta que

w (42D y(x) = £ (%), la solucién se expresaria:

Cf(x) = £(x,)4DE(x,) (x-%e) + DPE(x.)- éﬁrz;—-+...+ D f(x,)iﬁﬁﬁ—l-

§+S;(Xt) i@’* +) dat

b

BL TEOREMA DE TAYLOR El\l TERMII\JOS DE DIFEREl\lCIAo FII\IITAS -

Se trata de resolver el siguiente problema:
Determinar la solucién particular de la ecaucidn:
Ay ) =wix)
Yy que en el punto x =x ¢tome los valores:
f(x,y) ,Af(xo) Alf(x ) ey d f(x )
Busquemos la relacién de la ecuacidbn en diferencias y procedamos
a continuacién a la determinacién de la particular que cumple con
las condiciones propuestas:

Comencemos por resolver la ecuacidn homogénea.
Ay = o

/\ (Awy(x)“) = 0 A (x) = 0 (x) = k Ia solucibn que para
Ty T AN k)= V. ' :

X = X, toma el valor 1 es y. (x) =



x=| -
A(A y<X)) =1 %yq—(x) yz(x) =4@'1-'—E45C'X3= &xl )
Yo (%) °

A(& y(__x_}_) = thh} A y3(x) = (xix‘? y3(x)= *ld -w = ’h) =
3
e

Por el mismo procedimiento llegariamos a ym_‘(x) = [(Y‘“
Con lo cual la solucidn de la ecuaciédn homogénea se expresaria:
Ty (x) = A1 + Ay l”j +,£ *2™) +...+/< 1-;.,,)
y la solu016n particular de 1la completa
%x-K
ype) = % {0 )po)
Si buscamos la soluciédn particular que cumple con las condiciones
propuestas por el problema obtendriamos:
A= f(x,) Ai=bf(xs) A= Mr(x,) ...,ﬁ\f(xc)
y la solucién final seria llamando W (x) = ﬁh' f(x)

f(x) = £(x ) +/ f(x ) ( )) Af(x ) ( ) teoot ym“i%ﬁ(?\ é‘su—‘f(h)

EL TEOREMA DE TAYLOR PARA UN OPERADOR I EN GENERAL,-

El problema que nos planteamos es el siguiente. Dada una ecuaciédn:
At-| . 4
y(x) =¥ (x)
funcional lineal completa de orden n + 1, se pide encontrar la so-

lucién particular de la ecuacidn que en el punto x = X, toma los va

lores (%), LE(Xe)s L'T(Xe)yeers L'f(Xo)
Para esto comenzamos resolviendo la ecaucidén homogénea
M y(x) =
LM=O Iy, (x) = 0 y (x) = B(x) B(k,) =1
¥y (x)
L ;“’;X) =y, (x) = B(x)®$ Iy, (x) = B(x) y,(x) = B(x)®Bx)#
2

C__L:_____‘d_(.i):] &31(‘)(:)' ? )B (X) ?H ¥a (:,() M B(x)@\,a(x)%%(x) m B X)J.,.
F3(0) g3 ()= 2o o



i)
Y de igual forma obtendrfamos yﬁﬂ,(x) = % B(x)
Adoptaremos el siguiente convenio simbdblico:

1 1 Nl w\
vy (x) = B(x)  3(x) =WB(x) = B(X)i.+ oy (X) = W B(x) =B(x)W
con lo cual obtendrfamos la solucién de la ecuacidbn homogénea

% 3 \ e
%OU=&MX%M@@)+QMﬁ)h“+ﬂwﬁ@)

Ia solucién particular de la ecuacibp completa serfia eh este caso

Wit (x)

yp (X) = B(x)Ey
Si buscamos la solucibn que cumpla con las condiciones propuestas,

édsta seria:

f(x) = £(x,) B(x) + Lf(xq) B(x) + LYE(xy) B (XVkeoot L f(x.) B(x}™}

i v s !
é~+ B(x) & ™ (x) o

L .
En donde se entiende B(X)k::}";}; B(x) = B(x)®B(x) H,..BB(x)
k

Wste teorema es una generalizacién del teorema de Taylor e introdu-
ce nuevos desarrollos en serie asogiadas al operador lineal L.

Un ejemplo lo hemos obtenido en el apartado anyerior.

EXPRESION GENERAL DEL KESTO EN LA SERIE DE TAYLOR, CON INTRODUCCION

DE UNA FUNCION ARBITRARIA Y DE UN PARAMETRO. CASOS PARTICULARES,

RESTOS EN FORMA CLASICA.-

Sea f(x) una funcién que admite derivadas continuas hasta el orden
(a+l) inclusive en el intervalo abierto'}a,b[— vy g(x) una funcién
que admite derivadas continuas hasta el orden (p+l) inclusive en el
intervalo abierto ]a,bE:.Sean X,Xe$tales que X,Xoega‘b(;/Si x,q§<;¢

ge verifica

£(x) = £(xXg) =DF(X,)(X=Xg)=sso= DVE(x,) (X;ﬁe; ) s t

pr B

g(x) - g(%) =D 8(X o)(x-Xg)=...~ D'g(x .,).(-Z-Z’E:l D g@) n
P

Bn efecto. Construyamos una funcién como sigue:

W) = () - 28 ) -DE(h) (=t )mn e D2 (8 XEY (o () og(x,T -



T I (0 G- xg) - - e () X"? (607 £ - B(x o
. (:.g ¥ Y- "‘/V:‘\‘L)
\=

) Eoo-ge) - me)-t) —- ) HHT

H(X) =
H(X') =

° 1 N ¥
o] T Rolle3<7 tal x.£.§\<. %QDH((?) -

(X t)

DH(t)= D' (%) (s(x) - &(x.) - De(x,) (x-x,) -...- Da(x,)

(X-‘G)

e I A3 (£(x) - £(xa) -DE(x.) =v0um DUE(x.) (xﬁ@)‘*

f(ﬁ() - f(Xa) -Df(fie)(X—X Y= e0em D“i(X ) (X-—X° h

DH(S ) =
i g2(x) = 8(Xo) =DE(Xx )(X-Xg)=vee— Dg (X ) (X-XO) ;

,_P.‘ -
_P! D'”Tf(fs?) (x_%)wp

n! D?Hg(ci ) j

Busquemos una funcién g(x) que nos simplifique la expresidn.

Para esto vamos a resolver la ecuacidn diferencial D?*‘g(x) A{J(X) y
tomando como condiciones mievales: é(xa) g(x) = Dg(Xa) <.
p'g(x,) =

Ia solucidén particular de esta ecuacién diferencial es:

g(x) = i L}%L'qf(t) dt
Ke .

Sustituyendo el valor de g(x) obtenido en la ecuacidbn anterior ten-

drfamos:

n R4 .
£(x)-£(x,) -Df(Xo) (X=X,) =esu= D'E(x >(X zo) - D ff%; (=) %?13

\’
S (X W (%) dt
s W
Con __10 cual la expresibén general del resto seria:

: “‘*l . . o P‘ T K
R (Rfr%em P, £(X) () = fi%) (x-9 " PR L%%l Y (+) dt |

e

Casos parblculare S clas:.cos

Schovlomilt:
P+1
R (X i!:x n,p,f(x),h(x~-x, )) = (X—%) {(X—X")

ﬁ(x) es la funcidn de Heaviside.



Iagrange:-

D f(? ) "‘(‘—IT(X—X° )‘"*1

.

i

R(Xo ’% s X, N,n,T(x), h(x~-x, ))

Cauchy:

RCXO,’%,Xsns Oyf(X)sh(X"X& )y)

il

il o €
DZEGE) (- )" (xeme)

Euler:
| X VB g
R(xe,8,%,0,0,f(x),0""E(x)) =} ch_n_tt.lf‘ D™ £(t)dt

»
p<]

EBuler - Sch8lomilt:

R(x, 9? » X0, p,T(x), Dnﬂf(x))

l

(x—g)h“'? J’ (X't) e (t) at

Q

CAPITULC 1V.

Bspacios solucidn correspondientes a las autofunciones de un opera-
dor lineal. Wstudio concreto, cuando el operador lineal es el ope-
radoer D. Ia teoria de polinomios ortogonales, como solucidén a un
problema de aptofunciones de operadores de 22 orden. Propiedades

mas importantes de los mismos.
Generalizacién de la teoria de polinomios ortogonales. Polinomiss

funcionales ortogonales.
Generalizacién de funciones armonicas mediante el de la [aplacidha
en operadoges lineales para funciones de dos variables.

ESPACIOS SOLUCION CORRESPONDIENTES A LAS AUTOFUNCIONES DE UN OPE-

RADOR LINEAL,

Bl tercer problema que consideramos como fundamental, era el en-
contrar las autofunciones y los autovalores correspondiente a un
operado®., Recordamos que el problema quedaba planteado mediante la
ecuacidén P (L) y(x) =Ay(x). Los valores deA eran conocidas con el
nombre de autovalores y las soluciones correspondientes a cada au-

tovalor como autofunciones.

EBstos problemas tuvieron su origen en la teoria de derivados par-
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ciales unos y otros en la teoria de interpolacidn. Bl problema ha
podido ser planteado con independencia de las genesis del mismo
gracias a la teoria de espacios operacionales y funcionales.

No conviene olvidar a veces la genesis del mismo, para poder estruc
turar las soluciones.

En principio conviene seleccionar un sistema de autovalores que

sea numerable por ejemplo ,{;\,(z, cees Ak’ yoo g.,,{ %k}a continuacidn
para cada autovalor elegir una de las infinitas autofuncionales

que sgatisfacen a la ecuacidn correspondiente, que cumpla algunas
condiciones determinadas. De esta forma hemos seleccionadoun sis-

(X)ygoeo s llyk(:x)}corres- |

tema de autofunciones o (x), Yq_(x),.“,yk
pondiendo con los autovalores. Bste sistema de autofunciones gene-
rados para distintos autovalores tienen la propiedad de ser lineal-

mente independientes. En efecto verifiquemoslo. Para esto vamos a

%
elegir como sistema de operadores independientes PK(L), IL(L),“.,

Ph(L)kﬂ y vamos a probar que k de estas soluciones son indepen-
dientes.
®lijamos el sistema .
}A|y\ (X) +P1@72‘.<X>+° °°+Hk5/t(x) = O
Wstas funciones tienen la propiedad
PR(L) ¥, (%) =Ayy (x), Bp(L)y,(x) =A3a(x), - os Pyp(L) Yy = Ay (x)
Apliquemos a la ecuacidn el sistema independientes
H 'yt(x) +t-¢\ly2(:x) +...+’,{Kyk(x) = 0
Aplic:?,ndo PK(L}P%%<X)7{%A£I,L(X) +. "’*T'"‘R‘%kyk(x) = 0

‘ a v ™
Aplicando PQL)}%%?&(X >+P*'i/\1y NE DI +}lkﬁg~{(x) = 0

Aplicando Pk\t‘%ﬂ‘ﬁr“y\(x )+r\m}\‘;’; oz YRS +’ikﬁ‘€y‘k(x) = 0

Fste sistema admitird solucidn Unica cuando el determinante

y “eo

MTa(X) o Ay (x) | ,
v ) % g 4 ©
]



LT

1 1...1 e he o Ri)
L= y(x) y(x)e oy (x) f;\ f S y.(x) yi(X).-.yk_(x.)n(v LA T
i S k A=)
! = ~\ Ly
;k!‘ ?—" kh i 43

Como X, # . AF O 3 }Jr‘ ﬁ% ...—)vhk‘ o)

Con 1lo cual el conjunto de funciones “EyKX)~y£X)!'°'yE} es un sis-
tema de funciones linealmente independientes. Si 1o hubiesemos he-
cho con el sistema {-yk(x)%zux;habria salido igualmente la inde-
pendencia funcinal,
Una vez cscogide el sistema de funciones independientes nos propo-
nemos estudiar el espacio que engendran. Bn otras palabras, cncon-
trar las funciones que se expresan como combinacidén lincal de ellas.
>
fi(x) =inxi(x) +jriy1(x) +..°+/n£y£(x) +...=£§;yky§ﬂx)
Para esto es necesario introducir en el espacio un concepto nuevo
que nos de idea de convergencia. Este concepto requiecre del estudio
de una topologia en el mismo. Segun la forma de introducie la topo-
logia aparecen espacios con distintas denominaciones. Cuando un a-
bierto se hace coincidir con una bola y esta, estd determinada por
el conjunto de puntos y, tales que ily-yelit R siendo ye el centro de
la misma entonces la distancia entre dos puntos estd determinada
mediante la introduccidén de una noma en ¢1. Si ademas cualquier
géicesidn de puntos tomada en el espacio converge hacia uno que per-
tencce al mismo se dice que el espacio es completo. Un espacio

vectorial de dimension infinita,normado y completo recibe el nombre
de espacio de Banach. Estos espacios son de gran interes en la teo-

ria de operadores continuosy son por lo general el tipo de espacio

que suele requerir los problemas de la Fisica aplicada y del anali-
sis funcional. (Otro tipo de espacio que tiene un gran interes es el
de Hibbert. Se considera como un caso particular del de Banach. Bstza

particularizacién se debe al tipo de norma considerada. En un espa-

cio de Hibbert, la norma procede de una forma hermitica. Una condi
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cibén necesaria y suficiente para que un espacio de Banach sea de

Hibbert, que presentaba en el congreso que se celebrd en Granada

en Noviembre del afio 1.968. Bste trabajo figura en la revista que
surgid con motivo del congreso.

CASGC PARTICULAR EL DPERADOR L ES EL OPERADOR D, LOS_OPERADORES BA-

SICOS SON DE SEGUNDO ORBEN,

Nos proponemos hacer el estudio de los autovalores y autofunciones
correspondientes a un operador de segundo orden, tomando como opera
dor basico el operador D. Fn otros terminos buscamos las autofun-

. ' 2 .
ciones de Pk(D) = (ao(x) D + 2, (x)® D + a?_(x) Q@ I
Iefinamos previamente una operacidn en el conjunto de funciones y

veamos que esta responde a la de una forma hermitica.

v _
(), e@)) = )r(x) £(x). g(x) dx.

Propiedades. o

b o b
{260 ame(x) - Jpeo) 260 @) ax= [peo) £00).8(x) ax +

j (x)f(x). géx) dx = (f(x) g‘x)) (f(x) gLX))
T {2, () = jp(x)f(x)g(x)dx - jp(x)g(x) £(x) dx =
}p(X)g(X) f£(x) dx = (e(x), £(x))
b b
I11. ”f(X);(g(X)) kp(X)f(X) A g(x) dx —J p(x) A f(x).g(x) dx=
= i\&p(X)f(X)g(X) dx =(’\f(X) g(x)=K [f(x) e(x)}
Por consiguiente la operacidn f(x) g(x), %Kx) f(x). g(x) dx

/o
corresponde a la definicidén de un forma hermdtica.

Si ademas exigimos gue J p(x). 1f(x)§dx =0 3 f(x) = Oy que

‘[E(X) If(x)ﬂ dx>0 , la fomma hermitica seria no degenerada y posi-
tiva.,

Una forma hermitica corresponde a la generalizacidén del producto
escalar de dos vectores. Diremos que dos funciones son ortogonales
respecto a la funcidén peso p(x) cuando la forma hermitica correspon

diente a ellos es nula., Bs decir f(x)Jlg(x) si (f(x),g(xy:= 0
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siendo f(x) y g(x) # C©
Busquemos ahora las autofunciones correspondientes a los operado-

res de segundo orden.

(86(x) @ D¥ + 3, ()@ D + 2(x)®1) y(x) =Xy(x)
Be(X) X DYy(x) + a,(x) xDy(x) + 24(x) x y(x) =A y(x)
Multipliquemos los dos miembros por un factor r(x) de forma que el
coeficiente que resulta despues de multiplicar por r(x), en Dy(x)
coincida con la derivada ddl coeficiente que multiplica a D y(x)
a.(x)xr(x)D¥y(x) + a(x) x r(x) Dy + a(x) x r(x) y(x) = Ar(x) y(x)
a(x) r(x) = Dag(x) r(x)}= Dag(x) r(x) + ag(x) Dr(x)

Dividiendo por ae(x)e r(x)

Dr(x) + Dae(x) = ay(x)
T(X) 8,(x) Be(X)

Integrando los dos miembrog resulta :

0.\1("3 a‘_uy . Y
r(X). ag(x) :;eﬁ‘%[ﬂ&* = r(x) = 1 fau(x

a.(x)

Si llamamos a r(x).a.(x) = p(x) ¥y T(x) x a,(x) = g(X),
Ia ecuacidn quedaria.
p(x) x D¥y(x) + Dp(x) Dy(x) + &(x) y(x) = £r(x) y(x)

D{p(x) Dy ()] + 8(x) y(x) =Ar(x) y(x)
Veamos que propiedades tienen las soluciones correspondientes a
autovalores distintos.

D (p(x) Dy, (x)) + & (x) y,(x) =Ar(x) ¥, (x)

D (p(x) Dyg(x)) + 8(x) ¥9(x) =47 ya(x)
Multipliquemos la primera de las ecuaciones por y,(x) la segunda

por y,(x) y restemos :

¥(x) D{p(x) Dy(x)) ~w(x)Dp(x) Dyl(X))='X~/<~L)r(x) y(x) ¥, (x)

Si integramos entre lgs limites (a,b) de un intervalo.

b

)y(x) D(p<x>m<x>)dx—sx<x>n(p<x>w4x>)dx-sx. A«L(r(x)y,(x)y(x) dx
a {b

@(X)y(X)Dy(XﬁB Sp(x)Dy\(X)Dy,_(X)dX-{p(X)y.(X) Dy(X)]+ p(x) Dy.(X)Dy(X)dX—

/lg,
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; - y(x) y\(X)ijb / b
=Ip(x), | L= (A - 4D r(x) y(x) yx) ax.
L [Dy?(x) Dy!(x)‘l ta Y la
FyLx) y(b): tyfa) vyl ): (b
o(b) el T e ek | ey ax
Dy (k) Dy(b)! | Dy,(2 )Dy(a)! la

Si obligamos a que p(a) = p(b) = O las funciones y(x) e y(x) serian
prtogonales en el intervalo (a, b) respecto a la funcidn peso r(x).

TEORIA DE POLINOMIOS ORTOGONALES. PROPIEDADES MAS IMPGRTANTES.

Los polinomios clédsicos, solucidén de una ecuacidén de autofunciones
0 mejor, planteados como autofunciones de un operador son ;
Soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales.
Polinomios de Jacobi:

(1-x")Dy- (d-Pp+(x+p+2) x) Dy = -n(msdP+l) y
Polinomios de Gegenlarer o ultraesfericos.

(1-x1) Ely—Z (A+1) x Dy = -n (Aa+2a+l) y
Polinomios de Iegendre o esfericos.

(1-x*) D%-2x Dy = -n(n+l) y
Polinomisode Tschebyched.

(1-x*) D'y-x Dy = -n’y
Polinomios de Hermite,

D'y-€ x Dy = - 2ny

Polinomios de Iaguere.
x D’y + (L - x) Dy = - ny

Todas estas ecuaciones diferenciales admiten como solucidn un poli-
nomio de grado u. Vamos a estudiar algunas propiedades que son co-
munes a todas ellas.,
Propiedad 1. Podos los polinomios satisfacen una re et e de veon-
vED L '{. A ..it X'gv (( crvwa

Hn(x) = €@ An + xBn) Hn<=|%{X,) + On Hn-e2(g)

Tn efecto.
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Multipliquemos el pblinomio Hneej (x) por x Bw para que los terminos
de mayor grado sean iguales y realicemos la diferencia entre ambos
polinomios.

Hp(x) = X BpHpey (X) = Pyog (%)

Dicha dieferencia srd un polinomio de grado (n-1). Llamemos a este
pollnomlo Prg(x) y éxpfesemoslo en funcidn de polinomios de Hw(x).
Sera : Br(x) = go H»:(X)f\g«
Ha(e] = X Ba Hoo (x) = 3 He(x) Ax

Tratemos ée-calcular léé valores de A;.

Para esto, como (HN(X?‘HF(X)} = 0 k # p por éer ortogonales

%}IN(X) - X Bp Hpo(X )y Hk(X)\‘z = /{k"\iHv,»\(X) ‘!\g =

= = Bo( % Hpy(x), Hg(x)) =AdH(x) W "

Lol H GOY = = By C H,&_,\(x),x Hk(x)‘%— =B, (Hnn (x5, 2, W (x )}
i iy } o si k+1 <u-1
ora bien: (Hﬂwﬁx) / ﬂﬁﬂm(x) | 4o 8 kely u-1
Iuego los unicos valores que son distintos de cero son4(ﬁ4 y Anﬁl
Por consiguiente By (x) = KpyHaa(X)+L FnfX) = AnHpgdx) + Cll po2

Sustltuyendo nos quedaria,

’ Hx-(X) = (Am-i- X Bv\,) Hn_ 4+ CMH h;‘i F{

Propiedad 2.Ios polinomios ortogonales satisfacen una formula analo-

ga a la de Rodriguez para los polinomios de Iegendre.
Tsta formula es del tlpo
{
| By (%) = K. £(x) Te(x))|

Vmmos a hacer una demostracidn constructiva tomando como caso parti-

cular los polinomios de Jacobi.

(1-x*)D%y - (el-PH(w4p+2 )x ) Dy m (Riat+Bel ) ¥ = O
Apliquemos D (l-xﬁ?l%y - (& -B+(+1+PH+2) x )b§+(n—l)(ﬁbﬁ+l+PH)Dy =
Apliquemos D™ (L-x)DVy ~(-B+(&+248+242)x )T y +(n-2 I (H-1+8+2 4B +2 )DF=0
Aplicando D?(l—xl)Dsy —(d¥§+(X+3ﬁ5+$+2)X)D”y+(u—3)(ﬂ;2+ﬁ+3+5+3)5§=0



Aplicando Dwfl—xﬁDth—(a—B+(a+n+lﬁﬁ+n—l+2)X)ﬁ§+l,(2+a+n—lﬂ8fn—l)ﬁ§=1
Haciendo el cambio D"y = u,la ecuacidén quedaria:

(1-x %) D*,u-(fa-—B+(a+n+/E+n)) Du+(an+B+n) pu = O

Busquemos un factor r(x§ para que el coeficiente en Du sea la deri-

vada del coeficiente de D*u.

i B-a {a+m+p+4n
Eliﬁﬁdx J =7 X BV L AT
e = (1-x) (1%}
i - x

- r(x)_ 1
-X

Multiplicandd la ecuacidn por este factor queda
AR gy

(L-x)' *(1+X)ﬂ%fh (14x 3 (l—x) &a—§+(a+nfﬁ+n)x)Du=—(a+nﬁB+nX1+@0“?U

5 rin-a

DWlﬂJ @m\IMc—mﬁHalezd klm) n.

IBS@Clendo el cambio:

Bvot

By ()} == (asaprn ) (Lox ) The) | Dy ()

wu—&k

D[(l—x) (l+x)

kAp}icando a los dos miembros p"-'

Y W §

s -
Kl x) (l4x) EW(X))=—(%+H+B+H)D (l x) (l+x) I) y(x)
Apllcando esta formula relteradamﬁnte obtendxlamos.

DY(1-x)’ (L) B (x )) (-1¥(am+pm). .. (a+8. (1mx (L4377 (x )=K g #2000

o8

y(x)=1 (1-x) (l+x) D (1-x )™ (l+x) D y(x): =
e

Como g(x) es un pOllanlO de grado u. D‘y{x)th
I&;l X)(1+X) D”LU.X)AH%1+X)ﬁ+“B

y(x) =
K K ( l)"’!L
n o A " ¥ _ -

a Ta se la suele dar el valor K. =TT

'S
yi(x) =—é§%%f (1-x)° (1+X) V‘(l—xfi*Yl+x)é -

Formula de Rodriguez para los polinomios de Jacobi.

Propiedad 3.Funcidn generatriz.

Se trata de encintrar una funcidn dé dos variables, tal que al de-
sarrollar en seric de M ac-{. axwmnlos coeficientes sean los polino-

mios ortogonalos

Para determlnqr la fun61on generatriz haremos uso de la relacidn

de recurrencia, transformando la ecuacidn en diferencias finitas
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que verifican los mismos, en la ecuacion diferencial lineal, y re-
solviendo dicha ccuacidn con las condiciones iniciales impuestas
por los polinombos.

Propiedad 4. Ortonormalizacidén de los polinomios.

A partir de la relacidbdn de recurrencia.
Ho(x) = (Ag+ Bor) Ho(x) + C,H, (x)
Multiplicando @scaciamenle por H, (x)
%

(EHH (X )’H‘)’!»'L(X )) = :( (AV\_EBHX) H‘H—I9HV\,1(X )} + C~~'\, H H"“‘ 7’“

O = BV\(HH—s(X)QX Hn ,‘_(X),\/ + C\xlilHaa-t(X)H‘z

WP N ? ;
i H 4 O {H - § A= Dy

e et e e et o e - j. ;

|\ Hy. ‘<x>\ = (1) \\Hm<x>\ i
: BwDy @
Apllcanuo esta formula de Iecurron01a, obtendriamos la norma en
funcion de | Hoﬂt y habriamos llegado a conocer el valor de 1la
norma eén un caso general,
Propiedad 5. Formula de ChristoffelDarlnuse.
1/ HaGOH, (7)=Huw (7 )Ha (x)

Ho (X )Ho (7 J+H(XBH(Y )+. - - 4H(x ) By} | )
\ 13 y X - y S

Partiendo de la formmla de recurrencia.

Hoy oy (EOH(T )= (7 E(2)= {4 0y #Bu X H(X)4C oy Huet(x) ) Ho(y) -
% (s Boa (7 JHR (7)) 40y Hpa (7)) Ha(x) =

= By, (x-¥)Hp (OH,(¥) = Can(H(OH,_(y) = B, (y) Hia(x))

= o <X )H“( )—HV‘*'( )H X) - Cowyt | X)Hy\—\ (y )- y)Hn-s(X)L
= e PIRE) gy yu(y)- o g\.fi& ed 1Y }

= Hy(x)H,.(y) + 1 Ho (X)H,. (y)-H, (y)Haa (x)
5, X -y

Reiterando el procedimiento llegariamos.

% _ mg_)ﬂéy)—m(y MG g s ) 48, GOR, L, (3) 40+ 4y ()0 (3) %}

como caso particular, se obtiene,cuando y = x

1o (DH., (x).H. (x)=H., (xX)DH. (x) = Hg(x) + H, ()} .ot Ho(x)?
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L

TR LG

t l = HQ(X)?’}L H, (x)1+. ot Ho(x)
A et ! DH,. (X) DHw \’@(X )

|
|
|

B
E‘studlo particular de los polinomios. Polinomios de Jacobi.

To(x) = (1" (1= (14T 0* (10" 14 B -

fnt

= —2——7-'* (X‘l)qa (x+1 )‘pD“{:(x—l)‘Xﬂ(x+l )‘ﬁhﬁ
wn !

l-Felacidén de recurrencia,

(X—lg)“a:: <% o X°“+ a(a+l) "b('+.
b -b b B
b - Bt ~f -2
(x+1) = x - B xt + B(B+l) x to o
A

(X+l$(5(X-L5ﬂ °”s+(e< B) Ao + (a-B!: +a.+B xd p-z
e

(x+1)@*”?x 1 Ok mou}b(B_d) urkacefi-} 2‘”*“%7%ka—ﬁ)z—(2n+a+ﬂz}q..
C ?

I )= L G Ba-p* (a-B) +(asp) +..o) D ;("x+1;f*’*"“(x—1>°""‘””2=

-

X (%)= 1 Fuw+p+l) 0y (8-—3) '[’KZ[AM@ A (& ﬁ)—@mﬂw")“‘”
2rnT x(u+a+B+1) PATT {M@& *{g‘\) q;"(“:z)i ??, flw*#*»
( )__ (L 4 HS W’ (a"%) mw&) X 4_.!_ Lg_—@—)‘ WMX-‘F i
) fueor) M), ﬂwf@ Y 2 pluwsp)

. (x)= 1 Nen+a+B-3) x"T0 4
o 2T =2) 1 \(u+a+B—i)

Do (2n+a+B)(2n+a,+B—l) | _ (g -p D (2n+a+p-1) |
il LTSI i P 2R (2w +E2T

. Cu=- 2(2u+a+B)(w+a l)(n+B 1) ]
1 ZH(w+a+B5) (2R 8 +B-F) |

Sustituymndo y quitando denominadores queda.

2“(W+&+B)(2m{%+B—2) ln(x) '

‘—(2,44.&443 1) ;(2n+a,+B> (2n +a4B- 2)X+a—13\\1'“ (x) 2(n+a- 1)@&\‘)@%&#}3@
PUNCION GENERATRIZ.

nooy _ S n-k
woo -2, LRIEAE)" (2)" -
-—— U Bgye )™ ‘*‘\”’ly‘;}

201 4 Z WET

G(X t)=T t"In(x)=

@g S 0 M )‘:ﬁ* pUYTN

M"H
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1 : 4X“’ #
2 gé U; % (1 E) g =
p -1 311 » 4
(* &) (1’#,2_ F
XHp
(1 2xt 4% )’a‘.(l -t+( 3~ 2xt+t2%}’?vl+t+(l 2xt +t )/Z)A

a@)

Bcuaciones ddaferenciafi.Funcidén peso. Intervalo de Ortogonelidad.

(l—XZ)Dly+(a—B+(a+;B+2 )X)Dym(m,+a+B+l )y = C
1 Mdﬂ‘ Utk (1- x)""”(1+ P

r(x)= L - (1-x)*(14x)P
1-x 1-x%
- O l)= O
P(X)=(l—x7)r(x)=(l—x) (1+X)ib” /p(a) o si a -1

(p(b)— 0 p(=1)= ¢ B, -1

Iuego el sistema de funciones,

'_/’ _ h - - of T8 _ ke "ﬁ’r“’. fé
%Jn(x)} _; (i) (1-xY (1+XT&D [(l x) (l4x) Jf

Son ortogonales en el intervalo {:‘—l,l/" respecto a la funcidn peso.
r(x) = (1-x®(14x)P

Ortonormalizacidn de los polinomios.

2 B-%) . (fa4@-1 -1 2
p L= = E(Blﬁgiﬁ 1)) Ek“l)(y{igi}%—lg Jt Tnee (X)) 1

i ooy 2 2P Thiaa) T (ueBa)
A cN+& +5+1 g~~(n+i) F‘(u+a+}3+1)

POLINCMIOS DE GEGENLANER O ULTRAESFERICOS,.

Son un caso particular de los polinomios de Jacobi,en donde a=zB.
Formula de Rodriguez para los polinomios.

n _72."‘* W/ 2 a(-umf
() ol @A

Relacidn de recurrencia.

m(n+26)Gn(x) = (20+26-1)(u+h)x Gu-1(x)-(ug1(u@) Gn-a(x)
FUNCION GENERATRIZ.

Multiplicando la ecuacibn por t y sumando desde cero g os y llaman-
do G(x,t) a la funcidn gencratriz de los polinomios de Gegenlaner

nos plantearlamos la siguiente ecuacidn diferencial.
et

‘ U 60(9 Zj" () é = (1-2xt4 t)'b(‘ ﬁb(d‘i?xﬁ'ﬁ’{‘)x ( l+t-+ﬂ—2xz‘+’¢"7’l)/&
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% , , _

t 0,6 (1-2xt+") 4+ {(2a+l)-(u+a+5).xt+2(a+2)t) DG+
+G(t)((a+l)(a+2 )t=-(a+l)(2a+l)x) =

Si buscamos la solucidn particular tal que G(X,O) = lDGW%,O}=(a+l)X

reduciendola previamente a una de Riccatti,obtendriamos como solu-

’

cifén .,
Ci - o T
‘G(X e A R ¢ 3 A G B P A R R G v~ 2 G A )

ECUACION DIFERENCIAL., FUNCIUN PESQ. INTERVALU DE ORTOGONALIDAD,

(1-x7%) D'y - 2(a+l) x Dy+Hi(u+la+l) y = 0O

) = L bRt e aee)?
=7z < =<
(lex?)r(x)e(log®)?~ (D(@) = 05 D(=1) =0 o g _
P(x)= (1-x1)r(x)=(1-x*) ?_fSE 52025 I sias

por consiguiente el sistema de funciones

% fan(x)! = [ (=1 (1-x*)™ g (1-x)® ¥ ;
. b {Zmar f

...“_.,-—-_.— .

Son ortogonales en el intervalo i—l,l)respecto a la funcidn peso.

r(x) = (l-Xl)“ ‘

Ortogormalizacidn de los polinomios.

; »_ 2n+2a-3 (mta-1)" T
(G- GO = o mat= e oEsL ) Eea(X0 0
P 73 A4
o g 2 I (usasl))
i ”Gn(x)“ dn+aa+l Y(u+l)r(u+£a+l)

POLINOMIOB DE LEGWRDRF O ESFERICOS,

Son un caso particular de los ultraesfericos cuando a = O

Formula de Rodriguez para los bollnomlos de Iegengre.

3 In(e) = $gb D™ L(1-x ™ !

Rela01on de recurrencia,

I jn(x) = (2rel) x Daa(x) - (1) Ly, 2 (®)
PUNCION GENERATRIZ.

Partiendo de la relacidn de recurrencia.

(u42)Lpyn (%) =£(2043) X Lus (x) - (0+1) Li(x)
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Multiplicando por t*7" y sumando desde cero a = ,teniendo en cuen-
ta que L.(x)=1, L (X) =x y que G(x,t)= ﬁi L (x)et™ W A/ )
S (u+2)t™" L {x)= 2xt = “M(u+l)LM4(X)+tX:i;t““lwugx)—t“éinthL"(x)-
4 24D (x) |
BDG(x, b )=t L(x J=2xb . £DG (x, )4 [ GES )= (x )} ~t4t . DG (x,% )=t G(x,b )
(1-2xt+t* ) D G(xE) = G(xt )(x-t)

- 1 G(x0) =
GOt ) ==y

BECUACION DIFERENTAL. FUNCION PESO/ INTERVALU DE ORTOBONALIDAD.

(1-x+4) D’y -2xDy+u(u+l) =

_{EX A
“ﬂ=ﬁ%*a Tt =

(1% )r 1w D) =03 7p(-1) =0
P(x)=(1-k*)r(x) = 1-% 21 (b) = ¢ =p(.1) =0

Io que equivgle a que el sistema de funciones.,

n(x) 1 = 7 (-1 N (1-x )3 v L
‘f )) (X }.f ‘\k (V\or)l_ D" ( x*) »}} g

Son ortogenales en el intervalo {-l l% respecto de la funciones

peso.
l"(X)

H
!

SN

ORTONORMALIZACION DE LOS POLINOMIOS.
1§ } E -3

{1Gp., ()] =§%:—f_— fGw-= ()W

i i — 2 ;
U DI el

i
i

POLINOMICS DE TSCHEBYRHEG.

Caso particular de los ultraesfericos cuando a =-1

z

Formula de Rodriguez para los polinomios de Tschebycheo.

{

| - —xYX " [(1-x ) 4 |
| m(x) =ommy (I=xTEDT (=)

¥
i
t
{
!

RELACION DE RECURKENCIA.

4n(n~1) TL(X) = 4{2n=-1)(v-1) x Tn«n(X) - (21{—1)(2'&:3) ‘E‘v.)h-i,(X) %
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FUNCION GENEKATRIZ.

De la relacidén de recurrencia bbtenemos, despues de multiplicar
por t" *’existiendo la igualdad desde cero a o= y teniendo en cuenta
que G(x.,t) = i ™T(x).3"

4n+2)(n+l) T, (x) = 4(2n+3)(u+l) x T, (x)-(20+43)(2n+l) B, (x)

Multiplicando por t"*?

4 D 60e,t )(1-2xbat? 1412 (box)D Glx, 8343 G0x 1) =

Ia solucidén particular que toma los valores %D %i 8%
S

0o
N

1 (L=t (x=VE=I)) % (1=t (x+ V& o1))5 \ |
- Glx ) =3 ( (l—2xt+t7)p g
: L. e Lo ——
G(x,t) =2 |
g : z (I-2xt+t* )% (l -t +(1- 2xt+t )1%1/(l+t+(l =2xt+t )4 )%
Otra expresidén de Tn(x) = cos(n arcosos x)

BECUACIUN DIFERENCIAL, FUNCION PESC, INTERVALC DE ORTOGONALIDAD,

(1-x*) D'y - x Dy+n’y = O

o vl _ 0y o 5

r(x)= L e T _(_}_}.(___L_ o (I-x*)*

1-x* l-x+

(1o (1B V(1) P % ip{a) = 0 =p(-1) = O
P(x) =(L-xr(x) = (A=x)(-x*) F=(1-xJ* (PRS2 0 ZRTY D ¢
Bl sistema de funciones.
§ %Tn(x)} = écos(n arcos X)> ='2 (-=1) (1-x* ) DY ((1l-x ) - (}
Y j L \-2 ! )Jf

i \
-

Bs ortogonal en el intervalo E—l‘lw respecto a la funcidn peso
L r(x) = (1-x*) % |
5 !

ORTONORMALI ZACICN DE 1OS POLINOMIOS.

W, o =2t (2 ) eILE
(2n-2 4 (u-1)(u=2)

{ N (O = (Tlusi-% )"
- 2n rlu+l) ¥ (u) h

POLINOMIOS DE HERMITE,

L.




Formula de Rodriguez para lou polinomios de Hermite.

l

He(x ) _(=1)° a T )z\

t
i
i
i

nt_~

KELACION DE RECURKENCIA,

| nH,(x) = 2% Hay (%) - 2 H\“I(X)!

FUNCION GERERATRIZ.

(@+2 " H, o (x)=2xt 7 H, L (x)-zt’*' t" H.(x)

;_A_‘(u+2)t\ TEax)=ext S, (0)-2t7 3t HL(x)

DG(x, t)_ G(X t)QZX—Lt)
P \
KT S S RORTS

ECUACION DIFERENCIAL, FUBCION DR EEbO/INTEnVALO DE ORTOGONALIDAD.

l

D'y-2x Dy+2ny = O

\—Tp &r %2
r(x) = ¢ = £
- . - ,5".'"‘\'4'" (p(a> = 0 =P (._ ,>‘> = O
p(X) I<X) A ";p(b) = S (+ M) =
El conjunto de funciones.
fEnGo = @ D™ g
/ _T‘— S

|
éonstltuye un sistema ortogonal en g1 intervalo (=#,+v) respecto

a la funcién peso

’\ JREY
%,(I’(X) =i t\\

ORTONORMALfEACION DE LOS POLINOMIOS.,

. i ? 2 iV
i!ﬂv:.-i(x)‘si F— i“\hm‘L\\*
n—-
f \ H \7’ ZVL e — 3
\! \\ \o‘.,\ = =T V AR l{

POLINOMIOS DE LAGUERRE,

Formula de Rodriguez para 1los polinomios de Ilaguerre.

L) o peee )

FUNCION GENERATRIZ.

|
! l .
\ G(X!'b) :-_E_r o T i
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RELACION DE RECURKENCIA.

0L (x) = (x41-24) LO(x) + (1-n) L5, (x) f

ECUACICN DIRFERENCIAL., FUNCION PESO., INTERVALO DE ORTOGUNALIDAD.

X Dy + (1-x) Dy+2ny = C

) (‘{,_:z ~ & x - o ¥ - X
R R R TR
- o ~% jpla)=0=p(C) =0
p(x) = x ¢ iDlee) = G 2 p(=) = 0
(o “ 7 - W Yy n . . - {
'L, (x)/= 3£—%%~«E' D" (xte ") § |
< ) { : f

Fl sistema es ortogonal en el intervalc (0,ee ) respecto a la funcuion

peso.

Lr(x) =@ T

| |
ORTONORMALIZACION DE LOS POLINOMIOS.

jTo- o= s °
e it =1

POLINOMIOS FUNCIONRIES ORTOGONALES,

Vamos a hacer una generalizacidn de la teoria de polinomios ortogo-
nales, por la de las ecuaciones diferenciales Que satisfacen.
fn principio comenzabamos por estudier las autofunciones correspondi-
dientes a mi operador de segundo orden en donde el operador I 1lo
identificamos con el operador D.
Fn d&finitiva estudiamos las autofunciones correspondientes a un
operador

P,(D) = 8,(x) ® D+ g, (x) @ D+2, (x) @ I.
Vamos a generalizar este resultado, proponiendo como operador L
un factor de orden uno y base dos.
B(a(x) @ D-b(x))=ae(x) & ((a(x) @ D-b(X))g(a(X)@—b(X)ﬁ(X)@(a(x )®D-

—b(x))faixkzl

Vamos a tomar los factores elementales en la forma Aleph; es decir.
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p a(x) =1 B(x )= g(x) con lo cual quedaria.
i X 9

F(x)

P;P%%%l =a°(X)‘®(D;.—f}X))X(DI—7P;(<X) +a(X)x(P.T¥€_X_%)+ a,(x)@® I

Anotando este factor lineal de primer orden y de base 2 por :

a(f(x), Y(Xﬂ = —Q%—}%Z = a

P(a) = a: (1)@ a’t o) @e, ) G 1 |

Busquemos 1as autofunc:lones correspondlentes a este operador :

Py(aly= ag(x) x ay + a(x) X ay+ayfx) x y = A y(x)
Llewemos ada ecuacidn a la forma de Sturm-Liouville generalizada.
Multiplicamos la ecuacidn por un factor r(x)

a-"<XI))%l;()X) x a’y+alx)xr(x) xay + X (il(ZX}; 2 Vo v(x) y(x)

Queremos expresar la ecuacidn en la forma :

a[p(X) a;yj + q(x)y =,-{I'(X):y(X)

Si tenemos en cuenta que

a /u.v) = gla v + -D-g.— &

N

Desarrollando obtendriamos

pex) &y +-D—E—§3(C§)) ay +qx)y=/£rx)yx)

Qp(};) - a,(x) x I‘(X) - D %(X).I‘(}égx-; ao(x) DI‘(X)

DIP(X) 4 Dag(x) - as(x)
r(x) ag(X) 2 e(X)

. T(x)

a2 +Ho c:%

p(x) = I‘(X) 8e(x) = /ao(*’)

T 4}[‘9) d’)ﬂ
v (X ) 5—-(— Qf -Flb)

Propuesta la ecuacién en la forma generalizada de Sturm-Iiouville
nos proponemos estudiar las propiedades correspondientes a dos au-

tofunciones.

a o) 2y O] +ae) yx) = £ ) ¥ x)
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a [_.p(X) ay, (0)f + a(x) ¥ (x) = £ r(x) yp(x)
Multiplicando la primera por y,(x) la 28 por y/(x) y restando que-
daria
y,a [p(x) ay, (x )) -7y, é p(x) ayz—(x)/\' = (X, - A )y, (x) ¥, (x)
Multipliquemos los dos miembres por@;@‘*‘siendo T (R) —W(X) dx
€ %(X)a p(x).2y(x) —e@y(X)a(p(X)ay(Xﬂ (A, =~ )r(x)é%(x)y(}c)

-t
aplicando a los dos miembros a

Sabiendo que a g(x )—/ @(x) §[u) f(u)lﬂu,

2
e e(E)-
J A8 oy ) o) 7y () au -

f /47 - ,v,l 6}
-/: @ éﬂ)“;’:]’%}(u )y, (u)¢ ‘gu)a(p(u )ay(u ))du= (£, = A4,) | ¢ y{f (w)€ r({; Jy.(u) \fz(“)‘é‘t
és

L)
/“" 4 ) e y<u>a<p<u>ay,<u>du /e~¢f“) £(w) ¢ 4 wa (p(w)azu) au -

J,
—<f<—/<>f f(u) r(u) e"”&(u) ‘7”<u> du
%

-

| | f y(u) y(uw) | | ?

| /Zc“ Joa) | 7 AR X)/ £(u)r(u)e v<u>e¢ y(uw) du |

o ;ayz(u) a;q(u)/& b i
Si hacemos que gézg i 8 las funciones¢ ! ;y,(u) ”y_z(u) serian h

ortogonales en el intervalo (t,,t[/- respecto de la funcidn peso

g(u) o(u)
GENERALIZACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES CLASICASY

Tcuacidn de Jacobi generalizada. P(x) =; f(x) dx
(1-F(x)" )azy-<,@-;%@,+ﬁ+2)£‘(x)} aym(uig+B+l) y = O
Tcuacidbn de Gegenkaner generélizadan

(1-F(x) Ja y-2(a+l) F(x) aym(n+23+l) y = O
Tcuacidn generalizada.de Iegendre.

(l-F(X)?’ Jaty=-2F(x)ay +am+l) y = O

Becuacidn de Tschebycheo generalizada.
T, & 1
(1-F(x) )a"y-F(x) ay + o'y = O

Bcuacibén de He rmite generalizada.
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aliy - 2PFx)ay +2ny = 0O
Bcuacidn de Iaguerre generalizada.

F(x) a*y + (1-F(x)) aymy = 0
Todas las ecuaciones difermmciales admiten como solucidn un polino-
mio funcional en potencias de F(x) de grado u,multiplicada por una
(<)

funcidn &

PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS FUNCIONALES.

Propiedad 1.

Los polinimios funcionales satisfacen una relacidn de recurrencia.
HH(F(X))=(A1’1+BHF(X))Hw_'(F(X)) + C, Hy, ,(F(x))

Propiedad 2, Formula de Rodriguez generalizada.

Tomemos como ejemplo los polinomios de Jacobi.

Sea la ecuacidn diferencial generalizada de Jacobi.
(1-F(x))a*y-(a-B+a+B+2 )F (x))aym(n+a+B+l) y =0

Aplicando a (1-pF? (x)‘}a%y—(a-;3+(a+ltB+l+2 )F(X))a"y-f{i\i—ih)(u+n+l+;3+l )ay=0

aplicando a’ (1-F(x)a"y-(a-B+(a+2+B+2+2)F(x))a’ y+(u-2)(u-1+a+2+B+2}3 =

. , T viad - “ n ] h:
Aplicando a*(1-F{x))a y-(a-p+(a+u4p+n JF(x))A y+(a-m+p+n a"ly = 0
Hacimmdo el cambio de funcidn : a“'y(x) =
(l—FTx)}Aju—(a—jB+(am+/B+n )F(X))Qu+(a_m+§m) u=20

Busquemos el factor r(x).

e st s

() V= F () = \; -F(x) \ @+F(Xﬂ

1 j:%“"’a\, ><) Aw o L2 AW L'**‘)\ /‘H"\J Ax o - (% A |
PR <
Multiplicando por este factor la ecuacidn puede escribirse,
P ~A YV N AW et ™ an
al (1-F(x)) (1+F(x)>¢&}xj=—-&+n+}3+n)(l—F(x)‘) (1+F(x)>

De shaciendo el cambio de funcidn.
—\—‘1 A L V\

al (1-F(x)Y Terco)) @ Y]“—(G(-m+B+h)(l F(x)) (1+I‘(X)> y

Aplicando a los mlembroc g

a““(l-F(x)) (l+F(x)> an ﬂ——(amiﬁm)a_ 'f(l F(X)> (1+F(X)) ) “"y\ [}
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e

Resuldta que A"y = K

Reiterando el procedimiento llegariamos.

w i BTN P _h 2 ™
[(L-P(x )" (147 (x)) dy=(—l)Q%+hjﬁ+M).,.(afﬁ>(l+F(X)>(l+F(X0> y(x)=

K, <1—F<x>>*&<1+ﬁ'<x>>“q’y<x>

v (1-5G)) ) @ e T r o) )T ™)

Si tomamos en i Ke _ (=1)%
‘ particular 7 I TR,
FEVY . .

obtendriamos la formula gene-

ralizada de Rodriguez para los polinomios de Jacobi.

(-1 )""' N i
2N

l\}y(X = (l—F(X)) (l+F(X)) QA\Q ‘i\:)(_?‘) (1-F(x ))3*“(1+F(X))% -h"‘}i}

Propiedad 3.Funcidn generatris generalizada.

Ias solucbones que resultan de las ecuaciones diferenciales, son

polinomios funcionales multiplicados por _QC¢<}}

: 5 ~Px)
Si las soluciones las multiplicamos por X 5 ‘obtenemos unos polino-

mios funcionales, que resultan ser los coeficientes en el desatrrollo

en potencias subordinado por el operador @,
y> &

‘) .
G(F(x),F(+)= > H,(F(x)) Fg+)"
Para determinar la funcidbr generatriz hacemos uso de la relacidn
de recurrencia.

BSTUDIO PARTICULAR DE I0US POLINCMIOS FUNCIONALAS,

Bstudiaremos las propiedades de los polinomios funcionales de Jacobi,
logs de Iegenlaner, Iegendre y Tschebycheo se obtienen como un caso
Particular de ellos.

FUNCION GERERATRIZ Y RELACION DE RECURRENCIA,

2n(u+8+B)(2n+8+B-2)I, (P(x ke
—(2n+a+ﬁ—l)[§2u+&+B)(2u+Q+B —2=(x)+a

/

|
)L(r(x))-z(uh_l Yo )i 3, 2\F(v!;

Funcidn generatriz.
| R E:Tp@) \ Za«ﬁ
G(F(x)F(+) .>— < I, (x JF(x ) PO+ )1' R ) ¢ qu) ( F(«)-s«(:- GV ()4 () ?ﬁ)a(‘“’(tjé(‘tﬁ"”*:"

FUNCION PESO. INTEKVALO DB ORTOGONALIDAD. ECUACION DIFEKENCIAL,

(1-F () M y- @ -B+(+B+2 )P (x ) Jay-m (us+B+1)y = O
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a - B oy o [(aa DAY EOOF() o
r(x)=_1 _.,"STTT*) Fef ‘gk\m(x)t =(1-F(x)) (l+F(X))ﬁ
I-Tx)* &
P(x)= (1-F(x ) Jr(x)=(1-F(x))  (14F(x))" {ggﬁﬁi I ol

| EL sistemq de funciones. 76
i ’ (x} - ¥ - "
T B )]s pEE ¢ mreo) o a-reoY Qo) %

Son ortogonales en el intervalo (x.,x, ) respecto a la funcidn peso
[ 7

Er(x)of(x) = f(x)(l-F<x>)4<l+F<X>)@

H
;

Los polinomios funcionales de Hermite.

Formula de Rodriguez para los polinomios de Hermite.
| @ F(x o T ~¢ TN
1, (PN ¢ O (e T RO

RELACION DE RECURKENCIA Y FUNCICN GENRRATRIZ,

\]n Hn(F(x))= 2F(x) H, (¥(x))-2H, (F(x)) \

}

Funcidn generatriz.

> , ~P) ﬂ-‘u)v(r) YR
GR), P(4))= = Hn (¥ (x) )£ P - ¢ \

l
[
TCUACION DIFWBFNCIAL FUNCION PRSO, INTRKVALG D® ORTUGONALIDAD.

\A‘ y-2F(x Ay +2uy=0

r(x) =g J7 2FCOE(x) dx _ Féx)’
s opiee o F D(x0) = O > F(xe) = &
p(x)= r(x)=¢€ p(x:) I i’F<§A) N

®l sistema de fTunciones.

ﬂX)Hn(F(X))} i -?(X)+F(X) ] oY (x)- F(X)} zz {I

H
i
e
x‘ A%

Constituye un sistema ortogonal en el intervalo [Xb,X4>, respecto

de la funcidn peso.
! ——
| r(x).f(x) = £(x).g T Jz

LOS POLINOMICS FUNCICNALES DR LAGUERKEE/

Formula de Rodriguez para los polinomios funcionales de laguerre.

Relacidn de recurrencia y funcién generatrlz.
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) E(t)F(X)
G(F(x), F(4))- /’( 10O ()P opre— €

RELACION DFE RECURRENCIA.

n L (F(x))= (F(X)+1=2u)LyyfF(x))+(1-u)Lny(F (&)
Bcuacidén diferencial.Funcidén peso. Intervalo de ortogonalidad.

F(x)aty +(1- F(X))ay 2u y 3 0

P(x )=y r/f ) ftode ) - Fle)
_ -4 [p(x.) = 0=Fx,)= 0
p(x)=Fx) ¢ ip(i’) - 0 =>F(§?) e

w1l sistema

) / / - n . . . - .
®s ortogonal en el intervalo (x.,x,) respecto a la funcidn peso

r(x) = e F %)

GENERALIZACION DELA TAPLACIANA PARA FUNCIONES DE DOS VARTABLES MES

BIANTE LA TEQORIA DF BPERADCGHES.

Mediante el concepto de drivada parcial, vamos a introducir el con-
cepto de operador basico elemental engendrado por los operadores

elementales Dx y Dy.

' o Dx -A(xy) S Ik = (xey)
:ﬁ’[Z(Xs:Y) f 7)) &/, = T (x,)
e,y I -7 (x,y) , T - Dy ¥ (x,y)

(X 937) €3 i'}: (x,¥5)

Busquemos las condlciones de permutabilidad de los operadores,.

- e 1 _ Ly 4 - N
‘@e“f?f?;.‘?”?Z‘(‘r”f Y00 1 Dz - g, 024 (4 M_bf %)z

I

¢
-

e [ G b2 - gl g Oy, .7
s o .
Para que,gkﬁl ~(€ G, e dberd de verificar : g

a) Ixy z =vDyxz

b) , + -—f-z--—- 7 j __]2%:_6_/__ C{;L
c) Dy ¢, =



Iesulta por consiguiente fi(x,y)=1.(x)
f.(x,5) = £2(y) P
JF (xy) = (ox.y)F2 (x,3)

Siendo z€ a las funciones continuas que cumple la igualdad de
Sschywarz .

Consideramos entonces los opercdores permutables.

<r\ o Dx= Ix éf) :‘- - Dy - D g}/
./\E - f, (X) Z idl ®= __T—Z-%,—yj—

A Partir de estos operandores podemos definir los:

o - < - e
GGy 2 a(;g 9\51 p Z\Z Oy = e v gz_‘: O T

Si planteamos buscas las funciones que satisfacen a 12 ecuaciédn
C§U+é%1 =0 , Habremos obtenido una generalizacidén de la laplacia-
na basada en la de los operadores.

4 las funciones que aparezcan solucién de esta ecuacidn las lla-
maremos funciones armbnicas generalizadas,y su definicidn estard
ligada a que 1la adaplacimna generalizada das transforme en cero.
Bl concepto pues de la placiana generalizada queda establecidos

Ac\: Z\\“ T2~

Si hubiesemos tratado de hacerlo para M~ variables:

R I DT L pa-Tnsa¥

CH) F,0%,) v (xn)

A&::j\\‘\' (‘;’7'1 + ‘\'3\1\*«
Iz condicidn para que una funcidn de g, variables sea armdénica

generalizada es que:
A - ¢ <" o
Z»AQ, —,‘E()(H‘,,‘_ﬁk>:f\§\w\-,.,+ Q%\p..) f(?‘”‘*"‘\*‘-)’ &

Propongamos determinar una base de funciomes para
cuande las condiciones del problema viener expresadas mediante un
corrtorno rectangular.

Bl problema quedos planteado asi.
Encontrar una funcidn z(xy) tal que AQZ=O para ege todo punto in
terior al rectangulo de la fiogmza y que sobre el contorno tome

los valores.



= (xb)zo0

: el *(,1;1)%‘0

bk N R
,Z;(Q\ﬂé«\% (& f)o L0 Y}' Ik“‘x") - s t"/\,'v))) )

ﬁiﬂ‘»f@\e): \}/{f) N L2 ay/= o

BBusquemocs soluciones de la ecuazcidn en la forma de Barmilli gene

ralizada. :

E\L’,(j‘v\i): £ LS \L\h\”‘) \/\éh\’\.ﬁ{))

T ox ¢ AT

3o ey)s N )ﬂ X (F ) y\‘(v (7) )
\x\\ f—te«iﬁt‘{> /Q q/(* \/.) \/Y\(% (\‘— (‘l) V S kF (\/)\
8. )= £ o) K (Fio0) Dy ¥K1kY1,&7))
A1 FRa !‘/}" Q," ! ><\<\F (“)’D\/\f 7)\(\ ‘\!- (‘7))

Sustituyendo en A.z C queda.

CPD (Dae Fa (F) g (FaG)) XL (LD AP ) )20

lo que implica:
/9,,,( ><\< (F U\V’K\ V\ /‘77 Y«LF—LLY»'XK QF\(*)): o

Dividiendo por Ak(lx(x)} YKQE1(3)> los dos miembros resulta.

J.LK;M v Dyy Ve (F Q7>>~ o
)‘KC‘(—V>) \/ Q -
-kt P

Prw Y CF )+ K X Cr o)z 0 3 K (FC0)sA e seulkRontae)
Dyvy Y (F()) - X? y«(h(v)) oz e (Fa () B SW(¢ §289) * B )

Por consiguiente una solucidn de la ecuacidn seria:
. - (K Y) . \ N\ 7 it
L ouy) = Cyp o O e (k ¥ )+ 2 W) SH (x P (9) +05x)

Obliguemos a que la sulucidn SQtlufaga las condiciones de contorno
wo(o¥) = @ Aco. (kT (Y22 w) = ¢ 3 A uwz—~% T (o)
% [loy)l 2 o> \uu,(j<(»4gtd ~RE)T 0% W oz J%;%ZT:F o)
% (x¥} 2 o = CK\*—(5)+§) K)‘L = (’3?«— \\4\—7‘&”) )

v\&f \/} CV) %—4’0‘”) [ACRVURNU & | 2?:",‘{) -5 (L

(&) —File 1 C
Cor lo cual hemos sbtenido una bwse de funciones armonlcas para

el x@otangulo§’§mifly) %
o ¥
Una suma infirita convergente de funciones #,(x,y) tambien es so-

lucidn de la ecuacidn. Por consiguiente.

. ) , ) -F (k)
& : £ o . Py Erd-Rle) SHw ta
* - }3@ ‘é\,LU\,/\’: ‘% Cw ¥ C ) e \\nk.@}*r,(,) File) =% (@)

es la solucidén general que cumple con tres condiciones propuestas.,

I ol . 1') (. ) - (_P‘) ' M -‘:‘(0 'S
i = I ~ ,L,.;Z__LJ‘___‘__ Do N r\ '-\—L~)——-—._-——-—" \?L)
xlae)= 2 Cue SH“”;@L)_«@) F (- F, (o)

1!

e T wmE _@;_F.u - v (x)

T \‘ko\_) = (o



8 2 i.:'¥ﬁﬁfq ; F,(x)-F.(0)
M= e . N e 1 =
Moz T 5)=F (0) e T (x)w(x) seu ni {5 )=F (0) dx |
is 7 ?Q&\;) \
z 2 F(X) P(O) d
% C (F(?) F(O))\QHL‘“*‘ = i:% :‘((\.)5; F(X)\\} (X)SGU nw F-(——)——Fﬁ 0 X-{g

SERTES DE FOURIER GENERALIZADAS.

Propongamos determinar las autofunciones correspondientes al operador
x

rm l'l

2V = woErEy Y

}

Nos resulta como slstema de autofunciones:

[oEL L P(X) F(a) ) F(x)-F(a) |

),
//C 1 seu 2n1m W 9'(,, cos 2nM B -F(a 5

Wste sistema es ortogonal en el intervalo (a,b),respecto a la fun-

« 7 \ R 1;/*) \1
cidn peso, L r(x)= & f(x) |
Dada una funcidn “(x).
Plr) () i ~F(a F(x(-F(a
\VKX)ZaoZ +1»T?au seu 2uﬂ%%%%:%%%% +bn cos 2u¥1£§%€_§gag
(v ix)
2 | F(x)-F(a) |
au= £ T(x)w(x) seu 2nn ==L -2~ 7 dx
Fb)-F(a) |~ T(b)-F(a)
P ()
2 I F(x)-F(a)
= { o ? d
P e | g TO0 Y0 o8 2elimpey O
Ja.
pe L (b T
d@—Fb_Fa B £ f(X)‘*(X) ax
; e
i

Con lo cual habriamos obtenido una generalizacidn correspondiente

a las series de Fourier.
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