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Introduccion

A lo largo de este trabajo, nuestro objetivo sera estudiar el tamafio de los coefi-
cientes de Fourier en diferentes espacios de funciones. Para ello, en el primer capitulo
recordamos definiciones y nociones basicas del Analisis Funcional y, en particular, del
Analisis de Fourier.

Una vez hecho esto, en el segundo capitulo nos centramos en el primer espacio
con el que trabajaremos: el espacio de las funciones integrables. Por un lado, gracias
al Lema de Lebesgue-Riemann, tenemos que los coeficientes de Fourier de funciones
integrables convergen a cero, pero ;se puede decir algo mejor sobre el tamafio de los
coeficientes? Aunque se puede probar que las sucesiones que son coeficientes de Fou-
rier de funciones integrables no cubren todo c((Z), veremos que, en cuanto al tamaro,
no podemos decir nada mejor. La forma de la que abordaremos esto sera probando que,
dada una sucesion {a, },., de nimeros positivos verificando que lim|,|_ o an = 0,
existe una sucesioén {b, },, ., formada por los coeficientes de Fourier de cierta funcion
integrable, de manera que b, > a,. De este modo veremos que la respuesta a este
problema es negativa y, por tanto, no podemos decir nada mejor sobre el tamano de
los coeficientes de Fourier que el Lema Riemann-Lebesgue.

En el capitulo 3, nos centraremos en analizar el tamafio de los coeficientes de Fou-
rier en el espacio de funciones continuas. Por la desigualdad de Bessel, sabemos que
éstos estan en [*(Z), pero ;se puede decir algo mejor? Veremos a lo largo de esta
seccion que, de nuevo, la respuesta es negativa. Para ello haremos uso del llamado
Teorema de Kahane-Katznelson-de Leeuw, teorema que da nombre al trabajo y del
que, en este capitulo, daremos la demostracion original, que aparecio en [6] publica-
do en el afio 1977. Este resultado nos dice que dada cualquier sucesion {ay}, ., de
numeros positivos y de cuadrado sumable, existe una sucesioén {b,}, ., formada por
los coeficientes de Fourier de cierta funcién continua 27-periddica, de manera que
|b,| > an. Aqui no podemos exigir que los b,, sean positivos, pues es bien conoci-
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do que si los coeficientes de Fourier de una funcién acotada son positivos, entonces
dichos coeficientes estan en [*(Z).

Para demostrar este teorema usaremos herramientas basadas en métodos probabi-
listicos y series de Fourier aleatorias. Entre dichas herramientas se encuentra la llama-
da "Desigualdad de Khintchine", la cual usaremos para obtener un resultado menos ge-
neral para los espacios L?, es decir, veremos que, fijado 2 < p < 400, y dada cualquier
sucesion {a,}, ., de niimeros positivos y de cuadrado sumable, existe una sucesion
{bn},,cz, formada por los coeficientes de Fourier de cierta funcién de L? verificando
|b,| > a,. Més tarde, resolveremos el problema anterior para p = +oc. Para ello rea-
lizaremos una demostracion constructiva basada en la siguiente propiedad: a partir

de la sucesion {a,}, _, dada, y mediante una eleccién adecuada de signos {¢, }

nez nez’
veremos que la funcién f cuyos coeficientes de Fourier verifican f(n) = £,a,, puede
descomponerse como f = ¢ + h, donde g es una funcién acotada y h es otra fun-
cion con una norma 2 pequefia. Gracias a esta propiedadad realizaremos un proceso
iterativo que nos llevara a la solucion. Finalmente, haciendo uso de la convolucion,
extenderemos este resultado al caso de funciones continuas, probando asi nuestro

objetivo.

En el capitulo 4, usando las ideas del articulo de Nazarov [8], empezaremos de-
finiendo el llamado "Problema del Soporte". Este problema dice lo siguiente: Dado A
un subconjunto del Toro de medida positiva, y fijado p > 2, ;Es cierto que dada una
cualquier sucesion de nimeros positivos {a, }, ., € [*(Z) existe F' € LP(A) tal que,
para todo n, se tiene que F'(n) > a,,? (Entendiéndose L?(A) como el conjunto de las
funciones de L?(T) cuyo soporte esta contenido en A) A lo largo del capitulo daremos
una respuesta afirmativa a dicha cuestiéon abordandolo con diversos métodos anali-
ticos, en especial, maximizando un funcional adecuado en cierto conjunto compacto.
Ademas el "Problema del Soporte" nos dara pie a una nueva generalizacion para el ca-
so de los espacios L”, en la cual pasaremos de trabajar con los coeficientes de Fourier
(producto escalar con la base trigonométrica) a productos escalares con sistemas de
funciones {1 }j ¢z que simplemente verifican la condicion de Bessel.

A lo largo del capitulo 5, volveremos a plantearnos los problemas de la secciéon
anterior, pero esta vez desde un punto de vista geométrico. Con esta nueva vision del
problema extenderemos las generalizaciones anteriores al caso del espacio funciones
continuas.

Para finalizar, en el dltimo capitulo nos centraremos en dos nuevos espacios: el
espacio de funciones continuas con coeficientes de Fourier negativos nulos (A(T)),
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y el espacio de funciones cuyas series de Fourier convergen uniformemente (U(T)).
Como introduccion de estos espacios, los relacionaremos con espacios de funciones
analiticas, dando asi nombre al capitulo. El resto del mismo nos centraremos sobre
todo en el primer espacio, resolviendo el siguiente problema: Dada una sucesion de
numeros positivos {a, },~, de cuadrado sumable, ;existe alguna funcién continua f

~ ~

que verifique f(n) = 0 paratodon < 0,y |f(n)| > a, para todo n > 0? Para abarcar
este problema nos basaremos en el articulo de Kislyakov [5], en el cual se generali-
zan muchas de las ideas usadas en la prueba del Teorema de Kahane-Katznelson-de
Leeuw para extenderlo a nuevos espacios de funciones. Asi concluiremos que de los
coeficientes de Fourier de las funciones de A(T) tampoco se puede decir nada mejor
que el hecho de que son de cuadrado sumable.






1 | Conceptos y resultados basicos

Empezaremos dando una breve descripcion de los espacios en los que vamos a
trabajar.

| Definicién 1.1.  Denotamos R como el grupo aditivo de los niimeros reales y 7 como
el subgrupo de los enteros. Llamamos T al grupo cociente R /277Z. Podemos considerar
como modelo el intervalo [0, 21) y considerar la medida de Lebesgue en T como la res-
triccion de la medida de Lebesgue de R a [0,27) normalizada, es decir, dividiendo por
27. De hecho, este espacio se puede identificar con 0D (donde D denota el disco unidad
abierto del plano complejo) mediante el homomorfismo dado port — e*. Las funciones
definidas en T se identifican de manera natural con las funciones 27-periodicas en R.

| Definicion 1.2.  Sea L'(T) el espacio de todas las funciones (como clases de equiva-
lencia por la relacion "ser igual en casi todo") con valores complejos que son Lebesgue-
integrables sobre T. En este contexto definimos la siguiente norma:

1 2m
= 5= [ 1

Es bien sabido que L*(T) con ||.||, es un espacio de Banach.

| Definicion 1.3.  Sea L?(T) el espacio de todas las funciones (como clases de equiva-
lencia por la relacion "ser igual en casi todo") con valores complejos que son de cuadrado
Lebesgue-integrable sobre T. En este contexto, si definimos:

(f,9) = %/ﬁ Wf(t)g(t) dt.

se tiene que es un producto escalar bien definido, y que L*(T) es un espacio de Hilbert
con dicho producto.

| Definiciéon 1.4.  En general, dado p € [1,00), definimos LP(T) como el espacio de
todas las funciones (como clases de equivalencia por la relacion "ser igual en casi todo")
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tales que fo% |f(t)|P dt < +o0. Estos son espacios de Banach con la norma:

i1, = (55 [ 1wra)’

| Definicion 1.5. Definimos L°°(T) como el espacio de las funciones (como clases de
equivalencia por la relacién "ser igual en casi todo") acotadadas en casi todo T. Este
también es un espacio de Banach con la norma del supremo esencial :

| fll =supess [f(t)| =min{C >0 : |f(t)] < Cencasitodot € T}.
teT

| Definicién 1.6.  Denotaremos C(T) como el espacio de las funciones continuas sobre
T, que es un espacio de Banach con la norma |||, que, en este caso, se puede expresar
como

[/l = max | f(2)].

teT

Como comentamos antes, C(T) se identifica con el espacio de las funciones continuas en
R y 2m-periddicas.

| Definicion 1.7. Definimos el espacio I*(Z) como el espacio vectorial formado las

Z lan|? < +o0.

neL

sucesiones {an },,., tales que

De nuevo es bien sabido que [*(7) es un espacio de Banach con la norma

2

Han}l, = | D lanl?

A continuacion expondremos algunas de las caracteristicas basicas de los espacios
de Hilbert.

| Definicion 1.8. Se dice que una sucesion de vectores {u,, : n € Z} en un espacio de
Hilbert H es un sistema ortonormal si (Uy, U,,) = 0, siempre quem # n, y (U, u,) = 1
para todo n entero. Si ademas la variedad lineal generada por {u,, : n € 7} es densa en
H, se dice que es una base ortonormal de H.

Proposicion 1.1.  Dado {uy}, ., sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H, y

dada {c,}, ., un sucesion de escalares, siz = ), c,u,, entonces se verifica que

nez

2
lz)* = leal®.
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| Definicién 1.9. Diremos que una sucesion de funciones {u,}, _, en un espacio Hil-
bert verifican la condicion de Bessel si, para toda sucesion de escalares {Cn}nEZ’ se veri-

fica: )
(o)
nez

Proposicion 1.2.  Dado {u,}, ., sistema ortonornal en un espacio de Hilbert H, y
v € H se verifica la llamada "Desigualdad de Bessel":

D o) [P < ol

ne”L

E CplUn

neL

Si ademas el conjunto es base ortonormal, se tiene la llamada "Igualdad de Parseval":
2
D | () [P = o]
nez

Es mas, si un conjunto ortonormal verifica la igualdad de Parseval para todo v € H,
entonces es base ortonormal.

Proposicion 1.3.  Se tiene que el conjunto {¢™ : n € Z} es base ortonormal de L*(T).

Empecemos con algunas definiciones y resultados basicos del analisis de Fourier:

| Definicién 1.10. Dada f € L'(T) definimos el n-ésimo coeficiente de Fourier de f

como L
fn) == | f)e ™.

T or 0
A la serie formal S[f] ~ ST f(n)emt se le llama serie de Fourier de f.

Observacion 1.1. Si f € L*(T), se observa que dichos coeficientes son los productos
escalares de f con las funciones {e™ :n € Z} .

Como primeras propiedades de lo coeficientes de Fourier tenemos la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.4.  Sean f, g € L'(T) , entonces:

a) (F+9)(n) = (n) +3(n). L

b) Para todo niimero complejo « se tiene que (af) = af(n).

9 ()(n) = f(=n). o

d) Si, dada 7 € T, denotamos f, = f(t — 7), entonces f,(n) = f(n)e .



8 EL TEOREMA DE KAHANE-KATZNELSON-DE LEEUW

-~

e) Se tiene que | f(n)| < || fl|,. En consecuencia, si la sucesion de funciones { f; },

converge a f en L', entonces, para todo n entero, la sucesién { fk(n)} con-
k

verge a f(n). Como para espacios de medida finita la convergencia uniforme
implica la convergencia en L', para este tipo de convergencia se mantiene el
resutado.

Demostracion. Las propiedades a) y b) son consecuencia de la linealidad de la inte-

gral, c) proviene de que et = ¢~  d) resulta de de la propia definicién de T, pues
0% flt—7)dt = OQW f(t) dt para toda f definida en T. Finalmente e) es resultado de

aplicar de la desiguldad triangular integral y de que |e™| = 1. |

Introducimos ahora la convolucion entre funciones, una herramienta muy util a
la hora de obtener funciones con méas regularidad a partir de funciones ya dadas.

| Definicién 1.11. Dadas f, g funciones medibles, entonces, para todot € R tal que
la funcion T — f(t — 7)g(T) sea integrable, se define:

(e =5 [ f=matr)ar

A esta nueva funcion la llamamos la convolucion en f con g.

Observacion 1.2.  Si la convolucion de f con g esta bien definida en el punto ¢, en-
tonces mediante el cambio de variables 7 = t — y se tiene que g * f también esta
bien definida en el punto ¢ y, de hecho, (f * g)(t) = (g * f)(t), lo cual muestra la
conmutatividad del producto de convolucion.

Observacion 1.3.  Si f(t) = ™ entonces g(n) = (f * g)(0), de hecho, f* g =g(n)f.
Proposicion 1.5. Sean f € L'(T)y g € LP(T), dénde 1 < p < oo, entonces:

a) (fxg) € LP(T), esmas, [|f * gl < [If], [lgll,-
b) Siademés g € C(T), entonces f x g € C(T).

~

¢) (f*g)(n) = f(n)g(n) para todo n entero.

| Definicién 1.12.  Se define el n-ésimo niicleo de Diritchlet como

D,(t)= > €.

j=—n

Recogemos las primeras propiedades en siguiente lema:
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Lema 1.1. Se tiene que:

a) Dp(t) =142 cos(jt).
sen((n + 3)t) .

sen()

b) Dy (t) =

1 27
c) — / D, (t)dt = 1 paratodon .
2 Jo

Demostracion. a) Mediante un calculo directo

n

et =1+ zn: et + zn: e =1+ zn: et + zn: et
j=—n j=1 j=1 j=1 j=1
—1+ 2Re (Z eijt> =142 Re(e")
j=1

j=1
=1+2 Z cos(jt).
j=1

b) Usando la suma geométrica 22:1 ¢! y multiplicando por el conjugado del deno-
minador obtengo:

L+ Z; cos(jt) :cos(nt) - (:028((1(71—2018)(7;)))jL 1 — cos(t)

1 cos(nt) — cos((n+ 1)t)

2 2(1 — cos(t))

Usando las conocidas férmulas trigonométricas

1. cos(a) — cos(8) = —2sen (O‘ ; /B) sen (O‘ ) 5).

2. 2sen? (%) =1 — cos(a).

llegamos a que

1 cos(nt) — cos((n + 1)t)

2 2(1 — cos(t))

+

+

|
N~ NI~ N

+



10

De donde deducimos el resutado.

c) Basta notar que para todo j

e integrar usando a).

Graficas del nicleo de Diritchlet en [—27, 27| para distintos valores de n:
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2m
/ cos(jt) dt =0
0

D,(0

D,(1
4 T T
ir P
/ s
/ . /
2r \ / \ /
\ /
\ / \ /
1 ‘\ J_ff. ‘\\‘ J’ 2 [
0 vi . ~
/
At — A B e
2
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B -4 -2 0 2 4 6
D,(t
B T T 10
5 -..\I { “.‘ 8
‘I‘. '\‘
\ -, 6
af | ‘.
|I \
| \ 4t
| \
2t | \
T VAR, WARVAR 0
A /‘/ \ /.I. \ / \\ J.‘
2t 1 ot
Bl -4 -2 0 2 4 6 Eil

Observacion 1.4.  Sidenotamos S, f como la n-ésima suma parcial de la serie de Fou-
rier asociada a la funcién f, se verifica que:

Snf:Dn*f

lo cual es interesante de cara al estudio de la convergencia puntual de la serie.

Usando el nucleo de Diritchlet definimos ahora el nicleo de Féjer:

| Definicién 1.13.

Kn(t> =

Se define el n-ésimo niicleo de Fejér como

1
Cn+1

n

> D)

J=0

n

_ il

n+1

et
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Lema 1.2. Se tiene que:

1 sen®((n+1)%)
n+1  sen?(%)
b) K, (t) > 0.
¢) ||K,||; = 1, para todo n.

Demostracion.  a) Usando la identidad trigonométrica

cos(a) — cos(f) = ~2sen (0“;5) sen (a ; 5)

obtenemos la siguiente igualdad
2sen((27 + 1)u)sen(u) = cos(2ju) — cos(2(j + 1)u)
y despejando:
1
sen((2j + 1u) = m[cos@ju) —cos(2(j + 1)u)].

Si sumamos aqui en j, teniendo en cuenta la suma en cosenos es telescopica, obtene-
mos:

— ZSeil(u) Z[cos(qu) —cos(2(7 + 1)u)]
1 —cos(2(n+ 1)u)
2sen(u)
sen?((n + 1)u)
sen(u)

Z sen((2j + 1)u)

(en la Gltima igualdad usamos que 2 sen?(a) = 1 — cos(2a))

Si ahora tomamos u = £ y dividimos a cada lado de la ecuacion por sen(u), usando la
expresion en senos del nucleo de Diritchlet vista en el Lema 1.1 obtenemos el resul-
tado.

b) Consecuencia directa de c).

c) Puesto que K,, > 0, se tiene

1 2m
K|, = — K, (t) dt
1Kol =5 [ Kal®)

luego basta integrar usando la primera definicién de K, (t).
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Gréficas del nicleo de Féjer en [—2m, 27] para distintos valores de n:
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Introducimos también el nucleo de Poisson como sigue:

| Definicién 1.14. Dador € (0,1), se define el Niicleo de Poisson asociado ar como

+oo
P.(t) = Z plrle=int.

Lema 1.3. Paratodor € (0,1), se tiene que

1—r2
Pt)= —
®) 11— fr’e”“t|2
y, por tanto, P,(t) > 0.

Demostracion. Basta notar, usando la suma geométrica, que:

o o it —it 2
4 4 re re 1—r
1+ E re™ + E rte™ =1+ =+ = = —.
« « 1—ret 1—re 11— ret|
n= n—
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A lo largo de nuestro curso de Variable Compleja, vimos que dada una funciéon
continua ¢ : D — R, podiamos usar el nucleo de Poisson para definir la funcién
conocida como "Integral de Poisson de ¢":

| Definicion 1.15. Sea ¢ : 0D — R una funcién continua, entonces se define la
integral de Poisson de ¢ como

1

Plel(re™) = 5

2m
/ P(a—t)p(e") dt, aeR, 0<r<1.
0
Recordamos algunas de sus propiedades en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.6.  Sea ¢ : 0D — R una funcién continua, entonces tenemos que:

a) Plp] es una funcién armonica en D, es decir, su laplaciano es nulo en .
b) Para todo z € DD, se tiene que

Plpl(z) = @(0) + > @(m)z"+ Y p(=m)z".

m=1

¢) Dado 2y € ID, se verifica que lim,_,,, P[¢](z) = ¢(20), por tanto, la integral
de Poisson extiende toda funcidén continua sobre JDD a D de manera armonica.

Sigamos con alguno de los resultados clasicos del analisis de Fourier.

| Definiciéon 1.16. Dada una serie de funciones cuya sucesion de sumas parciales vie-

ne dada por {S,, ()}, entonces decimos que {S,(x)}, converge en Media-Cesaro a f
unifomemente si

converge uniformemente a f.

Observacion 1.5. En el caso en que S, (f) denota la n-ésima suma parcial de la serie
de Fourier asociada a f, se verifica que

on(f) = f*x K,.

| Teorema 1.1 (Fejer). Si f € LY(T) y ademds es continua en cada punto de un
intervalo cerrado I, entonces la sucesion de las sumas parciales asociada a la serie de
Fourier de f converge en Media-Cesaro a f uniformemente en L
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Este resultado se encuentra probado en [4], y nos permite probar la unicidad de
los coeficientes de Fourier:

Corolario 1.1. Si f € LY(T) y fA(n) = 0 para todo n entero, entonces f = 0. En
consecuencia, si f,g € L'(T)y f(n) = g(n) para todo n entero, entonces f = g.

Demostracion. Como f es integrable, podemos definir

0= [ s

Entonces [ es continua, y ademas, por ser (O) = 0, F' es 2w-periddica. Por tanto,
dado n # 0, por el teorema de Fubini:

m/ [ st = o [T g0 [ e e

1 ~ ~

_ /0 f®)(e™ = 1) dt = —(f(n) — f(0)) =

© 27in mn

Por tanto, por el teorema de Féjer, F'(x) = F (0) para todo z, y aplicando el teorema
de diferenciaciéon de Lebesgue obtenemos que f = 0 en casi todo. |

| Teorema 1.2 (Lema de Lebesgue-Riemann). Sea f€ L(T), entonces
lim‘n|_>+oo f(n) =0.

Demostracion (Idea). Paso 1: Si f es una funcion indicadora f = xj, , de unintervalo
[p,q] C T, el resultado se tiene simplemente integrando.

Paso 2:Si f = Zle biX[p:,q:;) €S una funcion escalonada, se mantiene el resultado por
linealidad.

Paso 3: Aprovechando que es bien conocido que las funciones escalonadas son densas
en L'(T), tenemos que, dada f € L'(T), entonces para todo € > 0 ,existe ¢ escalonda

tal que || f — |, < ¢/27. Por ello:
27 )
/ o(t)e ™ dt‘
0
2w
< [ 1 - el de+
0

2w
/ o(t)e ™ dt‘
0
2 )
/ (t)e ™ dt‘
0

y tomando limites usando el paso dos concluimos que, para todo € > 0

O?ﬂ@—w@k”%ﬁ%—

t)e dt‘ <

< e+

limsup |f(n)]| < e

[n|—+o00

de lo cual deducimos el resultado. |
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El Lema de Riemman-Lebesgue nos dice, como primera aproximaciéon sobre el
tamafio de los coeficientes de Fourier de las funciones de L'(T), que tienden a cero.
En el siguiente capitulo nuestro objetivo sera ver si, para las funciones integrables, se
puede decir algo mejor que esto.






2 Coeficientes de Fourier de fun-
ciones integrables

Por el Lema de Riemann-Lebesgue, hemos visto que los coeficientes de Fourier de
las funciones de L'(T) estan en ¢, veamos si podemos decir algo més sobre el tamafio.
Para ello nos plantemos ahora el siguiente problema:

Dada una sucesion {aj}j <z Positiva, tal que lim; |, a; =0,

sexiste f € L'(T) tal que, para todo j entero, |f(j)| > a;?

A lo largo de este capitulo veremos que la respuesta a esto es afirmativa, por tanto lo
mejor resultado que podemos tener sobre el tamano de los coeficientes de Fourier de
una funcion integrable es el Lema de Riemann-Lebesgue.

Vayamos con algunos resultados previos, necesarios para la construcciéon que vamos
a realizar.

Observacion 2.1.  Si f es una funcién par y real, entonces tenemos f( j) = f(— j
y por tanto su desarrollo de Fourier es S[f] ~ ;;08 aj cos(jt), donde ag = f(0)

~

a; = 2f(j) paratodo j > 1.
Por otro lado, si dada f € L'(T) tenemos un desarrollo de la forma

):
y

f(t) = Z bjcos(jt)
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entonces se verifica que

En efecto, como

GZI _|__ 677,93
cos(x) 5
entonces se tiene que
o0 z]t_'_ewt 0 +oob‘ .
0=3n"5—=-33 mz Dot Y e
7=0 —00

Por tanto, a la hora de trabajar en nuestro problema, podremos trabajar con desarro-
llos en cosenos. Basta definir la sucesién {;}° , donde b; = méx {a;, a_;}, entonces,

si encontramos
o0

Z cjCcos (5t)

Jj=0

verificando |¢;| > b;, los coeficientes de Fourier de ¢(t) = 2f(t) verificaran
|9(7)| > a;, para todo j.

Aunque las funciones de la sucesién {cos(jt)};Z dejan de tener norma 1, se mantiene
la ortogonalidad y, ademas, verifican la condicion de Bessel:

1
o0 o0 2
Sy cos(it)| < (ZW)
j=0 §=0

siendo {cj} _, €s una sucesion de escalares. Cuando tengamos un desarrollo en co-

f~ Z ) cos(jt)
7=0
es decir, se tiene que 2f(j) = f(j) = f\( —j)sij > 1,y f(0) = f(())
Lema 2.1. I/(\n(j) =1- Iﬁl, sin > |j| ,y 0 en caso contrario.
Demostracion. Calculando directamente

— 1o ’ n ml N
Kn(j) = %/ K, 1(t)edt = Z (1 - 1) / it =it g
0 0

m=—n

senos notaremos

0 iy o . ) .
y, por ser base ortonormal, fo eMe=tdt = 1, sim = j, y 0 en caso contrario, pero
s6lo hay un sumando donde m = j sin > |j|. |
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Lema 2.2. Dada cualquier sucesién de nimeros positivos {a, } ., decreciente y tal
que Y 7 a, < 400, se tiene que lim,,_, o na, =0

Demostracion.  Por hipotesis, 0 < a,,.1 < a,, para todo n. Ahora, dado € > 0, existe
no natural tal que, para todos p y n nimeros naturales natural con n > ny, se tiene:

n-+p

E a;|l < c

; ! 2
j=n

Sip = n > ng obtenermos que

9
(n+ 1)a2n <a,+..+ay, < 5

Sip=n+1,n > ny obtenemos

9
(n + 2)a2n+1 <ap+ ...+ a1 < 5

y por tanto si n > n, tenemos

2nag, < 2(n+ 1)ag, < e
(2n -+ 1)a2n+1 < (271 + 4)a2n+1 <e

de donde deducimos que, para m par o impar con m > 2ny, se tiene ma,, < ¢ . |

| Teorema 2.1. Sea {a’n}nEZ una sucesion par (es decir, a,, = a_,, para todo n entero)
de nuimeros reales y positivos que tiende a cero en el infinito. Asumamos que para todo
n > 1 tenemos:

Qpy1 + Qp_1 — 2a, >0 (2.1)

-~

entonces existe f € L'(T) tal que f(n) = a,, para todo n entero.

Demostracion. Primero observamos Y~ (@, — @,11) = ao por ser una suma teles-
copica, ya que lim,,_, ; o a,, = 0. Por otro lado la condicién de convexidad (2.1) implica
directamente que la sucesién {a,, — @, 1}, es decreciente, luego por el Lema 2.2 te-
nemos que lim,,_, . n(a, — a,41) = 0.

Por otro lado, mediante una simple induccién, se comprueba que

N
E (@n—1+ Gpi1 — 2a,) = ap — a1 — ay + ant1

n=1

Yy que
N

Zn(an_l + any1 — 2a,) =ag—ay — N(ay — an1)

n=1
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y por tanto, tomando limites, tenemos:

o0

D (tn1 + angr — 2a,) = ag — ay
n=1
y e.)
Zn(an_l + any1 — 2a,) = ap.
n=1

En particular, restando las anteriores sumas llegamos a que, para todo k:

o0

Z(an_1 + Gpi1 — 2a,) = ag_1 — ay, (2.2)
n==k
y [o.¢]
Z (A1 + any1 — 2ay) = ap—1 + (b — 1)(ar—1 — ax). (2.3)
n==k
Defino ahora .
F) =) n(any + ans — 2a,) K, (t)
n=1

como por el Lema 1.2 tenemos que ||/, ||, = 1, entonces:

£l < Z [n(an—1+ ans1 — 2an) Kna ()], = Zn(an—l + ant1 — 2a,) < 400
n=1 n=1

y por tanto f € L'(T). Usando ahora la desigualdad anterior, por el Teorema de la
convergencia dominada podemos intercambiar la suma con la integral, y obtenemos
que, aplicando el Lema 2.1 para calcular K,,_(j):

fl 1 o - ..
JU) = %/ <Zn(an1 + any1 — 2an)Kn1(t)> e tdt
0

n=1

o0 2 1 -
= Z </ —n(ap_1+ Gpi1 — 2an)Kn_1(t))e_”tdt)
0o 2m

n=1

—

n(an_l + Qpy1 — 2an)Kn—l(])

[
K

1

n

— Z n(an_1 + any1 — 2ay) < — %)

n=|j|+1
oo o0
= Y ot + e —2a) = i D (@1 + apar — 2ay)
n=j|+1 n=j|+1

= ayj + |7](ay — api+1) — lil(ay — ajj41) = ayy)-
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(donde hemos usado las sumas (2.2) y (2.3) para k = |j| + 1)
Finalmente, por ser la sucesion par, f(n) = a,, para todo n entero. |

Proposicion 2.1.  Dada una sucesion de nimeros positivos {wy },,., tal que w,, tiende
a cero cuando |n| — +o0, entonces existe {a,}, ., verificando las condiciones del
teorema anterior tal que a,, > w,, para todo n.

Demostracion.  Sea ¢, = max {w,,w_,} , defino para toda n:

cpt

(0= (200 = %) xan 0

n

y defino también, para n > 0:
an = sup { fx(n)}
keN
A_p = Q.

Como f,(n) = ¢,, se tiene que a,, > c,. Ademas, dado ¢ > 0, como ¢, tiende a 0,
existe ng tal que para todo n > ng se tiene 2¢,, < ¢. Por tanto para todo n > ng se
cumple que f,(t) < € entodo t € [0,2n]. Por otro lado, para toda k < ng y todo
t > 2ng, tenemos que fi(t) = 0 por definicién y, en consecuencia, también tenemos
que para todo n > ng se da:

an = sup {fp(n)} = sup {fi(n)} < sup {c} ==

>ng k>ng
y por tanto {a,} tiende a 0. Por otro lado por ser f,, convexa en [0, 4+00):
1 1 1 1
fm (5(71 —1)+ §(n + 1)) = fm(n) < §fm(n -1+ §fm(n +1).

Luego, para todon > 1
2fmn) < frun — 1)+ fru(n+1).

Tomamos ahora supremos en la ecuacion anterior, entonces, como el supremo de la
suma es menor que la suma de los supremos, se obtiene que 2a,, < a,_1 + a,1, por
tanto la sucesion verifica la condicion de convexidad (2.1). |

Corolario 2.1. Dada una sucesion de numeros positivos {wy}, ., tendiendo a cero

o~

cuando |n| — +oo0, existe f € L'(T) tal que f(n) > w, , para todo n entero.

Demostracion.  Por la proposiciéon anterior, existe {an}nGZ con a, > W, ala cual
puedo aplicarle el Teorema 2.1. De este modo obtengo f € L'(T) verificando

f(n) = a, > w,, paratodo n entero

quedando probado el teorema. |
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Con esto obtenemos la respuesta planteada al principio del capitulo, viendo que
no hay nada mejor que el Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en L'. Lo si-
guiente ahora seria preguntarse si se puede decir algo mas para funciones de algun
subconjunto de L', cuestion que abordamos en el siguiente capitulo.



3 Coeficientes de Fourier de fun-
ciones continuas

En este capitulo daremos la demostracion clasica del teorema de Kahane-Katznelson-
De Leeuw, que da solucion a siguiente problema:

Dada una sucesion {a,}, _, de nameros positivos tal que > a2 < +o0,
(existe ' € C(T) tal que, para todo n entero, |F'(n)] > a,?

Para ello usaremos algunos métodos probabilisticos basados en series de Fourier alea-
torias. Antes de dar la propia demostracion del Teorema, como primera aplicacion de
estos métodos, resolveremos un caso menos restrictivo en el cual simplemente exi-
gimos que F' € LP(T) para cierto p € [1,+00) usando la llamada desigualdad de
Khintchine. Finalmente procederemos con el caso en que F' € L>°(T), a partir del cual
probaremos nuestro objetivo. Introducimos algunos conceptos basicos de la Teoria de

la probabibidad.

| Definicion 3.1.  Un espacio de probabilidad es una tripleta (12, A, P), donde 2 es
un conjunto llamado el espacio de eventos, A C P({2) es un o-algebra sobre (2, a cuyos
elementos llamamos conjuntos medibles, y P : A — [0, 1] es una medida positiva, con
P(§2) = 1 llamada probabilidad. Asumimos que la probabilidad P es completa respecto
a A, esdecir,siBC C € AconP(C) =0, entonces B € A.

| Definicién 3.2.  Una variable aleatoria real sobre ({2, A, P) es una aplicacion
X: 2 — R que es medible para el o-algebra A y el o-algebra de Borel, es decir,
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X~YB) € A para todo B boreliano de R. Podemos definir una probabilidad en R
asociada a X dada por

APy sele llama distribucion de X .

| Definicién 3.3. Cuando X es integrable, llamamos esperanza de X a

E(X) = /Q X (w) dP(w) = /R v dPx(x).

| Definicién3.4.  Una familia de subconjuntos medibles { B;},_; se dice independiente
si, para cada eleccion de indices distintos iy, ..., 1, € I (con p € N), tenemos que

P (ﬁ Bij> = ﬁIP’(Bij).

Decimos que una familia de variables aleatorias { X}, es independiente si es indepen-
diente cada familia de conjuntos { A;},_,, donde cada A; esta en el o-algebra generada
por X, es decir, para cada i existe B; boreliano de R con A; = X{l(BZ-).

Proposicion 3.1.  La familia de variables aleatorias X7, ..., X,, es independiente si, y
sélo si, la distribucion del vector aleatorio (X7, ..., X,,) es igual a la medida producto
de las distribuciones de X7, ..., X,,.

Proposicion 3.2.  Sea X e Y variables aleatorias independientes, entonces se tiene que
E(XY) =E(X)E(Y).

| Definicién 3.5. Dada una variable aleatoria X, y dado p € [1,+00) definimos la
norma p de X como

11, = (E(X])» = (/Q [ X (W)l dIP’(w)>p

Introducimos ahora la llamada sucesion de Rademacher, necesaria para la cons-
truccion que llevaremos a cabo.

| Definicién 3.6. Denotaremos {r,} ., como la sucesion de funciones de [0,1] a R
dadas por las formulas
rn(t) = sgn sin(2"7t)

donde sgn denota la funcion signo, dada por
0, siz=0
sgn(z) =< 1, siz>0.
-1, siz <0
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La sucesion anterior es conocida como la sucesion de Rademacher.

Observacion 3.1.  De hecho la sucesion {r,, } -, forma una familia de variables alea-
torias independientes. Para cada n, la distribucion del vector aleatorio (71, ...,7,)
es la probabilidad que asigna 2% a cada eleccion de signos, es decir, a cada n-tupla
(€1,...,€n), donde e; € {—1,1} paraj =1,...,n.

A continuacion, adjuntamos las graficas de r1, ry y r3:

1@ O
0.5 1 Rademacher n=1
@ @
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1
0.5
-1 (o] O
10 O o O
05 - Rademacher n=2
@ . —@—— T @ . —@— T @
0 01 02 0.3 04 056 06 07 0.8 09 1
05
-1 O O O O
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051 Rademacher n=3

® —@ —@———@— @ —————@—— @ @

0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1 1
051
~11 o——-0 oO——0 o0——-o0 o——-0

Observacion 3.2. Las funciones de Rademacher toman los valores 1 y -1 en dos con-
juntos cada uno de medida 2 , y el valor cero en un conjunto finito en puntos por lo

cual .
/ (B2 dt = 1.
0

Ademas, si ¢ # j se comprueba que

m ({t € [0,1], ri(t)r;(t) =1}) =m ({t € [0,1], ri(t)r;(t) = —1})
de donde deducimos

/1 i (t)r;(t) dt = 0.

Por tanto {r, } -, forma un sistema ortonormal en L*([0, 1]).

Observacion 3.3.  Sea ahora {b, } ~ | una sucesion de nimeros positivos tal que

oo
Z b2 =1 < +o0.
n=1
Denotamos entonces -
F = Z bor. (3.1)
n=1

Como la sucesion de Rademacher forma un sistema ortonormal, se verifica la condi-
cion de Bessel, por lo que:

1E1]ly =

< <Zbi> <Vr < 4o
2 n=1

o0
E b1y
n=1
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Por tanto F' € L*([0,1]).

Introducimos ahora la llamada "Desigualdad de Khintchine":

| Teorema 3.1 (Desigualdad de Khintchine). Para cada p > 2, existe una cons-

tante B, > 0 tal que, para todo N € N, y toda (u1, ..., uy) N-upla de niimeros reales,
. . . ; N

si consideramos la variable aleatoria X =) ', u,1,, entonces:

X, < By [1X1l, -

Demostracion. Primero asumamos que p = 2¢, con ¢ numero entero. Por el teorema
multinomial tenemos que

N 2q
2q)!
XP = E UpT :5 (—7“ Ut Ry
| | (nl " n) al!...aN! ! N N

(donde la dltima suma se realiza en todas las N-uplas de enteros («q, ..., ay) que
suman 2q ).
Por independencia, al calcular la esperanza obtenemos:

1 i todos los o
E(rot . po%) = B(r). E(roN) :{ ,  sitodoslos a; son pares

0, en caso contrario

pues E(r?™) = 1y E(r;™*") = 0 para todo m entero. Por tanto

(29)! .
E(|X[?) = Z—%!HMN!U? PN

(esta vez realizando la suma en todas las N-uplas de enteros (1, ..., By) que suman

q)
Si ahora usamos que, para todo 3 € N, se tiene (23)! > 273, llegamos a que:

u2° 28Ny (261)! 1 2\f 2\8
E(1XI) < Z 281+ +BN51 B! up ey = 24 Zﬂlgm@vg(ul) L ()™
Multiplicando y dividiendo por ¢!, y usamos la desigualdad

() _{a+1).29 (207 _ ,

24g] 24 =

obtenemos:

N q
2
E(|X[7) < Qqq. e G ﬁN ()% () < gt (Zu) = UE(X2)1 = 7| X[}
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Por tanto, tomando raiz 2¢g-ésima:

152 < Vall Xl

Si ahora p es un nimero real mayor que dos cualquiera, existe g entero tal que p < 2gq.
Como estamos en un espacio de probabilidad, basta usar la desigualdad de Cauchy-
Schwartz para finalmente obtener:

XA, < 11Xy < vall Xl -
I

Observacion 3.4.  Como hemos visto en la anterior demostracion, la constante 5, es

del orden de V/D-

Observacion 3.5. Sin mas que aplicar el Lema de Fatou, podemos considerar en la
desigualdad de Khintchine variables aleatorias de la forma X = 2:;1 Up T

Como primera aplicacién de este tipo de series aleatorias y de la desigualdad
Khintchine, resolveremos el siguiente problema:

Sea p € |1,+00), y dada sucesion {a, de nimeros positivos tal que
y neZ P q
>, a5 < 400, jexiste F' € LP(T) tal que, para todo j entero, |F(j)| > a;?

Para ello, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3. Dado p > 2, existe una constante C,, tal que, para toda sucesiéon de
numeros positivos {a, }, ., verificando que } |
f tal que:

2 _ . .7
nez O = 1 < +00, existe una funcion

1. feL”(T)
2. |Ifll, < Cpv/r

-~

3. |f(4)| > a; para todo j entero

Demostracion.  Seguiremos el razonamiento expuesto en la observacion 2.1, para ello
defino la sucesion {b,} -, donde b, = méx {a,, a_,}. Defino entonces la siguiente
serie aleatoria:

G(t,w) = anrnH(W) cos(nt) ; teT.
n=0
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Entonces, para todo t € T:

1G(E,)lly <

1
Zb T (Zbi) < Vr < +oo,
n=0

luego G(t,-) € L?*([0,1]). Por otro lado fijada una eleccion de signos wy = {e,},
(donde ¢,, = £1) tenemos que:

”G » Wo ”2

nEn cos nt

1
o0 2
- (zbz) < i< too
2 n=0
luego G(-,wy) € L*(T). Aplicando ahora la desigualdad de Khintchine obtengo:

Gt < By IG(E ), < Bpv/r

Teniendo esto en cuenta, y aplicando el teorema de Fubini:

E,(|G(-,w l/ |G(t,w)|P dt} /01/1T|G(t’w>|p dt dow
:/]1'/0 |G(t,w) [P dw dt:/THG(t")Hi di

< /T (By/F)P dt = (By/rY.

Esto impica que existe una eleccién de signos wy = {¢, },, tal que verifica
|Gl = [ 1Gtwo)P dt < (B 32
T

Defino C), := % y tomo

F(t) = 2G(t,wy) =2 ) buey cos(nt).

n=0

Por (3.2) se verifican las condiciones 1y 2, y ademas, como vimos en la observacion
2.1, como |&,,| = 1 para todo n, también verifica la condicién 3. |

Observacion 3.6.  Como la desigualdad de Khintchine no es validad para p = oo, en
ese caso no se puede aplicar este ultima razonamiento, y por ello habra que buscar
otras formas de abarcarlo.
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Sea ahora F' definida como (3.1), veamos algunas propiedades mas de este tipo de
series:

w2
Lema 3.1. Se tiene que cosh(u) < ez para todo u nimero real.

Demostracion.  Como (2n)! > 2™n! para todo n natural, se tiene que
o
cosh(u) =

n=0

I o, =1 2
ut < Ut =e2
n)! .

Este Lema nos permite probar la siguiente proposiciéon, que es un resultado mas
fuerte atn que la desigualdad de Khintchine:

Proposicion 3.4.  Sea F' definida como en (3.1), entonces, dado A > 0, se tiene que
\F A2
E,(e™) <ez
Demostracion.  Si vemos primero el caso finito, usando la independencia obtenemos

E, (exp ()\ Z bnrn>> =E, <H exp()\bnrn)> = H E, (exp(Ab,1y))

n=1

notando que
1 1
E, (exp(Ab,ry,)) = 5 exp(—Aby) + 5 exp(Aby,) = cosh(Aby,)

y aplicando el lema anterior:
N

N N A2p2
E, (exp(A Z burn)) H cosh(Ab,) < H ( 5 ")
n=1 n=1

:exp( Zb2>s (i)

Si aplicamos el lema de Fatou en la desigualdad anterior obtenemos

N
AF\ ..
E,(e*) =E, (kfrg}rrg (exp ()\ ; bnrn> ))

N
< T
< lj%gfg E., (exp <)\z:lbn7“n>)

(%)
S exXp 7 .
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Observacion 3.7. Veamos que, en efecto, la proposicion anterior nos permite dar una
nueva prueba de la desigualdad de Khintchine:
Dados A > 0y p > 2, consideramos la funcion

9(y) = exp(ry)y "
Si ahora derivamos obtenemos que
Jy) =My Oy —p).

Si igualamos a cero, como €Yy P! > () para todo y € R, llegamos a que la funcién
¢ tiene un minimo relativo en y = §, ademés, como

>IB >

Jg(y) >0, siy>
Jg(y) <0, siy<

por la monotonia de la funcién, dicho minimo es un minimo global. Por tanto, para
todo y € R, y para todo A > 0 tenemos:

o) =esply? > g (1) = (i)

p

Luego despejando obtenemos, para todo y € R, y para todo A > 0, la siguiente
desigualdad:
p
N > (&) )
p

Normalizando, supongamos que Y - b2 = 1. Defino entonces

F = i bnrn,
n=1

Aplicando la proposicién 1.1, como las funciones de Rademacher forman un sistema
ortonormal obtenemos que ||F’||, = 1. Ahora aplicando la desigualdad anterior:

p
(Mﬂ) < MFI < F 4 oA,
p

Si integramos, por la Proposicion 3.4 llegamos a que:

1 P
/ <M> dw < 2exp ()\—2) (3.3)
0 p 2
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Si tomamos A = ,/p y despejamos en (3.3):

y4
2

1
r
/ |F|P dw < 2e2p2.
0
Finalmente si tomamos raiz p-ésima tenemos:

I1FIl, < V2Vey/p < 2vev/p = 2Vey/p|F

consiguiendo asi una constante del mismo orden que la obtenida en la desigualdad de
Khintchine.
Proposicion 3.5. Sea [’ definida como en (3.1). Entonces, dado > 0 y tomando
A\ = /2ur, se tiene que

o [(IF@)] = X)) < ry(p),
donde y(p) = 4u~te 2e7# y (-) denota la parte positiva.
Demostracion. Primero veamos que :

(F = \))? < AN 227V

Notemos que si A > F’ es trivial. Veamos en el caso F' > A:
Consideremos, para todo y > ), la funcion

fly)=(y— )%™
Si derivamos e igualamos a cero tenemos:
My —N2e™M 4267 M(y — \) =0
ey = N[-Ay+A+2]=0
24+ N
N

Ademas, en la anterior ecuacidn facilmente vemos el signo de f’, teniéndose:

{f’(y) <0, siy>HX

y:

f'y) >0, siy< 2“2

por lo que llegamos a que f tiene un maximo absoluto en y = 2+’\

> \. Esto implica
que
(F=N")=(F-N?=(F- A)2 Mt

< e Slili((y A)2e )

< M 2+_>\2
- A

_ _9_)\2
=4\ Ze TN M
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Como la esperanza es mondtona y por la Proposicion 3.4 obtenemos

E[((F — M) )% < 4x2e 2 VE, (M) = AN"Ze 2N ee"

Aplicando ahora la desigualdad anterior a F'(t) = \/%F )y = \%)\, como 7 = 1
obtengo:

~ ~ _9 _>\

E[((F — M1 <4rXx2e ez,
Luego:

A2

Eo[(F=XN")? = rE[(F —X)")?] < 4’2 2e 2.
Si ahora cambio F' por —F' obtengo la misma desigualdad, por lo que:
E[((1F] = N ")) < Eu[((F = NP+ E(—F = A" <2474 % 2%
Asi, si recordamos la formula de v:

B [((1F] = X)) < ry(p).

Concluyendo asi la prueba. |

Como hicimos en la prueba del caso L?, consideraremos el siguiente caso de serie
aleatoria: Dada una sucesion {b,} -, tal que

ibi =71 < +4o00.
n=0

Defino la siguiente serie aleatoria:
o
= Z TpTpi1(w)cos(nt);  teT. (3.4)

Tal como vimos en dicha prueba, fijado ¢ tenemos G(t,-) € L?*([0,1], y fijada una
eleccion de signos wy, se tiene que G+, wy) € L*(T).

Observacion 3.8.  Sea GG definida como en (3.4), como

Se comprueba facilmente que las Proposiciones 3.4 y 3.5 se mantienen para para

Gi(w) = G(t,w),conr = > > V2.

n=0 "n"
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Vamos a centrarnos ahora en el siguiente problema:

Dada sucesion {a,}, , de nimeros positivos tal que > a2 < +o0,
cexiste ' € L*(T) tal que, para todo j entero, |[F(j)| > a;?

Si recordamos que (i) = 4u~'e %e™#, tenemos el siguiente Lema, necesario para
probar nuestro Teorema:
Lema3.2. Dada {b,}/ = de términos positivos conr = > 7% b2 < oo,y dado sz > 0,
si denotamos A = /2ur, existe al menos una eleccidén de signos wy = {e,},., C
{—1,1}" tal que a serie f(t) = > oo o Enbncos(nt) esta definida en casi todo y satis-
face: L

5 [ (@I =N7)dt < r(p).
Demostracion. Supongamos que no existe dicha eleccion, si consideramos G(t, w)
definida como en (3.3) entonces tenemos que :

.5 [ 60 - 0> ] =1

Lo que implica que

1 2m
mi0) <E. |5 [ iew) - o).
T Jo
Por otro lado, por la observacion 3.8 tenemos que:
E. [((1F@)] = M) < r(n).
Integrando y aplicando el teorema de Fubini:

B, | [(GI1 -] = o [ Blicw) - a2
1

<o m(u) dt = ry(u)

llegando asi a una contradiccion. |
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Esta propiedad de f nos permite ver, usando la proyeccion

A, sif(t) > A

g=1qf@), sif(t)e[-AA
—A, sif(t) < —A

y definimos h = f — g, vemos que " f casi pertenece a L*°", es decir, que dado pz > 0
podemos descomponer f = g + h, donde se verifica que ||hl[, < ry(p) y [lgll, < A
Este hecho sera vital en el razonamiento que haremos.

Observacion3.9. Veamos que se puede obtener un resultado parecido para el sistema
{e¥t :j e L}
Usando la biyeccion @ : N — Z dada por

m sin es par de la forman =2m,m > 1
d(n) =

—m sin es par de laforman =2m+1,m >0

entonces, si para cada j entero defino 2; = rg-1(;), obtengo la sucesion de Radema-

cher indexada sobre Z. Dada entonces una sucesién de términos positivos {a; }j z

verificando que ez a? = r, si definimos
F(t,w) = Z a;jR;(w) cos(jt).
JEZ.
Entonces, con un razonamiento igual al realizado hasta ahora, obtenemos:
E, [(IF(W)] = A)7)?] < ().

Definiendo

G(t,w) = Z a;jR;(w)sen(jt)

analogamente tenemos
E, [(IF()] = A)")?] < ().
Por lo cual, juntando las dos ultimas ecuaciones obtengo
E, [(IF(W)] =)+ (|G(@)] = N)F)?] < 2ry(p).

Usando esto, y repitiendo la prueba del Lema 3.2, llegamos a que existe una elecciéon
de signos € = {¢;} tal que, tomando las series f(t) = >, _; ;a;cos(jt) y
g(t) = >_ ez ja;sen(jt), se cumple simultdneamente que:
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1 2w

o [ = 22 < 20,
= / ((lg(0)] = 2Pt < 200

Luego con esta eleccion de signos, dado ¢+ > 0 podemos descomponer f = s; + hy y
g = 53+ ho, dénde ||, ||, < 2ry(p) v ||s,]|., < Aparai = 1,2. Por lo tanto, con esta
eleccion de signos:

Zeja] = Zejajcos Jt) +i Zsjajsen Jt) = (s1+ hy) +i(s2 + ho)

JEL JEL </
= (81 + 7:82) + (hl + ’LhQ)

Finalmente, por la desigualdad triangular:

[s1+isallo <20y by 4 iho < 4ry(p).

| Teorema 3.2. Dada {a,}= de términos positivos con S"°° a2 = r < 400, en-

tonces existe una sucesion de niimeros reales {c, },_, tal que |c,| > a, para todo n, y
oo .z
tal que ) -, cocos(nt) es una funcion acotada.

Demostracion. Vamos a empezar con b, = a,, y it = o = 4 (y por tanto \g = /8r).
Sea fo(t) la funcién definida por el Lema anterior y sea go(t) su proyeccion en el in-
tervalo [—\g, o], es decir:

fo(t), si fo(t) € [~ Ao, Ao
go(t) = — Mo, si fo(t) < —Xo
)\0, Si fo(t) Z

Entonces tenemos que

1

o= aulls = 52 | Gal®) = ft)*dt < ()

ya que (fo(t) — go(t))?> = ((|fo(t)| — Xo)™)% Si escribimos ahora los desarrollos en
cosenos:

for~ Zfo n)cos(nt)

go ~ Zgo n)cos(nt)
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donde |fo(n)| = b, = a,, pues €, = +1.
Ademés, por la Observacién 2.1, se tiene que fo(n) = 2 fo(n) = 2 fo(—n), paran > 1,
y fo(0) = f5(0). Aplicando ahora la desigualdad de Parseval:

—_

—Z n))?* < 7o7(ko)-

[\]

Vamos a escribir ahora n € By (n malo) si [go(n)| < a,(1 — 3). Entonces, sin € By
tenemos

. . 1
[fo(n) = go(n)] = [ fo(n)| = lgo(n)]| = an.
Definimos ahora
T = Z <2an (1 - —)> <16 Z (fo(n) — do(n))? < 32r97y(po)-
neBo neBo

Entonces aplico el Lema a b,, = 2a,,(1 — %), sin € By, y b, = 0 en caso contrario, y
i = p1 = 8. De nuevo obtenemos fi(t) la funcién definida por el lema anterior y sea
g1(t) su proyeccion en el intervalos [—\1, \;] (donde A\; = +/2p171). Razonando del
mismo modo

i =anl =5 [ (0 = @)t < rrGu)

y por la desigualdad de Parseval:

—_

5 Z n)? < 1y ().

[\]

También se tiene que:

) + )] 2 a0 (1 7). 35)

En efecto, pues si n € By tenemos que | fi(n)| = 2a, (1 — 1), y que

|90(n)] < ay (1 — 3), luego:
1 1
[go(n)| — 2a, <1 — 5)‘ > ap, (1 — §) .

Sin ¢ By, entonces fi(n) =0y [jo(n)| > a, (1 — 1), por lo que:

go(n) + fi(n)] >

go(n)] = 1Ai(n)l| =

ldo(n) + fi(n)| = |go(n)| > an (1 — %) .
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Ahora ponemos n € By si [go(n) + gi(n)| < a,(1 — 5 — 55), entonces, sin € By,

tenemos por (3.5) que:

[fi(n) = gi(n)| = [1f1(n) + do(n)| = Igo(n) + Gi(n)]| = Z5au.

Tomo entonces

“EECEEe)

neBq

§4-9(3—1—§> Y (i) =gi(n)* <169 Y (fi(n) = gi(n))”

neB, neBy
< 32 9r7y(pq).

La idea de la demostracion es repetir este proceso de forma iterativa. En general,
tomando y; = 4(1 + j) y dados fi, ..., fj—1, 91, .-, gj—1, Bj_1,7; donde

. 5 1 1 1
n € By si|go(n)+nn)+..+g-1(n)] <a, <1—§—§—...—§>
Y 2
1 1
CE )
neB,i_q
Aplicamos de nuevo el Lemaa b, = 2a,((1— 35— 5 —...— 3),sin € B;_1,yb, =0
en caso contrario. Entonces obtenemos f;(t) y definimos g;(¢) como la proyeccion de

ésta en [—)\j, \;|. Por Parseval:

1 >
52 n) = gi()1* < [1f5 = g5ll; < 2r7(1y)-
n=0
Decimos ahora que n € B; si [go(n) + g1 (n) +...+gj(n)| < an(l—5—5 — ...~ 577)
y defino
11 1))’
Tj+1: Z (2an <1_§_§__3]+1)> .

nE‘Bj

Del mismo modo que en las primeras iteraciones, se obtiene que

o) + - Gya(n) + ()] > 02001~ 3 — g — = ) G6)
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En efecto, pues sin € B,_,
5 1 1 1

lgo(n) + g1(n) + ... + gj—1(n)|] < an (1 L . — l) ,

y el resultado se sigue directamente de la desigualdad:

[Go(n) + .. + gi-a(n) + i) > [15(n)] = Ido(n) + ... + g1 ().

Por otro lado sin ¢ 9B;_,, entonces el resultado es directo pues f;(n) =0y

. . . 1 1 1
lgo(n) + gi(n) + ... + gj—1(n)| > a, (1 —gT g T —.) :
Ademas usando (3.6) tenemos que, si n € 9B, se cumple:

[fi(n) = g ()] = |(go(n) + .. + gj-1(n) + f5(n)) = (do(n) + ... + gj-1(n) + g;(n))|
> [lgo(n) + .. + g1 (n) + f5(n)] = [Go(n) + ... + g1 (n) + g;(n)]|
1

Z%ana
por lo que:
- 11 LYY 20n 0541 g ’
TLE%J‘ TLE‘BJ‘
J 1 1 ’ f J
<123 3_5_'--_§ Z(f]() 2<16-9 Zf] —gi(n )

nE‘BJ‘ TLE‘B
< 32 9rjy(py)-

La eleccion de los y1; garantiza que r; decrece exponencialmente, ya que

, 4 32r;99
1 <32-9ry(p;) = 32- Pr,—e e EIr
Tjt1 = 757y () Tj ,uje € (j 4 1)e2edU+D

(32 (9 1 _1
CTACT R T

Y por tanto también lo hace ); \/24457;, hecho que implica la convergencia de
la serie S )\, aplicando, por e]emplo el criterio de comparacién por paso al li-
mite. Si usamos ahora el criterio M de Weierstrass, como |g,(t)| < A,, tenemos que
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Y o o gn(t) converge uniformemente a una funcion h(t) que, ademas, es acotada pues:

S 0a0)] <3 lga®)] <3 A < oo
n=0 n=0 n=0

De donde se deduce que ||h||, < +oc. Si desarrollamos en cosenos, tenemos que
h(t) ~ >, h(n) cos(nt). Por otro lado como

i) = Pan(1 = 3 — .= )l < 7

y r; tiende a cero cuando j tiende a infinto, entonces existira jy natural tal que n ¢ B;
para toda j > jo,y por tanto f;(n) = 0 para toda j > jo. Por tanto tomamos limites
en (3.6) con j tendiendo a infinito, por lo anterior obtenemos

5 y . . 1 1 1
B} = 1go(n) + G2 (0) + -+ 50) + ] > (1= 3 — = 2~ ) = La
mediante la féormula de la suma geométrica.
Bastaria por tanto tomar c,, = 2h(n). |

Observacion 3.10. Usando de nuevo la observacion 2.1, del resutado anterior obtene-
mos que, dada un sucesion {a;},,, existe F' € L>(T) tal que, para todo n entero se

verifica |ﬁ(n)| > ay.

er’

Para pasar a un resultado de funciones continuas y asi resolver el problema con
el que empezamos el capitulo, partiremos del resultado para funciones acotadas, y
usaremos la convolucion apoyandonos en el siguiente Lema:

Lema3.3. Dadaunasucesion {ay},, de cuadrado sumable, entonces existen {b; } o,
de cuadrado sumable y {ck}zozo € cg tales que a;, = by, para todo k entero no ne-

gativo.
Demostracion. Como Zzozl az < 400, dado € = % existe k,, € N (podemos tomar-

los estrictamente crecientes respecto n) tal que » - ai < # Defino

b n, sik, <k <k,
k= ) .
1, en caso contrario, es decir, si k < k;

Como para todon € N existe &, tenemos que b, — +00, ademas a;by, es de cuadrado
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sumable pues:

oo k=kp41—1

Z azbi = Zakb2 + Z Z azby

n=1  k=k,
k=kn41—1
_ 2 2
Zakb +Z” >
k=kn,

k1 oo 1
< Zaibi—f-z:ﬁ < fo0.
k=1 n=1

1
Luego me basta tomar a; = (azby) (b > |
k

| Teorema 3.3 (Teorema Kahane-Katznelson-De Leeuw). Dada {a,,} " de nii-

meros positivos con Y. _, a2 < 00, entonces existe una suesion de niimeros reales

nez -’n
{b,} >, tal que sus términos son los coeficientes de Fourier de una funcion continua, y

tal que |b,| > a,, para todo n.

Demostracion.  Por el Lema anterior existen {cn}fz de cuadrado sumable y {dn}fz €
co, tales que a,, = ¢, d,, para todo n. Por del Teorema 3.2 podemos deducir que existe
f € L>(T) tal que |f(n)| > |c.| y por el Corolario 2.1, existe g € L*(T) tal que
|9(n)

(an] = [eallda] < [F)|[G()] = |F * g(n)|-

Y como la convolucién de un funcion integrable con una acotada es continua, se tiene

que f * g es continua y por tanto nos basta tomar b, = f * g(n) . |

Asi queda demostrado el Teorema de Kahane-Katznelson-De Leeuw, y el problema
que planteamos al comienzo de este capitulo. En los siguientes capitulos intentaremos
obtener generalizaciones de los resultados obtenidos hasta ahora.






4 | Generalizacion del caso L' . El
problema del soporte

En el capitulo anterior, dado p € [2, 00| resolvimos el problema:

Dado p > 2, y dada una sucesion positiva {aj}j€Z € 1*(Z), existe una

funcion F € [?(T) de manera que, para toda j, se tiene que |F(j)| > a;

Recordemos ahora que F(j) = (F, ¢!}, y que {e7"} ¢, forma una base ortonor-
mal en L?(T), teniendo esto en cuenta, empezamos planteando la siguiente generali-
zacion, a la que denominaremos como "El problema del soporte":

Dado A C T de medida positiva, y dado p > 2, ;Dada
una sucesion positiva {a;}, , € I>(Z), existe ' € LP(A)
tal que, para todo j, se tiene que ﬁ(j) > a;? Entendiéndo-

se LP’(A) como el conjunto de las funciones de L?(T) cuyo so-
porte esta contenido en A, y los coeficientes de Fourier como

Pn) = /A F(t)e=m dt
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Lo primero que pensamos es en, usando la base ortogonal {e%!} (jezy €N L*(T), con-
siderar el sistema de funciones {t;} ;. donde 1; = \/m(A)e”|4. Sin embargo
éstas nuevas funciones, en general, dejan de ser ortogonales y lo inico que se puede
decir de ellas es que siguen verificando la que hemos llamado condicion de Bessel, es
decir, dada una sucesién {c; }j <7, de escalares, se cumple:

D ocity| < (Z cﬁ)é.

jEL 9 jez
Esto hace que las técnicas aplicadas anteriormente dejen de ser validas. Por tanto de
forma natural nos planteamos resolver la siguiente cuestion:

Sea A un espacio de medida de probabilidad. Sean {¢j}jeZ un sistema de

funciones reales que verifican la condicién de Bessel, p > 2y X = LP(A),

entonces, dada una sucesion {q;}, , € I>(Z) de nimeros positivos, ;existe
F € X tal que, para todo j, se verifique (F,v;) = UA Fy; dm! > a;?

A la cuestion anterior la denotaremos como (%), y por supuesto su solucion depende
del sistema iwj }j ¢z, considerado. A lo largo de esté capitulo usaremos la hipotesis de

que Zj ¢z @; = 1. Aunque todos los célculos se realicen suponiendo que los j estan

indexados en Z, todos los argumentos siguen siendo validos para j € N U {0}.
Observacion 4.1.  Sila respuesta a la cuestion (¥ ) es afirmativa, hay una solucién F
con norma uniformemente acotada, es decir, ||F'||y < C, déonde C' no depende de la
sucesién {a; }j ¢z Veamoslo por reduccion al absurdo:

Supongamos lo contrario, entonces para k = 1,2, ... podemos elegir un sucesion
2
(k) . "\° : :
{aj }jeZ verificando ) | ez (aj > = 1 y tal que no existe F' € X verificando
simultaneamente que:

L 1P < 4
2. | (F,%;)| > a; para todo j.

Defino entonces la sucesion {b;} ., dada por

bj = Z 2_ka§k).

k=1




4. GENERALIZACION DEL CASO [P . EL PROBLEMA DEL SOPORTE 45

Entonces afirmamos que para dicha sucesion no hay solucién respecto a la cuestion
(%), y por tanto la respuesta de la misma no podria ser positiva. En efecto, de nuevo

como b; >

por reduccion al absurdo, si existiera /' € X solucién asociada a {b; }j ez

2—ka(k)

; para todo k, se tiene que:

k
(28 F ;) | > 2% > o).

Luego, de nuevo para todo £, F' verifica 1, por tanto no se puede dar 2, lo que implicaria
que || F'|| > 2" para todo k, llegando asi a contradiccion, y por tanto no existiria dicha
F,y sin embargo Y _._, b? < 1, pues, recordando la norma de [?, por la desiguldad de

JEL V)
Minkowski: . .
—k (k) _ -k _
H{bj}j 2§Z2 H{aj } 2_22 =1
k=1 k=1

Introducimos ahora la siguiente notaciéon: Dada una funcién ¢ € L?(A), denota-
remos como v, al elemento de (L”(A))* dado por:

wlf) = t.5) = [efdm,  paratodo f € L7(A)

Con esta notacion en cuenta, recordando que X = L?(A) tenemos la siguiente con-
dicion necesaria:

Proposiciéon 4.1.  Supongamos que la respuesta a la cuestion (¥ ) es afirmativa, en-

tonces necesariamente debe existir 5 > 0 tal que HI/%. > [3 para todo j.

Ix-
Observacion 4.2. Como X* es isomorfo a L7(A) ( donde é + % = 1) parap > 1,
entonces la condicion Hl/%. H P B > 0 es equivalente a

([ im) 2550 paratodos @
A

Demostracion.  Por la observacion anterior, existe C' > 0 tal que, para toda F' asocia-
da a una solucién de (%), se tiene que || F|

+ < C. Fijado k entero, consideramos la
sucesioén {a;},, dada por:

1, sig=k
a; = .
0, en caso contrario

Entonces, por hipétesis existe F' € LP(A) con ||F||y < C'y verificando que:

| (Foe) | 2 1.
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Y por tanto, si tomo G = £ tenemos que ||G||y < 1,y que verifica que:
1
ol

Si recordamos la caracterizacion de la norma del espacio dual que nos dice que

(G vk) | =

||V<p| x* — Sup |<907 f> |7
Ifllx<1
tendriamos : ]
C < (G, ¢p) | < sup | (f,vn) | = HV%’X*'
1 Fllx <1

Luego = % nos sirve para todo k entero. |

Nuestro objetivo a partir de ahora sera probar que la condicién (4.1) sorprenden-
temente también es condicion suficiente. Para ello necesitaremos un par de resultados
previos:

Lema4.1. Sea p: R — RT una funcion en C*(R) verificando:

1L ¢(0) = ¢'(0) = 0.
2. 0<¢"(x) <1 paratodoz € R.

Entonces el operador I : L?(A) — R dado por

1) = [ eorim

esta bien definido y es continuo.

Demostracion. Como 0 < ¢”(0) < 1, integrando obtenemos que |¢'(t)| < [t|. Por
otro lado, como ¢(0) = 0 tenemos que

Y por tanto, volviendo a integrar

f”

||
o) < [ 1t de < G-
0

Gracias a esto obtenemos que I esta bien definido, pues:

I
/Aw(f) dm‘ S/A|<ﬂ(f)|dm§/ATdm<+oo.
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t

De nuevo, como |¢'(t)| < |t|, dados = < y reales:

lo(e) — ()] < / 0] dt < ly — ol méx {Je] 1y}

y por tanto usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, dadas dos funciones f y h
tenemos:

1(f) - I(h)] < / o(f) — o(h)] dm < / 1 — hjméx{|f] . [h[} dm

< ( [1i-9 dm) (171 + 1Al
— 1f = Al (11l + [12])

desigualdad de la cual obtenemos la continuidad . |

Observacion 4.3. De hecho, por lo visto en la prueba anterior, el operador [ seria
localmente lipschitziano, pues para funciones en la bola de radio 7, podriamos acotar
| fll, + |||, por una constante K.

.o .7 7. eg . . 2 .
Lema 4.2.  Fijemos una sucesion de niimeros positivos {a; },_, verificando }_; a7 =

1.Para toda eleccion posible de signos € = {¢;},., € {—1, 1}” definamos

fe = Z Ejajwj.

jez
Entonces el conjunto K = {fE ;e e {1, 1}Z} es compacto en L?(A).

Demostracion. Notemos que {—1, 1}Z es compacto por el teorema de Tychonoff, ya
que es resultado el producto del conjunto {—1, 1} consigo mismo, el cual es compac-
to. Por otro lado, la funcién que asigna € — ¢;a;1; es continua de {—1, 1}Z con la
topologia producto a L?(A) con la topologia usual, pues es resultado de la composi-
cién de la proyeccion sobre la j-ésima coordenada, que es continua, y de la funcién
6 : R — L*(A) dada por (t) = a;1;t, que también es continua. Del mismo modo co-
mo la suma de la estructura de espacio vectorial es continua en la topologia producto,
luego dado N € N, la funcién que asigna ¢ — py(e) = ZTN £ja;1; es continua.
Definamos ahora la funcién
ple) = Zé‘j%’%’-
jEL

Como la serie ) | y a? es convergente, dado 6 > 0 existe m natural tal que, para todos
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m, n naturales con m > n > my se verifica:

[N

n<|j|<m

Luego por la condicién de Bessel, dado 0 > 0, existe m( natural tal que, para todos
m, n naturales con m > n > my, se verifica:

lom —pally= | D eaey| < | Y af| <6

n<|j|<m 9 n<|j|<m

Esto implica que la sucesion {p, } verifica la condicién de Cauchy uniformemente, y
por tanto, p, — p uniformemente en K, luego la funcién p es continua. Finalmente
como K = p({—1,1}"), se tiene que es compacto, por ser imagen a través de un
funcién continua de un compacto. |

Procedamos, ahora si, con la demostracion de que (4.1) es condicion suficiente:

| Teorema 4.1. Sea A un espacio de medida de probabilidad y {1; }jGZ un sistema
de funciones reales que verifican la condiciéon de Bessel. Sea p > 2 y X = LP(A).
Supongamos que el sistema de funciones verfica (4.1), entonces, para toda sucesion de
niimeros positivos {a;},_, satisfaciendo y ., a? = 1, podemos encontrar F € X tal

que
A

Es mas, podemos estimar la norma de F' por:

> a;, paratodo j € Z.

2
3r\'F
Pl < () ot <
Demostracion. Como hemos hecho anteriormente, para toda eleccion posible de sig-
nos € = {¢;}, definimos:
fs = Z €jaj1/)j.
jEL

. . 2 _ .« e . . .
Como para toda j se verifica que £; = 1, la condicion de Bessel implica que:

Zgjajﬂ)j S Z(ljz =1.

JEZ 2 JEZ
Luego f. € L*(A)y, de hecho, || f.]|, < 1. Sea ahora ¢ : R — R* con ¢ € C*(R)
verificando

N[




4. GENERALIZACION DEL CASO [P . EL PROBLEMA DEL SOPORTE 49

1. (0) = ¢'(0) = 0.
2. 0 < ¢"(z) <1, paratodo z € R.

Sea el operador I definido como en el Lema 4.1, entonces tenemos que / esta bien
definido y es continuo. Ademas por el Lema 4.2 la familia { f. } es compacta. Por tanto,
por el teorema de Weirstrass, existe £ tal que ( f:) es maximo. Llamamos f = f:y
consideramos f; = f — 2£;a;1;. Dado un punto ¢ fijo, usando la aproximacion de
Taylor de ¢ centrada en f(t) y evaluadada en f;(¢):

(f; = f)?

0 < p(f) = ¢lF) = SN — J7) — 9"/

(donde c(t) esta entre f(t)y f;(t)).
Supongamos que podemos elegir ¢ de forma que ¢'(f) € LP(A) paratoda f € L*(A),

(4.2)

y ¢”(c) sea medible, entonces tomando integrales en la expresion anterior:

o< [otryan— [ otnyam= [ H00-1)an- [ oL an

En este caso, observando ahora el valor de f — f;, se deduciria que, para todo j:

@Awl(f)¢j dm > aj/Ago”(c)w? dm.

Luego si consiguiéramos acotar inferiormente la integral de la izquierda por una cons-
tante que dependa solo de 3, nos bastaria tomar como soluciéon F' = K¢'(f) con K
constante suficientemente grande.

Si p = 2, nos basta tomar p(z) = %2, entonces ¢'(f) = fy ¢"(c) = 1, de donde
deducimos que, por (4.1), podemos acotar la integral izquierda:

aj/so”(CW? Zaj/wf- dm > a;?,
T A

y por tanto bastaria tomar F' = 372f .

Para p > 2, tomemos ¢ como la solucién de la ecuacion ¢”(x) = (1 + xQ)%_l con
los datos iniciales ¢(0) = ¢'(0) = 0. Obsérvese que para el caso p = oo se tiene
¢"(x) = (1 + 2%)~! Definimos ahora

(f;(t) = f())
5 .

R(t) = ¢"(c(t))
Entonces tenemos que, mirando (4.2), R es medible, ya que

R=(f)f = f;) —o(f) +elfs)
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Ademas, en este caso particular tenemos que:

21 (f(8) = f5(1)*
2

R(t)=(1+¢ )

Luego en el caso f(t) — f;(t) = 0, se cumple c(t) = f(t), mientras que para los ¢ en
los que f;(t) # f(t) podemos despejar de la anterior ecuacién obteniendo

2R(#)
(f(t) = f5(0)*

Por tanto en ambos casos " (¢) resulta ser una funcién medible. Ademas, como p > 2
se tiene que 0 < ¢”(x) < 1 paratodo x € R Ahora, usando la desigualdad de Holder

aplicada con los nimeros conjugados % y - i , llegamos a que:

p(c(t) =

|90/(l‘)| - /O|x(1—|-82)1271d5 < (/1w| 3 ds)? (/0|ac|(1 —|—82)_1 d8> P - <g>1i |$|%

< |Iflly < 1, deducimos que:

B =

De aqui, si integramos y usamos que ([, | f|* dm)

< (2) 7 (1 an) < (3) 3

Denotemos ¢ como el conjugado de p, entonces vemos que:

q 2 q q . q9 q q
-4+ (Z-1)2=1—-24+ 2 —-—Z=1—-qg+2=1-qg+(g—1)=0
2 (p ) 2 2 p 2 q P g+ (g ) ’

por tanto los numeros = y 1

la desigualdad de Holder obtenemos

/ﬁ¢ﬂqmngu/(1+c%ﬂ¢ﬂ%1+c%—amn
A A

_9g

_([kk+c ) /ﬁ% 1+AEDTam (44
_<Aﬂ+c ) /ﬁ% (1+ )G dm,

2 2
1-2=2_1,
q P

l\:'

N\Q

ya que
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Recordando que c esté entre [y f; , podemos usar la cota 7? < f?+ f# |y a partir de
esto:

/(1+62)dm§ /(1+f2+ff)dm:m(,4)+/ f2dm—i-/fj2dm§ 1+1+1 =3,
A A A A

pues usamos la medida normalizada, y tanto la norma 2 de f; como la de f valen
menos de 1.
Aplicando ésto a (4.4) obtengo

1-4 2\ 21,2 1q
3 (/A(1+c) (U dm) 2/A|@ZJ]] dm,

y viendo como estaba definida ¢, despejando en la desigualdad anterior y elevando a

ESHIN]

" 2 = 2)7~1y)2 1-2 19 g
/Aso(c)wjdm—/A(Hc) W2 dm > 3 (/Aw dm).

Por tanto usando (4.1):
/ ¢ (c)y? dm > 31_362 = 3%_162.
A

Luego basta tomar F' = 3174 B%¢'(f) y por (4.3) obtenemos la cota del enunciado. |

Observacion 4.4.  Sin hacer suposiciones adicionales sobre los v}, la cota de la nor-
ma anterior es casi la mejor posible para /3 pequefio, veamoslo mediante el siguiente
ejemplo:

Sea A = {1,2} con la medida m(1) = m(2) = 3, entonces, como cada funcién se
caracteriza por la imagen de los tnicos dos puntos, podemos identificar L”(A) con R?

conlanorma ||(zy, 29[, = (W) ’ (la cual se desprende de la propia definicién

de la integral en A). Dado ahora n entero positivo, defino:

2 7 mJ .
Yj=1/—|cos|—],sen | — paraj =1,...,n.
n n n
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X2+ y2=2/6

Conjunto de vectores {1); } paran = 6

n

Por un lado se tiene que ||v;]|, = \/E \/g = \/g y ademés, usando desigualdad

triangular junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

> ocity| < \/%Z 6] < \/ﬁ\/g (Z \%’\2) = (Z |Cj|2>
j=1 j=1 j=1 j=1

Por otro lado, si 1 < ¢ < 2, entonces en el espacio R* se verifica que ||.[|, > [|.[l, v,
por tanto, para toda j:

1

N\ | NN

\/5 ‘cos (%)‘ + [sen (%)‘ ¢
sl = /2 i

=

2

Tomo entonces = 4/ % para la condicion (4.1). Pongamos ahora a; = ne, para
j =1,...,n.Siaplico ahora directamente el teorema del valor medio, obtengo que

17
6= vyl < /0
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para j = 1,...,n — 1, y por tanto, para p > 2, y usando de nuevo la desigualdad
triangular junto a la desigualdad Cauchy-Schwarz:

17
'/ Fvpjdm — / Fiji dm‘ S/ |F'[|[j—jpaldm < ||F|ly 195 — ity < \/> ]|
A A A nn

y, como |[Flly < || F

,» llegamos a que:

1x
/Fq/;j dm—/mj+1 dm’ < \/i—HFHp.
A A nn

De lo anterior deducimos que, si los signos de [, Fv;dmy [, F1;1 dm son diferen-

» de donde

tes, entonces al menos una de las dos integrales no sobrepasa \/% 2 F|

obtenemos por (4.5) que
2n 1

12, > ;5_2- (4.6)

™
Consideremos la siguiente desigualdad:

191 + Pl < \/g% (4.7)

En efecto, usando las desigualdades |1 — cos(z)| < |z| y [sen(x)| < |x]:

L 1
1 T\ 2 m\ 2\ ? 1 2\ 2 27
lvr + Unlly = \/j<<1—cos (—)) + sen (—) ) <4/—= <2_2) — /22
n n n n\ n nn
Si vemos ahora el caso en que todos los signos se mantienen, usando a la desigualdad

triangular (que en este caso resulta una igualdad), junto a (4.6), y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, como antes, tenemos que:

F1y dm| — Fi, d = Fi d F, d
/Awlm'/Awm‘/Awlm/Awm’
< [ Fly 191 + nll,

27
<q/—||F, .
<\/2ZyF,

Por tanto para este caso también tenemos (4.6).

Observamos entonces que, aunque aumentando el valor de n podemos conseguir un
valor de (3 arbitrariamente pequefio, por (4.6) seguimos conservando el orden 372 de
la cota, por tanto para valores pequefios de /3 no se puede afinar esta cota la norma
de ' mucho mas.
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Observacion 4.5. En el teorema anterior, si no nos procupamos por el valor exacto
de 3, la condicion (3.2) es equivalente para todos los espacios L” para 2 < p < +o00,
veamoslo:

Sean 1 < ¢ < g1 < 2, entonces, si [, > S para todo j, se tiene

1¥5ll,, = l¥sll, = B, para todo j.

Supongamos ahora que 8 < [[¢);|, , como [|¢);[|, < 1, interpolando se tiene que:

[4 1-0 1-0
B < Milly, < sl sl ™ < 11451l

para cierto 6 € (0,1).
Luego si nuestro problema tiene solucion en uno de estos espacios, tiene solucion en
todos.

Observacion 4.6. Consideremos el sistema {cos(j t)};io, veamos que estas funciones
verifican (4.1):
Sea A C T de medida positiva, y sea 1 < ¢ < 2. Como |cos(jt)| < 1, se verifica que:

/|COS(jt)|q dm > / cos(jt)* dm.
A A

Luego podemos restringirnos al caso ¢ = 2, ahora, si recordamos que

cos(jt) = —eijt+2€7ijt:

27 ijt —ijt\ 2
/COSQ(jt> dm :/ xa(t) (ﬁ) dt
A 0 2

1 [ g y
N 1/ Xa(t)(2+ e 4 e dt
0

= J(TA(2) + Ta(-2j) + 2m(4)).

Sidenotamos a; = 1(Ya(2j)+Xa(—27)+2m(A)), por el Lema de Riemann-Lebesgue
sabemos que

, 2m(A)
jginoo 4= 4

Luego existira jj natural tal que oy, > @

2 + et + e724t = 2(1 + cos(jt), y, ademés, para todo j, se verifica que
m {cos(jt) = —1} = 0, tenemos que c; > 0 para todo j. Por tanto si denotamos

A
(£1 = min {ao,al, oy g1, %} > 0,

para todo j > jo. Por otro lado, como
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se verificara

/ lcos(jt)|* dm > B,
A

luego bastara tomar 3 = /f3;.

Observacion 4.7. Veremos entonces como resolver el problema del soporte. Fijemos
p > 2. Usando lo anterior, y el Teorema 4.1 (para indices en N U {0}), obtenemos que
dada una sucesion {b; ;;08 positiva tal que Z;r:og b? < 1,existe F' € LP(A) de manera
que

/ F cos(jt) dt > b;, paratodo j.
A

ez a? < 1, entonces definiendo la
sucesion {b; };L:OS dada por b; = méx {a;, a_;}. Claramente E;L:OS b? < 1, luego existe

F € L?(A) verificando

Sea ahora una sucesién {a;} ., positiva tal que

/ F cos(jt) dt > b; > a;, paratodo j.
A

Por ello:

/ Re(Fe') dm‘ =
A

/Feijt dm' > /Fcos(jt) dt‘ > a;.
A A

Y F seria solucion del problema del soporte.






5 | Una soluciéon geométrica.

El objetivo en este capitulo sera extender la idea de la generalizacion del problema
del soporte, vista en el capitulo anterior, al espacio de funciones continuas y acotadas
sobre A con valores reales (al que denotamos como C,( A)), es decir, queremos resolver
el siguiente problema:

Sea A un espacio métrico y m una probabilidad en los Borel de A. Sean
{t;},c;, un sistema de funciones que verifica la condicion de Bessel.
Entonces, dada una sucesién de nimeros reales {a;}. , € I*(Z), jexiste
F € Cy(A) tal que, para todo j, se verifique (F, ;) = |[, Fi); dm| > a;?

Para probarlo realizaremos una construccién geométrica, con la cual daremos una

prueba del caso L>°(A), y, a partir de ésta, se obtendra el caso continuo, quizas per-

diendo sobre la cota de la norma de F' respecto al capitulo anterior. A lo largo de este
’ . ’ . 2 _

capitulo de nuevo conservaremos la hipétesis de que > ;a7 = 1.

| Definicién 5.1. Sea H un espacio de Hilbert sobre R, y sea B un conjunto convexo,
cerrado y conteniendo al origen. A este tipo de conjuntos los llamaremos conjuntos "stan-
dard". Denotaremos Pg a la proyeccion sobre B. Dado un punto f € H entendemos como
Pg(f) como el punto f' € B wverificando || f — f'||; = mingeg || f — g|| - Gracias a
los resultados vistos en la asignatura de Analisis Funcional, para conjuntos standard esta
proyeccion existe y esta bien definida.

Lema5.1. Paratodos [, f' € H ,tenemos |Pgf — Pef'|| < ||f — f'l -



58 EL TEOREMA DE KAHANE-KATZNELSON-DE LEEUW

Demostracion. Como B es convexo, por las propiedades de la proyeccion se tiene
(f — Pgf,g— Pgf) <0, paratodo g en B.

En particular,
(f — Pgf,Paf — Ppf) <0.

De manera analoga se tiene

(f' = Pof',Psf—Psf) <0,

por tanto se tendria que:

(f =1, Psf—Psf) =||Psf — Paf'|* — (f — Psf.Psf — P5f)
—(f' = Pgf',Psf— Ppf’)
> ||Psf - Paf||”.

Usando esto y que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(f =1 Pef = Ppf) <|f = fIlIIPsf = Pafl,

obtenemos el resultado. |

Lema5.2. Sea By = {x € H : ||z|| < 1} labola unidad en H.Sean § > 0, f € H.
Sean dos conjuntos standard By B’ verifican Pg/ f € B4+0Byy Ppf € B'+§By (es
decir, tanto la distancia de P f a B’ como la de Py f a B son a lo sumo 4), entonces:

1Paf — P fll < /2] f]0.

Demostracion. Sean a = ||f — Pgf||y b = ||f — Pp f||. Supongamos que b < a
(en caso contrario es analogo). Si a = 0, entonces Pgf = Pp/f = f y no hay nada
que probar. Si esto no ocurre, entonces f y B se encuentran en semiespacios dife-
rentes relativos al hiperplano ortogonal a f — Pg f y conteniendo al punto Pgf. Sea
H, el semiespacio que contiene a f, y H_ el semiespacio que contiene a B. Como
a > b, se tiene que Pp/f € H,, pues Ppf esta en el hiperplano separador. Sea ahora
u = ||Pg f — Ppf||,yvladistacia de Pg: f a H_. Por el teorema de Pitdgoras, obtene-
mos b? — (a—v)? = u®>—1v?, que es equivalente si despejamos a que u* = b*>—a’+2av.
Como v es menor que la distancia de Pp/f a B (pues B estaen H_), y ésta a su vez
es a lo sumo J por hipotesis, al ser b < a tenemos que u < v/2a8. Como ahora 0 € B
por ser standard, se tiene que a = ||f — P f|| < ||f — 0] = || /|

, con lo cual queda
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probado el resultado.

| Definicién 5.2. Sea B un conjunto standard en H, definimos el funcional de Bang
dp: H — R como

D5(f) = |fIIF = IIf — Pefll* = 2(f. Psf) — [|Paf].

Este funcional se llama asi debido al matematico que lo introdujo, Theger Bang
(1950-1951) , quien también di6 solucion al llamado "Problema de las Planchas" [1].
Veamos algunas propiedades de este funcional:

Lema53. @p(f) — Dp(f) <2(Psf,f— ) —|Psf — Puf|*

Demostracion. Por definicidn

Pp(f) = Pa(f') = 2(f. Paf) = 2(f Pef') = | PafI* + | Paf'II”.
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si ahora sumamos y restamos 2(Pg f, f) obtenemos:

=2(Pgf, f = [ +2(f,Pef — Paf') = (Psf+ Psf',Psf — Pgf’)
=2(Ppf,f — ')+ 2f — Paf — Psf',Ppf — Ppf’)

=2(Ppf, f—f")+@2f — Psf — Pgf + Paf — Ppf’,Psf — Paf’)
= 2(Paf,f = f)+2(f' = Pof', Psf — Puf’) — | Psf — Paf|*.

Y basta ver que el segundo sumando de la ultima ecuacion es no positivo. |

Observacion 5.1.  Sean {1;} un sistema de vectores en H, B un conjunto standard
, ¥ {@;} una sucesiéon de numeros positivos. Supongamos que para toda eleccién de
signose = {¢;},laserie Zj gja;1; converge en H aun elemento f,. Como razonamos
en el capitulo anterior, { f.} es un compacto, por tanto al ser @5 continua existira una
eleccion de signos ¢ tal que @ ( f:) es el valor maximo sobre { f. }. Denotamos entonces
f = f=. Arreglando algunos j, consideramos las series en las cuales que reemplazamos
g; por —&;. Denotaremos f = f — 2&;a;1; a las sumas de estas series.

En esta tesitura, tenemos el siguiente resultado :

Proposicion 5.1.  Se verfica que

|Psf = Pafy||”
4aj '

| (Paf,5) | =

Demostracion. Tenemos que, por el Lema anterior:

2

OS@B(f)—@B(fJ,')§2<P3f7f_f1/'>_HPBf_PBfJ/'H :

Por tanto, )
| Psf — Psfi||” <2(Psf. f—fi).

Recordando que f — f} = 2&;a;1); , obtenemos :

Ei(Ppf ;) >

|Pof = Pofy]
4aj ’
y usando que

i (Paf ) <1 (Paf,v5) | = [ (Ppf,5) |

ya estaria probado el resultado. |

Una vez estan todos los preparativos listos, comenzamos con la prueba del caso
L>®(A):
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| Teorema5.1. Sean X = L>®°(A), H = L?(A), siendo Sea A un espacio métrico ym
una probabilidad en los Borel de A. Sea ahora {1;} un sistema de vectores verificando

la condicion de Bessel:
1
3
2
‘ = (Z Cj) ’
2 J

/ [y dim > B> 0. (5.1)
A

Finalmente, supongamos {a;} una sucesion positiva verificando que Zj ajz = 1. Enton-
ces, existe F' € X tal que, para todo j, se verifica (F, ;) = UA Fi, dm} > a;. Ademas
podemos conseguir que

Z cj¥;

J

asi como la condicion:

16

[Flo < ik

Observacion 5.2.  La condicion (5.1) se obtiene de manera anéloga a condicién (4.1),
pues, aunque no sea cierto que el dual de L' se isomorfo a L™, si sabemos que se
puede inyectar en el mediante la aplicacion T : L>(A) — (L'(A))* dada por

f=T(g) = / fg dm, paratoda g € L'(A).
A

Demostracion. Como vimos en el capitulo anterior, a cada eleccion de signos ¢ le
corresponde una serie f. convergente en L*(A) verificando ||f.|, < 1. Sea s > 0,
entonces denotemos B = sBpe(4) (denotando By (4 la bola unidad de L>(A)).
Para cualquier f € H la proyeccion ortogonal Pp f puede ser facilmente calculada
siendo:

—s, sif(t) < —s

(Pef)(t) = f(t), si—s<[(t)<s.
S, si f(t)

Veamoslo, denotamos h(t) a nuestro candidato, es decir, a la proyeccion en el intervalo
[—s, s]. Sea g € B cualquiera, entonces se tiene que
— s < ¢g(t) < s, comprobemos que se verifica

|f(t) —g(t)] > |f(t) — h(t)|, paratodot € A.

Vamos con el primer caso, supongamos que f(t) < —s, entonces se verifica

[f() =g = [f(t) + 5| = lg(t) = h(D)],
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obteniendose asi que la proyeccion toma el valor —s. Vayamos al segundo caso, si
—s < f(t) < s se tiene directamente f € B, luego no hay nada que probar. Final-
mente, como tercer caso supongamos que f (t) > s, entonces se verifica

[f() —g@O)] = [f(t) = s[ = [f(t) = h(B)],

obteniéndose asi que la proyeccion toma el valor sy, efectivamente, Pp f = h.
Si tomamos de nuevo [y f/,y denotamos E = {t € A : |f(t)| < s,|f}(t)| < s} por
la expresion anterior obtenemos, recordando el valor de f — f!, que

HPBf—PBf]/-H2=/\f(t) |2dm>/\f (t)]* dm > 4a; /wz dm.
A
Si ahora usamos la desigualdad de Chebyshev:

m(A/E) =m({t € A : |f(t)] = 5,6 |fj(t)| = s})
<m({te A [f(OF +|[OF = s*})

]' /
<5 [ IFOF +150F an
1
(013 + 1£115)

52
2
<2

S .

IN

Por otro lado si m(A/E) < %2, entonces aplicando Cauchy-Schwarz a las funciones

19| ¥ X4/, obtenemos:

i g 5
/A/Eleldm<mA/E (/w dm) §2
(pues [[¢)y]], < 1).

Teniendo en cuenta que ||.||; < ||.||, en espacios de medida menor o igual que 1:

[uzam= ([ wan) =2

En efecto, pues por la condicion (5.1):

[ twsldm = [ 1ol dm / wldn> [ |oldn-525-5=".

DO I
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En definitiva, hemos llegado a que, si tomamos s = %, entonces m(A/E) < S% < %2
y por tanto

™

1P ~ Pofjl” , Ao Jpidm 52

P, N>
(Pt v 2 4a; =7 4q; 4"
Tomando F' = %PB f verifica las condiciones del enunciado, pues ademas, como
= %yPBf € sBp~, se tiene que || P || < porlo que ||F|| < 16 : |

A partir del Teorema anterior, usando un razonamiento analogo al usado en la
observacion 4.7, podemos resolver el problema del soporte para L>°. Ahora, una vez
resuelto el caso L™ lo siguiente seria plantearnos si podemos extender esta solucion
al caso de las funciones continuas acotadas. Esto se resuelve en el siguiente Teorema:

| Teorema 5.2. Sean X = Cy(A), H = L*(A), siendo A un espacio métrico con m
probabilidad en los Borel de A. Sea ahora {1;} un sistema de vectores verificando la
condicion de Bessel:

1
2
2
S| < (X4
j 5 j
asi como la condicion (5.1):

Finalmente supongamos {a; } una sucesién positiva verificando que ) _; a3 = 1. Entonces
existe G € X tal que, para todo j, se verifica (G,v;) = UA G, dm‘ > a;. Ademas,

podemos conseguir
16C

00—63

siendo C' > 0 una constante positiva que no depende de {a;}.

1G]]

Demostraciéon. Como antes, consideramos {a;} una sucesién positiva verificando
que > a7 = 1y Pgf € B = sBpe, con s = %. De nuevo {f.} es un compacto,
y por tanto lo es { Pz f.}, todo esto en la topologia de L?. Puesto que estamos en un
espacio métrico, sabemos que en la topologia dada por la métrica se tiene que sBg, (4)
es denso en B, luego, dado 6 > 0, podemos encontrar un coleccion finita de elementos
g1, .-, gn € sBg,(a) tales que, para toda eleccion de signos ¢, el elemento Pg f; esta a

una distancia de a lo sumo 0 de un elemento g,, € {g1, .., gn }, veamos esto:
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Tomemos el recubrimiento formado por las bolas de radio g centradas en las funciones
de L? con norma menor que s. Entonces, por compacidad:

N
)
(Pof} € | Bl 5) congh, gy € L2(4),
n=0

Ahora, como también se tiene sBg,(4) es denso en sBj2(4), por densidad, para cada
gh,, existe g,, € sBea) tal que [|g), — g ||y < 2, luego por la desigualdad triangular
g1, ---, gy verifican lo deseado.

Sea ahora B(9) la envolvente convexa del origen (en este caso la constante cero) y
de las funciones g1, ..., gn. Entonces, B(4) es un conjunto estandard para todo 6 > 0
y se verifica que, al ser sBg,(4) convexa, por la definicion de envolvente convexa :
B(d) C sBg,a) C B.

La principal ventaja de trabajar con B(¢) en lugar de s B¢, (4) es que es un subespacio
cerrado en la topologia de L? . Por construccién tenemos que cada funcion Pg f. esta a
una distancia de a lo sumo ¢ de B(¢) . Reparando algunos ¢, , analogo a como hicimos
antes, consideramos el par de funciones f = f. y f; = f—2¢;a;1; . Tenemos entonces
que, por la desigualdad triangular y sobreentendiendo la norma como la norma 2:

|Paw)f = Pow fil| = | Pef — Pofjl| — | Pee)f — Pofl| = | Pee f; — Pefi| -

Como hemos visto antes, el primer término de la derecha es al menos 3a;. Si ahora

aplicamos el Lema 5.2 junto con que || f]|, | f]’H < 1, llegamos a que los otros dos
2

p%a? .
se mantiene que:

términos no exceden /26 . Por tanto tomando ¢ < =

| Pss)f = Poe)fi]| > gaj

A continuacién introducimos una sucesioén d; — 0, y definimos el funcional
¢ : H — R dado por la formula:

d(f) = z; k:(k:;jtl)%(é’“)(f)'

0
k=

Veamos que este funcional es continuo:
Primero notemos que cada uno de los sumandos que forman la serie son funcionales
continuos. Ademas, si || f|| = 1, se tiene que

Poeol = [P = IIf = Peeyll* < IfI17 =1,
por tanto, tomando supremo, llegamos a que ||Pps,)|| < 1 para todo k y toda f, lo

cual implica que

|0 < mern
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Al ser )2, m < 400, aplicando el criterio M de Weierstrass obtenemos que
&(f) es continuo.

Por ello, de nuevo por compacidad, existe una eleccion de signos £ que maximiza
?(f.). Sean f = f-y fi = f — 2a;1; . Entonces por alcanzarse el maximo en f,y
usando el Lema 5.3:

0<O(f)—D(f) <) %[%Psmf, f= 1) = | Poof = Poen £l

entonces F es claramente continua porque, si recordamos que B(d) C sBg,(a) :

1 s
'WPB(ak)(f)‘ < m,

y al ser > 7, m < 00, por el criterio M obtenemos la continuidad, pues cada
sumando continuo.
Ademas se cumple:

;kk—i—l (Ppeof>f = 15) = | Peeon f — PBéka

> 1
2(F, 285a510) = > WET D) 1P f = Pooo £

oo Rk +1)
Por ello:
1 oo
&(F ;) 24—2 7y 1Ppe0f = PoofiII-
Pero por el Lema 4.2 :
> 1 /12 1 B, B
kz:; m HPB(6k)f - PB(5k)fjH = 22 p k(k+1) 1Y = 4k(a;)

k:dp< 32

<donde para todo a > 0, k(a) se define como el menor de los indices k tales que 0, <

32

2

B2a >
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Usando las anteriores deigualdades y tomando valor absoluto llegamos a que, para

todo j:
2

| (F ) | > 6

k(az)

Como . puede tender a cero tan rapido como queramos, k(a) es simplemente una

(5.2)

funcién decreciente arbitraria que toma valores en {1, 2, 3,4, ...} y que tiende a +0c0

. .7 aq .7 .
cuando a tiende a 0. Por tanto la sucesion {Wj)} es una sucesiéon de nimeros po-
B
j

sitivos que, denotando b; = a—), verifican ) | ; b? < 1, veamos que esto es suficiente

i
k(a;
para probar el Teorema:

Sea {a;}; una sucesion de niimeros positivos verificando > a? = 1, entonces, como
vimos en el Lema 3.3, existe una sucesion {b; }j de numeros naturales y tendiendo a
P 2 ' 27,2
infinito, tal que {a;b;} € [*(Z). Normalizando podemos suponer que > _; a;b; < 1.
Siguiendo entonces el razonamiento anterior para esta nueva sucesion, llegamos por

(5.2) a que:
2

a;b;
| < 71/}J> | - 16 k:(ajbj)

Pero como podemos elegir los d;, de manera que decrezca arbitrariamente rapido, po-

(5.3)

demos conseguir que k(a;b;) < b;, obteniendo por tanto que:

2 a:b ﬂQ
Fo)| > 29 >
[(F v | 2 16 k(a;b;) ~ 16

Recordando que s = %, conseguimos que:

- 2 C
1l <>+ < =
p k(k+1) — p?

Luego si tomamos G' = é—gF , entonces GG da solucion a nuestro problema por (5.3), y
verifica que ||G|| < 1%}. |

De nuevo con una razonamiento analogo al expuesto en la Observacion 4.7 resol-
veriamos el problema del soporte para el caso continuo.
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En este capitulo buscaremos solucién a nuestro problema en otros espacios de fun-
ciones, basandonos en las ideas de la demostracion que dimos del teorema de Kahane-
Katznelson-de Leeuw. Sobre todo nos centraremos en el caso del espacio A(T) y co-
mentaremos el caso U(T). Empecemos definiendo los espacios en los que vamos a
trabajar.

| Definicion 6.1. Dado 1 < p < oo, se define el espacio HP(T) como
HP(T) = {f e L»(T) : f(n) =0, para todon < 0}.

A los espacios anteriores se los denomina espacios de Hardy, en honor al mate-
matico britanico Godfrey Harold Hardy (1877-1947).

| Definicion 6.2.  Se define el espacio A(T) como
A(T) = {f € C(T) : f(n) =0, para todon < O}.

Como primeras propiedades de estos espacios, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 6.1.  Se tiene que :

a) HP(T) es cerrado en LP(T), por tanto es un espacio de Banach con la norma
||.||,- En particular, H%(T) es un espacio de Hilbert con el producto escalar de
H?(T).

b) A(T) es cerrado en C(T), luego es un espacio de Banach con la norma ||.||.

Demostracion. Empecemos por b), sea {fi}, en A(T) convergiendo a f en norma
||-||co- Bastara ver que, dado n < 0, se tiene f(n) = 0. Entonces por la convergencia
uniforme:

-~ 1 [2 , 1 2 '
fn)y==— [ f@We™dt=1lim — [ fo(t)e ™ dt = lim 0= 0.

2 0 k—oo 270 J, k—o0
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o~

Para a) de nuevo bastara ver que, dado n < 0, se tiene f(n) = 0. Como |e~"™| = 1

5

por la desigualdad triangular

~ 1

21
Fool < 5= [ 1ronae =171 < 01,

De donde deducimos que si { fi }, tiende a f en norma p se tiene que {fk(n)} con-
k

verge a f(n), y por tanto si { fi }, esta en H?(T), entonces f(n) = 0 al ser este limite
de un sucesién nula. |

| Definicion 6.3.  Se define el espacio A(D) como el espacio de funciones f : D — C
verificando que f es analitica en D, y f es continua en D. Este espacio también es una
espacio de Banach con la norma infinito.

Lema 6.1. Dada f € A(D), si definimos f, : 9D — C dada por f, = f(re"), se
cumple que f, converge uniformemente (cuando r — 17 ) a f en OD.

Demostracion. Por ser D) un espacio compacto, tenemos que f es en realidad unifor-
memente continua, luego dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que si z,w € D verifican que
|z — w| < 4, entonces se cumple que |f(z) — f(w)| < e. En particular, dado ¢ > 0,
existe 1 tal que para todo r > 7 se verifica |re’ —e*| < § paratodo t € R,y en con-
secuencia, para todo r > ry obtenemos que |f(re®) — f(e)| < ¢, paratodot € R,
de donde se desprende la convergencia uniforme. |

En la siguiente proposiciéon veremos que podemos identificar a los espacios A(T)
y A(D) mediante isometria:

Proposicion 6.2. Definamos el operador 7' : A(D) — A(T) como T(f) = fion,
entonces se verifica que 7' es una isometria biyectiva.

Demostracion.  Por continuidad, tenemos que
T(f)(e") = fiap(e") = f(e") = [l fre®)

Si de nuevo defino f,.(e") = f(re'), al ser f analitica en ID, también lo sera f,., y como
consecuencia podemos escribir

)
fr<6it) _ Z amrmeimt
m=0

(donde a,, denota el m-ésimo coeficiente de Taylor de f, ).
De aqui, usando la unicidad de los coeficientes de Fourier, obtenemos que

—~ {0, sim <0

amr™, sim >0
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Por tanto, como f, converge uniformemente a f por el Lema anterior, llegamos a que

T(f)(m) = lm_f,(m) =

r—1—

— {07 Slm<0

. )
m, Sim >0

y por tanto 7" esta bien definida.

Veamos que es sobreyectiva: Sea f € A(T), tomamos f = wu + iv, y abusando de
notacion definimos P[f] = P[u] + iP[v], ( donde entendemos P[u]y P[v] como las
integrales de Poisson asociadas a la parte real e imaginaria de f ). Entonces, tendremos
que

P = 3 fm)am + 3 f(—m)zm,

Pero como f € A(T), todos los términos de la segunda suma son cero, y por tanto,
P[f](z) define una funcién analitica en I, luego si defino si defino

F(Z):{P[f](z), S%ZGD |
f(=), siz e dD

entonces F' € A(D), y verifica que T'(F') = f.

Para la inyectividad, si existieran f, g € A(D) con T'(f) = T'(g), entonces se verifica-
ria que (f — g)jap = 0, de donde gracias al Principio del médulo maximo obtenemos
que (f —¢g) = 0en D, y por tanto se tendria f = g.

Finalmente el hecho de 7" es isometria lo obtenemos de nuevo del Principio del médulo
maximo, pues dada f € A(D) se verifica que:

1Tl = sup | F(2)] = sup ()] = 11

zeD

Observacion 6.1. La proposicion anterior justifica el hecho de que denotemos por
f(m) tanto los coeficientes de Fourier de f como los coeficientes de Taylor.

| Definicién 6.4. Llamamos U(T) al espacio de todas las funciones en T tales que las

-~

series Do f(n)2" y D2, oo f(n)2" convergen uniformemente . Se tiene que U(T) es
un espacio de Banach con la norma

Iflly = sup {

kJl€Z;l<k;zeT

IO

Queremos resolver el siguiente problema:
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Dada una sucesion {a,}, ., verificando que a, = 0, para todo n ne-
gativo, y que ). a> < K, entonces existe G € A(T) verificando:

1. |G(n)| > a,, para todo n.

2. |G|l < CV/K, donde C es una constante que no depende de los a,,.

Para ello, usaremos una generalizacién del razonamiento expuesto en la demos-
tracion del Teorema de Kahane-Kaznelson-de Leeuw:

| Definicion 6.5. Sean H C L?(T) un espacio de Hilbert (con el producto escalar de
L?),y X C H un espacio de Banach tal que la inclusién de X en H es continua. Sea
también {1y}, ., un sistema ortonormal en H. Se dice entonces que la dupla (X, H)

posee la propiedad (¢) (para {{}, ;) si existe Ry tal que, para cualquier sucesion

{an}, e, verificando que (3, ai)% < K, y para cualquier R > K Ry, existen unos

vectores g € X, h € H y un eleccion de signos ¢ = {e,,} para la cual, si definimos

fa = Z 5nanwn7

neJ
se verifica:
1. f.=9g+h.
2. |lgllx < R.

5. 1Al < Kw(R/K).

Siendo w : [0, +00) — [0, +00) una funcioén no creciente, verificando
limy oo w(t) = 0, y tal que existe una sucesion de niimeros positivos {c, } -, estricta-
mente creciente y con lim,,_, ., ¢,, = 400, para la cual se cumple:

oo
wlc
S e (cn)
Cn
n=0

| Teorema6.1.  Supongamos que la dupla (X, H) posee la propiedad (¢) para {1, }
Entonces existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion {a,}

< +o00. (6.1)

neJ:

nel de nimeros

positivos y de cuadrado sumable, existe G € X de manera que

1. | (G, ¢n) | > an, para todo n.
2. |Gllx < C (32, an)*
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Demostracion. Como w verifica (6.1), podemos encontrar {cj} tal que ¢; > Ry
para todo j y tal que

i Cj+1W(Cj> <

C .
j=0 !

N | —

Veamoslo:
Como las ¢; de la definicion tienden a infinito, y verifican (5.1), existira j, tal que, para
todo j > jo, se verifica que ¢; > Ry y que

i crw(e) _ 1
c; 2’

j=jo J

por tanto basta reindexar y considerar ¢; como ¢ ;.

Vamos a construir dos sucesiones {d;},” y {n;},_,, que mediante razonamiento in-
ductivo, nos llevaran al vector GG buscado.

Defino por un lado dy = (2¢9) ™%, y djp1 =

wc(jcj para j > 0. Por otro lado defino

o = 0,y nj+1 = d;c; para j > 0. Entonces 1,2 = CJ“—(])
tanto se verifica:

paraj > 0ym = 5 1. Por

= = ciw(c; 1 1
770+771+772+"':771+Z77j:771+z%_(])<§+§:1‘
j=2 §=0 J

Ademas, como se cumple que

C wlcC
Zcﬁ—ldﬁ—l—z cjw(cs) < +oo

C.
j=0 J

y al tender los ¢; a infinito, por la condiciéon necesaria de convergencia de series nui-
mericas debe ser lim;_, o, d; = 0. También, como ¢; > Ry, se tiene que 7,1 > d; Ry.

Dada ahora una sucesion arbitraria {a,}, ., de niimeros positivos y de cuadrado su-
mable, multiplicando por constante podemos suponer que

neJ

Entonces encontraremos G € X verificando que

Gl <D g
j=0
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Y que
| <Gv¢n> | Z (1 - an> Qp,
§=0

con lo cual el teorema estara probado. Para ello construiremos por induccién tres
sucesiones de vectores : {Fj};’io y {Hj};io sucesiones en H y {Gj};io sucesion en
X, tales que Gy = 0, F; = G; + H; para todo j y cumpliendo:

L[ (Fjba) | > (1= f;zo Mk )Gn, para todo j > 0.
2. |G; — Gj|lx < nj, paratodo j > 1.

3. ||Hj||H < dj.

4. H; puede representarse como H; = g; + h;, donde:
lgillx < mj
Aslly < dgo (%2)

Una vez hecho esto nos bastara tomar G = lim;_,,, G; (limite en el sentido de la
convergencia en X , que es garantizada por la condicion 2, pues como se verifica que
> 1n; < 400 obtenemos que la sucesién {G, };io es de Cauchy. Entonces tendremos
1Gllx < >252¢7;> de nuevo por la condicion 2 y el hecho de que Gy = 0, ya que,
usando la suma telescopica:

lim G;

j——+00

Gl = ]

X

> Gi—Gin
j=1

<Y G =Gl £y
j=0 7=0

Por 3, como los d; también tendian a cero, deducimos que la /; converge a cero en /.
Si usamos ésto junto con la igualdad F; = G; 4+ H; obtenemos que lim;_, 1, F; = G,
con lo cual, directamente de 1 conseguimos que

[(Gon) | > (1~ Zﬁj)@n,

y por tanto G es el vector buscado.

Construyamos entonces dichas sucesiones. Primero supongamos j = 0, tomamos
entonces Fy = Hy = >, _;€,a,0y,. Esta eleccion existe debido a la propiedad (4)
para R = 1, y K = dy. Entonces las propiedades 1 y 4 se sostienen obviamente
para j = 0. Ahora supongmos que para algin j tenemos ya construidos vectores
F;,H; y G verificando las Propiedades 1 y 4. Por 4 tendremos que H; = g; + hj,
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con ||gilly < sy [l < djw <T’Jd“> Pongamos G;;1 = G, + g;, entonces

tendriamos obviamente
|G — Gillx = g5l x < njsa,

es decir, 2 se cumple para j + 1. Asi obtenemos la forma de construir todos los G; a
partir G.

Para construir los H; echemos un vistazo a los conjuntos, que se basan en la idea de
los m malos:

P={neJ [(Gin¥)|>a(l=n— .. —m1)} yQ=J\P.

Por hipétesis de induccion se cumple 1 para todo n, luego en particular para cada n
en () tenemos:

| <Fjawn> - <Gj+1awn> ’ > “ <Fj7wn> | - ‘ <Gj+17wn> ‘ > anTlj+1-

Como F; — Gy = F; — Gj — g; = Hj — g; = hj, la Gltima desigualdad nos da que,
usando la igualdad de Parseval:

Zai Z’ jﬂﬂn |2<_Z‘ ],% |2 1Hh HH

neqQ J+1 neqQ Mi+1 ey J+

Por tanto .

2

1
2
(z ) < Ll
neQ Nj+1

Pongamos H;, = ZnEQ €n2a,(1 —no — ... — nj41)¥n, donde la eleccion de signos

e = {e,} se realizara de forma especial, y sea F;;1 = G;41 + H;1. Entonces, sin
importar la eleccion de signos tomada, se tiene que, por la condicion de Bessel:

3
[Hjsilly <2(1—n0 — .. = mj41) (Z ai) :

neR

Usando la desigualdad anterior, junto con las propiedades de /;:

1
[ Hjally <2(1—mo — ... — 77y'+1)77,+1 17l
J
1
<201 =m)—Ihlly
77g+1
1 Tj+1
§2(1—771) dw( J )
N1 0\ d

_wle)
= = Gjt1.
Cj
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por la definiciéon de los 7;. También sin importar la eleccion de signos se mantiene,
paratodon € J

| <Fj+1,¢n> | > ap(l—my— ... — 77j+1)-

En efecto, sin € @), por definicion:

| (Fir1, ) | = [(Gja1s¥n) + (Hjr, ) |
> | (Hjt1,thn) | = [(Gjis1, ¥n) |
> 2a,(1—m9 — . = Mjp1) — (L —mo — oc. — Mj1)
=a,(1—no — ... —Mj1),

ysin ¢ @, debido a la definicién de H; 4, por ortogonalidad se tendria (H;1,v,) =
0, lo que implica que:

| (Fit, ¥n) | = [{Gj1, V) + (Hjgr, V) | = [{G 11, ¥0) | 2 an(1 =m0 — .. = mj41).

Por tanto, s6lo quedaria elegir los ¢; de forma que se verifique 4 (reemplazando j + 1
por j) lo cual es posible por la propiedad (#) usada para R = n;2y K7d; 1. |

Por tanto para resolver nuestro problema bastara ver que la dupla (A(T), H?(T))
verifica la propiedad (#) para {¢™'}, ..

Observacion 6.2.  Veamos que podemos suponer que > . a2 = 1 a la hora de probar
la propiedad (#):
Supongamos existe R tal que, para cualquier sucesion {ay},,. ; verificando que

" ai = 1, y para cualquier R’ > R, existen unos vectores g; € X, h; € H y un
eleccion de signos ¢ = {¢,, } para la cual, si definimos

fs(t) = Z 5nan¢m

neJ

se verifica:

1. fs =01 -+ hl.
2. ||91||X <R.
3. ([l < w(R).

1
Entonces, sea ahora {a, },, . ; verificando que (}°, a2)? = K, donde K > 0, entonces

se verificara que ) j (%)2 = 1, luego si R verificara que R > K Ry, se cumpliria
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que % > Ry, luego tomando R’ = % > Ry en la propiedad anterior obtendremos
facilmente que:

Zgnanwn = Kgl + Khla

y definiendo g = K¢, y h = Khy se verificara que :

1. f.=9g+h.
2. ”gHX <R.
3. |h||ly £ Kw(R/K) .

En el capitulo 2, gracias a la observacion 3.9, vimos que, dada {a,},;, y dado
i > 0, existia una eleccion de signos € = {¢,, }, tal que:

Z Enane™ = g+ h,

nez

con ||g|l.. < py 12|l < w(u); donde w(p) era del orden de e~°V#, con § > 0. Veamos
si podemos extender un poco éste resultado:

Proposicion 6.3.  Dada {a,}, ., con >, a2 =1,y dado s > 0, existe una eleccién de
signos ¢ = {&,}, tal que se puede descomponer la funcién f. = >~ ,a,e™ como
fe =g+ h,donde g € C(T) y h € L*(T), con

glleo <5, [[R]]2 < 2w(s)

siendo w(s) del orden de e~V

Demostracion. Sabemos por el comentario anterior que existe una elecciéon de signos
tal que se puede descomponer f. = ¢; + hy, dnde g; € L®(T) con ||g1]|oc < sy
hy € L*(T) con ||hy|]2 < w(s). Seaahora { Fiy } la sucesién regularizante formada por
los nucleos de Féjer. Tomamos Fly * g1, entonces la funcién definida por la convolucion
es continua para todo NV, y de hecho, como la norma 1 de Fy toma el valor 1 para todo
N, se tiene:

1FN * gilloo < 1EN g1l = Nlgnll < s
Ademas, como Fy*g converge (en norma 2) a g, existira NV, tal que, paratodo N > N,
91 — Fn * gally < w(s).

Luego
g1 — Fiv x g1 + hally <91 — Fv * gully + [[Pal]y < 2w(s),

por tanto nos basta tomar g = Fy x g1 yh = g1 — Fy *x g1 + hy con N > N,. |
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Nos centramos ahora en probar la propiedad (#). Para ello necesitaremos algunos
resultados previos:
El primero es un conocido Teorema del Analisis Funcional, consecuencia del Teorema
de Hahn-Banach y que puede encontrarse en [9], pagina 59, Theorem 3.4:

| Teorema 6.2. Sea B un espacio de Banach, y sea A C B convexo cerrado, entonces
dado g € B se tiene que g € A si, y solo si, para todo A € B*, se cumple

Re(A(g)) < supRe(A(f)).
feA

El teorema en el que se centrara el resultado es el siguiente:

| Teorema 6.3. Existe una constante C' > 0 tal que si dado A € (C(T))* definimos

Fi(z) = Z A(emt)z"

se tiene, para todo s > 0, y todor € (0, 1):

m ({|Fa(re")| > s, t € T}) < C||>\||

S

Incluimos la demostracion de dicho resultado al final de esta seccidn.
También nos sera util el siguiente teorema de integracion:

Proposicion 6.4. Sea f : T — [0,4o00] medible, sea u(t) := m{s :|G(s)| >t},y
sea ¢ : [0,+00] — [0, 00| una funcién monétona, absolutamente continua en [0, 7]
para todo 7', y verificando que ¢(0) = 0. Entonces se cumple que:

[t pan= [ ) 62

Demostracion. Consideraremos la medida producto, que en este caso coincide con
la medida de Lebesgue 2-dimensional. Definimos, dada la funcion f, el siguiente con-

junto:
Ef={(z,t);x €T, f(zr) >t} CT x [0, +00).

Veamos que Iy es medible:

1. En primer lugar la funciéon 7 : (z,t) — t es medible, pues es simplemente la
proyeccion.
2. Por otro lado la funcién ¢ : (z,t) — f(z) de nuevo es medible, por serlo f.
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3. Por tanto u = ¢ — m es medible, pues es diferencia de medibles
4. Finalmete E; sera medible, pues F; = u~! ((0, +00)), es decir, es la antimagen
de un abierto a través de una funcién medible.

Si ahora dado ¢ € [0, +00) defino
Ef ={z eT;(z,t) € E}

Entonces, por el Principio de Cavalieri, E} es medible, pues £y es medible. Ademas

m(E}) = /TXEf dm.

Por tanto el lado derecho de (6.2) se puede escribir como

400
/0 m(E) ¢ (t) dt,

pues si usamos el teorema de Fubini:

[ unewa— [T o0 [ i = [an [ @ocnn

Como, para cada x € T, se tiene que

1, sif(z)>t

X, (7,1) _{ ;

0, en caso contrario

usando la regla de Barrow (lo cual es posible por la continuidad absoluta) obtenemos:

+o0 f(=)
/0 vi, (2, ) (1) dt = / (1) dt = o(f(x))

(pues ¢(0) = 0).
De donde se deduce el resultado. |

Finalmente necesitaremos el siguiente Lema:

Lema 6.2. Sea G € L*(T), con||G||» < Ry con pu(t) := m{s :|G(s)| >t} <2,
entonces, si 0 < 0 < R, se tiene que

Gy < 26(1 +log(R/9)).
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Demostracion.  De las hipotesis se sigue que, ademas ju(t) < ?—22. En efecto,usando la
desigualdad Chebyshev para la norma 2:

2
Gl
t2

R2
t_2.

u(t) =m{s :|1G(s) > 1) < 12 <

Por otro lado, al trabajar con la medida normalizada, se tiene que 1(t) < 1. Sean ahora
0 < a < b, entonces, usando la proposicion anterior tomando ¢ como la identidad,
tenemos:

Haulz/ooomw i

a b [%S)
:/ u(t)dt+/,u(t)dt—l—/ p(t) dt
0 a b
a b 0 2
e [T [T
0 at b

t2
2
=a+ dlog (é) +i,
a b

luego basta tomara =0y b = RTQ, eleccion posible siempre que § < R . |

Procedamos ya a demostrar el Teorema:

| Teorema 6.4. Existe Ry tal que, para todo R > Ry, y para toda sucesion {a,}, -,
cony., a2 =1, existe una eleccion de signose = {e,,}, tal que se puede descomponer la
funcion f. = >"7°  epane™ como f. = go + ha, donde:

1 go € A(T) con||g2|loc <R
2. hy € H*(T) con ||ha||2 < Dw(R), siendo D es una constante positiva y w(R)
del orden de exp(—6v/R).

Demostracion. Tomando s = v/ R en la Proposicion 6.3, sabemos que existe una elec-
ciéon de signos e = {¢;}, tal que se puede descomponer la funcion f.(t) = > _¢;a;e""
como f. = g + h, donde

1. g € C(T) con ||g||oe < VR.
2. h € L*(T) con | ||| < 2w(V/R).

Sea la proyeccion P : L*(T) — H?(T), como H?(T) es subespacio vectorial, se
tiene la proyeccién es lineal y que, por tanto, Pg + Ph = Pf. = f. € H*(T).
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Ademas como ||P|| < 1, se tiene que || Ph||; < 2w(v/R). Bastara por tanto descom-
poner Pg = g; + hy ,con g; € A(T) y hy € H?*(T), de manera que ||g1||cc < Ry
[1hall2 < 2w(R) .

Denoto Vi = {g € A(T) : llgll, < R}y Vs = {h € HA(T) : [Ih] < w(R)}. Se-
ria sufiente ver que Pg € V; + V5, ya que, como V; es abierto de H*(T) y 0 € V5, se
cumple que

Vi+VaCVi+Va+ Vo=V +2Vs.

Al ser estos conjuntos convexos, usando el teorema 6.2 comprobaremos que, dado
@ € (H*(T))*, entonces

Re(®(Pg)) < sup Re(&(g)) + sup Re(d(g)) = R ||@

geV; geVs

ar T W(B) D] 2y -

Por el teorema de Riesz, existe o € H?(T) tal que para todo g € H?(T) se tiene que
?(g) = (9, ), con ademas ||¢||g2(r) = ||P||(m2(T))+ Defino

F(z) =) &(ei")7.
jEL
Defino tambien , dado r € (0,1) :
F.(e") := F(re") = ZMT”eme.
ez

Como, usando el criterio M, la anterior suma es absolutamente convergente, y
@ € (H*(T))*, obtenemos que

= 0, sij <0
P(eiit)yri, sij>0"
Luego dada g € L*(T), si usamos la convergencia absoluta:

1 2

[ Flremyg() do = (Fr gy =S GG)EG)

21
0 JET

=2 _5()o(e)

= <Z rﬂ'ﬁ(j)e”t) :
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Luego tomando limite cuando » — 17, por las propiedades de la integral de Poisson:

1 [ o .
o | FlreMg(0)do =2 (Z r@(ﬁem) )

pues la proyeccion consiste simplemente en eliminar los coeficiente de Fourier asoci-
dos enteros negativos.

Por tanto, para acotar ¢(Pg) nos bastara acotar los (g, ;) ;. por una cota indepen-
diente de r. Por un lado, por la desigualdad de Bessel:

+o00 00 .
1505 < 312 PIr < 3 [2(e)F =3 I{p.e”) I
Jj=0 7=0 §=0

<3 oo ™) P = llgll2 = [0

JEZ

(6.3)

Por otro lado usando el Teorema 6.3 junto al teorema de Hanh-Banach (existe
A € (C(T))" tal que Aaery = Py [[Mlery = 12l (aery-) vemos que, para todo
r € (0,1) se verifica:

tm ({9 L |FL.(e?)] > t}) < C|P|

Ax -

Buscéabamos que [2(Pg)| < R|?| 4. + Dw(R) [|®| ). Denotemos de nuevo

A= 9| 4- v B := [|2]| 42y, tenfamos entonces, denotando A,.(¢) := F,.(e*), que:
1
lim — [ A.(0)g(0) df = &(Pg).
lim QW/T (6)9(6) (Pg)

Ademas, por (6.3) se tiene que ||A, ||, < B. Veamos ahora los siguientes casos:
e Si2A > B:
Como podemos elegir de forma arbitraria Ry, podemos obtener que:

BQ
P§4§R0§R.

Entonces ocurriria que, por las propiedades de la norma del dual:
[@(Pg)| < BI|Pgll, < Bligll, < Bllgll. < BVR<aVRVR= AR,

y por tanto habriamos acabado.
eSi2A < B:
Entonces aplicando el Lema 6.2:

B B
(P < lall 4, < 44 (14 1og (577 ) ) < VR (4444408 ().
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Distingimos ahora dos subcasos:

* Si 8 log (%) <VR:

En este caso, para R > Ry, con Ry suficientemente grande:

|®(Pg)| < VR (4A + 4Alog (%)) <VR?2 (2A+ gm)

R A
<A+ 2R— an.
=gty

x Si 8log (%) > VR:
Entonces, suponiendo Ry > 16

B 24 B
</ 1)) < 22 ~ ) BVR.
|2(Pg)| < R(4A+4Alog <2A>) <AR+2 5 log (QA)B R

Si analizamos ahora la funcién f(z) = loi’”, vemos que esta decrece para x > e, luego

ajustando Ry, y, puesto que

B VR
- > X2 = >
T 2A_exp<8> x> e,

para Ry suficientemente grande, y tomando un ¢ adecuado obtenemos:

|?(Pg)| < AR+ 2%log (%) BVR < AR+ 2exp <_T\/}_%> \/?}_%B\/E

< AR+ Bexp(—6VR).

Con lo cual tenemos que Pg € Vi + V5, € Vi +V, C V) + 2V4, y bastara tomar
g2o=g—+g1yhs=h + Ph |

Observacion 6.3.  Como tomando ¢,, = 2" y considerando w; = D exp(—d+v/R) cla-
ramente se cumple (6.1), por el Teorema anterior obtenemos que (A(T), H?(T)) posee
la propiedad (#) para {¢™} _,, y sin méas que aplicar el Teorema 6.1 conseguimos
resolver nuestro problema. -

Procedamos con la demostracion del Teorema 6.3, para ello necesitaremos algunas
definiciones y resultados previos:

| Definicion 6.6. Sea \ : C(T) — C funcional, decimos que es real si \(f) € R, para
toda f : T — R continua.

Observacion 6.4. Esta ultima definicién es equivalente a que se verifique

A(f) = A\(f) para toda f € C(T).
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| Definicién 6.7. Decimos ademas que \ : C(T) — C funcional real, es positivo si
A(f) >0, para toda f : T — [0, +00) continua.

Observacion 6.5.  Si f, g son funciones continuas tales que f < g, entonces si A es un
funcional positivo se tiene A\(g — f) > 0, y por linealidad A(f) < A(g).

Observacion 6.6. Como para toda f continua real se tiene que f = (f)* — (f) ", el
espacio vectorial generado por {f : T — R continuas} es el mismo que el generado
por {f: T —[0,4+00) continuas}.

Veamos algunas propiedades:

Proposicion 6.5. Tenemos que:

a) Si es positivo, entonces ||A|| = A(1), donde 1 denota la funcidén constante 1.
b) Dado un funcional A € C (T)", existen \; y ), reales, tales que A = \; +iXy y
1A < [[A[l, para j = 1, 2.

¢) Dado un funcional A € C (T)" real, existen \; y A, positivos, tales que
A==y [l < 1A

,paraj =1, 2.

Demostracion (Idea). a) La desigualdad > es trivial por la definiciéon de norma,
veamos la otra desigualdad. Sea f : T — C continua con |f(¢)| < 1, entonces
existe « € C de mddulo 1 tal que:

AP = aA(f) = AMaf) = A(Re(af)),

pues |A(f)| es real y, por tanto, A\(Im(af)) = 0.
Como

—[[f] < Re(af) < |1l

tenemos que, por monotonia,
M)A Re(af)) < [IFIIAT) < (D),

pues |f(t)] < 1.
b) Defino 3(f) = A(f), entonces claramente 3 sigue siendo lineal y continuo, con

18] = ||\|]- Por tanto me basta tomar
A48 A=
A1 — T y )\2 - 2—2

c) Dada f > 0, defino
AM(f) = sup A(g).

0<g<f
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Como 0 <0< f:
A (f) > A0) =0.

Se comprueba que \; es lineal, Ademas es continuo ya que, si0 < g < f
entonces ||g|| < ||f||, y por tanto

A < [, para0 < g < f.

Luego
M) < (IAHILAL

obteniéndose asi la continuidad y que ||A;|| < ||A||. Defino ahora
Ao = A — A,
que resulta ser también un funcional positivo, ya que como 0 < f < f:

M (f) = A(f)
luego
(A = A)(f) = 0.

Ademas es lineal y continuo, por serlo A\ y A;. Finalmente, como se verifica que

Xo(f) = sup A(h)

—f<h<0

de nuevo se comprueba que || Xs|| < [|A]].

Corolario 6.1. Dado un funcional A : C(T) — C, existen Ay, Ao, A3, A4 funcionales
positivos tales que A = (A1 — A2) + (A3 — A\g) con ||A;|| < ||| paraj =1,2,3,4.

Demostracion (Teorema 6.3). Dada A € (C(T))*, defino

Fix(z) =) Aeit)z".

J=0

Como hemos visto previamente, podemos descomponer
F\ = (F\1 — Fxo) +i(Faxs — F),

con los A, positivos, y de norma menor o igual que la de A. Entonces se tiene que:

4
{0 :|Fa(re”)| >t} C U {6 L Py, (re')| > %} (6.4)
j=1
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Comprobemos ahora que si A es positivo, se verifica:

m{f :|F\(re”)| >t} < %(1)

Si A es positivo, se tiene que ||A||c(r))« = A(1) := A, entonces por la convergencia
absoluta:

Z( A(eiit) rieti? 4 Ae zyt)rj —139>

Jj=1

Re(Fy(re')) )+

N | —

Ahora, por ser A un funcional real, tenemos

Aeiit) = \(eidt) = A(e™V)

luego Re(Fy (7€) = A(h), siendo & la funcién continua dada por:
=142 Zra 90 4 1 Zrﬂ o L Ip g4y 50
2 2

(donde P, denota el nucleo de Poisson, que es positivo).

En conclusién, tenemos que Re(Fy (re)) > 0, esdecir, F : D — {z € C : Re(z) > 0}
con F)(0) = A(1) = A. Cabe destacar que deberemos acotar para t > A, pues la
medida siempre es menor que 1. Fijemos ¢ > A, y tomemos ahora 7" como la trans-
formacion de Moebius tal que:

Asi obtenemos que Tz = fft Ademas como
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vemos que se tiene:

2t

Transformaciéon T’

Entonces tenemos:
m ({0 :|Fa(re”)| > t}) =m ({0 : Re(T(F(re”))) > t}) < %/0 wRe(T(F(reia)))dQ

(en la ultima desigualdad hemos aplicado la desigualdad de Chebyshev).
Pero, por el Teorema de la Media:

E /O " Re(T(F(re®))) do — Lre(r(ay = 124 _ 24 24

t tt+A t+A "t

Por tanto se puede concluir que
24
m{f :|F\(re' |>t}<7
y por tanto, por (6.4), en particular obtenemos que, para r € (0,1), y A € C(T)*
cualquiera:

m{0 :|F\(re”) |>t}<%

Observacion 6.7. Parael caso U(T) se puede obtener un Teorema analogo al Teorema
6.2. Para demostrarlo se usaria un razonamiento similar, sin embargo, a la hora de
probar la cotam {6 : |F,.(e?)| >t} < % necesitariamos aplicar el Teorema de
Carleson, que se aleja bastante del nivel de matematicas usado en el trabajo.
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