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1. Introduccidn

En esta nota se presentan algunas posibilidades
de aplicacibn de las técnicas de contorno a los pro-
blemas dinfmicos. El desarrollo hace especial hinca-
pié en la situacibdn estacionaria puesto que es el --
drea en la que tenemos mis experiencia. Ello no sig-
nifica ninguna limitaci6n del mé&todo ya que el uso de
transformaciones integrales es una clara posibilidad
de obtener soluciones transitorias (CRUSE, 1975). Uno
de los ejemplos presentados se refiere al estado esta
cionario de una laja sometida a traccibén ciclica, con
y sin fisuras. El siguiente estd relacionado con el
cdlculo de las impedancias del suelo, necesarias para
los estudios de interaccibn terreno-estructura y, fi-
nalmente, se presenta el efecto de ondas incidentes
sobre cimientos rigidos.

2. Ecuaciones del‘problema

Como es bien sabido las ecuaciones de equili--
brio en elasticidad lineal son:

oij,j + Xi = pl, ces (1)
donde
aij es el tensor de tensiones.
xi es el vector de fuerzas por unidad de

volumen.
u, el vector de desplazamientos.
p la densidad del medio.

'y las derivadas espaciales son simbolizadas por comas



mientras las temporales se representan :con puntos.

La ley de comportamiento viene representada por
las ecuaciones de LAME

cij = Aedij + 2G Eij oo (2)
donde ’

A y G son las constantes elésticas.
0 = div u

1
.= = . . eee (3
eiJ 2 (ul’j + uJ'i) (3)

El conjunto de las ecuaciones anteriores se re-
sume en las llamadas ecuaciones de NAVIER, que utili-
zan como variables los movimientos u:

(A+G) grad.div u + G lap u + X =09 ... (4)

t Y =]

La integracién de (4) conduce, tras la aélicacién de
las condiciones de contorno del problema, a la solu-
cibn deseada.

3. Respuesta temporal

Es posible conseguir una f6rmula de representa-
cibn de la solucibn u similar a la que se utiliza en
teoria del potencial?l

Para ello se pueden sequir dos caminos distin-
tos:

a) Uso de la respuesta a un impulso P(t) actu-
ando en direccifén a en el punto £.

~

£(x,£) = aP(t) & |x - g .. (5)

b) Uso de la respuesta a la excitacibn arménica
Plw). ‘

iwt ... (6)

£(x,t) = P(w) e
En ambos casos la solucibén se refiere al espa-
cio completo debiendo, a posteriori, ajustarse al con
torno particular y a las condiciones en &1 estableci-
das. Para ello es clave la aplicacién de la identidad
dindmica de reciprocidad, conocida en la literatura
(ACHENBACH 1973) con los nombres de BETTI y RAYLEIGH

- Y que establece: .
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Aqui %, f y u son, respectivamente, el vector "trac-

cién""en"el Contorno, el vector de fuerzas por unidad
de volumen y el vector de movimientos de un estado di
nédmico tal que las condiciones iniciales son:

ulx,0) = §
u(x,0%) = ¥ ... (8)

mientras que las primas indican un estado tensional
“auxiliar.

Los asteriscos representan productos de convolu
cibn; asi, por ejemplo, dadas dos funciones g(x,t) y
~hix,t): t
g *h = S/ g(§, t-s). h(§,s) )]
o

3.1. Respuesta al impulso

La respuesta de un medio infinito a un impulso
P(t) localizado en el origen del sistema de coordena-
das:

f = aP(t) S (x) ...(10)

puede obtenerse a través de una representacién de -
HELMHOLTZ. En efecto, si '

f = gradF + rot F¥* ees(11)
la ecuacibn (4) se reduce al par
2 1 1
V% - — $=-—F
c 2 2
P P
2 .
vy - 5 g - Lo e .e.(12)
Cc c o -
s s

En nuestro caso puede demostrarse que:
a

F = =P(t) div Int




a

E‘* = P(t) rot wTT ees(13)

y, tras la sustitucidn

Y= div e =9 2
Y = - rot ¥ v=7 a .. (14)
las ecuaciones (12) se convierten en
V2® _ 1 % = P(;) 1
C C_. 4nxr
P P
2 1 _P(t) 1 «e.(15)
Vo -—> ¥ =—5 ——
Cs Cs> 4mx

é’)
donde C_ y C_ son las celeridades de las ondas P y S,
respectgvameﬁte, del medio.

Las ecuaciones (15) admiten la solucibn:

i- rfep t
g ) L z.?[z‘-(cf re)de - L [ & P(t-e) de
] (-4
4-r/es ¢

- L Pi-z) de
or Pl L |2 Bt~ (Evrfte - T [C #-z)
' ' ‘3 o ... (16)

Usando una descomposicifén semejante del vector
de movimientos:

u = grad ? + rot y eee(17)
es evidente que:
u= Vzg -rot roty = Vz(g-f) + Vzg ...(18)
ACHENBACH usa la notacién:
am u, (x,8)= b, %lo, p(t)] .ol (19)
para expresar (18) mediante (16) cuando la carga se

dirige seglin el eje xk(a=ek). Tras las correspondien-
tes sustituciones: -



%s

- _éé;) & F(t-re)ode +
T g,

xxk P& L -'__. r/g L)+
%[5 2
* .‘_;_é. 4 PHE-L)

S ... (20)
cs r

P(‘t}/ /3-\’X

Las tensiones se obtienen inmediatamente a tra-
vés de la ley de HOOKE, pudiendo representarse como

k
4m oy (x,8) = 8,y lo.p(t)] ...(21)
donde:

{34 Szd!k[21$(tﬂ=_gcs2[5x;>gsxk Sy X 4 S‘k:( +5#x‘ ] _

T'

r3
{c Ple-r2)oe +
¥p
+z[‘ b LA 5% j[}(f L)- (_LI-‘({: )]+
3
+Q~‘fif-'i[2(/c-*> (%) 2e-5)-
rieg

- %[ e( - Fll2¢-5)+& 26-£)]-

- 3g’<|-+ ):P[;t-r-)-"—f(’f- )J

.. (22)
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Si el punto de aplicacifn del impulso se encuen
tra en £, obviamente:

X
4mu, = . |g, P(E)]

k
4moyg = Sy le, p(o)|

r=lx -l

£ = a P(t) §(x-E) . (23)

La sustitucibn de estas expresiones en la rela-
cibn de reciprocidad (7) conduce a la f&Srmula de --
WHEELER & STERNBERG:

it )= é//D [, 7 Cx, 4]~
-pSk[§ 4 Cx, k)] +

17°'éi- /cﬁb Ic§ £ (8]
... (24)

que es vdlida para una situacién inicial de reposo.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y tras

algunas simples transformaciones {(DOMINGUEZ y ALARCON

19 ) se obtiene, tras hacer tender el punto al con-
torno,

<«
v
4mpc u(r,t)= f f IE?'ESYldS dt _+R(r,t) ...(25)
£o=0 ‘8 r e aQ

donde c es una matriz gue depende de las caracteris-
ticas locales de 32 en r, Yy en R se encuentran inte-
grales que dependen de las condiciones iniciales.

El paso al limite estd bien documentado en COLE
et al. (1978).

3.2. Respuesta arménica

Cuando la transformacién de FOURIER se aplica
a las ecuaciones de campo (4) se obtiene:
* .
(C 2-Csz)U; +CZU*. +x*.+w2u. =0 ees(26)
P vy Jegg 3 3

La definici6én del vector traccién es igualmente
v

= g*
Ti* = Oij vj L eee(27)



y la relacibén de reciprocidad se reduce a una forma
completamente aniloga a la estitica, ya que los pro-
ductos de convoluci6n en el tiempo se transforman en
productos normales en la frecuencia. De este modo,
con condiciones iniciales nulas:

A
J T*, u'* 4+ pf fr.u'* = [ T'*k ur4pS £'¥ u*
o - ~ R~ - aqn~ - Q- -

... (28)

siendo posible mediante el uso de la solucibn espe-
cial (') establecer la identidad de. SOMIGLIANA. En
particular se utiliza el m&todo BIEM cl&sico, con la
solucién tipo KELVIN, tal como fue presentado por --
DOYLE o CRUSE.

Escribiendo las componentes a lo largo de los

vectores unitarios e, es posible definir la respuesta

a la carga unidad.

Uy - 2 [gd, - X,y

d o(n.‘o':rs
. w N
T.-&.-O_j—i[( LN 9%

Nap ar %y op
2 dy dZ _¥
(L) -2z %y ]
.s0(29)

donde ¥ y Z son:

y- k(0 Sk, (120)- Z K ()

ket (20 (&T (41



2 para problemas bidimensionales.

Q

o 4 para problemas tridimensionales.

Recientemente, y con objeto de calcular las fre
cuencias propias NARDINI (1982) ha planteado el teo-
rema de reciprocidad para el problema:

2
oijij + W opuy = 0 ee.(31)
utilizando la solucién fundamental al problema esté-
tico lo que implica la aparicifn de una integral de
volumen que, a su vez, se calcula de forma aproximada

4. Discretizacidn

El procedimiento de discretizacién en el caso
estacionario es semejante al de los problemas est&-
ticos, mientras que la solucifn transitoria se obtie-
ne mediante integracién paso a paso.

4.1. Respuesta transitoria

La base del método es la ecuacidn 25. La discre
tizacifn se puede realizar de diversas formas, siendo
la mds sencilla la transformacién de las integrales
en sumas mediante la adopcidn de un intervalo de tiem
po y la hipbtesis de evolucidn constante de las varia
bles b&sicas en escamas selectas del contorno.

COLE et al. por ejemplo toman J nodos en el con
torno y un conjunto {t_=nAt, n=1,...N} de intervalos
igualmente espaciados, a la vez que las hip6tesis:

ulr,t)= I I anlf,t)ujn

] n
v n n
T(r,t)= ¥ I T. (r,t)T. ees(32)
~ i n ] o~ J

con las hip6tesis habituales

u(fi’ tm) =u

"
3

Y
T(Ei' tm) .o (33)

que, al sustituir en 25 conduce al sistema:



FYRER 4
n omo__we oM,
Py T T e R )
j=1,...0
n=1,...N +..(34)

donde

mm
o1/

6o T s 4t
o 6.(2

++.(35)

Debido a las gropiedades de simetria solo es
preciso calcular NJ“ n(Gcleos. .

4.2. Solucibn estacionaria

En ausencia de fuerzas de volumen, la identidad
de SOMIGLIANA correspondiente a (28), (29) y (30) es:

cu =f Utds - [ T.u ds .e.(36)
~P~P g ~~ =~
Sustituyendo:
S R |
ui = N ui
s P |
ti_Nti
ds = |J| at ... (37)

con los significados habituales,

cesy+ 2 [ [ TH7/a)d8 [
A a m;’ s > . la'd
% " \
N ™ K
- S [[uptia] ]
2y 5;, ~

Llmentes



que puede reducirse a un sistema:
Au=Bk ... (39)

donde al aplicar las condiciones de contorno en ten-
siones y movimientos es posible obtener la solucién
buscada. '

Los ejemplos que se muestran corresponden a ca-
sos en que se ha supuesto un valor constante dentro
de cada elemento.

En el caso plano los términos T; depen-
den de las funciones modificadas de Begsel can argu-
mento complejo, K_(z), K (z) y K (z), y de sus deri-
vadas respecto a ¥.

La variable Z es (iwr/cs) 6 (imr/cp).

Los valores de K_(Z) y K,(Z) en la integracién
se han calculado utiliZando su; desarrollos en serie.

En el caso tridimensional se ha utilizado prefe
rentemente el elemento rectangular constante.

En algunos casos bidimensionales se ha desarro-
llado un "elemento singular" que es especialmente --
Gtil en la zona de transicién de condiciones en movi-
mientos a condiciones en tensiones como sucede en el
caso de cimientos rigidos.

Se supone que las tensiones varian en la forma:

1 '
t,= |1+1n(W)|ti ... (40)

y ello implica el célculo de integrales del tipo

1

1
S 1n (T) Uij dx ceo(41)
0

que se han obtenido mediante f&rmulas desarrolladas
por STROUD & SECREST.

En otras ocasiones, cuando aparece una superfi-
cie libre, se ha desarrollado una solucidn compuesta
por dos cargas simétricas (Dominguez, et al. 1982) -
que reducen la discretizacién de la citada superficie.

5. Ejemplos Bidimensionales

El primer ejemplo se refiere al c&lculo de la
rigidez dinfmica de una zapata indeformable, esto es,
las cargas necesarias para producir un movimiento --



arménico unidad de la zapata sin masa. El semiespacio
se considera lineal y eléstico con la posibilidad de
introducir amortiguamiento tipo VOIGT mediante un m6-
dulo G complejo. (Fig. 1)

Fig. 1

Si se utiliza la solucidn fundamental correspondiente
. al espacio completo el contorno a discretizar debe
incluir tambié&n la superficie libre, obtenié&ndose
que, en general, basta truncar la discretizacién a una
distancia relativamente corta para conseguir buenos
resultados. (Véase Fig. 2)

En el caso en que~la cimentacibén descansa direc
tamente en la superficie’se puede obtener una solu-
cifn muy buena sin ningin elemento fuera de la inter-
fase. Puede mostrarse que en este caso todos los tér-
minos que representa la influencia de los elementos
exteriores son 0, excepto los que son responsables
de la influencia de la carga vertical en el producto
A.u horizontal y viceversa. Sin embargo esta influen-
cia es pequefia y usualmente se desprecia en los pro-
blemas de interaccién terreno-estructura cuando ade-
mis se suponen condiciones de tipo sin rozamiento.

En la Fig. 3 se ha dibujado el valor de la rigidez al
giro para una superficie y para un cimiento superfi-
cial en t&rminos de la distancia discretizada y para
una frecuencia de vibracib6n muy baja. la interfase
sobre el cimiento se discretiz6 mediante ocho elemen-
tos y como era de esperar la influencia es desprecia-
ble. Lo mismo puede observarse para frecuencias altas.
En la figura el resultado es comparado con el presen-
tado por JAKUB.

En la figura siguiente se muestran los mismos
resultados para una cimentacién empotrada.
Primero se representa la rigidez al giro pero con un
empotramiento E/B=0.5. En este caso la cantidad de
discretizacibn exterior tiene una importante influen-
cia. El campo discretizado llega a una distancia
aproximadamente doble del tamafio de la zapata. En las
figuras siguientes las mismas curvas se dibujan para
la rigidez horizontal y los valores de la frecuencia
dimensional Ao' La figura 5 muestra la amplitud del



movimiento en superficie libre cuando un movimiento
arménico unidad de frecuencia a_=0.5 se dplica a la
superficie o a una cimentacibdn “enterrada.

como se dijo en el apartado previo se han pre-
parado elementos singulares logarfitmicos para casos

. como el presente donde aparecen singularidades de

tensién en los extremos del cimiento. Dos elementos
singulares en estos extremos permitir&n no solo una
mejor representacifn en la distribucifn de tensiones
bajo la zapata, sino tambi&n buenos resultados para
las componentes de rigidez con respecto a un nlimero
pequefio de elementos de contorno. La tabla 1 presenta
algunos de los valores obtenidos usando elementos sin
gulares comparados al caso donde elementos constantes
normales sirven para modelar la interfase.

Puede verse que con 8 elementos ambos resulta-
dos son muy cercanos, pero cuando el nfimero se reduce
a 4 el valor de la rigidez vertical es mucho mejor
cuando se usan elementos singulares. En la Fig. 6 se
incluyen la distribucién de tensiones bajo el cimien-
to para el caso de movimiento arménico unidad.”)La se-
gunda aplicacién del método de los elementos de con-
torno dind&mico corresponden a un cuerpo finito. Se -
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%fé;“, 2.27 + |2.249 +
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| osi ‘
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TABLA 1.

Flgora ¢ .
TSI ANORMALES
EN LA WNTERF4ASSE .
.trata de una laja cuadrada sometida a cargas dinémicas
y diferentes condiciones de contorno. Las dimensiones
y el material de la placa se muestran en la figura 7.
En la figura 8 se recogen tres de los problemas que -
fueron tratados: 1) placa bajo una traccién uniforme
en dos lados opuestos sin posible movimiento transver
sal; 2) placas bajo una carga uniforme en dos lados
opuestos y libertad en los restantes; 3) placa con -
las mismas condiciones de 2) pero con una fisura trans
versal tal como se indica en 8.c.

La discretizacibén usada fue la misma en todos -
los casos para obtener las mismas matrices A y B. Se
tuvo en cuenta las simetrias y debido a ello solo fue

Flgueq 7
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necesario analizar un cuarto de placa que se discreti-
z6 con 35 elementos constantes.

Debido a las condiciones de contorno del proble
ma niimero 1 s&lo se generan ondas P, Todos los puntos
en una linea horizontal tendr&n el mismo movimiento y
las mismas tensiones y los resultados obtenidos estdn
muy acordes con esta idea. En los restantes casos se
presentan defasajes tal como se indica en la figura.

6. Ejemplos Tridimensionales

De la misma forma que en problemas de interac-
ciones bidimensionales puede aplicarse el B.I.E.M. a
problemas tridimensionales. Es sin embargo ahora don-
de las ventajas del ME&todo son realmente importantes.
El coste de un apdlisis con Elementos Finitos para un
problema tridimensional que incluye a un semiespacio
es muy alto. Debido a ello se han desarrollado otros
procedimientos que usualmente trabajan con la solucibn
de LAMB y son solamente adecuados para cimentaciones
de superficie. En lo que sigue se muestran algqunos re
sultados para cimientos empotrados y superficiales.

Las rigideces din&micas de los cimientos se han
calculado usando elementos constantes rectangulares.
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En la figura 10a y 10b se muestran dos discretizacio-~
nes: una con 64 elementos de contorno para una cimen-
tacibn cuadrada en superficie y otra con 37 elementos,
algunos de ellos en la interfase y otros en la super-
ficie exterior. La primera de las dos discretizaciones
es suficiente para el problema a menos que la frecuen
cia a, sea muy alta.

El suelo se supone lineal eldstico y otra vez
existen hipbtesis simplificativas. Si los dos movi-
mientos horizontales se consideran acoplados pero in-
dependientes del vertical puede demostrarse fdcilmente
que para el caso de cimentacién en superficie no se
necesitan elementos en el exterior de la interfase -
puesto que no influye en los resultados. En el caso
de cimentaciones empotradas es preciso recurrir a --
ellos; sin embargo se pueden obtener resultados muy
buenos con una discretizacifn muy somera.

Para estudiar la variacién de los componentes
rigidos con la frecuencia se expresaron en la forma
tipica: .

Kij (k + 1aoclj)
donde K, es el valor estdtico; ki'ci' son coef1c1en
tes que agpenden de la frecuencia; 3 HJa =uB/C
una frecuencia adimensional; B es el seﬁlanchg de la
cimentacién cuadrada; O el semiancho del lado mis pe-
quefio del cimiento rectangular; Cg es la velocidad de
las ondas del suelo. En las figuras 11 y 12 se reco-
gen los coeficientes correspondientes a movimientos
horizontales de giro. Los resultados que se obtienen
con condiciones relajadas o no relajadas se comparan
con los valores correspondientes a cimentaciones cua-
dradas obtenidos de la cimentacifn cuadrada equivalen
te a la zapata circular; valores estos dltimos obtenl
dos por Veletsos y Wei.

Mostraremos ahora otra aplicacifn del método pa
ra problemas de interaccién suelo-estructura.

A menudo se supone que el movimiento de la base
se aplica uniformemente en todos los puntos del ci-
miento. Esta hipbtesis seria correcta sb6lo para el ca
so de ondas P 6 S que se propagasen verticalmente a
lo largo del suelo y para cimiento superficial. El
efecto de ondas inclinadas en el movimiento del cimien
to da lugar a una diferencia de fase entre los movi-
mientos vecinos y como consecuencia movimientos de gi
ro y de torsién. El problema puede tratarse usando mé
todos de Elementos de Contorno.

La interfase sobre la estructura y el campo ~-
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libre de tensiones pueden discretizarse en la misma
forma que hemos indicado anteriormente. El sistema
de ecuaciones se escribe para movimientos relativos
y las tracciones con respecto a los valores de campo
libre en la forma:

a(A(t-tge)) = Blu-ugg)

donde tggf Yy ugse son los valores del campo libre de las
variables en los puntos nodales.

Considerando que la cimentacidén es rigida todos
los movimientos nodales pueden escribirse en funcibn
de 6 grados de libertad. Por otro lado puesto que no
hay fuerzas exteriores aplicadas se pueden escribir
seis ecuaciones para los grados de libertad y como
las fuerzas resultantes son cero se pueden obtener
las seis componentes del movimiento. Como ejemplo la
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figura 13 muestra la amplitud del movimiento horizon-
tal obtenido para una superficie cuadrada y para una

cimentacibén superficial cuadrada cuando se propagan

ondas Sh con &ngulos 0, 45 y 90 con el eje X. Los re-
sultados se encuentran comparados con los presentados

por Wong y Luco para los mismos &ngulos, usando un

procedimiento numérico muchisimo mis caro. Como se ve

los resultados son muy buenos.
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