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Resumen

El Método de los Elementos de Contorno se ha revelado en los ultimos quince afios como una de
las herramientas mas eficaces (quizas la que mas) para la resoluciéon de problemas de Mecanica de la
Fractura Elastica Lineal. Se presenta aqui un elemento de contorno singular con nodo a un cuarto
que permite evaluar de manera muy sencilla y precisa Factores de Intensidad de Tensién en problemas
tridimensionales de Mecanica de la Fractura. Para poder formular este elemento se ha desarrollado
un procedimiento especifico de integracion que evita de una manera natural las singularidades de
los nucleos de integracién resultando muy sencillo y fiable el proceso de evaluacién numérica de las
integrales. Se han resuelto varios problemas tridimensionales a modo de ejemplo y se comprueba que
los valores de los Factores de Intensidad de Tensién calculados son muy precisos.

1 Introduccién

Los problemas de Mecanic.... de la Fractura han recibido una gran atencion dentro de la ingenieria mecdnica
en los dltimos cincuenta anos. Esto se debid primero a la aparicién de algunos fallos catastréficos como
consecuencia de la propagacion de grietas y mas recientemente a la necesidad de evaluar la progresion
del dafio interno de los materiales para poder garantizar una vida segura lo mds prolongada posible. La
evaluacién de los Factores de Intensidad de Tensién (FIT) en cada situacion es de primordial importancia
dado que este pardmetro es el mejor y mds extendido indicador de un posible fallo.

Existe un numero muy limitado de situaciones en las que se puede obtener la solucién del problema
de Mecdnica de la Fractura por procedimientos analiticos. Por ello se han desarrollado y ext.endido
los métodos numéricos para los estudios de este tipo de problemas. En primer lugar el Método de los
Elementos Finitos (MEF) y mds recientemente el Método de los Elementos d Contorno (MEC). Dentro del
MEF se desarrollaron diversas técnicas y en concreto es de gran importancia la introduccion de elementos
degenerados con nodo a un cuarto para el calculo de FIT. Barsoum (1976) lo formul6 para problemas
bidimensionales, y luego Ingraffea y Manu (1980) para el caso tridimensional. Inmediatamente aparece el
MEC como alternativa para el andlisis de problemas de Mecanica de la Fractura y es Cruse (1978) quien
aborda el problema en mads ocasiones. Blandford et al. (1981) desarrollan el elemento de contorno con
nodo a un cuarto para el calculo de FIT haciendo uso de las ideas del MEF junto con la formulacién
tradicional del MEC y de una técnica de subdominios que permite salvar la dificultad de un contorno, el
de la grieta, que se pliega sobre si mismo. Martinez y Doroinguez (1984) haciendo uso de este elemento a
un cuarto proponen una nueva forma de obtener el FIT directamente como una incdgnita del problema
de contorno. En los iltimos afios se han presentado diversos estudios en los que haciendo uso de la
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formulacion hipersingular del MEC se evita el uso de subdominios y se calculan los FIT de form a precisa.
Deben recordarse aqui los de Portela et al. (1992) y Séez (1995).
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Figura 1: Elementos cuadraticos para problemas tridimensionale s

Los estudios numéricos mediante el MEC antes mencionados se refieren todos ellos a problemas bi-
dimensionales. El MEC para problemas tridimensionales de Mecanica de la Fractura estd mucho menos
desarrollado. Luchi y Rizzuti (1987) desarrollaron en elemento cuadratico de ocho nodos que es utilizado
en combinacion con unas funciones de forma especiales para desplazamientos y tracciones que representan
la evolucion de estos en las proximidades del borde de la grieta. Gangmingy Yongyuan (1988) formul.ron
un elemento a un cuarto para problemas de fractura con geometria circular o eliptica.

En el presente articulo se presenta un elemento de contorno cuadratico con nodos a un cuarto para
problemas tridimensionales de Mecdnica de la Fractura. Se formula el elemento, se introduce una funcién
de forma singular para las tensiones y se desarrolla un procedimiento especifico para llevar a cabo de forma
sencilla y precisa las integraciones sobre estos elementos tanb cuando el punto de colocacién es un nodo
del propio elemento singular a un cuarto como cuando estd fuera de él. Se calculan Factores de Intensidad
de Tension en varios problemas tridimensionales haciendo uso por una parte de los desplazamientos en el
interior de la grieta y por otra, del valor nodal en el borde de la grieta de la representacion de l.s tracciones,
el cual proporciona directamente el FIT. Los resultados obtenidos con el procedimiento propuesto se
comparan con los obtenidos mediante métodos diferentes por otros autores.

2 Ecuaciones basicas

El MEC se plantea en base a una ecuacion integral que puede ser escrita para cualquier punto "i" del
interior o del contorno I' de un cuerpo nen la forma:

cheul, + fr Phuedl = /P wupedl B

"wen

que relaciona las componentes del desplazamiento en el punto de colocacion "i", con los desplazamientos
U y tracciones Pk sobre todo el contorno I', y los desplazamientos uj, y las tracciones pj sobre el contorno
debidas a una carga unitaria concentrada en el punto "i" cuando el cuerpo O se considera parte de un
medio infinito (Soluciéon Fundamental). El término independiente ¢;, = (1/2) 6y para puntos en los que el
contorno es suave. Las expresiones de uj y Pl pueden encontrarse por ejemplo en Brebbia y Dominguez

(1992). Usando notacidon vectorial, la ecuacion anterior puede escribirse como
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donde u son vectores con las tres componentes de los desplazamientos y las tracciones respectivamente
p p
y el, pe y ue son tensores de 3x 3 elementos.
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Figura 2: Subdivisién de un elemento cuadratico para la integracion local cuando el punto de colocacion
estd sobre un lado del elemento

3 Elementos de contorno

El proceso de discretizacion implica la division del contorno I’ del cuerpo nen NE elementos. Un elemento
j contiene NJ nodos de modo que los vectores de desplazamientos y tracciones se representan en un punto
delelemento "j" mediante

D=relst B pErpy (3)
donde u! (3NJ) y pl (3N]) contienen todos los valores nodales en el elemento "j" y es una matriz

(3x3NJ) que contiene las funciones de forma aproximada sobre el elemento "j". Tras el proceso de
discretizacion se obtiene para cada punto "i" una ecuacion:

cu; +f {lp* dr} u =t {if - didt pf . @)
=1 T

s =1 . fi

y para el conjunto de nodos del contorno el sistema
Hu=Gp ©)

donde u y p contienen todos los valores nodales del problema. Una vez aplicadas las condiciones de
contorno, puede resolverse (5) y asi obtener los valores desconocidos de u o p en los nodos del contorno.

El proceso implica pues la division del contorno en elementos, los cuales, en nuestro caso, seran
cuadraticos en su representacion de u y p, con nueve o seis nodos (Figura 1). La geometria es igualmente
cuadrética con una representacion isoparamétrica

x = &x’ ©)
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El elemento tiene definida su geometria, desplazamientos y tensiones haciendo uso de las nueve fun-
ciones de forma cuadriticas que son producto de tres en cada direccién correspondientes al elemento

cuadratico bidimensional (Dominguez, 1993).

LA,

Figura 3: Elemento cuadratico con nodo a un cuarto

En el proceso de formacion del sistema de ecuaciones deben evaluarse integrales sobre los elementos

que son del tipo:

ew= [ wadr= [ / u*® |G| dt, dt, )
By 1Vé2

oW~ [ paar= [ [ preiclad
T; §1 V¢

2

donde J3 es el determinante del Jacobiano de la transformacién de las coordenadas cartesianas a unas
naturales 182 (Figura 1). Estas integrales son calculadas numéricamente con suma facilidad cuando el
punto de colocacién "i" cuya ecuacidén se estd escribiendo no es un nodo del elemento "j". Cuando el nodo
"i" pertenece al elemento "j" sobre el que se estd integrando, los nicleos p* y ue tienen una singularidad
del tipo u*""{:) y p*,.. (—51‘), donde res la distancia al punto de colocacién. La evaluaciéon de estas
integrales singulares er. el caso GW se lleva a cabo mediante una subdivision del elem. nto y posterior
transformacion que hace aparecer un Jacobiano del orden O(r) que anula la singularidad (Fi;,,a 2). La
integracion de HVV, en el caso en que es singular, se evita haciendo uso de la condicién de tensién nula ante
un movimiento de sélido rigido. Se pueden encontrar los detalles de este proceso en Dominguez (1993).

4 Flemento cuadratico singular con nodo a un cuarto

De acuerdo con la Mecénica de la Fractura Eldstica Lineal, en las caras de una grieta y segtin va tendiendo
a cero la distancia al borde de la misma, los desplazamientos que se producen varian con fi, siendo 7 la
distancia al borde. Asi mismo, las tensiones en el interior del material en las proximidades del borde de la
grieta evolucionan como 1/ = Para poder representar adecuadamente estos desplazamientos y tensiones
se ha desarrollado un elemento cuadratico de nueve nodos que se emplea para discretizar €l contorno en
la primera fila de elementos a un lado y a otro del borde de la grieta. El elemento (Figura 3) es de tipo
cuadrildtero y tiene todos sus nodos en un plano. Los nodos 4, 8 y 9 estan situados en linea recta y a
distancia 1/4 entre los 3y 5, 1y 7y 2y 6, respectivamente. Los lados 1, 8, 7y 3, 4, 5 son perpendiculares
ala curva 1, 2, 3, que se ubicara sobre el borde de la grieta. La distancia 1, 7 es la misma que la 3, 5.

Si se satisfacen estas condiciones, existe una relacién entre la variable natural {2 (Figura 2) y la
distancia al borde de la grieta r del tipo:

&=2 (VL) -1 ®
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siendo L la distancia: entre los nodos 1y 7, lo cual es facil demostrar haciendo uso de la representacion
de la geometria (6). Igualmente, en este caso los desplazamientos representados mediante (3) tienen una
variacion con la distancia 7 al borde 1, 2, 3 del tipo:

ui=a + a IVl + a; (/1) )

donde al son combinaciones de valores nodales de Ui

Figura 4: Cilindro con grieta circular. Geometria y discretizacién

Para obtener una ,ariacién de las tracciones sobre el elemento que pueda representar la variacion
que se da en las proximidades de la grieta al cortar el material con una seccién que pase por el borde
se modifican las funciones de forma para hacerlas contener la sin,,laridad del tipo 1/ . Para ello
dividen por (e2 + 1) /2, es decir, por /](7L (véase la ecuacion 8), asi la representacion de las tracciones

sera

p=®p’ (10)
donde & contiene las funciohes de forma modificadas y pi son los valores nodales que ahora no coinciden
exactamente con el valor de p en "j" sino que estin multiplicados estos por el valor en el punto corres-
pondiente de (2 +1)/2 = ,;WZ Asi en los nodos del borde los valores de pi representan diicctamente
(salvo una constante) los FIT. Al haber dividido las funciones de forma por .;;;L, la variacion de Pi con
7, que se puede obtener de (3) en forma similar a (9), sera del tipo

pi=@ (1/ ..ﬁ]f_,)+a;+ a,'(..ﬁ]f_,) (11)

donde (I son combinaciones de valores nodales pi de la representacion de lus tracciones. En particular
gj en lalinea 1, 8, i ({; = -1) coincide con pj. Anilogamente, en la linea 2, 9, 6 (e; = O coincide con
P[ Yen la linea 3, 4, 5 ((1 = 1) coincide con PJJ y como es claro a la vista de (11) con los valores (salvo
constantes) de los FIT.

5 Discretizaciébn de problemas de fractura y calculo de los FIT

El estudio de los problemas de fractura haciendo uso de los elementos antes descritos se lleva a cabo
del si, , iente modo: 1; el dominio en estudio es dividido en subdominios haciendo pasar'una seccién a lo
largo de la grieta, 2; cada subdominio es analizado mediante el MEC y 3; los subdominios son acoplados
mediante condiciones de equilibrio y compatibilidad o simplemente se le aplican condiciones de simetria a
uno de ellos cuando estas condiciones existen (Figura 4). Los elementos emplecados en la discretizacion son
de tipo cuadratico normal salvo los que estdn en contacto con el borde de la grieta. De estos elementos, los
que se encuentran del lado interior de la grieta (traccién nula) tienen simplemente la ubicaciéon de los nodos
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Figura 5 Transformacion de la geometria y posteriores transformaciones para anular ls singularidades
cuando el punto de colocacion es el nodo 2

a un cuarto antes descrita (elementos a un cuarto). Asi los desplazamientos son representados mediante
la ecuacion (9)- Las tracciones al ser nulas, no requieren mas atencién y son representadas también en
la forma general. Los elementos que contienen el borde de la grieta y se extienden hacia el interior del
material cumplen con los requisitos geométricos antes descritos y ademds tienen la representacion singular
de L tracciones (elementos singulares a un cuarto). Estos elementos son los unicos que requieren un
tratamiento especial a la hora de realizar integraciones de la solucién fundamental.

Una vez resuelto el problema de contorno y obtenidos todos los valores nodales de los desplazamientos
y tracciones, los valores numéricos de los FIT son obtenidos haciendo uso de estos valores nodales.

Pueden obtenerse los factores de intensidad de tension directamente de los valores nodales de las
tracciones en el borde de la grieta de manera andloga a la presentada por Martinez y Dominguez (1984)
para problemas bidimensionales. Asi, en el caso de un problema simétrico donde el eje X3 es perpendicular
al plano de la grieta y x2 es tangente al borde, los FfT en un nodo k que estd en el borde de la grieta son

K =95/(2xL); K11 =75+/(2xL) ; K111 = 55/ (27 L) . (12)

siendo pf el valor nodal de la componente i de la traccién en el nodo K en el que se estén calculando los

También pueden obtenerse los FIT haciendo uso de los desplazamientos en el interior de la grieta. Asi,
teniendo en cuenta que los desplazamientos evolucionan con r en la representaciéon del MEC de la misma
forma que en el caso tedrico, no hay mas que particularizar la expresion tedrica de las tres componentes
de u para cada nodo a 1/4 del borde de la grieta e igualarlas a los valores numéricos obtenidos. Asi se
obtienen K1, Ku y Ku 1 para el punto del borde en la perpendicular que se esta considerando. En el caso
anteriormente indicado de problema simétrico,

© 27 7 2n ° 2

Ki=——\/—us; Kjj=——1/ w1 ; Kiir = ——1\/ —

i Sg Al e Ky mee =g gy K = A7

dondep es el médulo de elasticidad transversal del material, v el modulo de Poisson y U el desplazamiento
del nodo a un cuarto del borde.

Up (13)

6 Integracidén sobre elementos a un cuarto singulares

La integracion sobre los elementos no singulares, tengan o no los nodos intermedios a un cuarto, se lleva
a cabo en la forma general; es decir, cuando el punto de colocacién estd fuera del elemento se emplea
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directamente una cuadratura de Gauss. Cuando el punto de colocacién es un nodo del elemento se emplea
también esta cuadratura pero después de una subdivision del elemento en triangulos (Figura 2) y la
posterior transformacién de estos en rectangulos.
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Figura 6: Punto de colocacién en un nodo (4) que no esta en el borde de la grieta

La integracion sobre elementos singulares a un cuarto tampoco presenta dificultad cuando el punto de
colocacion estd fuera del elemento. La singularidad del tipo 1/ VF que existe en las funciones de forma
sobre la linea 1, 2 3 es compens?d por el hecho de que el Jacobiano de la transformacion de cartesianas
a {1, {2 es justamente del tipo 1/ cuando 'f -+ Q Esto ocurre precisamente porque la geometria es la
indicada con los nodos intermedios a un cuarto (véase la ecuacién 8). Cuando el punto de colocacién
es uno de los nodos del elemento singular a un cuarto, la integraciéon sobre este elemento requiere un
tratamiento especifico.

El dominio de integracion es expresado en términos de coordenadas naturales -1 5 115 1, -1 5112 5
ly asi transformado en un cuadrado. A diferencia del caso general esta transformaciéon no es cuadratica
en la direccion perpendicular al borde 1, 2, 3 sino que es lineal (esto es posible dado que los nodos estan
alineados en esa direccién). Para ello, la geometria se representa en términos de funciones de forma
(ecuacién 6) pero siendo ahora

1 1
= n (m—1)(1-m) ;¢ = 9 (1_773) (1—1m) ;03 = %771(711*'1)(1“"12)
P= B =¢9= O (_14)

1 1
5 = i m+1)(1+mn) ;06 = 5 (1-—77%) (L4+m,) ;0, = '2771 (g — 1) (1 +7)

una vez llevada a cabo esta transformacion, el dominio cuadrado es subdividido en tridngulos a partir del
punto de colocacion de la carga. En la Figura 5 puede verse, por ejemplo, el caso en que el punto de
colocacién es el nodo 2. Posteriormente, cada dominio triangular es transformado en un cuadrado donde
dos vértices corresponden al punto de colocacién. Esto se lleva a cabo mediante la transformaciéon

m: = (1= s1) 7 +s1(1 - 52) ] + s1somf (15)
cuyo Jacobiano tiene un valor
dn,dn, .
T, 24s; (16)

siendo A el drea del triangulo y sl la coordenada que mide la distancia al vértice del tridngulo que es
el punto de colocacion_  Asi al ser s1 proporcional a r se tiene un Jacobiano que permite compensar la
singularidad 1/r de la solucién fundamental ui, - La singularidad del tipo 1/./F, siendo 'f la distancia al
borde de la grieta, persiste aun en la funcion a integrar_ En el caso que se estd considerando, el punto de
colocacion estd en el borde y por tanto r coincide con s1_ Para anular la singularidad 1/ VFse transforma
el dominio mediante el cambio
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Figura 7. Prisma con grieta eliptica

81 = S;Z y So = S; (17)
siendo,
dsydsy 0g*
dsidsy ~ !
Este Jacobiano es pues del orden de ,/si "' Itf2 " U Asi, con esta segunda transformacion del

dominio de integracion se anula la singularidad que aun existia. Unicamente resta hacer una traslacion
de ejes para que las variables tengan un rango -1, 1. Para ello se emplean,

e _ (tig D _(ﬁ_j-_l_)

81 y s3 = 2 (18)

Cuando el punto de colocacién es un nodo que no estd en el borde de la grieta, después de la subdivision
existiran tridngulos en los que no existe la singularidad 1/-/f por no incluir el borde de la grieta (Figura
6, tridngulo a). En tal caso la transformaciéon (17) no se lleva a cabo. En otros tridngulos (Figura 6,
tridngulo b), la singularidad 1/-/f estd en un vértice (s1 = 1,s2 = 1) y el cambio debe ser simplemente
l-s1 = (1 - si)*,1-82 = (1- s2)°. Sila singularidad 1/vr estd en un lado (sl = 1) (Figura 6, tridngulc
o) el cambio de coordenadas para anularla debe ser (1 - sg) = (1 - s;)z, & = 8).

Empleando las transformaciones descritas pueden realizarse con una cuadratura estdndar todas las
integrales que incluyen u; sobre el propio elemento. Las que incluyen tj y son singulares, se obtienen
empleando la condicién de traccién nula ante desplazamientos de s6lido rigido.

Notese que en el proceso anteriormente descrito, el dominio de integracién (elemento singular con nodo
a un cuarto) se ha transformado a I} 2 mediante una relacion lineal en % ja diferencia del caso normal
en que esta relacion es cuadrdtica. Este hecho permite que s1, que es proporcional a TP, lo sea también a
r y que el cambio sl = si? tenga un Jacobiano proporcional a ,.ff. Si se hubiera mantenido una relacién
cuadrética de la geometria cartesiana con la variable rj2, esta variable y s/, definida jediante (15), serian
proporcionales a \R y el cambio s1 = si* no tendria un Jacobiano proporcional a j}.l

7 Ejemplos numéricos

Haciendo uso de los elementos a un cuarto y singulares a un cuarto en las filas adyacentes al borde de
grieta por dentro y por fuera de la misma respectivamente, se han analizado diversos problemas.

1.- Cilindro con grieta circular y sometido a traccion.

En la Figura 4 se aprecia la geometria del problema y la malla empleada para discretizar un cuarto
de el mismo. El interior de la grieta es discretizado con cuatro filas de elementos siendo a/b = 0.5y h/b

10
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& Raju (1983
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Figura 9: FIT en modo I a lo largo del borde de la grieta eliptica en barra prismatica

=1. El mulo de Poisson del material es v =0.33. Los elementos en la superficie que contiene la grieta
son cuadraticos normales excepto los de la cuarta fila comenzando por el centro que son elementos a un
cuarto Ylos de la quinta fila que son singulares a un cuarto. El borde de la grieta se encuentra en el limite
entre la cuartay la quinta fila. El resto de los elementos en la malla son cuadraticos normales.

El factor de intensidad de tensiéon K; obtenido mediante el desplazamiento en el nodo a un cuarto
(ecuacion 13) es Kj = 0.7(j..fia, y el obtenido del valor nodal de la tensién (ecuacién 12) es K, =
0.704<T..firo. Ambos muestran una gran precifi,.Sn si se los compara con el teérico (Banks-Sills and Sherman,
1992) K = 0.706cr.,fia,.

2.- Pieza prismatica con grieta eliptica y sometida a traccion.

La geometria de este problema se representa en la Figura 7. Las relaciones entre los lados del prisma
Y las de estos con los radios de la elipse son: a/c = 0.4, a/t = 0.2, ¢/b = 0.1, h/b = 1. El médulo de
Poisson del material es v = 0.33. El prisma se encuentra sometido a una traccion uniforme en las dos
caras extremas mas alejadas de la grieta.

En la Figura 8 se puede apreciar la discretizacion mediante elementos cuadraticos empleada para el
andlisis del problema. Se discretiza unicamente la octava parte del mismo y se aplican condiciones de
simetria. La malla tiene un total de 297 elementos con 902 nodos. Las filas de elementos adyacentes al
borde de la grieta son de elementos a un cuarto, por el interior de la grieta, y singulares a un cuarto por el
exterior. Existen ocho elementos de cada uno de estos tipos a lo largo del borde de la grieta en un cuarto
modelo.

El modelo se ha estudiado considerando varias discretizaciones con elementos a un cuarto y a un
cuarto singular de varios tamafios L en direccién perpendicular al borde de la grieta. En la Figura 9 se
representan los valores del FIT K; para distintas posiciones a lo largo del borde de la grieta obtenidos
con tamafios de elementos desde L/a = 0.0625 a L/a = 0.375. La posicion a lo largo del borde se mide
mediante el dngulo <respecto al eje mayor de la elipse. El FIT en cada posiciéon <se obtiene del valor
nodal de la traccién en el nodo correspondiente del elemento singular a un cuarto (ecuacién 12). Se han
empleado los nodos extremos (1 y 3) de cada elemento ya que este resultado es muy estable respecto
al numero de puntos de integracién empleados sobre el elemento singular cuando el punto de colocacion

1
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esta sobre el. Los resultados de la Figura 9 indican una dependencia muy pequefia con el tamafio de los
elementos respecto a la direccion perpendicular al borde y un buen acuerdo con los resultados de referencia
debidos a Newman y Raju (1983) y que son exactos +3%.

& Conclusiones

Se ha presentado y evaluado en este articulo un elemento de contorno singular especificamente desarrollado
para la resolucion de problemas tridimensionales de mecanica de la fractura. Es un elemento cuadratico
con nueve nodos tres de los cuales estan ubicados a una distancia un cuarto del ancho del elemento del
borde de la grieta. Se emplean funciones de forma que contienen la singularidad 1/..ft a lo largo del borde
la de la grieta. Se ha desarrollado un procedimiento para la integracion sobre este tipo de elemento que
evita tanto la singularidad de la solucién fundamental como la de las funciones de forma permitiendo
¢sto una integracion numérica precisa, sencilla y fiable. Con el elemento propuesto se evalua el Factor de
Intensidad de Tensiones de una manera directa a partir del valor nodal de las tensiones en el borde de la
grieta.

Los resultados numéricos obtenidos para dos problemas tridimensionale s muestran una gran precision.
Son asi mismo estos resultados poco sensibles a la ubicacion concreta de los nodos y la malla empleada.

El elemento desarrollado es muy general, es facilmente incluible en programas ya existentes y cs la
version tridimensional de uno similar para dos dimensiones desarrollado por Blandford et al. (1981) y
Martinez y Dominguez (1984).
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