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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

1.1 Los medios granulares

Un material granular es una coleccién de particulas macroscépicas (es
decir, de tamafio superior a una micra) cuyas interacciones son tipicamente
disipativas. Existen muchos tipos de medios granulares, siendo posible una
caracterizacién de los mismos de acuerdo con el medio que los acoge, el ta-
mafio del grano o su naturaleza. Podemos distinguir entre sistemas granulares
cohesivos y no cohesivos, segiin que los granos tiendan a permanecer unidos
entre s{ 0 se muevan libremente entre las colisiones. Por otro lado, si el medio
intersticial que lo rodea es un liquido, se dice que se trata de un medio gra-
nular mojado, mientras que se denomina seco cuando dicho medio es el aire
o el vacio. En el caso de los medios no-cohesivos, las unicas fuerzas internas
en el material son las repulsivas entre los granos, y su forma viene impuesta
por la del contenedor en el que se alojan, andlogamente a lo que ocurre con
los fluidos. Existen abundantes ejemplos de este tipo de sistemas en la vida
cotidiana: el detergente en polvo, la arena de playa, los cereales, la grava,
muchos productos farmacéuticos, etc ...

Nuestro entorno mas cercano estd repleto de materiales granulares, por lo
que no es de extrafiar que sean profusamente estudiados desde diversos campos
del conocimiento, que van desde la fisica teérica a la ingenieria, pasando por
la geologia o la geofisica, sin olvidar sus diversas aplicaciones en la industria
reprografica, la farmacéutica o la alimenticia. La necesidad de transportar gra-
nos, crear nuevos materiales de construccién, nuevos productos de consumo, o
simplemente de construir contenedores seguros para los materiales granulares,
ha dado lugar a la aparicién de una verdadera tecnologia de polvos [2], basada
casi exclusivamente, hasta hace bien poco tiempo, en el método de prueba y
error.



Capitulo 1. Introduccién y objetivos

Si bien todos estos materiales le han planteado desde su origen proble-
mas cotidianos de todo tipo a la Humanidad, la intervencién de los fisicos ha
sido relativamente tardia. Aunque nombres sobresalientes en la Historia de la
Ciencia, como Newton, Coulomb, Faraday o Reynolds, estén relacionados con
el estudio de la arena o los granos y su caracterizacién, ha sido en las pasa-
das dos décadas cuando el interés por problemas relacionados con los medios
granulares ha resurgido con un empuje enorme, siendo en estos momentos la
fisica tedrica un nuevo foco de actividad en el campo. A ello han contribuido
enormemente la aparicién de modelos simples muy efectivos, v susceptibles de
ser comprobados vy mejorados gracias a la realizacién de simulaciones con orde-
nador. Resulta particularmente atractivo el estudio de estos sistemas debido
a que los ejemplos mas sencillos de materiales granulares muestran comporta-
mientos singulares que, a criterio de diversos autores, la sitiian en una region
intermedia entre el estado sélido y el liquido, segiin que los granos se encuen-
tren en reposo o en movimiento rapido. El campo de estudio es vasto y estd
repleto de gran cantidad de fendémenos tan sorprendentes como complejos, asi
como faltos, en la mayoria de las ocasiones, de una explicacién satisfactoria.
A continuacién presentaremos algunos ejemplos de estos fenémenos y acota-
remos la parte del problema que se pretende estudiar en esta memoria: los
medios granulares secos diluidos no cohesivos. Presentaremos de igual modo
las herramientas empleadas para su estudio. Por un lado, la hidrodindmica
granular, cuya eficacia para la descripcién de gran ndmero de los fendmenos
que acontecen en estos medios la convierten en la construccién tedrica mas
adecuada. Por otro, la simulacién mediante ordenador de modelos sencillos de
medios granulares. Ambas seran aplicadas conjuntamente a lo largo de este
trabajo, primero a un ejemplo sencillo de difusién en un fluido granular, para
posteriormente abordar fenémenos més complejos en sistemas vibrados que
llevan asociados una ruptura espontinea de simetria.

1.2 Breve fenomenologia de los medios granu-
lares

Bajo la, en principio, sencilla apariencia de un medio granular estdtico
existen gran cantidad de fendmenos y comportamientos ciertamente singulares.
Como primer ejemplo bdsico de ello podemos citar el hecho de que en un silo la
distribucién de presién no sigue una ley de tipo hidrostdtico. En un silo de 20
metros de alto y 2 de didmetro, 1a hidrostdtica predice una presién en el fondo
del orden de dos atmésferas (si consideramos la densidad de los granos similar a
la del agua, lo que no es muy descabellado). El valor que se obtiene al medirla
es, sin embargo, unas diez veces menor. Este fenémeno fue analizado por
Janssen [3], quien se dio cuenta de que el peso es transmitido por las paredes

4



1.2. Breve fenomenologia de los medios granulares

.7
Presion

1

Figura 1.1: La explicacién més sencilla a esta distribucién de carga asume
la relacién de las presiones propuesta por Janssen en cada punto del montén
de arena. Esto implica que la carga no se transmite verticalmente, sino en
direcciones privilegiadas. Superponiendo de esta forma las contribuciones de
los granos, se llega a un perfil que no es mdximo en el centro (punto I), como
cabria pensar, sino que tiene la forma indicada con la linea gruesa.

laterales del silo, con la consecuente disminucién de presién en el fondo. En
base a ello, propuso un modelo sencillo, segiin el cual la tensién promedio en
el plano horizontal es proporcional a la tension vertical. En lo que se refiere
al contacto con las paredes, asumié una friccién estdtica. Con ello llegé al
resultado de que la presién alcanza un valor de saturacién en el fondo del silo,
de modo que al ir descendiendo en el grano almacenado, el peso que deben
aguantar las capas inferiores aumenta hasta un valor dado de la distancia a
la superficie, a partir del cual la presién permanece practicamente constante.
Ideas similares, basadas en razonamientos ad hoc se pueden emplear para tratar
de explicar por qué la distribucién de peso en un montén de arena en reposo
sobre una superficie plana no es maxima en su parte central, como cabria
pensar en un principio [4], sino que presenta una distribucién mds compleja,
como se muestra esquematicamente en la Figura 1.1.

Los resultados experimentales parecen indicar que los esfuerzos en un
medio granular se distribuyen de manera muy heterogénea, formando cadenas
a lo largo de las cuales la tensién parece ser particularmente intensa [3, 6, 7).
Esto puede comprobarse de manera sencilla, sin mas que disponer un trozo de
papel de carboncillo en el fondo del contenedor con los granos v medir el drea de
la marca dejada por las fuerzas ejercidas sobre él [8]. Estas redes de tensiones
desempefian un importante papel en las propiedades mecénicas y, sobre todo,
en la manera en que estos medios transmiten las vibraciones sonoras. Los
movimientos se transmiten por contacto entre granos y esta propagacién del

5



Capitulo 1. Introduccién y objetivos

movimiento estd estrechamente ligada a la red de tensiones. Cuando se hace
vibrar al material con una amplitud suficientemente débil los movimientos se
propagan en forma de una leve senal acistica, como ocurre en la mayoria de
los sélidos y liquidos, sin modificacién de la estructura del medio. Pero en
un medio granular, el sonido se propaga mejor a través de las lineas que unen
las particulas en contacto, que constituyen pistas por las que la excitacién
viaja mucho mds eficazmente. Si los granos apenas se tocan, la transmision
del movimiento resulta dificil y la velocidad del sonido es baja. En cambio,
cuando los granos estdn comprimidos, esta velocidad aumenta. Veamos una
llamativa consecuencia de este reparto de tensiones. En un recipiente lleno de
granos, lejos de los bordes y del fondo (es decir, lejos de la zona de saturacién
de la presién), donde los rozamientos son importantes, la presién debida al
peso es mayor al aumentar la profundidad. La velocidad del sonido aumenta,
por lo tanto, con la profundidad. Si se emite una onda acustica en la direccién
horizontal, ésta se propagard mas rapidamente en la parte inferior, por lo que
la onda emitida no tardard en girarse para propagarse verticalmente, creando
un sorprendente efecto de espejismo sonoro [9].

Otro aspecto fundamental de la estdtica de un medio granular es su gra-
do de compactacién o empaquetamiento. Dependiendo del procedimiento que
se use para llenar un recipiente de esferas, podemos obtener diversos grados
de empaquetamiento [10]. Por la naturaleza del sistema, el paso del sistema
de un estado de compactacién a otro sélo puede ocurrir por perturbaciones
producidas por una fuerza externa, por ejemplo sometiendo al sistema a vibra-
ciones. Para describir el estado de compactacién del sistema, se ha propuesto
un formalismo que trata de hacer una descripcién en cierta medida paralela a
la termodindmica convencional [11, 12]. Se desprecia la energia de los granos
(va que los granos no interactian entre si, mds alld del no solapamiento) y se
sustituye el Hamiltoniano por una funcional del volumen. La entropia se define
mediante el logaritmo del niimero de estados accesibles al sistema a volumen
fijo y se introducen otras magnitudes termodindmicas de manera andloga a
como se hace en la termodindmica ordinaria. En particular, en lugar de kg7,
se introduce una temperatura efectiva dada por la compacidad del material.
En estas ideas se fundamenta la denominada termodindmica granular, cuya
justificacién es dificil més alld de proporcionar un tratamiento formal del sis-
tema, especialmente para sistemas reales como un plano inclinado o un sistema
vibrado, en los que el volumen no es sencillo de determinar (sobre todo en las
capas superiores). Si bien el formalismo parece mds o menos intuitivamente
correcto para sistemas densos, es claramente no aplicable en el limite de sis-
temas diluidos, en los que, por otro lado y como veremos posteriormentc, es
posible un tratamiento del tipo de la teoria cinética.

Las caracteristicas fisicas del medio intersticial que rodea a los granos
pueden variar las propiedades del material granular de manera dristica. En

6



1.3. Hidrodinamica de los medios granulares

los medios granulares mojados [13] aparecen fenémenos tales como la licue-
faccion, de los que las arenas movedizas son un ejemplo muy llamativo, o la
dilatacién, como ocurre al pisar a la orilla del mar la arena mojada: la pre-
sién del pie deforma la arena, que se dilata para que el agua escape. La mas
minima presencia de humedad en un montén de arena, permite medir cambios
cuantitativos en el 4ngulo de reposo de un montoncillo de arena que lo hacen
cualitativamente diferente del mismo montoncillo al sol, unas horas més tarde
[14].

Un sistema aparentemente tan sencillo como un montoncillo de arena,
del tipo del que se forma en un reloj de arena al ir cayendo por el orificio,
ha sido propuesta como paradigma de sistema presentando el fenémeno de
criticalidad auto-organizada [15]. Bak y otros autores, trataron de establecer
un paralelismo entre lo que sucede para un angulo préximo al dngulo de reposo
en un montén de arena y lo que ocurre en una transicién de fase de segundo
orden, cerca de la temperatura critica. Para un éngulo muy pequefio, las
avalanchas o fluctuaciones en la forma del montoncillo son microscdpicas, de
la misma manera que las influencias entre los momentos magnéticos tienen un
alcance muy corto en un material ferromagnético a alta temperatura. Cuando
el angulo aumenta, las avalanchas son cada vez mas extensas, similarmente al
aumento del alcance de las correlaciones en el sistema magnético al reducirse
la temperatura. El término auto-organizada, hace referencia al hecho de que el
montén de arena adquiere su dngulo de reposo espontaneamente; situacién que
escapa a la analogia con el sistema magnético, que 1o se sitia por si solo en la
temperatura critica. Se han realizado diversos experimentos para comprobar
la validez de esta analogia, de los que se desprende que el tamafio de las
avalanchas es siempre del mismo orden de magnitud [16]. Esto parece indicar la
existencia no de uno, sino de dos 4ngulos caracteristicos entre los cuales oscila
la pendiente de la superficie de los granos. El montén es efectivamente estable
hasta un cierto angulo méximo ©,,. En cuanto la pendiente rebasa este valor,
bien porque se aflade mas material o por algiin otro mecanismo, se produce
una avalancha que reduce el 4ngulo a un valor menor, el 4ngulo de reposo O,.
Por ello, el comportamiento de un apilamiento de arena no parece ajustarse a
las caracteristicas de un sistema critico y resulta poseer unas propiedades mas
complejas que reducen considerablemente la generalidad esperada inicialmente
para el concepto de criticalidad auto-organizada.

1.3 Hidrodindmica de los medios granulares

Si consideramos ahora los medios granulares en movimiento, su compor-
tamiento es nuevamente profuso en fendmenos y situaciones que los distin-
guen claramente de cualquier fluido o sdlido convencional. Si la diversidad de
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fenémenos granulares mencionados hasta ahora a modo de ejemplo pudiera
parecer abrumadora, no son menos el nimero de los que estdn asociados al
flujo de granos [17]. En esta situacion, se producen fendémenos tales como el
transporte de sedimentos en rios, la formacién de dunas, la caida de grano
en las tolvas y molinos, fenémenos superficiales y movimientos convectivos en
medios vibrados y, por supuesto, la segregacién de sus elementos.

El estudio sistematico de los medios granulares vibrados arranca con
el analisis de los movimientos convectivos hecho por Faraday [18] en 1831,
no habiendo decrecido el interés en ese problema desde entonces. Existen
evidencias experimentales y resultados de simulacién para un medio granular
agitado que muestran que en la zona de frontera entre el medio y el contenedor
se forma una fina capa de granos que se mueve rapidamente, dando lugar a
un flujo convectivo [19, 20, 21]. Esto es muy diferente de lo que ocurre es
un fluido convencional, en el que se puede aplicar con éxito la condicién de
no deslizamiento como condicién de contorno en la frontera. Surge entonces
la cuestién de cudl es la condicién de contorno conveniente para un medio
granular confinado [22, 23].

Cuando el material se agita verticalmente, aparecen movimientos con-
vectivos y, lo que es més sorprendente, de ruptura espontdnea de la simetria
o de segregacidn, en sistemas polidispersos. Esto es ficil comprobar sin mds
que tomar un recipiente lleno de canicas o bolas de diferentes tamanos. Tras
una agitacion del recipiente, podremos comprobar ¢émo, al contrario de lo que
nuestra intuicién espera, obtenemos un sistema perfectamente ordenado, en
el sentido de que sus componentes se distribuyen por tamafios. Este increible
comportamiento, que pudiera parecer curioso pero sin relevancia practica, es
razén cada dia de multitud de problemas para profesionales de empresas en
todo el mundo que deben adaptar sus procesos productivos o la presentacion
de sus productos al caprichoso comportamiento del material con el que tra-
tan [2, 24]. No es de extranar por ello que el nimero de trabajos cientificos
referentes a los medios granulares vibrados se haya disparado en los dltimos
anos y no s6lo en cuanto a la realizacién de experimentos [25, 1, 26] sino en la
formulacién de teorias y modelos que tratan de capturar la esencia conceptual
de los fenémenos observados [27, 28, 29, 30]. La similitud de muchos de es-
tos comportamientos con los de los fluidos, han propiciado el desarrollo en los
ultimos afios de una teoria hidrodindmica granular. Se trata de formulaciones
de tipo continuo expresadas mediante ecuaciones diferenciales, similares a las
de Navier-Stokes para los fluidos Newtonianos [31, 32, 33, 34, 35]. Estas ex-
presiones presentan sin embargo la dificultad conceptual inicial de que en el
medio granular no existe una separacién de escalas tan clara como ocurre en
los gases moleculares [36]. Por eso, conocer las escalas de tiempo y espacio
relevantes es uno de los puntos clave del estudio hidrodindmico de los medios
granulares. Esta problemética se identifica claramente, si la aproximacion a la
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hidrodindmica se hace desde una teoria cinética.

Es bastante claro que un flujo granular denso y compacto no parece ser
ergédico. Pero también los flujos rdpidos diluidos, susceptibles en principio
de una descripcién hidrodindmica, pueden presentar, bajo ciertas condiciones,
inestabilidades tales como la formacién de agregados que dificultan la apli-
cacién de teorias de campo medio. Por si esto fuera poco, los sistemas reales
muestran a menudo ambos tipos de regimenes (compacto y diluido) en distintos
dominios espaciales {37], de modo que una de las cuestiones abiertas es cémo
modelar la transicién de uno a otro estado. Los modelos cinéticos funcionan
razonablemente bien para describir medios granulares diluidos que se mantie-
nen en un estado de movimiento gracias a que se les suministra externamente
energia, por ejemplo, vibrandolos. Todas las magnitudes hidrodindmicas se
consideran compuestas de una parte hidrodindmica que varia lentamente y otra.
fluctuante. Esto se traduce en los modelos tedricos en la llamada hipdtesis de
equilibrio local, por la cual el sistema, aunque globalmente fuera del equilibrio,
admite una descripcién de equilibrio si se considera localmente.

Si bien existen evidencias experimentales sobre la importancia del tipo
de grano en la forma en que el material granular se comporta (38, 39], en mu-
chos de los fenémenos relacionados con el flujo de material granular, el modelo
tedrico mas extendido es el de un sistema de esferas duras (o discos duros, si
el modelo es bidimensional), entre los cuales la tnica interaccién son las su-
cesivas colisiones instantdneas ineldsticas que experimentan al evolucionar en
el tiempo, y en el que se identifican los granos con las esferas. Se intenta con
ello recoger las caracteristicas definitorias del sistema real, como son la pérdida
de energfa en las colisiones y la forma atomistica del sistema. Las colisiones
entre los granos crean fluctuaciones en sus velocidades que son las responsa-
bles del transporte de momento y energia en el sistema. El modelado de la
colisién puede naturalmente modificarse para refinar el modelo aunque, como
es de esperar, un modelo muy realista suele no ser susceptible de tratamiento
analitico.

La validez de un tratamiento cinético de los medios granulares fluidizados
no es aceptada por todos los autores [40]. Una fuente para este escepticismo
surgi6 a partir del descubrimiento del fenémeno de colapso ineldstico en simu-
laciones conducidas por sucesos de material granular [41, 42, 43]. Es éste un
fenémeno propio del modelo de esferas rigidas ineldsticas, por el cual se pueden
llegar a suceder infinitas colisiones en un intervalo de tiempo finito, de forma
similar a lo que acontece con un baldn ideal e ineldstico que botase contra
el suelo: La amplitud de sus rebotes se va atenuando, mientras aumenta la
frecuencia con la que éstos ocurren. El revuelo creado por esta curiosa singu-
laridad que, aunque de cardcter unidimensional, es observable en sistemas bi-
v tri-dimensionales [44, 45, 46], ha decrecido mucho en los dltimos afios, dado



Capitulo 1. Introduccién y objetivos

que se ha probado que desaparece para modelos de la colision mas realistas
[47]. Es opinién aceptada, que el interés fisico del colapso ineldstico es poco
v que se trata de un fenémeno propio del modelo. Desde un punto de vista
préctico, sin embargo, la aparicién de este fenémeno en la simulacién es muy
incémoda, va que se consume gran cantidad de tiempo en unas colisiones que
carecen de interés fisico. Por ello se suele tratar de evitar su aparicién, bien
estudiando sistemas suficientemente diluidos, bien por algin otro mecanismo
[48].

Otras objeciones a una teorfa hidrodindmica granular, apuntan a su in-
capacidad para describir comportamientos singulares que presentan algunos
sistemas teéricos disipativos. La validez de la hidrodindmica, sin embargo, ha
sido sélidamente probada en los dltimos afios y ha servido para explicar no
s6lo fenémenos observados en la simulacién de sistemas ideales [49, 50] sino
resultados experimentales [22, 51, 28]. Ser4 una importante parte de nuestro
trabajo demostrar que los métodos de mecdnica estadistica son muy utiles pa-
ra los medios granulares, aunque existen claras restricciones de aplicabilidad
v deben ser tratados con el maximo cuidado, intentando en todo momento
tener en mente las diferencias fundamentales existentes con los sistemas mole-
culares. Presentaremos evidencias de su validez, comparando las predicciones
tedricas convenientemente obtenidas con resultados de simulacién de sistemas
de esferas duras ineldsticas.

En base al estudio de la funcién de distribucién de la energia cinética
del medio, modelado por un sistema de esferas duras ineldsticas, Esipov y
Péschel [52] construyen un diagrama de fase para los medios granulares en el
que la regién de validez de la hidrodindmica estd claramente discriminada de
las regiones de inestabilidad (bien por aparicién de agregados o del colapso
ineldstico). Como es natural, la “fase” del medio granular dependerd de la
inelasticidad de las colisiones {caracterizado por el denominado coeficiente de
restitucion, «), pero también de la densidad de particulas p, del didmetro de
éstas a, del tamafio del sistema L y del tiempo de observacién. La energia de
agitacidn o cualquier otra caracteristica del movimiento de los granos no apa-
rece en el diagrama, ya que no existe ninguna escala energética caracteristica
para la interaccién de esferas duras. La combinacién de pardmetros pLa®!,
que representa el nimero medio de particulas dentro de un tubo imaginario de
longitud L y seccién perpendicular a®~!, desempena el papel principal. Como
se puede observar en la Figura 1.2, existen al menos tres fases posibles. En la
regién 1 — o << (pLa®"')7?, el sistema se presenta en forma de un gas gra-
nular, para el que se puede proponer una descripcién hidrodindmica. En la
regién (pLa®™!1)7? <« 1 — o << (pLa® )7L, el sistema, aunque se manifiesta
de manera compacta no experimenta el fenémeno del colapso ineldstico. Por
tltimo, para 1 —a > (pLa®')7}, el sistema presenta cadenas de particulas que
colisionan ineldsticamente con un tiempo practicamente nulo entre colisiones,
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Diagrama de fases granulares

Fase condensada inestable
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Gas granulac
0.4
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Fase condensada

0 1 2 3 4 3
pLad!
Figura 1.2: Diagrama de fase de un medio granular. La combinacién de
pardmetros determina que el sistema considerado sea un gas granular, un sis-
tema condensado o un sistema inestable en el que agregados y, eventualmente,
colapso ineldstico pueden estar presentes.

junto con regiones en las que no se produce colapso [43].

En lo que concierne a nuestro estudio, nos moveremos siempre en la
regién correspondiente al gas granular de la Figura 1.2. Ello implica, como
muestra el diagrama y como veremos mds adelante con mayor detalle, un
compromiso entre el tamafio de sistema vy la inelasticidad de las colisiones, asi
como la necesidad de controlar la evolucién del sistema, a fin de asegurar que
no aparecen inestabilidades.

1.4 Otros ejemplos de la no-linealidad

Como hemos visto, la riqueza en fenémenos y comportamientos tan dis-
tintos que presentan los medio granulares es ciertamente abrumadora y su es-
tudio se muestra interesante y necesario en si mismo. Pero es que, ademds, con
frecuencia estos sistemas han sido (y son) tomados como modelos para proble-
mas generales, es decir, presentes también en otros tipos de sistemas.- El primer
ejemplo de ello ya ha sido mencionado: la criticalidad auto-organizada. Y si
bien parece que las expectativas en la generalidad del fenémenos no han sido
del todo cubiertas, de modo que el interés por ella ha decrecido en los dltimos
tiempos, es abundante la literatura dedicada al fenémeno [53, 54, 55, 56].

Mids reciente es el interés en los medios granulares vibrados como fuen-
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te de estudio para la formulacién de una teorfa general para la formacién de
estructuras [57], surgido tras el descubrimiento del oscildn, la excitacién fun-
damental a partir de la cual es posible componer estructuras mas complejas.

El desarrollo de la hidrodindmica de los medios granulares ha sido de gran
ayuda en la explicacién de algunos fenémenos astrofisicos, como el origen de los
discos que circundan algunos planetas [58, 59]. Su aplicacién a la simulacién de
nubes de gases parece dar resultados que mejoran los obtenidos por métodos
maés tradicionales entre los astrofisicos.

No faltan tampoco estudios de la dindmica de sistemas granulares [60, 61].
No hay que olvidar que existe una amplia gama de fenémenos en los que el
comportamiento no lineal de las leyes que por las que se rigen estos medios
se manifiesta de manera clara, siendo un campo ain por explotar el estudio
dindmico de sistemas granulares.

Por todas estas razones rapidamente enumeradas hasta aqui de mane-
ra directa o indirecta, no es de extrafiar el creciente interés por esta parte
de nuestro mundo con la que nos encontramos cada dia. Numerosas son las
publicaciones que cada mes aparecen relativas al tema, reflejo de la enorme
produccién y competitividad del campo. Como muestra, basta referirse a los
dltimos grandes encuentros en los que los medios granulares han sido el tema
preferente [23, 62, 63]. En todas y cada una de estas referencias, encontramos
una muestra clara de la gran cantidad de esfuerzo empefiado en el estudio de
estos sistemas y del colosal trabajo que ain queda por hacer.

1.5 Utilidad de la simulacién por ordenador

Previo a la comprobacién de una teorfa, enfrentando sus predicciones
a las consecuencias de un experimento de un flujo granular, por ejemplo, en
una tolva o a la salida de un silo, es esencial verificar que los coeficientes que
modelan el impacto entre granos en la teoria describen adecuadamente la rea-
lidad. Desafortunadamente, dado que la medida de tales pardmetros requiere
el control preciso de trayectorias de los pequefios granos, estos coeficientes son
raramente especificados cuando se publican los resultados de un experimen-
to [64]. Por ello, las comparaciones con la teoria se suelen basar en valores
presupuestos de los coeficientes.

En relacién a esto, encontramos una explicacién a por qué la simulacién
mediante ordenador es preferida por los fisicos a la hora de verificar prediccio-
nes tedricas: convenientemente provistas de las mismas leyes de colisién que
la teoria, dan posibilidad de medida detallada de muchos pardmetros del flujo
que son dificiles de observar en el experimento. Sin embargo, al igual que
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la teorfa, la simulacién produce resultados que se basan en la exactitud del
modelo empleado para la colisién. Los experimentos fisicos, sin embargo invo-
lucran todas las complejidades del flujo, que incluyen por supuesto los detalles
exactos de las interacciones entre granos. A pesar de ello, los resultados expe-
rimentales, en su complejidad, son dificiles de interpretar sin el conocimiento
de las colisiones bésicas.

A esto se debe anadir que el aumento de la capacidad de cdlculo de los
ordenadores producido en los tltimos afos, as{ como la aparicién de algoritmos
cada vez més eficientes, no ha hecho sino fomentar el uso de la simulacién de
sistemas de todo tipo. En lo que respecta a la Dindmica Molecular, tremenda-
mente dependiente de la capacidad de célculo, se ha conseguido la simulacién
de sistemas con millones de particulas [65], cifra que si bien lejana atn del
nimero de moléculas en un gas molecular, que es del orden del nimero de
Avogadro, representa indudablemente un gran paso. Maxime cuando se sabi-
do que el niimero de particulas en un sistema granular es considerablemente
menor que en el caso de los fluidos moleculares.

1.6 Objetivos

Este trabajo esta dedicado al estudio de los medios granulares no-cohesivos
secos y fluidizados. La existencia de un estado fluidizado de un medio granular
vibrado ha sido probada experimentalmente. La fluidizacién se consigue me-
diante la agitacién mecénica continua del material [66], tal y como se hace en
multitud de aplicaciones industriales para el transporte de grano. Es posible
la medida de un campo de densidades y velocidades en el experimento y ha
quedado establecido que el sistema real alcanza un estado de agitacién conec-
tado con una atomizacién del material en el cual la distribucién de velocidades
se aproxima, en mayor o menor medida, 5 una Maxwelliana [66, 67].

El problema de la autodifusién ha sido tratado en numerosas ocasio-
nes como paradigma de los fendmenos de transporte. Siguiendo ese esquema,
plantearemos un estudio de la autodifusién en un gas granular libre y, con un
método similar, abordaremos el problema de una particula browniana en un
medio granular. Estos dos problemas nos servirdn para validar la descripcién
hidrodinédmica de los medios granulares en casos particularmente sencillos, que
seré aplicada en la parte final de esta memoria a estados particulares de medios
granulares vibrados.

A continuacién exponemos sucintamente las motivaciones que han con-
ducido a la realizacién de esta tesis doctoral, asf como su contenido:

e En primer lugar, se estudiara el problema de la difusién en un medio
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granular libre, como paradigma de los fenémenos de transporte. Para
este problema sera posible obtener resultados analiticos relevantes, que
podremos contrastar con los resultados de la simulacién del sistema.

La caracterizacién de los medios granulares vibrados fluidizados exentos
de gravedad serd también parte esencial de nuestro trabajo. Una vez que
contemos con un tratamiento hidrodindmico valido en los medios libres,
cabe plantearse su extensién a los medios granulares vibrados, con la
esperanza de obtener el mismo nivel de éxito.

e En los fluidos granulares vibrados bajo la accién de la gravedad, exis-
ten evidencias experimentales de la existencia de estados estacionarios
que presentan una ruptura espontanea de simetria [1]. Cabe entonces
plantearse la existencia de estados andlogos en sistemas exentos de gra-
vedad. Nos planteamos la aplicacién de la descripcién hidrodindmica
a tales estados asimétricos y la posibilidad de encontrar un mecanismo
hidrodindmico que dé lugar a tales situaciones. De nuevo, la posibilidad
de contrastar los resultados tedricos con la simulacién serd de gran valor.

e Un punto esencial de este trabajo es la validacién del tratamiento hi-
drodindmico del gas granular. Esto se consigue haciendo uso de los
resultados obtenidos en la simulacién de diferentes fluidos granulares
tanto libres como vibrados. Serd mnecesario, para ello, el desarrollo de
un algoritmo eficiente de Dindmica Molecular que permita reproducir
exactamente la dindmica del sistema. La concordancia de los resultados
tedricos con los obtenidos de la simulacién serd la mejor prueba de la
validez del tratamiento hidrodindmico.

La estructura con la que se presenta este trabajo es la que sigue. Hemos
comenzado con una introduccién general de los medios granulares. A conti-
nuacién, introduciremos la descripcién hidrodindmica de los medios granulares
fluidizados libres. Esta se aplica en el Capitulo 3 a dos problemas de tipo difu-
sivo, concretamente la autodifusién y la difusién de una particula browniana.
En ambos casos, se determinara una expresién teérica del coeficiente de trans-
porte correspondiente y se comparara con resultados de simulacién mediante
un algoritmo de Dindmica Molecular. En el Capitulo 4 se particulariza la des-
cripeién hidrodindmica a un sistema granular vibrado en ausencia de gravedad,
para poder, en los dos dltimos capitulos, estudiar la ruptura de simetria en
estos sistemas. Se presentard en este contexto un estudio analitico de la estabi-
lidad de las soluciones hidrodindmicas que nos permita identificar el pardmetro
adimensional que controla una de tales asimetrias. Finalmente, en el Capitulo
7 resumimos los principales resultados y las conclusiones a las que se ha llegado
en esta memoria.
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Descripcion hidrodinamica de
un medio granular

Existen diversas formas de abordar el problema de la descripcién tedrica
de la dindmica de un sistema granular, que van desde los intentos de formula-
cién de una termodindmica granular hasta el desarrollo de ecuaciones continuas
de movimiento, pasando por la extensién de los conceptos de la teoria cinética.
La gran mayoria de estos intentos parten de modelos sencillos, susceptibles
de ser resueltos al menos en parte, pero que no incorporan todos los aspectos
del problema. Ello es debido a la gran dificultad que supone incluir en estas
teorfas algunas caracteristicas bien conocidas de los medios granulares, como
son la friccién estética, las rotaciones locales u otros mecanismos microscépicos
relevantes. En este sentido, la simulacién mediante ordenador de estos siste-
mas se presenta como una herramienta extremadamente ttil para conseguir
una comprensién mas completa de, por ejemplo, los efectos reolégicos (como
se ha puesto de manifiesto en una gran cantidad de fenémenos) [68].

La inelasticidad de las interacciones entre las particulas es la carac-
teristica esencial de los flujos granulares, y la que los hace diferentes de los
fluidos moleculares, con los cuales presentan, sin embargo, numerosas simi-
litudes. FEstas analogias precisamente sugieren la conveniencia de describir
los sistemas granulares en ciertas circunstancias mediante ecuaciones hidro-
dindmicas continuas, tal y como se hace con los fluidos normales. Para llegar
a ellas, sin embargo, no es posible hacer uso de los métodos de la Mecdnica
Estadistica de equilibrio o de la Termodindmica, ya que no existen en los me-
dios granulares estados de equilibrio estacionarios mds alld del trivial, en el
que todos los granos permanecen en reposo. La justificacién de una descrip-
cién hidrodindmica, la forma de las ecuaciones hidrodindmicas, las expresiones
explicitas para los coeficientes de transporte que en ellas aparecen, asi como
el rango de validez de la teoria, requieren un desarrollo detallado y cuidadoso
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que parta de una base microscdpica mdas fundamental. Como en los fluidos
moleculares, la teorfa cinética en su extensién a la dindmica disipativa ofrece
el marco tedérico adecuado para abordar esta tarea.

Las caracteristicas del modelo teérico elegido para representar las inte-
racciones en un medio granular dependera de la naturaleza de éste, de las
condiciones en que se encuentre y de las propiedades que se quieran estudiar.
En medios densos y estiticos, la friccién es crucial, mientras que en sistemas
diluidos y en movimiento predominan las propiedades colisionales. En el pri-
mer caso, el uso de modelos continuos puede resultar ventajoso [19], mientras
que en el segundo hay que definir claramente las colisiones relevantes y carac-
terizarlas. Si el medio que pretendemos describir es seco, podremos despreciar
las interacciones de los granos con el medio. En el caso de considerar sistemas
granulares no cohesivos, es posible introducir una simplificacién adicional, res-
tringiendo las interacciones entre los granos a las contribuciones de colisiones
sucesivas. La velocidad de las particulas cambia cuando interaccionan, mien-
tras que en el intervalo de tiempo entre dos colisiones, €l sistema evoluciona
libremente (en ausencia de campos externos). Este modelo requiere, por tan-
to, la definicién de una matriz de colisién que relacione las velocidades antes
y después de la colisién. En general, para un medio diluido seco en el que las
interacciones predominantes son las colisiones, se suele hacer la idealizacién
de considerar los granos como cuerpos rigidos. El modelo més sencillo de este
tipo es el de cuerpos ineldsticos lisos y esféricos, en el que los granos interac-
cionan perdiendo una fraccién de su energia en cada colisién. La forma en que
se parametriza esta pérdida de energia hace que el modelo sea mas o menos
realista y, consiguientemente, mas o menos dificil de resolver analiticamente.
En el caso mas sencillo, las colisiones se consideran binarias e instantdneas,
lo que implica limitarse a situaciones suficientemente diluidas como para que
las contribuciones de las colisiones que involucran mas de dos particulas sea
despreciable.

2.1 El modelo de esferas duras ineldsticas

Este modelo ha sido una herramienta esencial para el estudio de liquidos
moleculares, puesto que permite obtener soluciones analiticas aproximadas ba-
sadas en la ecuacién de Boltzmann o en la de Enskog. Tiene la ventaja adi-
cional de que es particularmente adecuado para simulaciones conducidas por
sucesos [69]. De hecho, muchos de los resultados relevantes obtenidos para
liquidos densos, como el descubrimiento de las colas largas de la distribucion
de velocidades o la existencia de sélidos bidimensionales, se han producido gra-
cias a este tipo de simulaciones. No es de extranar, por ello, que el modelo se
haya hecho popular también en el contexto del estudio de medios granulares,
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convirtiéndose en el “banco de pruebas” de muchas teorias.

En el caso més general, son necesarios tres pardmetros para fijar las leyes
de colisidn entre dos cuerpos esféricos rugosos: el coeficiente de restitucion
normal a, el de restitucién tangencial 3 v el coeficiente de friccién p [70].
Este modelo, aunque es una simplificacién de la teorfa de Hertz del impacto
(que no es aplicable directamente a los modelos cinéticos), parece modelar
de manera muy efectiva las colisiones binarias entre granos reales [64]. En
este trabajo, ademds, se considera que no hay deslizamiento en la superficie
de contacto, es decir, que la esfera es totalmente lisa, de modo que no hay
friccién ni rugosidad. En este caso, la colisién ineldstica queda caracterizada
por un sélo coeficiente de restitucién: el coeficiente de restitucién normal, o.
Para definir este coeficiente, considérese la colisién de dos particulas lisas, tal
v como se muestra en la Figura 2.1 Llamamos & a un vector unitario en la

Figura 2.1: Velocidad relativa antes v después de la colisién, segin ecuacién
(2.2)

direccién que une los centros de las particulas 2 y 1, en contacto. Por otro
lado, la velocidad relativa g es ¥) — 0, v © la funcidn escalén de Heaviside. Las
velocidades 77, ¥, tras la colisién, dan lugar a @ y 0. Como se discute en el
Apéndice B, vienen dadas por las expresiones:

. 1+4+a
o =1 —

5 g L l1+a
G095 v B=f+

El coeficiente de restitucién normal, ¢, se define como la tasa de velocidad
relativa normal g, que pierden las particulas en la colisién. El rango de defini-
cién del pardmetro en las colisiones ineldsticas es 0 < a < 1, correspondiendo
el limite o = 1 de las ecuaciones que obtengamos al caso eldstico, en el que no

(@ 9)5. (2.1)
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hay pérdida de energia durante la colisién. Si llamamos g, a la componente
normal de la velocidad relativa de las particulas tras la colisién, por definicién:

97,1 = —Qgn- (22)

Si bien existen evidencias de la variacién de o con la velocidad relativa g
[64, T1], ésta no es relevante en los fenémenos en los que vamos a estar intere-
sados, como tampoco lo es para gran cantidad de tipos de granos. Considerar
al pardmetro « libre de esta dependencia, ademds, nos permitird alcanzar
expresiones tedricas analiticas que podremos usar para contrastar con los re-
sultados experimentales y validar de esta forma la aproximacién. Un ejemplo
claro de la utilidad de ésta es la extensién de la ecuacién de Boltzmann para
esferas duras al caso ineldstico y su aplicacién a diversos problemas para ob-
tener expresiones de los campos hidrodindmicos que pueden ser contrastados
con resultados experimentales o de simulacién.

Dado un sistema tal de discos (d = 2) o esferas (d = 3) lisas duras
de didmetro o y masa m con un coeficiente de restitucién conocido a. Al
despreciar la rugosidad de las esferas, podemos prescindir de los grados de
libertad rotacionales. En el limite de baja densidad, la evolucién temporal de
la funcién de distribucién de una particula f(7, 7|t) estd bien descrita por la
ecuacién de Boltzmann inelastica [34, 72]

(582 o 'V) FE Tty = Js[F Bl F(2)]) (23)

donde Jg es el operador de colision ineldstico de Boltzmann,
TlF B ()] = ot /cwz x (2.4)
(450G 3G 3) [0 .7 057 5,0) = £ 5,070

Las velocidades @} y 73 se relacionan con @) y ¢, segun se indica en las
Ecs.(B.2).

2.2 Ecuaciones hidrodindmicas y coeficientes
de transporte

La descripcién hidrodindmica de un sistema permite caracterizarlo con
un nimero reducido de campos macroscopicos, concretamente la densidad,
temperatura y la velocidad. Es una descripcion continua, en la que los dtomos
que componen el fluido no desempefian ningun papel. La evolucién de los cam-
pos viene gobernada por las ecuaciones hidrodindmicas, en las que aparecen
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2.2. Ecuaciones hidrodinamicas

los flujos hidrodindmicos vy, en la expresién de los mismas, los coeficientes de
transporte.

El formalismo general para un sistema de esferas (o discos) duros, basado
en una ecuacién de Liouville es adaptable al caso ineldstico, incluso para si-
tuaciones alejadas del limite cuasieldstico @ — 1 [73, 74, 75]. El conocimiento
exacto de los coeficientes de transporte abre las puertas a la resolucién de una
amplia gama de situaciones y problemas que se pueden abordar mediante las
ecuaciones hidrodindmicas y las condiciones de contorno apropiadas. Veremos
a continuacién cémo se derivan los coeficientes de transporte en un fluido gra-
nular. Las ecuaciones hidrodindmicas pueden obtenerse a partir de la propia
ecuacién de Boltzmann. Multiplicdndola por 1, m#; y mv? e integrando sobre
¥, se obtienen las siguientes ecuaciones macroscépicas de balance,

on+ V- (ng) =0, (25)
i+ @ Vi+ (nm)"'V. P =0, (2.6)
8T +@- VT + 2dnkg) (P :VZ+ V-9 +T( =0, (2.7)

donde se ha definido la densidad numérica de particulas local n, la velocidad
del flujo @ y la temperatura T de la forma usual,

n(F, 1) = /df)‘f(F 5,1), (2.8)
n(7, t)4(F, 1) = /dﬁﬁf(r“, 7,t), (2.9)
gn(r”,t)kBT(r‘,t) - / i 50, (2.10)

siendo kp la constante de Boltzmann y V(7,t) = ¥ — @(7,¢) la denominada
velocidad peculiar del fluido en el punto 7. En las ecuaciones anteriores, el
tensor de presiones y el flujo de calor vienen dados por

P(F1) = / demVV f(7,7,1) (2.11)
v
2
qrt) = (a7 7,0, (2.12)
respectivamente.

Finalmente, la velocidad de enfriamiento, ¢, que aparece en la ecuacién
para la temperatura, Ec.(2.7), incluye el efecto de la disipacién en las colisiones,
siendo una funcional no lineal de la funcién de distribucién:

(- ad)mrt . -
WM>J%mTﬁthMWt)(M

19



Capitulo 2. Descripcién hidrodingmica

En la bibliografia nos encontramos miiltiples propuestas de ecuaciones
macroscopicas de balance similares a (2.5)-(2.7) [76, 77, 78]. Expresando el
tensor de presiones, el flujo de calor y la velocidad de enfriamiento como fun-
cionales de los campos macroscépicos, se puede obtener un conjunto cerrado
de ecuaciones. Una forma ordenada de conseguirlo es mediante el desarrollo
de Chapman-Enskog [79], andlogamente a como se hace para los gases mo-
leculares. Recientemente que se han obtenido expresiones explicitas para los
flujos en el primer orden de los gradientes [73]. En ellas el tensor de presiones
involucra el coeficiente de viscosidad tangencial 7:

2
d

mientras que el flujo de calor depende de la conductividad térmica &, asi como
de un coeficiente de transporte adicional, p:

F)i]‘ = nkBTdij — n(Vlu] + Vjui - 5L]V . L_l:)7 (214)

§=—kVT — pVn. (2.15)

Este nuevo coeficiente de transporte no tiene andlogo en los gases eldsticos y
acopla el flujo de calor y el gradiente de densidad. Las expresiones de todos
estos coeficientes de transporte son [80]:

n = 1" (), (2.16)
Kk = &*(a)ko (2.17)
p= %u(a) (2.18)

donde los coeficientes adimensionales n*, k* y }l,* son funciones sélo de la ine-
) Y
lasticidad y se pueden escribir:

7' (e) = { i(a) - g*ga)}‘ ; (2.19)
wlo) = [0) - et e (2.20)

(2.21)
p(a) = 20"(a) [ “(a) (d;d;*)(c;ga)] [Q(d; Yosa) = 3ct(a)| . (222)

En las férmulas anteriores 1y y k¢ son la viscosidad y conductividad de
un fluido molecular eldstico, cuyas respectivas definiciones son:

2 -
=~ g dF(d/~2)7r“% (mkpT) 2640 (2.23)
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]

d(d+2)? o1, (ksT\'? _ s

= —— L (d)2)r T kg | — ] o "V 2.24
%o = Terg gyl AT T ks 0 (224)
Por tltimo, las funciones adimensionales del coeficiente de restitucién, presen-
tes en las ecuaciones anteriores, vienen dadas por:

o) =20 a- ) 1+ Se)]. (2.95)
V(o) = (3 -3a +4Zd)(l +a) [1 B é1Z - (a)} ’ (2.26)
V= (114:? [d - 1, 3(d+ 81)6(1 —a) , 4+5d I03;514 - d)ac*(a) (227
() 32(1 — 0)(1 — 20?) 09

T 95 24d+ (8d — dl)ar + 3002(1 — @)

El término sumidero que da cuenta del enfriamiento del sistema como
consecuencia de las colisiones ineldsticas (Ec.(2.13)) se puede descomponer en
¢ =¢©4¢® donde ¢© denota la contribucién de orden cero en los gradientes,
« TL]CBT

m

(@ =¢ (2.29)
mientras que (), es de segundo orden en ellos. Este término da lugar a con-
tribuciones que pueden ser despreciadas en comparacién con las que provienen
del flujo de calor y del tensor de presiones [73].

Las ecuaciones hidrodindmicas (2.5) — (2.7) admiten una solucién que
describe el enfriamiento homogéneo del sistema, con campos uniformes y una
temperatura que disminuye en el tiempo segin una ley algebraica. A este
estado, que conocemos como estado de enfriamiento homogéneo (HCS de ho-
mogeneous cooling state), le hemos dedicado gran parte del Apéndice B. Es
un estado inestable frente a perturbaciones de vector de onda pequeilo, de
forma que si el sistema es suficientemente grande permanece en él solo transi-
toriamente. Al evolucionar se desarrollan inhomogeneidades que terminan por
provocar la aparicién de agregados de particulas en el sistema, acompafados
de fuertes gradientes espaciales.

Es necesario mencionar que las expresiones anteriores de los coeficientes
de transporte han sido obtenidas en la denominada primera aproximacién de
Sonine, en la que la funcién de distribucién del gas se expande en polinomios
de Laguerre, también conocidos en el 4mbito de la Mecanica Estadistica como
polinomios de Sonine (ver Ec.B.18). En la primera aproximacién de Sonine se
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Capitulo 2. Descripcién hidrodindmica

mantienen tan sélo las primeras correcciones no nulas a la forma Gaussiana.
Esta expansién es bien conocida en el estudio de los gases moleculares, dmbito
en el que ha resultado de gran utilidad. Es de esperar que sea también valida
para fluidos granulares, ya que el estado de referencia es aproximadamente
Gaussiano {73, 72, 81]. Conviene resaltar que el desarrollo en polinomios de
Sonine no es en general convergente. A pesar de ello, conflamos en que, cn
tanto en cuanto la desviacién del estado del gas respecto a la Gaussiana no sea
muy grande, el desarrollo en las primeras aproximaciones de Sonine sea valido,
en el sentido de que las contribuciones de orden superior sean despreciables.

Es bien sabido que no existen estados de equilibrio en los medios granu-
lares: dada su inherente inelasticidad, es necesario un suministro constante de
energia para que el sistema pueda alcanzar un estado estacionario, puesto que,
de no existir este aporte, el sistema se enfriaria hasta terminar en un estado de
absoluto reposo. El més simple de todos los estados posibles de un flujo granu-
lar es el estado de enfriamiento homogéneo. Corresponde a un medio granular
que se enfria en el tiempo y que evoluciona libre de campos externos.Por su
sencillez, el estado de enfriamiento homogéneo de un medio granular desem-
pea para los medios granulares un papel andlogo al estado de equilibrio para
los fluidos normales en el sentido de que es el estado de referencia.

En este estado, la autodifusién y el movimiento browniano son dos pro-
cesos de transporte particularmente sencillos que admiten la posibilidad de un
estudio detallado [79]. Ambos pueden resolverse en el limite de baja densidad,
en el que es posible un tratamiento basado en la ecuacién de Boltzmann-
Lorentz. Su estudio ha atraido mucha atencién en gases moleculares por su
simplicidad, su proximidad a situaciones experimentales y la posibilidad de
contrastar resultados teéricos con simulaciones en ordenador. Puesto que del
estudio de estos problemas ha surgido una gran cantidad de informacién sobre
procesos dindmicos en gases moleculares, cabe la esperanza de que lo mismo
ocurra en el campo de los fluidos granulares. En este contexto, el conoci-
miento explicito del coeficiente de difusién serd una herramienta muy valiosa
para el célculo de la temperatura en un flujo tridimensional, cuando se usen
técnicas que no ofrezcan la resolucidn necesaria para medir la distribucién de
temperaturas directamente. En cualquier caso, lo que mds nos interesa de es-
tas descripciones es que demuestran la validez del tratamiento hidrodindmico
de ambos procesos y que los resultados de éste son muy satisfactorios, co-
mo se desprende de la comparacién con la resolucién numérica de la ecuacién
cinética y de la simulacién del propio sistema mediante técnicas de Dindinica
Molecular.

Otro estado de referencia de los medios granulares es el que alcanza un
medio granular vibrado en ausencia de gravedad. Se trata del estado estacio-
nario granular mas sencillo posible. El modelo mds simple es, de nuevo. un
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gas de discos duros (o esferas duras) al que se le suministra energfa a través de
una pared con la que colisionan las particulas del gas. En el caso real, se hace
vibrar la pared mediante algtin dispositivo mecdnico. El tratamiento tedrico
v la simulacién admite el uso de diferentes mecanismos para el modelado de
la pared. Los mas populares son el uso de una pared térmica o el de una
pared vibrante [82, 83]). Es de destacar el hecho de que incluso en modelos
de un medio granular vibrado tan simples como éste aparezcan algunas de
las caracteristicas mas sorprendentes de estos sistemas, como son la aparicion
de inhomogeneidades y la ruptura espontdnea de simetria. Veremos que la
hidrodindmica proporciona una explicacion satisfactoria en estos fenémenos.

Mencionemos también que la extensién del anilisis presentado a la te-
orfa cinética revisada de Enskog para esferas duras {34, 84], proporciona una
descripcién hidrodindmica vélida a densidades més altas [74]. En cualquier ca-
so, ambas descripciones asumen que es véilida la generalizacién del método de
Chapmann-Enskog para obtener una solucién normal de la ecuacién cinética.
Esto presupone una clara separacién entre las escalas temporales que gobier-
nan los fenémenos cinéticos y la mucho mayor en que evolucionan los campos
hidrodindmicos. En el caso granular, al contrario de lo que ocurre para los ga-
ses moleculares, la evolucién temporal de los campos hidrodindmicos no esta
determinada sélo por sus gradientes espaciales. La inelasticidad introduce una
escala temporal adicional asociada a la disminucién de la energia del sistema.
El punto esencial, sin embargo, no es si estas dos escalas de tiempo estén o
no separadas entre si lo suficiente, sino si ambas son mucho mayores que la
asociada a las excitaciones cinéticas.

A este respecto, una forma de comprobar la validez de las ecuaciones
cinéticas es contrastar los resultados teéricos con las soluciones numéricas de
las propias ecuaciones cinéticas, obtenidas mediante el método de simulacién
directa de Monte Carlo [85]. Otra posibilidad consiste en comparar los resulta-
dos tedricos con los de la simulacién de Dindmica Molecular. Este uso conjunto
del tratamiento tedrico, resolucién numérica y simulacién se va a aplicar a con-
tinuacién a dos ejemplos de transporte de materia en un medio granular en el
estado de enfriamiento homogéneo: la autodifusién y el movimiento browniano.




Capitulo 3

Estudio de una particula
marcada en un gas granular
uniforme

Las ecuaciones hidrodindmicas presentadas en el capitulo anterior, pue-
den ser aplicadas directamente al estudio del transporte de masa, cantidad de
movimiento y energfa en un fluido granular en muy distintas situaciones. El
ejemplo més sencillo de fenémeno de transporte es el de una particula marcada
que evoluciona en el seno de un fluido compuesto por particulas mecanicamente
idénticas a ella. Este es el conocido problema de la autodifusién. La situacién
se complica si la particula marcada deja de ser idéntica a las del fluido. En
ese caso, un tratamiento cinético del problema basado en la ecuacién de Boltz-
mann no es en general resoluble. Existe, si embargo, una situacién que si es
susceptible de ser abordada analfticamente. Si, por alguna causa propia de su
naturaleza, la particula marcada tiene una frecuencia de colisién con el resto de
granos mucho mayor que las del fluido granular entre si, es posible derivar una
ecuacién de Fokker-Planck que describa la evolucion dindmica de la funcién de
distribucién de la particula marcada. Obsérvese que con esto hemos definido el
problema de una particula browniana en el seno de un fluido granular, ya que
el limite de que hablamos se produce cuando la particula marcada tiene una
seccion eficaz mucho mayor que las del gas, bien porque sea de mayor tamano
o tenga mucha mas masa.

La resolucién de ambos problemas, el de la autodifusion y el de la particu-
la browniana, a partir de la ecuacidn cinética apropiada y la posterior compa-
racién de los resultados con los obtenidos mediante la simulacién numérica del
sistema, nos van a permitir verificar la validez del tratamiento hidrodindmico
propuesto en el capitulo anterior. Hay que resefiar, por ultimo, que aqui en-
tendemos por gas granular un medio granular fluidizado a baja densidad, de
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forma que el tratamiento cinético, basado en las correspondientes ecuaciones,
sea valido. Dado que el sistema se considera libre de agentes externos, se es-
tara enfriando constantemente. El tratamiento cinético que pasamos a aplicar
requiere que el gas granular permanezca en todo momento en un estado de
enfriamiento homogéneo, lo que en principio no tenemos garantizado en un
sistema de discos duros ineldsticos debido a la conocida inestabilidad de dicho
estado. Esto tltimo es un asunto que debe ser tratado cuidadosamente y que
se discute en el Apéndice B.

3.1 Autodifusién en gases granulares libres di-
luidos

El punto inicial para el estudio cinético de la autodifusidn es la ecuacién
de Boltzmann-Lorentz para un gas diluido de discos inelasticos, cuya deduccién
se discute en el Apéndice C. En ella, la disipacién de energia que ocurre en
las colisiones entre granos se caracteriza mediante un coeficiente de restitucion
que tomaremos constante por simplicidad. En el desarrollo que proponemos,
la ecuacién cinética se concreta para un gas en el HCS y se resuelve por me-
dio de un procedimiento de Chapman-Enskog [86]. El resultado principal de
todas estas operaciones es una ecuacion de difusién con un coeficiente de trans-
porte que depende explicitamente de la disipacién a través del coeficiente de
restitucion, e implicitamente a través de la temperatura del sistema.

3.1.1 Solucién de Chapman-Enskog de la ecuacién de
Boltzmann-Lorentz

Sea un gas diluido de discos duros (d = 2) o esferas duras (d = 3) de masa
my didmetro 0. Las colisiones entre las particulas de este gas son inelasticas
v se caracterizan mediante un coeficiente de restitucién normal constante o.
Las leyes de colisién son las definidas en la Ecuacién (2.1). A fin de estudiar
la autodifusidén marcamos algunas de las particulas del sistema, pero no rom-
pemos la equivalencia mecénica con el resto de las que lo componen. A partir
de este momento habra que diferenciar, sin embargo, entre la funcién de dis-
tribucién monoparticular de las particulas marcadas f,(7,7,t) v la del sistema
completo f(7,71,¢). La evolucién temporal de f,(7,7,¢) es la que predice la
extensién de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz al caso ineldstico:

(O +T- V) [fs(F,0,t) = AMF, 0, t) fo(7, T, t), {3.1)
siendo A el operador de Boltzmann-Lorentz (Ec. (C.17)).
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Puesto que la funcién f(7, 71, t) se rige por una ecuacién independicnte
(la ecuacién ineldstica de Boltzmann, Ec.(2.3)), el operador de Boltzmann-
Lorentz y, por tanto la ecuacién (3.1), son lineales en f(71,7),t). Notese que Jas
particulas marcadas tienen la posibilidad de intercambiar momento y energia
con el resto del fluido, por lo que estas dos magnitudes no son invariantes
del operador de colisién J,[7,¥,t | fs, f]. Solamente el nimero de particulas
marcadas se conserva. Mds concretamente, la densidad de éstas,

ne(7t) = /jv}fs(ﬁ 7.1), (3.2)
obedece la ecuacién de continuidad
Q%(—g’i) +V- (7 =0, (3.3)

siendo el flujo de particulas marcadas

J (7 1) = /dﬁ‘ﬁ‘fs(f’, 1) (3.4)

Si pudiésemos expresar el flujo J, como una funcional de la densidad
de particulas marcadas ny(7,t) (v eventualmente también de los campos ma-
croscopicos que definen el estado del gas), obtendriamos de la ecuacién de
conservacién (3.3) una relacién hidrodindmica cerrada para la densidad sus-
ceptible de ser resuelta. Con esto en mente vamos a buscar J_; en el orden mas
bajo en los gradientes, aplicando el método de Chapman-Enskog para resol-
ver la ecuacién de Boltzmann-Lorentz. Admitimos pues que, en el limite de
tiempos largos, existe una solucién normal de la ecuacién cinética (C.16) del
tipo:

.fs(Fv 7, t) = fs[l_;t ns(f; t)vBi]' (35)

El conjunto {B;} representa aquf los campos hidrodindmicos que definen
el estado macroscépico asociado a f(7,71,t). Supongamos que el fluido se
encuentra en un estado de enfriamiento uniforme. Este estado se describe
mediante una solucién homogénea de la ecuaciéon de Boltzmann fg(%;,1), en
la cual toda la dependencia temporal aparece a través de la temperatura del
gas Ty(t) (ver Apéndice B). Resulta entonces que fy obedece la ecuacién:

@ii[{ff,(m) = Talnt | fus fal (3.6)

siendo Jg el operador ineldstico de Boltzmann.

Es posible encontrar en este estado una ecuacién para la temperatura
a partir de la propia ecuacién de Boltzmann (Ec.(B.15)). Como la forma ex-
plicita de fg(#,t) es conocida en la primera aproximacién de Sonine, Ec.(D.6}.
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podemos sustituir esta expresién en la ecuacién (2.13), de lo que se obtiene:

hzw"%(i— 5y [ksTH 3¢*(a) -
=gy e 1\/7[” 32 } (37)

A continuacién procedemos a aplicar el algoritmo de Chapmann-Enskog
en la ecuacion (3.3). La funcién de distribucién se escribe como una serie en
un parametro ¢ que mide la uniformidad del sistema,

Qe

Fo= O 4 ef®D 4 2P 4 (3.8)

Dado que de aparecer alguna inhomogeneidad en el sistema propuesto lo
haria en la densidad, consideraremos que cada factor € en la expansién implica
un Vn,. En consecuencia, la ecuacién de balance para la densidad se desarrolla
segun

6"9” 261“6(3 7 1). (3.9)

Comparando (3.9) con la ecuacién presentada en (3.3), podemos identi-
ficar los siguientes términos:

s (7, 1) = =V - JU(7 1), (3.10)

siendo

W0 = [t 7.0 (31)

La ecuacién correspondiente al término de orden cero del desarrollo en
el pardmetro ¢ es:

8;31 Eiy £ = Jpli, t| £, ful. (3.12)

Donde hemos tenido en cuenta que, como se desprende de ecuacién (3.5),
existe una dependencia temporal sélo a través de la temperatura del sistema
Ty (t). Es importante resaltar que, no estando ésta asociada a ningtn gradien-
te en el sistema, debe ser considerada de orden cero en ¢. Comparando las
ecuaciones (3.6) y (3.12), concluimos que fs(o)('F, 7,t) ha de ser proporcional
a fy(7.t). Mas aiin, habida cuenta de la normalizacién de las densidades de
probabilidad, la relacién entre ambas es,

n(7, 1)

O 7 78 =
5077, = 2T

fu(@.t). (3.13)
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Esta relacién entre f(o) y fy conduce directamente a que. el flujo de
partlculas marcadas es nulo en el orden mis bajo de su expansién en €, es
decir JI¥ = 0, sin méas que sustituir en la Ec.(3.11) e integrar.

Considerando en la ecuacién (3.3) el primer orden en los gradientes de
densidad o, lo que es lo mismo, queddndonos en el primer termmo del desarrollo
en ¢, se establece la siguiente relacién que debe cumplir fs ,

0(0)715 0 (0) 8TH

8
9 o (7.
ot an,’s ot 8T ag, s T V)

On
Esta ecuacién puede simplificarse usando el resultado obtenido en el orden
mas bajo, ya que de las ecuaciones (3.10) y (3.13) se desprenden los siguientes
resultados, directamente aplicables a la Ec.(3.14):

O =g (ot | £9, ] (3.14)

8(°)n5 .
g ., 1 -
. O = EfH- (3.16)

Haciendo uso de estos resultados en la ecuacién (3.14), ésta toma la
forma:

(o (T T )a%+ A 0= L on g (3.17)

Coherentemente con la expresién del término independiente de esta ecua-
cién, que es proporcional a Vng, proponemos

FOF7,8) = B(@) - Vny(7,1). (3.18)

El nuevo vector introducido, g(z‘)’), dependerd también del tiempo a
través de Ty(t), pero no lo indicamos explicitamente para no complicar la
notacién. Al sustituir la forma (3.18) en la ecuacién (3.17), se tiene:

Ca(Te) T (t )8% +A| B(@) = n%ﬁ,/ﬁ. (3.19)

Por otro lado, cuando se considera la Ec.(3.18) en la expresién del flujo
de particulas se obtiene, en el primer orden del desarrollo en el gradiente de
densidad,

JW = —DVn,(7,1), (3.20)

con un coeficiente de difusién D dado por:
1 f B
D=-3 /dﬁi- B, (3.21)
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

Para llegar a la expresién del flujo (3.20), se han hecho consideraciones
de simetrfa e isotropfa. En ella, hemos querido resaltar la dependencia de J
del gradiente de densidad. Volviendo a la ecuacién (3.19), multiplicindola por
¥ e integrando respecto de esta variable, se llega facilmente a

[CH(TH)TH(t)% — Vp D = —@,

en ddénde toda la dependencia de la ecuacién respecto E('D‘) se recoge en la
funcional vp, definida como

vp =i 2 (3.23)

Teniendo en cuenta que (g T}{/z, un andalisis dimensional de la ecuacién
(3.22) requiere que la dependencia de D de la temperatura sea de la forma
D & TY2, por lo que

oD D

ot 3.24
8TH 2TH ( )
De esta manera, la ecuacién (3.22) conduce de forma inmediata a:
-1
p = keTult) <I/D - Q—H) : (3.25)
m 2

Para obtener una expresién explicita de D, utilizamos de nuevo la primera
aproximacion de Sonine, en la cual se retiene el primer término del desarrollo de
B(%) en polinomios de Sonine. Explicitamente, aproximamos E(ﬁ) o Tfa(7),
siendo far la Maxwelliana,

2

2
m omd
o o om FRTH T 3.26
fu(B1) = ng (QﬂkBTH(t)> © o

El resultado final, tras evaluar vp y fs(l), (ver Apéndice D para mds detalles),
es:
D(a) = D*{(a) x Dy, (3.27)

donde se ha definido una coeficiente adimensional D*, cuya expresion en la
aproximaciéon considerada es
* 4 a5
D (Ck) = . (u.28>

(1+a) - C;‘;‘)(él—l—a —3a?)

En la expresién anterior Dy representa el limite eldstico del coeficiente de
autodifusién en un estado de equilibrio, pero con una temperatura dependiente
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3.1. Autodifusién en el HCS

del tiempo, Ty (1), es decir,

I'(d/2)d _ [ksTa(t)

DO == -y
47 7 nyod? m

. (3.29)

Mencionaremos en este punto que, a la hora de comparar nuestros resul-
tados de simulacién con esta teoria, tomaremos como estado de referencia una
gaussiana con temperatura que depende del tiempo (formalmente ) =0
en la Ec.(D.6)), ya que la discrepancia con los resultados obtenidos al consi-
derar érdenes més altos en el desarrollo en polinomios de Sonine no puede ser
observada en el rango de valores de los parametros de los sistemas que vamos
a presentar.

Al sustituir la forma de D y del flujo de densidad (Ecs. (3.27) y (3.11),
respectivamente) en la Ec.(3.3) se obtiene, en definitiva, la ecuacién de auto-
difusién para un gas granular a muy baja densidad en el HCS:

%mmﬂ=memmﬂ+0@) (3.30)
Nétese que esta ecuacién difiere de la ecuacién de autodifusién en un fluido
molecular normal, puesto que D(t), en el caso inelastico, depende del tiempo.
Ademés, como ya avanziramos al principio de esta seccién, D(¢) muestra una
doble dependencia respecto del coeficiente de restitucién a. Por un lado, lo
hace explicitamente a través del factor D*(a) de la ecuacién (3.28) y, por otro
lado, también depende de forma intrinseca a través de la evolucién temporal
de la temperatura Ty, que esté determinada por ¢, de acuerdo con la ecuacién
(B.15), del Apéndice B.

La ecuacién adimensional

Una ecuacién de difusién cuyo coeficiente no es constante en el tiempo
impide el uso de las medidas del recorrido cuadratico medio de las particulas
para obtener, como ocurre en los gases moleculares, un valor del coeficiente
de difusién del sistema (en base a las conocidas como relaciones de Einstein
[87]). Veremos a continuacién, sin embargo, que la dependencia temporal del
coeficiente de difusién indicada explicitamente en la Ec.(3.29) puede eliminarse
mediante un cambio apropiado de las variables espaciales y temporales.

Consideremos, en primer lugar, la frecuencia de colisién de Boltzmann
vy, correspondiente a un gas con una funcién de distribucién de velocidades
Maxwelliana a la temperatura Ty (t),

d=1
277 d—1 kBTH(t)
v(t) = —=ngo" A/ ——. 3.31
0(0) = Sy L (330
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

A partir de ella definimos la escalas temporal 7 y espacial I como

Lt

’T'::_)j/()(,itl/o(t)7

=~ U m N

l=—,/—F—F=T7. 3.32
kpTx(t) (332

La escala temporal 7 proporciona una estimacién bastante precisa del
niimero acumulado de colisiones por particula en el intervalo de tiempo {0,1],
mientras que la unidad de longitud introducida arriba es proporcional al reco-
rrido libre medic de las particulas. En términos de estas nuevas variables, la
ecuacién de autodifusién queda:

J d w
aps(lv T) = ZD*(a)leps(l t)v (‘333)

donde V?# es el operador Laplaciano en el espacio I y hemos escalado la densidad
con la media del sistema,

ps = ——. (3.34)

nyg

La ecuacién (3.33) es una ecuacién de difusion con el coeficiente de difusin
constante dD*/4. Una ecuacién de difusién con coeficiente constante conduce
a una relacién lineal entre el recorrido libre medio de la particula y el tiempo,
lo que en las escalas l 7 7 usadas se traduce en:

< (A% 7 >= %ED*(a)T. (3.35)

Esta ultima expresién extiende al caso de colisiones ineldsticas la bien
conocida relacién entre el recorrido cuadritico medio de las particulas y el
coeficiente de autodifusién en sistemas eldsticos [79]. Ademds, en las variables
originales es equivalente a

0 < (AM%t >=2dD(t). (3.36)
8t

En resumen, si representamos frente al tiempo la derivada del recorrido
cuadratico medio de las particulas del gas convenientemente escalada, 515% <
(A%t >, obtendremos un valor estacionario del que podremos obtener una
medida del coeficiente de autodifusién adimensional D*. Para contrastarlos con
la simulacién a densidades no muy pequefas, nos restaria ain extender estos
resultados a la ecuacién de Boltzmann-Enskog-Lorentz, a fin de incorporar
efectos de volumen excluido. De acuerdo con lo discutido tras la ecuacion
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3.1. Autodifusién en el HCS

(C.18), es sencillo ver que el coeficiente de autodifusién se modifica en la
siguiente forma:

DF dr(d/2) ksTa(D)

= . 3.37
47r%lngad‘1ge(a) m ( )

Expresion en la que hemos utilizado la funcién de correlacién de pares
de equilibrio a densidad ny y una distancia o, representada por g.(c) . Esta
sencilla relacién entre los resultados de la ecuacién de Enskog y la ecuacién de
Boltzmann-Lorentz indica que los resultados de ésta se pueden extrapolar a la
de Enskog sin més que escalar con el factor g.(o). Asi pues, las conclusiones
que hemos obtenido a partir de la ecuacién cinética (C.16) son inmediatamente
extensibles a la ecuacién de Enskog correspondiente.

3.1.2 Resultados de Dinamica Molecular

Como apuntdbamos al principio de este capitulo, los razonamientos que
conducen a la ecuacién (3.33), se basan en la validez de la ecuacién de Boltz-
mann ineldstica para describir un gas granular a baja densidad. También se
ha supuesto que el sistema permanece en el HCS por un periodo de tiem-
po suficientemente largo como para alcanzar el régimen hidrodindmico, en el
que la ecuacién de autodifusion se puede aplicar con garantias. De acuerdo
con la discusién del Apéndice B, esto no es evidente en absoluto dadas las
inestabilidades que aparecen en el estado de enfriamiento homogéneo de un
medio granular. En este sentido, confirmar las predicciones de la teoria de
Chapman-Enskog mediante la comparacién con los resultados de la simulacién
del sistema serd una forma eficaz de dar validez a nuestras hipétesis respecto a
la separacién de escalas temporales cinética e hidrodindmica. En este contexto
es importante tener siempre presente que la simulacién de Dindmica Molecular
refleja de manera exacta la dindmica del sistema, sin que se introduzca apro-
ximacién alguna més alld de los inevitables errores de redondeo, o los efectos
de tamario finito de la muestra utilizada en la simulacién.

Hemos simulado un sistema de discos duros en un dominio cuadrado, so-
metido a condiciones periédicas de contorno en ambas direcciones del plano. La
condicién inicial fue siempre una distribucién espacial uniforme de particulas
v una distribucién de velocidades isdtropa y homogénea. En las simulaciones
primero se dejaba evolucionar el sistema con colisiones eldsticas (o = 1) en-
tre las particulas durante un periodo de tiempo suficientemente largo como
para que el sistema alcanzase una distribucién de velocidades Maxwelliana.
Esta configuracién ha sido la condicién inicial para las simulaciones del gas
ineldstico (o < 1). Las simulaciones realizadas han involucrado N = 6400
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

particulas y se han promediado los resultados sobre 30 trayectorias. El pro-
grama de ordenador utilizado, basado en un algoritmo de Dindmica Molecular
conducido por sucesos {88}, se describe en el Apéndice A.

25
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Figura 3.1: Enfriamiento de un gas granular en el HCS; medidas de la densidad
cuadrética media, la energia cinética y la temperatura (ver Apéndice B). Todas
las magnitudes se han escalado con su valor inicial. Los resultados indican que,
en el caso considerado, el sistema estd exento de inhomogeneidades en densidad
y velocidad. El coeficiente de restitucién es a = 0.95.

Dado que el estado de enfriamiento homogéneo es inestable en ciertas
condiciones, en cada una de las simulaciones realizadas, se ha comprobado que
ni los valores de la densidad cuadratica ni los del cociente entre la energia
cinética macroscdpica y la térmica crecieran en el tiempo de manera excesiva,
lo que indicaria la aparicidn en el sistema de inhomogeneidades en densidad
y/o velocidad. Para ello hicimos uso de los pardmetros definidos en las ecua-
ciones (B.7— B.9). Adicionalmente, se control6 que la temperatura cumpliese
la Ley de Haff (B.3), verificando que al representar /T(0)/T(t) se obtenia
una linea recta. Las mismas tres magnitudes representadas en la Figura B.3
para ilustrar la aparicién de inhomogeneidades en el enfriamiento de un gas -
granular, se representan en la Figura 3.1, esta vez para mostrar que en el sis-
tema ahora considerado no existen inestabilidades aparentes. De esta forma
nos aseguramos que el bafio de particulas se va enfriando sin alejarse en el
trascurso del tiempo del estado de enfriamiento homogéneo.

En la Figura 3.2 presentamos resultados obtenidos en un gas muy dilui-
do con una fraccién sélida v = 4.908 - 10~* (ver la definicién en la ecuacién
(B.4)). Haciendo uso de la aproximacién a la ecuacién de estado de discos
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Figura 3.2: Evolucién temporal de la pendiente reducida del recorrido cua-
dratico medio, mp = (4DF)18; < (AF)? >, para a = 0.7,0.8,0.9, 1 (de arriba
a abajo). La existencia de un comportamiento hidrodindmico es evidente,
después de un periodo transitorio inicial del orden de algunas colisiones por
particula.

duros propuesta en [89], podemos estimar la funcién de correlacién de pares
de equilibrio:

9e(0) = 14 1.56401v + 2.1310% + 2.49° + O(*). (3.38)

Para la densidad del sistema simulado g.(c) ~ 1.0008. La figura muestra
mp = (4DF)18; < (AF)? > como una funcién de t1o(0) para diferentes valores
del coeficiente de restitucién en el intervalo 0.7 < @ < 1. El tiempo ha sido
escalado con la frecuencia de colisién de Boltzmann definida en la Ec.(3.31)
para t=0. Tras un corto régimen tramsitorio, del orden del tiempo que debe
transcurrir para que tengan lugar unas cuantas colisiones, las curvas alcanzan
un valor practicamente constante en el tiempo. Segin la prediccién tedrica,
Ec.(3.36), los valores estacionarios de la Fig. 3.2 corresponden a D*(a). La
comparaci6n entre esta tltima y los datos de la simulacién se ofrece en la
Figura 3.3. En ella se han representado los resultados, para distintos valores
del coeficiente de restitucién, obtenidos por medio de nuestro algoritmo de
Dingmica Molecular y con un algoritmo de Simulacién Directa de Monte Carlo
(DSMC) para la solucién numérica de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz [49].
También se ha incluido la curva tedrica D*(a;) dada por la Ec.(3.28). Se observa
un excelente acuerdo de las simulaciones con la prediccién tedrica. Mds atin, es
interesante hacer notar que las pequefas desviaciones de ambas simulaciones
(Dingmica Molecular y Simulacién Directa de Monte Carlo) respecto a ella, se
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Figura 3.3: Comparacién de los coeficientes de autodifusion reducidos para un
sistema de discos duros obtenidos por simulacién de Dindmica Molecular (MD)
y por resolucién numérica de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz (DSMC), con
el resultado tedrico.

producen en el mismo sentido [86]. Cuando la disipacién es pequefia (a muy
préximo a la unidad), la prediccidn tedrica cae por debajo de los resultados
de la simulacién, y hay un cruce de ambas curvas a medida que aumenta la
inelasticidad. Esto parece indicar que la discrepancia se debe en ambos casos al
cardcter aproximado de la solucién de Chapman-Enskog, al haber considerado
el primer orden en la aproximacién de Sonine. De hecho, es destacable el
extraordinario acuerdo entre los resultados obtenidos de la solucién numérica
de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz y los obtenidos directamente de nuestra
simulacién de Dindmica Molecular. Esto sucede a pesar de que comparamos
resultados de DSMC para un sistema de d = 3 con los de Dindmica Molecular
de discos, d = 2. La razén de tal acuerdo es que la tGnica dependencia de
D*{a) en la dimensién d del sistema tiene lugar a través de la funcién ¢*{a) y
esta cantidad, como ya hemos hecho notar, contribuye de forma inapreciable
al coeficiente de autodifusién en el rango de valores de o que consideramos.
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3.2. Movimiento browniano

3.2 Movimiento browniano en un medio gra-
nular diluido

El movimiento ininterrumpido e irregular de particulas diminutas de po-
len en el agua fue descrito a principios del siglo XIX por el botdnico escocés
Robert Brown. Formulé asi, sin saberlo, uno de los problemas bdsicos de la
Fisica moderna, que no es posible abordar con una teoria clisica determinista.
Més alld de la primera explicacién valida ofrecida por Einstein en 1905 [90] ¥
de los posteriores tratamiento alternativos y més formales de Schmoluchowsky
(1906), Adrian Daniel Fokker (1916) y Max Planck (1917), existen multitud
de aplicaciones del estudio del movimiento Browniano a diversos campos de
las ciencias [23, 91, 92], que lo han convertido en uno de los problemas mis v
mejor estudiados en la historia de la Fisica Estadistica.

El problema de una particula de gran tamafio en un fluido granular afiade
al alto valor teérico del problema browniano ”cldsico”, una gran importancia
practica y tecnolégica, por lo que pueda ayudar a comprender mecanismos de
segregacién o mezcla de granos [2, 93]. Veremos que a esto se anade el he-
cho de que nos proporciona otro argumento de peso a favor de la validez de
la descripcién hidrodindmica de los medios granulares. Mostraremos que en
el caso concreto de una particula marcada con mucha més masa que las del
gas granular que la rodea, la ecuacién cinética de Boltzmann-Lorentz puede
ser reducida de manera exacta a una ecuacién de Fokker-Planck con coeficien-
tes dependientes de la temperatura del gas, que permanece en el estado de
enfriamiento homogéneo, y del coeficiente de restitucién normal de las colisio-
nes entre la particula browniana y las del fluido. El espectro del operador de
colisién es conocido y la solucién exacta puede ser construida de forma que
queden patentes los cambios cualitativos que introduce la inelasticidad en el
problema browniano. Se encuentra, en particular, que el conocido teorema de
fluctuacién-disipacién no se cumple en el caso ineldstico. Como consecuencia
de ello, la funcién de distribucién de velocidades final que se establece para
tiempos largos corresponde a una Maxwelliana, pero con una temperatura di-
ferente a la del gas. Sin embargo, existe un cambio de variables con el que
se consigue que el espectro de la ecuacién de Fokker-Planck sea igual al del
caso eldstico. Hay un nimero infinito de modos cinéticos y un unico modo
hidrodinamico difusivo, annque todos los modos cinéticos se encuentran des-
plazados levemente debido al enfriamiento. Aun asi, para tiempos largos, la
dindmica del sistema estd dominada por la difusién simple. En tiempo real,
en contra de lo que ocurre en el caso eldstico, la separacién entre estos modos
cinéticos e hidrodindmicos es algebraica y no exponencial. Todos estos resul-
tados, como decimos, son una demostracién clara de la validez de una teoria
hidrodindmica en un sistema con colisiones ineldsticas para todos los valores
del coeficiente de restitucién y dan una indicacién precisa de la tendencia a
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una regién hidrodindmica a partir de cualquier condicién inicial.

3.2.1 Descripcién del movimiento de la particula brow-
niana en un gas granular

Sea una particula de masa m y didmetro o inmersa en un gas diluido
cuyas particulas tienen masa m, y didmetro o,. Todas las particulas son esferas
lisas inelasticas (d = 3) o discos lisos inelasticos (d = 2). Las colisiones entre
la particula marcada y las del fluido estan caracterizadas por un coeficiente
de restitucién normal ¢, mientras que las colisiones entre particulas del gas lo
estdn por ay. Aplicando la ecuacién de Boltzmann-Lorentz, Ec.(C.16), a la
funcién de distribucién de la particula marcada F(7, 7, t), resulta:

(8, +7- V) F(7,7,) = J.[F.0,t|F, ], (3.39)

con el operador de colisién dado por

J.IF, T4\, f] = o2~ /dvl/da@ L&)(G- )

Como es habitual, f(7, 7, ) es la funcién de distribucién monoparticular
del gas, © es la funcién escalén de Heaviside y & un vector unitario que apunta
desde el centro de la particula 1 al centro de la particula marcada cuando
ambas estdn en contacto (como en la Figura 2.1). Por iltimo la distancia
oy = (0+0,4)/2 es la semisuma de los didmetros o y o, de la particula marcada
y de las del gas, respectivamente. Las velocidades antes de la colisiéon ¢ ¥ ¢
de una particula del fluido con la browniana, que después de la colisién dan
lugar a las velocidades ¥ y ¥, estdn dadas por

" (].-f-Oé)Zlq [N

=T a(l—i—A)( g)e
P L) B (3.41)
! al+A)Y 7 ‘

En las expresiones anteriores, § = v—7, es la velocidad relativa de las particulas
: 1
que colisionan y A es el cociente de sus masas, A = m,/m.

La distribucién f(7,#,t) debe ser una solucién de la ecuacién de Boltz-
mann ineldstica y las colisiones entre particulas del gas estaran gobernadas
por las leyes de colisién (B.1) y (B.2). Consideraremos el gas en el estado de
enfriamiento homogéneo que, como sabemos, estd descrito por una solucién de
la forma [94}:

(5.0 =m0 (). (342)

Ug(t)
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donde v,(t) = [2kpT,(t)/m,]'/? es la velocidad térmica de las particulas del
gas. La forma explicita de ¢ no serd dada aqui, aunque es conocida en la
denominada segunda aproximacién de Sonine, Ec.(D.6). Por otro lado, la
densidad numérica n, y la temperatura del gas, T,(t), se definen de la forma
habitual,

L d 1 )
n, = / AfulE0), GrksTy(0) = / Aty i (7,1), (3.43)

siendo d, de nuevo, la dimensién del sistema.

Como vimos en la seccién anterior y tal como se detalla en el Apéndice
B, la temperatura del gas disminuye algebraicamente en el tiempo, siguiendo
la ley de Haff, con una velocidad de enfriamiento, dada en la Ec.(2.13), que se
puede calcular a partir de la ecuacién de Boltzmann en funcién del coeficiente
de restitucién a.

En el caso especial de una particula con mucha masa inmersa en un gas
libre ineldstico muy diluido, la ecuacién de Boltzmann-Lorentz se simplifica a
una ecuacién de Fokker-Planck, haciendo una expansién formal en el cociente
de masas A, quedandonos en el orden m4s bajo y tomando el limite A -+ 0. Los
detalles de dicha expansién, asi como una discusién sobre el dmbito de validez
del desarrollo, se presentan en el Apéndice E donde se considera, ademas, el
caso particular de un estado de enfriamiento homogéneo del gas, en cuyo caso
la ecuacidn de Fokker-Planck resultante es:

(8, + 7 V) F(7,5,t) = LIT, ()] F (7,7, t) (3.44)

con

ﬁ(Tg)=“/e(Tg)ao(a)i- [ﬁ+ —ag(0) 5 (3.45)

ov
siendo 7.(T,) la constante de friccién en el caso eldstico, salvo que aqui es
funcién del tiempo a través de la temperatura T, {véanse las Ecs. (B.13) ¥
(B.17)). Explicitamente:

k5T, 8 ]

1

4n T ol n, AL (Zk:BTg>1/2

dr(¢)

Ye(Ty) = (3.46)

m

La inelasticidad de las colisiones entre la particula marcada y las del gas
aparece en la ecuacién a través de ag, que es una funcién del coeficiente de
restitucién o,

ap(a) = ——. (3.47)
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La relacién de fluctuacién-disipacién existente en el caso elastico, por la
que se relacionan los coeficientes de la ecuacién (3.44), se viola en este caso
por la aparicién del factor adicional ag(a). En realidad, la ecuacién (3.44) es
consecuencia de una extensién del método general para particulas eldsticas [79],
si bien presenta la singularidad importante de restringirse al limite distinguido
definido por A — 0y oy — 1, pero manteniéndose

= C[Tg(t)] _ 1-— ag o d—1
€ = 2aq(a)ve[Ty(t)] h 4/ 2a0(a) A (‘70> (3.48)

constante y menor que la unidad.

Asi, ademds de un cociente de masas pequeiio, la disipacién del gas debe
ser débil (aunque no haya limitaciones para la disipacion en las colisiones de la
browniana caracterizada por el coeficiente o). Para entender esto, considere-
mos la temperatura de la particula browniana, definida a partir de su energia
cinética media,

—kBT /dr /d@ m(@ — @)2F (7, 9), (3.49)

= / dF / dTTF (7, ), (3.50)

es la velocidad media de la particula marcada. Multiplicando la ecuacion de
Fokker-Planck por 7'y 42 e integrando respecto a 7, se obtienen las ecuaciones:

008 = —7.(T,)ao(a)i, (3.51)

00+ 20Ty )ao(a) 1 = )] 7 = 2T (3.52)

En la primera se observa que la velocidad media decae en el tiempo de-
bido a las colisiones con el gas como ~.ae, mientras la temperatura lo hace
como 27.a9. Esto avala la interpretacién de ¢ en la ecuacién (3.48) como el
cociente del enfriamiento del gas respecto del de la particula marcada. Conse-
cuentemente, —2v,ao(l — €5) en (3.52) representa la diferencia entre esos dos
decaimientos, vy expresa que la tendencia de la browniana a enfriarse respec-
to al gas que la rodea se ve “frustrada” debido al enfriamiento de éste. Las
soluciones de las ecuaciones de los momentos (3.51) y (3.52) son:

donde

i(t) = [U@#)]) 7= 7(0), (3.53)
T(t) - T(O) 1 T 5
donde se ha definido el operador de evolucidn,
(ST .
U(t) = (1 + Tt> . (3.55)

40



3.2. Movimiento browniano

Obsérvese que este decaimiento de U(#) es similar al comportamiento al-
gebraico de la temperatura T,(¢) de la ecuacién (B.3) pero con distinto expo-
nente, lo que refleja las diferencias en la evolucién de las dos temperaturas. Es
interesante conocer la evolucién de la razén de las temperaturas de la particula
marcada y del gas, ya que, como se muestra en Apéndice F, los coeficientes
en la expansién en A dependen de ella. Se desprende del resultado (3.55) que
para ¢ > 1 la temperatura de la browniana crece sin limite respecto a T,
mientras que en el caso contrario, €y < 1, el cociente de ambas se aproxima al
valor constante ‘

im T(t) — aO(a). (356)
t—ro0 Tg(t) 1—¢
Esto explica la condicién ¢y < 1 anunciada anteriormente.

Aunque del resultado (3.56) se infiera que, si ¢g < 1, la velocidad de
enfriamiento de las particulas del gas y de la marcada tienden al mismo valor,
es importante notar que las temperaturas asintGticas respectivas pueden ser
diferentes. Asi, en el rango 1—;4 < €y < 1, la temperatura de la particula mar-
cada sera mayor, mientras que para 0 < g5 < I_Ta, la temperatura del gas que
la rodea serd superior. Igualmente, se desprende de (3.55), que las soluciones
se aproximan a su valor asintético algebraicamente y no exponencialmente en
el tiempo real,

() - 2@ g 4y = 2@ 1 o) <1 N C[Tg(o)]t) - (357)

1—¢ T 1l-¢

Dos efectos por los que hemos pasado someramente con anterioridad
compiten entre si, dando lugar a esta diferencia entre los valores asintéticos
de las temperaturas. Por un lado, la inelasticidad de las colisiones entre la
particula pesada v las del gas tiende a disminuir la temperatura de la browniana
T. Por lo tanto, incluso si el gas es eldstico (¢ = 0), de (3.57) se desprende
que T/T, = ap(e) < 1. Por otro lado, el enfriamiento de las particulas
del gas tiende a hacer T, demorarse frente a T, a pesar del hecho de que la
velocidad de enfriamiento de T, 2v.(T,)ao(c), se asuma mayor que la velocidad
de enfriamiento de las particulas del gas, {(7,). Consecuentemente, inclusosila
particula marcada colisiona el4sticamente con las del gas (ap = 1), la ecuacion
(3.57) predice T/T, — (1 —€p)~* > 1. Nétese que ambos efectos se compensan
exactamente s6lo si eg = (1 — @)/2.

En ausencia de fuerzas externas o condiciones de contorno, no hay solu-
cién estacionaria para la ecuacién de Fokker-Planck, debido a la dependencia
temporal explicita de la temperatura del gas T,(t). Sin embargo, si que exis-
te un estado andlogo al de enfriamiento homogéneo del gas, definido en la
ecuacién (3.42), dado por

Fu(0,t) = 75 (0) (v /xo(1)), (3.38)
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

donde Q es el volumen del sistema y vo(t) = [2k5T(t)/m]"/? es la velocidad
térmica de la particula marcada. Si se sustituye esta forma en (3.44), se
obtiene:
———— . [TFy (U,1)] = L[T,(t)]Fu(T,1), 3.59
QT(t) ot oF [U H(v7 )] [ g( )] H(U ) ( )
que, haciendo uso de la ecuacién de la temperatura (3.52), se puede transformar
en

(—% : [m ZEAU) 3] Fy(#,t) =0, (3.60)

m 07
una de cuyas soluciones es
’UAd(t) 2 2
Fa(@,t) = Q1 2 Lev" /vt (3.61)

Los detalles del célculo que lleva a la ecuacién (3.60) se pueden consultar
en el Apéndice E.

En consecuencia, el estado de enfriamiento homogéneo de la particula
marcada es exactamente Maxwelliano, como lo es para el movimiento brow-
niano en un gas eldstico, pero introduciendo una dependencia en el tiempo a
través de la temperatura. La importancia de esta solucién especial radica en
que la solucién general, que puede ser obtenida de forma similar a como se
hace en el caso eldstico, tiende a Fy(¥,t) para tiempos largos.

3.2.2 La ecuacién de Fokker-Planck en variables redu-
cidas

A continuacién reformularemos el problema desde un nuevo punto de
vista que consiste, bdsicamente, en trasladar la ecuacién a unas escalas espacial
v temporal que nos permitan establecer una analogfa con el problema de la
particula browniana en un fluido molecular. Dichas escalas son en cierto modo
similares a las usadas en el problema de la autodifusién de la seccién 3.1.
La mayor ventaja de este tratamiento es su idoneidad para el estudio de la
difusion de la browniana, problema que usaremos como prueba de la validez
del desarrollo hecho a partir de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz.

Consideremos de nuevo la ecuacién (3.44) y el gas granular que rodea
a la particula browniana en el estado de enfriamiento homogéneo y por tanto
caracterizado por una temperatura dependiente del tiempo cuya evolucién estd
marcada por la ecuacién (£.21). Definimos el siguiente cambio de variables:

T = Aﬁ , W,: a(l—fo)g;g;

For = aa)l- o) [d), (362



3.2. Movimiento browniano

donde #(t) = [2kpT,(t)ao(a)/m(l — €)]"/? y volvemos a hacer uso de €,
ya introducido en la Ec.(3.48). Como ya hemos discutido, € es una cantidad
independiente del tiempo y las definiciones anteriores son vélidas tan sélo para
€0 < 1, consistentemente con la deduccién de la ecuacién (3.44) llevada a cabo
en el Apéndice E. La ecuacién (3.44) se transforma, en las nuevas variables,
en

— 8 *—*—w*_a 14 L P iPr R
(0 47 ) Fmon) = e (7 3 ) T, 669

donde se ha escalado la densidad de probabilidad mediante
aB(t)
[a(1 - eo)7.())"

estando, como F, normalizada a la unidad. La forma de la ecuacién (3.63) es
idéntica a la correspondiente al movimiento browniano en el caso eldstico (« =
a, = 1). Consecuentemente, pueden ponerse en correspondencia las propieda-
des fisicas de una particula marcada més pesada que choca ineldsticamente con
las de un gas granular en un estado de enfriamiento homogéneo con las de una
particula eldstica inmersa en un gas en equilibrio. Las unicas diferencias son
las escalas espaciales y temporales relevantes. Por ejemplo, si bien la relacion
entre el tiempo real y el escalado es lineal en el caso eldstico, t* = 7.t , cuando
las colisiones son inelasticas la relacién es mas complicada,

polzag [1 + %O—)f} ) (3.65)

€o

FH(7, 5, t) = F(7,5,1), (3.64)

resultando que la escala de tiempo se comprime logaritmicamente.

La solucién general del problema (3.63) para un sistema infinito es cono-
cida [953]:

F* (7,7 /d / FUGH (7, T, 7 7 0) (R, 5,0),  (3.66)

con

e o = [0

exp {—e(t*) [ — 7 — o) (T + 7] - b(t") (v* — e-f‘ff“)} . (3.67)
En las expresiones anteriores hemos definido

1 1 1—eV

C(t*) = m—)—], b(t*) = 1——6-'—;;’ (f(t*) = ]_——I»(f—_T



Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

Consideremos en primer lugar un estado inicial de la particula marcada
espacialmente homogéneo, es decir, F*(7,%,0) = F*(¢",0). En ese caso, la
ecuacion (3.66) se simplifica a

Fr {7, t") { ] /d@ exp () (7 — e”t"z')”“)z} F(#,0).  (3.69)

Para tiempos largos, t* >> 1, se puede comprobar que b(t*) — 1 y por lo
tanto la expresién anterior se simplifica

Fr{#*,¢") — Fy(v*) = L iz (3.70)
’ M - Q* ) e
donde Q* es el volumen del sistema medido en la escala espacial reducida,
definida en la ecuacién (3.62). Este resultado describe el estado de enfriamiento
homogéneo para la particula browniana, que ya fue obtenido en la seccién
anterior, Ec.(3.38), y que aparece en este formalismo de manera natural. Para
una discusién detallada de este estado, nos remitimos a lo ya dicho alli. Ahora
nos vamos a centrar en la expresién que tiene la ecuacién de la temperatura
de la particula marcada, Ec.(3.54), en las nuevas variables escaladas definidas
n (3.62),

T(t*) _ Qg —ot T(O) [N -
T,(t)  1-« e [TQ(O) B 1—60] ' (371)

El acercamiento de la temperatura 7" a su valor asintético Ty, es expo-
nencialmente rapido en la escala de tiempo reducida (mientras que como se
desprende de la Ec.(3.54), es algebraico en la escala original). Comprobamos
que Too(t) # Ty(t), incluso en el caso de colisiones eldsticas para la particula
marcada, si el gas es ineldstico. Y al contrario; si las particulas del gas son
elasticas pero la colisién con la particula marcada es ineldstica, ¢ = 0 y la
particula marcada se aproxima a una temperatura constante que difiere de T}
en un factor a;. El resultado dado por la ecuacién (3.71) se aplica incluso para
estados inhomogéneos arbitrarios de la particula browniana (ver su deduccién
en el Apéndice E).

Consideremos a continuacién un estado inicial cuya distribucién de velo-
cidades estd dada por el estado de enfriamiento homogéneo Maxwelliano, pero
con una inhomogeneidad espacial. Explicitamente tomemos

F*(,7,0) = n* (7, 0)r %™, (3.72)

donde n* (7, 0) es la densidad de probabilidad de encontrar la particula mar-
cada en la posicién 7 en el instante ¢ = 0. La misma magnitud en el instante

T

t* la podemos obtener integrando F*(r*,7*,t*) de la ecuacién (3.66) respecto
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3.2. Movimiento browniano

a 7%, resultando

* f ek * d d/2 e 14 e 3 ! *. * Wk f
() = [27.'—1*26*_)} /dr exp [—d(r — N2 /203 (¢ )] n*(7,0),
donde

P =dt* - 1+e™). (3.74)

Se puede verificar facilmente que [*%(t*) es el recorrido libre medio de la
particula marcada en las variables adimensionales. Mdas aun, derivando (3.73)
se comprueba directamente que n*(7*,¢*) cumple la ecuacién de difusién gene-
ralizada

Oprt (7, t") = (1 - e D20’ (7, 17), (3.75)

con D* = 1/2. Esta ecuacién es exacta para todo tiempo si la condicion
inicial tiene la forma asumida, e indica casi directamente el alcance de la escala
hidrodindmica. La ecuacién de difusién usual es la que rige la evolucién de
la particula browniana para ¢* >> 1, y la ecuacidn exacta se aproxima a ella
exponencialmente sobre la escala reducida. Por otro lado, el valor de D* = 1/2
es consistente con el resultado de Einstein [90], cumpliéndose

(3.76)

Para unas condiciones iniciales mas generales, la dindmica del sistema es
cualitativamente similar. El sistema alcanza un equilibrio homogéneo tras una
rapida relajacién de las velocidades y una posterior difusién espacial. Haciendo
uso de la expresién de la densidad de la particula browniana,

n(F 1) = / dTF (7,7, 1), (3.77)

y deshaciendo los cambios de variable, la ecuacién de difusién en las escalas
originales resulta ser

{at (1—eo)zv} (7t) =0, (3.78)

y el coeficiente de difusién se puede expresar en términos del valor asintético
de la temperatura de la particula pesada para tiempos largos, es decir usando
la Ec.(3.56):
kgT
D.[T,(1)] = — - 3.79
(78] mYes [Ty (1)) ( )

J

Obsérvese que la segunda parte de la igualdad tiene una forma andloga a
la del caso eldstico, salvo por la presencia de un coeficiente de friccién efectivo
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

Yep s [T, (8)] = (L—ég)ao(a)ve[T,(t)], el cual caracteriza el cambio del valor medio
de la velocidad de las particulas relativo a la velocidad térmica del gas.

Un analisis exacto del espectro del operador de Fokker-Planck de la ecua-
cién (3.44) confirma la separacién de las escalas temporales en todo el rango de
valores del pardmetro de inelasticidad y ofrece, por tanto, un ejemplo concreto
que justifica el uso de las ecuaciones hidrodindmicas para sistemas granulares.
Aunque no haya un estado asintético estacionario, cualquier condicién inicial
impuesta relaja, via modos cinéticos rapidos, a un modo difusivo dominan-
te. Este a su vez evoluciona, en una escala de tiempo mayor, a un estado
homogéneo dependiente del tiempo y caracterizado por su temperatura. El
enfriamiento del sistema durante la relajacién cinética y difusiva pasa de ser
exponencial a algebraico en el tiempo como consecuencia de la inelasticidad.
Resta por confirmar adn la validez del analisis asintético que conduce a la
ecuacién de Fokker-Planck [96].

A este respecto, vamos a contrastar en la préxima seccién medidas del re-
corrido cuadratico medio tomadas en las simulaciones de una particula pesada
inmersa en un gas granular con la expresién teérica (3.74). Esto servird para
delimitar la validez del desarrollo propuesto. Con idéntico propésito, medire-
mos la evolucién temporal de la temperatura de la browniana y su relajacién al
estado asintético, descrito en nuestro esquema tedrico por la ecuacién (3.54).

3.2.3 Simulacién de una particula browniana inmersa
en un gas granular

Todo el anélisis previo se basa en la validez de la ecuacién de Boltzmann-
Lorentz para describir la evolucién temporal de una particula marcada en el
seno de un gas poco denso cuando todas las colisiones son ineldsticas. Aho-
ra presentamos la simulacién mediante Dindmica Molecular de una particula
pesada en un bafio granular bidimensional. Desde un punto de vista com-
putacional, este estudio requiere la simulacién de un sistema suficientemente
grande, a fin de que el estado del bafio no sea perturbado por el movimien-
to de la browniana. Este condicionante, unido a la necesidad de conseguir
estadisticas suficientemente representativas, implica el uso de una cantidad
considerable de tiempo de ordenador.

Dindmica Molecular (DM)

Hemos simulado un sistema de discos duros {d = 2) en un dominio cua-
drado con condiciones periddicas de contorno. El gas estd compuesto por
N = 3025 particulas y todos los resultados que vamos a presentar estdn pro-
mediados sobre 500 trayectorias distintas de la particula browniana, generada
cada una mediante una ejecucién diferente del programa. La particula mar-
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3.2. Movimiento browniano

cada v las del gas se han tomado del mismo tamaifio (¢ = g,). La condicién
inicial se ha generado dejando evolucionar libremente el gas, sin la particula
browniana, durante un periodo de tiempo suficientemente largo como para per-
mitir que el sistema alcanzase el estado de enfriamiento homogéneo. Entonces,
una de las particulas componente del gas, elegida al azar, se ha sustituido por
una particula con una masa mayor, cambiando el valor su masa por un nuevo
valor. La técnica de simulacién empleada estd descrita en el Apéndice A.
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Figura 3.4: Evolucién temporal del recorrido cuadratico medio de una particula
browniana en un gas diluido de particulas ineldsticas, usando la técnica de
DM. El cociente entre las masas es A = 0.02 y se han considerado dos valores
del coeficiente de restitucién para colisiones de la particula marcada: o =
0.9 (cuadrados) y o = 0.8 (circulos). El coeficiente de restitucién para las
colisiones dentro del bafio es o, = 0.99. Las magnitudes estdn medidas en las
unidades reducidas adimensionales definidas en el texto, Ec.(3.62). La linea
continua es la prediccién tedrica de la ecuacién de Fokker-Planck, Ec.(3.74).

La Figura 3.4 muestra los resultados obtenidos para la evolucién temporal
del recorrido cuadrético medio de la particula marcada en un sistema con
coeficiente de restitucién o, = 0.99 y un cociente de masas A = 0.02. La
densidad del gas es no? = 1.322 - 1073, lo que corresponde a una fraccién
sélida de v = 1.039 - 1073, Se incluyen los valores correspondientes a dos
valores del coeficiente de restitucién para las colisiones de la particula pesada
con las del gas, o = 0.9 y @ = 0.8. La linea continua es la prediccién dada por
la ecuacién (3.74). Se observa un buen acuerdo, lo que constituye una prueba
convincente de la validez de la ecuacién cinética incluso antes de que el sistema
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alcance el régimen difusivo, ya que desde tiempos cortos, del orden de algunas
colisiones por particula, el acuerdo de la prediccién tedrica con la simulacién es
excelente. Resultados similares han sido encontrados para otros valores de los
pardmetros. Como se desprende de la Ec.(3.74), es posible medir el coeficiente
de difusién de la particula marcada a partir del recorrido cuadratico medio.

En la Figura 3.4 se observa que la discrepancia entre la teoria y la si-
mulacién aumenta con el tiempo. Este es un efecto estadistico que decrece
conforme se aumenta el niimero de trayectorias consideradas para promediar,
como se observa aun mas claramente en la Figura 3.5, en la que se presenta la
evolucién temporal de la temperatura de la browniana para las simulaciones
correspondientes a a = 0.9 de la Figura 3.4. Aunque estos resultados son
consistentes con las predicciones de la ecuacién de Fokker-Planck, las fluctua-
ciones son demasiado grandes como para hacer una comparacién cuantitativa
detallada.

0.90 |
0.0 2.0 . 4.0 6.0

t
Figura 3.5: Evolucién temporal de la temperatura de la browniana para el
sistema considerado en la Figura 3.4 con @ = 0.9. La temperatura estd escalada
con la temperatura del gas. La linea continua es la prediccién teérica de la
Ec.(3.54). El tiempo estd medido en las unidades reducidas, Ec.(3.62).

En esta misma linea, afadiremos que, a la hora de comparar los resul-
tados obtenidos mediante DM con otros obtenidos haciendo uso del método
de simulacién directa de Monte Carlo que presentaremos a continuacién, hay
que tener presente que el numero de trayectorias consideradas en este segun-
do método es del orden de 200 veces mayor que las que se han usado en las
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simulaciones de DM. A esto hay que sumar la dificultad anadida de que el
gas que rodea a la browniana en las simulaciones de DM no es una condicién
impuesta a la simulacién, como ocurre en el método de simulacién directa de
Monte Carlo, sino que se ve afectado por la dindmica de la propia browniana.
Este efecto disminuye a medida que decrece la diferencia de masas entre los
componentes del gas y la particula browniana. El desarrollo teérico hecho, sin
embargo, se centra en el limite contrario, es decir, en el limite en que A — 0.
En este limite, se consigue un bafio de particulas alrededor de la browniana
cuando el niimero de particulas del gas es infinito. Con el algoritmo empleado
(véase el Apéndice A), el tiempo de computacién aumenta aproximadamente
como O(N?). Eso significa que el nimero de particulas en el bafio no puede
ser demasiado grande, si se pretenden hacer promedios sobre diversas trayec-
torias. Debemos establecer un compromiso entre el tamafio del gas que rodea
a la particula marcada (N) y el cociente de masas (A), de forma que, perma-
neciendo dentro del limite en el que la descripcién que ofrece la ecuacion de
Fokker-Planck sea valida, el tiempo empleado en el célculo sea razonable y nos
permita alcanzar valores con significado estadistico.

Simulacién directa de Monte Carlo (DSMC)

Este método de simulacién se ha usado en el presente contexto para dar
validez al analisis formal presentado que lleva a la ecuacién de Fokker-Planck a
partir de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz. El algoritmo [85] ha sido aplicado
en numerosas ocasiones para el estudio de los medios granulares [81, 83] y en
esencia es un método de resolucién numérica de la ecuacién de Boltzmann.
Su adaptacién a la ecuacién de Boltzmann-Lorentz es inmediata. En lo que
nos concierne, ha sido aplicado especificamente a las predicciones de relajacion
de la distribucién de velocidades de la browniana a una Maxwelliana con una
nueva temperatura asi como la existencia de un coeficiente de difusién depen-
diente de la inelasticidad [96]. A continuacién presentamos algunos resultados
de simulaciones de un sistema de esferas con cociente de masas A = 1-1072,
de igual didmetro y un coeficiente de restitucién normal para colisiones entre
las particulas del gas o, = 0.99. Estos valores aseguran que €; sea €9 < 1 para
cualquier valor de o (0 < a < 1), de modo que estamos en las condiciones en
las que es valido el desarrollo tedrico que hemos presentado.

En las simulaciones se han generado 10° trayectorias de la particula mar-
cada (llamamos la atencién sobre la diferencia con las conseguidas en la simula-
cién de DM). Independientemente de la posicién, las colisiones de la particula
marcada siempre tuvieron lugar contra particulas de un gas homogéneo cu-
ya funcién de distribucién era de la forma indicada en la Ec.(3.42), con una
temperatura del gas determinada por la ley (B.15).

La Figura 3.6 muestra una comparacién detallada de los valores numéri-
cos asint6ticos de la ecuacién (3.56) para diferentes valores de a. El acuerdo
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Figura 3.6: Valor asintdtico del cociente de la temperatura de la particula pesa-
da T y la del gas granular T}, en funcién del coeficiente de restitucién normal o
para colisiones entre la particula marcada y las del fluido. La linea es la predic-
cién de la ecuacién de Fokker-Planck y los puntos son simulaciones numéricas
de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz para un sistema tridimensional, cuyos
detalles se describen en el texto.

con la teorfa es muy bueno, considerando que las correcciones al limite de
Fokker-Planck son del orden de AY?. De hecho, como era de esperar, el acuerdo
aumenta si se disminuye el cociente de masas y se aumenta el coeficiente de
restitucién del gas «, de forma que el valor de ¢ se mantenga constante.
El caricter gaussiano del estado de enfriamiento de la particula marcada se
puede estudiar a través del cuarto momento de la funcién de distribucién
monoparticular, o mejor ain, de su expresién normalizada 3(v*)/5(v?)?, que
en el caso gaussiano para d = 3 tiene el valor unidad. Aqui hemos usado la

notacion
/dr /dvv 7,t), (3.80)

siendo el volumen del sistema.

La Figura 3.7 muestra los valores de la simulacién para el momento nor-
malizado como una funcién del tiempo para @ = 0.5 y @ = 0.99. También se
muestran los resultados para la distribucién del gas. Este 1iltimo presenta des-
viaciones significativas respecto a la unidad mientras que la particula pesada
se mantiene gaussiana incluso para disipaciones altas. Aunque en la figura se
muestren sélo dos valores extremos de «, el mismo comportamiento se observa
para varios valores intermedios. Tampoco se encuentra ninguna dependencia
del resultado respecto a la condicién inicial.
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3.2. Movimiento brownianoc
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Figura 3.7: Evolucién temporal de los cuartos momentos reducidos de la fun-
cién de distribucién de la particula marcada. El tiempo ha sido medido en
unidades de A/?y, siendo A el recorrido libre medio, Ec.(4.12). La linea conti-
nua corresponde a a = 0.95 y la de rayas a a = 0.5. Las lineas horizontales
representan el cuarto momento de la funcién de distribucién del fluido para
o = 0.95 (continua) y & = 0.5 (discontinua). El bafio es el mismo que en la
Figura 3.6.
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Figura 3.8: Comparacién de los valores numéricos del coeficiente de difusién
reducido obtenido a partir de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz (puntos) y
el valor predicho por la teoria desarrollada en este Capitulo D* = 1/2 (linea
continua). Los detalles del sistema simulado son los mismos que en las figuras
anteriores.
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

Por ultimo, la evolucién del sistema hacia el régimen difusivo puede es-
tudiarse midiendo el recorrido libre medio de la particula marcada, como se
mostré en el apartado anterior. En la Figura 3.8, se presenta la comparacion
de los resultados de las medidas del coeficiente de difusién a partir del recorrido
cuadratico medio, Ec.(3.74), con el valor D* = 1/2, para un amplio espectro
de valores de . El acuerdo es excelente y confirma tanto la existencia de un
limite difusivo como el valor del coeficiente de difusién asintético predicho por
la teoria.

3.3 Conclusiones

En este capitulo se han aplicado las ecuaciones que rigen la evolucién de
los campos hidrodindmicos en un medio granular en la aproximacién de Navier-
Stokes a dos problemas de transporte de materia, como son la autodifusion y
la difusién de una particula browniana.

En lo que respecta al estudio de la autodifusiéon en el estado de en-
friamiento homogéneo, el caso mas sencillo posible de transporte en gases
granulares, hemos simulado el sistema con un algoritme de Dindmica Mole-
cular y contrastado los resultados con los obtenidos mediante resolucién de
Chapman-Enskog de la ecuacién de Boltzmann-Lorentz y también por reso-
lucién numérica de la ecuacién usando la técnica de simulacién directa de
Monte Carlo. El excelente acuerdo entre los resultados obtenidos, acuerdo que
se extiende sobre un amplio intervalo de valores del coeficiente de restitucidn,
proporciona una prueba muy valiosa de la exactitud y utilidad de las diferentes
formas de abordar el problema de la autodifusién en un gas granular.

El desarrollo tedrico propuesto muestra que el proceso de la autodifu-
sién en el seno de un medio granular en el estado de enfriamiento homogéneo,
se puede describir a un nivel macroscépico por una ecuacién hidrodindmica,
Ec.(3.30), de forma analoga a lo que ocurre en fluidos ordinarios. La diferen-
cia esencial reside en la dependencia temporal del coeficiente de la ecnacién
de difusién correspondiente, a través de la temperatura del sistema. Existe,
como también se ha sefialado, una dependencia explicita del coeficiente de
restitucién, que caracteriza la disipacidn en el sistema. Se pueden hallar, sin
embargo, unas escalas temporal y espacial adecuadas en las que la ecuacién de
difusién tiene un coeficiente de difusién que no depende del tiempo, Ec.(3.33).

En cuanto al problema browniano, la ecuacién de Fokker-Planck obte-
nida a partir de la de Boltzmann-Lorentz en el limite del cociente de masas
pequeno permite un andlisis exacto de la dindmica de la particula marcada.
El bafio granular se supone en un estado de enfriamiento homogéneo. Esta
ecuacién puede ser transformada a una escala espacial y temporal en la que
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3.3. Conclusiones

es formalmente similar a la ecuacién correspondiente al caso eldstico. Conse-
cuentemente, todos los resultados conocidos para este caso en Jo que se refiere
a relajacién de velocidades y a la existencia de un estado difusivo, se traducen
directamente a las colisiones ineldsticas. Las diferencias cualitativas acontecen
tan sélo a través de los cambios en las escalas. Algunas de las més relevantes
son:

La descripcién es independiente de a, por lo que se aplica para un grado
arbitrario de inelasticidad en las colisiones entre la particula browniana y
el baho. Existen, sin embargo, ciertas restricciones para la inelasticidad
del gas que han sido discutidas.

e La nueva escala temporal t* estd relacionada logaritmicamente con el
tiempo real. Por ello, la relajacién de velocidades y el acercamiento a la
escala hidrodindmica es algebraico y no exponencial.

e En el limite de tiempos largos, la funcién de distribucién de velocidades
de la particula marcada para el estado homogéneo es Gaussiana, aunque
la de las particulas del bafo no lo sea.

e Latemperatura de la particula browniana, que es una funcién del tiempo,
difiere de la del bafio aunque las velocidades de enfriamiento son las
mismas.

e El recorrido libre medio se aproxima a un comportamiento logaritmico
en el tiempo para tiempos largos, con un coeficiente que determina el
coeficiente de difusidn.

¢ La ecuacién de difusién para tiempos largos tiene la forma usual, aunque
su solucién es cualitativamente diferente a la del caso eldstico debido a
la dependencia temporal de la temperatura, presente en el coeficiente de
difusidn.

Con anterioridad hemos indicado nuestra intencién de confirmar la vali-
dez del andlisis asintético que conduce al limite de Fokker-Planck. El excelente
acuerdo encontrado con la simulacién directa de Monte Carlo y de Dindmica
Molecular, para las diversas propiedades estudiadas da evidencias mds que
convincentes de su validez. La separacién de escalas entre los modos cinéticos
y difusivo es bastante clara, toda vez que las complicaciones consecuencia del
enfriamiento se suprimen mediante el cambio de variables. Finalmente, la va-
lidez de la propia ecuacién de Boltzmann-Lorentz ha sido también confirmada
mediante simulacién de Dindmica Molecular. El acuerdo se extiende a un
arplio rango de los pardmetros que va mds alld del limite cuasieldstico.

La consecuencia méas relevante de la dependencia temporal de los co-
eficientes de transporte presentados en este capitulo es la aparicién de una
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Capitulo 3. Estudio de una particula marcada

nueva escala temporal relevante en el problema, que implica un decaimiento
algebraico de las excitaciones microscépicas en la escala de tiempo original.
Esto no es inconsistente, en principio, con la separacidn de escalas que la des-
cripcién hidrodindmica requiere. El problema de la particula browniana es
particularmente interesante en este sentido, ya que permite un estudio exacto
del decaimiento de los modos cinéticos y microscépicos. En cualquier caso,
merece la pena que sefialemos que hemos considerado valores del coeficiente
de restitucién normal o siempre mayores que 0.6, pudiendo ocurrir que para
valores inferiores la hidrodindmica y la propia ecuacién de Boltzmann no sean’
aplicables.

En definitiva, se han estudiado algunas situaciones de transporte en las
que se ha verificado la transicién de un régimen cinético a uno hidrodindmico,
comparando resultados tedricos derivados de las ecuaciones hidrodindmicas con
soluciones numéricas de la ecuacién de Boltzmann y resultados de simulacion
de Dindmica Molecular. La disipacién en las colisiones modifica las ecuacio-
nes de transporte de una forma trivial y esperada, mediante la dependencia
temporal de la temperatura y la aparicién de un sumidero en su ecuacién de
evolucidn, pero también de una forma intrincada e imprevisible a priori. Ejem-
plos de esto dltimo son la modificacidn de la relacion de disipacién-fluctuacién
en el movimiento browniano y la dependencia explicita respecto del coeficiente
o del coeficiente de autodifusion.

En este capitulo, también hemos pretendido abrir las puertas a una nue-
va forma de abordar el estudio de los flujos granulares: la combinacién de
una teoria cinética analitica, el método directo de Monte Carlo v la simula-
cién de Dindmica Molecular. Aunque hasta aqui nos hayamos restringido a
situaciones en torno al estado de enfriamiento homogéneo que experimentan
los flujos granulares libres, veremos en los siguientes capitulos que estas he-
rramientas se muestran igualmente eficaces en el estudio de otros estados de
los fluidos granulares, mds concretamente, en sistemas agitados mediante una
pared vibrante.
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Capitulo 4

Medios granulares vibrados en
ausencia de gravedad

Ya hemos mencionado en la introduccién de esta memoria el interés que
tienen los medios granulares vibrados. Y si bien el transporte y la manipulacién
de materiales granulares en el dmbito industrial puede considerarse la razén
mds practica para su estudio, no es menor su atractivo desde el punto de
vista de la fisica teérica, ya que estos sistemas ofrecen de manera directa
nuevas vias para la prueba de teorfas cinéticas, contrastando las predicciones
de éstas con los resultados experimentales. No es de extrafar, por lo tanto, la
aparicién en los ultimos afios de gran cantidad de trabajos relativos al tema,
tanto experimentales [66, 97, 98, 99], como tedricos {100, 101, 102, 103] o de
simulacién mediante ordenador {82, 104, 105].

El modelo de estos sistemas mds extensamente utilizado es nuevamente
un sistema de discos (o esferas) duros ineldsticos. Como ocurre en el caso de
los gases granulares libres, el modelo escogido permite una simulacién sencilla
del sistema haciendo uso de un algoritmo conducido por sucesos. Veremos a
lo largo de los siguientes capitulos, as{ mismo, que con este modelo es posible
obtener resultados analiticos relevantes. En cualquier caso, ambas formas de
atacar el problema, teoria y simulacién, se complementan hasta cierto punto,
para as{ poder explicar los fenémenos ohservados experimentalmente.

En los medios granulares vibrados surge la necesidad de modelar la inte-
raccién de los granos con las paredes y, particularmente, con la pared vibrante.
Para ello existen diferentes modelos més o menos realistas [82]. Muchas de las
propiedades internas del sistema parecen, sin embargo, no depender de la for-
ma detallada en que se agita el sistema. Bdasicamente, el movimiento de los
granos puede ser coherente o incoherente con el de la pared que vibra. En el
primer caso, los granos se mueven conjuntamente en capas de forma periddica,
con una frecuencia que estd relacionada con la de vibracién de la pared. En
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Capitulo 4. Medios vibrados en ausencia de gravedad

este caso, el sistema muestra ondas de superficie y su estado ha sido objeto de
numerosos trabajos {29, 105, 106]. En el segundo caso, las particulas se man-
tienen “suspendidas” sobre la pared vibrante, sometidas a un movimiento de
agitacién irregular, de forma que permanecen en un estado denominado “flui-
dizado”, por comportarse los granos en esta situacién andlogamente a como lo
hacen las particulas dentro de un fluido normal. También este régimen flui-
dizado ha sido profusamente reproducido experimentalmente [66, 97, 99, 107]
v puede ser estudiado teéricamente haciendo uso de la teoria cinética. En
una primera aproximacién a su descripcién, existen numerosos experimentos
y simulaciones en la bibliografia que pretenden encontrar leyes de escala de
la dependencia de la densidad o la temperatura del sistema respecto de la
forma de la excitacion [82, 104] o de las caracteristicas de la pared vibrante
[66, 108]. En otros estudios el interés se centra en la distribucién de veloci-
dades dentro del sistema [97, 98]. Merece la pena apuntar que, a pesar de la
gran cantidad de articulos producidos y de la relevancia de éstos, no parece
que se haya prestado mucha atencién a las propiedades centrales o de volumen
del sistema, en contraposicién a la capa limite o de coexistencia del sistema
con la pared. Tampoco s on muchos los trabajos sobre la relacién entre las
propiedades mecédnicas de la pared vibrante y los perfiles hidrodindmicos que
se crean en el volumen del sistema.

En la mayoria de los experimentos que encontramos en la bibliografia, el
medio granular se encuentra encerrado en un recipiente en el que los granos
se agitan por la accién de una pared vibrante inferior que actia contra la gra-
vedad. La energia suministrada por la pared se disipa en el sistema mediante
las colisiones entre las particulas, de forma que se alcanza un estado estacio-
nario. Este balance de energias, entre la que se disipa en el sistema y la que
se suministra a través de la pared vibrante, debe ser tenido en cuenta en cual-
quier teorfa hidrodindmica que pretenda describir el estado estacionario que
alcanza el sistema, de forma que su temperatura quede fijada por él. Haciendo
uso de teorfas cinéticas granulares [72, 109, 102, 76], es posible tanto obte-
ner ecuaciones hidrodinamicas validas, como establecer el balance energético
en la pared vibrante. Merece la pena resaltar que las mencionadas relaciones
hidrodindmicas se basan en que las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos
granulares sean vdlidas para la caracterizacién del sistema y en la exactitud
de las aproximaciones introducidas para modelar el suministro de energia a
través de la pared vibrante.

En general, el conjunto de inestabilidades que presentan los medios gra-
nulares vibrados dependen de multitud de pardmetros, que incluyen la dindmica
de la pared vibrante, la amplitud de sus oscilaciones, las interacciones de los
granos con las paredes laterales y la naturaleza ineldstica de las colisiones en
el medio. A lo largo de los préximos capitulos veremos que los fenémenos de
inestabilidad que muestran los medios granulares vibrados no estin ligados
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en general a la existencia de campos externos, sino que son inherentes a su
naturaleza, méds concretamente, a la inelasticidad de las colisiones entre los
granos. En base a ello, vamos a considerar un sistema sobre el que no actia
ningin campo externo. Sea por tanto un gas granular encerrado entre dos
paredes infinitas, una de las cuales se mueve suministrando energfa al sistema
mientras que la otra permanece en reposo (ver Figura 4.1). Las colisiones de
las particulas con las paredes son eldsticas. El movimiento de la pared vibran-
te es tal que su amplitud de vibracién es mucho menor que el recorrido libre
medio de las particulas del gas y su frecuencia mucho mayor que la de colisién
entre particulas. Eliminamos de este modo la posibilidad de que se establez-
can correlaciones entre la dindmica del sistema y el movimiento de la pared.
Ademas, consideramos que la pared se mueve en forma de dientes de sierra,
asi que una particula que colisiona con ella siempre la encuentra moviéndose
hacia arriba con velocidad constante. Consecuentemente, el tnico pardmetro
relevante para caracterizar la excitacién es la energia que se transfiere desde
la pared vibrante al volumen del sistema a través de las colisiones discretas
con las particulas que chocan con ella. Dicho de otra manera, la pared queda
caracterizada completamente por su velocidad, vy.
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Figura 4.1: El sistema que se estudia consiste en un gas granular diluido entre
dos paredes infinitas. La pared inferior, en z = 0, vibra con una velocidad
tipica vy, mientras que la superior, en z = L esta en reposo.

A continuacién vamos a presentar un estudio detallado tanto de las pro-
piedades de volumen del sistema como de las condiciones de contorno, rela-
clonando los pardmetros que definen el movimiento de la pared con las con-
diciones de contorno pertinentes para resolver las ecuaciones hidrodindmicas
que definen los perfiles en el sistema, méas alld de la capa limite “cinética”.
Este estudio nos servird de base para posteriores aplicaciones de las ecuaciones
hidrodindmicas a dos geometrias distintas (Capitulos 5 y 6) en las que se pro-
ducen sendas asimetrias espontaneas en un sistema inicialmente homogéneo.
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Capitulo 4. Medios vibrados en ausencia de gravedad

4.1 Descripcién hidrodinamica

Para un fluido de esferas, (d = 3) o discos {d = 2) duros lisos ineldsticos,
se pueden obtener unas ecuaciones de balance para la densidad local de parti-
culas n{7, t), la velocidad de flujo @(F, ¢} y la temperatura T'(7, ¢} similares a las
de Navier-Stokes para un fluido newtoniano {110]. Hemos visto en el Capitulo
2 que estas ecuaciones acopladas no lineales resultan de tomar momentos en
la ecuacién de Liouville,

dn+ V- (ni) =0, (4.1)
O +@-Vi+ (mn) 'V -P =0, (4.2)
0T + G- VT +2(dnkg) ™ (P:Vi+V-§) +(T =0 (4.3)

El significado de cada uno de los simbolos usados en las ecuaciones ante-
riores se detallé convenientemente en aquel capitulo. Para un estado estacio-
nario y en el que no exista un flujo macroscépico de velocidad, las ecuaciones
se simplifican notablemente, quedando:

V.P=0, (4.4)
2(dnkp)™'V -+ (T = 0. (4.5)

Ahora bien, observemos que estas expresiones, que son aplicacién directa
de las ecuaciones generales de balance, son vélidas sin ningin tipo de restric-
cién. Si consideramos el primer orden en los gradientes de los flujos v el limite
de bajas densidades, las ecuaciones se simplifican notablemente:

P =pI, (4.6)
G= —kVT — pVn, (4.7)
(= ((0) 4 <(2)‘ /

Continuando con el uso de la notacién del Capitulo 2, p = nkgT es la pre-
sién e 7 es el tensor unidad. El término ¢(% es de orden cero en los gradientes
de los campos hidrodinamicos, mientras que (‘2 contiene las contribuciones a
la velocidad de enfriamiento de los términos de segundo orden en los gradien-
tes. Es de esperar que estas contribuciones sean muy pequefias comparadas
con el flujo de calor y el tensor de presiones y, como se hiciera anteriormente,
se van a despreciar en el desarrollo que sigue a continuacién. La conductividad
térmica k y el coeficiente de transporte p fueron también introducidos en el
Capitulo 2.

Dada la simetria del sistema que estamos estudiando, esperamos que
en el estado estacionario los gradientes hidrodindmicos aparezcan sélo en la
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4.1. Descripcién hidrodindmica

direccién perpendicular a las paredes infinitas localizadas en los planos z = 0
y x = L, es decir, en la direccién z. De ahi que las ecuaciones (4.4) y (4.5) se
reduzcan mediante el uso de (4.6) — (4.8) a:

d
2(dnks) s (@) = (@) (mo5r ) - 28 =, (410)

donde, segiin lo dicho, se ha despreciado la contribucién de (?) a ¢.

En el limite en el que el sistema que tratamos sea muy grande, y en las
regiones lejanas a las paredes, la descripcién del estado estacionario que se
alcanza en el sistema se simplifica considerablemente. La presién se vuelve
uniforme v el perfil de temperatura lineal. Una caracteristica importante del
estado alcanzado por el sistema en dichas regiones es que ambos campos hi-
drodindmicos no son independientes, sino que estdn relacionados a través de
los pardmetros del sistema. Es facil entender el origen de esta relacién. Bus-
quemos una solucién de las ecuaciones hidrodindmicas que corresponda a una
presién uniforme y un perfil lineal de temperatura, es decir:

T(z)=Az, >0, A>0. (4.11)

Se puede comprobar, sin m4s que sustituir esta expresién en la ecuacion (4.10),
que la condicién para que tal estado exista es que la presién sea constante v
proporcional al gradiente de temperatura, A, dependiendo la constante de
proporcionalidad dnicamente de la inelasticidad «. Retomaremos este punto
més adelante.

Volvamos ahora a las ecuaciones hidrodindmicas (4.9) y (4.10). Para
resolverlas en general es conveniente definir una nueva variable espacial adi-
mensional, &, en funcién del recorrido libre medio local de los discos (esferas),

Mz) = [Co¥In(x)]"", (4.12)
como:
¢ =V [ s (413)
0 Az
habiéndose introducido

32(d — 1)r¢~'¢* ()
(d+2)*C°T(d/2)%[k* (a) — p*(a)]

ale) = (4.14)

Noétese que & da una medida de la distancia a la pared vibrante, en
unidades del recorrido libre medio. En la expresién de A, C es una constante
cuyo valor varfa con la dimensién del sistema, siendo C=2/2parad=2y
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Capitulo 4. Medios vibrados en ausencia de gravedad

C =72 para d = 3. En términos de la nueva variable &, la ecnaciéon (4.10)
se transforma en: -
T2 = g(a)T"?, 4.15
En unidades del recorrido libre medio, la magnitud de los gradientes en
el sistema estd determinada por y/a{c). Por ello, asumir el limite de pequeiios
gradientes en las ecuaciones de Navier-Stokes, implica en el presente contexto
limitarse al correspondiente limite cuasieldstico o de baja inelasticidad.

La solucién general de la ecuacién (4.15) es
T(E)Y? = Ae~ + Bef, (4.16)

quedando las constantes A v B por determinar segin las condiciones de con-
torno impuestas.

En nuestro caso existe una pared vibrante en z = 0, que suministra
energia al sistema, y una reflectante en £ = L. Si representamos por T la
temperatura del gas cerca de la pared que vibra, estas condiciones de contorno
se expresan por las relaciones:

T(¢=0)="T, (4.17)
@_Z)% - (%?’.) —o. (418)

Ndtese que € = 0 cuando z = 0 y &, es el valor de £ correspondiente a
z =L, & = /a(a)Co% ' N,, siendo N, el niimero medio de particulas por
unidad de seccién perpendicular al eje z.

N, = /dz n(z) = Cfm {4.19)

gd-1’

La relacién de 75 con los pardmetros que caracterizan el movimiento de
la pared vibrante se analizard en la seccién 4.2 y se discute con detalle en el
Apéndice F.

Las condiciones expresadas en las ecuaciones (4.17) v {4.18) conducen a
la siguiente expresidn para la temperatura en la variable escalada:

_ cosh(é, — €))7 .
T =T {m} - (4.20)

La forma funcional de esta solucién se presenta en la Figura 4.2, para ciertos
valores de &, v a. Se observa que la temperatura es minima en la pared

J

eldstica, para £ = &, y es monétonamente decreciente desde el valor Tj.
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Figura 4.2: Solucién del perfil de temperatura en la variable escalada,
Ec.(4.20), para un sistema de N = 500 particulas, a = 0.9 y &, = 0.612.

Partiendo de la solucién (4.20), es inmediato calcular el valor de la tem-
peratura en la pared reflectante, sin mas que sustituir el valor § = &y,

T,=T, {mr (4.21)

Paralelamente, usando la ecuacién (4.20) en la definicién (4.13), podemos
establecer una relacién explicita entre las escalas z y &,
o= kgTy
4Co?1py/a{a) {cosh{¢n1}
Y si a continuacién nos situamos en la pared reflectante (z = L) y usamos

la expresién de la temperatura correspondiente, Ec.(4.21), encontramos una
relacién entre la presidn del sistema y sus dimensiones,

5 {2€ + sinh[2,,] — sinh(2(&n — €)]}. (4.22)

L= kBTm
4Co%py/a(a)

Hasta ahora, todos los resultados que hemos presentado provienen direc-
tamente de las ecuaciones de Navier-Stokes y las correspondientes condiciones
de contorno, no habiéndose introducido ninguna aproximacién adicional. Su-
pongamos ahora que L es muy grande, de forma que &, > 1. De la depen-
dencia de T, -de este factor, Ec.(4.21), se desprende que este limite equivale

{26, + sinh[26,]} . (4.23)

61



Capitulo 4. Medios vibrados en ausencia de gravedad

a T,, < Ty. En esas condiciones, las ecuaciones (4.22) y (4.23) se aproximan
por:

T, o 4Tye ™ %m, (4.24)
ksTy

P= 2C/ala)o? 1L’

a lo que se llega sin més que considerar el valor limite de las funciones hi-
perbdlicas cuando el argumento es muy grande, que es proporcional a la expo-
nencial de su argumento.

Nétese que estos dltimos resultados implican que la presién en el siste-
ma, dentro de las condiciones en las que la aproximacién hecha es vélida, no
depende del nimero total de particulas que contiene el sistema, aunque si del
“eradiente” de temperatura Tp/L. Conviene recordar que esto es precisamen-
te lo que habiamos obtenido de las ecuaciones hidrodindmicas sin més que
suponer un perfil lineal de temperaturas, Ec.(4.11).

Si ademds de considerar un sistema grande, nos restringimos a distancias

£ de la pared que vibra que cumplan & < &,,, se desprende también de (4.20)

que la temperatura decae exponencialmente en la variable € en esta regién de
los pardmetros, es decir,

T(€) ~ Tye ™. (4.26)

Cuando se aplica la ecuacién (4.22) a las condiciones consideradas, se deduce
que la temperatura tiene un perfil lineal en la variable espacial original z,

T(z) ~Tp (1 - %) . (4.27)

Merece la pena llamar la atencidén sobre el hecho de que las expresiones
de la temperatura (4.26) y (4.27), puesto que han sido obtenidas en el limite
% < L, no se pueden aplicar en las proximidades a la pared reflectante (z = L).
En esta zona, la ecuacién (4.26) conduce a un valor de la temperatura que
difiere en un factor 4 del dado por la expresién exacta, Ec.(4.21).

Por otro lado, aplicando la ecuacién de estado en la regién en la que
ambas relaciones asintéticas son validas, resulta

1
B 2C \/a(a)o?=Y(L — x)

de forma que el perfil de densidad es sélo funcién del tamafio del sistema, L,
y del coeficiente de restitucién, a, pero no depende de las propiedades de la
pared vibrante {(que determinan Tp) ni del ndmero de particulas del sistema.

n(x) (4.28)
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4.2. Condiciones de contorno

4.2 Condiciones de contorno

Con el objetivo de determinar la temperatura del gas Tp en la zona
proxima a la pared vibrante en funcidn de los pardmetros que definen el movi-
miento de ésta, se evaluard a continuacién la.potencia que la pared suministra
al sistema y la energfa que éste disipa debido a su naturaleza ineldstica. Por
sencillez, supondremos que la velocidad de la pared varia en el tiempo en for-
ma de diente de sierra, de modo que todas las particulas que colisionan con
ella la encuentran con una velocidad constante v, en la direccién creciente de
x [104, 82] (ver Figura 4.3). La amplitud de su movimiento, ademds, va a ser
muy pequefia comparada con el recorrido libre medio del gas en las cercanias de
la pared. Como consecuencia de esto, se puede considerar en buena aproxima-
cién, que la pared permanece fija en la posicién 2z = 0 (aunque con velocidad
vy). De este modo, evitamos el acoplamiento de la dindmica de la pared y
el sistema, no produciéndose, en particular, pulsos de energia propagindose
desde la pared hacia el interior del sistema [104].

Desplazamiento de fa pared

tiempo

Figura 4.3: Modelo sencillo para el movimiento de la pared vibrante. Con-
sideramos que la pared se desplaza en forma de dientes de sierra con una
amplitud de vibracién en relacién al recorrido libre medio del medio granular
tal que las particulas de éste siempre la encuentran desplazdndose en sentido
“ascendente”.

Dado que consideramos que las colisiones entre la pared v las particulas
del gas son eldsticas, cuando una particula con velocidad 7, tal que v, < 0,
colisiona con la pared, cambia su velocidad a ¥, cuvas componentes quedan
fijadas por las siguientes reglas de colisién:

vl = 20 ~ g,
7 =7 (4.29)

N
i

Aqui, 7, denota las componentes de la velocidad perpendicular al movimiento
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Capitulo 4. Medios vibrados en ausencia de gravedad

de la pared vibrante. Por otro lado, la energia que gana una particula al
colisionar con la pared es

AE = 2m{v? — upvg). (4-30)

A continuacién hacemos uso de los resultados mostrados en el Apéndice
F, en el que se calculan la potencia suministrada por la pared vibrante del
sistema que tratamos, Py, y la que se disipa en su interior como consecuencia
de las colisiones, D. En el estado estacionario, se habra establecido un balance
entre ambas. En ese caso, con ayuda de las correspondientes relaciones, Ecs.

(F7) y (F.19), establecemos la expresién de Tp,
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To= tanh®g,,’ (430
siendo . .
4y =45t 1/2
‘e (d+2)Cya(a)l (§) 7T m . (4.32)
4d¢H(a)ky?

Sustituyendo a continuacidn esta expresioén en las ecuaciones hidrodind-
micas (4.20) y (4.23) obtenemos los perfiles en funcién de los pardmetros que
definen al sistema:

M} (433)

T =¢ { sinh &,

<

p= kBTO Qfm + smh(me)
4Co4Ly/ala)  cosh®&,

Finalmente, la relacién entre las escalas espaciales & y € se puede derivar
directamente sustituyendo la expresién de Tj en la ecuacién (4.22),

_ 26 +sinh(2¢,) — sinh[2(6, — )]
r= 26, + sinh(2&,,)

(4.34)

L. (4.35)

La ecuacién (4.34) muestra que la presién es una funcién mondtamente decre-
ciente de &, estando de hecho acotada inferiormente por el valor:

kB€2

Prmin = 2Co41\fa(e)L

Otro punto interesante lo marca el hecho de que la relacién entre z y &,
Ec.(4.35), sea independiente de v,. Esto implica que la densidad de particulas
en la variable z tampoco se verd afectada por la velocidad de la pared vibrante.

(4.36)
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El perfil de densidad se puede calcular facilmente a partir de la ecuacién (4.34)
con ayuda de la ecuacién de estado, resultando

1 26m + sinh(26,,)
T Cot-1L 4, /a(a) cosh?(&, — 38

Obsérvese que las ecuaciones (4.37), (4.34), (4.20) y (4.35) determinan
completamente los perfiles hidrodindmicos del sistema en el estado estaciona-
rio.

(4.37)

(&)

4.3 Conclusiéon

Se ha desarrollado la descripcién hidrodindmica de un estado estacionario
de un medio granular vibrado en ausencia de campos externos. En la zona
interior del gas, lejos de las paredes que lo contienen, se ha demostrado que
el perfil de la temperatura es lineal y la presién constante. Sin embargo, el
gradiente de temperatura y la presién no son independientes, sino que estédn
relacionadas a través de los pardmetros del sistema. La importancia de este
estado se refuerza por el hecho de que corresponde a una solucién exacta, sin
aproximacién alguna, de la ecuacién de Boltzmann de un sistema de esferas
duras o discos duros. La validez de la descripcién descansa, por supuesto, en la
aplicabilidad de las ecuaciones hidrodindmicas de Navier-Stokes para describir
el sistema.

El tratamiento presentado sugiere, ademds, una explicacién cualitativa
de la aparicidn de una capa limite en la pared reflectante, tal y como se observa
en las simulaciones de este sistema, Figura 4.4. Dada la temperatura del gas
en la vecindad de la pared vibrante, que estd determinada por la velocidad
de la pared v, el sistema tiende a establecer un gradiente de temperatura
constante con una presién uniforme. En general, sin embargo, no es posible
para el sistema completo alcanzar dicho estado, debido a que el nimero de
particulas que lo componen no se ajusta siempre al perfil de densidad que el
sistema intenta imponer, que estd relacionado con la presién y la temperatura
a través de la ecuacién de estado. Como compromiso, el gas tiende al estado
descrito por las ecuaciones (4.25) y (4.27) en una regién que empieza en las
cercanias de la pared vibrante y sitia todas las particulas que le “sobran”
en la region opuesta en una especie de “fase condensada”, que escapa a una
descripcién basada en la ecuacion de Boltzmann
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Figura4.4: Una instantdnea de las particulas en el estado estacionario, extraida
de una simulacién de N = 764 discos duros ineldsticos con a = 0.925 y v, = 2,
encerrados en una caja de dimensiones L, = 50 y L, = 100. Se observa
claramente la densa capa de particulas junto a la pared reflectante, como se
describe en el texto.
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Capitulo 5

Ruptura espontanea de simetria
en medios granulares vibrados

Como hemos sefialado en la introduccién, las condiciones mds propicias
para la aparicién de fenémenos nuevos e incluso aparentemente insélitos en
los medios granulares son, sin duda, aquellas en las que los granos se man-
tienen en movimiento continuo mediante algin agente externo. Particular-
mente activo es el estudio de los medios vibrados. Existen gran cantidad de
experimentos distintos que dan muestra de la enorme complejidad del com-
portamiento de estos sistemas [16], siendo la segregacién de los granos, sin
duda alguna, uno de los fenémenos m4s interesantes y caracteristicos (y no
sélo por las enormes implicaciones pricticas que conllevaria el control de tal
mecanismo). Con este nombre se conoce al fenémeno que aparece en algu-
nos medios granulares vibrados, por el que una mezcla de granos inicialmente
distribuidos homogéneamente evoluciona a un estado en el que los diferentes
componentes ocupan espacios bien diferenciados unos de otros. La segrega-
cién es la reaccién espontdnea a un movimiento impuesto externamente a un
sistema que estd compuesto de particulas de, al menos, dos naturalezas dife-
rentes. Aunque es una de las inestabilidades més estudiadas desde hace ahos
(111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118], poco es lo que se conoce a cerca de
la misma. En los dltimos afios, la simulacién en ordenadores {30, 119] ha
permitido un andlisis mas detallado del problema.

Pero no es la segregacién el \inico fenémeno sorprendente, en el que la
simetria v homogeneidad del sistema granular se rompe de forma esponténea.
Hace unos pocos afios, un grupo de pedagogos ocupados con la didictica de la
fisica moderna, proponian los medios granulares como un modelo directo para
la ensefianza préctica de diversos fenémenos fisicos [1]. Entre los experimentos
que plantearon se incluia uno especialmente interesante. Un recipiente relati-
vamente alto, cuya base se encuentra dividida por una pared de unos 2-3 cm
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Capitulo 5. Ruptura esponténea de simetria

de altura, se somete a la vibracién impuesta por un sencillo altavoz. Las dos
celdas idénticas en las que queda dividido el recipiente se llenan con bolas de
iguales caracteristicas fisicas, inicialmente hasta un tercio de la pared divisoria.

Cuando se somete al sistema anterior a una vibracién de amplitud suficien-
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Figura 5.1: Experimento original del diablillo de Maxwell. El sistema estd
abierto por arriba y vibrado por la base mediante algin mecanismo que lo
mantenga fluidizado (figura de la izquierda). Si la frecuencia de la vibracién
no es demasiado grande, las particulas tienden a agruparse en uno de los
compartimentos, rompiéndose la simetria del sistema (figura de la derecha).

temente grande, se observa un movimiento de las particulas del sistema por
toda su extensién, obteniéndose una distribucién continua de las mismas, que
se reparten por igual a ambos lados de la pared divisoria (ver Figura 5.1). La
situacidn cambia radicalmente al disminuir la amplitud de la vibracién impues-
ta por debajo de un cierto valor critico. Cuando la altura maxima alcanzada
por las particulas en su movimiento forzado es del orden del tamatio de la pa-
red, empiezan a pasar preferentemente hacia uno de los lados, de modo que se
reparten asimétricamente entre las dos celdas del recipiente (como en el lado
derecho de la Figura 5.1). Aparece asf{ un lado sobrecargado de particulas,
mientras que en el otro solo se encuentran unas pocas. Ademads, estas ultimas
se desplazan mucho m3és riapidamente a causa de la vibracién que transmite
la base. La asimetria anterior aumenta al disminuir la intensidad de la vibra-
cién. En tanto en cuanto el recipiente se construya de manera suficientemente
simétrica, el grueso de las particulas cae en un lado o en el otro indistintamen-
te. El hecho de que las particulas en el lado menos denso se muevan con una
energia mucho mayor que las otras, ha motivado que se bautice este experi-
mento como el experimento del diablillo de Maxwell.
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Figura 5.2: Modelo sencillo unidimensional usado para ilustrar el mecanismo
de formacién de agregados de particulas que se observa en el experimento de
Schlichting. Las particulas se encierran en un tubo con forma de herradura con
una anchura inferior a dos veces su didametro. Existe un campo gravitatorio en
la direccién sefialada. Los extremos del tubo se hacen vibrar, impulsando en
su movimiento a los granos.

A pesar de la espectacularidad del fendmeno, es posible una explicacién
cualitativa simple de lo que estd ocurriendo. De hecho, el experimento es
susceptible de ser simplificado notablemente. Considérese un sistema mono-
dimensional como el de la Figura 5.2, compuesto por discos lisos ineldsticos
de masa m que se mueven dentro de un tubo cerrado, sometidos a un campo
gravitatorio g dispuesto como se indica, v que son vibrados desde los extremos.
Una simulacién del este sistema muestra el mismo comportamiento que el sis-
tema tridimensional de la Figura 5.1. Para amplitudes grandes de vibracidn,
las particulas se mueven a lo largo del tubo que las contiene y el ndmero medio
de particulas a cada lado es el mismo. Estamos en el caso en el que la energia
suministrada a los discos en cada uno de los lados es mucho mayor que mgh ¥
también que la disipada en las colisiones (que es del orden de n;(1—a?)) siendo
n; el nimero de particulas en un brazo del tubo. Al disminuir la energia que
entra al sistema a través de la pared vibrante, porque disminuya la frecuencia
o la amplitud de la vibracién, el paso aleatorio de un nimero apreciable de
particulas de un lado al otro del tubo puede ser el desencadenante de un pro-
ceso retro-alimentado, consecuencia basicamente de que en el lado cargado de
particulas se disipa mds energia que en el otro, de modo que el impulso medio
que recibe la Gltima particula de la pila de particulas a ese lado del tubo dis-
minuye respecto al caso simétrico. Eso no sélo hace disminuir la probabilidad
de que la particula vuelva a la celda original, sino que al quedar el otro lado
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despoblado, la energia que llega desde la pared vibrante a la ultima particula
de esta fila es mayor que en la situacién simétrica, favoreciéndose de nuevo el
paso de particulas desde el lado menos denso. El final de este proceso es un
estado estacionario en el que uno de los brazos del tubo contiene un nimero
grande de particulas que disipan la energia suministrada por la pared vibrante
en las colisiones que sufren entre si, siendo la dltima particula de la fila la dnica
con alguna probabilidad de cruzar al otro lado. En éste unas pocas particulas
se mueven con extrema rapidez y pasan de un brazo del tubo al otro constan-
temente. Tendrfamos por lo tanto una situacién estacionaria asimétrica, en la
que unas pocas particulas se desplazan con rapidez, saltando de una celda a
otra, mientras que el grueso de las particulas permanecen en un lado del reci-
piente disipando en sus colisiones la energia que transmite la pared vibrante.
También es posible que todas las particulas caigan en un compartimento y
que la amplitud de vibracién (o la altura de la “pared”) sea tal que no llegue
suficiente impulso a la dltima particula de la pila para que pase la frontera. Se
llega entonces a una situacién estacionaria en la que la simetria del sistema se
ha roto completamente.

Obsérvese que a efectos de lo que nos interesa en esta memoria, si se des-
precia el rozamiento de los discos con las paredes, el experimento propuesto
en la Figura 5.2 puede simularse con dos columnas de particulas dirigidas en
la direccién al campo gravitatorio. En ellas las particulas se mueven chocando
eldsticamente con las paredes y entre si ineldsticamente. Si alguna particula
alcanza en-su movimiento el extremo de su columna pasa automédticamente
a ocupar un espacio en la otra columna manteniendo la misma altura. En
este proceso, la componente de su velocidad en la direccidén del campo gra-
vitatorio debe ser invertida y se debe ser cuidadoso con predecir colisiones
entre particulas de una y otra columna, para evitar errores en el algoritmo.
En la Figura 5.3 se muestran algunas instantdneas de la simulacién de este
modelo. Los lados del tubo se representan aqui separados a uno y otro lado
de la ventana. El coeficiente de restitucién de las colisiones entre particulas
es o = 0.95 (las leyes de colisién entre las particulas son las habituales, es
decir, las dadas en las ecuaciones (B.1)). La anchura del conducto no permite
el paso de mas de un disco. Desde la situacion inicial, en la que las N = 20
particulas estdn dispuestas simétricamente en cada uno de los lados (con una
velocidad pequefia aleatoria), el sistema evoluciona a un estado estacionario
final, en el que casi todas las particulas quedan a uno de los lados del tubo. De
hecho, en dicho lado se encuentran todas menos una, que continua pasando al
lado contrario y rebotando con fuerza en la base del recipiente, retornando al
lado denso, donde disipa su exceso de energia en la colisién con el resto de sus
companeras, que actian como un ”colchén” de amortiguamiento.
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Figura 5.3: Tres instantdineas de una realizaciéon del modelo sencillo del sistema
de la Figura 5.2 que se discute en el texto. La simulacion comienza a la
izquierda y termina en la imagen de la derecha, con la mdxima asimetria en el
reparto de las particulas entre los dos brazos del tubo.

5.1 Mecanismos desencadenantes de la asime-
tria

Muy recientemente se ha reproducido el experimento del Diablillo de
Maxwell descrito en la seccion anterior de forma més sistemdtica, y se ha
tratado de caracterizar la aparicién de la asimetria mediante el correspondiente
diagrama de bifurcacién [120, 121]. También se ha simulado el experimento
usando un modelo sencillo de discos duros ineldsticos lisos, y se ha propuesto
una explicacion tedrica en la que la asimetria se desencadena mediante un
mecanismo de efusién [27]. La validez de esta explicacién requiere que el

. recorrido libre medio de las particulas sea mucho menor que el orificio por el

que deben pasar (ver Figura 5.4). En el experimento original, tal suposicién
equivale a que sean pocas las particulas que alcancen una altura del orden de
la pared central. En la solucién de propuesta por Eggers [27], la pared interior
que separa ambos compartimentos se extiende formalmente hasta el infinito,
y se introduce un pequefio agujero en ella, como se muestra en la Figura 5.4.
Admitiendo que el intercambio de particulas entre los compartimentos se puede
considerar un proceso efusivo, la condicién de estacionariedad, que requiere
que el flujo neto de particulas que cruzan el agujero sea nulo, puede escribirse
en forma explicita haciendo uso de un modelo cinético de medio granular.
El resultado es que existe una transicién de fase con ruptura de simetria,
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Figura 5.4: Sistema propuesto por Eggers [27] para explicar la ruptura de
asimetria en el experimento de Schlichting.

determinada por un pardmetro que depende de la intensidad de la vibracién. la
inelasticidad de las colisiones v el niimero de capas de particulas que existirian
si el sistema estuviera en reposo sobre la pared vibrante. La comparacién del
diagrama asi obtenido con los resultados tedricos y de simulacién es bastante
buena [121].

En el sistema de la Figura 5.4, distinguimos dos mecanismos diferentes
que pueden desencadenar la ruptura de simetria: uno, hidrodinamico. que
implica la igualdad de los campos hidrodindmicos a ambos lados del agujero
v otro, efusivo, en el que se igualan los flujos de particulas. Que uno u otro
mecanismo sea el responsable de la aparicién de la inestabilidad en el sistema.
dependeré de la relacién entre el tamaidio del agujero y el recorrido libre medio
en sus proximidades. Si el recorrido libre medio es mucho mayor gue el tamarno
del agujero, la asimetria se producird por un mecanismo hidrodindmico, en caso
contrario lo hard por efusién. Se puede comprobar entonces que la explicacidn
propuesta por Eggers para el problema no parece completa. De hecho, como
veremos en lo que sigue, el mecanismo que produce la ruptura de simetria es
intrinseco a que el medio sea granular, en concreto, a la inelasticidad de los
granos. Para demostrarlo vamos a estudiar la separacion de los granos en un
sistema de discos ineldsticos que no estd sometido a un campo externo. De
entre los aspectos que diferencian este fenémeno del estudiado por Eggers.
el mds relevante es que, si en el experimento de Schlichting el equilibrio se
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Figura 5.5: Representacién esquemdtica del sistema de caja vibrada del expe-
rimento del diablillo de Maxwell, en el caso libre de campos externos.

alcanza por un mecanismo efusivo, en este caso que presentamos se produce al
considerar una condicién de estacionariedad hidrodindmica, ya que la ruptura
de la simetria aparece cuando el tamafio del agujero que conecta ambas celdas
es mayor que el recorrido libre medio de las particulas en su entorno. Haremos
notar que en este régimen la bifurcacién mencionada en las referencias [1, 27,
121] desaparece, lo que demuestra la diferencia en la naturaleza de ambos
fenémenos. Ademaés, consideramos un sistema en ausencia de cualquier campo
externo. Como una consecuencia de ello, el pardmetro de control es diferente
en ambos casos. Por otro lade, es importante llamar la atencién sobre el hecho
de que ninguna de las dos transiciones presenta una longitud caracteristica,
lo que las distingue claramente de la inestabilidad de formacién de agregados.
Finalmente, resefiemos que en el caso que tratamos, la presién es uniforme y la
misma en ambos compartimentos, de modo que la existencia de un gradiente
de presion no puede considerarse como responsable de la ruptura de la simetria.

5.2 Resultados de simulacion

Comencemos describiendo los resultados de la simulacién de Dindmica
Molecular realizada con el algoritmo conducido por sucesos descrito en la
iltima parte del Apéndice A. El sistema estudiado es una caja bidimensional
de anchura 25 y altura L, que contiene N discos de masa m y didmetro ¢. La
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caja estd dividida en dos compartimentos idénticos de la misma anchura S por
una pared vertical que comienza a una altura h, tal y como se observa en la
Figura 5.5. No actia ningtin campo externo sobre el sistema. La pared inferior
se hace vibrar con un movimiento en forma de dientes de sierra con velocidad
vp (ver Figura 4.3). Ademds, la amplitud de la vibracién se toma mucho me-
nor que el recorrido libre medio de las particulas junto a ella, de modo que la
posicién del fondo de la caja se puede considerar fija a todos los efectos. Por
ello, todas las particulas que colisionan con la pared la encuentran en la misma
posicién y con la misma velocidad v,. Las colisiones de las particulas con las
otras paredes se consideran eldsticas, por sencillez, mientras que las colisio-
nes entre particulas se caracterizan con un coeficiente constante de restitucién
normal o, viniendo pues descritas por las leyes B.1. Manteniendo el resto de
parametros del sistema fijos, hemos realizado una serie de simulaciones en las
que variaba el mimero total de particulas del sistema.

Se observa que, en sistemas con un numero de particulas relativamen-
te pequeiio, el sistema alcanza un estado estacionario en el que los granos se
reparten de igual forma en los dos compartimentos. Sin embargo, cuando N
aumenta por encima de un valor critico, la simetria se rompe espontinearnente,
y las poblaciones a ambos lados de la pared son distintas en el estado estaciona-
rio. La asimetria de la transicién se puede caracterizar mediante el pardmetro

€= (N - 2N 2N, (5.1)

Donde N es la media temporal del nimero de particulas en el comparti-
mento de la izquierda en el estado estacionario. El diagrama de bifurcacién
resultante se recoge en la Figura 5.6, en la que se representa e como funcién de
&m, magnitud adimensional que es proporcional al nimero total de particulas
N y que definiremos mas adelante. Los datos de simulacién de la figura co-
rresponden a un sistema con dimensiones L = 1400 y S = 500. El tamafio
del agujero ha sido escogido mayor que el recorrido libre medio del gas que le
rodea, para asegurarnos que los campos hidrodindmicos se igualan en ambos
compartimentos por encima de la pared. Se incluyen resultados de dos valores
distintos del coeficiente de restitucién o« = 0.95 y @ = 0.9. Como se puede
observar, los datos de la simulacién colapsan sobre una misma curva cuando se
representan como funcién de &,,. Es mds, hemos verificado que el diagrama de
bifurcacién no se altera al modificar la velocidad de la pared v,, siempre que
ésta sea suficientemente alta como para que el sistema se mantenga fluidizado.
Resultados similares se obtienen mediante la simulacién del sistema utilizando
el método de simulacién directa de Monte Carlo [28].
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02 a=09 ——
0=0.95 ——

Figura 5.6: Diagrama de bifurcacién del experimento de la Figura 5.5. La linea
continua marca la solucién tedrica, mientras que los puntos se han obtenido
de la simulacién de Dindmica Molecular. La escala &, se define en el texto a
partir de la Ec.(5.2). Los detalles de la simulacién también se dan en el texto.

5.3 Descripcién hidrodinamica

Para explicar lo que se observa en las simulaciones, hemos hecho uso
de la descripcién hidrodindmica de un gas granular vibrado de discos duros
presentada en el Capitulo 4. Consideremos un gas granular diluido confinado
entre una pared vibrante en la posicién z = 0 y otra reflectante en z = L.
Admitimos que existen gradientes sélo en la direccién z, siendo por tanto el
sistema traslacionalmente invariante en la direccién perpendicular. Es conve-
niente introducir la variable adimensional reducida

T dI’
£ = +/ala) ./0 —A(z’)’
donde X, definido en la Ec.(4.12), es el recorrido libre medio local, n{z) la

densidad numérica local y, finalmente, C = 22 parad =2y C = V2 para
d = 3. Ademas,

—
(&3]
(3]

-

32(d — V)r¥ 1" (a)
(d+3)3C?0(d/2) [k (@) — pr(@)]

(5.3)

aa) =
En esta ultima expresién, x*(a) y p*(a) son funciones conocidas de «
que describen el flujo hidrodindmico en un gas granular diluido [80] ¥ que se

definieron en las Ecs. (2.20) v (2.22). En el limite de inelasticidad pequena,
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la primera tiende a la unidad (k*(c) — 1) ¥ la segunda a cero (u*(a) — 0).
La funcién ¢* estd asociada-con la velocidad de enfriamiento como consecuen-
cia a la disipacién de energia en las colisiones ineldsticas. También se puede
comprobar que en el limite cuasieldstico, {* ~ (2 + d){1 — a}/2d.

En el extremo z = L, £ toma su valor méximo &, = /a(a)Co? ' N,,
siendo IV, el nimero de particulas por unidad de seccién de pared vibrante.
Esta es precisamente la magnitud (aplicada al sistema completo) usada en el
eje de abscisas de la Figura 5.6. Usando la escala &, el perfil de temperaturas
T(€) v la presién p (que es uniforme en el sistema) estdn dados respectiva-
mente por las ecuaciones (4.20) y (4.34). Ambas expresiones contienen a Tg,
la temperatura del gas granular en las cercanfas de la pared vibrante. Las
expresiones anteriores se cierran con la ecuacién de estado p = nkgT.

Para analizar teéricamente el estado estacionario alcanzado por el sistema
ilustrado en la Figura 5.5, 1o vamos a modelar considerando dos compartimen-
tos independientes que comparten tan solo una capa fina de gas granular a una
temperatura Ty, situada en la parte inferior del contenedor (formalmente en
z = 0). El estado estacionario del gas en cada uno de los compartimentos se su-
pone descrito correctamente por las ecuaciones (4.33) y (4.34). Las ecuaciones
hidrodindmicas implican que la presién es constante en cada compartimento.
Como, ademads, las presiones a ambos lados del agujero deben ser iguales en el
estado estacionario, la presién es la misma en ambos compartimentos, lo que,
segin la ecuacién (4.34), implica que

FIED) = F(6), (5.4)

habiéndose definido por conveniencia la funcién
_2€ + sinh(2€) o
f&) = P (5.5)

Los indices (i) y (d) en la ecuacién (5.4) se refieren a los compartimentos de
la izquierda y la derecha de la caja, respectivamente. La conservacién del
ndmero total de particulas implica, por otro lado, la siguiente ligadura para
las variables escaladas:

€9 4+ €9 = 2, = 2/a(@) 0o N,. (5.6)

Nétese que en este caso N, = N/2S. Por supuesto, la ecuacion (5.4) tiene
siempre la solucién trivial 57(,? =@ = £m, que corresponde al estado simétrico
con el mismo nimero de particulas en ambos compartimentos. Para investigar
si existe otra solucién, se debe analizar la funcién f(£), que se muestra en la
Figura 5.7. La funcién presenta un maximo en & = &, siendo & la raiz de la
ecuacién

& tanh(&) = 1. (5.7)
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(&)
—_

Figura 5.7: Representacién grafica de la funcién {(§) definida en la ecuacién
(5.3). Como se discuta en el texto, ésta es la forma en que varia el perfil de
presiones con &,,.

Numéricamente, se encuentra que & ~ 1.20. Si el sistema es tal que &, < &,
existe solo la soluc1on 51metr1ca, mientras que si &, > &, existen ademas dos
valores 5 y f , siendo §m # §m) que cumplen las ecuaciones (5.4) y (5.6).
Para comprobar ésto no hay més que fijarse en que para que la condicién (5.4)
se cumpla, & debe ser un valor entre 57(,’;) y f("il), lo cual sélo puede ocurrir,
segin (5.6), cuando &, > &.

La asimetria de los dos poblaciones, medida por e definido en Ec.(5.1),
aumenta muy rapidamente a medida que el nimero total de partl’culm crece
por encima de un valor critico Ny determinado por & = /a{a)Co® 1Ny /25.
Audn mids, el ndmero de particulas en el estado estac1onarlo de uno de los
compartimentos decrece al afiadir particulas al sistema, hasta alcanzar un valor
fijo de densidad muy baja. A partir de entonces, todas las particulas que se
afiaden al sistema van a parar al compartimento de alta densidad, de forma
que la diferencia relativa de densidad se va haciendo cada vez mayor. Este
comportamiento tan inusual, que indica una tendencia del sistema a desplazar
todas las particulas “superfluas” hacia el compartimento denso, se confirma por
los resultados de simulacién. La linea continua de la Figura 5.6 corresponde
a las soluciones de la Ec.(5.4). Obsérvese que, escalada de esta forma, la
dependencia en o de la prediccién tedrica ha sido eliminada. Se observa un
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Figura 5.8: Perfiles de densidad n(z) y temperatura T(¢) en cada uno de
los compartimentos ([ijzquierda y {dJerecha), en un sistema con &,=2.27, a =
0.975. Las lineas corresponden a los perfiles tedricos y los puntos son resultados
de simulacién de Dindmica Molecular.

acuerdo bastante bueno entre la teoria y la simulacién.

Justo por debajo del punto critico, 0 < &, —& < 1, la solucién asimétrica
estd descrita por
e = £[Ao(&m — &)]'2, (5.8)

con Ay =~ 0.31, indicando un comportamiento critico descrito con un exponente
8 = 1/2. Esto corresponde a una energfa libre cldsica de Landau para una
transicién de fase de segundo orden.

También hemos investigado los perfiles hidrodindmicos estacionarios en
cada uno de los compartimentos. Como ejemplo, en la Figura 5.8 compara-
mos las predicciones tedricas para los perfiles de la temperatura y la densidad
con los obtenidos en la simulacién de Dindmica Molecular. Hay que tener en
cuenta que los resultados de simulacién estin afectados por efectos de volu-
men finito que no se consideran en la descripcién hidrodindmica que hemos
empleado, ya que estd basada en la ecuacién de Boltzmann. La figura corres-
ponde a un sistema de discos duros ineldsticos con coeficiente de restitucién
o = 0.975, cuya masa y didmetro han sido tomados como unidades de la si-
mulacién. La unidad de temperatura, por otro lado, se ha fijado tomando la
energia cinética total al comienzo de la simulacién con el valor unidad. Hemos
construido las curvas tedricas para la temperatura usando Téi) y To(d) como
pardmetros de ajuste. Aunque en la teorfa simplificada se han considerado
ambas temperaturas iguales (TO(” = To(d) = Ty) v hemos despreciado el tamanio
de la zona comiun maés préxima a la pared vibrante, las simulaciones indican
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que el estado de esta capa limite es, como era de esperar, mds complicado que
eso. Los valores de las variables hidrodindmicas en la zona cercana a la pared
vibrante no corresponden a la extrapolacién de lo que se observa en el centro
de los compartimentos. Por el contrario, el perfil de la densidad teérico no
incluye ningtin pardmetro de ajuste externo. La forma de los perfiles indica
que el sistema se segrega en dos fases diferentes: mientras que en uno de los
compartimentos el fluido es denso y frio, en el otro es caliente y diluido. Como
se discutié anteriormente en el caso del sistema sometido a la accién de un
campo externo, la situacién se asemeja a que hubiera un diablillo controlando
que el nimero de particulas en un compartimento permanezca muy bajo v
seleccionando el paso de las particulas de un compartimento al otro segin su
velocidad. De nuevo, el buen acuerdo de la teoria con la simulacién apoya
la validez del modelo propuesto y, con més generalidad, de una descripcién
hidrodindmica de este comportamiento singular de los fluidos granulares.

5.4 Sistema con tres compartimentos

Pasamos a continuacién a abordar el problema de la aparicién de asi-
metrias en el caso mas complejo de que existan dos paredes iguales dividiendo
asi al sistema vibrado en tres compartimentos de idéntica anchura S (ver Fi-
gura 5.9). La excitacién es homogénea en toda la extensién de la pared y
la interaccién de las particulas con el resto de las paredes continta siendo
eldstica. Hemos simulado un sistema tal, de discos lisos ineldsticos, variando
su inelasticidad y la velocidad vy de la pared vibrante, y hemos encontrado
un fenémeno andlogo al que se describié antes en el caso de dos compartimen-
tos. Para un sistema ligeramente ineldstico y una vibracién suficientemente
intensa, las particulas se reparten en el sistema de manera aproximadamen-
te homogénea, una vez alcanzado el estado estacionario. En este estado, la
energia suministrada por la pared vibrante se iguala con la que se disipa en los
compartimentos al colisionar los discos entre si. Cuando vy se disminuye por
debajo de un valor critico, se produce una ruptura de la simetria del sistema
en el estado estacionario. En todas las simulaciones realizadas en este rango de
pardmetros, hemos observado la aparicién de una aglomeracién de particulas
en uno solo de los compartimentos, quedando los otros dos compartimentos
relativamente vacios, v con densidades similares. En algunas simulaciones, en
las que el proceso se produce con la suficiente lentitud (lo que, fijado «, impli-
ca sistemas suficientemente densos), hemos podido observar que el equilibrio
final se alcanza en etapas. Antes de llegar al estado estacionario final con
un compartimento muy poblado v los dos restantes con densidades similares,
el sistema reparte sus componentes entre los compartimentos de forma mas
singular, como se aprecia en la Figura 5.10.
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Figura 5.9: Esquema del sistema con tres compartimentos. Dos paredes simi-
lares dividen al sistema en tres espacios con igual anchura. Las particulas se
mueven por efecto de la vibracién impuesta por la pared inferior, chocan entre
ellas ineldsticamente, pero conservan su energfa en los choques con las paredes

laterales y superior.
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Figura 5.10: Evolucién temporal del niimero de particulas en cada uno de los
compartimentos. Aunque el resultado final es similar al de la Figura 5.11, se
percibe en la simulacién una fase transitoria, en la que el sistema parece pasar
por un estado intermedio, en el que permanece brevemente antes de evolucionar
hasta la configuracién completamente asimétrica. La escala de tiempo es la
misma que en aquella figura.

En la escala de tiempo empleada, uno de los sistemas se vacia casi ins-
tantdneamente quedando los dos sumidos en un equilibrio muy inestable en cl
que el resto de las particulas se reparte por igual entre los dos compartimentos
restantes. Esta situacién evoluciona mas lentamente hasta que se llega al es-
tado estacionario, en el que uno de los compartimentos acoge la gran mayoria
de las particulas y los otros dos mantienen una proporcién aproximadamente
idéntica de ellas. Cuando el sistema es poco denso, la evolucién al estado es-
tacionario final se produce de manera rdpida y no es posible identificar etapas
intermedias. Una situacién tipica de esto se muestra en la Figura 5.11, para
un sistema similar al de la Figura 5.10, pero con menor nimero de particulas
N. Es conveniente hacer la observacién de que en las figuras que mostramos
en esta parte de la memoria relativas a la evolucién temporal del sistema, tan
sélo se muestra una parte significativa de ésta. En todas las simulaciones que
se han llevado a cabo, se ha dejado evolucionar el sistema durante el tiempo
necesario para tener asegurado que el sistema haya alcanzado una situacion
estacionaria.
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Figura 5.11: Evolucién temporal (arriba) del nimero de particulas en cada uno
de los compartimentos de la simulacién de un sistema con N=300 particulas.
En la grifica de abajo, mostramos una instantanea del sistema en el estado
estacionario. La ruptura de la simetria es evidente en ambas graficas.
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Veremos a continuacién que un tratamiento similar al presentado en la
seccién anterior es valido en el caso que nos ocupa y, de hecho, también si
se tiene un nimero mayor de compartimentos iguales. En nuestro modelo, la
presién y temperatura en los tres compartimentos debe ser igual en la zona
cercana a la pared vibrante, z = 0. Dado que la forma de la presién en cada
compartimento estd dada por el perfil (4.34), la condicién anterior implica que

FED) = (6 = F(ER), (5.9)

donde se hace uso, de nuevo, de la funcién f(§), definida en (5.5), y de

&9 = \/a(e)Co? 1‘ , (5.10)

siendo 35 la longitud de la base del contenedor y NV; el nimero de particulas
en el compartimento correspondiente (3 = 1, 2,3). En lo que se refiere a las
variables §;, debemos tener presente que sobre ellas pesa la condicién de que
el nimero de particulas se conserva en el sistema, de modo que las tres deben
tomar valores tales que cumplan

Ny + Ny + N.
€D 42+ €9 = Val@oot I IS 2 e, (5.1))

con

= a{a)Co® Mt Not+ N = /a(&)Co® ' N,, (5.12)

35
donde N, = N/3S y N es el nimero total de particulas en el sistema.

Dada la peculiar forma de la funcién f(£®)) (ver de nuevo la Figura
5.7), las igualdades de la Ec.(5.9), se producirdn, a lo sumo, en dos puntos
diferentes £7 y £ de la curva para cada valor de la presién en la base de los
compartimentos. Esto es, existen un par de nimeros de ocupacién compatibles
con la presién del sistema, siempre que ésta sea menor que el méaximo de f
(~ 2.39) v mayor que 2. Cada uno de los compartimentos puede tener fm
ignal a €% 0 €7, lo que conduce a que podamos tener las siguientes situaciones:

a) Los tres compartimentos con £~, de modo que

So=£D 4 €@ B = 3¢m (5.13)

b) Dos compartimentos con £~ y uno con £*. En este caso,

Sz el 4+ €D 4 e =26 46" (5.14)
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¢) Un compartimento con £~ y dos con €. Ahora ha de ser

So= e+ €D+ e =6+t (5.15)

d) Los tres compartimentos con £+, lo que implica,

Ss3= €0 + 6D 4+ ¥ =3¢t (5.16)

Observemos que la etiqueta usada para cada posibilidad (5;) hace mencién al
ndmero de compartimentos ”llenos”, o sea con un valor £*. Analizando en este
sentido las diferentes situaciones, encontramos las siguientes posibilidades,

o Dos situaciones indistinguibles, los casos Sy y S3, que corresponden a la
solucién simétrica, en la que todos los compartimentos tienen el mismo
nimero de particulas.

e Dos soluciones asimétricas, correspondientes a S, v .S,.

La solucién simétrica es siempre una solucién posible del problema. En las
simulaciones, sin embargo, hemos comprobado que el sistema, prefiere, cuando
es posible, una solucién asimétrica y, mas concretamente, el sistema tiende a
la solucién correspondiente al caso b).

El procedimiento seguido para la obtencién del diagrama de bifurcacién
ha sido el siguiente: se ha fijado un valor de la inelasticidad (a través del
coeficiente de restitucién @), se ha hecho uso de la variable &, de la ecuacién
(5.12) y se ha considerado
N;
W:
como pardmetro para representar la bifurcacién que se produce en el sistema al
aumentar el nimero de particulas. En la Figura 5.12 se han sefialado las tres
ramas posibles; la simétrica y las dos asimétricas. De entre estas dos tltimas,
el sistema nunca escoge una configuracién en la que dos compartimentos estén
llenos y uno solo vacio. La otra situacién, en cambio, se encuentra siempre
que el valor critico de ¢ se supera. Los puntos son resultados de simulacién
del sistema de discos duros. Partiendo de una configuracién simétrica de las
particulas y una distribucién gaussiana de las velocidades, el sistema evoluciona
hasta un estado en el que las particulas se reparten por igual en todas las

€= (5.17)
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L=140.38=100,v,=2,6=

En

Figura 5.12: Diagrama de la bifurcacién en el sistema con tres compartimentos.
Las lineas representan las diferentes configuraciones posibles, segin se discute
en el texto. Los valores han sido calculados numéricamente. El sistema no se
muestra nunca en la configuracién S, (linea discontinua) por encima del punto
critico, de lo que deducimos que se trata de una rama inestable.

regiones del sistema. Silos pardmetros que caracterizan al sistema son tales que
son posibles soluciones asimétricas, éste evoluciona hasta el estado asimétrico
agrupdndose las particulas en uno de los compartimentos extremos. Las lineas
son las soluciones de la ecuacién (5.9) con la ligadura expresada en (5.11).
Es importante mencionar también que en las simulaciones se observa que la
presién y la temperatura se igualan en la zona cercana a la pared (en la que
los sistemas estan en contacto), hasta donde la resolucién de la estadistica de
la simulacién permite distinguir.

En resumen, hemos comprobado que el problema de la ruptura espontanea
de simetrfa en un sistema con tres compartimentos puede tratarse de forma
similar al problema con dos compartimentos. De hecho la bifurcacién de un
sistema con muiltiples compartimentos iguales se puede abordar de la misma
forma, siempre que se asuma que los campos hidrodindmicos se igualan en la
region préxima a la pared vibrante. Ademds, hemos comprobado la tendencia
del sistema hacia la situacién en la que la disipacién es mayor, lo que corres-
ponde al estado en que la mayoria de granos se concentra en un compartimento
(que esta “lleno”, por lo tanto) y el resto se reparte aproximadamente de ma-
nera homogénea en los restantes (“vacios”). El fenémeno se puede entender
en base a las ecuaciones hidrodindmicas que, de nuevo, aparecen como una
herramienta muy valiosa para la descripcidn de fluidos granulares, al menos
en el limite poco denso. Esta descripcidn resulta por tanto aplicable no sélo
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al sistema maés sencillo, compuesto de dos compartimentos separados por una
pared, sino que se revela util para un sistema mds complejo, compuesto de
varios compartimentos consecutivos unidos tan sélo parcialmente v separados
por paredes.

5.5 Conclusion

En este capitulo se ha presentado un estado simple de un medio granu-
lar en el que se muestra la tendencia espontanea de estos sistemas a formar
agregados de particulas, lo que en la geometria aqui estudiada, se manifiesta
en una ruptura espontdnea de la simetria. Se ha tratado la evolucién de un
sistema de discos duros ineldsticos encerrados es una caja como la de la Fi-
gura 5.5. Los granos se agitan empleando una pared vibrante, no habiéndose
considerado la accién de campo externo alguno. Hemos visto que es posible
hacer una descripcién hidrodindmica de este problema que reproduce de mane-
ra muy ajustada el diagrama de la bifurcacién del sistema, en el pardmetro de
orden adecuado. Se ha tratado, asi mismo, la extensién de esta descripcién a
geometrias méas complicadas, obteniéndose unos resultados muy satisfactorios.
En ambos casos, la ruptura de simetria no puede ser explicada en términos de
un balance efusivo de los flujos de particulas.

La solucién hidrodindmica propuesta, que se basa en la descripcién del
Capitulo 2 ha sido contrastada con resultados de simulacién. El acuerdo, en
particular, de los perfiles hidrodindmicos obtenidos en la simulacién y predichos
por la teorfa, son una prueba clara de la validez de ésta.

Una cuestién aun por resolver es la razén por la que el sistema prefiere
de hecho el estado asimétrico al simétrico. Una condicién fisica al respecto
nos la da el hecho de que la potencia disipada por las colisiones para un valor
dado de la velocidad de la pared vibrante, es mayor en el caso asimétrico que
en el simétrico, como se discute en el Apéndice F. Dejaremos, sin embargo,
para el siguiente capitulo de esta memoria una discusién més profunda de esta
cuestion.
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Capitulo 6

Inhomogeneidades transversales
de un medio granular fluidizado

En este capitulo vamos a estudiar un fenémeno de inestabilidad que de-
sencadena una ruptura espontanea de la simetria de un sistema fluidizado en la
direccidén paralela a la pared vibrante. El sistema que consideramos es el de la
Figura 4.1, es decir, un gas encerrado en una caja rectangular, libre de campos
externos v al que se suministra energfa a través de una de las paredes, que
vibra. Para una geometria como la descrita, se ha observado una ruptura de
la simetria en la direccién perpendicular a la pared vibrante [122, 123]. El tra-
bajo de Livne [122] se restringe al limite cuasieldstico y se basa en un andlisis
de estabilidad marginal de las ecuaciones hidrodindmicas. Las predicciones de
este andlisis se comparan con soluciones numéricas de las ecuaciones hidro-
dindmicas con las condiciones de contorno apropiadas. El mismo fenémeno se
ha observado en un sistema granular encerrado en una geometria similar en
presencia de un campo gravitatorio. Sunthar y Kumaran [103] han obtenido
resultados de simulacién se este sistema que muestran la existencia de con-
veccién y separacion de fases en el sistema, indicando la coexistencia de una
region diluida con otra de una densidad mucho mayor.

A continuacién vamos a profundizar en el analisis de este fendmeno uti-
lizando para ello tanto la descripcién hidrodindmica expuesta en el Capitulo
5 como la simulacién mediante ordenador. Desde le punto de vista tedrico,
partiremos de las ecuaciones hidrodindmicas derivadas de la ecuacién de Boltz-
mann para discos inelédsticos, véalidas, en principio, para inelasticidad arbitra-
ria. Podemos entender de esta forma que se extiende el rango de validez de
los resultados previos {122]. Presentaremos, ademds, un estudio analitico ba-
sado en la aproximacién WKB. Como ya hemos indicado, una de las ventajas
principales de esta forma de afrontar el problema es que permite la identifica-
cién del pardmetro de orden que gobierna la bifurcacién. Ademds, la simula-
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¢ién del sistema tanto mediante el método de Monte Carlo como de Dindmica
Molecular, muestra la existencia de la bifurcacién predicha por la teorfa, pu-
diéndose comparar los valores observados en la simulacién del valor critico del
pardmetro con los previstos teéricamente. Por dltimo, del estudio de los per-
files hidrodinamicos mds alld de la bifurcacién, obtendremos un conocimiento
miés profundo del desarrollo de la inestabilidad.

El desarrollo de este capitulo es el siguiente. Partiremos de la descripcion
hidrodindmica del estado unidimensional de un gas granular vibrofluidizado
en el régimen de baja densidad, identificando la forma de los perfiles hidro-
dindmicos. Este estado es el punto de partida para un anélisis de la estabilidad
marginal. La linearizacidon de las ecuaciones hidrodindmicas en torno al estado
monodimensional conduce a una ecuacién diferencial de segundo orden. Utili-
zando la aproximacién WKB, se construird una solucién del problema cerrado
que constituyen esta ecuacién y las condiciones de contorno. Esto requie-
re considerar tres casos bien diferenciados, dependiendo de los valores de los
parametros que caracterizan al sistema. La curva de estabilidad marginal se
obtiene a partir de la solucién WKB. Finalmente, se presentardn los resulta-
dos de los dos métodos de simulacién y se comparardn con las predicciones
tedricas, asi como con resultados anteriores de otros autores, en el rango de
pardmetros en los que ambos sean aplicables.

6.1 El estado de referencia

Las ecuaciones de balance que rigen un estado estacionario de un gas
bidimensional de discos duros ineldsticos de masa m y didmetro o, vienen
dadas en las relaciones (4.4) y (4.5). También vimos en el Capitulo 5 que las
expresiones del tensor de presiones P y el flujo de calor ¢, derivadas a partir
de la ecuacién inelastica de Boltzmann en el orden méds bajo en los gradientes
(conocido como orden de Navier-Stokes), Ecs. (2.14) y (2.15), se simplifican
en el estado estacionario que consideramos [102] tomando la forma:

P =ypI, (6.1)
§=—&VT — uVn. (6.2)
Usando las demds definiciones allf introducidas, que incluyen las funciones *,

1* vy ¢* (que, como se recordard, solo dependen del coeficiente de restitucién
normal «) se obtienen a partir de las ecuaciones (4.5) y (4.4),

dp _Op

dr Oy o (6.3)
3] oT 0 orT 2

x % . 2=, /64

(s “?[ax(“’am)*ay(“"ayﬂ et (6.4)
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Figura 6.1: Esquema del dispositivo experimental considerado en este apar-
tado. El pistén es la pared vibrante que suministra energia al sistema. La
vibracién de la pared esté caracterizada por la velocidad v,. La amplitud de
la vibracién es mucho menor que el recorrido libre medio de las particulas con
las que la pared colisiona.

Necesitamos ahora precisar las condiciones de contorno. Hemos consi-
derado un sistema que tiene N particulas encerradas en una caja rectangular
de dimensiones L, y L,, idéntica a la de la Figura 6.1. La pared en 7 = 0
vibra suministrando energia al sistema. Esta es necesaria para mantenerlo
fluidizado ¥ en un estado estacionario. Las otras tres paredes, localizadas en
¢ = Ly, y =L,y y =0, permanecen en reposo. Consideraremos, como en
otras ocasiones, que las colisiones de las particulas que componen el sistema
con las paredes son eldsticas. La expresién matemdtica de las condiciones de
contorno expuestas es:

or ar oT
9L == = =0, 6.5
( Oy >y:0 < Oz )z:L, ( dy >111:Ly / .

-l - il o] = (6:6)

La ecuacién (6.5) expresa que el flujo de calor debe ser nulo en las paredes
inméviles, mientras que (6.6) es el balance de energia en la pared vibrante. La
magnitud @ es la energia que se proporciona al sistema a través de la pared
por unidad de longitud y de tiempo. Recordemos que el unico efecto que ejerce
sobre el sistema una pared que se mueve en forma de dientes de sierra {como
en la Figura 4.3) es la transferencia de energia a los granos, sin transmitir
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Capitulo 6. Inestabilidades transversales

caracteristica alguna de su movimiento, como podria ser la periodicidad propia
del movimiento continuo de la vibracién. La idoneidad de esta aproximacion
ya ha sido discutida en el Capitulo 4. Por conservacién del momento lineal, la
presién en la pared vibrante deber ser idéntica a la presion cinética p. Cuando
una particula de velocidad v colisiona con la pared, el cambio en su energia
y su momento estan relacionados segin AE = vAp,. Si se promedian las
contribuciones de todas las particulas que golpean la pared en uno de sus ciclos
(ver Apéndice F') se comprueba que @ es igual al producto de la velocidad de
la pared por el momento transferido por unidad de tiempo [124],

Q = pus. (6.7)

El problema planteado en las ecuaciones (6.3)-(6.7) admite la solucién inde-
pendiente de y que ha sido presentada con todo detalle en el Capitulo 4. En él
se puede encontrar, en particular, la expresién de los campos hidrodindmicos
en funcién de la escala espacial &,, que depende del coeficiente de restitucién
v el recorrido libre medio local del gas. En lo que sigue, consideraremos esta
solucién como nuestro estado de referencia, por lo que las propiedades que lo
definen se caracterizardn con el subindice R.

En algunos estudios anteriores [101, 102] se ha tratado un sistema andlogo
pero con una pared térmica. Por definicién, las particulas que colisionan con
una pared térmica la abandonan con una distribucién Maxwelliana de veloci-
dades correspondiente a una temperatura dada por la pared Tp. Aunque este
tipo de condicién de contorno no es realista, puede resultar interesante con
el objeto de comparar resultados. Queremos hacer notar que el unico cambio
que ha de realizarse en el tratamiento del Capitulo 4 para adaptarlo al caso
de una pared térmica, es la sustitucién de la condicién de contorno expresada
en la ecuacién (6.6) por la exigencia de que la temperatura Ty g tenga el valor
T4 que caracteriza a la pared. Como consecuencia de ello, las expresiones de
los perfiles hidrodindmicos permanecen idénticas, si bien no tiene sentido la
expresién de Tp r en funcién de los pardmetros que caracterizan al sistema.

6.2 Analisis de estabilidad marginal

Pretendemos investigar si el sistema descrito en la seccién anterior pre-
senta otro estado estacionario aparte del ya sefialado como de referencia. Para
ello, introducimos una perturbacién pequena en la temperatura, segin:

T(z,y) = Tr(z) + 6T (z,v), (6.8)

siendo, por tanto, 0T (z,y) << Tg(z). Buscamos entonces una solucién de las
ecuaciones (6.3-6.7) con esta forma. Sustituyendo (6.8) en (6.4) y considerando
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la aproximacién lineal en 6T, se obtiene

& 1 (BlnTR)2 (/\R)2 » 4Ty
— 42— = + 1 — ey 6T:~—'6~ 6.9
L)f% A %) e o (69
donde hemos definido
p=Dpr+0p. (6.10)

Ademas, hemos introducido las escalas adimensionales (ver Ec.(4.13))

& = valo) /0 ’ Aja) (6.11)

&= ——-—@ (6.12)

viniendo a(a) dado por la ecuacién (4.14) y siendo A el recorrido libre medio

si
correspondiente a la densidad media # = N/L; Ly,

(6.13)
Por otro lado, Ag(z') es el recorrido libre medio local asociado al perfil de
densidad ng(z').

Siguiendo el método de separacién de variables, buscamos soluciones de
la ecuacion (6.9) que factoricen en la forma:

6T (&, &) = ¢(&)¥ (&) (6.14)

Las condiciones de contorno que deben verificar las componentes ¢ v ¢
se siguen directamente de las ecuaciones (6.5) y (6.6):

?ﬁ) - (‘i”) - (@_) -0 6.15
(651 =g 9y / ¢,=0 08y &=¢; ’ (619
1 81nTR> , (8¢7> ,
2( )0+ (5) (6.16)
donde N
% (o)1 e
£ = 2v/2a() I (6.17)
y

(6.18)

N
€= 2\/2a(a)UL .
Yy

Las ecuaciones (6.5) y (6.6) también implican que dp = 0, es decir, que
una perturbacién pequefia no cambia el perfil de presiones. Para demostrar
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esto, partimos de la ecuacién (6.6), sustituyendo en ella las expresiones de
la temperatura, la presidén 'y la energia suministrada por la pared vibrante
por unidad de tiempo, Ecs.(6.7), (6.8) y (6.10). Manipulando la expresién se
obtiene,

(o -+ 89} = —[x"(e) 1" (0)) AT

[Tr(0) + 67(0, y)]? [(M>$=O + (M):J (6.19)

oz oz

Teniendo en cuenta que

#o(T)

-l e =i ol | R T 07

ox

| = 6
=0
la igualdad anterior queda, tras despreciar contribuciones de segundo orden en

las inhomogeneidades,

(o) — (@) 2T/ (0)

[QT;(O) (?T_gfﬂ(i)L:o 0T (2, y) + (%}i@)z:o] = dpuy.  (621)

Si restringimos esta relacién a perturbaciones que factorizan segun la
Ec.(6.14), la ecuacién anterior queda en la forma,

(o) = (@) A T 0)

BT;TO) (a%f))z:o dg(z) + (8(2(5))I=J = f(z o (622)

Dado que la parte izquierda de la identidad anterior es una constante,
como se sigue de la definicién de xp, Ec.(2.24), concluimos que la derecha
también debe ser lo; y esto sélo ocurre si ép = 0, que es lo que queriamos
demostrar.

Sustituyendo la ecuacién (6.14) en la ecuacidén lineal (6.9), se obtienen
las ecuaciones:

1P -
= _Fk 6.23
0E) de : (6:23)

£, 1 dnTe\*  (kaTa\®
dfﬁ 2 dfz Pr

B(&) =0, (6.24)
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6.2. Andlisis de estabilidad marginal

siendo k la constante de separacién. La solucién de la ecuacién (6.23) que
cumple la condicién de contorno correspondiente, Ec.(6.15), es

1 = A coské,, (6.25)

a falta de determinar la constante A. Los valores posibles de k estdn res-
tringidos ademds a k = wm/¢;, siendo m un nimero entero. Es importante
percatarse de que el limite de densidad baja no implica los limites £ << 1 6
£, << 1. De hecho, ambas magnitudes pueden ser grandes en un sistema muy
diluido.

Otra condicién que debe imponerse a §7°(x, i) es que conserve el niimero
total de particulas en el sistema N. Haciendo uso de la ecuacién de estado ¥
del resultado visto de que ép = 0, podemos calcular

- _5T(x.y). (6.26)

_ p
onfz,y) =4 [kBT(IA, y)}  keTr(2)?

Siguiendo el razonamiento, la integral de esta cantidad sobre todo el
sistema debe ser nula, de modo que se conserve el numero de particulas en el
sistema. Con ayuda de la relacién anterior esta condicién se puede expresar

equivalentemente como
éz &y

La ecuacién (6.14) con  dado por (6.23) garantiza que la identidad
anterior se cumple, ya que al factorizar 67 (z,y), factorizan las integrales, y la
integral en &, es nula porque k&;, por definicién, es miltiplo entero de

En un trabajo llevado a cabo por Livne y colaboradores [122], se obtuvo
una ecuacién con estructura similar a (6.24) para un sistema denso en el limite
de colisiones cuasieldsticas, con la ayuda de relaciones constitutivas aproxi-
madas que habian sido introducidas por Grossman [101]. Dicha ecuacién fue
resuelta en [122] usando técnicas numéricas. Aqui, en cambio, haremos uso de
la aproximacién de Wentzel, Kramers y Brioullin (WKB), para investigar las

posibles soluciones de la ecuacién hidrodindmica (ver Apéndice G).

Haciendo uso de los perfiles hidrodindmicos (4.20) y (4.23) se puede res-
cribir 1a ecuacién (6.24), en la escala correspondiente, como

do(&,
_;’éf—) T HE)HE) = 0, (6.28)
donde la funcién f(€,;) viene dada por
oy 2 16k%¢;” cosh* (& —~ &) ,
f (51:) - COSh2(§; _ gz) - (25; + sinh 2{;)2 (629)
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Notese que f(£;) es una funcién monétonamente creciente de su argumento en
todo el intervalo 0 < &, < &%,

Para construir la aproximacién exponencial WKB de la ecuacién (6.28)
hemos de considerar tres rangos de los parametros que vamos a tratar separa-
damente a continuacién, segin sea el signo de la funcién f(&;) en el intervalo
de valores de &, que caractericen al sistema.

a) La funcién f(£;) es positiva en todo el sistema
Dado el cardcter mondtonamente creciente de f(£,), esto equivale a que
f(0) > 0, lo que segin la definicién de f implica que

2£; + sinh 2§}
k<t
24/2€2 cosh® €2

En este caso la solucién WKB es oscilatoria,

(6.30)

C] b= Co o .
éz) = de’ ! D11 d€lg(E)] . 3
o6 = ey [ / fxg@,)} g(&)exp[ 0 fly(fz)] (6.31)
donde

9(&) = V (&), (6.32)

¥y ¢1 ¥ ¢ son dos constantes que, tras imponer la condicién de contorno en

&z = &%, se reducen a una sola, ¢, con lo que la solucién queda en al forma:

$(6e) = ———cos | deLg(€l). (6.33)

Cuando se impone la condicién de contorno en &, = 0, para lo que se
requiere la ecuacién (6.16), obtenemos la relacién de consistencia

& 3tanh & .
tan [ dealen) = 2B (6.34)

g*(0) cosh® &3

Esta igualdad determina los posibles valores de los pardmetros del sistema para
los que existe una solucién WKB de la ecuacién diferencial (6.28) en la regién
que se esta estudiando.

En el caso de considerar una pared térmica, en la posicién z = 0, en lugar
de una eldstica vibrante, la condicién de contorno (6.16) se debe reemplazar
por la de ¢(0) = 0, v la relacién de consistencia es en este caso:

134
cos/o dég(¢) =0, (6.35)
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o0 lo que es lo mismo,

& -
dég(§) = (2—(”,)1—) (6.36)

40 ~
con ¢ un entero arbitrario.

b) La funcién f(£,) es negativa en todos los puntos del sistema
Este es el caso cuando f(£2) < 0. A partir de la definicién de f, Ec.(6.29).
se sigue que la regidn de los pardmetros en este caso es

262 + sinh 26
228

y la solucién en la aproximacién WKB es la combinacién de dos exponenciales:

k> (6.37)

(&) = \/Ebz‘@em {/jzd&h(ﬁé)] + ’Z‘szz) erp [— /jdf;h(&’z)} , (6.38)

con
hés) = v —f (&), (6.39)

v by, by dos constantes a determinar. Al imponer las condiciones de contorno
(6.15) y (6.16) se llega a la siguiente relacién de consistencia que deben verificar
los valores de & ,

3tanh ¢

—_— 6.40
cosh®&; (6.40)

&
h(0)® tanh /0 de'h(g) =

En el caso de que la pared situada en z = 0 fuese térmica, en el sentido ya
explicado, la ecuacién anterior debe reemplazarse por

&
cosh/0 déh(&) =0, (6.41)

¥, puesto que no existe & que cumpla esta relacién, no existe solucion WKB
en este rango de pardmetros (en el supuesto de que la pared sea térmica).

¢) La funcién f(£;) cambia de signo en el intervalo 0 < & < &}

Para ello, £(0) debe ser menor que ceroy (&) debe ser mayor que cero.
Esto implica considerar valores de k que cumplan:

2% + sinh 267 _ 2 +sinh2g;

6.42
2/2ercosh®26: = T 226 (6.42)
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Dado que f(&,.) presenta en este intervalo un punto, que llamaremos a, en el
que se anula (f(a) = 0), tenemos que considerar por separado las regiones
& < ay& >a Enla primera region, la solucién WKB tiene la forma de la
ecuacién (6.38). En la segunda es de la forma indicada en la ecuacién (6.31).
La solucién completa se construye uniendo ambas a través de las formulas de
conexién entre los comportamientos oscilatorio y exponencial (ver Apéndice
G). Puesto que en el caso que nos ocupa el punto a, es un cero de primer
orden, es suficiente con la aplicacién de la teoria bésica [125]. Y tras imponer
las condiciones de contorno que ha de cumplir la solucién al problema en este
rango, resulta que ésta debe cumplir la ecuacién:

«_op3 2 on
tan( _ ﬁ) 6tanh & — 2h*(0) cosh” &

= gean |2 [(aemen] . o
4 J0

6tanh £ + 2h3(0) cosh?&; 2

donde -

0= [ aeste) (6.44)
0

El correspondiente resultado para una pared térmica en z = 0 es en este caso

tan (9 - %) = %exp [~2‘/Oad§xh(£z)} . (6.45)

6.2.1 Curva de estabilidad

Una vez que hemos establecido la solucién WKB de nuestro problema en
todo el rango de pardmetros, la estrategia para crear la curva de estabilidad
marginal es la siguiente. Dado un valor de &, el primer paso es comprobar
si existe bifurcacién de la solucién unidimensional, es decir, si la ecuacién
(6.24) tiene solucién. En el caso de que asi sea, el valor més bajo de & para
el que haya solucién nos dard el punto de la curva de estabilidad marginal
correspondiente a ese valor de £;. Para valorés mayores de &, la solucién de
referencia no es estable. Supongamos que existe una solucién de la ecuacion
{6.28) para un valor dado de k. Este es compatible con muchos valores de
&,- De hecho, si recordamos la relacién que existe entre k y &, k = ’5—'/” el
numero de ellos es infinito, siendo el menor de ellos el que corresponde con la
eleccién m = 1. Mas adn, cuanto mayor sea el valor de k, més pequefio serd el
valor de &; obtenido. La conclusién es, por tanto, que la curva de estabilidad
la determina el mayor valor de k para el que el problema tiene solucién. Eso
significa que, desde un punto de vista practico, tenemos que comenzar por
buscar soluciones que correspondan al segundo caso (f < 0) de los discutidos
arriba, porque es el que implica, en principio, los mayores valores de &k (ver
Ec.(6.37)). Los valores de & = 7/k que se obtienen de la ecuacién (6.40). son
puntos criticos, en el sentido de que definen valores de la curva de estabilidad.
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6.2. Analisis de estabilidad marginal

No existe solucién, sin embargo, para todos los valores de & que pertenecen
al intervalo de valores de k que cumplen la condicién (6.37). En particular, no
existe solucién alguna para el caso de una pared térmica, mientras que es facil
ver que la existencia de solucién en esta regién, en el caso de la pared vibrante,
requiere

& 3tanh &
QIO W(g,) < =25 6.46
[R(0)] tanh./o de (g, < T (6.46)
donde
(&) = lim h(), (6.47)

v hemos introducido ki,

(265 +sinh 2¢7)
Y VT (6.48)

Recordemos que los valores de k correspondientes a la solucién b) deben cum-
plir la condicién (6.37), que puede escribirse, en términos de ky, como

k> k. (6.49)

Ademds, para que exista solucién, debe cumplirse la condicién de consistencia.
Ec.(6.40). Notar que, fijado &, f(£;) es una funcién decreciente de & para
todo &,. Entonces, h(£;) es una funcién creciente en k, y se cumple

& &
R(0)? tanh / deLn(€l) > lim h{0)® tanh / deLh(En). (6.50)
0 k=>k; Jo 7
Teniendo en cuenta la Ec.(6.40), se tiene que cumplir

3tanh ] S
cosh?e&r ~

&2
[h1(0)]” tanh / g h (), (6.51)
0

que es precisamente la condicién (6.46) y cuya solucién numérica es £ < 0.355.

Si el sistema es tal que el £ correspondiente es mayor que éste, se deben
buscar en una regién diferente de valores de k. En concreto, buscaremos en la
regién en la que la funcién f cambia de signo. Siguiendo este procedimiento
para cada valor de &}, es sencillo encontrar en la aproximacién WKB, el mayor
k (o correspondientemente el menor €,) para el que el problema de autovalores
definido en (6.24) tiene solucién. La curva de estabilidad marginal para una
pared vibrante, obtenida segin este procedimiento, se muestra en la Figura
6.2, donde hemos pintado los valores criticos, A, del pardmetro de asimetria
A = L,/L, = &/& como funcién de &. La linea continua es la solucién
WKB que corresponde al caso f(£2) < 0, mientras que la de trazo discontinuo
corresponde al ultimo caso, en que f cambia de signo en el intervalo 0 < &, <
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25

20 r

0
0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 6.2: Curva de estabilidad marginal del sistema. Las lineas continua y
discontinua son las predicciones de la aproximacién WKB para un sistema flui-
dizado por una pared vibrante, mientras que la linea de puntos corresponde a
un sistema con una pared térmica. También se muestran los resultados del al-
goritmo conducido por sucesos (simbolos blancos) y DSMC (simbolos negros).
Para un valor dado de &%, el sistema exhibe inhomogeneidades transversales
en el estado estacionario para los puntos por encima de la curva.

&:. Obsérvese que las soluciones de ambas regiones se unen suavemente en el
valor £} ~ 0.555. Ademds, A, es una funcién monétonamente decreciente de
&3, que crece muy rapido cuando & tiende a cero, como era de esperar, puesto
que las inhomogeneidades deben desaparecer en el limite eldstico.

Cuando se considera una pared térmica en lugar de una vibrante, ve-
mos que no existe solucién en la regién f < 0. Debemos, por tanto, buscar
soluciones que pertenezcan a otro caso vélido, como hicimos para la pared vi-
brante. Un analisis de la ecuacién (6.45) conduce a que no existen soluciones
para §; < &, . ~ 1.181. Es mds, la ecuacién (6.36) tampoco tiene solucién en
ese intervalo, de lo que se infiere que la transicién al estado transversalmente
inhomogéneo en el caso de tener una pared térmica, en la aproximacién WKB,
requiere que la inelasticidad y el nimero de capas monodimensionales en equi-
librio no sea pequefio. La linea de puntos de la Figura 6.2 indica la curva de
estabilidad marginal para la pared térmica. Obsérvese que en el limite de &
grande, la curva tiende a la de la pared vibrante, poniendo de manifiesto que
la forma detallada en que se suministra energia al sistema se vuelve irrelavante
en dicho limite.
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6.3 Resultados de simulacion

Para investigar la naturaleza de la ruptura de simetria predicha y com-
probar los resultados tedricos presentados en las secciones anteriores, hemos
simulado el sistema mediante Dindmica Molecular haciendo uso del algoritmo
conducido por sucesos descrito en el Apéndice A. También presentaremos algu-
nos resultados obtenidos mediante la técnica de resolucién numérica de la ecua-
ci6n de Boltzmann denominada simulacién directa de Monte Carlo (DSMC)
[126]. Este método de simulacidn, si bien se basa en la validez de la ecuacion
cinética, no incluve ninguna aproximacién hidrodindmica, de forma que la va-
lidez de una descripcién hidrodindmica del sistema, como la que ofrecen las
ecuaciones de Navier-Stokes, no es asumida ni implicita ni explicitamente en
el método. Es importante también hacer notar que, en contra de lo que ocurre
en el algoritmo de Dindmica Molecular, en el DSMC no se tratan particulas
reales, sino elementos ficticios que se emplean para reproducir la dindmica ide-
al que se deriva de la ecuacién de Boltzmann. Es precisamente esta naturaleza
ideal de las particulas lo que permite alcanzar una precisién numérica muy
alta en las simulaciones de DSMC, ya que el nimero de particulas no afecta
en absoluto al estado fisico que se simula y, en particular, no estd relacionado
con la densidad de éste. En la simulacién de Dindmica Molecular, en cambio.
la densidad viene determinada por el nimero de particulas.

Pasamos a continuacién a discutir los resultados de las simulaciones de
Dindmica Molecular realizadas. Como estamos interesados en el limite de den-
sidad baja, se han considerado sistemas con valores pequefios de la fraccién
sélida (B.4), tipicamente del orden de 1072, Para valores fijos de v, o'y L,
hemos llevado a cabo una serie de simulaciones variando los valores de Ly,
comenzando con un valor suficientemente bajo. Esto implica que cada con-
junto de simulaciones corresponde a un mismo valor del pardmetro & definido
en la Ec.(6.18), pero con diferentes valores del pardmetro de asimetria A. El
otro parametro necesario para especificar el estado del sistema es la velocidad
de la pared vibrante v,. Hemos verificado que, coherentemente con el desa-
rrollo tedrico del apartado anterior, al modificar esta velocidad no cambia la
formacién de inhomogeneidades transversales mientras sea lo suficientemente
grande como para fluidizar el sistema. Todas las simulaciones han comen-
zado con una distribucién espacial homogénea de discos, a los que se les ha
asignado un conjunto de velocidades escogidas de una distribucién gaussiana
correspondiente a una temperatura arbitraria. A partir de estas condiciones
se deja evolucionar al sistema hasta que alcanza un estado estacionario en que
magnitudes tales como energia cinética media, fluctuaciones de densidad, v
perfiles de temperatura, se hacen independientes del tiempo. Entonces, los
perfiles de la densidad y temperatura, que son los de que nos proporcionaran
la descripcién hidrodindmica del sistema, son almacenados.
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Capitulo 6. Inestabilidades transversales

Vamos a pasar a describir los resultados de la simulacién de un sistema
de discos duros ineldsticos con o = 0.925, v = 1072 y L, = 1000. Para
estos valores £& = 0.281. En la Figura 6.4 presentamos la densidad local
estacionaria, n(z, y) que alcanza el sistema tras un breve periodo de transicién.
Se observa que no existen gradientes en la direccién y, de forma que el sistema
se encuentra en el estado de referencia. La homogeneidad transversal de este
estado se observa con claridad en la Figura 6.5, donde se presenta la densidad
como funcién de y para diferentes valores de x, lo que representamos mediante
n{ylz).

Al aumentar el tamaiio del sistema incrementando L, aparece la inhomo-
geneidad transversal de manera espontdnea, como se observa en la Figura 6.6,
en la que se presenta, como en la Figura 6.4, la densidad en el sistema para los
mismos pardmetros que alli, con la dnica diferencia de que ahora L, = 640 o.
Se identifica claramente un gradiente en la direccién paralela a la pared. El
mismo efecto se observa més claramente en la Figura 6.7, donde hemos hecho
una representacién de algunas ”capas” del sistema con L, = 6400, de forma
andloga a como hicimos en la Fig 6.5.

En todas las simulaciones hechas se ha podido observar una transicién
continua, al aumentar L, desde el estado de referencia monodimensional a otro
con una leve inhomogeneidad en la direccién transversal. El perfil transversal
de densidad en la proximidad de la transicién presenta una longitud de onda
igual a dos veces la anchura del sistema. En los términos usados en el apartado
anterior, lo que se observa es una perturbacién con m = 1 (k = /&), efecto
que es consistente con el andlisis tedrico descrito en los apartados anteriores.

Si se continda aumentando la longitud del sistema, las inhomogeneidades
transversales aumentan rapidamente, de forma que los resultados del andlisis
de estabilidad marginal lineal no pueden ser aplicados. Las simulaciones (ver
Figura 6.8) muestran que las particulas tienden a acumularse en una de las
esquinas opuestas a la pared vibrante. El rdpido aumento de los gradientes v
el valor tan elevado de la densidad en una zona localizada del sistema parecen
indicar que estamos ante la formacién de un agregado de particulas del tipo
descrito en [101].

Tras comprobar mediante inspeccién visual la aparicién de las inhomo-
geneidades transversales, es deseable contar con un criterio cuantitativo para
medir las desviaciones del estado del sistema respecto del transversalmente
homogéneo. Esto es equivalente a determinar un pardmetro de orden para
caracterizar la transicidn. Dado que existen gradientes en ambas direcciones
espaciales, la identificacién de un pardmetro tal no es trivial en absoluto. A
continuacién presentaremos nuestra eleccién, para lo cual comenzamos por

100



6.3. Resultados de simulacién

definir la cantidad adimensional

n(z,y)

N ACIY ) (6.52)
Lt fOLydyn(:l'. y)

ox(y)

Si el sistema es transversalmente homogéneo, p.(y) es independiente de
x ey, e igual a cero. Al aparecer la inhomogeneidad, en cambio, pasard a
depender de y evidentemente, como se puede deducir de las Figuras 6.4 v
6.6, pero también dependerd de z. Los resultados de simulacién indican. sin
embargo, que esta Gltima dependencia es muy débil, al menos en el entorno de
la transicién. En la Figura 6.3 presentamos la funcién p,(y) para un mismo
sistema con A = 6.2. Las diferentes lineas corresponden a distintos valores de
x igualmente distribuidos en el intervalo [3L,/4, L,]. Esta es la regién donde
los gradientes transversales son mayores. De la figura anterior se deduce que
cuando z varia en este rango, p,(y) es practicamente independiente de x. Hay
que indicar, sin embargo, que si se considera todo el rango de variacién de
z, se pueden apreciar dependencias en z de la funcién p,. En cualquier caso.
la medida de c6mo se desvia de cero el valor promedio de p.(y), p(y), sobre
un rango dado de valores de z cercano a la pared reflectante y no demasiado
grande como para que aparezcan dependencias en = indeseadas, ofrece un buen
criterio para distinguir sistemas inhomogéneos en la direccién transversal de
los que son homogéneos. Los resultados particulares que vamos a discutir han
sido obtenidos usando el intervalo [3L,/4, L,].

4=6.2,0=0.925 v=0.01
L3 ™ v

Px 1

09

0.8

07 - .

Figura 6.3: Resultados de simulacién para la funcién adimensional p,(y). defi-
nida en la relacién (6.52), en un sistema con parametro de asimetria A = 6.2.
Las diferentes curvas corresponden a valores equiespaciados de x en el rango

3L,/4,L,].
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Capitulo 6. Inestabilidades transversales

Figura 6.4: Representacién tridimensional de la superficie estacionaria de den-
sidad obtenida mediante el algoritmo de Dindmica Molecular para un sistema
con A = 6y £ = 0.281. La densidad se ha normalizado con el valor medio
7. El sistema no muestra gradientes en la direccién y, permaneciendo en el
estado de referencia., Se encuentra, por lo tanto, por debajo de la curva de
estabilidad.
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Figura 6.5: Detalles de la densidad como funcion de y para algunos valores de
z, en el mismo sistema que en la Figura 6.4.
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Figura 6.5: Detalles de la densidad como funcion de y para algunos valores de
z, en el mismo sistema que en la Figura 6.4.
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sidad obtenida mediante el algoritmo de Dindmica Molecular para un sistema
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Figura 6.5: Detalles de la densidad como funcion de y para algunos valores de
z, en el mismo sistema que en la Figura 6.4.
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Figura 6.6: Perfil de densidad para la simulacién de un sistema idéntico al de
la Figura 6.4, pero con una asimetria A = 6.4. El sistema estd por encima de
la curva de estabilidad, de forma que las inestabilidades en la direccion y son

facilmente observables.

A=6.4,0=0.925v=0.01
16 =L ——
x=L,/2 —r
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Figura 6.7: Perfil de densidad como funcién de y para algunos valores de
z cubriendo todo el rango del sistema.
simulacién del sistema con A = 6.4. Los detalles de simulacién son similares

a figuras anteriores.

Los puntos se han obtenido de la

103



Capitulo 6. Inestabilidades transversales

Figura 6.8: De la simulacién de un sistema idéntico al de la Figura 6.4, pero
con A = 7, obtenemos este perfil de densidad, en el que fuertes gradientes
transversales son facilmente apreciables: las particulas tienden a agruparse en
la parte superior izquierda de la celda. Evidentemente, el sistema se encuentra
también por encima de la curva de estabilidad.

En la Figura 6.9, se muestra j para diferentes simulaciones en sistemas
que sélo difieren en el pardmetro de asimetria A. La transicién continua desde
el estado de referencia al inhomogéneo se observa claramente, asi como el
rdpido aumento de los gradientes transversales cuando el sistema se encuentra
dentro de la zona inestable de A.

La discusion anterior., el andlisis tedrico y los resultados numéricos, sugie-
ren que un pardmetro de orden adecuado pudiera ser el mdédulo de la primera
componente de Fourier, |f;|, de p(y). De hecho, hemos verificado que el valor
absoluto de la transformada de Fourier de esta cantidad presenta un méaximo
pronunciado para la primera componente cuando los gradientes comienzan a
aparecer en el sistema. Algunos antores [127] han utilizado como pardmetro
de orden para caracterizar la aparicién de inhomogeneidades transversales, la
posicién yep del centro de masas del sistema. En un sistema confinado entre
paredes eldsticas en la direccién transversal, esta eleccion es equivalente a la
aqui considerada. Sin embargo, si se consideran condiciones periédicas de con-
torno, la posicién del centro de masas no tiene ningnn significado, puesto que
el maximo en la funcién de densidad puede aparecer en cualquier punto. En
la Figura 6.10 se muestra ¢l comportamiento de | f,| como funcién de A en las
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Figura 6.9: Medidas de la funcién adimensional p(y), obtenidas en la simula-
cion del sistema para diferentes valores del pardametro de asimetria A. Todos
los demds parametros son idénticos a los de la Figura 6.3. La transicién a un
estado inhomogéneo en la direccién y se identifica claramente.
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Figura 6.10: Resultados de simulacién del pardmetro de orden adimensional
[fil como funcidén de la asimetria A para un sistema con & = 0.453. Se
identifica claramente una transicién de no equilibric de segundo orden, tal v
como se discute en el texto.
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Capitulo 6. Inestabilidades transversales

cercanias del punto de transicién para los mismos pardmetros considerados en
las anteriores figuras. En primer lugar, nétese la variacién continua de | fi] a
lo largo de la transicién, variando rdpidamente cuando se adentra en la regién
inhomogénea. Este es el comportamiento tipico del pardmetro de orden de una
transicién de no equilibrio de segundo orden [128]. El cardcter continuo de | f1]
introduce alguna indeterminacién en la posicién del punto de transicidén A..
Hemos tomado la opcién, quizés arbitraria pero en cualquier caso consistente,
de que la transicién tiene lugar cuando |fi] se hace un orden de magnitud
mayor que su valor tipico en el estado de referencia, que se determina por el
nivel de ruido. En el caso presentado, esto implica valores de la componente de
Fourier |f,| = 1072, lo que supone desviaciones respecto del valor homogéneo
del orden de 1 %, de forma que la estimacién para el parametro de asimetria
de transicién en este caso concreto es A, = 6.4 £0.2.

Cambiando los pardmetros iniciales de la simulacién y repitiendo el proce-
so se ha calculado A, para diferentes valores de . Los resultados se presentan
en la Figura 6.2, junto con los obtenidos mediante el uso de DSMC [126]. El
acuerdo con las predicciones tedricas es bastante bueno, aunque debe tenerse
en cuenta que las simulaciones s6lo ofrecen una cota méxima para A.. Cuan-
do el sistema estd muy préximo al punto de transicién, el tiempo requerido
para llegar al estado transversalmente inhomogéneo desde el homogéneo pudie-
ra ser demasiado grande como para observar la transicién durante el tiempo
de simulacién. En cualquier caso, es justo decir que la hidrodindmica y la
aproximacién WKB ofrecen una descripcién del sistema que concuerda bien
con lo que se observa en las simulaciones. Y el acuerdo de los resultados del
algoritmo de Dindmica Molecular con los de DSMC no hace sino validar la des-
cripeion cinética para gases ineldsticos diluidos que proporciona la ecuacién de
Boltzmann.

Merece la pena llamar la atencién sobre el hecho de que los puntos de la
Figura 6.2 han sido obtenidos variando los valores de & y oN/L,, cubriendo
de este modo el intervalo de & indicado en la Figura. El hecho de que los
valores de A, obtenidos de esta forma varien suavemente con £ da validez
a la prediccién tedrica de que A, depende de los diferentes parametros del
sistema a través de £7. Esto se ha comprobado considerando dos conjuntos de
simulaciones con diferentes valores de o y No /Ly, pero el mismo valor de &5

En ambos casos, se encontré el mismo valor critico del pardmetro de asimetria.

6.4 Comparacion con resultados precedentes

Mediante la resolucién numérica de las ecuaciones hidrodinamicas, en la
referencia [122] se encuentran estados bidimensionales no lineales dentro de la
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zona de inestabilidad lineal correspondientes a densidades altas. No existe en
esto contradiccidén alguna con nuestros resultados, puesto que nuestro analisis
se limita a gases de baja densidad. En la misma referencia, se da una expresion
analitica para la curva de estabilidad marginal en un cierto limite que, en nues-
tra notacion, corresponde a &5 << 1. Despreciando términos subdominantes,
dicha expresién tiene la forma A, ~ 1.63/¢%, que es diferente a la obtenida en
esta memoria. Desgraciadamente, no es posible obtener resultados de simula-
cién con la suficiente exactitud en la region de validez de esta aproximacién
como para discriminar entre ambas expresiones.

Por otro lado, aunque parece claro que la ruptura espontdnea de simetrfa
que se ha discutido en este capitulo debe estar estrechamente relacionada con
la inestabilidad que desencadena la formacidn de agregados en un gas granular
que evoluciona libremente [129], creemos que la relacién no es trivial y debe ser
investigada cuidadosamente. La informacién con la que contamos hasta ahora
sobre cada uno de los fenémenos no es la misma, sino gue es hasta cierto punto
complementaria. Conocemos el mecanismo responsable de la inestabilidad de
formacién de agregados de particulas (el crecimiento del modo tangencial res-
pecto a la temperatura granular), pero desconocemos el estado final que atrae
al sistema. Por otro lado, la existencia de un estado estacionario inhomogéneo
transversalmente, ha sido establecido para sistemas vibrados, pero se desco-
noce el mecanismo detallado responsable del desarrollo de inestabilidades a
partir del estado de referencia.

6.5 Conclusién

En este capitulo, se ha llevado a cabo un anélisis detaliado de la ruptura
transversal de simetria predicha por Livne y colaboradores {122] que se pro-
duce en un medio granular vibrado. Se ha puesto de manifiesto la existencia
de la transicién en simulaciones microscopicas del sistema, tanto mediante un
algoritmo de Dindmica Molecular, como con el Método Directo de Monte Ca-
rlo. Los resultados de ambos métodos muestran un acuerdo razonable con las
predicciones tedricas que se derivan de un anélisis de estabilidad marginal de
la descripcién hidrodindmica del sistema. Esto se refiere tanto a los valores del
pardmetro de asimetria critico como funcién del pardmetro de control, como a
la forma de los perfiles hidrodindmicos en las cercanias de la ruptura de sime-
trfa. Se ha encontrado un pardmetro de orden que cuantifica la formacién de
inhomogeneidades transversales para caracterizar la transicién. En términos
de este pardmetro, la transicién presenta las caracteristicas de una transicién
de no equilibrio de segundo orden. En este contexto, merece la pena sefialar
que no se han encontrado bifurcaciones subcriticas en las simulaciones.
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Comprobamos una vez més la generalidad de los fenémenos de ruptura
de simetria en los fluidos granulares. Ocurren tanto en medios aislados asi
como en medios vibrados, en situaciones diluidos y densas, con o sin campo
gravitatorio actuando sobre las particulas; aparecen, en definitiva, de forma
ubicua. Es interesante el hecho de que todo parece indicar que su aparicién tie-
ne un origen colectivo, que puede ser totalmente capturado por una descripcién
hidrodindmica.
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Capitulo 7

Conclusiones

A continuacién vamos a resumir algunos de los aspectos y conclusiones
mas relevantes de esta memoria:

e Desde una perspectiva general, se ha puesto de manifiesto la utilidad de
la Hidrodindmica para describir el comportamiento de los flujos granu-
lares, y de la Teoria Cinética para obtener la forma de las ecuaciones
hidrodindmicas.

e Los desarrollos tedricos se han completado en todos los casos con simu-
laciones numéricas tanto de las ecuaciones cinéticas, como de sistemas
de discos duros mediante Dindmica Molecular. Ello ha exigido la pues-
ta a punto de algoritmos especificos que tengan en cuenta el cardcter
inelastico de las colisiones y la presencia de inestabilidades en estos sis-
temas.

e Como primer ejemplo se ha analizado el movimiento de una particula en
el seno de un gas granular que se encuentra en el estado de enfriamiento
homogéneo. Més concretamente, se han estudiado dos casos limite: que
la. particula sea idéntica a las del fluido (autodifusién) y que la particula
tenga una masa mucho mayor que la de las del fluido (movimiento brow-
niano). En ambos casos se han obtenido ecuaciones de transporte que
generalizan las de los medios moleculares.

¢ Las simulaciones numéricas han confirmado el comportamiento predicho
por el anélisis teérico, encontrdndose un acuerdo excelente entre teoria
y simulacién para los coeficientes de transporte. Es de destacar que lo
anterior es cierto incluso para sistemas muy ineldsticos, contrariamente
a lo que habian defendido algunos autores.

e A continuacién hemos abordado el estudio de un sistema cerrado que
se mantiene fluidizado mediante el aporte de energia a través de una
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pared vibrante, que es el método mds usual en los experimentos. Mds
concretamente nos hemos centrado en la aparicién de ruptura espontdnea
de simetria.

Si el recinto que contiene el gas estd dividido en dos compartimentos
mediante una pared central que empieza a una cierta altura, se observa
que a partir del valor critico del pardmetro caracteristico se produce una
ruptura espontdnea de simetrfa, de manera que las particulas tienden
a agruparse en uno de los compartimentos. El pardmetro caracteristico
depende de la inelasticidad del sistema y del nimero de monocapas de
granos en reposo.

El fenémeno anterior se describe perfectamente mediante las ecuaciones
hidrodindmicas, que en particular predicen el compartimiento correcto,
en el sentido de acorde con la simulacién, de la asimetria en funcién del
pardmetro de orden. Hay que sefialar que lo anterior se refiere también
a los perfiles de las distintas magnitudes hidrodindmicas en las proximi-
dades de la transicién.

Otra ruptura espontdnea de simetria se produce en un sistema vibrado
ahora sin pared divisoria, con tal de que sea suficientemente ancho. El
estudio tedrico de esta inestabilidad lo hemos realizado mediante una
analisis marginal utilizando una aproximacién WKB, dada la compleji-
dad de las ecuaciones. Uno de los resultados de este anilisis es evidente-
mente la identificacién del parametro de orden que gobierna la inestabi-
lidad asi como el correspondiente diagrama de bifurcacién. Nuevamente
se ha encontrado un acuerdo satisfactorio entre la prediccién tedrica y
los resultados obtenidos por simulacién de Dindmica Molecular.

La ruptura espontdnea de simetria aparece como algo intrinseco a los
fluidos granulares, ocurriendo en medios aislados y vibrados, densos y

diluidos, con y sin campo externo. Ademds, tiene tiene un origen colec-
tivo que es integramente capturado por la descripcién hidrodindmica.

Las dos rupturas espontdneas de simetria consideradas, con tabique v
sin tabique, son susceptibles de observacién experimental. De hecho, nos
consta que diversos laboratorios estdn en la actualidad llevando a cabo
los correspondientes experimentos.



Apéndice A

Descripcion de los algoritmos de
simulacion empleados

Cuando se van a cumplir 50 afios desde que la primera simulacién me-
diante ordenador de un liquido se pusiera en marcha en “Los Alamos National
Laboratoires” [89], se puede afirmar de manera tajante que el campo de la
simulacién mediante ordenador de sistemas fisicos se encuentra en su mejor
momento. Ello no sélo por el aumento creciente de técnicas, algoritmos y por
el desarrollo tecnolégico, sino también por la enorme variedad de problemas,
en todos los campos de la fisica moderna, que se pueden abordar de manera
éptima con la inestimable ayuda de los denominados ”experimentos de orde-
nador”.

El trabajo pionero de Metropolis sentd las bases del moderno método
de simulacién de Monte Carlo, que se ha convertido en una herramienta muy
popular entre fisicos y matemaéticos. Pero no es éste el tnico método de si-
mulacién. Si se estd interesado en describir la dindmica completa del sistema,
es necesario emplear otra técnica diferente: la simulacién de Dindmica Mole-
cular es el término empleado para englobar el conjunto de técnicas en las que
se realiza una integracién directa, méds o menos exacta, de las ecuaciones de
movimiento del sistema. Al igual que las técnicas de Monte Carlo, la simula-
cién de Dindmica Molecular surge para estudiar sistemas de discos o esferas
duras [130, 131] pero pronto, en un intento de reproducir el comportamiento
de liquidos v gases, son aplicados a potenciales continuos més realistas. Existe
gran cantidad de literatura dedicada a la simulacién de sistemas moleculares.
En los wltimos afios, sin embargo, ha resurgido el interés por la Dindmica Mo-
lecular aplicada a potenciales discontinuos de la mano del estudio y modelado
de medios granulares (19, 132]. El espectro de problemas abordados es amplio
y variado: estudios estdticos del dngulo de reposo de un montén de arena, de
avalanchas o de un medio granular vibrado, de segregacién por tamafo, del
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flujo a través de tolvas, de medios granulares fluidizados...

A.1 ;Por qué simulamos mediante ordenador?

"Una de las grandes dificultades a las que se enfrenta cual-
quier teérico de hoy en dia que pretenda describir sistemas fisicos o
quimicos es el inadecuado aparato matematico a su disposicién pa-
ra resolver problemas que involucran muchos cuerpos. Por lo tanto,
aunque las propiedades de una molécula aislada estén bien estable-
cidas y los procesos elementales que ocurren cuando dos de éstas
interaccionan estdn descritos por leyes bien conocidas, el comporta-
miento de sistemas de muchas moléculas que interaccionan no pue-
de en general ser resuelto de manera analitica. Incluso el problema
de tres particulas que interaccionan presenta dificultades insalva-
bles. Dado, sin embargo, que estas dificultades son matemadticas,
v no conceptuales, los ordenadores han de ser el instrumento ade-
cuado para abordarlas.”

Con estas palabras, comenzaban Alder y Wainwright [130] la presenta-
cién de sus trabajos de resolucién de la dindmica de sistemas de discos duros,
con los que sentarfan las bases del posteriormente denominado método de
Dindmica Molecular. La gran mayorfa de los problemas a los que la Mecénica
Estadistica puede hacer frente no son solubles de manera exacta. De hecho, el
nimero de problemas no triviales que son susceptibles de una solucién exacta
es muy reducido. Por eso la herramienta més comin para el fisico estadistico a
la hora de enfrentarse a un problema es la realizacién de un modelo que pueda
resolverse pero que, a la vez, conserve las caracteristicas esenciales del siste-
ma real. Mediante simulacién numérica es posible obtener resultados exactos
de estos modelos y compararlos con los obtenidos en los experimentos. Asi
se consigue un conocimiento completo de la aproximacién y de su alcance, y
se puede avanzar en la consecucién de idealizaciones maés cercanas al proble-
ma real. En particular, los métodos de simulacién permiten discriminar entre
aproximaciones a la realidad bien fundadas (es decir, "buenas” aproximacio-
nes) y otras que, si bien plausibles a priori, no van mucho més alld. Si el
modelo es suficientemente bueno, el simulador se encontraréd en disposicién de
ayudar al fisico experimental tanto en la realizacién de nuevas pruebas mds
esclarecedoras como en la interpretacién de los nuevos datos.

De esta posicién intermedia entre los resultados de la experiencia y los
modelos sobre ella, surge la denominacién de ”experimentos de ordenador” con
la que a veces se tratan los resultados obtenidos mediante simulacién, cuyvo
interés va mds alld del meramente académico: ofrecen un camino directo desde
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el detalle microscépico del sistema (masas de los dtomos, interacciones entre
ellos, ...) a las propiedades macroscépicas de interés experimental (ecuacion
de estado, coeficientes de transporte, ...).

A.2 Dindmica Molecular de esferas duras

Ya en su articulo de 1959, Alder y Wainwright presentaban explicitamen-
te el primer algoritmo de simulacién de Dindmica Molecular de esferas duras.
Y aunque la mayoria de sus publicaciones se centran en el estudio de sistemas
en equilibrio, adelantan desde un principio la validez de su método para el
estudio de fenémenos de transporte y de la evolucién temporal del sistema.
También se percataron de las grandes limitaciones del método; esencialmen-
te, de la limitacién al estudio de un nimero reducido de particulas, acotado
por la capacidad de cdleulo y la memoria que pudiese ofrecer el ordenador.
Se establecié que la diferencia entre los resultados de sus simulaciones de N
moléculas y los valores de un sistema infinito es del orden de O(1/N) [133].
Desde un principio se planted, para disminuir estos efectos indeseables, el uso
de sistemas bidimensionales. Estos, en la mayoria de los problemas, presentan
un comportamiento similar a los sistemas tridimensionales y ofrecen la ventaja
de que, para un sistema con el mismo nimero de moléculas, manifiéstan una
dependencia mucho menor de las condiciones de contorno (dado que el nimero
de moléculas en las cercanias del borde del sistema es evidentemente menor
en los sistemas bidimensionales). Las condiciones de contorno a imponer de-
penderan, como es natural, del sistema que se simule. En el caso de sistemas
macroscépicos moleculares, parece éptimo emplear condiciones periédicas de
contorno. Estas son las condiciones naturales si se trata de sistemas conden-
sados o sélidos en los que la estructura es periédica. Ademds, en sistemas de
muy baja densidad, causan el minimo error en las medidas de propiedades de
equilibrio. Si se comparan resultados obtenidos empleando diferentes condi-
ciones de contorno en la simulacién, se puede observar una tendencia general
cualitativa idéntica. La dependencia de los resultados de la condicién de con-
torno empleada empieza. a ser despreciable, como en de esperar, a medida que
lo es la fraccion de particulas cerca del contorno.

El algoritmo descrito por Alder y Wainwright se ha venido empleando
hasta nuestros dias basicamente sin alteracién. Aunque ha habido intentos por
desarrollar nuevos métodos de Dindmica Molecular [134] o métodos combina-
dos de Dindmica Molecular y Monte Carlo [135], ninguno se ha revelado 1til
frente, por un lado, a la simplicidad del algoritmo original y, por otro, a su
exactitud. Desde luego, los sistemas susceptibles de ser estudiados han pasado
de unos cuantos centenares de particulas a finales de la década de los cincuenta,
al millén de particulas [65] en la década de los 90. Y a este relevante aumento
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de la capacidad de cdlculo no s6lo han contribuido el rdpido desarrolio de la
tecnologia. También se han introducido mejoras en el algoritmo.

Las simulaciones que se han llevado a cabo en esta memoria se basan en
modelos de discos duros. Nos centraremos a partir de ahora, por ello, en la
descripcién de algoritmos de simulacién de tales sistemas. El método descrito
por Alder es, desde luego, el primero de todos ellos. La naturaleza discontinua
de la interaccién entre las particulas de un gas de discos duros hace inadecuado
el uso de métodos continuos de integracién de la trayectoria dindmica, en los
que las ecuaciones de movimiento del sistema se van resolviendo tomando un
paso fijo de tiempo At. En el caso de tratar con cuerpos duros, lo més apro-
piado es hacer uso de un algoritmo dirigido por colisiones. Con este nombre
queremos resaltar el hecho de que vamos a ir calculando el estado del sistema
colisién a colisién, siendo el movimiento entre dos colisiones sucesivas en el
sistema un desplazamiento libre de todas las particulas del fluido.

La mayor parte del tiempo de célculo de simulacién de un sistema de N
discos duros, se emplea en la bisqueda, entre los N —1 vecinos de una particula
dada, de su préxima pareja de colisién. Es de esperar que todas las estrategias
que intenten acelerar el proceso se centren en agilizar esta parte del célculo.
La estrategia tipica para acelerar la simulacién de sistemas de discos o esferas
duras consiste en crear una lista de vecinos [136]. Es decir, a cada una de las
particulas se le asocia un vector que contiene las particulas mds proximas a
ella (incluidas dentro de un radio de corte). Cuando el algoritmo busque las
posibles moléculas que interaccionaran con una dada, no tendrd que compro-
bar las NV — 1 moléculas restantes del sistema, sino que tan sélo deberd repasar

las componentes de la lista de vecinos. El simulador debe jugar, naturalmen-
te, con el radio de corte (con el tamaifio de la lista) y la frecuencia con que
ésta se renueva, hasta alcanzar un compromiso entre exactitud v rapidez del
algoritmo (ver Figura A.1). En simulaciones de sistemas muy diluidos, en los
cudles el radio de corte efectivo es muy grande y haciendo uso de un algoritmo
basico [137], puede no resultar una ventaja el uso de una lista de vecinos. Para
conseguir que el algoritmo contimie reflejando la dindmica exacta del sistema,
la lista de vecinos debe de ser muy amplia. Y una lista de vecinos muy grande,
a no ser que se utilice una estrategia de puntero adecuada (como la descrita
mas adelante en este apéndice), ademds de no representar grandes ventajas
en el calculo, carga innecesariamente la memoria de la méquina. Este tipo
de estrategia, por contra, se muestra tremendamente itil en sistemas lo sufi-
cientemente densos. Una variante de esta estrategia, vdlida para un sistema
con mayor numero de moléculas, consiste en dividir la celda unidad, en la que
se encuentran las N particulas a simular, en M subceldas. Asi, a la hora de
calcular las futuras interacciones de una particula con el resto del sistema, sélo
se inspeccionaran las celdas vecinas.
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Figura A.1l: Importancia de la eleccién del radio de corte; al buscar las
proximas colisiones tan sélo dentro del entorno més préximo, se desprecian
posibles colisiones. Las particulas marcadas deberian sufrir una colisién que
no serd detectada. El tamafo de la lista de vecinos debe ser el resultado de
un compromiso entre la exactitud de la dindmica reproducida y la economia
de célculo.

El método de Alder y Wainwright llega a la década de los noventa opti-
mizado y ofreciendo simulaciones de sistemas de muchas particulas en tiempos
razonables. Con el algoritmo conducido por colisiones que presentan Allen y
Tieldesley [137] hemos llevado a cabo numerosas simulaciones de sistemas que
abarcan un amplio espectro de densidades y ndmeros de particulas. Hemos
estudiado con la ayuda de este algoritmo, en particular, el problema de la
autodifusién y el de la particula browniana granular. Por ello vamos a dedi-
car parte de este Apéndice a explicar detalladamente el algoritmo empleado:
sus ventajas y los inconvenientes encontrados durante el tiempo en que hemos
trabajado con él.

No queda atin dicho sin embargo todo lo que debiamos respecto a la si-
mulacién de discos (esferas) duros. El creciente interés de los simuladores por
este tipo de sistema ha alentado la aparicién de nuevos métodos de simulacion
que intentan acelerar el proceso, va que acelerar la simulacién implica poder
estudiar sistemas con més particulas, mds proximos por lo tanto a los reales.
Esto es particularmente interesante cuando se estudian medios granulares, ya
que el orden de magnitud del nimero de elementos en un medio tal es mu-
cho menor que el ndmero tipico de moléculas en un gas. Vamos a terminar
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introduciendo un algoritmo innovador con el que se consiguen mejoras de los
tiempos de cdlculo [69] que llegan a ser de un orden de magnitud menor y
que ya habfa sido aplicado con éxito al estudio de los medios granulares [138].
Terminaremos este capitulo explicando en detalle la implementacién del tal
algoritmo v comparando resultados con el tradicional, que pasamos ahora a
describir.

A.3 Algoritmo de Allen-Tieldesley

Pretendemos disefar un algoritmo que calcule la evolucién de un gas bidi-
mensional de discos duros que interaccionan sélo a través de colisiones que son
binarias e instantdneas. Esta simplificacién en la interaccidn es justificable en
un gas muy poco denso y con una precisién infinita de cdlculo. La experiencia
nos muestra que son dos hipdtesis perfectamente asumibles en nuestras simu-
laciones. Si, a lo largo de ella, ocurriese un suceso en el que tres particulas
coincidieran en un instante dado, las dos colisiones se producirian una tras
otra. Esto introduciria un suceso erréneo en la dindmica del sistema, ya que
las velocidades resultantes tras la colisién no serian las de la colisién triple. La
experiencia nos ha demostrado que la frecuencia de estos sucesos es tan baja
que su efecto es completamente despreciable en la historia del sistema.

Las leyes de colisién pueden ser eldsticas o ineldsticas, lisas o rugosas, ...
Segin sean unas u otras, habremos de afiadir los pardmetros apropiados a los
ya de por si necesarios para la simulacién: ndmero y didmetro de las particulas,
nimero de colisiones totales (o tiempo maximo), nimero de colisiones iniciales
que se consideren necesarias para alcanzar la condicién inicial. Se ha empleado
el convenio de imagen préxima (condiciones periédicas de contorno) de forma
que nuestro sistema es infinito, pero repeticién en ambas direcciones del espacio
de la celda unidad, en las que se encuentran las N particulas cuya dindmica
se va a simular (ver Figura 4.2). La celda unidad es un rectdngulo de drea
unidad.

A.3.1 Operaciones bésicas
El objetivo esencial de este método de simulacién es determinar la suce-
sién de colisiones, es decir: los sucesivos pares que colistonan, los tiempos de

colisién ¥ los nuevos pardmetros dindmicos tras la colisién. Todo ello en orden
cronoldgico, segun el siguiente esquema:

1. Localizar la préxima colisién.
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2. Mover todas las particulas hasta ese instante.
3. Efectuar la colisién.

4. Calculo de las propiedades de interés.

Cdlculo de los tiempos de colisién

Esta es la parte de la simulacién que requiere mas tiempo de calculo. En
principio, todas las posibles colisiones entre los distintos pares deben tenerse
en cuenta. Para que dos particulas i y j de didmetro o que en el instante t se
encuentran en las posiciones 7; y 7; con velocidades respectivas %; y @; (veloci-
dad relativa §; = ¥ — ¥;), colisionen en el instante ¢ + t;; deben, desde luego.
estar en contacto para entonces. Esto se expresa con la siguiente condicién
sobre sus posiciones relativas (7;; = 7; — 7;) en el instante inicial ¢ y posterior
t+ 15

735 (t + ti)| = [7i(2) + Gigtis| = o (A1)

Si definimos el escalar b;; = 75;- 435, la ecuacién anterior se puede expresar
como una forma cuadrética del tiempo que ha de transcurrir hasta que se
produzca una nueva colision en el sistema (que llamaremos tiempo de colisién,
tis)

2 42 2 2 _ A S
gijtij + Qbijtij + Ty — o“=0. (AZ)

El producto &; no sélo ha sido definido para simplificar la expresion.
Observemos que su uso nos permite discriminar los pares de particulas que se
alejan entre si (b;; > 0) de los que se aproximan. Un anélisis mas fino, nos
desvela que ain para los pares de particulas aproximéandose entre si, para los
que by < 0, si ademds, b} — g%(rZ — 0?) < 0 entonces, no existe colisién.
En el caso contrario, obtendremos el tiempo de colisién, como solucién de la
ecuacién anterior

(A.3)

El procedimiento seguido en el programa ha sido asignar inicialmente a
cada particula del sistema el tiempo de colisién minimo, de todas sus colisiones
en principio posibles, con el resto de las particulas. Estos tiempos han sido
guardados en un vector COLTIM. Obsérvese que éste es un vector de dimen-
sién N, el nimero de particulas en la celda unidad. También se ha guardado
en un vector la pareja con la que, de no existir interferencias, va a colisionar
cada particula del sistema (PARTNR). Asi, buscando el menor de los COLTIM
sabremos qué particula es la primera en colisionar y cudndo lo hace. Ademas,
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de PARTNR, obtenemos la pareja que colisiona. Conocido esto dejamos evo-
lucionar al sistema completo libremente un tiempo ¢;; (sabemos que en ese
tiempo no hay colisiones en el sistema). Y una vez transcurrido, tendremos a
la pareja que colisiona en contacto, de modo que pasamos a aplicar las leyes
de colisién cambiando convenientemente sus velocidades.

Colisién inelastica

Aplicamos la dindmica a las particulas que chocan. Es evidente que en
la colisién sélo cambian las velocidades del par que interacciona. Notemos con
primas (7}, ;) las velocidades después de la colisién y sin primas las velocidades
antes (¥, 7;). Parametrizamos la inelasticidad en el gas con un coeficiente de

restitucién normal (o) segin:

— - - -

Gij * Oi = —Qgij - Tij, (A.4)
siendo &j; el unitario que une los centros de ambos discos y ¢;; = ¥; — ¥ la

velocidad relativa del par. Como el momento lineal permanece constante en la
colisidn, el cambio en las velocidades es:

vl = U= _2_(91‘]' Gij)3 i
- l+a,, .2 =
U} =vj + T(g“' 4 O'ij)O’ij. (A.O)

La discusién para la obtencién de esta regla de colisién ha sido hecha en
otra parte de esta memoria, ver Apéndice B.

Nuevos tiempos de colisién

Observemos que al producirse la colisién y cambiar el estado de la pareja,
la lista de tiempos de colisién con la que se cuenta deja de ser vélida. No es
necesario, sin embargo, proceder a recomponer una lista COLTIM completa.
De hecho, basta con calcular los nuevos tiempos de colisién de las particulas que
acaban de colisionar y, de entre todas las restantes, sélo las que tenian prevista
una colisién con alguna de las particulas del par que acaba de colisionar.

Una vez renovada la lista COLTIM, se procede a buscar el nuevo tiempo
de colisién (el minimo de los COLTIM), desplazar las particulas, efectuar la
colisidn,... y asf sucesivamente.
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Medidas

Como en todo momento las posiciones y velocidades de todas las particu-
las del sistema quedan almacenadas en memoria, podemos hacer las medidas
deseadas en cualquier instante de la simulacién.

o o
o o o o
) 0 o
e ° 0
) ¢} o
o} e}
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o o o}
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Figura A.2: La celda unidad (particulas en negro) se halla rodeada por infinitas
réplicas de ella misma en ambas direcciones del espacio, constituyéndose asi
un sistema infinito.

A.3.2 Condiciones de contorno

Para simular un gas libre granular fluidizado es habitual hacer uso de
las condiciones periédicas de contorno. Estas implican que el sistema (la celda
unidad) se repite en ambas direcciones del espacio indefinidamente, ver Figura
A.2. Al abandonar un elemento la celda unidad por el borde y = L, vuelve a
entrar en la celda unidad por el borde y = 0 y con idéntica velocidad.

En algunas simulaciones hemos considerado un sistema encerrado por
paredes. Ello implica definir la interaccién de los elementos del sistema con
la pared. Generalmente, por simplicidad, nos hemos limitado a considerar un
choque eldstico contra las paredes. En el caso de medios vibrados, la ideali-
zacién consiste en considerar la pared vibrante con una amplitud de vibracién
(A) muy pequefia comparada con el recorrido libre medio de las particulas, de
modo que en lo que respecta a las particulas del gas, ésta parezca inmévil. El
pardmetro que caracteriza a la pared en esta idealizacion es su velocidad v;.
La ley de colisién de la particula con la pared vibrante es entonces:

’b; = 2up — Uy, (A.6)
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siendo v, y v, la componente de la velocidad de la particula en la direccién
perpendicular a la pared antes y después de la colisién, respectivamente. La
otra componente permanece inalterada en el proceso.

A.3.3 Limitacién del algoritmo en el caso de muy pocas
particulas.

El algoritmo conducido por colisiones que acabamos de describir presenta
algunos problemas cuando la densidad es muy baja. Supongamos por senci-
llez el caso en que tan solo dos particulas constituyen el sistema, dirigiéndose
una contra la otra de forma que, en el caso de que se consideren condiciones
periédicas de contorno, lo que tendriamos seria lo representado en la Figura
A.3. Segtn el algoritmo expuesto, al llegar a la situacién B, de la que se debe

1 2 3 4 5
OO | O><«0 O«
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z
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Figura A.3: Presentamos una configuracién que es tratada erréneamente por
el algoritmo. Las imédgenes se suceden en el orden A, B, C. Los detalles se dan
en el texto.

deducir una colisién entre las particulas 2 y 3, no se considera la bola 2, sino
su imagen més proxima a 3 que sigue siendo 4. Lamentablemente esta bola se
aleja de 3, por lo que dificilmente puede colisionar con ella. El algoritmo nos
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devolvera, por lo tanto, un mensaje en el que indicara que no encuentra una
nueva colision en el sistema.

Este error se produce siempre que la densidad de esferas en la celda uni-
dad sea tan extremadamente pequefia que, tras haber sido evaluada la colisién
entre dos particulas, la préxima colisién en el sistema se vuelva a producir con
alguna imagen de la particula con la que acaba de interaccionar. La proba-
bilidad de que esto ocurra disminuye trivialmente al aumentar el mimero de
particulas en el sistema o su didmetro. Obsérvese que este inconveniente no
surgiria si integrdsemos la dindmica del sistema con un paso de tiempo fijo
(mucho més pequeiio que el tiempo medio entre colisiones de las particulas en
el sistema). De modo que estamos ante un efecto debido a que tratamos con
un algoritmo conducido por colisiones. Una forma trivial de solucionar este
inconveniente seria la siguiente. Calculamos la mayor distancia relativa entre
dos discos. Seguidamente suponemos que esas dos particulas se estdn separan-
do v se calcula cudnto tardarian en estas separadas una distancia L (longitud
de la celda unidad). Con este tiempo se dejan evolucionar las particulas y se
calcula de nuevo la préxima colisién. Si aplicamos este proceso cada vez que
no encontremos mas colisiones en el sistema, volviendo a la figura, serfa como
saltarnos la configuracién "B” y pasar directamente de la "A” hasta la "C”.
Una solucién més econdmica y sencilla seria considerar el traspaso de la fron-
tera como una colisién contra un objeto, en este caso la frontera de la celda
unidad. Pero dejaremos para la siguiente seccién la discusién de los detalles
de esta opcidn.

En las simulaciones del gas granular libre, no consideramos el uso de este
o ninguin otro método parecido cuando el nimero de particulas es superior
a unas decenas, ya que en ese caso la probabilidad de que no se produzca
ningun choque en el sistema es, en la prictica, nula, como hemos podido
comprobar en nuestra experiencia. En realidad la aparicién de un error como
éste no deja de ser un hecho anecdético, que si hay que tener en cuenta si
se estd interesado en estudiar la evolucién de unas cuéntas particulas, pero
que pasa totalmente inadvertido en todos los sistemas que hemos estudiado,
méxime cuando estamos en un orden de pardmetros del sistema en el que las
condiciones periédicas de contorno no deben afectar a la dindmica del sistema.

A.4 Algoritmo de Lubachevsky

Es de esperar que la simulacién standaerd de Dindmica Molecular de dis-
cos duros, presentada en las pdginas anteriores, se muestre profundamente
ineficaz para un ndimero muy grande moléculas. En cada paso del algoritmo,
practicamente el total de las particulas del sistema son consideradas en la elec-
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cién de futuras colisiones. Podria pensarse en la construccién de una lista de
vecinos, como ya hemos indicado, si la densidad del sistema es lo suficiente-
mente alta. En cualquier caso, una estrategia encaminada a la reduccién del
tiempo de calculo debe atacar en primer lugar este punto del algoritmo, ya
que es el que mds tiempo cuesta. Pasamos a exponer un innovador algorit-
mo de simulacién de sistemas balisticos, entre los que se encuentran los discos
duros [69]. La idea bdsica de la que se parte es la de posponer el examen y
evaluacién del estado de cada particula del sistema hasta que sea forzosamente
necesario, es decir, hasta el momento de una colisién que la involucre. Se hace
uso para ello de una doble estructura de datos de forma que se almacenan dos
estados fdsicos sucesivos. El estado de cada particula se define por la posicién,
velocidad y el instante de tiempo en el que se encuentra. Obsérvese que el
estado global del sisterna no se conoce mas que al comienzo de la simulacién.
En el trascurso de ésta, habra que avanzar las particulas convenientemente si
se quiere conocer el estado del sistema en un instante determinado.

Por otro lado, la celda unidad se divide en muiltiples subceldas lo cual
reduce el nimero de vecinos de una particula dada a considerar a la hora de
buscar nuevas colisiones de tal particula. El reticulado se construye de for-
ma que el coste de memoria sea minimo, evitando asi los inconvenientes antes
enunciados. Ademds, al contrario que en el caso de las listas de vecinos ya
descritas, no se pierde la exactitud del método, porque se tendrd en cuenta
que a lo largo de su historia, la particula no sufre tan sélo colisiones en el sen-
tido que hemos tratado hasta ahora. Denominaremos ”suceso” a una colision,
pero también a un cruce de cualquiera de las fronteras entre dos subceldas.
A estos cruces, los llamaremos también colisién contra un obstdculo, siendo
el obstdculo, precisamente, la frontera. Distinguiremos, por lo tanto, entre
sucesos mono-particulares (cambios de subceldas, colisiones con un obstédculo)
¥ sucesos que involucran dos particulas (colisiones entre particulas). Entran-
do en maés detalle, tendremos tres clases de sucesos: colisiones, cruce de una
subcelda y abandono de la celda unidad. Obsérvese que este dltimo suceso es
clertamente distinto en general al cambio de una subcelda a otra, puesto que
implica tener en cuenta las condiciones de contorno. Analicemos detenidamen-
te la exactitud de la sectorizacién en este caso.

Supongamos que tenemos una particula que llamaremos “A” en el centro
de la celda unidad, Figura A.4. Queremos calcular sus colisiones inmediatas,
para lo cual comenzamos a examinar las posibles interacciones de “A” con
el resto de particulas en su misma celda. Supongamos el peor de los casos,
en el que “A” no encuentra ninguna particula en su misma celda con la que
colisionar. Entonces, su préximo suceso serd cruzar la pared de su subcelda e
introducirse en la siguiente. All{ s{ encontramos una particula “B” con la que
“A” colisiona. Si el choque se produce lejos de la frontera entre subceldas, no
habrd ningin problema: El algoritmo avanza “A” hasta la frontera y una vez
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alli detecta una colisién con “B” en un tiempo posterior. Si el encuentro se
produce, sin embargo, justo en la frontera (dentro de la precisién del ordena-
dor), cuando el algoritmo avance “A” hasta la frontera y quiera calcular su
siguiente suceso, se encontrara que “A” y “B” estdn en condiciones de coli-
sionar, de modo que establecerd como préximo suceso, la colisién entre “A” y
“B”, que es un suceso anterior al traspaso de la pared. Si el algoritmo busca

Figura A.4: La celda unidad se divide en diferentes subceldas mediante un
red cuadrada. Esto permite reducir la bisqueda, a la hora de seleccionar una
nueva pareja de colisién para 4, a su propia celda v a las que la bordean, zonas
que aparecen con diferentes sombreados en el dibujo.

el préximo suceso para “A” sdlo en la subcelda que contiene a ésta, asignara
un suceso incorrecto. Pero si incluye en su buisqueda también las 8 subceldas
vecinas, lo hard correctamente. Ahora nétese que ninguna particula “C” que se
encuentre fuera del entorno de las ocho celdas que rodean a 5, podré colisionar
con “A” sin que se produzca antes un suceso de cruce de frontera. Se muestra
asi, a nuestro parecer, uno de los aspectos més interesantes del método, ya que
el mallado hecho no rompe la exactitud de la integracién de la dindmica del
sistema y reduce el célculo de posibles colisiones de una particula dada a sus
comparferas presentes en la misma celda en la que se encuentra la particula y
a las ocho celdas que la rodean. El nimero de éstas, ademds, puede reducirse
tanto como se quiera. De hecho, hemos considerado un reticulado de la celda..
- R H
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unidad en nuestras simulaciones tal que el nimero medio de particulas por
subcelda sea del orden de la unidad.

Las futuras colisiones que experimente una particula son calculadas tan
s6lo a partir de los estados existentes de las otras particulas, sin entrar a
considerar posibles estados futuros. Ademds, los candidatos para la siguiente
colisién de una molécula en particular son descartados cuando se encuentra uno
mejor, de forma similar a como se hace en el algoritmo de Allen y Tieldesley.
Una gran diferencia con éste es, sin embargo, que sélo se avanza en el tiempo
el estado de las particulas que colisionan. Esta es la razén por la cual, en un
momento dado de la simulacién, nos encontremos cada uno de los discos de la
celda unidad en un estado propio que corresponde, en general, a un instante
de tiempo diferente al resto de las particulas. De hecho, como hemos dicho,
el estado global del sistema solo se conoce explicitamente en el instante inicial
de la simulacién. Es sencillo sin embargo calcular, siempre que se desee, el
estado del sistema completo sin mds que desplazar balisticamente las particulas
desde su posicién en el tiempo en que se encuentran al tiempo de simulacién.
Obsérvese que tenemos asegurado que en ese desplazamiento no han de sufrir
ninguna colisién intermedia. En la mayoria de los casos, el algoritmo procesa
solo sucesos que son inevitables. La fraccién de los superfluos es pequeia v,
lo que es mds importante, no aumenta con el nimero de particulas a simular,
mientras que la rapidez que se gana gracias a la simplicidad es sustancial.

A.4.1 Organizacién de los datos

En una simulacién tipica de Dindmica Molecular de discos duros, el esta-
do del sistema completo se caracteriza en un instante de la simulacién con las
posiciones y velocidades de cada una de las particulas que lo componen. Desde
un punto de vista computacional, asociamos a cada particula dos vectores, su
posicién y velocidad, que van cambiando en cada paso de la simulacién (con
el tiempo, por lo tanto). Obsérvese que el estado concreto de cada una de
las particulas que componen el sistema cambia a la vez que cambian el resto
de sus compafieras. Supongamos que ademds de la posicién y velocidad de
las particulas en el sistema, les asociamos el tiempo de la simulacién. En el
algoritmo de Allen-Tieldesley ésto resulta innecesario, puesto que todas las
particulas tendrdn asociado el mismo tiempo; el tiempo en el que se encuen-
tra la simulacién. Pero esto no tiene que ser en general asi. Vedmoslo con
un ejemplo simple: sean dos particulas, a y b, situadas en el instante inicial
t =0 en los puntos z¢ y 2 con velocidades v¢ y v§. Si usamos el algoritmo de
Allen-Tieldesley para resolver la evolucién de este sistema de dos particulas,
éste irfa moviendo las particulas simultdneamente, colisién a colisién, de modo
que en el instante t; las particulas se encuentren en z¢ y z¥ con velocidades
v¢ y v¥. Obsérvese que el mismo resultado tendriamos si decidimos, por ejem-
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plo, evolucionar primero la particula a hasta el instante en que vaya a tener su
préxima colisién. Este instante, por supuesto, es t;. Entre tanto, la particula b
permanece en el instante ¢5. Una vez a desplazada hasta z§, nuestro algoritmo
busca la colisién que va a tener a. Encontrard que a colisiona con b. Es el mo-
mento por lo tanto de “traer” b hasta el instante ¢;, de forma que el algoritmo
la deja evolucionar y aplica las reglas de colisién. Una vez hecho ésto, vuelve
a evolucionar a una de las particulas (en realidad, nos da igual que sea a o b)
hasta la préxima colisién que vaya a sufrir y asi sucesivamente. Es claro que en
el ejemplo anterior, el uso de un algoritmo como el expuesto resulta artificioso
e innecesario, pero veremos a continuacién que existe una forma eficiente de
emplear esta estrategia que justifica su uso. Vamos a describir en este punto
c6mo organizamos la informacién necesaria que requiere este algoritmo para
desarrollar la dindmica del sistema.

Como hemos discutido, vamos a abandonar la idea del “estado del siste-
ma” como algo global que conocemos en todo instante de la simulacién. En su
lugar, vamos a considerar el estado de las diferentes particulas que componen
el sistema v su evolucién independiente. A este respecto, el dato basico del
algoritmo es el "suceso”. Cada particula del sistema tiene asociada un suceso
en todo instante de la simulacién. Asi, la particula 1 va a cruzar una subcelda,
la particula 2 va a salir de la celda unidad, o la 5 va a chocar con la 3....
etc. En todo instante de la simulacidn, el algoritmo asocia a cada una de las
particulas un suceso. Esto implica el calculo del estado de la particula en el
instante del suceso, el momento en que se va a producir y qué tipo de suceso
va a ser. Asi, en el ejemplo mencionado anteriormente, el algoritmo asocié un
suceso a a en el instante ¢;, en la posicién z%, que consistia en chocar con b. Se
resumen asi las tres componentes con las que un suceso queda perfectamente
determinado:

e El estado: la posicién y velocidad de la particula inmediatamente tras el
suceso, (tras el choque en este caso o tras el cruce de una frontera ...).
En el ejemplo, el estado de a es su posicién 2§ y su velocidad tras la
colisién prevista con b.

o El tiempo que corresponde al estado, es decir, cudndo se va a producir
este suceso. En el ejemplo anterior seria el tiempo %;.

e La pareja de colisién. En el algoritmo que presentamos, se tratara de
un nimero de 1 a N, si el suceso es un choque con cualquiera de las
N particulas de la celda unidad, o algun otro valor finito si se trata
de un cruce de frontera de subcelda. El valor asignado es infinito, si
la particula no tiene ningin compaifiero, de forma que el algoritmo sélo
tiene que avanzar el estado de la particula en cuestidén hasta el tiempo
apropiado.
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Hemos mencionado que se va a hacer uso de una doble estructura de
datos. Esto es asi porque en cualquier instante de la simulacién, el algoritmo
asocia dos sucesos a cada componente del sistema. Uno antiguo, ya procesado,
y uno nuevo que es el proximo suceso que ha de sufrir. Asi, en todo instante
de la simulacién y para todas las particulas del sistema, se conoce dénde estén
en un instante determinado y con qué velocidad y ddénde estardn, con qué ve-
locidad y cuando tendrd su préxima colisién (o paso de frontera). Obsérvese
que es necesario mantener esta doble estructura, puesto que habrd sin duda
alguna, sucesos asignados a particulas que no lleguen a realizarse (por ejem-
plo, porque una colisién asignada no se llegue a producir, por cruzarse una
tercera particula posteriormente a la asignacién del suceso). En ese caso, el
sistema debe recuperar el suceso “antiguo” y asignar uno nuevo en las nuevas
condiciones. Desde un punto de vista practico, se usardn dos vectores com-
plementarios old(1... N} y new(1...N) con elementos que pueden tomar sélo
los valores 1 0 2, para etiquetar exactamente el estado antes y después de cada
suceso: suceso(i,new(t)) y suceso(i, old(i)), respectivamente. Obsérvese que
la relacién new(s) + old(¢) = 3 se mantiene invariante a lo largo de todo el
proceso.

La informacién sobre el estado del sistema la recogemos en los vectores
7{1...N,2) para la posicién, ¥(1... N, 2) para la velocidad, partner(1... N, 2)
que guarda el compafiero de colisién o el obstdculo contra el que colisiona la
particula y time(1... N, 2) que indica el tiempo al que corresponden los demds
vectores.

A.4.2 Operaciones bésicas

Al ir reproduciendo la dindmica del sistema, el algoritmo repite constan-
temente ciertas operaciones que pueden ser agrupadas en diferentes grandes
bloques a fin de darle cierta estructura. Asf, hemos diferenciado el cdlculo de
los tiempos de colisidn, la colisién en si, el avance de las particulas y el cdlculo
del suceso més préximo. Pasemos a describir cada una de estas operaciones
en detalle.

Tiempos de Interaccién

Sean los estados estado, de la particula 1 en el instante ¢, v estado, de
la particula 2 que se encuentra en el instante t,. Esta operacién nos devolverd
el tiempo en que la préxima interaccién entre ambos se produce, ignorando
el resto de componentes del sistema. En el caso de que ambas particulas
no interaccionen, se devolverd una sefial de tiempo infinito. Si es finito, lo
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llamaremos t;;, siendo time el tiempo de interaccién de ambos componentes:
time = max(ty,t2) + i (A.7)

donde maz(t1,t2) es una funcién que devuelve el valor mdximo entre sus ar-
gumentos, y

2 (2 2
7% o~ 9nlr —0°) 20, (A8)
“+oo siby > 0y b — g}(ry — o) < 0.

t’l,j -

—biy= /050, (=0 .
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Se habra de tener en cuenta que para calcular este tiempo tendremos
que conocer las posiciones de las particulas en el mismo instante de tiempo,
antes de su colisién. Y para calcular la posicién de la particula en un instante
dado de la simulacién, a partir de los datos con los que contamos, tendremos
que avanzar (ver la explicacién de esta operacién mds adelante) una de las
particulas desde su estado hasta el instante maz(t;,?;). Queremos sefialar
ademads, que el tiempo de interaccién que obtendremos estd referido al instante
maz(ty,t:). No debemos confundirlo con el tiempo de la simulacién. El tiempo
de simulacién se obtendra al sumar sucesivamente los tiempos de interaccién
minimos, que se calculan como se describe al final de esta seccién.

A los tiempos de colisién entre dos particulas cualesquiera {¢, 5} asi cal-
culados los denominaremos Tj;. Obsérvese que para tomar en consideracién
una posible colisién de una particula i con otra j, de la que ya hayamos cal-
culado el tiempo T};, debe ocurrir que el time(j, new(j)) > Ti;, o sea, que la
particula j no tenga ya asignada una colisién en un instante anterior a la que
pretendemos asignarle con 1.

También se tienen que calcular los tiempos de colisién de una particula
con las fronteras de la celda que ocupa. A este tiempo lo denominaremos R.
El tiempo de colisién de la particula genérica ¢, es decir, el tiempo que va a
transcurrir desde un suceso ya computado de ¢ hasta el préximo serd el minimo
entre T;; vy R. Este tiempo, el del instante en que 7 sufrird su préximo suceso,
serd asignado al nuevo estado de 4, a través de la variable time(s, new(s)).
Mientras que la posicién que 1 va a tener en nuestra simulacién seguird siendo
7(i, 0ld(i)) hasta el instante time(i, new(:)), en que, justo antes de suceder el
suceso, la particula sea avanzada.

Colisién
Dados los estados estado; y estadoy de dos particulas que van a interac-
tuar, esta operacidn nos devolverd el nuevo estado de 1 y de 2 tras la colisién

calculado mediante las leyes apropiadas.
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Avance

Desde el estado inicial estadoy de un componente en el instante tiempog
y una instante de tiempo posterior tiempo, > tiempog, esta operacién nos
devuelve el estado; del componente en el instante tiempoy, ignorando posibles
interacciones con otras componentes u obstdculos del sistema.

Cilculo del tiempo minimo de interaccién

El algoritmo hace uso de esta operacién para seleccionar, a partir de un
instante dado, cudl es el préximo suceso en el sistema completo. Un método
directo para encontrar el minimo de los tiempos de colisién del conjunto total
de los componentes del sistema, (time(i, new(s)), 1 < ¢ < N), requiere del
orden de O(N) operaciones por suceso. Es posible reducir este coste si se
introduce una estructura jerarquizada de los tiempos en forma arbérea. El
empleo de ésta se muestra una estrategia eficaz para acelerar el proceso de
célculo del minimo de un conjunto de nimero dados. Para aplicarla haran
falta dos vectores que seran usados como punteros y que llamaremos pht(1 : n)
v pth(1 : n). Uno es el inverso del otro, de modo que [pth(pht(m)) =m] v,
explicitamente:

o pht(m) es la particula en la posicién m del arbol.

o pth(m) es la posicién en el drbol de la particula m.

Haciendo uso de esta construccion, si ¢, = pht(l) (es decir, ¢ es la
particula en la copa del drbol de los tiempos de colisién ordenados), el minimo
tiempo de colisién del sistema es, por lo tanto, time = time(i., new(i.)).
Obsérvese que siempre que uno de los valores de la tabla de tiempos cambie,
la estructura jerarquizada de los tiempos debe ser actualizada convenientemen-
te.

A.4.3 Reticulado

Incluyendo la reiterada actualizacién periddica de la tabla de tiempos,
el coste total en tiempo de cilculo para encontrar el siguiente suceso parece
aumentar con el nimero de particulas involucradas como O(logN) por cada
suceso. De hecho, la mayor dificultad en el método de minimizacién consiste en
tener que calcular los NV — 1 tiempos de colisién con el resto de particulas o los
k tiempos de colisién con algin obstdculo. Este proceso es, por tanto, de orden
O(N + k). Trataremos de disminuirlo haciendo un mallado trivial de la celda
unidad. Para cada subcelda, crearemos una lista (list) con las particulas que
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estdn dentro de ella. Haremos uso, ademas, de dos vectores complementarios:
un puntero (pl(z)}, que nos indicara el nimero de orden de la particula 7 dentro
de la lista correspondiente; y nc(list) que guarda el nimero de particulas que
componen la lista {ist.

Al comienzo de la simulacién, disponemos las particulas en las listas
correspondientes. De igual forma, preparamos convenientemente los vectores
pl(1) v ne(list). A lo largo de la evolucién del sistema, habrd particulas que
abandonen la subcelda que ocupan, lo que coincidird con un suceso mono-
particular en el cual la particula colisiona contra un obstdculo. Cuando esto
ocurre los dos vectores, pl v ne, y la lista, list, son actualizados. Obsérvese
que un cambio de celda puede ocurrir inicamente cuando se aplique un avance
a una particula.

Una vez que se pone en marcha este reticulado del sistema, el niimero
de particulas j involucradas en el calculo de T;; (los tiempos de colisién con
la particula ¢, cuya estado se desea actualizar) se reduce a aquellas particulas
que se encuentren en las ocho subceldas vecinas a la ocupada por 4, segin
se muestra en la Figura 4.4. Obsérvese de nuevo que el método sigue repro-
duciendo exactamente la dindmica del sistema, ya que para que una particula
fuera de este entorno pueda colisionar con %, tendra que traspasar alguna de las
barreras de las celdas que le rodean. Esto constituye un suceso que serd consi-
derado por el algoritmo en un instante anterior a la colisién de las particulas.
Cuando eso ocurra, la particula ya se encontrard en el entorno considerado
v la colisidén serd perfectamente asignada en el momento preciso. En el caso
de que tratemos sistemas de particulas extremadamente pequenas comparadas
con el tamafio de la celda unidad, podemos hacer la aproximacién de que las
particulas son puntuales. En esa aproximacién basta con considerar, a la hora
de calcular préximos sucesos, los bordes de la subcelda que ocupa la particula
en cuestién y el resto de particulas incluidas en la misma. Desde el punto de
vista practico, hemos podido comprobar que los errores asi introducidos en la
dindmica son despreciables para fracciones sélidas del orden de la milésima v
una red fija de cien celdas. No obstante, al aumentar la densidad del sistema,
la aproximacién deja rapidamente de ser vélida, por lo que no es recomendable.

Uso de una estrategia con puntero

La organizacién de las subceldas explicadas anteriormente tiene como
ventaja la sencillez a la hora de incluirla en el algoritmo. Por contra, requiere
una gran cantidad de memoria v que el niimero de celdas del reticulado sea
fijo. Existe una forma igualmente sencilla que permite realizar un mallado con
un ntmero de celdas variables, segiin la densidad del sistema y tan sélo con
dos vectores de dimensién el nimero de particulas en el sistema. El hecho de
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que el reticulado sea dependiente de la densidad del sistema, de forma que el
nimero de celdas total sea tal que haya del orden de la unidad de particulas en
cada subcelda, influye criticamente en la rapidez del algoritmo. En la Figura
A.7 se muestra cémo varia la rapidez del algoritmo cuando se usa la siguiente
estrategia. Definimos dos vectores, funciones del namero de particulas en
la celda unidad. Un vector es el vector lista. Su elemento lista(j) recoge
una particula que esté incluida en el instante ¢ en la celda j. Supongamos
k = lista(j) # 0. El otro vector, pointer, es tal que el elemento pointer{k)
nos indica otra particula que pertenece a la misma celda que k, es decir, la
celda j en nuestro caso. Si pointer(k) es nulo, quiere decir que j tan sélo tiene
como elemento la particula k. Si lista(j) = 0 es porque la celda j esta vacia
en el instante {. Asi se engarzan las particulas que ocupan la misma celda y es
posible realizar el mallado con un sustancial ahorro de memoria del ordenador.
Ademds, se puede considerar un mallado variable para cada sistema, sin tener
que redimensionar los vectores del mallado en cada simulacidn.

Influencia del nimero de subceldas en la velocidad del algoritmo

Si disminuimos el nimero medio de particulas por celda, conseguimos
acelerar el algoritmo, tal y como se observa en la Figura A.7, donde encontra-
mos los resnltados de la simulacién con el algoritmo de Lubachevsky con un
mallado de 9 particulas por celda y de 1 particula por celda. Se puede obser-
var que el segundo caso es mas rapido aunque la pendiente de ambas rectas
coincide y es menor que la pendiente del algoritmo con mallado fijo.

A.4.4 Colisiones triples

Anélogamente a lo que ocurre con otros métodos de simulacién de cuerpos
duros conducidos por sucesos, el algoritmo presentado no admite la existencia
de colisiones triples. Si es posible la solucién en un mismo instante de varios
pares de particulas. Sin embargo, la coincidencia de tres particulas en un
mismo punto dard lugar, no a una colisién ternaria en la que las particulas
escapen unas de otras tras la colisién segin las leyes para dichas colisiones, sino
a una sucesion de dos colisiones binarias en el mismo punto. Esta dependera
de la historia de la simulacién, pudiéndose a veces suceder en un orden o en
otro, dependiendo las velocidades resultantes tras la colisién criticamente del
orden de choque (por lo tanto de la historia). En cualquier caso, son distintas
a las resultantes de la colisién ternaria.

Como ya hemos apuntado anteriormente en este apéndice; en el caso de
que tuviésemos una precisién infinita de calculo, la probabilidad de una colision
triple instantdnea serfa practicamente nula. En nuestras simulaciones podrén
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producirse, en principio, aunque dadas las bajas densidades su influencia en la
dindmica total del sistema es de esperar que sea despreciable. El mero hecho
de poder contrastar nuestros resultados con los obtenidos de la ecuacién de
Boltzmann, que parte de la hipdtesis de caos molecular, nos reafirma en el
hecho de que las colisiones triples son perfectamente despreciables.

A.4.5 Descripcién del programa

Partimos de una configuracién inicial de particulas v velocidades en la
celda unidad. El primer paso es crear la lista de los componentes en cada
subcelda (vectores list, nc y pl o lista y pointer). Se comprobard que no
existe superposicién inicial, devolviéndose un mensaje de error y deteniendo el
programa en caso de que asi sea. A partir de aqui, comienza una serie de ciclos
que se irdn repitiendo hasta que se alcance el tiempo de simulacién establecido.

Contaremos también el nimero de colisiones.

En primer lugar buscamos la particula que colisionard de manera inmi-
nente. Esa serd la que se encuentre en la copa del drbol de tiempos de colisidn,
es decir, aquella 4, tal que time(i,,new(i.)) sea el minimo de todos los del
sistema. Conocida i,, sabemos igualmente su compaifiero de colisién que nota-
remos por j = partner(i.). Si es necesario, la particula i, es avanzada desde
su tiempo teme(iy, old(i,)) hasta el de la simulacién. Eso se hara sélosi j > 0,
va que notaremos con un valor negativo del vector partner (j < 0) siempre
que el avance de . no sea necesario, porque se haya hecho ya en un instante
anterior de la simulacidn.

Si la particula i, se avanza, tendremos que contar con la posibilidad de
que haya que renovar las listas de ocupacion, porque 1, abandone la subcelda
que ocupa. En ese caso, se actualizaria tanto la lista de la celda que abandona
como la lista de aquella en la que entra. Existen dos posibilidades, segin 7,
colisione con un obstdculo (j > N,j < o) o con otra particula (1 < j < N).
Si la colisién es contra un obstéculo, sélo nos queda intercambiar los valores de
old(4.) y new(z,) y continuar con la bisqueda de nueves tiempos y compaiieros
de colisién para i,.

Si hay que hacer colisionar a ¢, con otra particula 7, se tendran en cuenta
las leyes de colision que imperen en cada caso. Para ello habrédn sido leidos
antes los pardmetros necesarios (masa, didmetros, coeficientes de restitucién).
Tendremos que avanzar también a j desde su time(j, old(j)) hasta el instante
de la colisién ¢, con los posibles cambios en las listas de ocupacién. Una vez
que se termina con la colisién, también habremos de intercambiar los valores
de old(j) ¥y new(y), levar el time(j, new(s)) hasta ¢ y, puesto que no serd
necesario el avance de i, en futuros ciclos, marcar partner(j, new(j)) = —1.
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Lectura de los

parametros de

la simulacion

Po:
las particalas en I

Busqueda del minimo riempo de
particula i* y la pareja j

/_‘[ colision: Identificacion de la

Calculo de los Tij para |
Calcalo d¢ R para i
Tiempo minimo de colision

Renovamos tiempos de colision

Figura A.5: Diagrama de flujo del algoritmo de Lubachevsky. La notacién
empleada se explica en el texto.
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En este punto nos volvemos a encontrar tanto en el caso de que 7, hu-
biese necesitado haber sido avanzado como si no. Ahora se trata de establecer
la siguiente colisién que va a sufrir ¢,, el instante en que ocurrird y contra
qué particula u obstéculo. La bisqueda de la préxima interaccién con alguna
vecina se hard sélo entre las particulas que ocupan la subcelda en que la co-
lisién de ¢, tuvo lugar y las que rodean a ésta mds directamente. Este es un
punto crucial en el algoritmo. En el algoritmo intuitivo de Allen, este calculo
implica el estudio de posibles colisiones con el resto de particulas del sistema
(lo que implica un tiempo de computacién del orden de O(V)), mientras que
nosotros necesitaremos un ciclo del orden de O(N/num.celdas). Cada vez que
seleccionamos una posible particula que va a chocar con ¢, en el futuro, debe-
mos avanzarla hasta el instante ¢. Se ha de tener en cuenta que este avance
deberd ser consecuente con las condiciones de contorno impuestas. Tras este
ciclo obtenemos el tiempo T;; y la particula que acompafara a i, en su futura
colisién. En el caso de que no haya una tal particula, se asignard un valor infi-
nito al compafiero y también al tiempo T;;. Este serd el cédigo que empleemos
para reconocer que una particula sélo debe de ser avanzada, cuando llegue el
momento de que el algoritmo la evalde.

Seguidamente se calculard el minimo tiempo que tardard 7, en colisionar
con algin obstdculo. Lo notaremos como R. Desde un punto de vista practico,
distinguimos dos tiempos ¢; y g, de interaccién con las fronteras en la direccién
T e y respectivamente. R serd el minimo de estos dos tiempos. Una vez que
conocemos los tiempos T;; v R, el tiempo de colisién de 7, serd el minimo de
los dos

time(i,, new(in)) = min(R, T;;). (A.9)

Después de haber cambiado este tiempo de colisién, hemos de modificar con-
secuentemente la jerarquia de tiempos. Para ello llamamos a la subrutina
apropiada.

Si R < Tj;, asignamos como compaiiero de i, un obstdculo, o que in-
dicamos con el valor partner(i.,new(i,)) == N + 1. Asi, cuando procesemos
el préximo suceso de i,, el algoritmo sabrd que se trata de una suceso mono-
particular y actuard en consecuencia. En cambio, si R > Tj;, el préximo suceso
para i, serd una colisién de dos particulas. Deberemos cambiar el tiempo del
compaifiero j (si es ciertamente menor que el que va tenga asignado). Si hubie-
se que cambiar el tiempo de j, tendriamos que actualizar de nuevo la jerarquia
de tiempos.

Ya s6lo quedara asignar a i, y j sus nuevos compafieros de forma adecua-
da. Se ha dicho ya que si no se hubiese establecido colisién para 1., se le asigna
un j infinito. De especial atencién debe ser el caso, va mencionado, de que j
tuviese asignada va una colisién con otra particula m, pero en tiempo posterior
a la ahora encontrada con i,. Después de alterar el drbol de tiempos y el vector

133



Capitulo A. Algoritmos de simulacién

patner, tendremos una particula m dispuesta para una colisién incorrecta. El
algoritmo la marcara (lo hacemos asigndndole un partner{m, new(m)) = oo:
Marca de “sélo-avance”). Cuando su tiempo de colisién llegue, el algoritmo
identificard que sélo debe avanzar su estado. Una vez hecho esto, siguiendo ¢l
proceso normal, buscard el siguiente suceso para m.

100000 T ¥

Lubachevsky ——

10000 - Allen - e J

tiempo de simulacion (s)

10 s L
0.001 001 0.1 1
v

Figura A.6: Resultados de la simulacién de un sistema de N = 3025 discos
duros elasticos. La densidad del sistema varia porque aumenta el tamafio de
las particulas.

Después de que todo esto se ha hecho, se retoma el proceso desde el
principio: es decir, se busca la particula con un suceso mas préximo, etc...

A.5 Comparacion de los algoritmos de simu-
lacién empleados

Vamos a mostrar algunos resultados que comparan el algoritmo que aca-
bamos de introducir con el mds simple e intuitivo, presentado aqui como algo-
ritmo de Allen-Tieldesley. Introduciremos resultados de diferentes simulacio-
nes hechas todas en la misma ordenador: un PC-pentium trabajando en un
entorno Linux. Ambos programas han sido escritos en fortran 77 y compilados
con idénticos compiladores. Hemos estudiado la duracién en tiempo real de
simulaciones idénticas de discos duros eldsticos llevadas a cabo con ambos pro-
gramas, para diferentes niimeros de particulas a igual densidad y para sistemas
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de igual nimero de particulas pero densidad creciente. Todas las simulacio-
nes parten de las mismas condiciones iniciales. Situamos particulas idénticas
en los vértices de un mallado cuadrado imaginario que cubre la celda unidad.
Asignamos velocidades al azar de manera uniforme y dejamos que el algoritmo
avance el sistema en el tiempo moviendo las particulas hasta que el mismo
tiempo de simulacidn se alcanza en todas.

le+06 T T
100000 N
o g
5 o000t
5
R
2
5
[ 100
M. D. Intuitive %
10 Lubachevsky (1) celdas
Lubachevsky (2) -
Lubachevsky (3) ==
1 " —
100 1000 10000

Discos en el sistema

Figura A.7: Comparacién de la eficiencia de diferentes algoritmos conduci-
dos por sucesos de simulacién de discos duros. Comparamos el algoritmo de
DM intuitivo con el de Lubachevsky, usando para éste un mallado fijo de
100 celdas (Lubachevsky'), uno variable con un nimero tal de subceldas que
hava: 9 particulas por subcelda (Lubachevsky?) y una particula por celda
(Lubachevsky®). La densidad se mantiene fija en v = 0.001 y se varfa conse-
cuentemente el nimero de discos N.

En primer lugar, presentamos los resultados de varias simulaciones en
las que hemos comparado el algoritmo simple de Dindmica Molecular (DM)
con el de Lubachevsky, fijando para éste un mallado de 100 subceldas. Hemos
fijado el nimero de particulas N = 3025 y hemos ido variando la densidad del
sistema. En la Figura A.6 se puede observar que, si bien el segundo algoritmo es
mucho mas eficiente que el primero, el aumento de tiempo en ambos algoritmos
se produce a igual ritmo. El mismo comportamiento se aprecia si se varia el
nimero de particulas manteniendo v constante. En ese caso, la pendiente de
la recta es del orden de O(N?).

Si el reticulado del sistema se optimiza, el comportamiento del algoritmo
mejora considerablemente. En la Figura A.7 observamos cdmo crece el tiempo
de célcule de los diferentes programas al aumentar N y dejar v constante.
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Haciendo uso de una malla en la que el ndmero de particulas por subcelda es
bajo (Lubachevsky® y Lubachevsky®), la pendiente de la curva es del orden
de O(Nlog(N)), mucho menor que la del algoritmo de Allen-Tieldesley o que
la que resulta en el caso de usar subceldas mucho mayores (Lubachevsky').Es
evidente que el empleo del algoritmo conducido por sucesos ideado por Luba-
chevsky, con un reticulado “variable”, es la mejor opcién a la hora de simular
un sistema de discos duros.
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Apéndice B

Enfriamiento libre de un gas de
discos duros inelasticos

En este apéndice pretendemos mostrar la riqueza de comportamientos
que se observan en el modelo de gas granular que se ha considerado en esta
memoria, es decir, en un gas de discos duros ineldsticos. Se pondrd de ma-
nifiesto la diversidad de estados que este sistema presenta ain en el caso en
que se deje evolucionar libremente, sin someterle a la accién de campo externo
alguno. El estado mis simple en que el sistema evoluciona en este caso ha
sido descrito hidrodinamicamente en los Capftulos 2 y 3 de esta memoria. Es
por esto que le dedicaremos especial atencién, en particular, a la descripcion
cinética del mismo. Veremos que la naturaleza eminentemente inestable de es-
te estado obliga, en las simulaciones del sistema, a controlar exhaustivamente
la evolucién de las variables hidrodindmicas. Es ésta la tdnica forma de poder
contrastar los resultados tedricos con los obtenidos en la simulacién.

Vamos a considerar la evolucién de un sistema aislado constituido por
discos duros idénticos bidimensionales de didmetro o y masa m que colisionan
ineldsticamente. En las colisiones entre los discos se conserva la cantidad de
movimiento lineal, pero no la energia. La inelasticidad aparece en las leyes
de colisién a través del coeficiente de restitucién « (ver Ec.(2.2)). Dado que
consideramos particulas lisas, podemos obviar los grados de libertad rotacio-
nales del sistema ya que permanecen inalterados en las colisiones. Sin mds que
imponer la conservacién de la cantidad de movimiento en la colisién y la Ec.
(2.2), se llega a la siguiente expresién de las velocidades tras la colisién (o,
i = 1,2) en funcién de las velocidades antes de la colisién (%), la velocidad
relativa (§ = 0, — ¥,) v el coeficiente de restitucién normal:

l+a,., 205
=% - ——(§-9)7,

2
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§-5)5. (B.1)

vh =T +

donde & es un vector unitario en la direccién que une los centros de los dos
discos en contacto (ver Figura 2.1).

En algunos casos resulta mds conveniente conocer las leyes de la colisién
inversa, que relacionan las velocidades @7 tras cuya interaccién se llega a 7;,
con la propia 7;:

1 .-
=0 - (G )6
! 200
Y
- o 14+a,s .o P
Ty = To + 50 (G-9)5. (B.2)

Cuando un sistema de discos ineldsticos con estas reglas de colision evo-
luciona libremente en el tiempo, su energia cinética va disminuyendo a conse-
cuencia de las colisiones ineldsticas. En el caso mas sencillo, esta disminucién
se produce de forma que el sistema permanece homogéneo. Esta situacién fue
descrita analiticamente por primera vez por Haff [139] a partir de la postu-
lacién de unas ecuaciones hidrodindmicas para el gas granular. Este estado
de enfriamiento homogéneo del gas granular se conoce a menudo por sus si-
glas en inglés “HCS”. El estudio hecho por Haff fue pionero en la formulacién
del problema, aunque trabajos posteriores {140, 141] han puesto de manifiesto
comportamientos mucho mas interesantes desde una perspectiva fisica que una
simple disminucién de la temperatura del sistema. Considerar una dindmica
ineldstica en el gas de discos duros, implica la formacién de inhomogeneidades;
el enfriamiento del medio va acompaiiado de la formacién de estructuras en
el sistema. La teorfa desarrollada por Haff [139], por contra, admite que no
se forman estructuras a gran escala en el sistema, prediciendo entonces una
evolucién temporal de la temperatura granular dada por:

7(0)
(1 +1/¢(0))*

donde ({0) es un pardmetro caracteristico del sistema, T(0) es el valor inicial
de la temperatura, y la temperatura granular 7'(t) se define en la Ec.(2.10).

T(t) = (B-3)

La relacién (B.3) es habitualmente conocida como Ley de Haff de evo-
lucién de la temperatura granular. El descubrimiento de las inestabilidades
sefaladas arriba implica un rango limitado de validez de la ecuacién (B.3).
Hemos podido comprobar en nuestras simulaciones que una vez que se forman
estructuras dentro del sistema, las desviaciones de la temperatura respecto a
la lev (B.3) son muy significativas. M4s aiin; aparte de estas inestabilidades
en la densidad v el impetu del sistema, se produce otro fenémeno tipico en el
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enfriamiento de un medio granular: el colapso ineldstico. Una caracteristica
importante de todas estas inestabilidades es que corresponden a grandes longi-
tudes de onda, por lo que sélo tendrén la posibilidad de prosperar en sistemas
suficientemente grandes. En particular, dado que la longitud de onda critica
para la inestabilidad depende del coeficiente de restitucién o [142, 143], cuan-
do éste tienda a la unidad la longitud de onda critica tenderd igualmente a
infinito, y cualquier tamafio finito de sistema es asintSticamente estable en
estas condiciones.

B.1 Fenomenologia del enfriamiento del gas li-
bre

En esta seccién presentamos el resultado de algunas simulaciones del en-
friamiento de un medio granular para diferentes densidades y coeficientes de
restitucién. Pretendemos con ello ilustrar los distintos comportamientos que
podemos encontrar en un sistema libre de discos duros ineldsticos [144]. El
procedimiento que se muestra a continuacién ha sido el siguiente. Conside-
ramos un gas de discos duros lisos (dimensién d = 2) de didmetro o en una
celda cuadrada con condiciones periédicas de contorno. Nuestra unidad de
longitud en el sistema serd la longitud de la celda unidad (L = 1) y la unidad
de masa ser4 la de los discos que conforman el gas (m = 1). Habitualmente,
para describir la densidad de este tipo de sistemas se hace uso de la fraccion
sélida, que mide la fraccién de superficie ocupada por los discos que conforman
el sistema: .

v= Znoz, (B.4)

siendo 7 el ntimero de discos por unidad de superficie.

El algoritmo empleado para la simulacién ha sido el de Allen-Tieldesley,
descrito en el Apéndice A, y las condiciones iniciales para la simulacién se han
obtenido de la siguiente forma: se han dispuesto las N particulas del sistema
en la celda unidad formando una red cuadrada. A cada una de las particulas
se le ha asociado una velocidad aleatoria tomada de una distribucién uniforme.
Seguidamente, se ha dejado evolucionar el sistema con un coeficiente de restitu-
cién normal unidad (colisiones elasticas). Se ha considerado que un nimero de
colisiones de 30 x N es suficiente para alcanzar un estado en el que las velocida-
des de las particulas se ajustan a una distribucién Maxwelliana caracteristica
del equilibrio estadistico. En este punto, se han escalado las velocidades de
forma que la Maxwelliana corresponda a una temperatura kp7(0) = 1. En la
Figura B.1 presentamos una configuracién inicial obtenida segin lo descrito.
A la izquierda se han dibujado las N = 3025 particulas dentro de la celda uni-
dad. Se puede apreciar claramente la homogeneidad espacial del sistema. Ala
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derecha, se han incluido los histogramas obtenidos a partir de las componentes
de las velocidades de las particulas en la simulacién y la curva teérica a la que
esperamos que se ajusten, la Maxwelliana:

1 v?
Pl{v)dv; = ——exp | ——= | dv; B.5
(o = = exp (=25 ) o, (85)
siendo ¢ = 2, y.
(a) ]

csor ———gv-———v—ffv —
o

wj( — Maxwell e |
. / \_: |

030 ‘ ’/7 ‘
1 / \

o /’ \

/ i

010 / \ﬁ\
! / i
i // \x\ |

Figura B.1: Ejemplo de configuracién inicial de las simulaciones. En este caso
N =3025y kgT(0) = 1. (a) Configuracién espacial; (b) Distribucién inicial
Maxwelliana de velocidades (P(v;)Av;)

Cuando un medio granular (con un tamafio superior a la longitud critica
de las inestabilidades mencionadas anteriormente) se deja evolucionar libre-
mente, va pasando por diferentes regimenes de enfriamiento que pasamos a
describir someramente [144]. Nos extenderemos en la caracterizacién del esta-
do de enfriamiento homogéneo, por el interés tedrico que tiene la existencia de
este estado y su estabilidad.

B.1.1 Control de las inestabilidades en el gas

Es conocida la inestabilidad del estado de enfriamiento homogéneo de un
gas granular [81]. Para sistemas mayores que la longitud critica y un tiempo
suficientemente grande, el sistema habrd desarrollado inhomogeneidades y serd
imposible describirlo mediante las ecuaciones hidrodindmicas del Capitulo 2.
Serd crucial, por lo tanto, controlar en nuestras simulaciones la aparicién de
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signos que nos muestren un alejamiento apreciable del sistema respecto al
HCS. A fin de controlar la aparicién y desarrollo de inestabilidades, hemos
dividido la celda principal original en N, subceldas cuadradas en las que hemos
evaluado la densidad, la velocidad media y la velocidad cuadritica media. El
criterio seguido para establecer el niimero de subceldas en que se ha dividido
el sistema ha sido que el nimero de particulas fuese suficiente como para
que los valores medios tuviesen significado estadistico y, por otro lado, que
la subcelda fuese suficientemente pequena para que las cantidades de interés
permanecieran practicamente constantes en ella.

Nos ha sido posible de este modo, establecer campos hidrodindmicos
dentro de la propia celda unidad tales como el campo de velocidades ma-
croscopicas, que denotaremos por #(7;,t) para indicar explicitamente que re-
presenta la velocidad macroscépica de la celda centrada en 7. En cada celda
habré un nimero de particulas N(7,t) que iré variando en el tiempo. A todas
estas particulas que en el instante ¢ se encuentren en la celda centrada en 7
se extiende el sumatorio presente en la definicion operativa de esta velocidad
local:

L SR g, B6
a(r, t) = NED (B.6)

Para controlar la aparicién de inestabilidades se han realizado mediciones
de otras magnitudes a lo largo de la simulacién. Asi, hemos considerado la dife-
rencia entre energia cinética macroscGpica de las componentes de la velocidad
{(Ekz, Eiy), definidas como:

N,
_ o 12m(u, (7, 1))
i=l ¢
N,
< 1/2m 75, 1))? -
By=3 / (ftNy(T )° (B.7)

i=1

También se ha controlado la evolucién del cociente entre la energia cinética
macroscopica (Ey = Ey, + Ey,) v la energia térmica (E), siendo la definicion
de esta tltima:

N,
S By, t
i=1 e
N(r‘f,t)m
Bt = ) 5 (0 - a1’ (B.8)
=1

Con la intencién de controlar la aparicién de inestabilidades en la den-
sidad de particulas, estudiamos las desviaciones respecto del valor homogéneo
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1, de la densidad media en el sistema, A*N, segun:

Ne - 2
(AN =" (W - nh> , (B.9)

i=1

siendo L? el area de las subceldas en que se ha subdividido el sistema.

B.1.2 Régimen Cinético: Estado de enfriamiento ho-
mogéneo (HCS)

Cuando en la simulacién de un gas de discos duros ineldsticos se miden
valores bajos y estacionarios de (A*N)? y E,/E;, podemos asegurar que las
particulas y las velocidades de éstas no estdn organizadas. Esto ocurre en
sistemas de tamano tipico mucho menor que el critico o, en caso contrario, para
tiempos suficientemente cortos. Una “fotografia” del campo de velocidades
del sistema, como la que se presenta en la Figura B.1, muestra que no existen
correlaciones aparentes en el sistema. Sise mide la evolucién de la temperatura,
se puede comprobar que ésta decrece segin la ley predicha por Haff, Ec. (B.3),
como ocurre en la Figura B.3 para tiempos cortos. Veamos detenidamente
cémo se puede caracterizar este estado homogéneo en el que estd evolucionando
el sistema desde una aproximacién cinética.

Caracterizacién de la funcién de distribucién en el HCS

La ecuacién que gobierna la evolucién temporal de la funcién de distri-
bucién en la teoria revisada de Enskog (RET) para un sistema de discos duros
lisos con coeficiente o constante es:

(8 + 91 - V) f(7, 0y, 1) = Jeli, 6. 8 f], (B.10)
donde Jg es el operador de colisién de Enskog modificado,
Telfi iotlf] = 0% fit, [450(53)(g - B0 7T - 5]

FFLTL ) fFL— G, T5,8) — g [Fy, 71+ &) F(71, 81, 8) F (7L + G, 5, 8)]. (B.11)

Q

En la expresién anterior, ¢ = 05’, © es la funcién escalén de Heaviside, los
asteriscos indican las magnitudes antes de la colisién, obtenidas a partir de
la Ec.(B.2), ¥ ge 71,72, t|n] es la funcidn de correlacién de pares en equilibrio,
correspondiente al campo de densidades

n(F,t) = /duf(r“@“ 1). (B.12)
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La RET es una ecuacién altamente no lineal debido a la dependencia de
ge Tespecto de f. En el limite de baja densidad, sin embargo, el operador de
colisidn se simplifica al operador de colisién de Boltzmann,

Jalr )] = 0% /d /dae §-8)F-8) x
[0 2 (71, 0,0 f (71 = 6,8, t) — f(FL 01, 1) f (7 + G, B, 1)) ,(B.13)

y la ecuacién (B.10), se transforma en la ecuacién de Boltzmann ineldstica,
Ec. (2.3).

Venimos tratando el sistema en el HCS, es decir, el sistema permane-
ce homogéneo espacialmente y la dindmica estd controlada directamente por
la dependencia temporal de la temperatura, cuya definicién se ha dado en
la ecuacién (2.10). Haciendo un anidlisis dimensional de la ecuacién y algu-
nas consideraciones sobre la simetria que debe tener su solucién, se concluye
que la solucién normal de la ecuacién de Enskog describiendo el enfriamiento
homogéneo del gas, debe tener la forma escalada,

Fa(@,1) = nigd(t)d(v/b(t)), (B.14)

donde tg(t) = (2kpT(t)/m)"/? es la velocidad térmica del gas en el instante f.
Ademis, de la propia ecuacién de Boltzmann, se puede establecer una ecuacién
de evolucién de la temperatura a partir del andlisis del balance de energias:

OT(t) = —C()aT (1), (B.15)

siendo,

l

mn® 11 -2

CH - 4dnHkBTHF d+3

//dvldbzhl — D fu (v, t) fu (D2, 8),  (B.16)

v fu la funcién de distribucién en el HCS, ver Ec.(D.6).

Como toda la dependencia en el tiempo de la temperatura es conocida
en el HCS, la ecuacién (B.15) puede ser resuelta, de forma que se obtienc una
ley algebraica para la evolucién de la temperatura,

T,(0 -
T,(t) = ———#“[( () e (B.17)
([T, (0
(1 -+ €500)

que es precisamente la dependencia temporal obtenida por Haff (B.3). Con-
viene llamar la atencién sobre el hecho de que esta ecuacién sélo es vélida si
el sistema se encuentra en el HCS desde el instante ¢t = 0. Obsérvese, por
tltimo, que dada la simetria de la interacciém, la tnica diferencia entre las
soluciones de (B.15) segiin la ecuacién de Enskog y de Boltzmann es un factor
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constante (el valor de contacto de la funcién de correlacién de pares, g.), que
implica un factor de enfriamiento distinto. Eso no impide que, con un esca-
lamiento apropiado, ambas soluciones coincidan en el estado de enfriamiento
homogéneo.

Una vez supuesta la forma funcional (B.14) para la funcién de distribu-
cién y conocida la dependencia temporal de la temperatura, es posible cerrar
la ecuacién (B.10) en ¢. Su solucién, sin embargo, estd lejos de ser trivial ¥
hasta ahora tan sélo se han conseguido aproximaciones. En particular, la fun-
cién ¢ se puede desarrollar en una serie de polinomios de Laguerre, conocidos
en teorfa cinética como polinomios de Sonine [72], que se representan Sd/)2 |V
cuya definicién es [79]:

Jin d T(j+i+1) \p
S0 =2 G i (219

=0
cumpliendo la condicién de normalizacién:

TG+1+1) g
3.3

/ dzzte >S9 (2)S ) () = (B.19)

0 J!

En base a ellos podemos desarrollar la funcién ¢ de la siguiente forma:
Za: a0, (B.20)

siendo ¢ (v) = a~#2" la distribucién de Maxwell-Boltzmann con una
temperatura dependiente del tiempo.

De la condicién de normalizacién y la definicién de temperatura, se de-
duce que los primeros coeficientes del desarrollo (B.20) son nulos, ag = 1y
a; = 0. Ademds, si se desprecian contribuciones no lineales a los momentos (la
conocida como primera aproximacién de Enskog), se puede dar una expresién
analitica para el coeficiente ay en funcién del coeficiente de restitucién [145],

16(1 — a)(1 — 20?)

- , B.21
%= 81— 17a + 3002 — 300 (B-21)

El hecho de que ay esté acotado por el valor af*** = 0.2 ha servido
para justificar la aproximacion de la solucién de la ecuaciones de Enskog v
de Boltzmann en el estado de enfriamiento homogéneo por una distribucion
de Maxwell-Boltzmann. El valor de este argumento estd limitado no sélo por
haber considerado los tres primeros términos del desarrollo de Sonine, sino
también porque debemos tener en cuenta que el calculo del propio coeficiente
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as se ha hecho en la aproximacién de Enskog. Queremos resaltar por dltimo,
que si bien en principio el desarrollo en polinomios de Sonine de la funcién de
distribucién no es convergente, en el sentido de que no tenemos asegurado que
el término a;4; < a;, existen evidencias de que en el caso particular del HCS
si lo es {146], al menos para valores no muy bajos del coeficiente de restitucién
normal (e > 0.6).

Se pueden encontrar pistas del alejamiento de la funcién de distribucién
de la forma Gaussiana mediante la medicién del cuarto momento de la veloci-
dad. De la expresién de los polinomios (B.18) y de la forma de la funcién de
distribucién (B.14), se concluye que

(v*)
S =1 (522)

siendo .
Wy = - / At fu (3, 1). (B.23)

Obsérvese que a mide precisamente el alejamiento del valor de 2’(&2)%’ respecto
H

al resultado gaussiano.

<vi>/(2<v>?)

Figura B.2: Medidas del cuarto momento de la distribucién escalado segin se
indica, obtenidas en la simulacién de un sistema con N = 6400, temperatura
inicial unidad y fraccién de superficie v = 5-107°. Los detalles de la simulacién
son los descritos en el texto. Todos los valores mostrados estan por encima
del valor critico del coeficiente de restitucién. Se presentan los resultados
promediados sobre 10 trayectorias con sus bandas de error. La linea continua
es el valor tedrico en la aproximacién de Sonine, Ec.(B.22).
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Capitulo B. El gas de discos duros inelédsticos

En la Figura B.2 presentamos lo resultados de la simulacién de un siste-
ma de discos lisos y comparamos con la expresion teérica de ap, Ec.(B.21). Se
observa que los puntos medidos siempre quedan por debajo de la prediccién
tedrica para o > 0.7 y que el error relativo es apreciablemente alto, especial-
mente para valores bajos de «, para los que la discrepancia es mayor. El hecho
de haber considerado un sistema muy diluido nos ha permitido llegar hasta
valores del coeficiente cercanos a cero.

Los resultados de nuestras medidas de ay coinciden con los presentados
en [146] donde ademass, se presenta un estudio de la evolucién dindmica de los
coeficientes en el desarrollo en polinomios de Sonine de la funcién de distri-
bucién, del que se concluye que tan sélo son necesarias unas pocas colisiones
por particula para que el sistema alcance un estado en el que los coeficientes
del desarrollo son estacionarios en el tiempo y la dependencia temporal total
de la funcién de distribucidén ocurre a través del decaimiento algebraico de la
temperatura (B.15), con un factor de enfriamiento que depende de los valores
asintéticos de los coeficientes del desarrollo.

Estabilidad del estado de enfriamiento homogéneo.

La estabilidad lineal del HCS ha sido estudiada mediante la obtencién
de ecuaciones de Navier-Stokes en la aproximacién lineal [147, 143, 129, 102].
Este andlisis ha mostrado que las inestabilidades aparecen para valores del
nimero de onda menores que un cierto valor critico £*. En un sistema con
condiciones periédicas de contorno, el niimero de ondas més pequefio posible
es kn, = 27 /L (siendo L la longitud de la celda unidad). Consecuentemente,
el nimero de ondas critico se puede asociar a una longitud critica del siste-
ma, L, = i—” Si consideramos en nuestras simulaciones un sistema con un
tamano L > L., sabremos que este sistema no es estable frente a fluctuaciones
espaciales de la velocidad y desarrollara correlaciones de largo alcance. Si, por
el contrario, consideramos sistemas de tamafios menores que el critico, es de
esperar que sean asintdticamente estables y que no desarrollen inestabilidades,
permaneciendo en el HCS. En la referencia [102] se hace un andlisis detallado
de la estabilidad hidrodindmica del estado de enfriamiento homogéneo v se
establece una condicién de estabilidad. En base a esta condicién, en [147] se
estima la longitud critica

2V (B.24)

‘T noVeal2— <)

utilizando un modelo de ecuacién cinética. En ella aparece el pardmetro de
. . _a? . L

inelasticidad ¢y = % Hemos hecho uso de esta estimacién para asegurar
que el sistema que consideramos es estable. Audn asi, hemos controlado que
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B.1. Fenomenologia

efectivamente el sistema permanezca estable en la prictica midiendo la evolu-
cién de la desviacién cuadritica media de la densidad local y el cociente entre
las energias cinética y térmica. Si ambas magnitudes permanecen acotadas,
podemos asegurar que no se desarrollan inestabilidades en la simulacién y que
el gas se mantiene en el estado de enfriamiento homogéneo.

400
rore o
@ E‘/E‘ P

300 caN

200 |

10.0
tempo
Figura B.3: Desarrollo de inestabilidades en un gas granular. Las unidades y
los detalles de la simulacién son descritos en el texto. El sistema de la figura
tiene N=3025 particulas ineldsticas con coeficiente de restituciéon o= 0.7 y la
densidad es » = 0.058. La linea continua representa la Ley de Haff, Ec.(B.3).
Todas las curvas se han escalado con el correspondiente valor inicial.

B.1.3 Region de flujo tangencial

Transcurrido un cierto lapso de tiempo, en una simulacién de un siste-
ma con un tamafio superior al critico, se produce un aumento en la magnitud
E;/E; y el comportamiento de la energia cinética total se desvia de la ley
(B.3). Todo ello se observa en la Figura B.3, donde se han incluido la evo-
lucién temporal de las tres magnitudes usadas para controlar la aparicién de
inestabilidades en el sistema. Observemos, ademds, que desde el momento en
que se rompe apreciablemente la homogeneidad, no tiene sentido hablar de una
temperatura global del mismo propiamente dicha, ya que nos encontramos con
un sistema formado por grumos de particulas més o menos independientes. En
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i e o A
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Figura B.4: Velocidades de las particulas (izquierda) y campo de velocidades
macroscopicas (derecha) en el régimen de flujo tangencial. Los detalles de
simulacién son idénticos a los de las figuras anteriores. El sistema tiene N =
3025 particulas con a = 0.85. Su densidad es v = 0.058.

la Figura B.4 mostramos el sistema en esta fase de enfriamiento. Lo hacemos
de dos formas diferentes. En la figura de la izquierda hemos tomado una ins-
tanténea del sistema y representamos las velocidades de todas las particulas
en la celda unidad. Se observa claramente que se han formado dos bandas de
particulas en el gas que se desplazan en direcciones opuestas. Tras esta or-
ganizacién de la cantidad de movimiento se produce una reorganizacién de la
masa claramente apreciable que da lugar al siguiente régimen de enfriamiento
bien diferenciado. En la figura de la derecha, hemos representado el campo
de velocidades macroscépicas del sistema en el régimen de flujo tangencial. Se
puede observar claramente el flujo tangencial en el sistema. Esto es congruente
con la conservacién de la cantidad de movimiento total. En ambas figuras, la
longitud de la flecha es proporcional a la velocidad de la particula (izquierda)
o de la celda (derecha).

B.1.4 Formacién de agregados

Dado el cardcter inestable del estado en que se encuentra el sistema de las
Figuras B.4, al dejarlo evolucionar en el tiempo, éste lo abandona para pasar
a un régimen inhomogéneo en el que las particulas tienden a formar agregados
(Figura B.5). Obsérvese que esto coincidird con un aumento counsiderable de
la magnitud (A*N) en las simulaciones. Estos cimulos de particulas no son
entes estaticos sino que, muy al contrario, presentan una gran actividad cono
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consecuencia de las colisiones entre las particulas, pudiendo ocurrir que se
desplacen, rompan, rehagan,..., con la caracteristica general de que su longitud
(tamafio) va creciendo en el tiempo. Este crecimiento, junto con las condiciones
periédicas de contorno y las ligaduras impuestas en la simulacién, hacen que el
sistema vuelva a pasar, para tiempos atin mayores, del régimen de formacién
de agregados a un régimen de flujo tangencial, correspondiente esta vez a los
brazos de dos agregados enfrentados. Existen dos explicaciones posibles a la

Figura B.5: Formacién de agregados en el gas. En este caso, como en la
Figura B.3, N = 3025, @ = 0.7 y v = 0.058. Los detalles de simulacién
son idénticos a los empleados en las figuras anteriores. La longitud de cada
flecha es proporcional a la velocidad de la particula que se sitda en su punto
de aplicacién. La formacién de grumos de particulas es evidente, mostrando
claramente la inhomogeneidad no sélo de la velocidad sino también del campo
de densidades.

aparicién de agregados en el gas. Por un lado, puede deberse a inestabilidades
no lineales consecuencia del acoplo entre los campos hidrodindmicos. Por otro
lado, puede ser consecuencia de la inestabilidad lineal en la densidad predicha
de las ecuaciones hidrodindmicas en la aproximacion lineal. En cualquier caso.
la descripcién de la formacion de los agregados en un sistema inhomogéneo
esta mas alld de las posibilidades de la hidrodindinica lineal [142].
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B.1.5 Colapso inelastico

Para ciertos tamaiios del sistema y grados de inelasticidad, aparece en
la simulacién el fenémeno denominado colapso ineldstico [144]. Consiste en
una singularidad asociada al hecho de que algunas particulas experimentan un
nimero infinito de colisiones en un tiempo finito. Se han realizado diversos
estudios sobre el colapso ineldstico en una [148, 46, 149] y en dos [148, 150)
dimensiones. De ellos se desprende que es un fenémeno de naturaleza emi-
nentemente monodimensional, en el sentido de que involucra cadenas lineales
de particulas. Se ha tratado de delimitar los fronteras entre los diferentes
regimenes (144] (tomando como pardmetros el tamafio del sistema y la inelas-
ticidad de las colisiones) y de llegar a expresiones para el grado de inestabilidad
critica a la que aparece el colapso ineldstico en el sistema.

En la actualidad es generalmente aceptado que la importancia para la
descripcién hidrodindmica del sistema de este fenémeno es limitada. De hecho,
es un fenémeno que desaparece si se considera un coeficiente de restitucién
dependiente de la velocidad relativa que se anula cuando ésta tiende a cero
[151]. Esta dependencia es muy plausible, en el sentido de que parece modelar
las colisiones entre granos reales de forma mds exacta que si se considera un
coeficiente de restitucion constante, independiente de la velocidad con la que
chocan.

Nuestras simulaciones, que se sitiian siempre en las cercanias del HCS,
se limitan a controlar que el sistema no salga de él, es decir, se mantenga en
el régimen cinético. Por ello, no es de esperar la aparicién de colapso. Atn
asi, se ha tenido en cuenta la posibilidad; el programa contiene un algoritmo
de control, de manera que, en el caso de que ocurriese, se detiene y retorna un
mensaje de error.
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Apéndice C

Ecuacidon de
Boltzmann-Enskog-Lorentz para
un medio granular

La ecuacién de Boltzmann es vélida para fluidos simples constituidos
por moléculas idénticas y sin estructura a densidades muy bajas. No es en
general aplicable, por tanto, a procesos de difusién que requieren de una mezcla
de componentes mediante los cuales las particulas del soluto se difunden por
el disolvente. No obstante existe un caso de difusién especialmente simple,
cuando las particulas del disolvente y del soluto son mecénicamente idénticas.
Veremos que en este caso es trivial modificar la ecuacién de Boltzmann para
describir al sistema en el limite apropiado de densidades.

El fen6meno de transporte macroscépico que describe la evolucién de esta
especie diluida dentro del disolvente se denomina autodifusién. Si la especie
1 es lo suficientemente diluida, las interacciones entre particulas del tipo 1
serdn despreciables. Por ello, el movimiento de esta especie se reducird al
movimiento de una particula en un fluido de particulas idénticas a ella. Es
interesante observar que, aunque no es posible hacer un estudio determinista
de tal particula en el fluido, si es posible hacer un tratamiento estadistico del
problema del que se pueda obtener informacién relevante. Para ello es esencial
encontrar una ecuacién para la funcién de distribucién de la particula que
difunde, que representaremos por f,(7,#;t). Tal ecuacién se conoce como la
ecuacién de Boltzmann-Lorentz. Observemos que, en el limite en el que la
dilucién de la especie 1 es infinita, f,(7,7;t) describe las propiedades de una
particula dada en un fluido de particulas idénticas.

Usaremos la notacién fo(F, ¥;t) para la funcién de distribucién de la
especie 2 en la mezcla. Por otro lado, un sistema formado sélo por moléculas
de la especie 2, podra ser descrito en el limite de baja densidad, como fluido
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simple ineldstico que es, por la ecuacidén ineldstica de Boltzmann. Si llamamos
f(7,7;t) a la funcién de distribucién de la especie 2 considerada en solitario,
ésta habrd de satisfacer:

(O +7- V{7 5,8) = Jolf 5,0 f, 1], (1)
siendo Jp el operador de Boltzmann inelastico [110], Ec.(B.13).

A partir de aqui se pueden reproducir, paso a paso, los argumentos de
Boltzmann para el cdlculo de la evolucién temporal de la funcién de distri-
bucién de no equilibrio. Existen ciertas consideraciones, sin embargo, que
simplifican el proceso:

e La probabilidad de colisién entre dos particulas de la especie 1 es ex-
tremadamente pequeifia comparada con la probabilidad de colisién entre
particulas de diferentes especies. En concreto, lo es en un factor n;/ns,
el cociente de las concentraciones.

¢ De igual manera, la funcién de distribucién de las moléculas de la especie
2 serd sélo ligeramente perturbada de su estado de equilibrio (por el mis-
mo factor n;/ny) debido a las poco frecuentes colisiones entre particulas
de la especie 2 con particulas de la especie 1. Por eso la Ec.(C.1) per-
manecerd aproximadamente valida para todo instante y

7y

h(78,8) = f(7,5;1) + O(=). (C2)

2
Porque estamos en el limite (n;/ny; — 0), vamos a identificar f,(7, 7;0),
funcién de distribucién de la especie 2 en la mezcla, con la solucién de la
ecuacién de Boltzmann para esta especie considerada como un gas inelastico
simple f(7,7;t).

Sea un volumen I del espacio fisico de las particulas marcadas. Vamos
a seguir la evolucién de este volumen fisico en el tiempo. La variacién en
el tiempo del numero de particulas en ese volumen es la integral del flujo de
moléculas a través de la superficie S que lo engloba, lo que se expresa:

Bt/dffs(f',iv‘;t):—/dg-f:—/de~f, (C.3)
r g T

donde ¥ = (7,%) representa un punto en el espacio fésico, di = dFd7,
hemos aplicado el Teorema de Green e introducido el flujo de particulas mar-
cadas:
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siendo & = (7, ) la velocidad del punto Z.

Si consideramos un volumen infinitesimal (I" —+ 0) en la Ec.(C.3), pode-
mos expresar esta igualdad localmente como:

0 fs(7Tt) +V - T =0. (C.5)

La variacién temporal de la funcién de distribucién que recoge la ecua-
cién anterior es la producida por el flujo de las particulas a través de S como
consecuencia de su desplazamiento libre por el espacio fasico. No se ha consi-
derado hasta ahora la variacién producida por la existencia de colisiones entre
las moléculas del fluido. Por ello, en general, hay que afladir a la ecuacién de
balance una contribucién que proviene de las colisiones:

ofr o)+ 5 VLT = (5) ()
col

donde se ha hecho uso de (C.4) y nos hemos restringido a los casos exentos de
campos externos, en que estamos interesados.

C.1 Término de colisién

Procedamos a calcular este término de colisién, que a partir de ahora
notaremos J.[F, ¥, t | fs, f]. El cambio en el nimero de particulas dentro del
volumen fésico A7A7, alrededor del punto (7,7} y en el intervalo de tiempo
{t,t + At), debido a las interacciones entre las particulas dentro de la mezcla
serd, segin todo lo dicho hasta ahora:

(%ﬁi) AFATAL = J[F, 6,1 | f,, fIATAGAL. .7
col

En el limite de bajas densidades, parece 16gico admitir que las colisiones
que existen en el fluido sean binarias e instantineas. Esto nos permite expresar
el flujo de particulas como diferencia de dos contribuciones bien diferenciadas:

TR 5t f, fl=C"=C, (C.8)

siendo:

o C'ATATAL el nimero de colisiones binarias en el intervalo de tiempo
At, en las que una molécula dentro del volumen (7,7 + A7} 7, T + A%) es
dispersada tras la colisién a cualquier otra velocidad distinta de &.
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e C"AFATAL el nimero de colisiones binarias en el intervalo de tiempo
At, en las que una molécula dentro del volumen fésico A7 alrededor del
punto 7, con una velocidad arbitraria 7 antes de colisionar, termina tras
la colisién con una velocidad dentro del rango (7,7 + AT).

Ahora bien; para conseguir una expresién explicita de las contribuciones

C" y C" se requiere una hipétesis mas delicada. Estd claro que, por asumir

colisiones binarias, necesitaremos conocer el ntimero de pares de moléculas

en el elemento A7 que van a colisionar en el intervalo de tiempo Af. Para
alcanzar ese nivel de informacién a partir de la que disponemos se debe asumir
la hipdtesis de Caos Molecular (Stoffizahlansatz). Dicha hipdtesis consiste en
admitir que el nimero de pares de moléculas en el elemento A7 con velocidades
respectivas en el rango (¥, 7+A?) y (¥, 0, +A%) ), que participan en una colisién
estd dado por:

[s (7, T, ) AFATF (7, 015 ) AFAT,. (C.9)

Observemos que esta expresidn es congruente con la hipétesis hecha de
que predominen las colisiones entre las particulas de las especies 1 y 2 sobre
las colisiones entre particulas de la especie 1. Por ello, queremos recalcar,
f(7, T1;t) representa la funcién de distribucién de las particulas no marcadas
como fluido libre y es la solucién de la ecuacién ineldstica de Boltzmann (C.1).

A partir de la definicién de seccién eficaz o(£; g), el nimero de moléculas
desviadas por un objetivo en el dngulo sélido dS2 en el intervalo de tiempo At
es:

dN = f(F,01; ) Av0(Q; g)gdQAL, (C.10)

habiéndose utilizado la velocidad relativa § = ¢ — ¢) y el dngulo sélido de
deflexién d©2. Si se tiene en cuenta que cualquier cambio en la velocidad de
una particula incidente afecta a la velocidad de la particula blanco (debido
a la conservacién del momento en la colisién), se comprueba que C'ATATGAE
se consigue multiplicando la Ec.(C.10) por el nimero de particulas blanco
fs(7, U, ) ATAT e integrando para todos los posibles dngulos de deflexién ¥
todas las velocidades de particulas incidente 7;. En definitiva:

carnatt= [d [ano@ o)glr(7 500650578, (C11)

Para calcular C”, seguimos razonamientos andlogos. Consideramos una
molécula con una velocidad inicial dada * y buscamos todas las posibles co-
lisiones que conducen a esta particula hasta una velocidad final dada ¢. Es
decir, nos fijamos en la colisién inversa a (B.1):

C"AFATAL = / 0 / AT dT o (Q; 9" g [fo(F, 7 ) F (F, 77 ) AFAL] - (C.12)
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La integral en la velocidad de la ecuacién anterior se extiende a los valores
tales que llevan a una velocidad “final” 7 en el intervalo (7,7 + A%). A fin de
simplificar las ecuaciones (C.11) y (C.12), vamos a particularizar la expresion
de la seccién eficaz para el caso de esferas duras. Ademads, consideramos los
volimenes en el espacio fasico como diferenciales de volumen, de modo que
hacemos tender A7 — dF y A7 — dv. Con ello:

C'dFdFAt = %! /dé /wldae(-g*. G)|G - GI[fs(7, T t) F (7, T; £)]dFAL,
Crardiat=
oot /dé /dﬁ{dﬁ"‘@(—g* G)g -G

o7, & 8) (7, T O]dFAL, - (C.13)

siendo & un vector unitario a lo largo de la linea que va desde el centro de la
particula 1 al de la particula marcada con la que hace contacto, como en la
Figura 2.1, y © es la funcién escalén de Heaviside. Las velocidades antes de la
colisién son indicadas con asteriscos (7*,97) y, por definicién, dan lugar tras
ella al par (¥, 7).

A continuacién nos interesa expresar ambas integrales de la ecuacién
(C.13) en las mismas variables. Para ello, hacemos uso de las relacién que
existe entre ellas (B.2), de la que se obtiene ficilmente el Jacobiano de la
trasformacion:

a({ﬁv 1)
o7, o)

Haciendo el cambio de variable & — ¥ y usando la ecuacién (2.2), pode-

mos escribir el término colisional de la ecuacién (C.13) de la siguiente forma:

lt}i

=1 (C.14)
84

3

G fufl =0t [d0w 573
<o fy(F 85 0 (7,555 1) = fo(7, 351) (7, ;1)) (C.15)

Sustituyendo este flujo colisional en la ecuacién de balance (C.6), obtenemos
por fin la ecuacién de Boltzmann-Lorentz ineldstica:

(0 + 7 V)7, T,0) = A, T, 0 /(7 7,1), (C.16)
siendo A el operador de Boltzmann-Lorentz:
AF B 70,0 = LR 8.t o, f] = o° [dil [d66(g- 9)g- &
X[ 2 (7, 7, 1) f(F, 01, 8) = f(F, 0, 8) f(F, 0, 1))
El uso de un método de simulacién de discos duros implica considerar un

sistema en el que la densidad no es asintéticamente pequefia, como requiere la
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ecuacién de Boltzmann. Es de esperar por ello 1a aparicién de efectos debidos
a la densidad. La ecuacién de Enskog ofrece una generalizacién de la ecuacién
de Boltzmann para un sistema de esferas o discos duros a densidades mds altas.
Aplicada a nuestro problema, la ecuacién de Boltzmann-Enskog-Lorentz se lee
(34, 79]:

(at +7- V)fs(r_: 177 t) = ge(U)A(F> {’:v t)fs(ﬁ 67 t) (C18)

La diferencia con la ecuacién (C.17) es la aparicién de la funcién de
correlacién de pares de equilibrio del sistema a densidad n y a una distancia o
que hemos representado por g.(¢). El operador de Boltzmann A sigue dado por
(C.17). Es conveniente sefialar que para llegar a esta expresion se ha hecho uso
de la homogeneidad del sistema, ya que, en otro caso, habria que considerar la
densidad local n,(7,t) en la funcién de correlacién.

Comparando (C.18) con (C.16), deducimos que los resultados de la ecua-
cién de Enskog serdn, convenientemente escalados, similares a los de la ecua-
cién de Boltzmann. Por ello los resultados de ésta pueden ser facilmente trasla-
dados a la de Enskog. Esto nos ha permitido comparar con garantias nuestros
resultados de la dindmica del sistema con otras simulaciones llevadas a cabo
con métodos de resolucién numérica de la ecuacién de Boltzmann.
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Apéndice D
Calculo de vp y £V

En este apéndice tratamos algunos de los cdlculos intermedios que condu-
cen a la expresidn del coeficiente de autodifusion (3.28). La notacién empleada
es la que se introdujo en el Capitulo 2. Para evaluar las integrales de en la
velocidad que involucra el operador lineal de colisién A de la ecuacién (C.17),
es conveniente usar las relaciones,

/diY(b‘)A (X () far ()] = 0% / i / i, (D.1)
/df'f'@(ﬁ' NG F)Y (@) [0 X (5) fae () ful 05 ) — X (D) il D) fur (1))
= gt /dﬁ/dﬁl /d&‘@(—g’ﬁ)lg‘-&'[X(U)fM(ﬁ)fM(ﬁ'l) V(@) - Y (@),

donde 7" es la velocidad tras la colisién de la particula marcada,

l+a
2

T =7 (G- ). (D.2)
Empleando la identidad (D.2) en la ecuacidn (3.23), aproximando antes
B(7) por el primer término en su expansién en los polinomios de Sonine,

B(®) o« 7fu(®), (D.3)
se llega a la relacién

modt 14+a [, [,. L . R Y
vp =~ A2 fig fits o) (@) fi0(-5-9)(~- 27 3).
La parte angular de esta integral se puede efectuar, resultando:

=1

motl 140 7

P ndkpTy 2 T (82

) / d5 / W fu (@) fu(@)e(G 7). (D)
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Capitulo D. Célculo de vp y fs(l)

A continuacién haremos uso de la expresién explicita de la funcién de
distribucién fg en la primera aproximacién de Sonine [72, 145},

@[( m )203_(2+d)m2 2+d)d
(D.6)

4 2kpTy 2kgTy 4
tratdndose c*(c) de la funcién definida en la ecuacion (2.28) y fas la funcién
Maxwelliana a una temperatura T que depende del tiempo,

Fa(@,t) = fu(91,t) {1 +

2

/2 my
m N
A TpTH ) D.7
fM(Ul) " <Q7TkBTH(t)> € o ( )

En esta aproximacion de la funcién de distribucidn, las integrales de la
velocidad que nos interesan se pueden transformar, mediante el cambio de
variables {7, #1} ~— {§,G = £}, en el producto de dos integrales gaussianas
que son resolubles ¥ conducen a la expresién final:

_2(1—4—04')71'd‘;‘1 ksTa(O\'* ., o)
"D T Ar(d)2) ( an ) na' [1“ 64 J (D-8)

Sustituyendo esta ecuacién y (3.7) en (3.25) se llega directamente a la expresién
del coeficiente de autodifusién (3.28).

Por otro lado, la contribucién en primer orden de los gradientes a la
funcién de distribucién, Ec.(3.18), toma la siguiente forma en la primera apro-
ximacién de Sonine:

FO8,1) = ep frr(B)F - V(7 8). (D.9)
Obsérvese que segiin la notacién alli empleada., identificamos:

B(#) = cpfu(0)7. (D.10)

El coeficiente cp puede ser expresado en términos del coeficiente de auto-
difusién usando esta expresién en la ecuacién (3.21) del Capitulo 3,

:w—/dﬁvsz = CD"kBT”(), (D.11)

siendo, por tanto, la funcién de distribucion en el primer orden de los gradien-
tes:

Dm

FOF5,1) = T Rk TalD"

fur(8)0 - Vny(7,8). (D.12)
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Apéndice E

Particula browniana en un gas
granular

E.1 Derivacién de la ecuacién de Fokker-Planck

E.1.1 Expansién del operador de Boltzmann-Lorentz

En este apéndice vamos a describir una expansién formal de la ecuacién
(3.39) tomando como pardmetro adimensional el cociente de masas A = mg/m.
Para ello, es conveniente expresar el operador de colisién J, en término de su
adjunto. Sea H(%¥) una funcién arbitraria de ¥y consideremos la integral,

I[H] = / dTH(0)J[F|F, f] =

/dv/dle ) /da@ -5)(G - Ao R () f(v4) — F(@) f(7)]. (E.1)

Las dependencias espaciales y temporales de las funciones han sido omiti-
das para simplificar la notacién. Cambiamos las variables en el primer término
de la derecha atendiendo al Jacobiano de la transformacién que relaciona las
velocidades antes y después la colisién, Ec.(2.1), v a la definicién de coeficiente
de restitucién normal, Ec.(2.2), para obtener:

I[H] = 6% /dv/dvlF (%, /da@( -3)(F-&)H @ - 67) — H(T)], (E.2)

donde hemos identificado, a partir de las leyes de colisién (3.41),

1+ o)A

A9 (E3)

67 =
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Capitulo E. Particula browniana en un gas granular

Si admitimos que el pardmetro A es tal que |§0] << 1, es decir, A < 1,
tiene sentido plantear un desarrollo de H (¥ — d7) en torno a ¢ en potencias de
0¥ manteniendo tan sélo sus érdenes mas bajos,

OH (7 — 67)

H (7= 67) = H(@) - [ =

] S+ = [; ;U (5—55)] . 5067, (E.4)

Desarrollo que, sustituido en (E£.2) y tras algunas integraciones por partes
y gaussianas, conduce a

a) = [an) { - F@F@)+ L2 2 N@FOL) (£

habiéndose agrupado,

[ans@) [d;;f’ T4l (gg~3g I)} (E7)

Aqui hemos usado Z para representar al tensor unitario de segundo orden.
Como H(%) es una funcién cualquiera de ¥, comparando las ecuaciones (FE.2)
y (E.5), identificamos el desarrollo del operador de colisién:

T, = o (A F@) + 2 2L W@ F@) oY) (B3

v oV

[\“]

E.1.2 Estado de enfriamiento homogéneo

Vamos a particularizar A y N a este estado a fin de identificar claramente
la dependencia de estos de A. Primero introducimos las velocidades térmicas,

W = (E.9)

¢
It

donde v,(t) = 2K pT,(t)/my)*? v vo(t) = [2kpT(t)/m]"/?, siendo T(¢) la tem-
peratura de la particula marcada, definida en Ec.(3.52), y T, la del gas. Tam-
bién escalamos la velocidad relativa, § = 7 — #;, de forma andloga:

. § _ = Tg(t) i -1/2%
= =7- [m] AT (E.10)

,
Q¢
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E.1. Derivacién de la ecuacién de Fokker-Planck

Hecho esto, las velocidades relevantes a la hora de determinar las pro-
piedades de la particula marcada y su evolucién temporal son del orden de las
velocidades térmicas tanto para la browniana como para el gas que la rodea.
Obsérvese que no hay ninguna razén a priori para suponer que T,(t) v T'{t)
son del mismo orden de magnitud. Veremos gue, de hecho, no es ese siempre
el caso.

Al introducir en las ecuaciones la forma particular de la funcién de dis-
tribucién en el estado de enfriamiento homogéneo, Ec.(3.42), y haciendo uso
de (F.10), una expansién formal en el pardmetro TgA de las ecuaciones (E.6)

y (E.7), conduce a:

A(@,t) ~ y(t)7, N(7,t) = 29T, (E.11)
donde
T ot ZkBT .
o | ; .
- T o 2kgT, - : .
“’(t):(1+a)22r(%§)d””( m g) Am/ dosw)’.  (E13)

En el limite eldstico, @ = o, = 1, el estado de enfriamiento homogeneo
es el estado de equilibrio usual con temperatura constante y ¢(v) = 7 ~d/2g=a?
Entonces, las ecuaciones anteriores se reducen a:

47t gt 2kgT, 12
T) = 0 g 1/2
')’e( g) F(%)d Tig ( m ) AVE,

kgT,
23790 (T). .14
'Ye( g) (E.14)

'%(Tg) =

Esta tltima ecuacién es la conocida relacion de disipacién-fiuctuacion de
la particula browniana [90]. Volviendo al gas granular en el estado de enfria-
miento homogéneo, podemos aprovechar el resultado eldstico para escribir las
ecuaciones (F.12) y (E.13) de forma compacta:

¥(£) = ve[Ty(®)]ala), (E.15)
5() = ve[Tga)]a(a)b(a)@—f;ﬂ, (E16)
siendo:
1+ a)'(d/2 . .
ala) = (——;—F()E_jg_%—)/—) /dvgb(v)v, (E.17)

1+ o [dig(v)v®

d+1 [dig(v)v (E18)

ba) =
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Capitulo E. Particula browniana en un gas granular

La funcién de distribucién reducida para el gas de particulas en el estado
homogéneo tiene una débil dependencia en o, que estd asociada a la desviacién
de ¢(v) de la forma Maxwelliana. En el limite eldstico, & = @, = 1, esta
desviacién desaparece y ambas funciones, a(a) y b(a), se reducen a la unidad.

Haciendo uso de las ecuaciones (E.8), (E.11) v (E.15— E.18) en la ecua-
cién (3.39), se obtiene una ecuacién de Fokker-Planck,

0 [, kL), 9]

00+ - V)F(7.,8) = 5 [T (0] ale) gz - 7+ 2 L00(a) 5| FI(7,7.0).

E.1.3 Limite de validez de la ecuacién

Para clarificar el contexto del limite de Fokker-Planck en el cual la ecua-
cién anterior ha sido derivada, es conveniente considerar la evolucién temporal
de la temperatura T'(¢), de la Ec.(3.52). Tras multiplicar la ecuacién (£.19)
por v?, integrar e identificar la temperatura de la browniana, se llega a la
siguiente relacién entre para ésta y T

101 + 27.(Ty)a(@)IT(8) = 27(Ty)a(a)b() T, (1), (E.20)

que, tras emplear la ecuacién de evolucién de la temperatura en el estado de
enfriamiento homogéneo (£.21), se puede transformar en una ecuacién para
T/T,:

[0+ 2T )al0) - CTIEL =2, (T)a(0)b(a).  (E21)
T,(t)
Empleando la siguiente escala temporal,
£0) = ale) [ dtlr,0)), (E22)
y el parametro adimensional
__ Slne)
= Salar . L0 =2

la solucién general de la ecuacién anterior se puede calcular de manera sen-
cilla resolviéndola por el método de variacién de constantes para la variable
T(t)/T,(t), resultando:

L S A L) -1 —2(1=e)t” 9
OB ) T THe - e oy, (E.24)

Nétese que, como ¢ y -y, tienen la misma dependencia respecto de Ty, € es
una constante en el tiempo. Tomando el limite ¢t — co en (E.24), se desprende
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E.2. HCS de la browniana

que la solucién asintética depende fuertemente del pardmetro e. Para € < 1,
el cociente se hace constante,

. T(@)
ST,

=b(a)(1 -, (E.25)

mientras que para ¢ > 1, crece sin limite. Este comportamiento se entiende
facilmente ya que € mide la velocidad de enfriamiento del gas comparada con
la relajacién de la temperatura de la particula marcada. Como la derivacion
hecha para la ecuacién de Fokker-Planck requiere que el pardmetro (T/T,)A
sea pequefio, estd claro que se restringe a sistemas con € < 1. Una Inspeccién
miés detallada de ((T,),7(T,) vy a{a) indica que esta condicién implica los
limites A — 0y @, — 1, escalados segiin la férmula ¢, Ec.(3.48). En este
sentido, la ecuacién (3.44) surge de (F.21), usando

lim b(a) = lim a(a) = ag(a) = ”—2—0‘ (E.26)

E.2 Estado de enfriamiento homogéneo de la
particula browniana

Supongamos la existencia de un estado de la browniana analogo al de
enfriamiento homogéneo para el gas, para el que consecuentemente proponemos
la forma funcional (3.58),

Fu(@,t) = Q oy d(t)@ (%O(t)) , (E.27)

en funcién de la velocidad térmica vy = [%f%"(_z)]u-z. Al sustituir esta forma en
1a ecuacién de Fokker-Planck hacemos uso de las identidades:

% =0 (=d)pre? v e } % 2
at =0 {( d),UO ®(’l:0(t)) + Uy o ({)O(t)) Bt ’ (E-’S)
aF(U t) — O—1la—d-15/ v b)
e Q4@ (%';)7 (E.29)
o 1 0T
o = o W (E-30)
para agrupar
0Fy(T,1) 10T . 1 8T _ 9Fg(v.t) 10T .
L Sk A Ay — 0 = ———[TT(V,1)].
a1 I ar T 00t o 5T 7 = 37 o7 L)
(E.31)
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Capitulo E. Particula browniana en un gas granular

De forma que (3.44) se transforme en:

-57}—097;7”% WT(3,0)] = LT, Fu(3,1). (£.32)

Sustituyendo la forma funcional de £[T,], Ec.(3.44), y la de la tempera-
tura 7'(t), Ec.(3.54), obtenemos:

anTQ ao(a)a% Fy(7,1).

(E.33)
Simplificando esta ecuacién convenientemente y agrupando los términos, llega-
mos a la Ec.(3.60). Se puede comprobar que la distribucién Gaussiana (3.61) es
solucién de esta ecuacién, por lo que efectivamente la forma funcional Fy (7, 1)
de la Ec.(3.61) cumple la ecuacién del estado de enfriamiento homogéneo de
la particula marcada.

T 2] _,
{_'YeaOT +7€a0} a.,[UFH v t)] "’Yeal)( ) v+

E.3 Ecuaciones de evolucion de los campos hi-
drodinamicos

E.3.1 Velocidad

Definimos la velocidad media de la browniana @(¢) de la forma habitual:

/dr/dt‘iﬁF (7, 5,1). (E.34)

Vamos a buscar la ecuacién de evolucidn de la velocidad a partir de la
de evolucién de F(7,7), Ec.(3.44),

o0 [ .. . .. _ ) kgT, o L
5 :/dr/dvv{—(v V) + rYe(Tg)ao(a)% T+ L:ngag%(T )552'} (7,7, 1).
(E.33)

Teniendo en cuenta que F es finita, de modo que se ha de anular como
condicién de contorno para los valores infinitos de las posiciones y velocidades,
e integrando por partes, llegamos a la ecuacién (3.51):

?;: —7e(Ty)ao(a /dr /dvvF (7,0, t) = —7e(Tg)ao(e)d. (E.36)
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E.3. Ecuaciones de evolucién de los campos hidrodindmicos

*

E.3.2 Temperatura

Partimos de la ecuacién (3.49), definicién de la temperatura de la particula
browniana;

d
ChaT = ﬁr ﬁiﬁ%m(ﬁ—ﬁ)zF(F, 7,) = ﬁf /w%m(#—a?)m, 5,4). (E.37)

Diferenciando esta ecuacién respecto al tiempo y teniendo en cuenta que
F(F,,t) estd normalizada a la unidad:

ddkgT(t) _m [8v?) _0u .
2 o —3{ o 5} (E.38)

Vamos a necesitar, ver Ec.(3.44), calcular la integral:

I L 8 _  kgT, & L.
/dr/dvvz{—(U~V)+'ye(Tg)a0(a)-a—ﬁ-v+ I:n’gag’ye(Tg)ﬁ}F(r,v,t).

Teniendo en cuenta la homogeneidad de F, la definicién de sus momentos
e integrando por partes, se establecen los siguientes resultados 1tiles:

ﬁﬁﬁ—a;m«“(ﬁ) =2 /w&F(v) = —2(v?),
/dD@ZFF = 2d, (E.40)
/dF VF =0, (E.41)

que, una vez aplicados a (£.39), simplifican considerablemente la ecuacién
hasta,

i)
2 %) = ~2a0ts?) + 24 2 2k (T,). (E.42)
" Sustituyendo (E.42) y (F.36) en (E.38) obtenemos.
doksT m , 2dk5T, , ,
Ry {~2w’e(Tg)a0(a) (v + T:: atye(Ty) + 2'ye(Tg)a0'u.2}

(B.43)

Con la segunda igualdad de la definicién (£.37) podemos dejar la ecua-
cién dependiente tan sélo de las temperaturas del gas v de la particula marcada:

dokpT _

2 0Ot
m d 2dkgT,
5 {—2%(Tg)a0(a) [;ﬁkBT + u2] + —-T;B—gag“/g(Tg) + 27’e(Tg)aou2} (E.44)

= —dv.(Ty)ao(a)kgT + dkBTgag(a)’ye(Tg)‘
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Capitulo E. Particula browniana en un gas granular

Estamos interesados en la evolucién temporal del cociente de tempera-
turas. Por ello, calculamos su derivada:

O T{) 10T () [ 1 } T, (E.45)

T,(t) T, ot T2 At

Introducimos seguidamente la dependencia temporal de T}, segin la ecuacion
(B.15),

9 T(¢) 1 0T (t) T(t)
_— = _— T, . E.46

ane 1, o Wrm (E.46)
Aprovechando el resultado (F.45), y reordenando un poco la ecuacién, esta-
blecemos la relacién

7+ (enle) = )] T = 216, (E7)

que puede simplificarse formalmente haciendo uso de la definicién del parame-
tro €y, Ec.(3.48),

- < )
€y = m. (E—Lg)

De esta forma obtenemos por fin la ecuacién que estdbamos buscando, Ec.(3.52),

de evolucién del cociente de las temperaturas de la browniana y el gas que la
circunda:
T(t)

Ty(t)

2 4 2reaola)(1 - )| 2L = 29,130 (c0). (E.49)

ot

E.3.3 Solucién de las ecuaciones hidrodinamicas
Velocidad

A fin de hacer explicita la dependencia temporal en la ecuacién de evo-
lucién de la velocidad media de la browniana, sustituimos +.(T,(¢)) por su
expresién (3.46) en el estado de enfriamiento homogéneo:

di 1 . "

i —ao(a)’Ye(Tg(O))T%)tuv (E.50)
habiéndose considerado la evolucién de la temperatura del gas en el HCS,
Ec.(B.17).

Para resolver esta ecuacién, consideramos cada componente y separamos
las variables de integracién a cada lado de la igualdad,

1 duz dt

- = —=(T4(0))ao(o) —w77- (E.51)
u; Ot RA aoa1+£%t
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E.3. Ecuaciones de evolucién de los campos hidrodindmicos

Integrando cada una de las ecuaciones y haciendo la identificacién de ¢,
Ec.(3.48), se establece la dependencia algebraica de la velocidad respecto al
tiempo:

a(t) = @(0) (1 + 4—(2%) . (E.52)

Temperatura

Como en el apartado anterior, hacemos explicita la dependencia temporal
en la ecuacién (3.52) tras sustituir la dependencia temporal de T,(¢) en la ex-
presién de . (T}), y consideramos la variable y(t) = T(t)/T,(t), cuya ecuacién
de evolucidén es, por tanto:

dy _ 2vea0(@)(1 ~ ) | 27ea0(e)’ (E.53)

Y .
dt 1+ 0 1+ <Yy

Esta es sencilla de resolver por el método de variacién de constantes.
Se llega asi a la ecuacién (3.54), tras identificar el operador U(t), definido en
(3.55).

167



Apéndice F

Energia intercambiada entre
una pared vibrante y el fluido
granular

F.1 Cailculo de la potencia suministrada por
la pared

Vamos a mostrar un argumento sencillo que permite calcular la poten-
cia que suministra la pared vibrante al sistema de la Figura 4.1. Para ello,
considérense las reglas de colisién de las particulas con ella:

ﬁlz = 22/‘b — Uz, (Fl)

siendo la direccién del eje de las z perpendicular a la pared y 7, la componente
de la velocidad en las direcciones del plano de ésta. Como siempre, las primas
representan las velocidades tras la colisién. Obsérvese que los razonamientos
que vamos a seguir a continuacién también son validos en el caso de los sistemas
de las Figuras 5.5 y 5.9, por lo que las conclusiones que de ellos obtengamos,
seran también aplicables a estos 1ltimos.

Haciendo uso de estas reglas, el cambio de la cantidad de momento v
de la energia de las particulas que colisionan en funcién de la velocidad de la
pared vibrante vy son

Ap, = 2m(v, — vg) (F.2)

R

AE = %m(fi’z — 72} = 2m(vy — vy )p, (F.3)
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Capitulo F. Intercambio energético con la pared vibrante

respectivamente. Comparando ambas expresiones es facil encontrar una rela-
cién entre ellas: :
AFE = v Ap,. (F.4)

La potencia que suministra la pared al sistema total se podra calcular
entonces sumando las contribuciones de todas las colisiones que se producen a
lo largo del tiempo. Obsérvese que este sumatorio debe incluir tan sélo a las
particulas que tienen una velocidad menor que la de la pared, porque de otra
forma no alcanzan a chocar con ella:

P = / dtlv, — v|Sf(T, ¥)AE. (F.5)
Vg <Up
En esta expresién f es la funcién de distribucién de las particulas del sistema

¥ S la superficie de la pared (la longitud en el caso bidimensional). Por tltimo,
a partir de la interpretacién cinética de la presién p,

p= [ dilue - uli(9)55. (F.6)

'z <Vp
y recordando la relacién (F.4), establecemos la expresién de la potencia intro-
ducida al sistema a través de la pared vibrante:

-9 (k1)

’UbS Vp ’

donde hemos hecho uso del flujo de energia Q.

N

F.2 Potencia disipada en el fluido granular

Veremos en esta seccién que es posible obtener una expresién de la tem-
peratura en la regién del gas granular de la Figura 4.1 mds préxima a la pared
vibrante (Ty) a partir del balance de energia que se produce en el estado es-
tacionario. La energia que la pared vibrante introduce en el sistema se disipa
debido a las colisiones ineldsticas entre los granocs. En esta situacién, la po-
tencia disipada en cada uno de los compartimentos puede ser calculada en la
aproximacion dindmica. Para ello, partimos de la definicién,

d dk ' T(x)

D= [dF =nkpT¢® = ZE¢ /* : , F.8
donde se ha hecho uso de la velocidad de enfriamiento, definida en la Ec.(2.29).
Usando la ecuacién de estado, la dependencia de 7o(T') respecto a la tempe-
ratura y la naturaleza monodimensional de ésta wltima en el problema, la

expresién anterior se puede simplificar,

* 2 1/2 L
D= M_T__/dlqﬂ/?(m (F.9)
; 2 o Jo
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F.2. Potencia disipada en el fluido granular

siendo S la superficie de la pared que vibra. Antes de seguxr con nuestro
razonamiento, es conveniente observar que el cociente T 0 /7;0 es en realidad
una constante del sistema, por lo que ha podido ser extraida de la integral
anterior.

Si se tiene en cuenta la relacién que existe entre z y la variable adimen-
sional £ {ver Ec.(5.2)) y la definicién del recorrido cuadratico medio, Ec.(4.12),
es fAcil comprobar que la integral de la ecuacion anterior es similar a ésta otra:

Em
I=| dfmmer—— ! S — 63 /dgTW £), (F.10)
0

Va(a)Cod1n(§) \/ Ca‘i p

donde se ha hecho uso de nuevo de la ecuacién de estado y se ha introducido
la presién del sistema p, que se considera constante en nuestra aproximacioén.
Sustituyendo a continuacién la expresién del perfil de temperatura, Ec.(4.33),
la integral resultante es inmediata:

kg /fmcosh(gm -8 kT
0

Vala)Col-1p cosh&n  C\/ale)od1p

Y la expresién de la potencia disipada en el sistema resulta, por lo tanto:

I= tanh&,.  (F.11)

de*(a)pSTV? kpTh !
2 n Cy/a{a)o?" Utanh &,

~ Es posible establecer una relacién entre esta potencia y la velocidad de la pared
vibrante. Del balance de energia que se establece en el estado estacionario entre
la que le suministra la pared, v;pS segiin se vio en la seccién anterior de este
mismo apéndice, v la que se disipa, D, resulta:

TV2 _ 2Cy/a(@)o vy me 1 (F.13)
0 dé*(a)kp  TY2tanhé,’ :

D=

(F.12)

Y sustituyendo el valor de 7 en funcién de los parametros del sistema, Ec.(2.23),
encontramos la expresién para la temperatura del gas granular en la pared vi-
brante en funcién de los pardmetros que definen al sistema:

T1/2 d + 2 C\/ F(d/2 _dT Uy (F 14)
0 4de= (o) kL tanhgm' '

F.2.1 Sistema con dos compartimentos

A partir de los resultados anteriores, vamos a calcular la potencia que se
disipa por unidad de tiempo en el sistema de la Figura 5.5. Esta es igual a la

171



Capfitulo F. Intercambio energético con la pared vibrante

que le suministra la pared, que puede separarse en sus contribuciones a uno y
otro lado de la pared divisoria:

P, = 0,Sp® + 4,5p. (F.15)

Como existe equilibrio termodindmico entre ambos compartimentos, la
presién en ambos lados debe ser la misma y lo mismo cabe decir sobre las
temperaturas en las cercanias de la pared. Hacemos uso de la ecuacién (4.34)
v de la condicién fﬁ?—f-&@ = 2&,,, para expresar la potencia disipada en funcién
del pardmetro de orden:

. Skpe? .
Py = —b20B¢ [tanh €9 + tanh 531’)}2 x

cot 1 Ly/a(a)
260 + sinh(267) | 2(26m = §%) + sinh(2(2n — &)
cosh? &%) cosh?(2¢,, — fr?)

(F.16)

Consideremos a continuacién la funcién h(£) = g(€) + g(2&, — &) donde,

_ 26 +sinh(2¢)

cosh® ¢ [tanh € + tanh(2¢,, ~ )], (F.17)

9(8)

y cuya derivada es,

dh(€) _ —2{sinh(4&m — 26) — (26, — ) sinh(2€)
e~ 2(sinh &,,)?

. (F.18)

Se puede observar entonces que %(fw) = 0 para £ = &, pues en ese caso
se anula el numerador. Es mds, se puede comprobar que & = &, es un minimo
de esta funcién. De modo que para cualquier valor 0 < £ < 2¢,,, se cumple,
h(€) > h(&m), dandose el caso h(£) = h(&y,) si v solo si € = &,

En funcién de h(£), podemos expresar la potencia disipada,

L (F.19)

B co® 1L /a(a)

Aplicando ahora las propiedades de la funcién h(E), se comprueba que
la energia disipada por las colisiones en cualquier situacién asimétrica de las
particulas en los compartimentos es mayor que la que se produce en el caso
simétrico, si las temperaturas en las cercanias de la pared vibrante se consi-
deran iguales. Esto es valido, por supuesto, en el régimen de equilibrio hidro-
dindmico, en el que la presién en ambos compartimentos es la misma, puesto
que es a €l al que se restringe el desarrollo tedrico propuesto.
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F.2. Potencia disipada en el fluido granular

F.2.2 Sistema con tres compartimentos

La potencia disipada en el sistema completo de la Figura 5.9 es la suma
de las potencias que se disipan en cada uno de los compartimentos. Por otro
lado hemos visto que la potencia que suministra la pared vibrante al sistema
se puede descomponer igualmente en las contribuciones,

3
P=3 PP (F.20)

=1

Estas contribuciones se pueden calcular haciendo uso de los resultados obteni-
dos en este mismo apéndice, Ec.(F.16):

_ vpSkge? 1 i 2552) + sinh[?f,(f;)]

BCE K : (F.21)
ce Zgzltanhgﬁ?] = cosh?[€R)]

Igualando la potencia disipada a la potencia que suministra la pared en el
estado estacionario y haciendo uso de la expresién (F.12) para cada compar-
timento, podemos establecer una expresién para Ty similar a la de la ecuacion
(F.14) vélida para problema con dos compartimentos,

quz _ ([d+2)Cy /a{c)T(d/2)n~ T m}/? 1
0 4d§*(a)kg/2 tanh {5,1) + tanh 553) + tanh 552) 4

(F.22)

Potencia disipada

PR T N ]

Figura F.1: Forma funcional de la potencia disipada en el sistema con tres
compartimentos, en funcién de los valores de la variable escalada £ en dos de
ellos.
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Capitulo . Intercambio energético con la pared vibrante

El 51gn1ﬁcado de las variables es el mismo que antes. Recordemos ademas
que las variables fm estan ligadas por la condicidn de que se conserve el nimero
total de particulas, Ec.(5.11). Por ello, tanto la potencia disipada como la tem-
peratura del gas T son funcionales tan sélo de dos de las varlables § 9 Enla
Figura F'.1 representamos la funcién (F.21) como funcién de fm v {m . Se pue-
de observar con toda clarldad que la funcién presenta un maximo en la regién
asimétrica, en la que 5 =P < 1/3, frente a los valores 5(1) = 5(2) 1/3

f(l) = 5(2) > 1/3. Dado que el sistema muestra en las simulaciones una
tendenc1a espontdnea a la configuracién asimétrica en la que dos de los com-
partimentos estdn relativamente vacios, comprobamos que el sistema tiende
naturalmente a la configuracién en la que la potencia que se disipa es méxima.
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Apéndice G
Aproximacion WKB

Las ecuaciones diferenciales del tipo,

2
T84 fa)s =0, (G
pueden resolverse analiticamente de forma aproximada mediante el método
WKB, llamado asi segin las iniciales de los cientificos que propusieron su uso
en el campo de la mecdnica cudntica, G. Wentzel, H.A. Kramers y L. Brioullin.
Aungque nos restringiremos al problema monodimensional, el método puede
usarse en problemas tridimensionales si el potencial tiene simetria esférica v
se puede establecer una ecuacién diferencial radial. Obsérvese que la ecuacién
(6.28) del Capitulo 6 es un ejemplo particular del tipo de ecuacién diferencial
que admite el tratamiento que pasamos a explicar.

La idea basica del método es simple: supongamos el caso particular de
que la funcién f(x) fuese constante. En ese caso la solucién de (G.1) es conoci-
da, siendo eEVI@) Esto sugiere que, si f deja de ser constante, pero varfa muy
lentamente con la variable independiente, podriamos intentar buscar solucio-
nes de la ecuacién con la forma ¢(z) = e, donde u(z) es una funcién que
no es lineal en z. Consideremos a continuacién la expansién de esta funcién
en un parametro € que haremos tender a cero posteriormente. En este caso,

o(z) = 5522‘;06”%(1). (G.2)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (G.1), encontramos la siguien-
te serie de ecuaciones,

2

e> ul(z) + (Ze"u;,(w)> + f(z) =0. (G3)
. z=0 n=0
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Capitulo G. Aproximacién WKB

Separando cada uno de los érdenes del pardmetro €, se obtiene una cadena de
ecuaciones diferenciales en la que la ecuacién de orden n esta acoplada con la
inmediatamente anterior, siendo las dos primeras ecuaciones de esta serie:

P= - f(a), (G4)
ug + 2uguy = 0, (G.5)

cuyas soluciones son, respectivamente; si f(z) es positiva:

up(z) = +1 /OI dz'\/ f(z') + a1, (G.6)

Uy = —% In(+/ f(2)) + ca- (G.7)

N i/ozdxl\/f(z') + o, (G.8)

= =5 (/7)) + e (G.9)

si f es negativa en su dominio. En ambos casos, ¢; y ¢, son dos constantes
cualesquiera. Los dobles signos sefialados en las ecuaciones vienen a represen-
tar dos familias de soluciones independientes. Sustituyendo estas expresiones
en la expansién propuesta, Ec. (G.2), y truncando ahi el desarrollo obtene-
mos una solucién aproximada a la ecuacién (G.1). Combinando las soluciones
convenientemente, tendremos que para el caso en que f sea positiva:

OET R

fmezp{ /dx }+%exp{—z/oidx'\/M}. (G.10)

Mientras que en el otro caso,

6(z) = e¥o ()

firern{ [ Vi@ | + e {- (v} G

Es nuestra esperanza que la aproximacién hecha converja al valor correcto
de u(z). Para que esto ocurra, se debe cumplir que Ju; (0)} << Jug(z)]. Dado
que ambas funciones son crecientes en z, podemos trasladar esta condicién a las
derivadas, de modo que también se tiene que cumplir |u}(z)} << |uj(z)|. Esto
ltimo se puede expresar de manera sencilla, a partir de las ecuaciones (G.6)
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G.1. Férmulas de conexién

y {G.7), con ayuda de una nueva funcién g(z) que definimos a continuacion a

partir de f(z):
9(z) = V f(=2). (G.12)

Teniendo en cuenta esta definicidn, la aproximacién hecha nos restringe
al caso
lg'(2)] << |g(2)*!. (G.13)

Fistcamente, la aproximacién serd valida en la region en que f(z) varfa con
suficiente lentitud. En particular, esta condicién se rompe claramente en el
caso de que g(x) se anule. Por ello, en el entorno de un cero de la funcién
se ha de realizar un tratamiento mds exacto, para lo cual se hace uso de las
conocidas como férmulas de conexidn, que pasamos a describir.

(G.1 Foérmulas de conexion

Supongamos un punto a en €l que la funcidn f(z) se anula. Caben
entonces claramente dos posibilidades: que la funcién sea positiva para puntos
z < a 0 que sea negativa. Consideraremos el primer caso, aunque Jos resultados
que obtendremos son facilmente trasladables al segundo.

Si suponemos la validez de la aproximacién WKB salvo en el entorno
préximo al cero de la funcién, conocemos que la forma asintética de la funcién
¢, solucién de la ecuacién (G.1), es:

o) = - /gi(x_)exp |- [[as'ata] +- \/f_@ezp [/ it g(aa' (0|

para x >>a, (G.14)
y
C z D "X
= exp |- | dx’ g(z’ exp |1 "g(z’
ole) = o o[ [ o] + e s [artyter]
para x << a. (G.15)

El limite inferior de las integrales en los exponentes ha sido elegido ar-
bitrariamente, porque nos convienen para que el significado de las amplitudes
A, B,Cy D no sea ambiguo. A continuacién nos preguntamos como estan re-
lacionados los coeficientes C' v D con los otros dos, A y B, si ambas expresiones
representan el mismo estado. Para establecer la relacién, deberemos resolver
la ecuacién de una forma m4s precisa. Aunque esto es susceptible de realizarse
siempre de manera numérica, pretendemos hacer un desarrollo analitico, para

177



Capitulo G. Aproximaciéon WKB

lo que supondremos que la funcién f, en un entorno suficientemente cercano a
z = a, se comporta linealmente:

f(@) > g(z - a), (G.16)

siendo g una constante positiva. La ecuacién (G.1} para ésta,

d¢
bl — = G.17
o —a)e=0, (G17)
se transforma de forma apropiada con la translacién z = —g/3(z — a), en
d*¢
ol = G.18
=0, (G.18)

siendo sus soluciones las funciones de Airy [152], Ai(z) y Bi(z), cuyas expre-
siones asintdticas en la regién de valores positivos y muy grandes de 2z son:

Ai(z) ~ %w‘l/zz_l/“e“, (G.19)
y
Bi(z) ~ n V2274, (G.20)
Donde,
2
¢ = g|z|3/2. (G.21)

Para valores grandes de z negativos, las funciones en cambio tienden a:
A; —1/2y,~1/4 T

Ai(z) =3z cos { ¢ — 1) (G.22)

. _ . v
Bi(z) ~ =57 Y?|z|"Y4sin (g - Z) . (G.23)
Se puede comprobar que, salvo en la zona en la que z ~ 0, estas expre-
siones concuerdan muy bien con los valores asintéticos obtenidos mediante la
aproximacién WKB. Comparando las expresiones asintGticas de las funciones

de Airy, con las soluciones (G.14) y (G.15), comprobamos que necesitamos
conocer €l valor de la integral:

/adzg(ﬂc)‘ (G.24)

Teniendo en cuenta la forma de la funcién que consideramos, Ec.{G.16), v las
definiciones de z = ¢'/3(z — a) y 5, Ec.(G.21), es ficil llegar a:

“ 2 2 )
/ dzy(z) = 391/2(‘1 -z = EIZP/Z =g, (G.25)
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G.1. Férmulas de conexién

que vale para z < 0.

Haciendo uso de esto, podemos escribir la ecuacién (G.14) en funcién de
los valores asintéticos de las funciones de Airy,

24712 Brl/?

En el caso contrario, cuando z >0y f <0

@ 2 2, . _
/ darg(z) = 2% (z ~ )" = Z=* = (G.27)
Jz

Identificando las constantes que multiplican a las funciones de Airy en la
expresion (G.26) y llevdndolas al limite asintético opuesto, tenemos que, segiin
la forma asintética de las funciones de Airy en el limite 7 < q,

2A7Y2 L g my  Br'? T
sy el s (s = ) - S e (- 7). (@28)

Recordando la expresién (G.15) podemos establecer la relacién que une
a las relaciones asintéticas a uno y otro lado del punto a:

%cog (/zag(x’)dac' - %) - %sin </:g(:t')dx’ - 217[) =

j(x)ezp (— /:Zg(z')dz’) + z-—l;@exp (}/{jzg(m’)dz’) . (G.29)

En el caso de que el cero de la funcién f(z) fuese tal, que f fuese positiva
para valores por debajo de él, z < a, se puede hacer un desarrollo similar,
estableciéndose entonces la siguiente férmula de conexidén:

T{;L(x—)ezp (— / bzg(x')dx’) +- f(x)emp ( / bzg(r’)dz') =

2;(1%) cos ( /b gy - Z—) - 7—:1.(;)% ( /b'zg(z')dx/ - i) . (G.30)

Obsérvese que es esencial ser cuidadoso a la hora de usar estas férmulas
de conexién. Es peligroso, en particular, despreciar la contribucién de alguno
de los términos de 1a solucidén asintdtica en alguna de las regiones, aun cuando
su contribucién sea pequefia, ya que su importancia puede ser vital en la zona
opuesta. Por otro lado, las férmulas de conexién no son vélidas st existen dos
ceros de la funcién f préximos entre si. Esto ocurre, por ejemplo, si el cero se
encuentra en las cercanias de un extremo de la funcién. En estos casos, hav
que recurrir a métodos mds precisos de resolucién de la ecuacién. Por 1ltimo
indiquemos, que hemos asumido en todo momento que g(z) es una funcién
analitica o, respectivamente, que lo es f.

o(z) ~
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Capitulo G. Aproximacién WKB

G.2 Resolucién de la ecuacién (6.28)

G.2.1 Solucién oscilatoria

Estamos en el caso f(&) > 0, siendo 0 < &, < £. Dada la naturaleza
de f(&), Bc.(6.29), esto implica que f(0) > 0. Definimos, g(£,) = +/f(&,), de
modo que la ecuacién (6.28) se transforme,

d*6(&:)

T 9(&:)* (&) =0, (G.31)

cuya solucién WKB, segin (G.15), tendr4 la forma,

3 Lo
olen) = —eap |1 [ attale)] + — ey [ [agaten)] . (22
g(é_l) /0 g(é_z) 40
De la definicién de g(&;) se desprende que,
’ - 1 t 3-
(&) = 2f1/2(fz)f (&), (G.33)

y como f(&) = 0, deducimos que ¢'(£;) = 0. Con estos resultados la ecuacion
de contorno (6.24) aplicada a (6.31) conduce a la siguiente relacién entre las

constantes,
& 2
€2 = €1 {exp {z/ dgzg(gx)]} . (G.34)
0

Y llamando A = exp [z f(f;dfzg(ﬁx)] es facil obtener,

24 134
= 4 . G.35
96 = e [ /5 dgg(fl)] (G.35)

A continuacién debemos aplicar la otra condicién de contorno, Ec.(6.16). Para
ello vamos a necesitar hacer uso de,

2A IR .
0) = WCOS ; d€.9(&) (G.36)

ey Ad)
v = 9(&,)37?

y €
= y(éz)sin/ délg(&). (G.37)

€
deLg(€l) +
cos 5 £:9(&) )

Con su ayuda llegamos a la siguiente expresién, al aplicar la ecuacién de
contorno formulada en la relacién (6.15),

34 g3
(2(0)tamh € + 9/ (0] cos [~ deig(el) — 29(07sin [ dela(el) 0. (G.38)
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G.2. Resolucién de la ecuacién (6.28)

Manipulando esta ecuacién y haciendo uso de (G.33) tenemos,

& ) ’
tan [ dela(€) = s [2tann 70 + o). (G.39)

Tras aplicar la definicién de f, Ec.(6.29), y efectuar su derivada, llegamos por
fin a la relacién de consistencia (6.35),

&2 *
tan/o d€,9(&;) = 933 tanh & (G.40)

eh? £%
(0) cosh® &2
En el caso de que la pared fuese térmica, la ecuacién de contorno a imponer

en z = 0 habria de ser ¢(0) = 0, en lugar de (6.16), de modo que, segin la
ecuacién (G.35), la condicién es:

13
cos [ dale) =0 (G.41)

0
cuyas soluciones son los valores naturales ¢ = 0, 1, ... que cumplen

34 .
/ déz9(&;) = (20 + 1)%- (G.42)

0

G.2.2 Solucién exponencial

Corresponde al caso f(£,;) < 0, siendo 0 < &, < &. De forma andloga
al caso anterior, la forma funcional de f(£,), recogida en la Ec.(6.29), implica

que f(£2) < 0. Definimos, h(&;) = /—f(&), de modo que la ecuacidn (6.28)
se transforme,
(&)

g e =0, (G.43)

cuya solucién WKB, segin (G.14), tendré la forma,

_ ¢ 133 , , s
$E) = e VO df,h(éz)]+ o

También ahora, vamos a necesitar conocer la expresién explicita de la
derivada de la funcién h(&,;):

eap |- ] @

1
(&) = ——<f" (&) G.45)
(€)= ~gy 7€) (
Dado que f(£:) = 0, deducimos que A'(;) = 0. Con estos resultados la
ecuacién de contorno (6.24) aplicada a la relacién (6.31) conduce a la signiente
relacién entre las constantes,
2

n=a {exp [ / stxh(gn]} | (G.16)
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Capitulo G. Aproximacién WKB

Llamando B = ¢, exp [z fog;dfzh(éx)] es facil obtener,

2B

Vi)

A continuacién debemos aplicar la otra condicién de contorno, Ec. (6.16).
Para ello necesitaremos calcular,

¢7(§z) =

cosh [/:zdf'rh(é',)] . (G.47)

5(0) = —25_cos [“aeiniel) (GA8)
VRO Se T '
’ __Bh'(fz) {; 1 1
#16) = e coh [ dEH(E)
2B ] 3 , , )
e hlEn sinb /f dELR(EL). (G.49)

Con ayuda de estas expresiones y tras aplicar la ecuacién de contorno (6.15),
encontramos la siguiente relacién:

3 g
[—2h(0) tanh & — A'(0)] cos/ deLh(€]) — 2h(0)? sinh / dg,h(g,) =0,
0 Jo
(G.50)
que ain puede ser simplificada. Tras hacer uso de (G.45) en la ecuacién ante-
rior y modificarla un poco obtenemos:

£ ]
tanh /0 dgLh(E) = ﬁ [2(tanh§;) F0) + 1@} . (G.51)

Acudimos seguidamente a la definicién de f, Ec.(6.29), y tomamos su
derivada, para llegar a la ecuacién de consistencia (6.40),

13 *
taah [ dley) = IR (G52)
0

. 2 ex
(0) cosh® &;
Si la pared que excita el sistema fuese térmica, la ecuacién de contorno

impuesta en x = 0 habria sido ¢(0) = 0 en lugar de (6.16) ¥ de la ecuacién
(G.47), la condicién a cumplir por £ ha de ser:

&2 '
cosh/ dELR(E2) = 0, (G.53)
0
que no tiene solucién.
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G.2. Resolucion de la ecuacién (6.28)

G.2.3 Cambio de signo.

Cuando la funcién f(&,) cambia de signo en el intervalo, 0 < &, < &,
hay que acudir a las formulas de conexién para construir la solucién WKB.
Obsérvese que como f es monétonamente creciente, solo se puede anular cuan-
do f(0) <Oy f(&) > 0luego, de los dos tipos de formulas de conexién vistas,
la Ec.(G.29) es la vdlida en este caso.

Sea z = a el punto del intervalo de interés en el que la funcién se anula,
f(a) = 0. Sabemos que para puntos z >> a, la solucién WKB es oscilatoria ¥
tiene la forma,

016) = ey [ [agaten)] v A - Vg G

En el limite opuesto, z << @, la funcién es exponencial,

da

o6 =Bty | Cuene)] + o[- | Cagne)], @59

donde ¢y, ¢;, dy, ds son constantes cualesquiera v las funciones f y & han sido
definidas anteriormente. La solucién de la ecuacién debe cumplir en el pun-
to & = & la condicién de contorno expresada en la ecuacién (6.15), por lo
que debemos imponer a (G.54) que sea compatible con ella. De las secciones
anteriores sabemos que esto conduce a que la solucion WKB para z >> a sea,

o6 = s / j;df;g(fé)] | (@.50)

Por conveniencia, vamos a rescribir la ecuacién anterior partiendo el intervalo
de integracién y aplicando una férmula trigonométrica apropiada,

24 I RSP
&) = ) COS[ ) dézg(éx)—/a dfzg(éx)} =
24

V(&)

donde hemos introducido la notacién,

[cos 0, cO8 O + sin by sind],  (G.57)

13

0n = [ agalc)), (G58)
&

0= [ degte (G.59)
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Capitulo G. Aproximacién WKB

Obsérvese que, llegados a este punto, para aplicar la férmula de conexién
(G.29) con mayor sencillez, estaremos interesados en expresar ¢ en la regién
z >> a con la siguiente forma,

2M 2N
(&) = 08§ + ———=sin6, (G.60)
V g(gz) g(éz)
lo que, como se puede comprobar, se consigue tomando las siguientes constan-
tes,

M= %(cos O + sin by, ), (G.61)
N = V24(cos b, — sinbp). (G.62)

La férmula de conexién (G.29) nos asegura que la forma asintdtica de la
funcién en el rango £, < a es,

(&) = g(jgz) exp [— /;dg',h(g;)] + \/%exp[ :dg;h(gg)}. (G.63)

Si aplicamos en z = 0 la condicién de contorno de una pared térmica,
#{0) = 0, entonces,

o) =M exp |- [(anien] + v e [(atnen]. G0

Tras sustituir las expresiones de M y N en funcién de 6 y 8,,, v después de
hacer algunas operaciones con ayuda de nuevas identidades trigonométricas,

c08 O, + sin b, = \/icos(% - 0m), (G.65)
cos O, — sin b, = \/isin(% —0m) (G.66)
se llega a la condicién:

tan (% - Qm) = —%exp { / d& h(E, )] (G.67)

En el caso de que la pared en = = 0 vibre, segin la condicién de contorno
de la ecuacién (6.16), la relacién que debe cumplir la solucién (G.60) en el
plano de la pared es:

—tanh & x \/_ exp (— ./:dg;h(g’r)) + \/%exp (/:df;h({'ﬁ)

7,13,2( JH(0) ex ( /:dg;h(f;)> +MOL){/2/1(0) exp (— /;dg;h(g;)>
N r

~sy O e [ denie) - pimnen [ e )i =0
(G.68)
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Haciendo uso de nuevo de las ecuaciones (G.63) y (G.66), M y N se
pueden relacionar de manera sencilla

M 1lcosb,, +sinb, 1 <Z 9m)

—_ = — . — — ot
N 2cosb,, —sinf,, 2 ©

(G.69)

Sustituyendo esta relacién en la ecuacién (G.68), y tras un pequeio de-
sarrollo de la expresién, que incluye tener en cuenta la forma explicita de f(0)
y f(0), llegamos a la relacién de consistencia que estdbamos buscando:

* 3 2 o
%cot (z B 9) 6 tanh & + 2h*(0) cosh® &

1Y) Gtanhe: — 2m3(0)cosl ez | P [—2,/0 df’h('g’)} - (GT0)

que coincide con la presentada en la ecuacién (6.43).
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The Coming of Wisdom with Time

THOUGH leaves are many, the root is one;
Through all the lying days of my youth

I swayed my leaves and flowers in the sun;
Now I may wither into the truth.

W.B. Yeats (1865-1939).
The Green Helmet and Other Poems, 1912.
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