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OPTIMIZACION DINAMICA

Lorenzo Escot, Elena Olmedo y Eva del Pozo

1. INTRODUCCION.

«Todos tenemos que tomar decisiones. En cada momento de nuestra vida, tanto privada como profesional, nos
vemos obligados a seleccionar una alternativa dentro de un conjunto de opciones. La calidad de las decisiones que
tomamos afectaradicalmente a nuestra salud, nuestro bienestar econdmico, las relaciones que mantenemos con otras
personas, ete. Esta afirmacion puede aplicarse también a las empresas, los organismos de la Administracién Pablica
y las instiluciones privadas sin fines de lucro.

La universalidad del problema de toma de decisiones da lugar a que resulte de gran interés preguntarse cuél es la
metodologia adecuada para tomar decisiones, entendiendo por “adecuada” aquella que proporciona un mayor grado
de consecucion de los objetivos deseadosy (Villalba y Jerez, 1990, pp. 17). En este sentido, 1a Teorin de la
Optimizacion constituye la herramienta matemdtica mds “adecuada” para la solucién de problemas que implican
la toma de decisiones,

Una primera clasificacion de los distintos métodos de optimizacién distingue entre la optimizacion estdtica y la
oplimizacion dindmica. La optimizacion estdtica proporciona una magnitud dptima, aislada en ef tiempo, para las
variables de las que depende la funcidn objetivo del problema, entendiendo como dptima aquella magnitud
compatible con las restricciones del problema que hace maxima o minima dicha funcién objetivo’. En la
optimizacion esttica ¢l tiempo no interviene en fa formulacién del problema. Cuando existe una relacidn
infertemporal entre las variables que definen el problema’, carece de sentido utilizar la optimizacién estatica, ya que
esa refacion dindmica no queda recogida en estos métodos de optimizacién, no resultando por ello necesariamente
optima la solucidén por éstos obtenida. En estos casos, para obtener soluciones éptimas deben utilizarse las
herramientas que proporciona la optimizacion dindmica’.

La optimizacion dindmica sirve para calcular cadenas o secuencias dptimas de acciones en el tiempo, es decir, para
determinar la magnitud o valor 6ptimo de las variables que definen el objetivo del problema en cada instante de
tiempo dentro de un intervalo dado (perfodo de planificacion). Estas secuencias de valores serd éptima en el sentido
de que hacen maximos o minimos los objetivos del problema teniendo en cuenta tanto las restricciones en éste
impuesta, como la refacién dindmica existente entre sus variables. La solucién de un problema de optimizacion
dindmica proporciona, por tanto, una frayectoria temporal dptima completa para cada variable del problema,
mostrando el mejor valor de la variable, hoy, maiiana, y asi hasta el final del perfodo de planificacién®.

A lo largo del presente trabajo, repasaremos algunos de los métodos fundamentales de optimizacién dindmica.
Comenzaremos con un andlisis global del problema de optimizacion dindmica en el que introduciremos las
principales caracteristicas del mismo. En los siguientes apartados nos centraremos en las tres formas de solucionarlo
mas ampliamente utilizadas: el cdlculo de variaciones, la teoria del control éptimo v la programacién matematica,

'La funcitn ebjetivo representa el grado de consecucion de los abjetivos deseados en el problema de decision. Segiin se defina esta funcion
objetivo el dptimo del problema de decision se alcanzard cuando ésta alcance un méaximo o un minimo. Por ejemplo, si la fancidn objetivo
representa los beneficios de una empresa, el dptimo se alcanzard cuando estos beneficios sean maximos, mientras que si la funcion objetivo se
representa mediante los costes de produccion, ef dptimo se alcanzard cuando los costes sean minimos.

! Esta retroalimentacion temporal se manifiesta cuando ¢l valor que tome alguna de esas variables en el instante 1 afecta al valor de esa
variable en un instante #+r con t#4,

* En este trabajo nos acuparemos (inicamente de la optimizacién dindmica. Sobre ¢l concepto de Optimizacion estética y los distintos métodos
de solucion vid Boreell, ), Métodos matemdricos para la economia. Programacion matemdtica, Ediciones Pirdmide, Madrid, 1989,

* Es inferesante sefalar que en el caso en que no haya refacién intertemporal entre las variables, ka solucion del problema dindmico coincide
con la secuencia de soluctones que ofrece el problema estédtico resuelto perfodo tras periodo.
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2. CARACTERIZACION DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION DINAMICA.

Para analizar cuales son los integrantes esenciales que distinguen y caracterizan al problema de optimizacidén
dindmica, vamos a utilizar, a modo de introduccién, un gjemplo econdmico en tiempo discreto, generalizdndolo
posteriormente para el caso continuo®,

2.1. El problema de decisién en tiempo discreto,

Aunque la optimizacion dinamica es (ratada frecuentemente como la obtencidn de una secuencia 6ptima en el
tiempo { va sea éste continuo o discreto), también es posible concebir el problema como la oblencién de una
secueincia concreta de estados éptima dentro de un proceso econdmico constituido por varias etapas. En este tiltimo
caso, la optimizacion dindmica puede ser enfocada como un problema de toma de decision multietapica mas que
como una toma de decision temporal,

Supongamos, por ejemplo, una empresa que se enfrenta a la transformacién de una cierta sustancia desde un estado
inicial 4 (estado de materia prima) hasta un estado finai Z (estado de producto terminado), mediante un proceso
productivo que comprende cinco etapas. En cada etapa, la empresa se encuentra ante el problema de eleccion entre
varias alternativas posibles para continuar el proceso productivo (subproceso), cada una de las cuales entrafia un
coste especifico. El problema de decisién al que se enfrenta la empresa serd el de seleccionar la secuencia de
subprocesos a o largo de las cinco etapas para minimizar el coste total.

Estado

Etapa

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5

Fig 2.1

En fa figura 2.1 ilustramos el problema. En el ¢je horizontal se representan las distintas etapas, y en el eje vertical
los estados que puede tomar dicha sustancia a lo largo de todo el proceso de transformacién. El estado inicial A,
se representa a la izquierda y el final Z a la derecha. Los puntos B, C, ..., K, muestran los estados intermedios en
los que se puede ir transformando la sustancia inicial durante el proceso de transformacion. Tales puntos vienen

3 Seguimos aqui a Chiang , A.C.; Elements of Dynamic Optimization. McGraw-Hill, e, New York, 1992, pags. 4-22
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unidos por un arco al que se le asigna un valor (coste). Cada arco muestra la posibilidad y el coste de pasar de un
estado a ofro. Nuestro problema serd, segin ¢l gréfico, seleccionar 12 secuencia de estados conectados por arcos
desde el estado inicial A hasta el final Z, tales que la suma de ios valores de los arcos que la componen sea minima.
En este ejemplo es facil ver que la trayectoria Optima es ACEHJZ, con 14 unidades de coste. A este resultado
podemos ltegar enumerando todos los procesos posibles y calculando el coste para cada uno, eligiendo ef que tenga
el menor coste, Sin embargo, serd Util encontrar algin método sistematico para_encontrar la solucidn Gptima
aplicable a problemas mas complicados. Sobre este punto volveremos en los siguientes apartados cuando estudiemos
los distintos métodos de solucién de problema de optimizacion. De momento sefialaremos simplemente que de esfe
sencilio ejemplo podemos extraer una importante conclusién: la eleccidn miope de optimizacién estdtica etapa a
etapa, no conduce por lo general a la trayectoria dptima. Como ya hemos comentado, esto se debe a que los métodos
estdticos de optimizacién, no tienen en cuenta que fa cleccion que sé haga en una etapa determinada estara
condicionando las posibilidades de eleccién en las etapas posteriores. Por ejemplo, para la eleccion estética en la
primera etapa, en lugar de elegir el paso AC (que serta el paso ptimo a realizar considerando iodo el proceso
conjuntamente), se habria elegido 48 al tener éste un menor coste en esta primera etapa. Esta eleccion estdtica etapa
a etapa conduciria al proceso global representado por ABEHJZ con un coste total de 15 unidades, es decir, una
situacion distinta, con un mayor coste global, que la verdaderamente dptima,

2.2. Ef problema de decisién en tiempo continuo.

El ejemplo anterior estd caracterizado por una variable de etapa discreta, es decir, gue toma como valores sélo
nimeros enteros, igualmente los diferentes estados pertenecen a un intervalo finito y numerable dado [4, B, C, ...,
Z). Si ambas variables fuesen continuas, ¢l anterior problema de decision multietipica se podria representar por
la figura 2.2, en la cual se representan las posibles trayectorias o procesos de transformacion desde 4 hasta Z (en
este caso solo se han representado 5). Cada trayectoria posible se ve ahora como una senda que puede tomar un
infinito mimero de etapas en el intervalo {0, 7]. Hay también un niimero infinito de estados en cada trayectoria,
siendo cada estado el resultado de la eleccidn particutar hecha en una etapa especifica anterior,

—

Estado

I —
Fig 2.2

Estetipo de enfoque en tiempo continuo sirve para representar multitud de problemas de decisidn. Puede suponerse,
por ejeinplo, que la figura 2.2 representa un mapa de carreteras, donde la variable efapa representa la longitud y la
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variable estado representa la latitud, El problema de optimizacion podria consistir en este caso en transportar una
carga desde 4 hasta Z con el minimo coste, seleccionando la trayectoria o ruta de viaje apropiada. El coste de cada
trayectoria depende, en general, no sélo de la distancia viajada, sino ademds de la topografia del terreno por la que
transcurre, Si suponemos que el terreno fuese homogéneo (ef. una llanura) la solucién dependeria simplemente de
la distancia recorrida, siendo la solucién 6ptima la trayectoria recta,

En la mayoria de los casos nuestra variable efapa vendra representada por el tiempo, y los valores que toma la
variable de estado, 1a que define en que estado o situacion se encuentra el proceso o fendmeno en cada momento,
se representarén en el eje vertical. Las curvas de la figura 2.2 serdn, por tanto, trayectorias en el tiempo, siendo
representada cada una de ellas por los valores que toma la variable de estado en cada instante del tiempo.

2.3. El conceplo de forma funcional.

Una vez expuestos algunos ejemplos sencillos de optimizacién dindmica, podemos pasar a continuacion a repasar
algunas de sus principales caracteristicas, En particular, podemos sefialar que todo problema de optimizacitn
dindmica debe tener los siguientes elementos:

a) Un punto inicial y un punto finaf®,

b) Un conjunto de posibles trayectorias desde el estado inicial al estado final.

¢) Un conjunto de valores asociados a cada trayectoria completa.

d) Un objetivo especifice que nos conduzea a la trayectoria 6ptima: maximizar o minimizar el valor

asociado  a la trayectoria.
Dejando para mds adelante la clasificacion de las distintas posibilidades para el punto inicial y el punto final, nos
centramos ahora en la relacién entre cada trayectoria y el valor asociado a la misma, Para ello representamos en la
figura 2.3 un conjunto de posibles trayectorias en el tiempo y su valor asociado.

Conjunto de posibles Conjunto de valores asoclados
trayectorias (curvas) (recta real)
Yy
Y, () pA
A [\_/ k .
H | t - R §
S
y e V,
Y t :
n () Z
A {WW e Vy
e t
y
Yu () Z
A ./—-/4“'\—.‘%__77_‘#,,‘- [ ] V”
‘ ot

Fig2.3

A lo largo del presente trabajo consideramos, sin pérdida de generalidad, que el instante inicial ¢, toma valor cero, £,=0,
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La notacién general de esta relacién denominada como forma funcional es Viy(i}]. Hay que aclarar gue en este caso
el valor de V¥ va a depender, en general, de cada trayectoria completa y(2), y no explicitamente del tiempo. Es decir,
esta notacion no implica, a diferencia de o que ocurre en la funcién compuesta gff{x)] que g es una funcién de x,
£(x). Tenemos que entender ¥ como una funcién de y(f) como tal, en su conjunto’. Es por ello que para evitar
confusiones la forma fimcional suela anotarse como V) eliminando el tiempo. Estd claro pues que sdlo cambios
en la posicion total de Ia trayectoria -y- pueden conducir a cambios en el valor asociado de la trayectoria -¥(y)-.
Representamos, por tanto, cada trayectoria como y, entendiendo que es una funcién del tiempo y que cuando
queramos representar el estado de la variable y en un instante concreto se hara de forma explicita, por ejemplo y(0)
representa el estado inicial 4, e y(T) el estado final Z. Por () entendemos "trayectoria ¥". La trayectoria dptima
estard denotada por p*() o simplemente por trayectoria y*.

2.4. Valores del punto final y condiciones de frasversalidad.

Anteriormente hemos simplificado el problema asumiendo que tanto el punto inicial (0,4), como el punto final (T, Z)
estaban dados. Sin embargo podemos flexibilizar el problema considerando que tales puntos no estan
predeterminados®. El supuesto de que el punto inicial estd dado no es demasiado restrictivo, ya que en la mayorfa
de los problemas de optimizacion suele considerarse como comienzo del perfodo la posicién corriente. Asf que
analizaremos unicamente las distintas posibilidades que pueden aparecer en un problema de optimizacidén para el
valor de] punto final, asumiendo que con los del punto inicial procederfamos de manera analoga.

Una primera posibilidad, la constituye aquella
situacidn en la que el instante final estd fijado o
predeterminado en cierto valor T, pero que por el
contrario, se tiene completa libertad para elegir el
estado final a la hora de determinar la trayectoria
Gptima {Figura 2.4, a)).

En este caso, mientras el horizonte de planificacion
estd fijo en 7, cualquier punto en la vertical /=T es
aceptable como punto final, como pueden ser los
R putios Z,, Z,, Z,. Este tipo de problemas se denomina
como problema con reeta final vertical (vertical-
terminal-line problen),

Otro tipe de posibilidades para el punto final en los
¥ problemas de optimizacién dindmica son las que
asuiten un estado final dado Z, mientras que se tiene
libertad para elegir el instante final conereto en el que
acaba cada trayectoria (figura 2.4. b)). En este tipo de
problemas la recta horizontal y=Z constituye el
conjunto de puntos finales aceptables.

Este tipo de problemas s¢ conoce con el nombre de
problema con recta final horizontal (horizenial-
terminal-line problent). Un ejemplo de este tipo de

Fig. 2.4. b)

" En los gjemplos iustrados en las figuras 2. y 2.2 a cada proceso productivo completo y a cada plan o ruta de viaje le corresponde un coste
total especifico.

¥ Retomansos asf {a consideracion del anterior punto a).



problemas lo constituye la produccién de un bien con una determinada calidad con minimo coste, pero no sujeta
a ninglin tiempo méxime de produccién.

|—_ El tercer tipo de valor para el punto final que puede
y aparecer en un problema de optimizacién dindmica lo
Lzl constituye aquél en el que ni el instante final ni el

A estado final estan dados a priori, aunque ambos valores

vienen ligados por una restriccién del tipo Z=p(T). Se
denomina a este tipo de problemas como problema de
curva final {ferminal-curve problem).

En estos Glitimos el agente decisor tiene mayor libertad
para elegir el punto final, por e que también debe ser
capaz de conseguir un mejor valor dptimo de
trayectoria %, que el alcanzable con un punto final
predeterminado (7, 7).

L_
Fig 2.4. ¢)

Para derivar la solucién 6ptima de un problema de optimizacién (es decir fa trayectoria dptima), tendremos que tener
en cuenta este tipo de restricciones sobre el punto final, De esta forma, la introduccion de este tipo de condiciones
finales dard lugar a que en la resolucién del problema deba de cumplirse lo que se conoce como condicion de
trasversalidad, indicando ésta como debe atravesar la trayectoria dptima la curva o recta final . A modo de
resumen, podemos concluir que dicha condicidn de trasversalidad podra adoptar las siguientes formas segin sea
la condicidn final:
a) Un punto predeterminado y Gnico: y(T}=2
b) Cualquier punto situado en una recta:
b.1) Recta vertical =T
b.2) Reeta horizontal y=2
¢) Cualquier punto situado en una curva: Z=¢p(T)

2.5. La forma funcional como objetivo.

Una trayectoria 6ptima es, por definicion, aqueila que maximiza o minimiza el valor asociado a cada trayectoria
¥y}, Puesto que cualquier trayectoria y debe estar definida obligatoriamente en un intervalo de tiempo o periodo
de planificacién (que vendra dado por la condicion inicial y la condicion final), el valor total asociado a la misma
puede definirse como una suma de valores asociado a la trayectoria en cada instante.

Para aclarar este punto, retomemos el ejemplo en tiempo discreto representade en Ja figura 2.1. En dicho problema
el valor de cada trayectoria o senda completa posible, viene definido como la suma de os valores de los arcos que
la componen. Generalizando para et caso confinuo la suma se convierte en una integral definida para el intervalo
[0,7] del valor de cada arco®, Pero, jcémo definimos el valor del arco en el tiempo continuo?.

Para responder a esta pregunta, primero tenemos que identificar el arco en el tiempo continuo, La figura 2.1 sugiere
tres componentes necesarios para identificar completamente cada arco:

- La etapa {tiempo} inicial de la que parte el arco.

- El valor inicial de la variable de estado (en dicha etapa} de la que parte ¢l arco.

- La direccidn en la que se dibuja el arco, ya que pueden existir varios arcos diferentes que partan del mismo punto,

Y = f { "valor del arce") dt
¢




Si generalizamos estos tres componentes para el caso continuo obtendremos respectivamente, que cada arco estard
definido por:
a) f

by
c) y'(t)=dydt

Asi, para una trayectoria dada y,, el arce asociado a un determinade punto del tiempo ¢,, estara caracterizado por
un tnico valor y, (4, )} y una tnica pendiente " (¢,) ''. Si existiera alguna funcion F, que asignara a cada arco un
valor, entonces el valor de dicho arco podria escribirse como FJt,, y,1;). ¥',(t,)]. Igualmente, para otra trayectoria,
¥y, €l valor y la pendiente de la curva en el instante £=1, {es decir, en ¢l mismo instante que para el caso anterior)
serfan y,(t,) e ¥ (t,), respectivamente, y el valor del arco serfa F{tg, yu(t,), ¥iu(ts)].

De esta manera, se puede llegar a la expresion general para el valor asociado a cada arco '%, Fft, ¥ (1), y'(1}], y al
del valor asociado a la trayectoria, definido por la forma funcional -la suma de valores de los distintos arcos que
forman la trayectoria-, que puede generalizarse escribiéndolo como la integral definida:

T
@y b= f Fft y@), y'@)] de

1

Recordemos de nuevo que el simbolo F{y/] enfatiza, que sélo la variacion en la trayectoria y (3, versus yy) es capaz
de alterar la magnitud de ¥, Cada trayectoria o senda a lo largo del tiempo y, estard a su vez compuesta por uit
conjunto de arcos en el intervalo /0,777, los cuales, a través de la funcién F (que asigha un valor a cada arco),
proporcionan un conjunto de valores de arco, que serd diferente para cada trayectoria segiin ésta esté compuesta
por unos arcos ¢ por otros. La integral definida sumard todos estos valores de arco para cada trayectoria
proporcionando un valor ¥, el cual nos sirve para elegir o seleccionar Ia trayectoria dptimaque serd laque maximice
o minimice dicho valor.

Una vez definida nuestra funcién objetivo mediante la ecuacion (2.1), ésta puede generalizarse para el caso en que
haya dos variables de estado z ¢ y en el problema'™. Para determinar el valor de los arcos para cada trayectoria tendrd
que tenerse en cuenta ahora las dos variables de estado en ta funcién objetivo, que quedard como:

T
(22) Vlyz]= f FIL y), 200, '), 20 dr

[}

El problema estAndar estara constituido por aquél que tenga como objetivo la forma funcional dada por (2.1 0
(2.2). Para simplificar suprimimos el argumento (7) de las variables de estado, escribiendo la integral de forma que

la funcién F quede F{t, y, y} o Ft, y, £, 3", z)).

Un eiemplo Macroeconomico

1% En este caso pfi} no represcnta ninguna trayectoria sine que es el valor de la variable de estado en el instante .

fyr
- E‘)/
BN —d!

fO
¥ Nétese que en ¢l caso contintto ta dimension det arco tiende = ser infinitesimal.

1* Dando distintos valores & f entre ft, 77, v & través de y(1) e (), obtendremos los distintos arcos, y por medio de /7 sus valores asociados.

" Este caso se corresponde con ef problema en ¢l cual el estado del fendmeno o proceso objeto de analisis estd definido en cada instanie por
¢l valor que tomen estas dos variables
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Sea el bienestar social de una economia cerrada y sin sector piliblico medido por la utilidad del

CONSUMo,
U= UC)

donde el consumo, C, es por definicion aguella parte de fa renta no ahorrada, Si tomamos la
funcién de produccion O=0(K, L), y suponemos que no hay depreciacion:

C=0QK1)-1=0(K1)-K

donde I = K’ es la inversion neta en ausencia de depreciacion. Asl la funcién de utilidad puede
escribirse

UC)= U [Q(K 1) - K]

Si el objetivo social es maximizar la utilidad fotal a lo large de un perfodo /0,77, Ia forma
funicional objetivo vendria dada por :

T
f UOK.L)- K'T dt

0

Esta forma funcional es de ia forma (2.2), con dos variables de estado. En este ejemplo la funcién
integral consta de K, K", L, sin que aparezca L' ni el argumento ¢, Es decir,  constarfa sélo de tres

argumentos: Ffy(t), z(1), vt} o F(K, L, L)),

Ocasionalmente, es posible que en el problema de optimizacién aparezcan otras formas funcionales. El criterio de
optimizacién de un problema puede no depender, por ejemplo, de las posiciones intermedias de la trayectoria,
dependiendo exclusivamente de} valor asociade a la posicidn del punto final. En este caso, no aparecerd ninguna
integral definida en la funcién objetivo, ya que no es necesario sumar el valor de los arcos para un intervalo. Asi,
el objetivo aparecerd como:

23) V] =G(T, wT)) Problema de Mayer
donde (7, y(T}) expresa el punto final, dependiendo la funcién G Gnicamente de lo que pase en el instante final T,

También puede darse el caso en el que tanto la integral definida (2.1) y el criterio del punto tinal (2.3) aparezcan
simultdneamente en la forma funcional objetivo. Entonces tendrlamos:

-
24) JViy]= f Fit win), v dt + G(T, y(T)) Problema de Bolza

o

En este caso tanto la suma de los valores de los arcos en ¢l intervalo [0 T, come el valor asociado al punto final,
se tienen en cuenta a la hora de optimizar nuestra forma funcional (2.4) y elegir una trayectoria dptima y'(1).

Es facil ver que tanto el problema de Mayer como ¢! Problema de Bolza, pueden generalizarse al caso en el que
existan mas de una variable de estado incluyéndolas tanto en fa funcién F como en la funcién G.

Aunque el problema de Bolza parezca ser el mdas general en realidad tanto éste como el de Mayer pueden
transformarse en un problema del tipo esténdar (2.1), con sélo definir una nueva variable del tipo Zyt) =G e, p(t)]
con condicidn inicial Z(0) = 0 '*, Asi, centraremos inicialmente nuestra atencion en el problema estandar (2.1}
entendiendo que el resto de problemas (Bolza y Mayer) pueden reescribirse también de esta forma.

.
15 Nétese que f ') dt = ZT3-Z(0)=ZT)=G{T y(T)]
0




Una vez expuestas las caracteristicas fundamentales del probleina de optimizacién dindmica, debemos ahora repasar
los principales métodos de resolucion del problema de optimizacidn dindmica. Existen, en principio, tres formas
alternativas de abordar este tipo de problemas: el Cdiculo de Variaciones, 1a Programacion Dindmica y la Teoria
del Control Optimo. Pasamos a continuacién a repasar las principales caracteristicas de cada una de ellas.

3. EL. CALCULO DE VARIACIONES: LA ECUACION DE EULER.

El edlculo de variaciones constituye la forma cldsica de solucionar fos problemas de optimizacién dindmica.
Comenzaremos infroduciendo las condiciones necesarias de optimalidad que ha de cumplir una trayectoria segin
¢l céleulo de variaciones suponiendo que la condicién de trasversalidad es un punto final tinico y predeterminado.
Este tipo de problema constituye el caso més sencillo para ef cAlculo de variaciones, y es conocido como problema
fundamental del cdlcuto de variaciones. Posteriormente generalizaremos este problema para otras condiciones de
trasversalidad més generales, analizando como se modifican las condiciones necesarias. Terminaremos comentando
fas condiciones de segundo orden o condiciones suficientes para que una trayectoria pueda ser considerada como

Optima.

3.1. El probiema fundamental del céiculo de variaciones.

El problema esténdar de optimizacién dindiica, tal y como se desprende de los anteriores apartados, puede
escribirse en la siguiente formutacion general:
-
Maximizar o minimizar ~ Vy] = f Fl,y yld
o

3.1 sujeto a y0) = A {4 dado)
W=z (T, Z dados)

Este problema es conocido como problema fundamental del cdleulo de variaciones, en el que la condicion de
trasversalidad es un punto final Omico y predeterminado. Para que dicho problema tenga significado vamos a
suponer que la integral existe y converge a un valor finito, es mas, exigiremos que todas las funciones que aparezean
en el problema son continuas y continuamente diferenciables. Este supuesto es necesario porque la obtencién de
la solucidn al problema se basa en el célculo diferencial clasico. La diferencia mds importante respecto a éste sera
que en lugar de trabajar con la diferencial dv que cambia el valor de y=f), trabajamos con la varfacion de toda una
curva en el tiempo y que cambia el valor de la forma funcional V/y/.

El objetivo del caleulo de variaciones es seleccionar, de entre un conjunto de trayectorias posibles -y-, aquetla que
proporciona un valor extremo de Ffy], trayectoria que pasaremos a denominar a partir de ahora como frayectoria
critica. En la blsqueda de la trayectoria critica, podemos encontrarnos ante extremos absolutos {(globales) o
relativos {locales). En principio, el célculo de variaciones nos conduce a extremos relativos, es decir, un valor
extremo en comparacion con los inmediatamente contiguos o mis cercanos,

3.2. La ecuacion de Euler.

Ecunacicn de Evler es la condicién de primer orden {C.P.0.) o condicién necesaria del cdlculo de variaciones. Lo
que buscamos en esta condicién es encontrar alguna propiedad que cumpla la trayectoria critica y que no esté
presente en el resto de trayectorias posibles. Es decir, Ia condicion necesaria que ha de cumplir p*(¢) en comparacion
con toda la familia de trayectorias -y- posibles contiguas a la misma. Esto es, buscaimos una condicién necesaria para
que una trayectoria dada sea la frayecforia critica.
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Dicha condicién de Euler puede expresarse para el anterior problema fundamental (3.1) como'®;

d

{3.2) F}, - EF}, = Ve[ 0,7 ] Ecuacién de Eunler

La ecuacion de Euler se puede aplicar a cualquier funcién diferenciable Fyty,y)). Alternativamente podemos
expresar la ecuacién de Euler desarrollando la derivada dF, /dl, teniendo en cuenta que como # depende de ¢, y, '

entonces F). también de pendera de f, y, 3, es decir:

d o Oy Oy dy Oyt , ’
a T e w yr a T e e O Byt

Teniendo en cuenta esta expresion, la ecuacidn de Euler puede expresarse también como'”

(B3)  Fu+ Fy)+ Fayty - F, =0 Ve[ 0,7 ]

i

que es una ecuacién diferencial ordinaria no-lineal de segundo orden. La trayectoria critica que soluciona el
problema fundamental se obtiene come la solucién a dicha ecuacidn diferencial. Para obtener esta solucién y debido
a que la ecuacion es de segundo orden necesitamos dos constantes'®. Como disponemos de una condicion inicial
y de una final, podemos utilizarlas para determinar el valor de dichas constantes y asi resolver fa ecuacion de Euler

y encontrar la trayectoria Optima, 3%(1),
Ejemplo

2
Maximizar Vo) = f (12ty + y'%) dt
6
sujeto a V) =0
W2)y=8

Derivamos, en primer lugar, la ecuacion de Euler correspondiente a este problema teniendo en
cuenta que la funcidn integral toma la forma:

F=12p+y?

y que las respectivas derivadas son: F, = ]2t ; F = 2y'; F, = 12y F .= F.=0; F,;. = 2. Se
tiene, entonces, que la ecuacion de Euler a partir de (3.3.) quedaria en este problema:

2 () - 120=0

Para encontrar la trayectoria dptima, y*(7}, debemos encontrar (integrar) la solucién generala la
anterior ecuacién dindmica:

2
YO = [y di = 6ftdt =y =6 12_ v =300 x g

" Para o} estudio det desarralio completo de Ia derivacion de la ecuacion de Euler véase Chiang, A.C.:Elements of Dynainic.... op.cit. pigs.
32-34,

" Esta ecuacion de Eufer puede generalizarse ficilmente para el caso en el que existen mds de una variable de estado o derivadas de orden
superior a uno. Véase Anexo A,

* Una ccuacion diferencial ordinaria es una ecuacién en 1a que aparecen una o mis derivadas temporales ', 3", ™, etc,, de una funcidn en
¢l tiempo desconocida y= #{1). El orden de una ecuacion diferencial viene dado por la méximo orden de derivacion que aparece en la ecuacion,
Solucionar una ecuacidn diferencial es precisamente encontrar ka trayectoria incégnita y = ff#). Sobre el concepto de ecuacion diferencial, ysobre
los distintos métodos de solucién de ecuaciones diferenciales, véase, Gandolfo, G: Economic Dynaimie, Study Edition, Springer-Verlag, Berlin,

1957,
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W) = fy’(r) dr = f(3r2+c,) dr =3 fﬁ di + ¢ fdt

La solucién general serd por tanto: (1} = £ + ¢,f + ¢,. Necesitamos ahora utilizar la condicién
inicial y final del problema de optimizacién para establecer los valores de las constantes
arbitrarias c; y ¢;:

y(0) =0=c,

y(2)=8=2+¢;2,¢,=0
Asi, 1a solucién Optima al problema de optimizacion quedard: y'(t) = £

3.3. Generalizaciones de la condicion de trasversalidad.

La ecuacién de Euler es, en general, una ecuacién diferencial de segundo orden, por lo que necesita para su
resolucién de dos constantes, Para los problemas en los que tanto el punto inicial como el final estén dados, estas
condiciones proporcionan suficiente informacion para definiv dichas constantes. Por el conirario, si el punto inicial
o el final son variables tal y como vimos en el apartado 2, entonces no se pueden utilizar dichas condiciones de
contorno pata deterntinar esas conslantes arbitrarias, Para suplir esta insuficiencia, y poder obtener la trayectoria
optima, infroducimos la condicién de irasversalidad. En este apartado desarrollamos las condiciones de
trasversalidad para los distintos casos posibles introducimos en el apartado 2.4 para los valores del punto final,

Nuestro nuevo objetivo sera resolver el siguiente problema de optimizacion dinamica:

T .
Mavimizar o minimizar  Ffy] = f Fft, v,y ] dt
0
3.4 sufeto a w0 =A (A dado)

() =y

En este caso tanto ¢l instante final 7, como el estado final y,, pueden ser ahora libres, es decir, no tienen porque
estar determinados por algiin valor dado. Estos valores para el punto final forman, ahora, parte del proceso de
eleccién Gptima, es decir, tanto T como y; se tienen que determinar en la propia resolucién del problema de
optimizacidn. Esto se consigue introduciendo la condicion final o de trasversalidad dentro de las condiciones
necesarias del problema de optimizacién del Célculo de Variaciones. Es decir, esta condicién necesaria estard
compuesta, ademas de la ecuacion de Euler (3.3)), de una condicion de trasversalidad. Para la obtencién de la
trayectoria critica tendra que exigirse que ambas condiciones sean satisfechas simultdneamente. La condicion de
trasversalidad tomara diferente formas dependiendo de los distintos puntos finales tal y como se vie en el apartado
24.1%

a) Recta final vertical,

En este caso el problema tiene un horizonte temporal fijo T (fig 2.4.a). La condicion de trasversalidad serd:

(3.5) [F.]1 =0

=T

b) Recta final horizontal.
Este caso cotresponde a la figura 2.4.b en la que el valor de la variable de estado estd fijo para el instante final, la
condicidn general de trasversalidad se reduce a:

(3.6) [Fy'Ful =0
=T

1% Véase Chiang, A.C,:Elements of Dynamic... op.cit. pAgs. 64-70
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¢) Curva final .

Para este tipo de condicion final asociado a la figura 2.4.c, ni 7" ni y, estdn predeterminados, pero si que estén
relacionados mediante la curva final y; = ¢(7). La condicion de trasversalidad para este problema serd;

BN Fr @y )y =0

A diferencia de los anferiores casos ahora tenemos que determinar tanto ycomo 7. La condicion de trasversalidad
(3.7) proporciona s6lo uno de estos valores, el otro se obtiene mediante la ecuacion y, = ¢(T)

3.4. Condiciones de segundo orden.

Hasta ahora nuestra discusién estaba centrada en la identificacién de las trayectorias criticas del problema, sin
prestar atencion si éstos maximizaban o minimizaban la forma funcional ¥fy/. Para resolver esta cuestidn
analizaremos las Condiciones de Segundo Orden (C.S.0,).En la préctica como C.8.0. suelen utilizarse las
condiciones suficientes de concavidad/convexidad:

° Si fa funcion integral F{1y,y)} es globalmente coneava en las variables (3,y"), entonces la
ecuacién de Enler junto a la condicion de Trasversalidad son suficientes para el méximo absoluto
de F/y]. La estricta concavidad implicard que y' es el #nico maximo absoluto.

e Alternativamente, si F{1,y.y) es globalmente convexa en las variables (1y"), las condiciones de
primer orden son suficientes para el minimo absoluto del problema. La estricta convexidad
implica que ef minimo es tnico.

S CONCAVIDAD En este sen}ti;lo, se dice que urlla.funcic'm I es_céncav:r:, st para dos
<0et punttos u distinto de v del dominio de la funcién, se tiene que:
e y+(1-)v) < f[Bu+(1-0)v] 0<O<!

Ron(leN] 4-------77;,»‘+i\

PRI T TN » Igualmente, el signo > implica que la funcién fes convexa. Como
5 ; 4 F(,y,y'") tienc segundas derivadas continuas, la anterior condicidn
de concavidad/convexidad puede testearse examinando el signo
LT ) (definido o semidefinido) de la siguiente forma cuadrética **:

q = Fj},afy2 + 2Fj},;dm’y’ +j;,ryrd)’ ”

Fi1,y,y) es concava {convexa) en (3" si y solo si, la forma cuadrética g es semidefinida negativa (positiva) en todo
el dominio; F es estrictamente concava (estrictamente convexa) si {pero o sélo si) ¢ es definida negativa (positiva)
en todo el dominio.

Condiciones necesarias de LEGENDRE,

Las anteriores condiciones necesarias de concavidad/convexidad se basaban en un concepto global, es decir sirven
para caracterizar extremos absolutos, Las condiciones de Legendre estén basadas en la concavidad/convexidad
local, es decir proporcionan condiciones necesarias para extremos relativos:

Mdx.. de Vfy]: si Fly. <0 Vit €{0T]
Min. de Viy]:si F..20 Yt e[0,T] (evaluadas en el extremo)

" Enel Ancxo B se inchuye un método sencillo para deducir et signo de [a forma cuadritica g
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4. TEORIA DEL CONTROL OPTIMO: EL PRINCIPIO DEL MAXIMO.

En la Teoria del Control Optimo, y a diferencia del Calculo de Variaciones, el problema de optimizacién dindmica
esté constituido por fres tipos de variables, es decir, ademas de la variable tiempo -f- y la variable de estado -y(7)-,
se considera una nueva variable: la variable de control -u(7)-. Es esta tltima variable Ia que da ¢l nombre a este
tipo de problemas y la que centra la atencidn del agente decisor, relegando a un segundo lugar a la variable de
estado. Esto sera posible inicamente en el caso en que la evolucién de la variable de control 17} determine sin
ambigitedad , una vez dada la condicion inicial sobre y, la trayectoria correspondiente de la variable de estado yf).
Por esta razon, el problema de controf éptimo debe contener una ecuacion dindmica que relacione la evolucién de
y con el valor que tome la variable de control en cada instante del tiempo u:

L =y =1l 90, w)]

dt
Esta ecuacién se denomina ecuacion de movimiento o ecuacién de estado. La solucion a esta ecuacién dindmica
permite que una vez encontrada la trayectoria dptima u* (1), sea posible reconstruir la trayectoria Optima para la
variable de estado y* (7). Es por ello que el objetivo del problema de control dptime ya no serd encontrar la
trayectoria y* (¢} ptima sino la trayectoria optima 1* (1), La eleccidn de la variable de control requiere por una parte
que ésta esté sujeta al control directo y discrecional del decisor, y que a su vez influya sobre la evolucidn de la
variable de estado a través de la ecuacidn de movimiento. En el ejemplo del apartado 2.2. sobre la eleccion de la
ruta de viaje dptima entre las dos ciudades 4 y Z con miniino coste total del viaje, puede pensarse que el volante
de direccion del vehiculo constituye la variable de control, ya que estd sujeto directamente a la decisién del
conductor, a la vez que influye directamente sobre la ruta seguida en el viaje. Este problema de optimizacion se
resuelve entonces, cuando queda determinada la direccion en la que hay que mover el volante del vehiculo en cada
instante del tiempo de forma que la ruta seguida sea la de menor coste.

El problema de control 6ptimo correspondiente al céleulo de variaciones (3.1), puede escribirse como:

T
Maximizar ® Viy] = f F [t yt), ut)] de
0

sujeto a »0) =4 {A dado)
wWhn =7 (T, Z dados)
(4.1) YO =116y, wi)]

ut) eUparal<t<T

El desarrolio mas sencillo de la teorfa del control éptime es el Principio del Maximo asociado al matematico ruse
L.S. Pontryagin®. Gracias a las ventajas del Principio del Mdximo para la solucién de problemas de optimizacion
dindmica, este principio ha sustituido en buena medida al Célculo de Variaciones en la solucién de problemas de
optimizacién. Dichas ventajas residen, en primer lugar, en que permite el estudio de problemas donde los valores
posibles para la variable de control w, estdn incluidas en un conjunto cervado y convexo U permitiendo de esta
manera que aparezcan solitciones esquina. Por otra parte, este problema de control éptimo constituye ademds una
generalizacion del problema del calculo de variaciones: el problema {3.1) se convierte en el (4.2) con sélo sustituir
3'(1) por u(i} en la integral, y adoptar por ecuacion de estado ¥14) = u(t), con U igual a la recta real.

4. 1. £l Principio del Maximo.
Las condiciones necesarias o de primer orden para resolver el problema de confrol dptimo se resumen en las

condiciones del Principio del Maximo, Estas condiciones son, al igual que en ¢l cdlculo de variaciones, las
condiciones que necesariamente ha de cumplir una trayectoria para que sea la éptima. Este Principio del Maximo

2t Nos centramos ent el problema de maximizacion entendiendo que el problema de minimizacion se resuelve de forma anfloga teniendo en
cuenta que resolver ¢l problema: nrfin., V{y], es equivalente a resolver ¢t problema: mdx.. & Vi)

* La aportacion inicial de Pontryagin y sus colaboradores data de 1956, y fue traducida al inglés en Ponteyagin, 1.S.; Bollyanskii, V.G.;
Gamkredlidze, R.V. y Mishchenko, E.F.: The Mathematical Theory of Optimization. Interscience Publisher, Nueva York, 1962,
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se basa en un nuevo concepio: La funcién Hamiltoniano. Dicho Hamiltoniano se define para el anterior problema
4.1, como™:

H v, w, s F Ly, w)+ A0y, w) Funcion Hamiltoniano

dénde la variable auxiliar A(#), dependiente del tiempo, actiia como un multiplicador dindmico de Lagrange o precio
sombra de Ia variable de estado asociada. Las condiciones del Principio del Méximo vienen dadas por®":

4.2) Max H(yu)) Yie[o,T)®

well
“.3) y' =%§ {ecuacion de movimiento para la variable de estado )
@4 V= —%ﬂ (ecuacion de movimiento para la variable auxiliar 1)
}’
(4.5a) wWT)=y; (condicion de Trasversalidad)

La solucidn al sistema formado por las ecuaciones (4.2)-(4.5a) proporciona las trayectorias optimas para cada una
de las variables a1}, y*(1) y 1¥(1)*.

Eiemplo
|
Maximizar V= f -1 di
0

sufefoa y'=y+u
y)=1
y(1) =0
El primer paso para solucionar el problema serd construir la funcién Hamiltoniano:

H=-u+ My + 1)

a partir de aquf aplicamos las condiciones del Principio del Méximo (4.2)-(4.52), que para este
problema quedarian:

2 Aunque ¢l Principio del Méaximo se formul6 inicialmente para el problema de optimizacion en tiempo continuo tanthién puede generalizarse
para ¢l caso discreto. Véase Shone, R.:Economic Dynamics. Phase diagrams and their economic application, Cambridge University Press,
Cambridge, 1997, pags. 192-196

* Para un desatrolfo de estas condiciones véase Chiang, A. C. elements of dynamic.... op.cit. pigs.177-181

¥ 8i la solucién & este problema fuese interior, ka anterior condicidén quedarfa; gH/Gu = 0. Si este problema tiene una solucién esquina, fa
condicién quedaria '=0

* E Principio del Méximo puede generalizarse para el caso en que exisien mds de una variable de estade v de control, Véase Anexo C.
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) %§=~2u+7\=0 z (2)
y ’:§£=y+n
a

@) W=y @) ¥ =0
dy
Para obtener a partir de este sistema de ecuaciones las trayectorias optimas w*(1), y*(#) y 2%(1),
debemos observar en primer lugar, que de (1) se extrae la solucion parala variable de control w(t)
= (t)/2. Sin embargo coino dicha solucién depende de la variable auxiliar, la frayectoria optima
w*(t) no queda todavia perfectamente deferminada, Para ello debemos tener en cuenta el resto de
las condiciones del Principio del Méximo, Asl, a partir de (3) se obtiene la solucion general para
la variable auxiliar A(t=k ¢, siendo & una constante arbitraria. A partir de aquf y sustituyendo
los anteriores resultados en (2) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:

y'=y+ tke)/2

cuya solucidn es y(#)= ce’ - (I/4)ke”, siendo ¢ otra constante arbitraria. Las constantes ¢ y & se
pueden determinar ahora utilizando la condicion inicial y la condicién de trasversalidad:

| de?

l-e

c=

1-e ?

y a partir de ellas, se pueden obtener las trayectorias optimas del problema de optimizacién:

: i e 2 ot
Y= e- e
1-e? t-e?
2
0 LA
i-e
2
uxy = Ze e’
1-e2

4.2. Otras condiciones de trasversalidad.

Como ya hicimos con el Célculo de Variaciones, vamos ahora a ver como se modifican las condiciones de primer
orden del Principio det Maximo cuando en el problema de control éptimo aparecen otras condiciones para el punto
final tal y como se sefiald en el apartado 4.2. En general, estas alternativas afectan a la condicién de trasversalidad
{4.5a) del Principio de! Miaximo, que tomaran las siguientes expresiones dependiendo de los supuestos que se hagan
sobre el punto final®:

a) Recta final verticak: {4.5b) MT=0

b) Recta final horizontal; {4.5¢) {H.7=0

* Ya que la funcion Hamiltoniane es no lineal y quela variable de contro! puede tomar valores en toda la recta real, la condicion (4.2)
equivale a{1). Ademés como &H/gu’= -2, se cumple la condicion suficiente para que esta solucién sea realmente un méximo del Hamiltoniano

* Para un desarrollo de estas condiciones véase Chiang, A. C. elements of dynamiic.... op.cil. phgs.225-226,
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¢) Curva final: (4.5d) [H - )L(p’],:r =0 (cony;=o(ThH

4.3. Condjciones suficientes.

El Principio del Maximo constituye una condicion necesaria o de primer orden para encontrar las trayectorias
criticas. Sin embargo, estas condiciones no son en general suficientes. Serd necesario, por tanto, que esas
trayectorias cumplan ademds unas condiciones suficientes o de segundo orden para que sean realmente dptimas,
es decir, para que realmente maximicen la forma funcional introducida en (4.1). Estas condiciones de segundo
orden, como ya vimos para el problema del calculo de variaciones, requicren que se satisfagan ciertas condiciones
de concavidad. Presentamnos a continuacion el feorema de Suficiencia de Arrow™ definido para el problema de
maximizacién (4.1). Este teorema establece que las condicipnes necesarias establecidas por el Principio del Méximo
son también suficientes si se cumple que la funcién Hamiltoniana maximizada®:

H@, v = F(t, y, w*) + A [y, u®)

es concava en la variable y vef0,Tf, dado A

4.4, Teoria del control 6ptimo con horizonte infinito.

Ia teoria del control 6ptimo, a pesar de sus limitaciones, ha sido ampliamente utilizada en economfa®. Entre los
temas abordados bajo este enfoque se encuentra fa elaboracién y extensién de los modelos relativos al crecimiento
econdmico®®, Una caracteristica diferencial de este tipo de aplicaciones, es que consideran un horizonte de
planificacién infinito, Cuando tratamos con un problema de control éptimo con horizonte de planificacion infinito
aparece el problema conocido como convergencia de las funciones objetivo 1a hora de aplicar el Principio del
Miximo. Este problema radica en que la forma funcional objetivo:

ca

(4.6) = [ Fy
0

es ahora una integral impropia, que puede tener un valor finito o infinito. En este iltimo caso, es decir, si la integral
diverge, pueden existir mds de una trayectoria para la variable de estado y de control que conduzea a un valor
infinito en la forma funcional, siendoe dificil determinar cudl de ellas es la dptima. Para evitar este tipo de problemas,
se suele exigir et cumplimiento de alguna condicién que garantice la convergencia de la forma funcional a un valor
concreto, lo que permite determinar las trayectorias Optimas y*(1) y «™(1} sin equivocos, Este tipo de condicién
suficiente para Ia convergencia de la forma funcional suele aparecer en forma de tasa de descuento, de forma que
si en la integral impropia (4.6), la funcidn integral F(7,y,1) toma la forma G(1,y,11)-¢™, donde p es una tasa positiva
de descuento, y 1a funcién G5, 1) estd acotada, se garantiza que la forma funcional converge a un valor finito®.

» Arow, K. 1. «Applications of Controf Theory to Economic Growthy, en George B. Danizing y Arthur F. Veinott, Jr. (eds.) Markematics
of the Declsion Sciences, Parte 2, American Mathematical Society, Providence, 1968, pag.92,

* Esta funcién se encuentra sustituyendo ¢l valor éptimo de la variable de control a#* que sofuciona la condicion (4.2) en 1a funcion
Hamiltoniano.

* Véase Ferndndez Diaz, A. v Rodriguez Saiz, L.: Introduccidn y Metodologia de la politica Econdmica. Ediciones ICE, Madrid, 1986, pag
319-333.

™ La modelizacion det crecimiento econdmico como un problema de optimizacién dindmica bajo este enfoque del control 6ptimo se recoge

bajo 1a denominacién de modelos de crecimiento dptime. Para una amplia panordmica de este enfoque véase Barro, R.J. y Sala-i-Martin,
X.Economic Grenvth, McGraw-Hill, Inc. New York, 1995,

“

B f G(ty,uwe Mdi< f Ge "“dr:E donde O eslacota superior de fa funcitn Gy
p
0 0
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Otro problema gue aparece en este tipo de problemas con horizonte de planificacion infinito hace referencia a las
condiciones de trasversalidad, ya que en estos casos no existe un instante final 7 dado, rompiéndose la validez
general de las condiciones de trasversalidad (4.5a-d) de las condiciones necesarias del Principio del Méximo®™, En
este tipo de problemas y para derivar las respectivas condiciones de trasversalidad, se hacen dos tipos de supuestos

sobre ¢l punto final:

a) El valor final de la variable de estado converge en el infinito a un valor concreto®:

fim y(N=y, {con y.. dado)

froa
En este caso, la condicién de trasversalidad (4.5¢) quedard sustituida por:

@n  lim H=0

FEES
b) Cuando no se introduce el supuesto sobre la convergencia de la variable de estado, es decir,

lim 3{) 2y,

{0
debe utilizarse una condicion de trasversalidad como la (4,5b), que ahora tomard la forma;

(4.8) lim A(£)=0

o
Teniendo en cuenta estas circunstancias, el problema de control éptimo se soluciona utilizando las condiciones
necesarias del Principio del Maximo (4.2)-(4.4), a las que hay que afiadir las condiciones de trasversalidad (4.7)
o (4.8). En cuanto a las condiciones suficientes, se aplica el teorema de la suficiencia de Arrow, en la que hay que
tener en cuenta que para que las condiciones necesarias sean a su vez suficientes es necesario que ademds de que
la funcién Hamiltoniana maximizada, H°, y,u)= F(t, y, u® + 2 f{t, y, u*), sea céncava en la variable y We/0,7],
dado A, debe verificarse que:
lim M0N0~y "(0]=0
fooo

4.4.1. El Hamiltoniano a valor corrienile,

Una variante del Principio del Maximo analizado anteriormente, y que es utilizado en aquetlos problemas de control
éptimo con horizonte infinito en los que en la integral aparece el factor de descuento e™, es el que utiliza el
denominado Hamiltoniano a valor corriente. Este tipo de problemas se pueden formular de forma genérica como:

Maximizar V= f Fity uld = f Gty uf e dt
0 0
sufeto a i) =A {4 dado)

(4.9) Y =ri y), ut)]
ut) e Uparalst sT

El Hamiltoniano a valor corriente (i) del problema {4.9) se construye a partir del Hamiltoniano estandar (H} como:
H =He"=Gyu +mfleyul (con m = 1e? -variable auxiliar a valor corriente)

A partir de este Hamiltoniano a valor corriente se construyen las nuevas condiciones de primer orden del Principio
del Maximo, donde las condiciones {4.2), (4.3) y (4.4) se pueden expresar ahora como:

M Sobre estos problemas véase Chiang, A. C. elements of dynamic.... op.cit. pags.240-241.

% Este método para derivar la condicién de trasversalidad es vétido inicamente cuando la funcidn F es autdnoma, es decir, cuando en cfla
w0 aparece el tiempo, £, como argumento explicito, o cuando s6lo aparece en et factor de descuento.
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(4.10) Max H, Vte [0, ]

neld
) ch 1 P .
“1n y =»»é-—=j(ty,u) (ecuacion de movimiento para la variable de estado v)
"
, Of, \ .. . . .
4.12) m'=- 5 +pin {ecuacidn de movimiento para la variable auxiliar a valor corriente)
.}’

y donde las condiciones de trasversalidad (4.7) y (4.8) se sustituyen ahora por:
lim H.e =0
4.13) P %

(4.14) lim m{)e *=0

[add

* En caso de que ¢l problema sea auténomo, es decir, G= Gonuj; f=fiv.i), esta condicion de irasversalidad se reduce & [H,]=0
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5. PROGRAMACION DINAMICA: EL PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD DE BELLMAN.

La programacion dindinica presenta otra alternativa para abordar el problema de control dptitno mencionado en
el apartado anterior. Dos son las caracter(sticas diferenciales de este método:

. La programacion dindmica asocia el problema de control éptimo a una familia de problemas de
control, es decir, para resolver el problema de control tenemos que resolver toda una familia de
problemas.

® Para cada miembro de la familia de problemas de optimizacidn, la atencidn principal se cenira

en el valor éptimo de %, y no en y* (1), como en ¢l Céleulo de Variaciones, o en w* (1), como en
el Principio del Méximo. Es decir, el valor dptimo de cada miembro de la familia se asocia al
valor éptimo del problema.

En los casos discretos la resolucidn del problema se convierte en un proceso de iteracion hacia atras, en el que en
cada etapa se calcula un Optimo. La trayectoria total (incluyendo todas las etapas) sélo sera dptima si las
subtrayeciorias que incluye, también son éptimas para cada subproblema de optimizacién realizado en cada etapa
o iteracion. Veamos esto mds claramente en un ejemplo.

Estado

l —

! G £

‘ B v

: -
A d

!

i'

4

| Etapa

0

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5

Fig 5.1.

En la figura 5.1 se representa un problema como el expuesto en el apartado 2.1. Para resolverlo dividimos el
problema en una secuencia de subproblemas de optimizacion de forma que obtengamos los valores optimos de las
distintas subtrayectorias calculadas para cada punto inicial posible, principio de optimalidad de Bellman®, es
decir, tenemos que obtener:

% =V*6) parai=4, B, C, .., Z

*Para una introduccion a ta programacién dindmica ver Beltman, R.E.; Dywnamic Programming, Princeton University Press, Princeton, 1957
y Blackwell, D.:¢Discrete Dynamic Programmings. Annals of Mathematical Statistics 33, pags. 719-726, 1962,
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De esta forma, para encontrar la trayectoria Optima AZ tenemos que encontrar;
Min { AB + V¥ (B}, AC+ V*(C) }

Para resolver este problema tenemos que conocer los valores de V* (B) y de I* (C), y para conocer estos a su vez
hay que conocer los valores optimos V* (D, V* (E), V* (F) y asi sucesivamente. A modo de ejemplo calcularemos

el valor éptimo V¥ (G):
¥* (G) = min. { valor del arco GI + V* (1), valor del arco GJ + V* (J}} =
=min {2+3, 8+1} =5  por o que el arco dptimo serfa GIZ

Para el caso general, el problema puede expresarse en tiempo discreto como:
* 2 R “

'Tt.; u ;

Maximizar o minimizar  VfyJ = Y. Ff j;(k), ufk)] + G( y(T))
6

s.a. y0)=A (A dado)
D=2 (T, Z dados)
(5.1 k+1) =1 k), ukj]
utk) e U parafs<sk <T

Siendo £, el indicador de cada periodo (k =0, 1,2, ..., T)y /[ »(%), ufkj] la ecuacién de movimiento en tiempo
discreto.

La resolucién al problema (5.1} implica encontrar el valor de optimo de uk} € U que hace maximo o minimo el
valor de Ffy] en cada periodo empezando por el final. De esta manera el problema se convierte en 7 subproblemas
de optimizacién siguiendo el principio de Bellman, donde en cada iteracién tendriamos™:

Viy, )% = Max [F0, 0) + V(fix,u), k+1) ]
uegl/

con (w(T), T* = G p(T})

Este probletna puede generalizarse para ¢l caso continuo, y para el caso en que no existe un horizonte finito de
optimizacion. La solucién matemdtica a estos problemas requieren una formulacién matematica complejay por esta
razon no se estudiara en e! presente trabajo®.
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ANEXO A. GENERALIZACIONES DE LA ECUACION DE EULER,

A continuacion generalizamos la expresion para la ecuacion de Euler (3.3) para el caso en el que existan mas de
una variable de estado, y para el caso en que aparezcan derivadas de orden superior en nuestro problema,

Existe mas de una variable de estado.

Cuando existen 1>/ variables de estado, el problema fundamental (3.1.) queda:

T
Maximizar o minimizar  V{y,, .., 3, ] = f F v, o, P ¥y o 30 ) dt
0
sujeto a: w0 =4, .. .4,

i (T), '--._}’,,m =Z,,...,Z“

Nuestro objetivo serd encontrar n trayectorias dptimas y,* (1) paraj = I,...., n. La condicién de primer orden de
nuestro problema de maximizacién se convertird en un sistema de » ecuaciones. Estas 7 ecuaciones de Euler

simultdneas se pueden expresar de la siguiente forma:

fecuaciones de Euler] Fo- -—dLF,; =0 Ve[ 0,7 ]

¥ df Vi
(j=tlL.n)

La resolucion de estas 1 ecuaciones utilizando las 2 condicionesde contorno del problema de optimizacion, nos
permitird determinar las i1 trayectorias dptimas y,* (1) ... y,* (1) . Tenemos que tener en cuenta que al derivar

dry
dt

como F (& y,, o, ¥or ¥4, -, ¥ ), dicha derivada dependera también de todas esas variables.

Ejemplo
-22.




T
Maximizar Viz]= j' (v +z+ )"” + 2% df
¢

sujeto a: YO =Ay y(0)=Z; 2(0)=Ay 2(T)=Z,

Derivamos las ecuaciones de Euler teniendo en cuenta las derivadas: F, =1, F, =1, F, = 2y'
JFL =27

1-2p7=0 = y ”:% ~y'= é“”"l = y':Zl’h"i“cz

1-2z"=0 - z”=?12- = z"=%l+c3 = z'=%tz+c3!+c4

Las constantes ¢, , ¢,, ¢y, ¢, Que aparezcan en la solucién general del anterior sistema de
ecuaciones diferenciales se pueden obtener con las cuatro condiciones y(Q), w(T), z(0), z(T).

Derivadas de mayor orden.

Cuando en ¢ problema fundamental (3.1.) aparecen otras derivadas superiores a las de primer orden, la forma
funcional seria de! tipo:
r
l= [ F(nyyhe ) d
0

Las condiciones iniciales reflejaran no sélo los vatores inicial y(0} y final y(T), sino también de 3, ", ..., ™. En
total tendremos 2p condiciones para resolver el problema de optimizacion,

Para resolver este tipo de problemas transformamos las variables para que en lugar de tener una variable de estado

y con # derivadas en la forma funcional objetivo, en la misma sélo tengamos primeras derivadas y # variables de
estado diferentes, de tal manera que podamos aplicar los resultados obtenidos en el punto anterior.

Ejemplo
-
Maximizar My = f (v + '+ y™ ) dt
0
sujeto a YO =A; wT)=Z
YO=a; (=4 . .
hacemos: z=y" =~ z'=y", de forma que:
F: l"y2 +yyr +yu2 = ’,yZ + }’Z + Zrz

Con esta transformacion podemos aplicar los resultados derivados anteriormente cuando existen
mas de una variable de estado, teniendo presente que ahora las condiciones iniciales y finales
seran:

YO = A 9(1) =Z

z()=a, z(T) = f

De forma alternativa, cuando en el problema aparecen derivadas de orden n21, se puede aplicar
la condicion de primer orden formulada por la ecuacion Enler - Poisson:
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d? ]
Fo2p o F o o(-1)' 2 F =0 Vie[0,T]
d (A

que serd en general una ecuacion diferencial de grado 2n. Para su solucidn se necesitard por tanto
2# condiciones iniciales y finales que aparecen en el problema.

ANEXO B. COND.ICIONES SUFICIENTES DE CONCAVIDAD.

Como ya vimos, si F(t,3,y'} tiene segundas derivadas continuas, la condicién suficiente de concavidad/convexidad
puede testearse examinando el sigio (definido o semidefinido) de la siguiente forma cuadrética:

g = Fyly® o 2y gy

Una de las formas que tenemos para deducir si la forma cuadrética g es definida o semidefinida de algtin signo, es
la que se basa en el signo de sus raices caracteristicas.

La ecuacién caracterfstica puede escribirse como:

Foomr F.
» »y
F =0

o Iy

su resolucién nos proporciona la rafces caracteristicas r, y .
q es definida negativa = <0, r, <0
g es definida positiva - =020
g es semidefinida negativa = Frelr, <0
g es semidefinida positiva o rz0,r20

si los signos son opuesto ¢ es indefinido

ANEXO C. GENERALIZACION DEL PRINCIPIO DEL MAXIMO.

En ef caso en ¢l que en ¢! problema de contrel dptimo aparezcan mas de una variable de estado y/o més de una
variable de control, el Principio del Maximo seguiré siendo vélido. Las condiciones (4.2-4.5) deberan cumplirse
ahora para todas y cada una de las variables que aparecen en el problema. Esto es, dado el siguiente problema de
control dptimo, con # variables de estado™ y m variables de controk:

T
Maximizar V= f F L6 30 Yo oo s Yoo Uy Uy o, U, [
0
sujeto a V=L Y Yo Wy Uy Uy ey Uy ]

** Obsérvese que ahorit debe aparecer una ecuacion de movimiento para cada variable de estado,
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UNIVERSIDAD COMPLUTENSE

0

Vo= LU Y0 Yoo Yooty Uy e Uy ]

y'n =Jﬂ [!} ylf yZ’ ey yirr u[: “.?J ey H,,,]

WO =y’ v )=y’ ;... ; (0 =y,

D=y, ylT=y" v T =9,”

(1) e Uy w,(t} e Uyqu ) €U, paraOst sT

la funcion Hamiltoniano se podré escribir como:

n

HEF (430 Y ons Voo Uy Uy e, My} ¥ Y 20 S Y0 Vo oes Vo Uy Uy, Uy )

=1
Las condiciones de primer orden vendran dadas por el Principio del Maximo a través del siguiente sistema de
ecuaciones:

1) Max Yte[0, T} siendow=wu, u,, .. u,

sty
; OH ,
T e = ‘[I r
Ry g "
7
oH
N ==L G=1..n
V) ayj
4a) Yj(T)ZYjT G=14...n

Lasolucidn de este sistema proporciona las 2i-+m trayectorias dptimas (1 variables de estado, m variables de control
y 1 variables auxiliares). En el caso de que las condiciones para el punto final fuesen otras, y siguiendo con el
apartado 4.2,, habria que sustituir en cada caso la condicién de trasversalidad 4 por ias siguientes condiciones:

(4b) A(T)=0 G=1,..,m) Recta final vertical
{4¢) [H].7=0 Recta final horizontal
(44d) [H - 401= M@= A @0}p = 0 siendo y,” = (T} con j = 1, ..., n. las respectivas

curvas finales
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