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Capitulo 1
Introduccion

Las ecuaciones que gobiernan la dinamica de los fluidos ofrecen una gran variedad de
problemas de gran interés matemético (ver, por ejemplo, Millin Barbany, 1975, y Teman,
1979, para dos enfoques muy diferentes). Incluso cuando las condiciones y geometria del
movimiento fluido son tales que las ecuaciones fluidodindmicas se pueden simplificar en gran
medida, como en el problema estudiado en este trabajo, todavia pueden aparecer ecuaciones
de gran complejidad matemaética y riqueza de soluciones si la dinamica del fluido se considera
conjuntamente con la de un sélido que interacciona mecanicamente con él. Esta es la situacién
del problema analizado en el presente TFM, donde el fluido esta confinado en una regién muy
delgada entre dos superficies sélidas, por lo que las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden
linealizar al dominar las fuerzas de friccion viscosa sobre las de inercia (es el denominado
limite de lubricacién fluidodindmica; ver, por ejemplo, Barrero y Pérez-Saborid, 2005). Las
fuerzas de friccion generan a su vez fuerzas de presion tan grandes que el fluido puede
sustentar y mover sélidos de enorme peso. Y es este movimiento del sélido, generado por
su interaccion con el movimiento del fluido, lo que hace matematicamente interesante el

problema, pues las ecuaciones dinamicas del solido pueden ser fuertemente no lineales.

El problema presentado més abajo esta inspirado en ciertas fuentes decorativas en las que
una gran esfera, generalmente de marmol muy pulido, como la que hay, por ejemplo, en la
entrada del Parque de las Ciencias de Granada, esta sustentada por el agua que emana por un
orificio en una superficie esférica con un radio ligeramente mayor situada debajo de la esfera.
También suelen ser de otros materiales, por ejemplo de granito pulido, como las que aparecen
en el trabajo de Snoeijer y Van der Weele (2014). Uno de los detalles que llaman la atencién
en estas fuentes reside en que uno puede mover la esfera con muy poco esfuerzo, a pesar de
su gran tamano y peso, ayudado por las enormes fuerzas de presién que se generan en la capa

liquida entre las dos superficies solidas. Este es realmente el fundamento de la lubricacién
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fluidodinamica, de tanta relevancia practica y que ha sido estudiado extensivamente desde los
trabajos pioneros de Reynolds y Sommerfeld para un cojinete cilindrico (véase, por ejemplo,
Barrero y Pérez-Saborid, 2005). Aqui el problema va a ser distinto al clasico de la lubricacién
fluidodinamica, pues se va a enfocar sobre las oscilaciones en la configuraciéon de una fuente

cuando se aparta de su posiciéon de equilibrio.

En referencias muy recientes consultadas como, por ejemplo, Snoeijer y Van der Weele
(2014), en donde se presentan modelos claramente discutibles para la estabilidad, entre otras
cosas, porque se simplifica la geometria curva por una plana, es decir, se sustituye, en primera
aproximacién, el anillo cilindrico o la esfera por una baldosa. En este sentido este trabajo
pretende profundizar y mejorar los modelos presentados en ésta y en otras publicaciones

anteriores.

En este trabajo vamos a considerar dos posibles geometrias situadas sobre la fuente:
anillo cilindrico y esfera. Para ambas geometrias estudiaremos con detalle las ecuaciones que
gobiernan el movimiento en un instante determinado. Ademas, estudiaremos la situacién
donde el movimiento estara restringido al eje vertical. Bajo esta restriccion distinguiremos,
a su vez, el caso concreto, dentro de un estado de equilibrio, en el que la posicion del objeto

es fija y el caso en donde si varfa con el tiempo.

Consideremos, por tanto, un anillo cilindrico de radio R,, de grandes dimensiones, situada
sobre una fuente y que se mueve por la accién de un cierto fluido, generalmente agua, que
circulara entre ambas. En cuanto a la profundidad, vamos a trabajar por unidad de longitud,
es decir, tendremos un anillo cilindrico de L = 1m de ancho. La geometria de la fuente sera
concava con un radio interior Ry, teniéndose, claramente, R, < Ry. La desviacién entre el
centro de la esfera y el centro de la circunferencia interior de la fuente es lo que conoceremos
por excentricidad y denotaremos por e. Evidentemente, para dotar de sentido fisico al modelo
que desarrollamos en el trabajo, tendremos que considerar una excentricidad sera pequena,
e < Ry. Un esquema de la geometria de este problema lo podemos ver, en un instante
determinado, en la figura 1.1. El fluido circula entre la fuente y el anillo a través de un cierto
espesor h siendo h < Ry y hara que el objeto vaya moviéndose por su interior. El espesor
h esta determinado por la posicion relativa del anillo y de la superficie interior de la fuente.
Asi h sera funcién de la excentricidad e entre los centros y del punto considerado sobre la
fuente, que corresponde a un angulo 6, medido sobre la circunferencia de la fuente desde la
posicién vertical inferior (ver figura 1.1). De esta manera tendremos que h = (0, €). El fluido
saldra de la boquilla y empezara a circular a una cierta presion Fy, que podremos calcular

en funcién del caudal @), y abandonara la geometria del sistema a la presion atmosférica.

La posicién del anillo respecto a la fuente sufrird pequenos cambios debido al propio
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Figura 1.1: Esquema de la geometria del problema para el caso del anillo cilindrico en un

instante determinado. Plano frontal.

caudal. Es por eso que el valor de la excentricidad (y sus componentes horizontal y vertical
que posteriormente definiremos como x. y z.) dependera del instante en que midamos, esto
es, e = e(t). Tanto el valor como la dependencia con el tiempo de la excentricidad jugardn
un papel determinante en la complejidad a la hora de desarrollar un modelo matematico.
Es por eso que en el capitulo 2 empezamos estudiando el caso mas sencillo: restringimos el
movimiento de tal manera que el anillo inicamente puede moverse en el eje vertical que pasa
por el centro de la fuente. Empezaremos el problema con dos casos sencillos en estatico para
después aplicar movimiento. Ademas podremos expresar mejor ideas similares que apareceran
en el caso general del capitulo 3.

Dentro de esta restriccion podemos tener, conocido el peso w de la esfera, un caudal () tal
que los centros coincidan teniendo entonces un espesor constante pudiendo ser tinicamente la
diferencia de radios. Es decir, h = hy = Ry — R;. Este caso se verd con detalle a continuacion,
en la seccién 2.1. Posteriormente, de manera similar, aplicaremos el mismo concepto para
un caso donde la excentricidad, inicamente vertical, no sea nula.

Para finalizar el capitulo introduciremos el movimiento, que seguird siendo vertical. En
la seccion 2.3 se presentaran las ecuaciones diferenciales que gobiernan este movimiento vy,
para finalizar, en la secciéon 2.4 se linealizaran estas ecuaciones y realizaremos un estudio
de la estabilidad. Para concluir el caso del anillo cilindrico en el capitulo 3, presentaremos
un modelo dindmico general, en donde el anillo puede estar en cualquier posicién respecto a

la esfera de la fuente. En ella, llegaremos a las ecuaciones de gobiernan el movimiento que
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ahora se veran duplicadas puesto que ahora tendremos dos componentes de la excentricidad
(Te ¥ Ze).

Para cerrar el trabajo, a modo de anexo, estudiaremos el caso en donde en lugar de un
anillo cilindrico se tiene una esfera. Volvemos a empezar hablando de restriccion vertical del
movimiento (anexo A) y caso general (anexo B). En ambos casos tnicamente modelamos
de manera analoga al caso del anillo cilindrico. Dada la complejidad que exige este caso
al incorporar coordenadas esféricas y a la extensién del trabajo ya realizado, decidimos no

estudiar el movimiento.



Capitulo 2
Anillo cilindrico. Movimiento vertical.

Empezamos estudiando el caso del anillo cilindrico aplicando una restriccién en la que
el anillo iinicamente puede moverse en la vertical del centro de la fuente. Evidentemente en
este caso la excentricidad e sélo tendra componente en el eje de ordenadas, € = zef. También
puede darse el caso particular donde tanto el centro del anillo como el de la fuente sean
coincidentes y, por tanto, e = 0y h(f,e) = hg = Ry — R,. Para ambos casos, intentaremos
acotar, en primera aproximacion, la relacién peso-caudal w/@Q que hard que nos mantenga-
mos bajo la hipotesis de este capitulo. Aunque se recordara mas adelante, aclaramos ahora

que los calculos se han realizado por unidad de longitud transversal.

A lo largo de los apartados 2.1 y 2.2 estudiaremos dos casos particulares donde el anillo
esta quieto en dos situaciones diferentes. En ambas casos, lo que medimos son posiciones den-
tro del estado de equilibrio. Como caso general de los dos primeros apartados, se incorporara

el movimiento (e = e(t)) al final de la seccién.

2.1. Excentricidad nula, espesor constante.

Vamos a empezar este estudio por el caso mas sencillo posible, un caso concreto dentro de
esta hipdtesis donde el centro de nuestro anillo cilindrico y el de la fuente son coincidentes
haciendo que el espesor por el que circula fluido sea constante e igual a la diferencia de
radios, hy = Ry — R,, donde por R, vamos a denotar al radio del anillo. En la figura 2.1
podemos ver un esquema de un plano frontal de este caso en particular.

El caudal que emana de la boquilla se va a dividir de manera simétrica al entrar en la
fuente; es decir, el caudal que circula por cada una de las ranuras en la direccién 6 serd Q)/2

(por unidad de longitud axial), que, a su vez viene determinado por el perfil de velocidades

11
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Figura 2.1: Esquema del plano frontal del problema cilindrico en el estado de equilibrio para
que h(f,e) = hg = Ry — R,.

vy mediante

ho
C]aZ/ vedy, (2.1)
0

donde y es la coordenada normal a la superficie cilindrica dentro de la regién ocupada por el
fluido (ver figura 2.1). Dado que las fuerzas viscosas son dominantes debido a que hy < Ry,
la velocidad vy(y) a lo largo de la coordenada € tiene un perfil de Poiseuille, gobernado por
la ecuacién de cantidad de movimiento en la direccién 6 y condiciones de contorno (ver, por

ejemplo, Barrero y Pérez-Saborid, 2005):

_ia_P —+ 821}9 =0
R, 00 " Mo T
vely=0)=0{"
ve(y = ho) =0

donde p es la viscosidad dinamica del fluido y P la presion. Integrando dos veces la ecuacién

anterior proporciona el mencionado perfil parabdlico de Poiseuille

1 0P

Vg = _T}%f%y(ho - 1/)- (2.2)

Introduciendo esta expresién en (2.1) se obtiene el caudal en cada una de las ranuras:

ho S oP Q
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que proporciona el gradiente de presion en la direccién 6 en funcion del caudal @

oP _ 6uQR;
00~ nd

Esta expresién para la presién podemos sustituirla en (2.2) para escribir el perfil de velocidad

(2.4)

en funcién de Q:

Vo = %y(ho —y).
Podemos ahora, ademas, calcular la distribucién de presién a lo largo de la fuente. Tanto
si estamos en el caso del anillo como méas adelante veremos en el caso de la esfera, el fluido
saldra de la boquilla a una presion F, y escapara de la ranura a presion atmosférica. Con

estas condiciones de contorno, podemos integrar (2.4) entre 6; ~ 0 ! y 6 para obtener
6uQR
P(6) - Py = —1@hsy
hiy
El valor de Fy en funcion del caudal () y del resto de parametros conocidos se obtiene

igualando la presion en 6 = 0 a la presion atmosférica P,:

6uQ Ry
h{

POIPa+ ef

Asi, finalmente, tenemos la distribucion de presion a lo largo de la coordenada 6 en funcién

de Q)

P(O) - P, GM%RJ” (6, —6). (2.5)

Es conveniente definir una distribucién de presion ¢(#) adimensional

PO)—-P, 050

=B -h 0

(2.6)

Vemos que la distribucién de presion varia de manera lineal a lo largo de la fuente para este
caso con el espesor h constante. La pendiente de la recta depende tinicamente de donde se
fije el angulo de salida 0. Por mostrar algunos resultados en la figura 2.2 podemos ver la
variacion de la distribucién de presion para distintos valores de 6.

Dado que estamos en una posicién concreta de equilibrio, el balance de fuerzas que actiian

sobre la superficie del anillo sera nulo. Por tanto, la diferencia de presion P — P, proyectada

1Como la boquilla es muy estrecha, §; < 0 ¢ v se puede suponer, en primera aproximacion y para simplificar

los célculos, que 0; ~ 0.
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Figura 2.2: ¢ = ¢(0) para distintos valores del angulo de salida.

sobre el eje vertical e integrada a lo largo de toda la superficie del anillo se vera contrarrestada

por la accién del propio peso w del cilindro por unidad de longitud,

Oy
w = /(P — P,)cos0dS = 2/ 6ﬂl?ng (0 —0) cosORdb, (2.7)
s 0 0

donde hemos multiplicado por dos debido a la geometria que presenta esta caso concreto del
problema y donde, de nuevo, se ha supuesto #; << 1 y se ha aproximado por 0. Integrando

se obtiene el peso del anillo en funcién del caudal y del resto de parametros del problema:

12QR2
w = M(l —cosby) —
hi
1/3 1/3
12Q R 24Q R? 0
— ho = %(1 — Coséf)] = %sin2 <7f>] :

Esta expresién realmente nos proporciona un caudal ) conocido el peso w, la viscosidad
w1y el geometria con hg = Ry — R,. Es conveniente definir el siguiente peso adimensional A,
de forma tal que la expresion anterior no contenga més que dos parametros adimensionales,
¢ y el propio A:

w

/\EW:1—C080]0.

hg

(2.8)

De esta manera, dado un cierto caudal (), para cada dngulo de salida 6; habra un peso w
que haga que el espesor hy por el que circula el fluido sea constante e igual a la diferencia

de radios, es decir, hy = Ry — R,. En la figura 2.3 podemos ver cémo es esta relacién.
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Figura 2.3: A = A\(0y).

La cota superior del dngulo de salida la hemos puesto en /2 ya que si se superara este
valor, podriamos perder las caracteristicas de este problema asemejandose al caso del cojinete
cilindrico. Para el caso critico §y = m/2 tenemos que A = 1, lo que significa que para un

caudal @, el peso que hace que no haya excentricidad sera

2
o 12pQ Ry
h3
teniendo un valor que es funcién del fluido que circule por el espesor y de la geometria
del sistema anillo-fuente. De la expresion anterior podemos sacar una relacion interesante
peso-caudal cuando A =1y 6, = 7/2:
g _ 12MR?
Q@ hy
Como, para un rango de temperaturas bastante amplio, la viscosidad dinamica del agua

es aproximadamente p ~ 107%kg/m s, nuestra fuente tendrd una geometria tal que Ry ~ 10
my Ry — R, ~ 0,1 m, el pesow que marca que el espesor de la ranura sea constante sera,

aproximadamente,

% ~ 1200 — w ~ 12000,

donde w y () estan expresados en unidades del S.I. Es decir, si tenemos una fuente cu-
ya geometria sea tal que el dngulo de salida del caudal sea m/2, el peso de nuestro anillo

para que su centro y el de la propia fuente sean coincidentes debe cumplir la relacién anterior.
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Si nos volvemos a fijar en la figura 2.3, vemos que para angulos de salida de la fuente
pequefios, hasta 6; = 0,6 rad aproximadamente (unos 34,5°) nuestro pardmetro A estd

siempre por debajo de 0,2. Con esta situacion tenemos

W 1 12MQR§_
= —IQMQR? < g — w < — 5h8 )
hg

es decir, para un cierto caudal (), mientras tengamos que 6y < 0,6 el peso que hara que el
espesor de la ranura sea constante estara limitado por este valor que acabamos de obtener

de acuerdo con las estimaciones previas de los parametros geométricos y las propiedades del

fluido:

w < 250Q,

donde w y @ estan, de nuevo, expresados en unidades del S.I. Mientras () y w cumplan
esta relacién para angulos de salida pequenos y 65 < 0,6, el espesor hg podrd permanecer

constante.

2.2. Excentricidad no nula.

Una vez que hemos visto el caso mas sencillo posible, vamos a estudiar ahora, atin estando
bajo la hipdtesis de movimiento vertical, el caso general de la posicién de equilibrio en el que
los centros del anillo y de la fuente estan separados por una excentricidad, que llamaremos
e. En la figura 2.4 se muestra un esquema de este caso.

Para calcular el espesor de la ranura por donde circula el fluido vamos a partir del teorema
del coseno. En la figura 2.5 podemos ver un esquema de la geometria del problema en este
caso que es igual al de la esfera, como se podrda comprobar en secciones venideras.

Ahora el espesor por donde circula el liquido ya no va a ser constante. Si aplicamos el
teorema del coseno al esquema de la figura anterior obtenemos el espesor de la ranura en

funcion de la posicién y de la excentricidad:

R? = e* 4 (Ry + ho — ho(0))? — 2e(Ry + ho — h()) cos(m — 0) — 29)
— h(6,e) ~ hg+ ecosb, '

Con hg nos referimos al espesor de la seccion anterior que es igual a la diferencia de radios,
ho = Ry — R,.
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Figura 2.4: Geometria del problema para el anillo cilindrico en el estado de equilibrio. Plano

frontal.

szRa‘l‘hO

Figura 2.5: Geometria del problema en el estado de equilibrio. Plano frontal.

La expresion que nos da el caudal que circula por la fuente, es exactamente igual que
para el caso de la seccién anterior, que vimos en (2.3), salvo, claro estd, que ahora el espesor

es h = h(#,¢). Esta expresion nos dara la distribucién de presiones a lo largo de la fuente:

W) P _Q

qo =

C12uR; 90 2
or s, (2.10)
o0~ h3(0)

Conviene aclarar que al estar ambos centros alineados en el mismo eje vertical, podemos

imponer la igualdad gy = /2. En un caso general, la expresion para la presién no sera tan
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sencilla. Como sabemos que el caudal abandona la fuente a presion atmosférica, podemos

obtener la expresién para P(6)

do
h3(6)

(%
m@:g—mwﬁéf

Si aplicamos ahora la condiciéon de contorno a la salida de la boquilla, cuando 6 = 6;, la

presion tendra un cierto valor Fp.

do

Of
Py=P,—6uQR —_.

Podemos definir, dados los dos resultados anteriores, una variable adimensional ¢ que

nos indique la distribucién de presion a lo largo de toda la ranura

Oy _do
POy —Pr, )
0 a fOi —773(9)

Donde se ha cambiado A por su valor adimensional 7. Esto es,

h(6
(9,¢) =1+ecos, €=

e
= = 2.12
(0, €) e e (2.12)

La distribucién de presién adimensional sera funcién por tanto de la excentricidad adimensio-
nal € y del angulo de salida, 6. Mas adelante, se mostrardn resultados en forma de superficie

(€,0¢,0(€,0¢)) en los que se podré ver esta dependencia.

Aplicando las condiciones de contorno, vemos que a la salida de la boquilla, cuando
6 = 6, ~ 0, tenemos ¢ = 1, mientras que a la salida de la fuente (# = 6), a presién
atmosférica, tenemos ¢ = 0. En la figura 2.6 podemos ver, para distintos valores de €, como
varia ¢ a lo largo de la coordenada 0 fijando dos distintos valores de 6¢. Hemos impuesto
primeramente, como muestra la figura 2.6(a), que 6 € [0,0; = 7/2], que es el caso que hemos
fijado como limite. Podemos cambiar, evidentemente, el valor que tomara el angulo de salida
6; y tendremos una distribucién de presién distinta. En la figura 2.6(b) podremos ver otro

ejemplo en el que 6 € 0,07 = 7/4].
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. 4
1.2 -0.5

(a) Distribucién de presién adimensional para un éngulo de salida 6y = /2

15

0.1 0.2 0.3

0.4
05 06 g7 0g 05 €
0 :

(b) Distribucién de presién adimensional para un dngulo de salida 6 = 7/4.

Figura 2.6: Distribucion de presion.

Si hacemos ahora un balance de fuerzas sobre el eje vertical, la integral sobre la superficie
del anillo que contrarresta la accién del peso del mismo es la misma que vimos en (2.7). Si

aplicamos este balance al caso que estamos tratando tenemos

0y
w = 2/ —(P(#) — P,)Ry cos8df —
0

A 2.13
5 (2.13)

Oy Oy
—w = IQMQRfc/ cos / —— | db,
0 o (ho+ecosf)3

donde la variable 6 se ha introducido para distinguir claramente las variables de cada una de

las integrales. De nuevo, el 2 que aparece multiplicando a la integral anterior es consecuencia



20 Departamento de Matematica Aplicada II. Universidad de Sevilla.

de la simetria que ofrece este caso particular. Para poder ver resultados en los que se vea
de manera clara la relacion que hay entre el peso w y el caudal @), es de nuevo conveniente

utilizar las variables adimensionales definidas en (2.12) y ademéds del peso adimensional A

De esta manera (2.13) queda

0 0y dé
)\:/ cos / S A (2.14)
0 o (1+e€ecosh)?

siendo A el mismo peso adimensional definido en (2.8)

why _ (Ry — Ra)?’w‘ (2.15)

A pu—
12uQ R3 12uQ R3

Por lo tanto, nuestro espesor adimensional, €, serda un parametro que dependera de los
datos conocidos del problema, € = €(A, 0f). Obviamente, si € = 0 tenemos el caso anterior.
Es decir, todo nuestro problema va a depender de este parametro y del angulo de salida de

la fuente. El balance de fuerzas adimensional de la expresién (2.14) queda como

A= F(e,0y) (2.16)

donde, como ya sabemos, 8 es el dngulo de salida en la fuente y lo vamos a acotar de tal

manera que §; < 0y < /2.

Con la expresién (2.16) lo que queremos ver es la relacién que debe existir entre el caudal
Q y el peso w, a través del pardmetro A, conocidos € y 0 y que se mantengan las condiciones

de equilibrio.

La figura 2.7 muestra los resultados de A = A(e,6) obtenidos numéricamente de la
ecuacion (2.14) en forma de superficie, donde estd marcada la curva correspondiente al caso
€ = 0 del apartado anterior
De esta manera podremos obtener A (y, por consiguiente, la relaciéon w/Q) para cualquier
situacién geométrica. A partir de la superficie anterior podemos obtener una grafica, en

forma de dbaco, A — 0 para distintos valores de €. En la figura 2.8 se muestra este resultado.
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A=M(e.0,)

Figura 2.7: A = A(¢,60f). En rojo marcada la curva correspondiente a € = 0

3 €=-05
251 1
2t |e =-0.357
~< 15" 1 €=-0.214
€ =-0.071
1r ~~ -~ |e=0071
- - €=0.214
- - € =8'?é57
L — - = e =0.
0.5 - € =1.071
= / €=15
0 e —— |
0 0.5 9 1 1.5

Figura 2.8: A = A(¢,6f) La linea de trazos roja corresponde al caso € = 0.

De la figura 2.8 ya se pueden obtener las relaciones peso-caudal para multitud de situa-
ciones dentro del caso de equilibrio. Por ejemplo, vemos que mientras 6 < 0,5 rad (~ 29°),
A siempre va a ser menor que uno. Andlogamente a los razonamientos de la seccién anterior,

tenemos entonces

w
A< 1— — < 1200.
Q

Mientras mantengamos esta relacion tendremos definido el estado de equilibrio vertical.
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2.3. Ecuaciones de movimiento.

Una vez que hemos visto primeramente el caso donde el anillo esta fijo en una posicion
de equilibrio, vamos a abordar ahora el caso en el que la excentricidad entre los centros
vaya variando con el tiempo manteniéndose en la vertical, haciendo el anillo "bote” sobre
la fuente. Un resultado interesante sera estudiar la oscilacién del movimiento a través de la
estabilidad del equilibrio. En la figura 2.9 podemos ver una esquema frontal del caso de esta

seccion.

Figura 2.9: Plano frontal. Caso de equilibrio.

El primer paso que hay que dar para llegar a la ecuacion que nos da la evolucién temporal
de la excentricidad es calcular la distribucion de presién. Para ello, al haber simetria, la
expresion es la misma que (2.10) con un término mas debido a esta evolucién temporal. Este
término se obtiene a partir de ver qué cantidad de caudal atraviesa una porcion de la ranura.

En la figura 2.10, vemos un esquema de la situacién.
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qu(G +do,t)

dS = hR;d0

Figura 2.10: Esquema obtencion gg.

Como veremos mas adelante, todos estos calculos seran iguales cuando vayamos a abordar
el caso fuera del equilibrio. Atendiendo a la figura anterior, obtenemos la siguiente ecuacién
para la variacion del caudal con la posicion y el tiempo.

0 oh
9% _ _p =
00 ot

donde, al ser la expresion de h(f,e) idéntica a la del caso anterior, tenemos oh

5 = écosf.

Introduciendo este cambio se tiene:
dqy

20 = —Rysécosb.

Integramos ahora a lo largo de toda la coordenada 6 teniendo en cuenta que el caudal se

reparte equitativamente a ambos de la fuente

qo — % = —Rsésind — qp = % — Ryésind.

Recuperamos ahora la ecuacién (2.10) para obtener, ahora si, la distribucién de presiones

W) or _Q .
—12“Rf%—§—Rfesm0—>
OP  6uQR; 12uR;
96~ h(0) + 73(0) ésinf

Adimensionalizamos ahora la expresion anterior con la ayuda de las variables 7, €, ¢ pre-
sentadas anteriormente y 7 = t/t. para el tiempo siendo t, un tiempo caracteristico que

calcularemos mas adelante. Asi pues, la expresion anterior queda
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6pQR; 06 _ _ 6pQR;  120Rjhy De .
hg 00 n3hd nhd t. ot ’

donde

2
Byho _, _ 2Bho
te Q

Este tiempo caracteristico veremos que sera el mismo que aparecera cuando estudiemos el

Q=

(2.17)

caso fuera del equilibrio. Con este valor de t. la expresion para la distribucion ¢ de presién
adimensional se simplifica considerablemente

0 1 .siné

% _ 5

—— T €

00 773 ,73
Oy Of o
%ﬂ@:—é ﬁ+gésm%e

n? Uk

Donde 1 = n(#, €). La distribucién de presién adimensional ¢, tanto en (2.6) como en (2.11),
es una relacion entre diferencias de presion. La diferencia Py — P, del denominador esta
evaluada en el estado de equilibrio. Sin embargo, podemos establecer la condicién 6 = §; —
¢ =1 ya que F, va a permanecer constante debido a los cambios en la presiéon que originan
cuando varia el espesor h(f, e) al alterar el estado de equilibrio.

Ademas, como ya sabemos las condiciones de presion a la salida de la fuente, podemos
imponer 0 = 0y — ¢ = 0. Esta distribucién de presion es el ultimo paso previo a presentar
la ecuacién que marca la evolucién temporal de la excentricidad. Esta ecuacién no es otra
cosa si no un balance de fuerzas idéntico al de la expresién (2.13), con la salvedad evidente

que ahora estamos incluyendo el movimiento del anillo sobre la fuente.

Oy
2/ —(P(0) — P,)Rycos0df — w = mé, (2.18)
0

donde, de nuevo, aparece un 2 debido a la simetria y hemos supuesto #; ~ 0. Por w enten-
demos el peso del anillo y por m su masa. Sustituimos ahora la distribucién de presién por

¢ y dividimos todos los términos por el peso

12 R2 9f 9f dé 9f : é " e
&3]‘/ cos 0dd / 3——6'/ ELdQ —1:E7
whO 0 o N (6? 0) 0 n (67 0) g

siendo g la aceleracién de la gravedad, g = 9,81 m/s% Como ltimo paso, sustituimos é por

su correspondiente versién adimensional y hacemos 1 el coeficiente de la integral
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3 12uQR2% 9 Oy ) 0 <infd . 3
wh : MQS f/ cos 0d0 / 3d¢9 —é/ sm@ gl wh -
120QR}  whi Jo o 1°(€,0) o 1°(€0) 12uQ RS

. whg 1 ho 826 N
B 12uQR3 g t2 OT?

0f 0f ) O ind .
—>/ cos 0do / d9 ~ —é/ SmHA df
: o w(e0) o ped)

Oy Oy ) Oy O Gind -
— ,u*'é:/ cos / d0 — [ dO —é/ cos / SmHA de|do —\,
0 o (e, 0) 0 o (e, 0)

F(efy) Gledy)

(2.19)

— A= pE—

Donde la notacién de F'y G sera usada mas adelante en el andlisis. Vemos que si aplicamos
las condiciones de equilibrio, es decir, ¢ = € = 0, tenemos el caso de la seccién anterior, en
concreto la ecuacién (2.14). Ademds, esta ultima expresién pasa a ser fundamental ya que
es la que marca las caracteristicas del movimiento del anillo sobre la fuente. Los parametros

Ay u*, por su parte, tienen la siguiente expresién

h3
= w—02 como en el caso anterior
12pQ Ry
h3 1h 1h
u* w 0 0 _ )\ 0 _ )\ . 5

R RT

Siendo & = é’g—g Se recuerda que en este caso del anillo cilindrico, todos los cédlculos son por
unidad de longitud. Es por eso que tomamos el mismo tiempo caracteristico t. que el de la
expresion (2.17). Estos dos dltimos pardmetros, A y p*, tienen gran relevancia, ya que su va-
lor va a influir de manera considerable en la estabilidad del equilibrio. Con A ya trabajamos
a lo largo de la seccién anterior, para ver la relaciéon w/@ para que se mantuviera el estado

de equilibrio.

Para presentar los primeros resultados de la estabilidad del equilibrio, un valor podria
ser A\ = 1,5, por otro lado, tenemos p* = p*(\; Q). Como primer resultado para mostrar,
vamos a suponer que tenemos un caudal de entrada tal que pu* = 4\. Con estas suposiciones
podremos abordar el problema numéricamente.

Para poder ver la estabilidad del equilibrio, lo que queremos ver es cémo evoluciona con
el tiempo la excentricidad € y sus derivadas. En la figura 2.11 podemos ver esta evolucién
temporal para el caso concreto de A y p* que hemos comentado. Ademas, hemos supuesto

; ~ 0y 0y =m/4, siendo la mitad de la cota superior.
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100 150

Figura 2.11: Evolucién temporal de € y €, para A =15, p* =4\ y 6y = 7/4

Tal y como hemos escrito las ecuaciones anteriores, los resultados de la figura anterior
concuerdan con lo que se podia prever de ellas. Lo que tenemos es un movimiento amorti-
guado del anillo sobre el caudal. Pasado un cierto tiempo, la excentricidad deja de oscilar
y pasa a ser constante y negativa manteniéndose, bajo estas condiciones, los centros en el

mismo eje vertical.

Otro resultado interesante que surge a raiz del anterior es mostrar el plano de fase € — €.
En la figura 2.12 vemos el plano de fase para el caso concreto anterior. Al ser un movimiento
amortiguado y los valores de € son siempre negativos, los valores que aparecen en dicho plano

tiene logica pensar que sean negativos.

Una buena forma de comprobar que el balance anterior es correcto, seria ver ahora qué
ocurre si imponemos un valor de A tal que verifique (2.8). Como ya vimos en la seccién 2.1,
si tenemos A = 1 — cosfy V8; < /2, estaremos en el caso de equilibrio concreto en el que
€ = 0y hg es constante. Ademdas comprobaremos que, efectivamente, con ese valor de A en
particular, el valor de u* pasa a ser practicamente irrelevante. En la figura 2.13 podemos ver

cémo oscila la excentricidad € a lo largo del tiempo para distintos valores de p* con 6y = /3.



Departamento de Matematica Aplicada II. Universidad de Sevilla. 27

0.4

0.2

Figura 2.12: Plano de fase ¢ — ¢, para A = 1,5, p

punto inicial

T

T

%10

-0.6

-0.4

100 150

Figura 2.13: Oscilacién de la excentricidad e para distintos valores de &, con A = 1 — cos 6y,

Hf:ﬂ'/g

Aunque visualmente vemos que la oscilacién de la excentricidad es mucho mas cadtica

que en el caso anterior, si nos fijamos en la escala de la valores que toma €, nos damos cuenta

que, realmente, es constante a lo largo del tiempo e igual a cero. En términos de caudal, si

estamos comparando dos valores de £ tenemos

&1 <& =t <te, = Q1 < Qo

(2.20)

Para mantener el valor de A constante a pesar de que a cada valor de £ le corresponde
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un caudal diferente, lo que debemos procurar es que la relaciéon w/Q sea la que se mantenga
constante. Vemos que si aumentamos &, lo que estamos haciendo realmente es inyectar mas
caudal. En términos de A, si queremos que se mantenga constante, este aumento del cau-

dal también conlleva un aumento del peso w para que la relaciéon w/() permanezca constante.

Si nos fijamos ahora en el dbaco de la figura 2.8, podemos predecir qué signo tomara, una
vez que acabe la oscilacidn, la excentricidad e de acuerdo a los valores de A y 0. Realmente
viendo la figura y teniendo en cuenta que p* = A - £ vemos que este ultimo parametro tiene
poca influencia en el valor final que toma la excentricidad. No obstante, p* si que va a influir

claramente en el tiempo de oscilacién. Vamos a comprobarlo con un ejemplo.

Si volvemos a mirar la figura 2.8 y tomamos los valores 8y = 1 y A = 0,5, observamos
que la excentricidad tomara un valor tal que € € [—0,071,0]. En la figura 2.14 se representa
la oscilacién de la excentricidad a lo largo del tiempo para los citados valores de A y 6 para

distintos valores de &.

(oK' \
—¢=1.88
-------- €=721
= =10.77

—¢=19.66
--¢=25

0 100 200 300 400 500

Figura 2.14: Oscilacién de la excentricidad e para distintos valores de &, con A = 0,5, 05 =1

Como vemos, € € [—0,071,0] & —0,035 como se dedujo de la figura 2.8. Efectivamente,
el valor de ¢ afecta al periodo de oscilacion, llegando en todos los casos al mismo valor de la
excentricidad. Un aumento de &, por consiguiente del caudal, en este caso concreto nos da

un mayor tiempo de oscilacién antes de llegar al estacionario.
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2.4. Analisis matematico de la estabilidad

Para completar este andlisis, nos fijamos de nuevo en la ecuacién (2.19), que es la que nos
da informacion sobre el movimiento de la excentricidad. Lo que haremos sera linealizar esta
ecuacién para convertirla en una ecuacion diferencial de coeficientes constantes y estudiar los
signos de estos coeficientes. Como primer paso, haremos un cambio en la variable temporal de
tal forma que 7 = 7, siendo €2 un parametro desconocido por el momento. Si introducimos
este cambio en la ecuacién (2.19) aplicando la regla de la cadena tenemos

d?e de 1
WP — 4+ Q—G(e,0,)+X—Fle,0)) =0 = Q= ,
(e,6) (e,0f) N/

dr? dr

donde, por recordar la notacién de la ecuacién (2.19), tenemos

Of Or inf .
G(e,0f) :/ cos / bl dg
0 o (e, 0)

0; oy 2
F(e, 0y) :/ cos 6 / dQA do
0 o (e, 0)

Una vez que tenemos el valor del parametro €2, podemos llegar a la siguiente ecuacién

(2.21)

€'+ \/%G’G(e, 0r) + A — F(e,0f) = 0. (2.22)

La ecuacion anterior es una ecuacién no lineal de segundo orden. Para continuar con el

andlisis, linealizaremos cerca de un punto € situado cerca del equilibrio (de tal manera que
tengamos A = F(€,6y)).

Definimos primero una variable € = € — € (su derivadas primera y segunda coinciden con

las de €) y desarrollamos las funciones F' y G en series de Taylor alrededor del punto de

equilibrio € = €.

G(€79f> = G(gu 9f) + GE(E, Qf) . (e — @) 4+
Fle,0;) = F(,0;) +F.(€,07) - (€ — &) + -+~
A

Sustituimos estos desarrollos de Taylor en (2.22)

g// +

¢ G(e,0f) — F.(¢,05) €= 0.
N N —

A(0y) B(0f)

1
N (2.23)

Donde renombrar por A y B es simplemente por remarcar que ahora estas funciones son

constantes respecto de €. Esta tiltima ecuacion ya es lineal. Es ahora una ecuacion diferencial
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de segundo orden con coeficientes constantes. Por derivacion paramétrica podemos obtener

la derivada F.(e, §;) partiendo de la expresién (2.21)
0 s 0db O 0s 9
Fle,0;) = / / _ cosbdf :/ / a cos dido —
e 1+ 0089 1+ ecos 9)

Oy 9f _
/ / COSQCOSQdeQ
(14 ecosf)*

Para completar el analisis de la estabilidad cerca del equilibrio hay que estudiar el signo

de G(€,0;) v Fe(e,8y) de la ecuacién (2.23) y los evaluamos en el punto (€, 6;).

Si nos fijamos en la expresion inmediatamente anterior, la de F;, vemos que siempre va
a tener un valor negativo. Esto es debido a que los términos de coseno estando integrados
entre 0 y 6, que estd acotado por /2, siempre van a ser positivos. Esto unido a que el
espesor, evidentemente, va a ser positivo hacen que la integral siempre sea positiva. Al estar
multiplicado por —3 tendremos siempre un valor negativo. Si la representamos lo veremos
mas claramente. En la figura 2.15 comprobamos lo que se ve simplemente viendo la expresién

de F.

7.
i /////, /’//’/
///

Figura 2.15: F,(e,0f)

Para ver mas claramente la influencia del angulo de salida en F (¢, 0) podemos representar
la figura anterior en un plano ; — F,. En la figura 2.16 podemos ver esta representacion

para distintos valores de la excentricidad.
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€ =3.68

e =0.464
e€=0.143

e=-0.179

le=-0.32

Figura 2.16: 8 — F.(€,0¢) para distintos valores de €

Si repetimos el proceso ahora con la expresién de G(e,0f) de (2.21) vemos que en esta
ocasién esta expresion tendra siempre un valor positivo. En la figura 2.17 vemos la represen-

tacion de G(e,6y) para un valor concreto de A (que deriva en un valor de p*).

Figura 2.17: G(e,0f) para A =15y p* =4- A

Si cambiamos el valor de A (p*) cambian los valores G pero siempre siendo positivos. Una
vez que hemos visto los signos de los coeficientes de la ecuacién (2.23) vamos a estudiar de

qué tipo de equilibrio estamos hablando dependiendo del caso en que nos encontremos.

Podemos convertir esta ecuacion lineal en un sistema introduciendo el siguiente cambio
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¢ =y
A
—=Y
/-L*

Con este cambio de variable, podemos reescribir el sistema anterior de manera matricial.

L, {0 1 ¢
(5 %))

Para ver qué tipo de equilibrio tenemos este caso, debemos calcular los autovalores de la

§ = Bé —

matriz anterior y estudiar su signo. Para ello debemos empezar calculando la ecuacién ca-

racteristica

-0 L 0= 62+ 4 5 B—o
B —A -y Vi

Los autovalores seran las soluciones a la ecuacion de segundo grado anterior

2
A A
5 s T <\/,7> 4B (2.24)
= 5 7

Esta ecuacién nos dara dos autovalores, d; y do, que dependiendo de su signo y de la

relaciéon que guarden entre ellos podremos clasificar los puntos de equilibrio del sistema

anterior (ver, por ejemplo, capitulo ocho de Simmons, 1977).

2
= Si ( \/I?T*> +4B < 0 entonces los autovalores d; y d2 son complejos conjugados. Ademaés,
A

como su parte real es 3 N podremos tener tres posibles casos:

1. Los autovalores son imaginarios puros si, y soélo si (\/ir) = 0. En este caso el

punto critico es un centro y tendremos estabilidad.

2. Los autovalores tienen parte real negativa cuando <%> < 0. En este caso el

punto critico es un foco y tendremos estabilidad asintética.

3. Los autovalores tienen parte real positiva cuando < \;%) > 0. En este caso el

punto critico es un foco y tendremos inestabilidad.

2 2
= Si (%) +4B > (\%7) entonces 01 y 0o son autovalores reales y de distinto signo.

Se presentaran, por tanto, puntos de silla e inestabilidad.

2
= Si <\/f7> +4B > 0 entonces d; y 02 seran ambos reales y del mismo signo que (\/ﬁ%)
A

En este caso el tipo de punto de equilibrio dependera del signo de ( \/;T> Hay que

distinguir dos casos.
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1.81(A><0

S

2

(\/’2—*> +4B =0 — 01 =09;01,02 < 0. Nodo impropio y est. asintdtica.
2

(\/’2—*> +4B >0 — 61,00 € R, # 09;01,02 <0 Nodo y est. asintética.

2.Si(A>>O

3

+4B =0 — 01 =09;01,02 > 0. Nodo impropio e inestabilidad.

+4B >0 — 01,09 € R,01 # 09;01,09 > 0 Nodo e inestabilidad.

*

a

NN
-5
4|
N———

Vamos a comprobar, para algunos casos, las afirmaciones anteriores. En primer lugar
podemos empezar representando F.(e,6s) y G(e,0f) enfrentados a e para algunos valores
fijos del angulo 0;. De esta manera podremos situarnos con mas facilidad en el plano a la
hora de clasificar los equilibrios. En las figuras 2.18 y 2.19 podemos ver estas representaciones

que acabamos de exponer.

/, —0f=7r/12
’ - 9f:7r/4
4 6’f:7r/2 .

F (e.6))

Figura 2.18: F,(e,6) para distintos valores del d4ngulo de salida.



34 Departamento de Matematica Aplicada II. Universidad de Sevilla.

1.5‘
—Gf =7/12
-- Qf =nl4
1y 6=m2 |
%‘i—
X
(O]
0.5 ]
\
A Y
\\
O --------------- - L
-0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.19: G(e,6) para distintos valores del angulo de salida.

Se han ocgido tres valores representativos del dngulo de salida. El primero, §; = 7/12, es
simplemente por acotar por abajo. También tenemos el caso que hemos fijado como limite,
0y = 7/2, y, por iltimo un valor que suponemos en medio, #; = 7/4. de esta manera ten-

dremos acotada una franja en donde estaran todos los valores posibles.

Para comprobar la enumeracién de casos anterior, empezamos cogiendo un 6 y un € al
azar. Por ejemplo, tomemos € = —0,1552 y 6y = m/4. El valor negativo de € quiere decir que
el centro del anillo cilindrico estara por debajo del centro de la circunferencia interior de la
fuente. Para ver qué tipo de autovalores se obtendran hacemos el siguiente calculo para los

valores de € y 6 que acabamos de fijar.

( A_>2 4B
+ = —5,3166,
//l/*
Si nos fijamos en la enumeracion de casos anterior vemos que, al salir un valor negativo,

los autovalores d; y 0o seran complejos conjugados. Ademas sabemos que su parte real es
2\‘27 = —0,0762 < 0. Los autovalores tendrdn un valor de ;o = —0,0762 £ 1,1529:. Con

estos datos, lo que esperamos obtener en el plano de fases serda una espiral o foco y que el

equilibrio sea asintéticamente estable.

Para representar el plano de fases, trataremos la ecuacién (2.23) ya linealizada de manera
numérica, analogamente al proceso de la seccién anterior. Si a esta ecuacion le fijamos el valor
0y = /4 y representamos el plano de fases € — € se obtendra la espiral que ya suponiamos.

En la figura 2.20 podemos ver el resultado.
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0.21 1

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2.20: Plano de fases para e = —0,1552 y §; = 7/4 arrancando desde el punto marcado.

Finalmente, para ver que, efectivamente, el equilibrio que surge a raiz de estos va-
lores es asintoticamente estable, debemos representar el plano G — F, y situar el punto
G(—0,1552,/4), F.(—0,1552, 7 /4) para ver dénde estd en relacién a la curva. Ademads vere-
mos cémo avanza con el tiempo la nueva variable linealizada. En la figura 2.21 se muestra la
curva traza-determinante que nos mostrarda qué tipo de estabilidad nos vamos a encontrar.
Sobre ella, pondremos el punto mencionado y veremos dénde se sitiia respecto a la curva

T? = 4D. Por su parte, en la figura 2.22 podemos ver cémo es esta evolucién temporal.

15 T T T T T
L
1 L ol
O
0571 7
0 —_—— " I e
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Tr

Figura 2.21: Curva T? = 4D sobre el plano T'r — D.

En la figura anterior tenemos que la traza corresponde con G y el determinante con F..
Como vemos, el punto marcado (G(—0,1552,7/4), F.(—0,1552,7/4)) en la figura anterior
esta situado en el segundo cuadrante, tal cual se podia presagiar, por lo que, como veniamos

diciendo, se trata de un equilibrio asintéticamente estable.
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100 150
time

Figura 2.22: Evolucién temporal de € y €

Probamos ahora un valor bastante méas grande para la excentricidad que en el caso
anterior manteniendo el valor §; = 7 /4. Tomamos, por ejemplo, € = 2. Si repetimos el proceso
que acabamos de hacer, tenemos que en este caso los autovalores son d; » = —0,0028+£0,1190:.
Volvemos a tener autovalores complejos conjugados con la pare real negativa. Es decir,
deberiamos tener el mismo tipo de equilibrio que en el caso anterior. En la figura 2.23

volvemos a representar la curva T2 = 4D y el punto (G(2,7/4), F.(2,7/4))

0.08
0.06 - |
0O 0.04r y
0.02 a
L
O 1 1 1 1 1
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
Tr

Figura 2.23: Curva T? = 4D sobre el plano Tr — D.

El punto (G(2,7/4), F.(2,7/4)) vemos que, aunque con menos margen que en el caso anterior,
sigue estando en el segundo cuadrante. Es por eso que volveremos a tener un equilibrio
asintéticamente estable. En la figura 2.24 podemos ver cémo evoluciona la excentricidad en

este caso.
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0 50 100 150 200

Figura 2.24: Evolucién temporal de € y €

Un factor determinante en cuanto al tipo de oscilaciéon vamos a ver que es el parametro .
Lo ilustramos con un ejemplo: incrementamos el valor del angulo de salida, vamos a pasar de
0; = pi/4 a, por ejemplo 0y = 7/3. Sobre la curva Tr — D que ya hemos presentado, vamos
a representar, para € = 2y §; = m/4, dénde se sitian los puntos para distintos valores de
Ay, ademas, como varia su evolucion temporal. En la figura 2.25 podemos ver los distintos

puntos para los diferentes A en la curva Tr — D.

0.05

0.04

0.03 | *0
|

0.02r ]

0.01f ]

0 1
-0.5 0 0.5

Figura 2.25: Curva T? = 4D sobre el plano Tr — D. Sobre la curva, para e =2y 6y = 7/3

diferentes valores del parametro A

Podemos comprobar que siempre estamos en el segundo cuadrante y que, llegado un
cierto valor de A, los puntos sobre la curva llegan a solaparse. Es en la evolucion temporal
donde vemos mejor la influencia de este parametro. En la figura 2.26 podemos ver estas

pequenas variaciones.
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—\=0.1
-=-)A=15|]
........ )\ =2 i
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| |
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! i.l: 7
O 7 | ';Jé. ;‘?%www’.F“.‘""_“vkm"ﬂJ"r.r.r.r" ]
-0.5 ' ‘ ‘ ‘
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time

Figura 2.26: Evolucién temporal de €, para e = 2 y §; = 7/3 diferentes valores del pardmetro
A

De la figura anterior podemos comprobar cémo el parametro A tiene influencia en el
periodo de oscilacién. Vemos que para valores pequenos de A apenas hay oscilacién. A medida
que aumentamos este parametro, vemos que necesitamos méas tiempo para llegar al estado
de equilibrio. Si recordamos, A nos da una relacién w/Q (ver, por ejemplo, ecuacién (2.15)),
es decir, que para un mismo anillo cilindrico, una variaciéon de A\ implicara una variacién
del caudal. De acuerdo con la figura anterior, podemos decir que un caudal grande (lo que
significa un A pequeno) implica un periodo de oscilacién sea méas corto que si tuviéramos un
caudal mas débil.

Ademsds de los valores del angulo de salida que hemos tomado en las figuras 2.18 y 2.19
hemos repetido el proceso que acabamos de terminar con valores intermedios de 6 para un
rango amplio de valores de € y los autovalores que se obtienen son complejos conjugados
de tal manera que, como en los casos anteriores, el equilibrio resultante es asintoticamente

estable.



Capitulo 3
Anillo cilindrico. Caso general.

Nos centramos primeramente en un instante cualquiera en el que el anillo estd en una
posicién general. Nuestra situacién ahora, en el plano frontal simplemente, es similar a la
de la figura B.1 del esquema de la esfera salvo por la componente ¢ que no aparece en este
esquema geométrico al no considerar el giro. A la hora de medir el espesor por donde circula
el caudal ademas de otras propiedades como la distribucién de presién, lo haremos sobre
cada una de las ranuras definiendo dos coordenadas, 6, y #», que avanzaran en la direccién
positiva del caudal en cada una de las ranuras (derecha e izquierda).

Como comentamos anteriormente, el espesor h de la ranura fuera del estado de equilibrio
dependera de la posicion en la que queramos medir y del instante en el que lo hagamos asi
como de la excentricidad entre los centros. En la siguiente figura se muestra en detalle la

geometria alrededor de h y los pardmetros que intervienen para su obtencion.

N\ n

Figura 3.1: Esquema de la geometria del problema en un instante cualquiera. Detalle h(0)

en la ranura 1. Esquema andlogo para la ranura 2.

39
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Para obtener el espesor de la ranura 1, Ay, empezamos aplicando el teorema del coseno sobre

el tridngulo R, — d — e.

R? = d* + €* — 2ed cos (g+7—01),

J/

sin(61—7)

donde d* = R} — 2Rshy + h} Sustituyendo

R2 = R} —2Rshy + hi +¢* — 26\/3; — 2Rshy + h}sin(0; — ),

hay que tener en cuenta las dimensiones del problema, esto es, Ry — R, ~ h1 ~ e < Ry.
Considerando ademads la diferencia de cuadrados R? — R? la expresién anterior simplificada

queda:

hi(0) = Ry — R, — esin(f; — 7).

como hyg = Ry — R,

hi(0) = ho — esin(0; — 7). (3.1)

Esta ultima expresion nos da el espesor a lo largo de cada punto de la ranura. Dado que
el anillo se va moviendo por la fuente debido al caudal, la excentricidad entre los centros e
ir4 variando con el tiempo, e = e(t) y, por tanto, v = v(t). Entonces esta ultima expresion

dependerd también del tiempo, hy; = hy(0y,1)

Anélogamente al caso de equilibrio, ecuacién (2.10), podemos obtener el caudal en la

direccion 6; teniendo en cuenta que ya no tenemos simetria respecto de la vertical
qo, = —m% (3.2)
12R s 00,

Calcular la distribucién de presiones P;(#) se antoja complicado también en este caso. Un
primer resultado lo podemos obtener aplicando la ley de conservacion de la masa mediante
la ecuaciéon de Reynolds, como ya hicimos en el caso de equilibrio. Cogemos un diferencial
de superficie dS de la fuente y nos fijamos en el caudal que lo atraviesa. De esta manera,
haciendo el balance en dS, tenemos

0h,

ERfdel = qo, (01,1) — qp, (01 + db1,1) = —

aCJel
00,

do,,

siendo
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oy
ot

combinando las dos ecuaciones anteriores tenemos

= —ésin(0; — v) + ey cos(0; — ),

aqel . 8h1 o .. :
20, —ng = Ry (e sin(0; — ) — e cos(by — ”Y))

Integramos ahora en toda la ranura de la fuente, es decir, en el intervalo [#; ~ 0,6, con

la condicién de contorno gy, (61 = 6;,t) = ¢1. A diferencia de los casos anteriores dentro
del equilibrio, no podemos suponer simetria respecto a la vertical, es decir ¢; # @/2 lo que
complicara las expresiones venideras. Lo que evidentemente vamos a tener es q; + ¢ = Q.
Como ya hemos comentado, suponemos que tenemos una boquilla estrecha, es decir, 0 =~

9i<<6)f

qo,(01,t) — qi(t) = Ry - [— écos(fy — ) — eysin(6y — )|,
por simplicidad al manejar estas expresiones, llamaremos f(e,v,é,%,0;) = écos(f; — ) +
ey sin(f; — 7). En la ranura 2, de manera analoga, tendremos una funcién g = g(e, 7, é,7, 02).
La expresién que acabamos de obtener se puede combinar con la expresion ya conocida (3.2)

para llegar a la ecuacion hidrodinamica para la distribucion de presién a lo largo de la ranura
1.

h3(0) OP,
01,t) = —— L — = =q(t) - R - [ —
oP 12pR; 12uRpqi(t)  12uR3 '
y - — = — 0<6, <4
06, ny o o 0=ttt
de la misma manera, para la ranura 2 tenemos
0P 12uRy 12uR g0 (1) 12,uR30
el i ekt AP 0<6,<6 3.4

las condiciones de contorno adecuadas para obtener la distribucion de presiones en ambas
ranuras son ya conocidas: P(¢y =0y = 0; ~ 0) = Py y P(0; = 0, = 6;) = P,. La expresion

para ho(f) es igual a la obtenida en (3.1) pero para la coordenada 6.

Esta distribucion de presion a lo largo de la fuente no es la tunica fuerza que interviene en
el problema. Como ya sabemos, es el caudal que circula por las ranuras es quien soporta
el peso de nuestro cilindro, evitando que caiga. Es el balance entre estas fuerzas del caudal
sobre la superficie y el propio peso del anillo quien evita que el anillo vuelque. En la figura

3.2 se muestra un diagrama de las fuerzas que intervienen en el plano frontal del problema.
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Figura 3.2: Diagrama de fuerzas en el anillo cilindrico. Plano frontal.

De esta manera, las fuerzas tanto en el eje vertical como en el horizontal son las siguientes

Oy 0y
F, = / (P, — P,)cos0,df; + / (P, — P,) cos Oydby
’ ° (3.5)

oy 0y
F, = — / (P, — P,)sin6,d6, + / (P, — P,) sin 0,db,
0 0

Una de las principales diferencias con respecto al caso de la seccién anterior, es que ahora
la excentricidad e no va a estar oscilando unicamente a lo largo del eje vertical z si no que
también puede tener componente en el eje z. En la figura 3.3 podemos ver un esquema detalle

de la geometria de la excentricidad.

Figura 3.3: Esquema detallado de las componentes horizontal y vertical del centro del anillo.
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De esta manera tendremos ahora que distinguir 2z, = e-siny y z. = e - cosy, quedando, por
tanto, la excentricidad escrita de forma vectorial como

—

€=l + 2] = (e-cosy)i+ (e-siny)j. (3.6)

Una vez introducidas estas nuevas variables para este caso, podemos hacer el balance de

fuerzas

mx, = F),
(3.7)

mz, = F, —w,
siendo m la masa del anillo y w su peso. Evidentemente, al no tener ahora una restriccion en
el movimiento, las expresiones anteriores no son sencillas desde el punto de vista algebréico
ya que las distribuciones de presiéon que se obtienen integrando (3.3) y (3.4) tienen la tara

de que el espesor es de la forma h; = h;(#) Vi € {1,2} haciendo muy dificil su resolucion.

Llegados a este punto podemos adimensionalizar la distribucién de presion que acabamos
de obtener. Como primer paso, introducimos las siguientes variables adimensionales que ya

han sido usadas para el caso de equilibrio

P-P,

"R
n=h/hg (3.8)
T =t/t.
e=-e/hy

donde la diferencia de presiones (P — P,)e, ha sido calculada cuando estudiamos el caso
de equilibrio en la ecuacién (2.5). Como ya hemos comentado anteriormente, con hy nos
referimos al caso en el que el espesor de la ranura sea constante, pudiendo ser tinicamente
la diferencia de radios Ry — R,. Por t. denotamos a un cierto tiempo caracteristico que
calcularemos mas adelante. De esta manera podemos adimensionalizar la ecuacién para la

distribucién de presiones en la ranura 1.

6uQRy 0¢ 12uQ Ry 1
1211 @ﬁcos(e —v) + @dlsin(Q —7) |
I O I e

Con ¢; nos referimos al caudal que circula por la ranura 1 adimensionalizado con el caudal

() que emana de la fuente. Por su parte, el tiempo caracteristico t. se obtiene de tal manera
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que (3.9) sea, como buscamos, adimensional. Para ello igualamos los términos dimensionales

a ambos lados de la ecuacion.

6uQR; _ 12pR7ho L Zholiy
hd thi ¢

Obteniéndose el mismo que en (2.17). Ahora si podemos adimensionalizar finalmente la

ecuacion hidrodindmica en ambas ranuras

% . qu (7') 1

—_— — + J— £
00, 77% W%f
0o G2(T) 1.
_r _ _ + —q,
I

siendo f y § son las funciones f y ¢ que aparecian en (3.3) y (3.4) ya adimensionalizadas.

Ademas los caudales adimensionales cumplen la siguiente condicién:

G+e=0Q — @r)+¢(r)=1 (3.10)
Si integramos ahora la distribucién de presién ¢ que obtuvimos en (3.9) a lo largo de

toda la ranura 1 tenemos

b1 do, O sin(6, — ) o1 cos(6; — )
$1(01) = —q 7'/ +e'/ —————=df +é/ ————db;. 3.11
= ) e e M, e e B

Lo que va a marcar la diferencia entre la distribucion de cada una de las ramas es preci-
samente el término donde esta contenido ¢;. Si particularizamos ahora en la salida de la

boquilla, ; = 6; = 0 podremos obtener dicho término

) % de o (9 sin(6, — (% cos(0, —
0 9 Jo; ) :

Jo. mO0) " Jo,  mi(0) 7 (0)

J/
-

——
A B C

Donde se han renombrado los tres términos de la expresion anterior dado lo aparatoso de las
integrales. Por tanto, el caudal adimensional que circula por la ranura 1 tendra la siguiente
expresion

.. €¥B+¢C — ¢1(0) .

Qi(1;6,7%) = 1 = f(&,%;6(0)), (3.13)

Para la ranura 2, el proceso para obtener ¢, seria totalmente analogo al que acabamos de

ver. Cuando estemos en la boquilla y midamos la distribucién de presion, al estar suponien-

do boquilla estrecha, esto es cuando 612 = 6; ~ 0, tendremos ¢;(0) ~ ¢5(0). Utilizando la
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condicién ¢; + ¢o = 1, podemos obtener la distribucién de presién ¢(0) para cualquiera de
las dos ranuras. Una vez que tengamos este valor, mediante la expresién (3.13), ya podremos
obtener el caudal adimensional de la primera ranura, ¢; que sera el ultimo paso para poder

calcular la distribucién de presiones a lo largo de la ranura 1, cuando introduzcamos ¢; en

(3.12).

Adimensionalizamos ahora el balance de fuerzas de la ecuacién (3.5). Si hemos seguido
los pasos explicados anteriormente para ¢, y ¢2, las incognitas que tendremos ahora seran € y
7, ademas de pardmetros como ¢ y alguno mas que veremos més adelante, lo que cerraria el
problema. Como hemos visto anteriormente, las ecuaciones anteriores no son faciles de tratar
desde el punto de vista analitico ya que la expresién del espesor adimensional, 7, depende
de la posicion, 6. Recuperando las expresiones de (3.7), nos centramos primeramente en el

eje vertical.

0; Of
mi = / (P, — P,) cosf1df, + / (Py — Py) cos Oadfy — w.
0 0

Vamos a repetir el proceso que seguimos en la seccién anterior a partir de la expresion (2.18).

Empezamos dividiendo por el peso w e introduciendo las variables adimensionales ¢ y ¢o

1 1 O 05
—Ze = — / (P, — P,) cos 6,db; + / (P, — P,) cosBadfy | — 1
g w | Jo 0
1 6,1Q R> 0y 0y
- “e = NQS ! / le COS 91d¢91 + / ¢2 COS (926162 — 1.
g whi 0 0

El siguiente paso seria adimensionalizar Z,. Hagamos una pausa ahora para definir 2z, y 7.,

que son las componentes del centro del anillo z, y z. adimensionalizadas con la diferencia

de radios hg.

“ Ze .
e = —— = €s81n7y
h
) xf (3.14)
Te = o = €Co87Y

Una vez definidas las dos nuevas variables adimensionales, retomamos

ho %%, GuQR3
t2g 02 wh}

Gf 9f
/ ¢1 cos B1db; + / (o COS 92d92] —1.
0 0

De nuevo, hacemos 1 el coeficiente que multiplica a la integral
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w hg h() 82 ZA6 O

ho _ why
6uQR}t2g 0T2  Jq 6uQR3
ho 0?2, O

Oy
tgg 8’7—2 = (bl COs eldel + / ¢2 COS 92d92 — 2A7
c 0 0

Oy
¢1 COS 91d91 + / qbg COS 02d92 —
0

h3 , . .
donde A = J:ﬁ. Ahora aparece de nuevo un parametro que es el mismo que ya aparecié
f

cuando estudiamos este mismo caso restrigido al movimiento vertical.

ho
g = DR
gtz
recordamos que cuando trabajamos con el anillo cilindrico lo hacemos por unidad de longitud
en el sentido perpendicular. Con este ultimo parametro ya podemos obtener una expresién

andloga a (2.19)
Oy

. O
2 %2, = ¢1 cos 01db; + / ¢ cos Oadfy — 2,
0 0

donde de nuevo volvemos a tener pu* = A - £. Si le imponemos a la ecuacion anterior que
la excentricidad tdnicamente puede moverse en el eje vertical, tenemos la expresion (2.19).

Repetimos ahora este proceso sobre el eje horizontal

Of Of
mx"e = — / (Pl — Pa) sin 01d¢91 + / (PQ - Pa) sin 62d92
0 0

. 6uQR;
ML, =
hi

Oy

Oy
(bl sin €1d91 -+ / (bg sin 62d92] s
0

0

de nuevo, dividimos por el peso w

1. 6wuQR}| [%
_:L*e _ - 4
g hi

0y
¢1 sin 01db, + / ¢ sin Q2d92] —
0

0
. 0y 05
— ZN*.fe = / ¢1 sin 01(101 +/ ¢2 sin 92d92.
0 0

Donde se han realizado los mismos pasos que en el caso vertical. Para cerrar este problema
tenemos que volver a la expresién vectorial de la excentricidad, e, adimensionalizar y derivar
dos veces respecto del tiempo (desarrollo en ecuaciones (B.14) y (B.15) del anexo B). Una
vez que tengamos estas derivadas, obteniendo Z. y 756, podremos plantear un sistema de
ecuaciones con los resultados que acabamos de obtener en los balances de fuerzas. De esta

manera tendriamos, para el eje de abscisa
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1
€cosy — 2¢ysiny — ey siny — (%) cosy = 5

Oy Oy
" ¢1 sin 91d91 =+ / ¢2 sin 92d02
12 0 0

(3.15)

y, para el eje de ordenada

1
20>

Oy Oy
€siny + 264 cosy + €9 cosy — e(¥)?siny = [ ¢1 cos B1db; + / (g COS Oadfy — 2)\] .
0 0

(3.16)

Las dos ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de segundo orden para €(t) y v(t). Recordemos que la forma en que depende la distribucién
de presion ¢ de estos dos parametros es una complejidad adicional a la no linealidad del
sistema. Una vez resuelto, tendremos informaciéon de todos los parametros a lo largo del

tiempo y de la posicion y podremos empezar a presentar resultados.

Podemos manipular las dos ecuaciones anteriores de tal manera que tengamos una ecua-
cién para € y otra para 4. Si multiplicamos (3.15) por cosv y (3.16) por el sin~y y sumamos,

tenemos

Oy Oy
€ — 6(?}/)2 — CZOZQ/ [ i (251 sin 91d91 + /O ¢2 sin 92d02

+

(3.17)
sin 7y
20>

)

Of Of
¢1 cos B1db; + / (o coSs Bodly — 2
0 0

que es una expresion para €. Multiplicamos ahora (3.15) por —sin~y y (3.16) por cosy y

volvemos a sumar:

cos 7y
2u*

Oy Oy
€y + 26y = [ @1 cos B1db; + / (o cOS Bodby — 2)\] -
0 0

(3.18)
siny | [% s
_ " / ¢1 sin 91 d@l —+ / QSQ sin 92(192 .
0 0

24
De esta manera, con (3.17) y (3.18), volvemos a tener un sistema de dos ecuaciones diferen-

ciales de segundo orden para €(t) y v(t) reestructurado que por separado podemos obtener

la excentricidad € como funcién del angulo v y viceversa.






Capitulo 4
Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han presentado varios modelos matematicos, tanto para el
caso de un anillo cilindrico como el de una esfera, en los que hemos querido ver un poco mas
en profundidad la importancia de la variacién del caudal @ y de la relacién peso-caudal w/Q
teniendo en cuenta si estamos dentro de un estado de equilibrio, esto es, el centro del perfil
circular de la fuente y del objeto en cuestion estan alineados sobre el mismo eje vertical, o
fuera de él, donde los centros estan desacoplados.

Se ha entrado mucho mas en detalle en las soluciones que estan dentro del estado de
equilibrio ya que los modelos son mas abordables tanto desde el punto de vista analitico
como numérico. En particular, se ha profundizado un poco mas en el caso del anillo cilindrico
dado que las ecuaciones son un poco mas sencillas debido a la geometria. Dentro del estudio
del caso de equilibrio, también hemos hecho una distincién en el caso particular en el que los
centros de la geometria del problema son coincidentes, es decir, tenemos excentricidad nula
(e =0 o, si estamos trabajando con variables adimensionales, ¢ = 0).

Independientemente de la geometria que se estuviera tratando, siempre se han adimen-
sionalizado las ecuaciones del movimiento y de la distribucién de presién destacando la

aparicién de un parametro adimensional, A, que caracteriza la relaciéon w/@,

3
why

N — 0
12MQR}7

siendo este parametro valido tanto para geometria del anillo como de la esfera. Una de las
conclusiones mas rapidas de extraer de este trabajo es precisamente comparar el parametro
A del anillo y de la esfera cuando la excentricidad entre los centros es nula, como se muestra
en la figura A.4. En dicha figura podemos observar que A es siempre mayor para el anillo
cilindrico, independientemente del valor que tome el dngulo de salida, 6. Si asumimos que

en ambos casos se trata de la misma fuente, mismo Ry, y que por la ranura circula el mismo

49
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fluido (mismo ) un A mayor implica que la relacién w/@Q debe ser mayor en el caso del

anillo cilindrico:

o (8), (3)..

Si queremos tener dos casos idénticos inyectando el mismo caudal, querra decir que el anillo
debera tener un peso mayor que el de la esfera si queremos alcanzar un estado de equilibrio
tal que la excentricidad sea nula.

Si entramos en el caso donde, ain estando dentro de una solucion de equilibrio, la ex-
centricidad no es nula, tenemos que A = A(€, 0y). La comparacién de esta dependencia con
€ y 8y entre ambas geometrias se resume en las figuras A.5 y A.6. Se puede comprobar en
ellas que el valor de A(e, 0¢) es siempre mayor para el caso del anillo cilindrico. Haciendo el
mismo razonamiento que para el caso donde € = 0 podemos concluir que, por lo general, el
peso del anillo cilindrico debe ser mayor que el de la esfera si queremos que nuestro sistema
se encuentre dentro del estado de equilibrio.

También se ha estudiado a lo largo del trabajo la evoluciéon temporal de la excentricidad
€ dentro del estado de equilibrio para el caso del anillo cilindrico. Para ello se incluyé el
término transitorio en las ecuaciones, donde aparece el nuevo parametro adimensional p*,

producto de A y &,

- 12uQR3 g t2

siendo £ una medida de la relacién entre la inercia del cilindro y las fuerzas gravitatorias,

*

2 :)‘57

con el tiempo caracteristico t. dado por Rfcho /@Q. Se representd la evolucién temporal de la
excentricidad € y su derivada € para distintos valores de A\, § y 0 y en todas ellas se obtuvo
un movimiento amortiguado que, por otra parte, era lo que se esperaba.

Una de las conclusiones que se pueden extraer si nos fijamos en las figuras 2.13 y 2.14
es que si aumentamos &, es decir, si aumentamos el caudal () para los mismos valores de
los pardmetros geométricos (y, por supuesto ¢), se hace mas prolongada la oscilacién del
movimiento del cilindro antes de llegar al estado estacionario de equilibrio.

Tras haber obtenido el modelo final (recogido en la ecuacién (2.19)) dentro de la hipdtesis
de movimiento vertical, se ha realizado un estudio de la estabilidad de esta solucién. Para
ello, se ha linealizado la ecuacién (2.19) para poder convertirla en un sistema matricial y
estudiar sus autovalores. En el desarrollo teérico vemos que, debido al signo que toman las
integrales, siempre {bamos a tener un determinado tipo de equilibrio. Ademas, se barrié un
amplio espectro de casos posibles (y alguno sin sentido fisico) y los autovalores obtenidos

fueron tales que el equilibrio era siempre, efectivamente, asintoticamente estable.
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Para concluir este trabajo vamos a sustituir el anillo cilindrico por la esfera. Al igual que
en el grueso del trabajo, distinguiremos, como ya hemos comentado, a situacién donde no
estamos aplicando ninguna restriccion al movimiento y también estudiaremos la hipétesis de
movimiento vertical. Cuando estemos bajo esta restriccién, se realizaran algunas compara-
ciones entre el pardmetro A y las superficies A — € — 6 del anillo cilindrico y de la esfera.
El caso sin restriccién, que veremos en el anexo B, serd andlogo al capitulo correspondiente
donde tratemos el caso del anillo cilindrico. Sin embargo, veremos en detalle la complejidad
adicional que supone el cambio de geometria.

Aun habiendo hecho un estudio amplio de diferentes casos para distintas geometrias,
quedan lineas abiertas para posibles trabajos futuros. En primer lugar, cuando estudiamos
el caso sin restriccion, no se realizé un analisis detallado del movimiento, como si se hiciera en
el caso donde teniamos la restricciéon. Ademds, un estudio muy interesante seria incorporar
al caudal una dependencia con el tiempo, @ = Q(t), y estudiar qué tipo de equilibrios y

oscilaciones tendriamos.
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Anexos A

Esfera. Movimiento vertical.

Al igual que ocurria en el caso del anillo, si colocamos una esfera sobre la fuente, eviden-
temente llegara un momento en el que el sistema alcance el estado de equilibrio. Esto quiere
decir, de nuevo, que ambos centros estaran alienados en el mismo eje vertical llegandose
también al caso excepcional en el que la relacién w/@Q haga que sean coincidentes. En la

figura A.1 podemos ver el caso descrito.

Figura A.1: Geometria del problema en el estado de equilibrio. Plano frontal.

Los centros de la esfera y de la fuente estan alineados pero no son coincidentes, por
lo que aparece una pequena excentricidad, e, entre ellos. Solamente para un ) y un peso
w determinados los centros seran coincidentes y el espesor de la ranura tendra un valor
constante igual a la diferencia de radios hg = Ry — R;. Nos centramos primero en el caso en
el que si hay excentricidad. En la figura A.2 vemos un diagrama ampliado de la geometria.

Para calcular h(6, e) partimos del teorema del coseno.

25
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Rf=Rb+h0

Figura A.2: Esquema ampliado en el estado de equilibrio. Detalle ho(0).

Si aplicamos el teorema del coseno al esquema de la figura anterior obtenemos el espesor

de la ranura en funcién de la posicion y de la excentricidad:

Ry =e* + (Ry + ho — ho(0))* — 2e(Ry, + ho — h(0)) cos(m — 6)

(A1)
h(6) = ho + ecos®,

Vemos que la expresion es idéntica al caso del anillo ya que desde el punto de vista de la

geometria en el plano los dos problemas son idénticos.

En este problema ademés vamos a suponer 6; < ¢;. Por tanto, tendremos una boquilla
estrecha. El caudal que emana de ella tendra un valor conocido, ). Este caudal, en coorde-

nadas esféricas, viene determinado por la siguiente expresion:

Q = qp2m Ry sin ), (A.2)

Donde gy es el caudal en la direccién 6 cuya expresion ya ha aparecido en varias ocasiones. El
perfil de velocidades a lo largo de esta direcciéon, en adelante vy, sigue un perfil de Poiseuille.
Este perfil se obtiene mediante la siguiente expresion con sus correspondientes condiciones

de contorno.

_i%_,_ vy -0
R, 00 " Moz T
ve(y=0)=0

ve(y = ho) =0
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integrando dos veces obtenemos

1 oP

_—QMRf %y(ho — ) (A-3)

Vg =

Para obtener el caudal que circula en la direccion de 6 integramos la velocidad que

acabamos de calcular a lo largo del eje y.

o h3(0) OP
= = A4
G /0 vpdy 120,71 00 (A.4)

Sustituimos este valor en (A.2) y despejamos el término de la presion.

0= R (@)msing P
N 614 00
oP 6Q

00~ wh3(0)sing’ (4.5)

Esta variacién de presién la podemos sustituir en (A.3) para obtener el perfil definitivo de

velocidades en el eje perpendicular a la fuente

3Q

v TRyh3(0) Sin9y<h0 — )

(A.6)

Para hallar la distribucién de presiones tenemos que integrar (A.5) con las condiciones
de contorno adecuadas: El caudal sale de la boquilla a una cierta presion P(f = 0) = Py
(Como hemos supuesto boquilla estrecha podemos poner P(6 = 0;) = P,) y abandona la

fuente a presion atmosférica.

_ 6Qu 0 do
P(0) — Py = - s /92. sin 0h3(6) (A1)

Como ademads sabemos que P(6 = 0y) = P,. Con estas condiciones de contorno podemos

obtener esta Fy:

Py= P, +

0;
6Qu / 40 (A.8)

Thi Jo, sinf(1+ ecos)?’
donde los limites de integracién se han cambiado para mantener el valor positivo que tiene
que tener esta presién. Con esta Py = Py(P,) podemos obtener la diferencia de presiones
P(0) — P,. Este valor va a tener mucha importancia, como vamos a ver a continuacion,
cuando calculemos la fuerza que el fluido estd ejerciendo sobre la esfera. En la figura A.3

podemos ver, de manera esquematica, las fuerzas que intervienen en el estado de equilibrio.
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Figura A.3: Diagrama de fuerzas en el estado de equilibrio.

Podemos obtener el peso, conocido porque sabemos de antemano las dimensiones de

nuestra esfera, haciendo un balance de fuerzas. Si integramos a lo largo de toda la esfera

w—// ) cos 0dS,

donde cos 6 aparece porque proyectamos la presion sobre el eje vertical y el diferencial de

tenemos

superficie dS serd Rysinfdy - Rydf. La expresion anterior pasa a ser:

w = / / Rf cos 6 sin 0dfdy

Como suponemos que la esfera no esta girando, la componente ¢ permanecera constante.

Entonces

0; 0;
w = 27TR?/ (Py — P,)sinf cos 0df + QWR?»/ (P — P,)sinf cos0do.
0 0

[
Las relaciones entre presiones se obtienen de las expresiones anteriores. Como hemos comen-
tado, estamos suponiendo boquilla estrecha, 6; ~ 0 por lo que el primer término podemos

despreciarlo en primera aproximacion. Esta expresion anterior queda entonces

o
wzQwR?/ (P — P,)sinf cos0df —
0

s df
[oa ],
o sind - (hy+ ecosh)?

Oy
—w = 12uQR?/ sin 6 cos 6
0
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Como ya hemos hecho en varias ocasiones a lo largo del proyecto, podemos adimensionalizar

la expresion anterior. Para ello empleamos las ya conocidas variables 1 y €. Entonces, se

0y 0y dé
A= / sin 6 cos 0 / —— | db. (A.9)
0 o sind-n3(0,¢)

3
Siendo A = %, expresion idéntica a la que se obtenia en el caso del anillo. Al igual que en
7

ese caso, tenemos A = F(6;, € siendo ahora su expresion (A.9) ligeramente més complicada.

obtiene

También podemos elegir un caudal ) de tal manera que, para un peso w dado, tenga-
mos € = 0, es decir, no haya excentricidad en los centros. Este seria el caso mas simple
que tendriamos puesto que el espesor hgy seria constante e igual a la diferencia de radios,
ho = Ry — Ry. Al trabajar ahora en coordenadas esféricas, este caso particular ya no va a
ser tan sencillo como el A = 1 —cosf; que tenfamos para el caso del anillo sino que serd una

expresion dificil de manejar pero asumible desde el punto de vista numérico.

Una comparacién entre ambos casos, anillo y esfera, relativamente rapida de obtener y
muy visual es precisamente el caso donde hy = cte. Podemos representar A = A(6;) para
ambas situaciones. Superponemos a la figura 2.3 el caso de la esfera. En la figura A.4 podemos

ver este resultado.

A=\(0,, €=0)

- - esfera
—anillo cilindrico 1

0.8

0.6 1
04 [ -~ 7

0.2r ,—" 7

-
-
-

-
g
—

Figura A.4: A\ = A(fy) para anillo y para esfera.

Ya hemos comprobado que la expresiéon para el parametro A es idéntica tanto para el

anillo como para la esfera. Si nos fijamos en la figura anterior, vemos que para un mismo
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valor del angulo de salida, el valor de A serd mayor para el caso del anillo cilindrico. Si
tenemos las mismas condiciones geométricas en ambos casos y estamos inyectando el mismo
caudal @), quiere decir que necesitamos que el peso del anillo sea mayor que el de la esfera si

queremos tener excentricidad nula (A; > Ay — wy > ws).

Si establecemos ahora una comparacién entre las superficies A — e — 0 para los dos casos,
veremos que las superficies son practicamente iguales en cuanto a la forma. Superponemos

a la superficie de la figura 2.7 la misma superficie para el caso de la esfera.

™ anillo

M esfera

Figura A.5: A = (€, 6y) para anillo cilindrico y esfera.

Las principales diferencias se encuentran en el plano 6y — A siendo los valores de la esfera
siempre mas bajos que los del anillo, tal y como se intuia para el caso de excentricidad nula
de la figura A.4. Esta diferencia en cuanto a valores también la vemos en el plano A — e¢. En

la figura A.6 podemos ver ambas comparaciones superpuestas.
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™ Tanillo

Bl esfera

(a) Distribucién de presién adimensional para un éngulo de salida 65 = /2

3 =
_lanillo

Bl esfera

f

(b) Distribucién de presién adimensional para un dngulo de salida 6 = 7/4.

Figura A.6: Comparacién anillo-esfera para los planos A — ey 0y — A.

Los valores de A comprobamos que son siempre mayores para el caso del anillo cilindrico.

Como va hemos comentado, esto quiere decir que, para el mismo caudal la misma
) )

geometria, el anillo deberda tener un peso w mayor que el de la esfera si queremos mantener

el estado de equilibrio con los centros alineados sobre la misma vertical.






Anexos B

Esfera. Caso general.

La esfera, como ya ocurriera con el caso del anillo cilindrico, se va moviendo por la fuente
debido al caudal tal como se ve en la figura B.1 de la introduccién del trabajo. Mientras
se esté moviendo sobre la fuente, los centros de la esfera y la fuente no tienen por qué
estar alineados sobre el mismo eje vertical sino que su linea formard un édngulo v con él.
Evidentemente, en algiin momento del movimiento, los centros se encontraran en el mismo
eje vertical (€ = ZJ) y estariamos dentro de casos ya comentados. El espesor por el que
circula el caudal volverd a depender entonces de la posicién 0 < 6 < ¢ y de la excentricidad

€.

Figura B.1: Esquema de la geometra del problema para el caso de la esfera. Plano frontal.
Podemos obtener la expresién del espesor h = h(f, e) aplicando de nuevo el teorema del

coseno. En la figura B.2 se puede ver un esquema de la geometria del problema en un instante

fuera del equilibrio. De nuevo, por hg nos referimos a la diferencia de radios, hg = Ry — R,

63
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e/ N
X X
Figura B.2: Esquema de la geometrd esfera-fuente en un instante al azar. Detalle h(0).

Aplicamos entonces la férmula del coseno

Rz:62+(Rb+h0—h)2—26(R+h0—h)cos(g+’y—91).

En la geometria de la esfera también hacemos las suposiciones que hicimos para el caso del
anillo cilindrico. Esto es, suponemos que el espesor por el que circula el caudal es estrecho,

h(0) ~ hy ~ e < Ry. La expresién anterior queda, por tanto:

R} ~ R} +2Ryho — 2Ryh — 2¢R, [cos (g + 7) cosf — sin (g + 7) sin 8} ,

pasando a

2Ryh = 2Ryho + 2eRy € (y — 0) — h = hg — esin(f — ). (B.1)

Dado que la esfera se esta moviendo por la fuente, el angulo ~, que marca la posicién de la

linea O — Oy, con la horizontal, variard con el tiempo, siendo v = (?).

Para obtener la distribuciéon de presiones en la fuente, partimos de la ecuacién de

Reynolds:
oh 0
hghwa + %(hqs(]@) = 0,

donde, como estamos ahora en coordenadas esféricas, hg ~ Ry y hy ~ Rjsinf. Ademas, el
término gy es ya conocido del caso de equilibrio apareciendo (A.4). Por tanto, la ecuacién de

Reynolds queda
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10 5 OP
m%(sm@h (9) @9) Rb Slnea— = (BQ)

Las condiciones de contorno para la presion son ya conocidas e iguales a las del caso de

oh

equilibrio, P(§ = 0) = By y P(0 = ;) = F,. Esta B, estd relacionada, como hemos visto,

con el caudal @) de la fuente en el estado estacionario de equilibrio.

Para adimensionalizar la ecuacién anterior, introducimos de nuevo las variables ¢, n, e y 7
idénticas a las del caso del anillo adaptadas al caso de la esfera, es decir, ¢ adimensionalizada
con la diferencia (P — P,)., para la esfera, como se ve en la ecuacién (A.8). Si introducimos

estos cambios en (B.2) tenemos

o ae(smen )50 i — sinfg” =

Para obtener el tiempo caracteristico igualamos las dimensiones de los dos términos de la

ecuacion para finalmente tener una ecuacién adimensional

R2hy RZhy
g g B.4
tc Q — tC Q Y ( )
quedando (B.3) entonces como
10/, , 43.,,00 on
7\ = B.5
o1 00 (Sm o (9) ae) sinba” =0, (B:5)

Para tener una distribucién de presion adimensional, primero hay conseguir la expresion
de n y su derivada con respecto al tiempo. Esta evoluciéon temporal del espesor 1 adimensional
es algo compleja de obtener. Como primer paso escribimos el término de n = (e, 0) que es
la expresién adimensional del espesor por el que circula el fluido, que obtuvimos en (B.1),

siendo € = e/hg la expresién adimensional de la excentricidad

n(e,0) =1 — esin(f — 7).

Con el apoyo de las variables adimensionales ya mencionadas, podemos abordar sin proble-

mas la adimensionalizacién de esta evolucion temporal

an Oe oy
9= 9 sin(f — ) + 65005(9 — ).

Esta ultima expresién la podemos introducir ahora en (B.5) para obtener la distribucién de

presiones adimensional en toda la fuente
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0 do\ . Oe . oy
ae(sm@n (9)8(9> = 27r51n9<— Esm(ﬁ—’y)—i—eacos(H—’y)),

donde ¢ = ¢(0,¢€,7), es decir, la distribucién de presién varia segin la posicién de la fuente
en la que nos encontremos y de acuerdo a la posicién relativa que tengan la esfera y la
propia fuente. Una pequena ventaja con respecto a este mismo caso para el anillo cilindrico,
es que, como hemos visto, ahora podemos estudiar el movimiento del fluido por la fuente de
una sola vez, sin necesidad de estudiar dos ranuras por separado. Sin embargo, veremos a
continuacion que las expresiones para la esfera son mas complejas que las del anillo. Siguiendo

con el problema, podemos desarrollar la expresién anterior

sin 03 () g? —%(sin('y — 260) + 26 cos 7) + %67 (20 siny — cos(y — 20)) + Ch.

Despejamos para obtener la expresion para la distribucion de presion a lo largo de la coor-
denada 6, ¢(6)

do+

o —26) + 20 % 260 sin~y — 20
be.0) = 7T6/ sin(~y )+ COSY 1o 4 7T€’}// sin~y — cos(y — 20)
0 0

2 sin n3(0) 2 sin n3(0) (B.6)

C ” L df
* 1/9 sindn?(6)

Para calcular la constante de integracion C; podemos evaluar, por ejemplo, la distribucién

de presion a la salida de la boquilla (¢(0)), es decir, cuando 6 = 6; ~ 0,

6(0) = — of sin(y —20)+29COS’7d ey /af 2981n’y—€08(’7—29)d0+
2 /e sin 63 (¢ 2 sin 63 (6
Jo; n | 0 n
A 5
C ef _ df n
e /9, sinfn3(0)
<

Una vez que tengamos la constante de integracién €, tendremos una expresion para ¢(6, €).
La expresion para el espesor por donde circula el caudal es la misma, fuera del estado
de equilibro, para el cilindro que para la esfera, como hemos visto. Por lo tanto, al tener
n3(0,¢) = (1 —esin(d —~))? en el denominador volvemos a tener una complejidad anadida a
la hora de resolver las integrales anteriores. Es por esto por lo que en ese caso simplemente
vamos a dejar indicada su resolucion. De manera similar al caso del cilindro, primero ten-
dremos que obtener '} de acuerdo a la condicién de contorno. En este caso la constante C}

tiene un valor de
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2¢(0) + méA — ey B
2C '

Es este valor el que introducimos en (B.6) para obtener la distribucién de presiones, ¢(0).

C) =

Una vez que tenemos la distribucion de presiones podremos hacer balance de fuerzas tan-
to horizontal como vertical. En la figura B.3 podemos ver, en un detalle de la esfera, la

proyeccién de la presién sobre los ejes (z, z).

Figura B.3: Fuerzas que actiian sobre la esfera. Plano detalle.

Calculamos ahora las expresiones para las fuerzas horizontal y vertical para después
hacer, como ya se hizo para el caso del anillo, el balance de fuerzas. La ecuacién para la

fuerza que actia sobre la esfera en el eje vertical z tiene la siguiente expresion:

/ / P,) R} cos 0 sin fdfdp.

Como ya se ha comentado en la introduccion, vamos a suponer que la coordenada ¢ no
interviene dado que no tenemos en cuenta el giro. Aclarado esto tltimo y utilizando la

distribucién de presién adimensional de (B.6), adimensionalizamos la expresién anterior:

6uQR
F, = 'ucigf%r/ ¢ cos 0 sin Odb
7r
R 0 sin 0d0 ()
L = 6MQR?2 _/o ¢ cos 0'sin 0d6.
7rh(3) Q

Se recuerda que para este caso tenemos ¢ = ¢(€,6). En el eje horizontal x la fuerza F,

tendra una expresion similar
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2m
/ / ) 3 ¥ sin 20d0dy

de la misma manera que tenfamos en el eje vertical adimensionalizamos

61Q R> m
F, = el f27r/ $sin? 06
7Th
. (B.9)
F, = 6#QR / ¢ sin’ 0d6.

Una vez que tenemos las expresiones para las fuerzas que intervienen tanto en el eje horizontal

como el vertical, podemos, como en el capitulo 3, hacer un balance de fuerzas

mx, = F,
©r (B.10)

mz, = F, —w
donde 7, y Z. serian las componentes x y z de la aceleracién del centro de la esfera. Al igual
que ocurria en el capitulo 3, z. y z. son las componentes horizontal y vertical del centro de

la esfera, que se expresan en términos de e y ~:

Te = €COS7Y,
Ze = esin~y.

Volvemos a (B.10) y desarrollamos la expresién para el eje vertical

2m
/ / P,) R} cos 6 sin §dfdp — w —
R
ﬁgﬂ

Thy

— mz, =

/ ¢ cosfsinOdf — w,
0

donde unicamente hemos sustituido la distribucién de presién por su version adimensional.
El siguiente paso serd idéntico al del caso del anillo cilindrico: dividimos por el peso w toda

la expresion anterior, para posteriormente hacer 1 el coeficiente de la integral

:/ ¢ cosBsinOdf — \,
0

donde ha aparecido un parametro, A, que es el mismo que se ha venido usando a lo largo de
todo el trabajo y relaciona el peso y el caudal. Como ultimo paso para obtener un balance
de fuerzas verticales adimensional, tendremos que adimensionalizar z. (y posteriormente se
hard lo propio con z.). Las variables adimensionales Z, y 7, serdn las mismas que en (3.14).

Aclarado esto, continuamos:
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1h
A—— 0 Z / ¢ cosfsinfdl — . (B.11)
gt
El tiempo caracteristico t. no puede ser el mismo que en el caso del anillo, dado que en ese
caso se estaba trabajando por unidad transversal de longitud. Por tanto, para este caso el

tiempo caracteristico debe ser

ho
g

Introducimos este tultimo cambio en (B.11) para tener ya la expresién final del balance

te =

adimensional de fuerzas verticales

. 4 .1 [T
Az}z/ ¢pcosfsinfdd — N\ — z, = X/ ¢ cosfsinfdf — 1. (B.12)
0 0

Hacemos ahora el mismo proceso para el balance de fuerzas horizontal. Partimos de la

primera ecuacién de la expresién (B.10):

/ / ) R sin” OdOdp —

— MmI, = f27r/ ¢ sin’ 0db,

volvemos a dividir ambos términos de la ecuacion por el peso w y aparecera de nuevo el

parametro A, de sobra conocido

—ace = / ¢ sin® 9d(9—> ; / o sin® de,

Por supuesto, el tiempo caracteristico t. es el mismo que para el caso del balance vertical.

Por tanto, la expresion final para este balance de fuerzas sera

1 s
Tp = —/ ¢ sin® 0d6. (B.13)
AJo

Para poder calcular . y Z., debemos volver a la expresion de la excentricidad e, escribirla
de manera vectorial (ver la figura 3.3 correspondiente al caso del anillo cilindrico) y derivar

dos veces con respecto del tiempo. De esta manera, tendremos planteado nuestro sistema:

€=+ z) = (ecosy)i+ (esiny)j.
Antes de seguir avanzando, adimensionalizamos la expresién anterior. Para ello, rescata-
mos la variable € utilizada a lo largo del trabajo. Posteriormente, ahora si, derivaremos con

respecto del tiempo
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€= — = (ecosy)i + (esinvy)y
ho (B.14)
€ = (écosy — eysin~)i + (ésin~y + ey cos )]
Volviendo a derivar respecto del tiempo mediante la regla de la cadena, queda una expresioén

un poco mas compleja

€= (4., %) = (Ecosy — 264 siny — e¥siny — () cos7 )i+
(Fe; 2) = ( % ) (B.15)

—

+(Esiny + 2¢5 cosy + €5 cosy — e(¥)? siny)j.
Como hemos indicado, las componentes vertical y horizontal de la expresién anterior son las
que obtuvimos por otro lado mediante balances de fuerzas en (B.12) y (B.13) respectiva-

mente. De esta manera, tendremos un sistema formado por las siguientes ecuaciones

1 ™
€cosy — 2¢¥siny — ey siny — e(¥)* cosy = X/ ¢ sin® 6do (B.16)
0

1 ™
Esiny + 265 cosy + €9 cosy — e()?*siny = X/ ¢ cosfsinfdd — 1. (B.17)
0

Tenemos asi un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden para €(t)
y v(t). Aparte de que es no lineal tiene la complejidad adicional de que la distribucién de
presién ¢ depende de una manera no explicita de € y v (como muestra la expresién (B.6)),

que hay resolver matematicamente.

Como ya hiciéramos cuando estudiamos el caso del anillo cilindrico en una posicién no
forzada en el capitulo 3, podemos manipular el sistema formado por (B.16) y (B.17) de tal
manera que tengamos una ecuacién para € y otra para 4. Si multiplicamos (B.16) por cos~y

y (B.17) por sin~y y sumamos tendremos una ecuacién para é:

g _ COSY sin vy

€ — ()

/ o sin® 0dl + / ¢ cos 0 sin 6df — sin 7.

Anélogamente, si muluphcamos (B.16) por —sin~y y (B.17) por cos+y y sumamos, tendremos

la ecuacion correspondiente a

e‘7+2é7:?/ gbcos@sin@d@—cosw——/ $sin? 0d.
0

De esta manera, con las dos expresiones anteriores, volvemos a tener un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden para €(t) y (t) reestructurado que por separado

podemos obtener la excentricidad € como funcién del angulo v y viceversa.
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