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INTRODUCCION

———— — ————. " = w— =

El estudio de los problemas con condiciones de contorno
trae consigo muchos e interesantes conceptos, tales co-
mo el de autovalores y autofunciones, funciones ortogo-
nales, series de Fourier, desarrollos mediantes auto--

funciones etc. etc.

fluchos de estos problemas‘con condiciones de contorno
homogerieas, aparecen en los problemas fisicos con un
parametro CA medianté ecuaciones de la forma
L(Y) = AY

donde L‘es un operador determinado para cada problema.
La solucion trivial Y = 0 existe desde luego para todo
valor del paramentro X‘; sin embargo puede sudeder que
‘existan soluciones no triviales para determinados vélo—
. res de )\ . Si una solucion Yi no trivial, existe para
un déterminado valor de A = ) 42 dicha constante re-=
cibe el nombreche autovalor o valor propio asociado . caoh
‘el operador L y relativo a las condiciones de contotho,
'y a la correspondiente solucion no trivial v, se le da
el nombre de autofuncion o funcion propia. Dichas auto-
funciones se pueden determinar soivofuna constante mul-
tiplicativa, es decir, que si Yi es la autofuncion co-

rrespondiente al autovalor p i’ tambien lo es ch, don-—-

de ¢ es un numero., { L lineal )

La impogtancia de los autovalores y autofuncionss, tan-—
to en matematicas como en las ciencias en general es e-
norme, y mucho se ha escrito sobre gllo. En Fisica por

e jemplo, muchos problemas de autovalores tienen impor-



tantes interpretaciones asi, y sirvam como e jemplos ti-
picos, en los problemas de vibraciones, los autovalores
(modernamente los cuadrados de los autovalores)son pro-
porcionales a la frecuencia del sistema y las autofun-
ciones dan la forma de las vibraciones. En flecanica Cuan-
tica, aun son mas importantes, puésrlos autovalores fe-
presentan la sola medida posible de los valores de la
energia de un sistema fisico. Desde el pugto de vista

" matematico, el cohocimiento de los autovalores y auto-
funciones de un operaaor L, nos lleva a resolver deter—
minados tipos de eCuacionés en derivadas parciales. En
un orden mas inferior si se quiere, Rpe&x® ha servido pa-
ra desarrollar numeroéas cuestionesv de sumabilidad,

convergencia, teoria espectral etc.

Respecto él‘concépto;de funciones orfogoné;es,.pueden
considerarse vectores brtogdnaies de infinitas Componen—
tes., E1 producto escalar se define pues como una gene-
:raliiacion délkconsiderado con vectores y"analogaménte,

la norma se define a partir de él. Un conjunto de vec-

(‘el! \f?29 o0 )
se diré pues ortogonal si |

| <‘(1 \(;‘13 = Alj
con 4., = Kg,, .
, _ ij ij e : , o

En el caso de que K = 1, se dira.que dichd conjunto es

tores (funciones)

ortogopmadl y facilmehébe puede conseguirSannAcqnjunto or-
tonormal partiendo del Qrtégonal, dividiendo cada vec -

tor por su norma.

3i un conjuhto ortogonal goza de la prapiedaa de que la'



ufgica funcion continua ortogonal a cada uno delos el -
mentos del conjunto es la funcicon cero, se diréfqua di=-
cho conjunto es completo. Pues bien, dado un conjunto
'ortonormal($9l, %2,....}kcompléto de funciones continuas
en un intervalo (a,b), y dada una funcion F(x) continua,
bajo determinadas condiciones es posible encontrar unos

coeficientes « i tales que

~ < |
P = 4
f(X) ba iVi(X)
De jando de momento los teoremas que me garanticen la po-
sibiiidad de este desarrollo, los‘cdeficiehtes
«, = <f fi>

'se llaman “"coeficientes de Fourier", y la serie recibe

el nombre de"serie generalizada de Fourier".

Ya que el sistema lo hemos suéuesto bompleto, los "i
seran nulos si y sold si f(g)l= 0, es decir, la unica
funcion continua cuyos coeficientes de Fourier son i-
denticamente nulos es la funcion cerc. Esta propiedad

" deja de ser cierta si el sistema no fuese completo.
Otra importante propiedad de los cosficientes de Fourier,
es gque proporcianan la me jor aproximacion posible en
media cuadratica a la funcion f(x), comparada con cual-

quier otra combinacion lineal posible de los ?i.

En lo sucesivo, se plantea en concreto el estudio de

la ecuacion s : , ‘ :
L(Y):—»)\N(_k) a £x ¢b

con las condiciones de contorno homogeneas

ma(U) = mb(U) = 0

y siendo tanto el L como el N operadafes diferenciales

matriciales y X un parametro. Dicho parametro pasa a



ser un autovalor en el caso de que sea raiz de la ecua-
cion w(x) = 0, y en correspondencia con dichos auto—
valores aparece un conjunto de autcfunciones que‘forman,
un conjunto ortogonal( ortonormal despues de multipli-

carlo por constantes adecuadas) completo.

+

Considerando entonces la ecuacion
(L= AN)Y = =N(F)
como la no homogenea, resulta posible bajo determinadas
condiciones , obtener un desarrollo de dicha funcion
mediante una serie generallzada de Fourmer
RCIEIDILE 48
y una vez aqui, es posible demostrar que dicho desarro-
llo se comporta exactémente igual respeétoka la conver-
gencia (equiconvsrgente) que la serie de Fourier de F{x)

en funcion solo de cosenaos. , , R ]



= 1 =
Sea la scuacion , :
(L - AWy =0
donde L es el operador matricial
h(x) d/dx + d2/dx’
L= | ' : .
dz/dx - d/dx g(x) |

Aes un numero en general complejo, N el tembien ope-
rador matriciai f = ; i
| p ; 7'q-!- d/dx) ' "“
o - o/dx r ot
’e Y la funcion vectorizal dé‘das variables expresablé
tambien en Fcrga matricial de la forma ,
Y =’{U)~= Capvl
1y o
tal cue el cociente v/u sea una funcion cpetiente.

Las funcicnes h,qg,p,q,r son funciones de la uariable,
%, p= p(x), continuas en el interior de un intervalo
[a, b] , BN cuyos eXxbremos toman‘valqres finitos y re
lacionadsskpor'la exnresion |

q = (pgr)l/z
Entonces, la ecuacion ;

(L - AMY =20 | ;

es ecuivalante 2 un oar da ecuzciones diferenciales

simultaness de segunda orden



=

i

hu + v” & y" ~X(pu £ gv + v)

u" - u” + gu =Mgu - u” & rv) =0

G

Este puede considsrarse como el sistema homogeneo,

siendo el corresnondiente no homogsneo

‘hu + v 2y =\(pu + gqv + v7)

it

~( L LYy
(p?l L qu ! fz),'

u = u” + av -Mgu - u” t rv)

fl

— - 7oL
(af, = F7 + zf

5)
0 con. la niotacion L-N :
o (L = MY = = 0(F)
‘donde F es la funcion de dos csmjonentes
. P |
l .
F = (r ) = {fy + f
, 2 , ‘ :
donde ambas son funciones de la variable x, f=f(x).

Un vector U =(ui , uzf se dir4d solucion de la ecuacion
propuesta si u = ui y v ;-uz satis?acen la eguaciob o
~ homogenea o no homogenea, siendo la solucion {U,U}la

solucion trivial. besde lueco cdnsidararemos solucio~-.

nes de la ecufcion las ncAtrivialea, : o
Si un vector Y = {u,v}'satisféée«la ecuacion prapuésta
ky unas determinadas condiciones de céntorno, diremos
gue Y es un autovector, llamando autovalor al corres=
gondiente valor de A . La solucion de la ecuacion se
‘conoce con el nombre de nroblema de los autovalores o

bien problema de contorno,
= 2 =

Antes de comenzar con el estudio de l1la e;uscion

(L ~-AN)Y =0



merece la pena ver de cercs los oneradores matriciales
Ly N, asi como sus proaniedades fundamentales,

Comencemos 2or el N. #ara ello, si tenemos un conjun-

ta de funciones vectorialevai

i
-
i v,
» i
se verifica ‘ ,
b b
T T,

YUY, ) = Y. o (Y )l dx =lu,v, = u,v,} = u_(b)v,(b) -
[ e o o, = s i
' - u,(a)v.(a)

En efecto
pu, + av, + v’ u, + qu, + v’
(u., v,) I - (u v " 'q J 3
3t g i7in

Cte
i
Coss
e
Jot

~
}.

- pU, U, - qu,v, = u v, - gv.u, + v.u, - rv,v, =
] TR TR IO N | A | i) - i

= d/dx(gjvi - uivj)
e integrando s% obtiene lo. que sekpretendia,
Esta matriz N, particulsrizando los valores de p(i);=
==y = % /x, g(x) = d"/x, r(x) = y= «/x con “’(f’ i
constantes y xe [¢.>), aparece comd problema de auto-
valores en el caso del atomo de hidrdganc en meéanica

cuantice,

Respecto al oneradoar L alarece una jrépiedad nuy simi—
lar, a saber : " k

b

/ [ .k(Y ) - Y L(Y ) [ku v’ - vy ) +
o

i
+ - u,vy) + [T ouv ]
(v ui uivJ) (ujvl ;)

Gt

£l orocedinients psra su demostracion es analogo par

.
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COleEbU al efectuado con el H asnteriormente, orevia
sustitucion sor el operador L; Sin embargo merece la
pena hacerse notar que el ultimo de los parentesis -
en el desarrollo de la propiedad del L, coincide con.
el Gue cparece en la del W¥. £sto nzs servird a la ho-
ra dgkestuéiar las cdndiciones de‘contorno, en las -

cuales desempeiia un importante pzpel.

Ggeradaresimas ogners-les cue el L, en el sentido de.
una ecuacisn'ﬁifurenciéi gg wmayor qrden, apa recen en’
’Hiibert, ﬁeQmark, Kodaira y Cagddingtaon and LaVthon,
siendo a la vez mas gener=l gqgue Los de Hurwitz, Titch
marsh, fveritt vy Chacrﬂvarty ;

El estudio con. dos aaeraoores (L y H)<aparece an él
Collatz =2uncue dé forma no matr1c1al, y tambien en el
‘reciente de Blmam‘ 3hagat, aunque an este el segundo
aperador g8 unha ma brlz 31nebrlca sin que en ella in=-
~tervengan deriveodas, y es mas gue nzda una menerall—»

. ~

~zacion al cas® ds metricas de la funcion peso..

T2nto el oner-dor L como 21 N son lineclss, fff
L{a +b) = L(a) + L(5)
L(¥a) = KL(a)

coma fzcilaente puede.omdrobarse.

i

Para un vector U u, v definimos las condiciones

de coninrno en X=a y Xx=b de lz siguiente manera
ﬁa(a,u) vi(a)

i (b,U) = o) + b u'{d) b, v J.!;,.r"b
hb(b,h) bjlu(D} bjﬁu () bjzu(b) PJéV ( )

i
<

Loa,. . v(a) ¢+ A
A jé

i
o
o
—~
o
L o
o]
A ]
oo
~
—~
53
St

i
<



para - j = 1,2,

o

“Los coei

icienies gusden eroitrerios de monaento pero

soiisfacen las

condiciones

~

o= a ., b, ., son valores Incependisntes del parameiro
k3 i< ' : ~
-

\ del sistena difersncicl,
11,- akj‘ bbj‘son valores constantes, “ales que al --
menos dos de lsu relzscionzs seen distintas

3] ) a a

1z “1le 12 p 1¢

b b ' a, . Ca,

27 24 22 24

Esto equivale a gus siemsre sean diferentes las expre-
siones de ma(a,u) con J=1 y j=2. Anzlogo con mb(b,U).

En narticular supondremos

[t

12%24 T f14f22 T 1

'y relacion analoga con los “b’,

111 Sl et
‘ \ 13 ‘ 11 13
b b

f23' P21 P2z

V.- ﬁ
111 %14

%23 ®21 24

}blz b3 tbll b4
By Pog o1 Pag

®12 f13

4y

[

cuys razon de ser de estes dos ultimas la veremos pos-

teriornente.

fi
B
#

Dadas dos funcianes voctarisles



) = (?l s Fq)
6 = 6(x) = 'z:l )

.

notaremos .tanto con el onerador L como con el N la in=-

“teczral de lo sume

5, ) dx
/(F L3, + FL8,)e

‘mediante la evpresion

£F ., LT> .

Canc

"i

son das vectores cuyszs drorivadas son continuas hastea

el secundo orden, entoncss

= 0y - I8 ¢ - S R X G da -
¢ Loy - < LE> = AR L) & FplBy)ex -

= [TF. (ng, + 67 + gn 51 - 87 % 95) -
Z[Fl‘h 170 ) +F, ( 17 B
G (WP + FZ L FL) = B (F1 = F .grz}] d%: =

]

/@G/ax< 135 = BF) b o/ax(Fa] < Gy ¢

e

0
fos
™

cue como auwede verse coincide con las exsresiones

agbtuvivmns en =2= con el esiucdio del L,

Pues bien, dejando libres los liaites de la integrzl,

'y escritisndo el resulisde en forme sherninates,

obtenemos un farma bilineal asocinds.
cue notnremo: con el sinbolo o
[r 3] L

Exnlicit-cente

ot SﬁDQHQﬁvﬁﬁlﬁa “té 21 speredor L, si F(x) y G(x)



F, G F. 0 F, &

2 ’ 1
‘3; I Y S B A I
Fl S, F2 hlg ‘%2 62

0
.

donde cads F oy G son funciones de X. Fuede observar—

se que los dos priueros determinantes gon wr0nvvlﬁnms.

Estes formas bilineales, se expresarén con feecusncia

o

usm;}o los vectores ?5; vy (;?(Jj, donde ’{2 = gbi(x)#(xi,y‘i)'

B!

P f . . % ) . .
y se esc ibiran(@ ¢ Jo eianlenente Fij sigulendo la
i :

nobzzion <o ~hocravecty v Zverité,
O les nronisdsdes de esbas 7 Hilineales cabe de- :

ii jJ :
ﬁUea el Dxlmer determinante se hace igual a2l secundo.
c“moiadm de signo, mientras el tercero es identiga -
mente nulo,

1] .-
-, o,

»

i SR D IO
aues ecuivsle o cembiar las columnes deatro dg cads

::‘ iMoot o
b e L4
d tGI‘mlﬂ_uiaLb

l}l.f ‘{¢gi a(% +FP¢L},= &[¢. (plé5 by {¢; :<¢ ]

i .k 3

m

ayes una caolumna s combinacion l’neal dg otras LoSs.

Esta prapleded nos serf util en extren

lv'f 5i ¢. ¢3 san 3alucianes'ﬁe la ecuaqian (L ~‘}1)Y=

para el m.smo valor de ) sntunces B jVss independien

i
te de x, y por tanta funclion solo de* )\

En @recuo, 70T Ser ¢£ solucion de_la'ecuacion ST O

-t

unsiznide %y de A nﬂO;J oien, wulti-

ion'{L ? Ao, -

suesta deré

-

plicsndo la ecusc lx-ﬂ ger ¢,y la
(L - )H)éj = £ nar é%., resteondoles tememos : el



P, =Wi (%}: <gt'3;L , L¢?3.'7 -,<¢j "Lﬁs‘.) &
)/:’(ﬁfggi - 7. ¢?)mx_ = MK

1t

d/dx~?i' =0 c.0.0

fote

V.~ DPors seis cuslesquiers de ellns @ = (xi,yi)

Iy

i
i=1...5,6 se verifica la siguiente identidad

( ST SO CON) Do SN € SOOI HES- SRS B O
12'734756 ~ T35 465 357 45¢ 713" 247567 257467 26 4
PP s, w9 po ) =B (P PPk PP
SVALPEART 257357 26 350~ P15(Po5Pus 247367 "26 34

- L |
P15(PasPus = PasPas * PosPsy)

En lo sucesivo nos referiremss a ella con el nombre de

" B-identidnd,

Su denostrscion s un mero calculo, pero pusde simpli-

ficerse teniends en cuenta - gue las Formas Qijlque U
tiliza Everitt son los dos primarus-dstermi nantes de
la nuestra, y dicha identidad tambien se VBlele. 0i-

] ’

chos elU”;uuoﬁ p3:ran ser pliminacus en Nu2siTo pro-

duecta, Entoncas

(é‘ Rt yl) SR S Y5: |
S - YR (pﬂ L ‘ > “) (_p oL \ )) -
T T2 e | 34 Xp Yall 58 Xe Ve
. ¥ k X, v, USRI P :
X Yol X,y
[pzss‘!'xzr&){"'w*xé ,_—) =
ERA A 5 's ;
X, Y ' X, Y.
(P ‘!. l 1) rr - ;‘r._,..';i' _ 4' ‘ pr’ 3 J/
12 Tlx, ylf| T3a7z6 T 1357467 13645 T Toslx, v |
*s s TR T T T e R 1 I
P34 v ! *ix - %"fx P45 T a5l x ?
: g $4 : i 46 Sy
%5 Vgl PYa Vgl ¥g Vgl 5 V5T %5 V5




X VX Yoy XV b X

. - - B - e oo
X, v % x_ oy _t 46 X 35 dx. oy Uk oyt
¢ 7y "5 Vs 5 75 6 7s 5 /5 %5 Vg

; \ ]

Xz Y g 74 *3 73l %4 Ve

PZF L 233( L le
Xy 15 iX. v_i 3 X v iix. vy._i
5 Vs 5 45 & 6 5 /-’3

verificandao los nroductos sn 183 termimos,en‘que apa-
recen cdes cdeterminantes, tenemas

X

. " - X P / - ;\/‘— “ _5. 5 R y -
3x524y5 3%6% 473 *4%5Y376 T X *573Y5
*3%4Y5%s T "3%574Ys T *4¥5Y375 Xs‘éysya

"
o

XEX, VoY,. = X RoY, Y, = X, X_Y.¥. % X
£%475Y6 T X3%5VVe T *4¥e¥3Ys T *5%5VsYy

&

Por otra nserte, los productos de los terminos en lo
gue sclo aparecan fii su suna tatal seré nula, por la
stz, luaqo aper*wdo hasta el maxino

F3

razon ~ntes exsue
_EN caga una de los cinco p&IQHLlSlS despues de’ reducir
sus terminos semejantes tal vy como hewos necho con el

]

. primeroc de ellas,,nds cueda finalmentsz 2

X, y |
171

. \ >," — r I ’—\"J’l

X, ¥l [(X3'4 X470 (x2vg = xgye) (* ys Xg¥5) (xgy =%,y

=(xgyo = %oy ) (xgyl = x2vi) = (xﬁy_ Y Xg) {52 = yIx]

X, ¥ o ‘ : S ; ;
1 L [ v : s ?‘ . LG L P s s
}‘ *o¥e = %g¥e) (xg¥g = xgyg) HXgyamxgx) (xoy =iy )

X Yo 2 S_ ‘ 2
Y i ’ -‘ » ‘," - "’l - f - f" » . (4 »
(xy¥5 = %5¥9) (xgyg = xgvy) = (xgygm xg¥,) (xgyg = xgv))
K . - . , ’g’! - ! , ‘r 31
Hixgyg = %g¥,) (xyg %gY})




R I AR
%1 10
p ’ P rd » rd K s e ” 4
+ .1 (3&‘»‘” - }c\<—, -yl Lix v = X vV X Ty T
XYy, 2’3 3p) X2y g xgya) Hxgy o= xoy ) (xJyi-xly))
(. . R \!!,. -~ e'l L Y k’ P d ,” )'
VK Y = VX Jii vl - Ty Lo(x - X ¥ -
Y 2}r IQ 21\'3,3 b/3> ( 3y6 6Y3/( 2Y4 4/2)
Hx,y ST I8 | & SAVIRCERVETEG B S GV X ¥ 3 {xlylem wiv’
3 ( 216 15 2}( 8;3 5)3;[ ( 3;5 513}( 2Y5’ 6}2{
X, Uy .
i lg’[(Y Yoo = %oyt Oyl xly) R(x,y-xoy, ) (xIyi-xly])
Xo Y. 273 302707675 574 475 5747 V"0 3l
O & , ‘
A - 4 » Id y N 4 4 rd
=Xy, = oy X ARy o= xly oL Yo XYL Iy Ty
( 2V 4 LTINS '5’3> ( 375 :)’J)Q'Z' } 4/2)
L. v = v x N YA TR M GV X Y v imxy )
Hlxgyg = g Uyl = vl b Gegy i xyg) Oyi-xgyl)
= U
y& cue todss los tevainns figuron repetidos vy combia-
gas de siona, ;
g s o
- ?
= 5 =
Oado un veckbor e \ - o
U :(u\x) ,vi(x) a £ xeb
cuyas ganunentes junta con las de su arimere deriva-—

de

L]

taomen vo

'

s

don de znte

L S Ccangg & naNo

“ ' 3 ‘,,.‘V.«\'(.‘
antes delernin

S 2 e, & - s
‘erteragciznia o ntervnlo, lo rciresen-
, .
¥ fadu vy e
Loy arms

T
j:“ RoR= j
S L -
CETELNS 80
Sean o

‘- i Fok v
@ (2/x,0) = {x {a/%,)) v (a/%,0)}
i : i '
' s . "m“, Er
¢. (5, M) = 4x (575 0) 1, v (a5, 1)
J J S |
“teles que s ¢ coapanentss tossn los siguientes velares.
certiculérss
y.{2) = =a. %, {z; = =2, :
AN i2 I i¢ :
”~
v {a) = = £ o= N0 ) =
H i1 iz AR LT A



y.(5) = - v 2 {2) = =5
J Jz J : Jé
A S50 SRR P s/ :
O I X = b, b,
J Ja Jz g Y J
encances las condicliones de contarns de =3=
egcribirse
i_o(e,l) = [ ¢.](&} =0
& . L
& R o ‘3 o -
(eu) = U ¢ 0(s) =0
B e s
oo Ao-une perse, las conditiones de
eron »
T Y —m i Loa S | o)
i \C»,b) = &, U\::) iR SR 3 (’) '!' a ‘JK?) ‘!‘ &
a. J1 JZ J3 34
ey . . ; ,p . . T
Lb\ni;} = b, u(b) + b.,u"(2) + b . v(b) + 5,
nere j = 1,2.

s ‘Tarmas b € eran
. vy, u o x| ,
i+ ;J} *1 J ](3
rd P d 4

: X, R

= (yi{2) v (o))e(l) - g’j"“(‘s«:)ﬂ'(:;) L(x
~ w . o
-y (D) (w),

v la identificasion hasts llanar a los
- - ‘.’ el o sy i %
tes de ‘las u, u’, v, v respesciivanente Suqy
o o ~ ~yoen e 3 - e :
€1 procesn para detecniner lzs a,, es 29T €0
: , ; Ji ~
n=loco., £5tos son puss los valoros cua imoon
cohedicionios en la exosteosion ten ocandicio
LoTho . - e ,‘(4,,‘1”3;_,‘ o g Bl oy A - i
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