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Resumen

La Forma de Maslov comenzé a estudiarse en Fisica en la década de los 60. No
fue hasta la década de los 80 cuando empez6 a estudiarse dentro de la Geometria
Compleja, definiéndose ésta como la 1-forma dual del campo JH, siendo H el vector
curvatura media de la subvariedad. Esta forma aparece muy relacionada con las esferas
de Whitney. De hecho, se prob6 que toda subvariedad Lagrangiana de C™ tiene Forma
de Maslov cerrada, siendo las esferas de Whitney las tinicas subvariedades Lagrangianas
compactas de C™ con Forma de Maslov conforme. A su vez, estos dos elementos cobran
una gran importancia en el estudio de las desigualdades entre los principales invariantes
intrinseco y extrinseco de la subvariedad, la curvatura escalar 7, y H, respectivamente.
En una cierta desigualdad se verifica el caso de la igualdad si y sélo si la subvariedad
es totalmente geodésica o una porcion de una esfera de Whitney:.

De ahi que el principal objetivo de nuestro proyecto sea el estudio de la Forma de
Maslov y la busqueda de nuevas desigualdades entre H y 7, dentro de la Geometria
de Contacto y en S-variedades, teniendo en cuenta que en el ano 2000, D. E. Blair
y A. Carriazo definieron las esferas de Whitney de contacto, y siguiendo la linea lle-
vada a cabo por A. Carriazo en los recientes estudios sobre la Forma de Maslov para
subvariedades slant, también de principios de este siglo.

En primer lugar, estudiamos cuando la Forma de Maslov es cerrada y conforme para
una subvariedad anti-invariante inmersa en un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante, relacionandose ambas propiedades con las anteriormente mencionadas esferas de
Whitney de contacto, en el ejemplo que cierra este capitulo.

A continuacion, pasamos a estudiar la Forma de Maslov para una subvariedad slant
dentro de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructu-
ra («, f) trans-Sasakiana, estableciendo previamente desigualdades que relacionan los
principales invariantes intrinsecos de la subvariedad, la curvatura escalar y la curvatu-
ra de Ricci, con el principal invariante extrinseco, el vector curvatura media. Ademas,
llamamos subvariedades x-slant a las que satisfacen el caso de la igualdad en la desigual-
dad entre la curvatura escalar y el vector curvatura media, debido a la gran relevancia
que han tenido tanto en geometria compleja como en geometria de contacto las subva-
riedades que satisfacian desigualdades similares entre H y 7. Ademas, proporcionamos
interesantes ejemplos de las mismas. Para completar esta parte, establecemos una serie
de obstrucciones combinando propiedades geométricas y topoldgicas para subvarieda-



des slant con Forma de Maslov cerrada.

Finalmente, estudiamos la Forma de Maslov para subvariedades anti-invariantes y
slant propias inmersas en S-variedades, obteniéndose ademés para subvariedades slant
no invariantes una desigualdad entre la curvatura escalar y el vector curvatura media.
Como ejemplos de esta ultima parte aparecen las esferas de Whitney de S-variedades,
definidas por L. M. Fernandez y A. Prieto-Martin en el ano 2011.



Abstract

The Maslov Form was first studied in Physics in the sixties. It was not until the
eighties when it began to be studied in the Complex Geometry, with this Form being
defined as the dual 1-form of the field JH, being H the mean curvature vector of the
submanifold. This form appears closely linked whith the Whitney spheres. In fact, it
was proved that any Lagrangian submanifold of C™ has closed Maslov Form, being the
Whitney spheres the only compact Langrangian submanifolds of C™ with conformal
Maslov Form. At the same time, these two elements are very important in the study of
the inequalities between the main intrinsic and extrinsic invariants of the submanifold,
the scalar curvature 7, and H, respectively. In a certain inequality is satisfied the
equality case if and only if the submanifold is totally geodesic or a portion of a Whitney
sphere.

Thus, the main objective of our project is the study of the Maslov Form and the
search for new inequalities between H and 7, in the Contact Geometry and in S-
manifolds, taking into account that in 2000, D. E. Blair y A. Carriazo defined the
contact Whitney spheres, and continuing with the line carried out by A. Carriazo in
the recent studies about the Maslov Form for slant submanifolds, at the beginning of
this century too.

Firstly, we study when the Maslov Form is closed and conformal for an anti-invariant
submanifold immersed in a Sasakian space form. Both propierties are related with the
contact Whitney spheres, in the example that closes this chapter.

On the other hand, we study the Maslov Form for a slant submanifold in a gene-
ralized Sasakian space form with a trans-Sasakian structure, previously establishing
inequalities that relate the main intrinsic invariants of the submanifold, the scalar cur-
vature and the Ricci curvature, with the main extrinsic invariant, the mean curvature
vector. In addition to that, we call x-slant submanifolds to those that satisfy the equa-
lity case in the inequality between the scalar curvature and the mean curvature vector,
because of the great relevance they have had in both the complex geometry and the
contact geometry, also providing interesting examples of them. To complete this part,
we establish some obstructions combining geometrical and topological properties for
slant submanifolds with closed Maslov Form.

Finally, we study the Maslov Form for anti-invariant and proper slant submanifolds
immersed in S-manifolds. Moreover, we obtain an inequality between the scalar curva-



ture and the mean curvature vector for non-invariant slant submanifolds. As examples
of this last part, the Whitney spheres of S-manifolds are included, which were defined
by L. M. Ferndandez and A. Prieto-Martin in 2011.
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Introduccion

Un caso particularmente importante dentro de la Teoria de Subvariedades es el
estudio de aquéllas que presentan un comportamiento homogéneo con respecto a la
estructura del espacio ambiente.

En particular, si dicho espacio es una variedad casi-Hermitica, es usual trabajar
con subvariedades que presenten tal comportamiento con respecto a la estructura casi-
compleja J. Asi, aparecen las subvariedades complejas, en las que JX es tangente
para todo campo tangente X, o las subvariedades totalmente reales, caracterizadas
por ser JX normal para todo X tangente. Entre éstas, destacan las subvariedades
Lagrangianas, cuya dimension es la mitad de la dimensiéon de la variedad ambiente.
Ello permite controlar localmente el fibrado normal de la subvariedad a partir de las
imagenes por J de los campos tangentes.

Si tomamos como espacio ambiente C™ con su estructura Kaehleriana usual, po-
demos destacar las conocidas esferas de Whitney, definidas habitualmente como una
familia de inmersiones Lagrangianas de la esfera unidad S™, centrada en el origen de
R™ en C™ = R?™, dadas por

(Ug, Uy - ey Upy) — (Uly v ey Uy, Uy - - - 5 Uplyy) + B,

1+ ud
donde 7 es un numero positivo y B es un vector de C™. El nimero r y el vector B
reciben el nombre de radio y centro de la esfera de Whitney, respectivamente.

Desde un punto de vista topoldgico, es bien conocido que la esfera no puede ser
incrustrada en C™ como una subvariedad Lagrangiana. Las esferas de Whitney tienen
el mejor comportamiento posible, pues soélo presentan un punto doble en los polos de
S™.

En el estudio de las esferas de Whitney aparece un elemento que juega un papel
crucial: la Forma de Maslov. Esta se define, para una subvariedad totalmente real de
una variedad casi-Hermitica, como la 1-forma dual del campo JH, siendo H el vector
curvatura media de la subvariedad. No obstante, la Forma de Maslov comenzo a estu-
diarse en Fisica, y posteriormente, se le dio el enfoque geométrico que consideraremos
a lo largo de esta memoria. Concretamente, la Forma de Maslov aparece de forma
natural en la resoluciéon de la ecuaciéon de Shrodinger de la Fisica Cuantica median-
te el método de Hamilton-Jacobi. Fue descubierta en 1965 por V. P. Maslov, fisico
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y matematico ruso, de ahi su nombre, pero el primero que la estudié relacionandola
con una obstrucciéon de la transversalidad de una subvariedad Lagrangiana fue V. I.
Arnold, matemético ruso, famoso por resolver el problema 13 de Hilbert (véase [42]).
Mas tarde, en 1981, J. M. Morvan, expresé la Forma de Maslov en términos del vector
curvatura media H de una subvariedad Lagrangiana en [43]. En 1994, B.-Y. Chen y J.
M. Morvan la caracterizaron en términos de ciertas deformaciones sobre subvariedades
en [30].

Posteriormente, en distintos estudios sobre este particular (véanse [14], [24], [25] y
[49]), se pone de relieve la importancia de esta forma. Asi, por ejemplo, en [49], A. Ros
y F. Urbano prueban que toda subvariedad Lagrangiana de C™ tiene Forma de Maslov
cerrada, mientras que las esferas de Whitney son las Unicas subvariedades Lagrangia-
nas compactas de C™ con Forma de Maslov conforme y primer nimero de Betti nulo.
Ademas, obtienen la siguiente relacion entre uno de los principales invariantes intrinse-
cos de la subvariedad, la curvatura escalar 7, y el principal invariante extrinseco, el
vector curvatura media H:

2(m+2)
m2(m—1)

2

IH|" >
Demuestran asimismo que la subvariedad M satisface el caso de la igualdad en cada
punto si y sélo si su segunda forma fundamental o viene dada por

o(X.Y) =~ {g(X.Y)H + g(JX, H)JY + g(JY, H)IX},

para todos X, Y tangentes a M. Ademas, dicha igualdad se alcanza si y sélo si la
subvariedad es totalmente geodésica o una porcién de una esfera de Whitney.

Por otra parte, en la geometria casi-contacto métrica aparecen los conceptos de sub-
variedades invariantes y anti-invariantes, analogos a los de las subvariedades complejas
y totalmente reales, pero referidos a la estructura casi-contacto ¢.

No obstante, poco se ha escrito sobre la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante, definida ésta como la forma dual de ¢H. De hecho, los trabajos mas
significativos en este campo se han centrado en el estudio de las subvariedades inte-
grales, es decir, aquéllas que son normales al campo de estructura £ de la variedad
ambiente. Asi, podemos destacar los articulos [47] y [48], de G. Pitig, en los que se
analizan subvariedades integrales de variedades Sasakianas con un campo cerrado y
conforme, definiendo las subvariedades *-Legendrianas de un espacio de curvatura ¢-
seccional constante M?™!(c) como aquellas subvariedades M™ cuya segunda forma
fundamental adquiere la expresion

m
que son las que satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad

v



c+ 3

T>m(m—1) +

m? (#)2 +2(m — 2)] 1H|?.

Mas tarde, M. Cirnu establecié en [31] una desigualdad similar para una subvariedad
anti-invariante de una variedad de Kenmotsu y llam6 Whitney type spheres a aquéllas
subvariedades que satisfacen el caso de la igualdad.

Por otra parte, destaca el articulo [12], donde A. Carriazo y D. E. Blair introducen
y caracterizan las esferas de Whitney de contacto, dadas por las inmersiones de S™ en
R?™ ! (dotado de su estructura Sasakiana usual),

r T

2
1+u(2)(u0u1a"'7u0um7u17-"7um7rug+C(]‘+u0))+B7

(Ugy Uty - ey Upy) —

donde r es un ntimero positivo, B es un vector de R?"*! y (' es una constante real.
Ademas, estos autores también estudian subvariedades anti-invariantes que son tangen-
tes al campo de estructura & de R*™*!. Ademds, demuestran que el caso de la igualdad
en la desigualdad

2 2(m +2)
IHIP > e

se alcanza si y soélo si la segunda forma fundamental de la subvariedad tiene la expresién

(0.0.1)

7(X,Y) = B (g, Y) — u(Xn(Y D + (90X, 1)~
s s 002
~ PEZLX0)0Y + (g0, H) — (Y ))6X),

para todos X, Y tangentes a M. Incluso van mas alla probando que esta igualdad se
alcanza si y solo si la subvariedad es totalmente geodésica o el producto de una porcién
de una esfera de Whitney y la recta real R.

Tanto las subvariedades complejas como las totalmente reales fueron generalizadas
por B.-Y. Chen cuando éste introdujo la nocién de subvariedad slant, para las que
Jp X, forma un angulo constante ¢ con 7,,M, independiente del campo X y del punto
p de la subvariedad M (véase [26]). Las subvariedades complejas y las totalmente
reales son subvariedades slant con dngulo § = 0 y 6 = 7/2, respectivamente. Para
las subvariedades slant, desigualdades entre los principales invariantes intrinsecos de
la subvariedad como la curvatura escalar 7, o la curvatura de Ricci Ric, y el principal
invariante extrinseco, el vector curvatura media H, han sido bastante estudiadas, sobre
todo en el marco de la geometria compleja. De hecho, B.-Y. Chen introdujo en [27]
las special slant surfaces, que satisfacen el caso de la igualdad en una desigualdad
similar dentro de un espacio proyectivo o hiperbdlico complejo. Ademas, A. Song y
X. Liu obtuvieron en [50] dos desigualdades entre la curvatura de Ricci, la curvatura
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escalar y el vector curvatura media de subvariedades slant en un espacio de curvatura
seccional holomorfa constante. Sin embargo, sobre la desigualdad entre 7 y H para
subvariedades slant dentro de la geometria de contacto métrica poco hay estudiado,
por lo que serd uno de los objetivos de nuestro trabajo.

Volviendo a la Forma de Maslov, A. Carriazo estudié en [19] cudndo la Forma de
Maslov de una subvariedad slant propia M m+l e cerrada en un espacio de curvatura
¢-seccional constante M?™*1(c). Ademds, presenté algunas obstrucciones geométricas
y topoldgicas para subvariedades slant cuando dicha forma es cerrada, haciendo uso
de la versién de los invariantes y desigualdades de Chen para la geometria de contacto
establecida por él mismo en el citado articulo.

Por otra parte, las S-variedades fueron introducidas por D. E. Blair en [10] para
variedades dotadas de una f-estructura general, nocién introducida por K. Yano en [51].
Dichas variedades juegan el papel de las variedades Kaehlerianas en geometria compleja
y de las variedades Sasakianas en geometria de contacto. En este marco, cabe destacar
que L. M. Ferndndez y A. Prieto-Martin establecieron en [33] la siguiente desigualdad
entre H y 7, para cualquier subvariedad anti-invariante de dimensién m +t de R?™+5
tangente a los campos de estructura &;,...,&, t=1,...,s,

2 2(m +2)
= o -

|H (0.0.3)

Ademas, demostraron que el caso de la igualdad se alcanza si y sélo si la segunda
forma fundamental de la subvariedad satisface la expresién

P(X,Y) = (G Y) = 3 nalX)na (V) H + (g(7X, H)—
S GO+ (Y ) = B2 S ()X

Ambas expresiones generalizan (0.0.1) y (0.0.2), respectivamente.

El objetivo fundamental de este trabajo se enmarca en un ambicioso proyecto con-
sistente en el estudio de la Forma de Maslov en el marco de la geometria métrica de
contacto para subvariedades slant, asi como la obtencién de nuevas desigualdades entre
Hyr.

Para ello, hemos estructurado esta memoria de la siguiente manera. En primer lugar,
presentamos un capitulo de preliminares, en el que se recogen los conceptos basicos que
necesitaremos durante el transcurso de nuestro estudio.

El segundo capitulo se divide en dos secciones. En la primera de ellas nos centramos
en el estudio de la forma de Maslov de una subvariedad anti-invariante inmersa en
un espacio de curvatura ¢-seccional constante, caracterizando cuando ésta es cerrada.
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Veremos en el Corolario 2.1.13 que la Forma de Maslov es cerrada si y sélo si la variedad
ambiente es un espacio de curvatura ¢-seccional constante igual a —3, modelizado por
el caso R?™"! con su estructura Sasakiana habitual. Asi, cualquier subvariedad anti-
invariante de R?*™*! tiene Forma de Maslov cerrada. En la segunda seccién analizamos
cuando la Forma de Maslov es conforme, lo cual se alcanza para cualquier subvariedad
anti-invariante que tenga su vector curvatura media H paralelo. En caso de no ser asi, se
proporcionan condiciones suficientes para que la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante sea, si no ya conforme, al menos D-conforme, concepto éste que se
introduce de manera adecuada. Para ello, su segunda forma fundamental debe satisfacer
la expresién (0.0.2), establecida en [12]. Asimismo, se ponen de manifiesto las relaciones
de estas propiedades con las ya mencionadas esferas de Whitney.

Cabe mencionar que los resultados recogidos en este segundo capitulo forman parte
de la memoria del Trabajo de Fin del Master “Estudios Avanzados en Matemati-
cas” (véase [7]). En dicho trabajo se estudia cudndo la Forma de Maslov para una
subvariedad anti-invariante tangente a £ en un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante es cerrada y conforme, siguiendo la linea llevada a cabo por A. Carriazo en [19].
Ademas, se incluye un capitulo en el que se estudian los campos especiales, definidos
como aquellos campos cerrados y conformes tales que o(X, X) = fNX, con f funcién
diferenciable en la subvariedad, estudiando la expresion del endomorfismo de Weingar-
ten de dichos campos, entre otras propiedades, segin la linea establecida por G. Pitis
en [47] para subvariedades anti-invariantes ortogonales a &.

En el tercer capitulo, continuando los estudios llevados a cabo por A. Carriazo
en [19], generalizamos la variedad ambiente y estudiamos la Forma de Maslov para
subvariedades slant propias dentro de un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado. Esta nocion fue introducida por P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo
en [3], y se ha constituido desde entonces en un importante marco de trabajo en la
geometria casi-contacto métrica. Ademas dotaremos a la variedad ambiente de una
estructura (o, 3) trans-Sasakiana para llevar a cabo nuestro estudio en el marco mas
general posible. Este capitulo, que se divide en cuatro secciones, constituye el nicleo
central de este trabajo, dando nombre a la tesis doctoral.

En la primera seccién establecemos desigualdades entre los principales invariantes
intrinsecos de la subvariedad, la curvatura escalar y la curvatura de Ricci, y el princi-
pal invariante extrinseco, el vector curvatura media. Cabe destacar en esta seccién el
Teorema 3.1.3, en el que establecemos la desigualdad

2 2 1
> m —1—(717;;(—771)— D T — ém(m +1)f1 — gm cos® O fy +mfs + a’msen® 6| .
(0.0.4)

la cual generaliza la dada por (0.0.1), obtenida en [12]. Adem4s, caracterizamos el caso
de la igualdad en funcién de la siguiente expresiéon de la segunda forma fundamental

I1H
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de la subvariedad

o(X,¥) = P2 (oY)~ n(X)n(V) H
a (sei2 HWH(X) * O‘Z j[ in(X)) NY (0.0.5)

1 m+ 2
_ <me(Y) o 177(Y)> NX} :

llamando a las subvariedades que la satisfacen subvariedades x-slant y proporcionando
interesantes ejemplos de las mismas, segin la variedad ambiente tenga estructura a-
Sasakiana o f-Kenmotsu, ya que en [41], J. C. Marrero probé que si m > 2, la variedad
ambiente M2+ presenta una de estas dos estructuras.

En la segunda seccion caracterizamos cuando la Forma de Maslov de una sub-
variedad slant propia es cerrada. Establecemos los resultados de forma general para
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M?™F(fy, fo, f3) con es-
tructura (a, 3) trans-Sasakina y particularizamos para obtener conclusiones haciendo
distincion segun la variedad ambiente tenga estructura a-Sasakiana o [-Kenmotsu.
Ademads, proporcionamos diversos ejemplos en cada caso. Terminamos la seccion defi-
niendo una nueva forma que llamamos Forma de Maslov adaptada, la cual es cerrada
al menos en el caso a-Sasakiano.

En la tercera seccion, conseguimos una serie de obstrucciones combinando propie-
dades tanto geométricas como topolégicas para subvariedades slant propias que tengan
Forma de Maslov cerrada, en el caso en que la variedad ambiente M tenga estructura
a-Sasakiana, generalizando asi los resultados obtenidos por A. Carriazo en [19]. Para
ello, debemos tener en cuenta los resultados obtenidos en la seccion anterior. Para es-
tablecer dichas obstrucciones se relacionan los invariantes intrinsecos 6%, y 67, con el
vector curvatura media H de la subvariedad. Dichos invariantes fueron estudiados en
[6] por P. Alegre, A. Carriazo, Y. H. Kim y D. W. Yoon, y en [21] por A. Carriazo.
Para finalizar la seccidn, se establece una obstruccion que hace referencia a la curvatura
escalar de la subvariedad cuando la Forma de Maslov es cerrada.

En la cuarta y ultima seccién de este capitulo estudiamos la conformidad de la
Forma de Maslov. Veremos que para que la Forma de Maslov sea al menos D-conforme
necesitamos imponer la condicién de que VN = 0, con lo que en el Teorema 3.4.1
establecemos que dicha condicién implica que o bien la subvariedad debe ser minimal
o bien la variedad ambiente sea cosimpléctica.

En el cuarto y ultimo capitulo de esta memoria establecemos una segunda gene-
ralizacion de la variedad ambiente, estudiando la Forma de Maslov de subvariedades
anti-invariantes y slant propias de S-variedades. En concreto, nos centraremos en el ca-
so en que la variedad ambiente sea una S-variedad de curvatura f-seccional constante.
Para ello, dividiremos este capitulo en dos secciones.
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En la primera seccion estudiamos el caso de las subvariedades anti-invariantes,
caracterizando cuando la Forma de Maslov es cerrada y dando condiciones suficientes
para que sea D-conforme, siguiendo la misma linea del primer capitulo.

En la segunda seccién caracterizamos cuando la Forma de Maslov es cerrada para
subvariedades slant propias de S-variedades. Veremos en el Corolario 4.2.12 que la
Forma de Maslov es cerrada si y sélo si la variedad ambiente es una S-variedad de
curvatura f-seccional constante M?™5(c) con ¢ = —3s. Para finalizar, en la segunda
parte establecemos una desigualdad entre H y 7 que extiende la desigualdad (0.0.4) al
caso de subvariedades slant no invariantes en S-variedades y que generaliza de forma
natural la desigualdad (0.0.3), establecida por L. M. Fernandez y A. Prieto-Martin en
[33]. Ademas, caracterizamos el caso de la igualdad en funcién de la segunda forma
fundamental de la subvariedad.

Cerramos la tesis con una lista de las referencias bibliograficas que se han ido citando
a lo largo de la misma.

Cabe mencionar que los resultados recogidos en la primera seccion y en la prime-
ra parte de la segunda seccién de este ultimo capitulo, se encuentran publicados en
[8]. En este articulo, estudiamos en primer lugar la Forma de Maslov para una sub-
variedad slant propia, M™** tangente a los campos de estructura &, ..., &, dentro de
una S-variedad de curvatura f-seccional constante, M?*™*5(c), estableciendo que di-
cha forma es cerrada si y sélo si ¢ = —3s. A continuacién, se estudia el caso en que
la subvariedad sea anti-invariante. En este caso, llegamos también a que la Forma de
Maslov es cerrada si y so6lo si ¢ = —3s. Por otra parte, estudiamos cuédndo la Forma
de Maslov es conforme en el caso en que la subvariedad sea anti-invariante y tenga
Forma de Maslov cerrada. Demostramos en primer lugar que dicha forma es conforme
si y soOlo si el vector curvatura media H es paralelo. En otro caso, establecemos una
condicién suficiente para que la Forma de Maslov sea D-conforme (es decir, conforme
para los campos ortogonales a los campos de estructura de la subvariedad). Para ello,
la subvariedad debe tener Forma de Maslov cerrada y satisfacer la expresién (4.1.35)
de su segunda forma fundamental.

Por otra parte, en los articulos [1] y [2] hemos recogido otros resultados de la tesis.
El primero de ellos se encuentra enviado para su publicacion y el segundo en proceso
de elaboraciéon para ser enviado proximamente.

En [1] establecemos en primer lugar la desigualdad (0.0.4) para cualquier subva-
riedad slant no invariante en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado con estructura (a, B) trans-Sasakiana, estudiando qué expresion debe satisfacer
la segunda forma fundamental de la subvariedad para que se alcance el caso de la
igualdad. A estas subvariedades las llamamos subvariedades *-slant. A continuacion,
damos interesantes ejemplos de estas subvariedades usando tanto productos warped
como deformaciones D-homotéticas, siguiendo la linea llevada a cabo por P. Alegre,
A. Carriazo y D. E. Blair en [3] y por P. Alegre y A. Carriazo en [4]. Finalizamos el
articulo obteniendo la expresién de la curvatura de Ricci para subvariedades x-slant, en
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funcién del vector curvatura media y estableciendo cotas tanto inferior como superior
de la misma.

En [2] damos la desigualdad (4.2.72) entre H y 7, para cualquier subvariedad slant
no invariante dentro de una S-variedad de curvatura f-seccional constante, caracteri-
zando el caso de la igualdad en funcién de la segunda forma fundamental de la subva-
riedad.

Finalmente, me gustaria aprovechar esta introduccién para dar las gracias a los
Profesores Dr. D. Pablo S. Alegre Rueda y Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio por todo
el tiempo y esfuerzo que me han dedicado a lo largo del proceso de elaboracién de
este trabajo, el cual se ha prolongado en el tiempo més de lo esperado debido a diver-
sas situaciones. Ellos siempre han estado ahi y sin ellos este sueno nunca se hubiese
hecho realidad. Gracias de todo corazén. También querria agradecer al Sr. Director
del Departamento de Geometria y Topologia, Profesor Dr. D. Luis Manuel Fernandez
Fernandez, el haber puesto a mi disposicion los medios necesarios para llevar a cabo
mi investigacion, y al Profesor Dr. D. Antonio Suarez Fernandez, Coordinador del Pro-
grama de Doctorado “Matematicas”, el haber hecho posible el desarrollo normal del
mismo.



Capitulo 1

Preliminares

Presentamos a continuacion las definiciones y los resultados que hemos considerado
imprescindibles para poder llevar a cabo una completa comprension del resto de esta
memoria.

Para ello, comenzamos con una seccion de generalidades acerca de las subvarieda-
des en la Geometria Riemanniana. En la segunda seccién recordaremos los conceptos
de campo cerrado y conforme. La siguiente seccién esta dedicada a la introduccién de
los tipos de variedades casi-contacto métricas y al estudio de las primeras propieda-
des elementales de una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica. Para mas
detalles sobre Geometria Riemanniana de Contacto, recomendamos la referencia [11].
Terminaremos con unas nociones basicas sobre subvariedades de S-variedades.

Senalemos que, en lo que sigue, todas las funciones seran diferenciables en las va-
riedades correspondientes.

1.1. Teoria general de subvariedades

Sea M una subvariedad de una variedad Riemanniana (Z/\\/[/ ,g). Consideramos sobre
M la métrica inducida por la de M , que denotaremos también por g. Asi, la inmersién
de M en M es isométrica. N

Si denotamos por V' y V las conexiones de Levi-Civita de M y M respectivamente,
entonces, las Férmulas de Gauss y de Weingarten vienen dadas por

VyY = VyY +0(X,Y), (1.1.1)
VxV = —AyX +DyV, (1.1.2)
para todos X,Y tangentes a M y todo V normal a M, donde o es la sequnda forma

fundamental de M en M, Ay el endomorfismo de Weingarten asociado con V' y D
la conexion normal. La segunda forma fundamental o y el operador de Weingarten A



estan relacionados mediante

para todos X, Y tangentes a M y todo V normal a M.
Se define el vector curvatura media de M por

m+1

1 1
= traza o = —— o(ei, ei), (1.1.4)
m—+1 m-+1 —
donde m + 1 es la dimensién de M y {eq,...,e,11} es una referencia local ortonormal

en M. Se dice que M es minimal si H se anula idénticamente. Ademas, se dice que M
es una subvariedad totalmente umbilical si

o(X,Y)=g(X,Y)H,

para todos X, Y de M.

Si denotamos por m la dimension de M, podemos elegir una referencia local orto-
normal

€1y, C6mt1,Emt2, .- -, Em
tales que, restringidos a M, los campos e, ..., e, 1 sean tangentes a M y, por tanto,
€mi2, - - -, €m sean normales a M. Sean {w!, ..., w™} sus 1-formas duales. Entonces, las

ecuaciones de estructura de M vienen dadas por

de:—Zwé/\wB, wa +wh =0,
B
1 ~
dwsy = —Zwé AwG+Qa Q= ézRgCDwC AW, (1.1.5)
c c,D

1 < A, B,C,D < m, donde Q4 se llaman formas de curvatura y R denota el tensor
de curvatura de M. Si restringimos estas formas a M, entonces w” = 0, para todo

r=m+2,...,m. Como 0=dw" =—> w Aw’, el Lema de Cartan implica que
wj =Y opw!, o =0l (1.1.6)
J
donde
ol = wile;) = g(Aeeie5) = gloleisej), er), (1.1.7)

Lj=1...m+1Lr=m+2,...,m.



Para cada campo vectorial X tangente a la subvariedad M, podemos escribir

m+1 m
Ve, = > w/(X)ej+ Y wi(X)e, (1.1.8)
j=1 s=m+2
N m+1 m
Ve, = > wi(X)ej+ > wi(X)e,, (1.1.9)
j=1 s=m+2
parat=1,.... m+1lyr=m+2,. mLaslformasw w; uﬂyw dadas por

(1.1.8) y (1.1. 9) reciben el nombre de formas de conexion de M en M.

Denotemos por Ry R los tensores de curvatura de M y M respectivamente, y por
RP el tensor de curvatura de la conexién normal D. Entonces, la ecuacion de Gauss y
la ecuacion de Ricci vienen dadas respectivamente por

RX,Y;Z,W) = R(X,Y;Z, W)+ g(c(X,Z),a(Y,W))—

—g(o(X,W),0(Y, Z)) (1.1.10)

RP(X,Y;U,V) = R(X,Y;U,V)+ g([Av, Av](X),Y),

para todos X, Y, Z, W tangentes a M y todos U,V normales a M.
En cuanto a la segunda forma fundamental o, se define la Derivada de Van der
Waerden-Bortolotti Vo de o con respecto a la conexién en TM & T+M como

(Vxo)(Y,Z) = Dx(o(Y,2)) — o(VxY,Z) —o(Y,VxZ), (1.1.11)
con X,Y, Z tangentes a M. La ecuacion de Codazzi satisface la expresion
(R(X,Y)Z): = (Vxo)(Y,Z) — (Vyo)(X, 2), (1.1.12)

para todos X, Y, Z tangentes a M, donde (E(X ,Y)Z)*+ denota la componente normal
de R(X,Y)Z.

Por otra parte, la curvatura de Ricci de M para cualquier campo tangente X de
M viene dada por

Rie(X)= Y K(X,e&), (1.1.13)
1<i<m+1

donde K (X, e;) denota la curvatura seccional de M asociada con la seccién plana
generada por X y e;, para todo campo e; de una referencia local ortonormal de M.

De la misma forma, la curvatura escalar T de M en p € M se define como

T = Z K(e;,€5), (1.1.14)

1<i<yj<m—+1
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donde K(e;, e;) denota la curvatura seccional de M asociada con la seccién plana
generada por e; y e;, para todos e;, e; de una referencia local ortonormal de M.
Ademas, sabemos que la curvatura de Ricci y la curvatura escalar estan relacionadas

de la siguiente forma
1
T=3 E Ric(e;).

1<j<m+1

1.2. Campos cerrados y conformes

Dada una variedad Riemanniana (M, g), se dice que un campo X en M es cerrado
si su 1-forma dual es cerrada. Esto es equivalente a probar que

g(Y,V4X) = g(Z,VyX), (1.2.1)

para todos Y, Z en M.
__ Por otra parte, se dice que X es conforme si Lxg = pg, donde p es una funcién en
M. Un campo cerrado X es conforme si y soélo si

Vv X = fY, (1.2.2)
para todo campo Y en M , siendo f una funcién en M. .
Entonces si {e1,...,€en+1} es una base de campos ortonormales de M tenemos que
ﬁeiX = fei>

paratodoi=1,...,m+ 1.
Asi, deducimos que

m+41 m—+1

div(X) = 3 (Vo X,e) = 3 g(fesei) = fim+ 1) = f dim(M),

i=1 i=1

lo cual implica que

_div(X)

dlm(]TJ/)7

y de esta forma
~ u( X
Ty x = )

dim(M)

De lo anterior también podemos deducir que
~ ~ ~ div(X
9Ty X, 2) + g(V,X,V) = 29(Fy X, 2) = 29X iy 7)
dim(M)



Por otro lado, de [49, Lema 1] se sigue que si X es un campo cerrado y conforme
de una variedad Riemmaniana M™% entonces el tensor de curvatura R de M verifica

que
Ric(X)

IXIPR(Y, 2)X = (9(Z, X)Y —g(Y, X)Z),

donde Ric denota la curvatura de Ricci de M.

1.3. Subvariedades de variedades casi-contacto métri-
cas
Sea M una variedad diferenciable de dimensién impar. Se dice que M es una varie-
dad casi-contacto si existen en M un tensor ¢ de tipo (1, 1), un campo vectorial global
¢ (llamado campo vectorial de estructura o campo de Reeb) y una 1-forma global ) tales

que

n) =1 (1.3.1)

»*X = —X +n(X)E, (1.3.2)

para todo X en M. También se dice que M tiene una (¢, £, n)-estructura o una estruc-
tura casi-contacto. En estas condiciones, es inmediato probar que

o€ = 0, (1.3.3)

n@X) = 0,

para todo X en M y que ¢ tiene rango 2m, siendo Eiimﬂ =2m+ 1.
Sea ahora g una métrica Riemanniana sobre M. Se dice que g es una métrica
adaptada a la estructura casi-contacto de M si se verifican

9(X, &) = n(X), (1.3.4)

96X, 0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y), (1.3.5)

para todos X, Y en M. Se deduce de (1.3.1) y (1.3.4) que £ es unitario para g y que n) es
la 1-forma dual de £. Una variedad casi-contacto dotada de una métrica g adaptada a
la estructura se llama variedad casi-contacto métrica y se dice que tiene una (¢, &, 7, g)-
estructura o una estructura casi-contacto métrica. Denotaremos simplemente por M a
una variedad casi-contacto métrica (M, ¢,&,n, g).

En una variedad casi-contacto métrica, se cumple

9(¢X.Y) +g(X,9Y) = 0, (1.3.6)
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para todos X,Y en M , lo cual implica, en particular, que
g(X7 ¢X) = 07

para todo X en M. .
Se denota por ® a la 2-forma en M definida por

O(X,Y) = g(X,0Y),

para todos X,Y en M. La 2-forma ® recibe el nombre de 2-forma fundamental de M.
En virtud de (1.3.6), se tiene que ¢ es antisimétrica. Ademads, como ¢ tiene rango 2m,
se verifica que:

nA®™ £ 0. (1.3.7)

Se dice que una variedad casi-contacto métrica es de contacto métrica si ¢ = dn.
Entonces, a 7 se le llama forma de contacto y, en virtud de (1.3.7), se tiene que:

n A (dn)™ # 0,

que corresponde con la manera habitual de definir una forma de contacto (sin “métri-
ca”).

Si £ es un campo vectorial de Killing con respecto a g, la estructura de contacto
métrica recibe el nombre de estructura K-contacto. Es facil probar que una variedad
de contacto métrica es K-contacto si y solo si

Vil = —¢X, (1.3.8)

para todo X en M , donde V denota la conexién de Levi-Civita de M. Ademas, en una
variedad K-contacto se verifica que

R(X,&¢€,X) = 1,

para todo X unitario, normal a &, donde R denota el tensor de curvatura de la variedad.
Se dice que la estructura casi-contacto de M es normal si

[0, 0] +2dn® & = 0,
donde [¢, ¢] es la torsién de Nijenhuis de ¢, que viene dada por
[6,0](X,Y) = ¢°[X, Y] + [¢X, 0Y] — 0[¢X, Y] — ¢[X, ¢Y],

para todos X,Y en M. Una variedad Sasakiana es una variedad de contacto métrica
normal. Se prueba que toda variedad Sasakiana es K-contacto y que una variedad
casi-contacto métrica es Sasakiana si y solo si

(Vxo)Y = g(X,Y)E—n(Y)X, (1.3.9)

6



para todos X,Y en M. Ademas, si M es Sasakiana, se verifica que, para todos X,Y
en M: B
ROXY)E = n(Y)X —n(X)Y.

Se dice que una seccién plana II en el espacio tangente T, (M) en un punto = de una
variedad Sasakiana M es una @-seccion si estd generada por un vector X ortogonal a
¢y por ¢.X. La curvatura seccional K (II) con respecto a una ¢-seccién I determinada
por un vector X recibe el nombre de curvatura ¢-seccional. Se dice que una variedad
Sasakiana M es un espacio de curvatura ¢-seccional constante, y se denota por M (c),
si tiene curvatura ¢-seccional constante c. .

El tensor de curvatura de un espacio de curvatura ¢-seccional constante M (c) viene
dado por

R(X,Y)Z =< Z 3 (4(Y. 2)X — g(X, Z)Y)+

C; l(g(X, dZ2)pY — g(Y,02)pX + 29(X, oY )pZ+ (1.3.10)

n(Xm(2)Y —n(Y)n(Z2)X + g(X, Z)n(Y)§ — g(Y, Z)n(X)E),

para todos X, Y, Z en M.
De manera usual, se considera en R?"*! la estructura Sasakiana dada por

1 - 0
n = §(d2—;yidﬂfi)7 § = 257

1 m
g =nQn+ Z;(dl‘z ® dz; + dy; ® dy;),

- 0 0 0 - 0 0 “ 0
Y Xig—+Yi )+ Z2-) = > (Yie— — X, > Yigio-
(b( ( Zaxi + layl)_'_ az) i:1( Zaxi ’Layz)—i_ p 13/15,27

donde (x;,y;,2), i = 1,...,m, son las coordenadas cartesianas. Es bien conocido que,
con esta estructura, R?™*! es un espacio de curvatura ¢-seccional constante con ¢ = —3.

Por otra parte, K. Kenmotsu definié en [38] las wvariedades de Kenmotsu como
aquéllas que satisfacen las dos siguientes condiciones:

(Vxd)Y = g(¢X,Y)E —n(Y)pX,

~ (1.3.11)
Vx§ =X —n(X)§.

Ademas, introdujo el siguiente ejemplo:

Sean F' una variedad Kaehleriana y la funcién f(t) = ce’, donde ¢ es una constante
no nula. Entonces, el producto warped M=Rx 7 I tiene una estructura casi contacto
métrica que satisface (1.3.11).



No obstante, existe otro caso mas anédlogo a las variedades Kaehlerianas que las
Sasakianas o las de Kenmotsu, y es aquél en el que V¢ = 0. Estas variedades reciben
el nombre de variedades cosimplécticas, véanse [9] y [34].

El producto euclideo con su estructura habitual es el ejemplo canénico de este tipo
de variedades, M = Rx F', donde F es una variedad Kaehleriana. Obsérvese que se trata
del caso particular en que la funcién f anteriormente mencionada en las variedades de
Kenmotsu sea constante, f = 1.

Posteriormente, en [46], J. A. Oubina introdujo la nocién de variedad trans-Sasakiana,
las cuales fueron caracterizadas por D. E. Blair y J. A. Oubifa en [13] como aquellas
variedades que verifican que

(Vx9)Y = a(g(X,Y)E = n(Y)X) + B(g(6X,Y)E — n(Y)dX), (1.3.12)

para todos X, Y en M, donde « y 3 son dos funciones en M. Si B = 0, se dice que
M es una variedad a-Sasakiana. Las variedades Sasakianas aparecen como ejemplos
de las variedades a-Sasakianas, con a = 1. Si a = 0, se dice que M es una variedad
B-Kenmotsu. Las variedades de Kenmotsu, ya comentadas anteriormente, son casos
particulares con = 1. Finalmente, si tanto o como S son nulas, entonces M es una
variedad cosimpléctica. En particular, a partir de (1.3.12) es facil ver que se alcanzan
las siguientes igualdades para una variedad trans-Sasakiana:

Vi = —adX + (X —n(X)E),  dn=ad. (1.3.13)

Respecto a las variedades trans-Sasakianas, cabe destacar que, en [41], J. C. Marrero de-
mostré que si m > 2, la variedad ambiente M?™*! tiene estructura o bien a-Sasakiana,
o bien f-Kenmotsu. Sin embargo, si existen variedades trans-Sasakianas con a, 3 # 0
en dimensiéon 3.

Por otro lado, en [3], P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo introdujeron la nocién
de espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado como una variedad casi-
contacto métrica (M, ¢,£,n, g) cuyo tensor de curvatura viene dado por

R(X,Y)Z = fi{g(Y,2)X —g(X,2)Y } +
foA9(X,02)0Y — g(Y,02)pX +29(X, oY )dZ} + (1.3.14)
[sn(XOn(Z2)Y —n(Y)In(Z)X + g(X, Z)n(Y)E — g(Y, Z)n(X)E},

donde fi, fa, f3 son funciones diferenciables de M. Estas variedades se denotan por
M(f1, f2, f3) v generalizan la nocién de espacio de curvatura ¢-seccional constante,
M (c), cuyo tensor de curvatura satisface la expresién (1.3.14), con

c+3 c—1

h=0 ==

como puede deducirse de manera inmediata de (1.3.10).
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Estas variedades son las que tomaremos como referencia en el bloque central de
la memoria, ya que nos van a permitir llevar a cabo nuestro estudio bajo el marco
mas general posible. Ademas existen ejemplos no triviales de las mismas en todas las
dimensiones, como mostraremos en la seccién de Ejemplos del tercer capitulo. Con-
cretamente, fue probado en [3] que si transformamos mediante un producto warped
un espacio de curvatura seccional holomorfa constante N(c), obtenemos un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado

M(c—élf’z c c—4f"? f”)

i o ap A Uy

dotado de una estructura 3 trans-Sasakiana con § = f’/f. Por otra parte, P. Alegre

y A. Carriazo probaron en [4] que transformando un espacio de curvatura ¢-seccional

constante M (c), mediante una deformacién D-homotética, obtenemos un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado con

, lc+3 e o Lfec—=1 a®=b
f1—g 1 fg—fg—g( b )>

dotado de una estructura (a/b,0) trans-Sasakiana, donde a y b son constantes de M,
cona#0yb>0. -

Consideremos ahora M una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica M.
Al igual que en la primera seccién, consideramos sobre M la métrica inducida por la
de M, que denotaremos también por g. Dado un campo X tangente a M, escribimos

0X = TX + NX, (1.3.15)

donde TX y NX son las componentes tangente y normal de ¢X, respectivamente.
Entonces, T es un endomorfismo del fibrado tangente de M y N es una 1-forma de
TM con valores en T+ M.

Se dice que la subvariedad M es invariante si N es idénticamente nula, es decir, si
¢X es tangente a M, para cada X tangente a M. Por otra parte, se dice que M es una
subvariedad anti-invariante si T se anula idénticamente, es decir, si X es normal a
M, para todo X tangente a M.

Para V normal a M, escribimos

OV = tV +nV, (1.3.16)

donde ¢tV (resp. nV') denota la componente tangente (resp. normal) de ¢V'. Entonces,
t es una 1-forma de T+ M con valores en TM y n es un endomorfismo de T+ M.
En virtud de (1.3.6), (1.3.15) y (1.3.16), se deduce que

g(TX, Y) = _g(X’ TY)7
g(nv7 U) = _g(v7 nU):
g(NX,V) = —g(X,tV),



para todos X, Y tangentes a M y todos U,V normales a M.

Obsérvese que, de aqui en adelante, vamos a considerar que el campo de estructura &
sea tangente a la subvariedad M, ya que estamos interesados en estudiar subvariedades
slant en general y, es facil probar que, si £ es normal y M es al menos una variedad
de contacto métrica, entonces M es anti-invariante (véase [40]), por lo que no tendria
sentido el caso en que M sea una subvariedad slant propia, que es el objetivo de nuestro
estudio.

En esta situacion, denotaremos por D la distribucion ortogonal a £ en el fibrado
tangente T'M , conocida como distribucion de contacto. Asi, podemos descomponer T'M
en una suma directa ortogonal de la forma:

TM =Ddp <& >.

En virtud de (1.3.2), (1.3.15) y (1.3.16), si & es tangente a M, entonces para todo
X tangente y todo V' normal, se tiene que:

X +n(X)¢ = T*°X +tNX, (1.3.17)
NTX +nNX = 0, (1.3.18)
TtV +tnV = 0, (1.3.19)
~V = NtV +n?V. (1.3.20)

Podemos obtener otras férmulas relevantes si la variedad M es K-contacto y & es
tangente. En tal caso, en virtud de (1.3.8) y de las Férmulas de Gauss (1.1.1) y de
Weingarten (1.1.2), se deduce que

Vxé = —TX, (1.3.21)
o(X,§) = —NX, (1.3.22)
AvE = tV, (1.3.23)
o(£,€) = 0, (1.3.24)

para todo X tangente y todo V normal, donde se estd denotando por V la conexion
de Levi-Civita de M. -

Por otra parte, en el caso en que M sea una variedad trans-Sasakiana, podemos
deducir inmediatamente las siguientes férmulas a partir de (1.3.13):

Vx¢ = —aTX + B(X —n(X)%), (1.3.25)
o(X.6) = —aNX. (1.3.26)

Ademas, de (1.1.10) y usando (1.3.24) y (1.3.26) tenemos que

K(X NE) =a’cos? . (1.3.27)
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Otro tipo de subvariedades que resultan de gran interés dentro de la geometria
de contacto son las subvariedades totalmente geodésicas de contacto. Se dice que una
subvariedad M de una variedad Sasakiana M es totalmente geodésica de contacto si

o(X,Y)=n(X)o(Y,&) +n(Y)o(X,E), (1.3.28)

para todos X, Y tangentes a M.

Finalmente, introducimos la nocién de subvariedades slant. Estas subvariedades
fueron definidas por B.-Y. Chen en [26] dentro de la geometria casi Hermitica. Poste-
riormente, A. Lotta defini6 las subvariedades slant en geometria casi-contacto métrica
en [40]. Dada una subvariedad M tangente a &, para cada vector no nulo X tangente
a M en p, tal que X no sea proporcional a &,, denotamos por §(X) el dngulo formado
entre ¢X y T,M. Entonces, se dice que M es slant si el angulo (X) es constante, lo
cual es independente de la eleccion de p € M y X € T,M— < &, >. El angulo 6 de
una inmersion slant se llama dngulo slant de la inmersion. Inmersiones invariantes y
anti-invariantes son inmersiones slant con angulo slant § = 0y 6 = 7/2, respectiva-
mente. Una inmersion slant que no sea ni invariante ni anti-invariante se dice que es
una inmersion slant propia. Ademés, fue probado en [15] que si M es una subvariedad

slant, entonces
T?°X = — cos*(X — n(X)¢), (1.3.29)

para todo X tangente a M.

Obsérvese que si M es una subvariedad slant propia, ha de tener dimension impar
(y no puede ser m = 1, pues en tal caso no hay campos tangentes independientes de
€). Asi, si m # 0, 1, ha de ser siempre m > 2. Esta condicién serd considerada en todo
nuestro estudio.

Las subvariedades slant de variedades Sasakianas fueron estudiadas por J. L. Ca-
brerizo, A. Carriazo, L. M. Ferndndez y M. Ferndndez en [15], [16], [17] y [18]. También
puede consultarse el articulo [20], en el que se ofrece una visién de conjunto sobre este
tema.

En [15] se probé que una subvariedad @-slant M de una variedad casi-contacto

métrica M satisface
g(TX,TY) = cos? 6(g(X,Y) — n(X)n(Y)), (1.3.30)

GV, NY) = sen? 8(g(X, Y) — n(X)n(Y), (1.3.31)
para todos X, Y tangentes a M. De (1.3.30) y (1.3.31) podemos deducir que

|IT|I> = mcos®0, ||N||* = msen?. (1.3.32)

Por otra parte, en [40], Lotta probé que, dada 6 € [0, 7/2], una subvariedad M de
una variedad K-contacto M es una subvariedad #-slant si y sélo si

K(X A €)= cos®b, (1.3.33)
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para todo campo tangente unitario X ortogonal a &.
En [15], J. L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Fernandez y M. Ferndndez estudiaron
las subvariedades 6-slant propias tales que, para cualesquiera campos tangentes X,Y,

(VxT)Y = cos?0(g(X,Y)¢ —n(Y)X), (1.3.34)

donde (VxT)Y = VxTY — TVxY. A. Carriazo en [19], las denomina subvariedades
slant Sasakianas, debido a la similitud con las subvariedades slant Kaehlerianas de la
geometria compleja. Sin embargo, podemos observar que el nombre asignado no implica
que, con la estructura inducida ¢ = sec 0T, la subvariedad sea Sasakiana. De hecho,
es facil comprobar que se trata de subvariedades a-Sasakianas con a = cosf (véase
[16]). En particular, en [15], se demostré que cualquier subvariedad slant propia 3-
dimensional de una variedad K-contacto es una subvariedad slant Sasakiana. Ademas,
se prob¢ la siguiente ecuacion para subvariedades slant Sasakianas de angulo slant 6
de una variedad Sasakiana:

Any X = AnxY +sen®0(n(Y)X —n(X)Y). (1.3.35)
En la misma linea, podriamos generalizar la definicién (1.3.34). Si consideramos
(Vx@)Y = a(g(X,Y)E = n(Y)X) + Bg(6X,Y)E — n(Y)9X),
donde @ y B son funciones de M y teniendo en cuenta

(Vx9)Y = a(g(X,Y)§ — n(Y)X) + Bsect(g(TX,Y)E —n(Y)TX), (1.3.36)

(Vx@)Y = VxoY — ¢VxY = VxsecOTY —seclTVyxY =secO(VxT)Y, (1.3.37)
podemos establecer de (1.3.36) y (1.3.37) que
(VT)Y = acos 0(g(X, Y)E - n(Y)X) + Blg(TX, YV)E —n(Y)TX).  (1.3.38)

De esta forma, podemos decir que cualquier subvariedad slant M que satisfaga (1.3.38)
es una subvariedad slant trans-Sasakiana.

En relacién a ello, si consideramos una subvariedad M slant trans-Sasakiana dentro
de una variedad M con estructura trans-Sasakiana verificando (1.3.12), cabria pregun-
tarse qué relacién guardan a y 3 con a y 3. Pues bien, de (1.1.1) y (1.1.2) podemos
deducir

(Vx9)Y =VxgY — ¢VyxY =
:VxTY+U(X,TY) —ANyX—l-DxNY— (1339)
TVxY — NVxY —to(X,Y) —no(X,Y).
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De esta forma, igualando las componentes tangentes de (1.3.12) y (1.3.39) obtenemos

(VxT)Y — Apy X —to(X,Y) = a(g(X,Y)E = n(Y)X) + B(g(¢X,Y)E = n(Y)TX).
. (1.3.40)
Por otra parte, como ¢ = sec @1, podemos escribir

(Vx0)Y =VxgY —¢VxY = (1.3.41)
=VxsecdTY —sec0TVxY =secd(VxT)Y. o
Asi, sustituyendo (1.3.38) y (1.3.40) en (1.3.41), deducimos

a(g(X,Y)E—n(Y)X) +secHB(g(TX,Y)E —n(Y)TX) =
=secO(a(g(X,Y)E —n(Y)X) + B(g(¢X,Y)E —n(Y)TX) + Ayy X + to(X,Y)),

de donde multiplicando por £ y teniendo en cuenta (1.1.3) y (1.3.31) llegamos a

a(g(X,Y) = n(X)n(Y)) +sec95g(TX,Y) =
=sect(a(g(X,Y) = n(X)n(Y)) + Bg(TX,Y) — asen® 8(g(X,Y) — n(X)n(Y))) =
=secB(acos®0(g(X,Y) = n(X)n(Y)) + Bg(TX,Y),

o lo que es lo mismo
(acos? @ —acosf)(g(X,Y) —n(X)n(Y))+ (8- B)g(TX,Y) = 0. (1.3.42)

Ahora bien, si consideramos en (1.3.42) que X = Y unitario con X ortogonal a &,
entonces

secfa = «, (1.3.43)

y si consideramos en (1.3.42) que Y = T'X con X unitario y ortogonal a &, tenemos
B=p (1.3.44)
Finalmente, de (1.3.38) podemos establecer que
Any X = —to(X,Y) —asen?0(g(X,Y)¢ — n(Y)X), (1.3.45)
de donde se tiene que
Any X = AnxY +asen® (n(Y)X —n(X)Y). (1.3.46)
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1.4. Subvariedades de f-variedades métricas

Las definiciones incluidas en esta secciéon generalizan las de la seccién 1.3, por lo que
las estructuras de ambas secciones serdn similares. Una variedad Riemanniana (M, g)
de dimension 2m + s, dotada con una f-estructura f, es decir, un tensor f de tipo
(1,1) y rango 2m satisfaciendo la igualdad f2 + f = 0 (ver [51]), se dice que es una
f-variedad métrica si existen s campos &1, ..., & de M , llamados campos de estructura,
tales que si ny,...,ns son las 1-formas duales de &1, ..., &, entonces

Na(éa) =1; f€a=0; nao f=0;

® 1.4.1
f2:_I+Z77a®€a§ ( )
a=1
9(X,Y) = g(f X, fY) + Y na(X)ma(Y), (1.4.2)
a=1
para todos X, Y en M. Por definicion, la métrica g satisface que
g(fX,Y) +g(X, fY) =0, (1.4.3)

para todos X,Y en M. Sea F la 2-forma en M definida por F(X,Y) = g(X, fY).
Como f tiene rango 2m, entonces se verifica que

mA-Ans NF™#£0

y, en particular, M es orientable. La f-estructura f se dice que es normal si
[f7f] +2Z£a®dna = 07
a=1

donde [f, f] denota el tensor de Nijenhuis de f.

Una f-variedad métrica se dice que es una variedad f-contacto métrica si F' = dn,,
para todo a = 1,...,s. Por otra parte, una variedad f-contacto métrica se dice que
es una variedad f-K-contacto métrica si los campos de estructura son campos de
Killing. Cuando s = 1, las variedades f-contacto métricas corresponden a variedades
de contacto métricas y las variedades f-K-contacto métricas a variedades K-contacto.

Una f-variedad métrica se dice que es una K-variedad (véase [10]) si es normal y
dF = 0. En una K-variedad M, los campos de estructura son campos de Killing ([10]).

Ademas, una K-variedad se dice que es una S-variedad si F' = dn,, para todo
a =1,...,s. Podemos observar que, si s = 0, una K-variedad corresponderia a una
variedad Kaehleriana y para s = 1, una S-variedad seria una variedad Sasakiana.
Cuando s > 2, podemos encontrar ejemplos no triviales en [10] y [36]. Ademads, la
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conexién Riemanniana V de una S-variedad satisface para todos X,Y tangentes y
cualquier a = 1,...,s:

Vxéa = —fX, (1.4.4)
(Vx Y = (9(f X, fY)a +na(Y) F2X). (1.4.5)

Una seccién plana II de una f-variedad métrica M se dice que es una f-seccion
si estda generada por un vector unitario X, ortogonal a los campos de estructura, y
por fX. La curvatura seccional de II se llama curvatura f-seccional. Una S-variedad
se dice que es una S-variedad de curvatura f-seccional constante si tiene curvatura
f-seccional constante ¢y, en tal caso, se denota por M (c). El tensor de curvatura R de

M (c) satisface (véase [39]):

S

RIX,Y,Z,W) = > (g(fX, fW)na(Y')ns(Z) = g(f X, fZ)na(Y )ns(W)+

a,B=1

9g(fY, fZ2)na(X)ng(W) — g(fY, fW)na(X)ns(2))+
S (X, FWVG(SY £2) — g(FX, FD)g( Y, fW))+

1
CT(R(X,W)F(Y, Z) — F(X, Z)F(Y,W) — 2F(X,Y)F(Z,W)),
(1.4.6)

4

para todos X, Y, Z, W en M.

Por otra parte, sea M una subvariedad isométricamente inmersa en una f-variedad
métrica M. Analogamente al caso de la seccién anterior, para cualquier campo tangente
X en M, podemos escribir

fX =TX +NX, (1.4.7)

donde T'X y NX son las componentes tangente y normal de fX, respectivamente. La
subvariedad M se dice que es invariante si N es idénticamente nula, es decir, si fX
es tangente a M, para cada X tangente a M. Por otra parte, se dice que M es una
subvariedad anti-invariante si T se anula idénticamente, es decir, si fX es normal a
M, para todo X tangente a M.

Para V normal a M, escribimos

fV =tV +aV, (1.4.8)

donde ¢tV (resp. nV') denota la componente tangente (resp. normal) de fV. Entonces,
t es una 1-forma de T+ M con valores en TM y n es un endomorfismo de T+ M.
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En virtud de (1.4.3), (1.4.7) y (1.4.8), se deduce que

g(TX)Y) = —g(X,TY),
g(NX, V) = —g(X,tV),
para todos X, Y tangentes a M y todo V normal a M. Ademas, si M es una S-variedad

y los campos de estructura son tangentes a M, de (1.1.1), (1.4.4) y (1.4.7) es fécil probar
que

Vxé, = -TX, (1.4.9)

o(X,&) = —-NX, (1.4.10)

para todo X tangente a M y cualquier &« = 1,...,s y, en particular, como f&, = 0,
para cualquier a:

0(a,83) =0, a,0=1,...,s. (1.4.11)

Ademds, si extendemos la formula (1.4.5), teniendo en cuenta (1.1.1), obtenemos

S

Avy X = (VxT)Y = to(X,Y) = D _[9(fX, fY)éa +na(Y) f2X],

a=1

para todos X, Y tangentes a M.

Como estamos suponiendo que los campos de estructura son tangentes a M, pode-
mos denotar por M a la distribucion de M generada por los campos de estructura y
por L a su distribucién complementaria ortogonal. De esta forma, si X € L, entonces
No(X) =0, para todo o =1,...,sy si X € M, entonces fX = 0.

Se define en este caso el vector curvatura media de M por

m+s
1

t - iy €i )y 1.4.12
g traza o e ;a(e e;) ( )

H =

donde m + s es la dimensién de M.

Respecto al comportamiento de la segunda forma fundamental de una subvarie-
dad en una f-variedad métrica, sabemos que el estudio de subvariedades totalmente
geodésicas de S-variedades se reduce al estudio de subvariedades invariantes (véase
[23]). De esta forma, se hace necesario el estudio de una variacién de dicho concepto,
mas relacionado con la estructura, las llamadas subvariedades f-geodésicas, introdu-
cidas por L. Ornea en [45]. Asi, una subvariedad de una S-variedad, tangente a los
campos de estructura, se dice que es una subvariedad totalmente f-geodésica si la dis-
tribucién L es totalmente geodésica, es decir, si o(X,Y) = 0, para todos X,Y € L.
Luego, de (1.4.9), la subvariedad M es totalmente f-geodésica si y sélo si

o(X,Y) = — i(na(xwy +0a(Y)NX), (1.4.13)

a=1
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para todos X,Y tangentes a M. Es facil probar que una subvariedad totalmente f-
geodésica es minimal.

Finalmente, recordamos la nocion de subvariedades slant en S-variedades. Estas
subvariedades fueron introducidas por M. B. Hans Uber en [35] como aquéllas que
cumplen que, para todos z € M y X € T, M, linealmente independiente de &1, ..., &,
el angulo entre fX y T, M es una constante 6 € [0,7/2], llamada dngulo slant de M
en M. Ademas, subvariedades invariantes y anti-invariantes son subvariedades slant
con angulo slant §# = 0 y 6 = 7/2, respectivamente. Una inmersién slant que no sea ni
invariante ni anti-invariante se dice que es una inmersion slant propia, y la subvariedad
se dice que es una subvariedad slant propia. Cabe destacar que, al igual que en la seccién

anterior, si la subvariedad es slant propia, todos los campos de estructura &i,...,&;
deben ser tangentes, ya que tal como se recoge en [35], si existiese algin campo de
estructura &, normal, para a = 1,...,s, la subvariedad M seria anti-invariante. De

esta forma, la dimensién de la subvariedad M sera m + s, siguiendo la linea de los
capitulos anteriores.

Obsérvese que las subvariedades slant propias en variedades casi-Hermiticas son
de dimensién par (2m) y en variedades casi-contacto métricas (tangentes a &) son de
dimensién impar (2m + 1), mientras que ahora son de dimensién 2m + s.

Si M es una subvariedad #-slant no anti-invariante (es decir, si § € [0,7/2)), se
probé en [32] que

(f.&,- &M, s, 9)

es una f-estructura métrica en M, donde f = (sec#)T, lo cual implica que, si dim(M) =
m + s, entonces m es par. Ademads, en una subvariedad 6-slant de una f-variedad
métrica, se tiene:

T?X = — cos® Z Na(X) ® &),
g(TX,TY) = cos®0(g Z”a Tl (1.4.14)
g(NX,NY) = sen® (g Zna N ( (1.4.15)

para todos X, Y tangentes a la subvariedad (véase [22]). Ademas, de (1.4.14) y (1.4.15)
podemos deducir que

|T|I> = mcos®d, ||N||* = msen?. (1.4.16)

Se dice que una subvariedad slant propia de una S-variedad es una subvariedad
S-slant si

(VXT)Y =cos®0> (g(fX, fY )6 + na(Y) £?X),

a=1
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para todos X, Y tangentes a M, donde 6 es el angulo slant. Es facil ver que, si X,Y € L,
entonces (VxT)Y = (VyT)X. Ademaés, se tiene que

AnyX = AyxY +sen’ 0> (na(Y)X — 1o (X)Y). (1.4.17)

a=1

Finalmente, también fue probado en [22] que toda subvariedad (2 + s) — dimensional
slant propia de una S-variedad es una subvariedad S-slant. Obsérvese que 2 + s es
la minima dimensién posible para una subvariedad de una S-variedad, tangente a los
campos de estructura, para que pueda ser slant propia.
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Capitulo 2

La Forma de Maslov de una
subvariedad anti-invariante

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la Forma de Maslov de una subva-
riedad slant M con dngulo 6, no invariante, es decir 6 € (0,7/2].

En este capitulo, vamos a estudiar el caso en que M sea una subvariedad anti-
invariante (0 = m/2), tangente al campo de estructura &, dentro de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante M (c). En este caso, las dimensiones de M y M son
m+ 1y 2m + 1, respectivamente. Esto nos permitira controlar el fibrado normal de la
subvariedad a través de las imagenes por ¢ de los campos tangentes. Se trata por tanto
del caso analogo al Lagrangiano de la geometria compleja, en el que la dimensién de la
subvariedad es la mitad de la dimension de la variedad ambiente. Una vez estudiado este
caso, en el proximo capitulo procederemos a estudiar las subvariedades slant propias,
es decir con 6 € (0,7/2) generalizando también la variedad ambiente a un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado M (f1, fo, f3) con estructura (v, 3) trans-
Sasakiana.

En primer lugar, estudiaremos cuando la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante es cerrada. Veremos en la préxima seccion que dicha propiedad es in-
dispensable para plantearnos cuando la Forma de Maslov es conforme.

2.1. Forma de Maslov cerrada

Sea M™*! una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana M2™*1, tal
que M es tangente a & y m > 2. Sea H el vector curvatura media de M. Por analogia
con el caso de las subvariedades Lagrangianas de una variedad Kaehleriana (véanse,
por ejemplo, [25] y [49]), o con el caso de las subvariedades integrales de una variedad
Sasakiana (véanse [47] y [48]), definimos la Forma de Maslov de M, wy, como la forma
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dual de ¢H, es decir,
wr(X) = g(X, oH), (2.1.1)

para todo campo X tangente a M.
Podemos observar que, en las condiciones anteriores, ¢ H es tangente. En efecto,
dado un campo V normal cualquiera, existe Y tangente tal que V = ¢Y . Asi,

9(0H, V) = g(¢H,¢Y) = g(H,Y) —n(H)n(Y) = 0,

pues H es normal e Y es tangente.
En la siguiente proposicién establecemos que la subvariedad M ha de ser no minimal
pues, en caso contrario, la Forma de Maslov seria nula y ese caso careceria de sentido:

Proposiciéon 2.1.1. La Forma de Maslov, wy, es nula si y solo si la subvariedad M
es minimal.

Demostracion. Siwg = 0, tenemos que wy (X) = 0, para todo campo X tangente a M,
por lo que usando (2.1.1), g(X,¢H) = —g(¢X, H) = 0, para todo X. Como estamos

en el caso M™*! s M?™+1 todo campo normal es de la forma ¢X, con X tangente a
M. Luego, H = 0.

Reciprocamente, si M es minimal, H = 0 y, por tanto, wy = 0 por (2.1.1). ]
Si tomamos una referencia local ortonormal {ey, ..., e,,&} en M, entonces,
B=Ae1,....,em,& €15y .., €m}
es una base local ortonormal de campos de M, siendo e;« = ¢e; con © = 1,...,m.

Llamaremos a B una referencia anti-invariante adaptada.
Definimos en primer lugar la 1-forma

0=> ul, (2.1.2)

donde w!” son las formas de conexién dadas por las ecuaciones de estructura (1.1.5).
Comenzamos estudiando esta 1-forma ya que, como veremos en el Teorema 2.1.12,
estd estrechamente relacionada con la Forma de Maslov (2.1.1). Vamos a calcular en
primer lugar d© cuando la variedad ambiente es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante M?™*1(c). Para ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.1.2. Sea M™! una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M2+ tangente a €. Entonces, respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se
verifica:

w] =wl, (2.1.3)
wh = wl, (2.1.4)

para todos 1,5 =1,...,m.
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Demostracion. Consideremos una referencia anti-invariante adaptada
B={e,....,em,& €105, €mr}y

siendo e;+ = ¢e; con i = 1,...,m. Teniendo en cuenta (1.1.8), podemos establecer que

WZ(X) 29(6X6i7 ejx) = —glei, 6)(63'*) = —g(ei, 6X¢€j) =

= — g(ei, #Vxe;) = g(des, Vxe;) = gleq, Ves) = wh
para todo X tangente a M, quedando demostrado (2.1.3). Por otra parte, tenemos que
Wl (X) =g(Vxei,ej:) = g(Vxdes, dej) = g(V xes, de;)
= 9(%)(62', ¢2€j) = g(%x% ej) = w'{?

concluyendo la demostracion del lema. O]

Si calculamos ahora d©, resulta que

d@:zm:dw;* :—izwﬁAw;‘wiQf, (2.1.5)
i=1 i=1 A i=1

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las
formas de curvatura €2} :

Lema 2.1.3. Sea M™"! una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
p-seccional constante M*™(c), tangente a &. Entonces, respecto a una referencia anti-
mvariante adaptada, se verifica

e 1 ; ;% - 1 " : sk
Of = it C > W AW (2.1.6)
j=1

! 2 2

para todo i =1,...,m.

Demostracion. Partiendo de (1.1.5) resulta que

m
QQz — E R(ec,eD,ei,ei*)w Nw™ = E R(ejyekaehei*)wj N w '+
C,D k=1

+ Zé(ej,g;ei,ei*)wj Am+ Z R(e;j, epe €5, €0 )’ Awh +

Jj=1 j.k=1
- . E, D .

+ Y R exsen e AW+ R(E & eg, e )n At (2.1.7)
k=1

+ ZE(&, ehr; €5, € ) A W+ Z E(ej*,ek; e, e )w! A wFt

k=1 jik=1
m m

=~ . -k =~ X -k k*

—1—5 R(ej«, & e, e )w? A+ g R(ej«, ep=; e, e )w? Aw" .
=1 jk=1
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Calculemos ahora, a partir de (1.3.10), los distintos coeficientes de (2.1.7):

R(ej, ex; e, ex) =0, (2.1.8)

Rej, & eier) =0, (2.1.9)

Rlej, epienen) = - 35”51,6 L 56+ 2630), (2.1.10)
R(&, exieie0) =0, (2.1.11)

R(¢, & eren) =0, (2.1.12)

R(E, epe ei,ei*) =0, (2.1.13)

Rleje, exser,en) = S 35 O+ S (60 + 26,0, (2.1.14)
ﬁ(@j*,f; e ex) = 0, (2.1.15)

R(eje, e €5, 6:2) = 0. (2.1.16)

Asi, de (2.1.7)-(2.1.16) obtenemos:

. % 3 7 - * - 1 n . *
291 = — ¢t Z (5Z-j(5ikouj A wk — CT Z (5ZJ5’Lk + 25jk)w7 A\ OJk +
Ji.k=1 j.k=1
3 7 3 - ]_ T - %
+ €t Z 5ij5ikuﬂ N wk + CT Z (5,0(5@;? + 25jk)w7 A wk =
Ji:k=1 g.k=1
c+3 . . c—1 . L2 —1) &K "
= — AW — ——wW AW — Zw]Aw3+
4 4 4 ‘=
c+3 ,  c—1 . i . .
+ 1 w /\w+Tw Aw' + Aw! =
1 * - ]. n
:—C—g N R wa/\wf +—Zwﬂ Aw’ =
Jj=1 j=1
—(c+ D' AW —(c—1) ij Aw?,
j=1
con lo que queda probado (2.1.6). ]

Ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma ©, para asi analizar cudndo esta
1-forma es cerrada.
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Teorema 2.1.4. Sea Mvm“ una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
¢-seccional constante M*™1(c), tangente a €. Entonces, la 1-forma © wverifica:

(m+1ec—m+3~ ;. 4
de = — 5 D W AW (2.1.17)

=1

Demostracion. Calculamos en primer lugar, a partir de (2.1.6):

- c+1 & c—1 &
ZQﬁ*:— 5 sz/\wl*— 5 mej/\wJ*:
i=1 i=1 j=1

m (2.1.18)
1) — 1 : .
= _ (m+ )62 m Zw’/\wz )
=1
Por otra parte,
SN Wi Awt =) (Wl Awl Wl AW )+ Wi Awl, (2.1.19)
i=1 A ij=1 i—1

donde hemos denotado e,,;; = . Pero, en virtud de (2.1.3) y (2.1.4), se tiene que

m

> (W Aw! +wii AWl =0 (2.1.20)

1,j=1

Ahora bien, para cada campo tangente X,

*

an+1 :g(6X€m+l7 ei*) = g(ﬁxf} Gi*) = —9(¢X7 62‘*) =
:g(X7 ¢€i*) - _g<X7 ei)a

por lo que ! ; = —w'. Andlogamente,

WY (X) =g(Vxer, emir) = 9(Vxer, €) = —gles, Vx€) =
:g(eiv (bX) = _g(X> 6i*)>

de donde w"*! = —w".
Por lo tanto,
szﬂ Awth = Zwi/\wi*. (2.1.21)
i=1 i=1
Finalmente, (2.1.17) se deduce de (2.1.5) y de (2.1.18)-(2.1.21). O

De esta forma, podemos deducir inmediatamente cuando la 1-forma © es cerrada:
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Corolario 2.1.5. Sea Mmiuna subvariedad anti-invariante de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante M*™1(c), tangente a &. Entonces, la 1-forma © dada por
(2.1.2) es cerrada si y sdlo si

m—3

-— 2.1.22
c= (2.1.22)

Demostracion. Es inmediata, teniendo en cuenta que, por (2.1.17), d® = 0 si y s6lo si
se satisface (2.1.22). O

Nota 2.1.6. Obsérvese que, en el caso de ser © cerrada, define una clase candnica de
cohomologia en M, [©] € H'(M;R).

Nota 2.1.7. Un resultado similar al Teorema 2.1.4 fue probado por A. Carriazo en
[19], para el caso de subvariedades slant propias.

Dada una subvariedad slant propia M™*! con dimension m + 1 y dngulo slant 0,
inmersa en una variedad casi-contacto métrica M*™ ! de dimension 2m + 1, se define
una referencia slant adaptada mediante el procedimiento que describimos a continua-
cion.

En primer lugar, dado que m ha de ser par, podemos escribir m = 2k. Sea e; un
vector tangente unitario en M, ortogonal a &. Tomamos:

es = (secH)Tey, e, = (cscO)Ney, eq = (csch)Nes.

St k > 1, entonces, por induccion, para cadal =1,... k—1, podemos elegir un vec-
tor tangente unitario eq 1 en M tal que egq es perpendicular a ey, e, ... ey 1,€9,E
Yy tomamos:

eayr = (secO)Teyyr, e@t1)s = (cscO)Negyrr, e@ira = (cscl)Nego.

Se puede probar que
{e1, - yem, & eluy oy Cms (2.1.23)

es una referencia local ortonormal tal que ey, ... e, € D y €14, ..., €me SOn normales
a M. Es mas, mediante un cdlculo directo podemos comprobar que:

Tegj,l = (COS H)egj, T€2j = —(COS Q)egj,l, j = 1, ce ,l{?,
Ne; = (senf)e;, teyx = —(senfe;, i=1,...,m;
ne@pj—1y« = —(cosB)ew)y, nepjs = (cosb)ewj—1y; J=1,... k.

Definiendo ahora la 1-forma © dada por (2.1.2) respecto a (2.1.23), en virtud de
[19, Teorema 3.1] se tiene que, si la variedad ambiente es un espacio de curvatura
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¢-seccional constante M*™1(c), entonces:

k k

B (m+1)c—m+3 91 »  2j (2j—1)% A, (29)%

d® = —senfcosb 5 E w /\w]—glcu] A w'\H —
o

J=1

k k
s ,(m+1c—m+3 21 (2j—1) 27 A (24)%
—sen“ 6 5 Z w A w + Z wT A w .

Jj=1 Jj=1

(2.1.24)

Por lo tanto, en este caso también se verifica que © es cerrada si y solo st

m—3

m41

Obsérvese como la ecuacion (2.1.17) se corresponderia con el caso 0 = w/2 de (2.1.24),
st bien mo podia obtenerse directamente pues las referencias anti-invariantes adaptadas
no son casos particulares de referencias slant adaptadas, estando éstas ultimas definidas
solamente en el caso slant propio. Asi pues, ha sido necesario realizar de nuevo todos
los cdlculos para obtener dO©.

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad M™*! tiene dimensién m +1 con
m_ > 2, el Teorema 2.1.4 implica que la 1-forma © no es cerrada en el caso de que
M?™*1(c) sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante ¢ = —3 (como es el caso
de R?*™! con su estructura usual). No obstante, podemos definir una nueva 1-forma w

en M como
w=0+mn. (2.1.25)

Para estudiar cuando w es cerrada, vamos a calcular en el siguiente resultado dw.
Aplicando directamente el Teorema 2.1.4 se tiene:

Teorema 2.1.8. Sea %m“ una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
p-seccional constante M*™+1(c), tangente a &. Entonces, la 1-forma w dada por (2.1.25)
verifica:
m+1
2

(c+3)§:wi Aw'. (2.1.26)

i=1

dw = —

Demostracion. De (2.1.25) se deduce que
dw = dO + mdn. (2.1.27)

Pero, como M(c) es una variedad de contacto métrica, se cumple que dn = @, por lo
que, en funcién de una referencia anti-invariante adaptada, tenemos que

dn(e;,ej) = O(e;,e;) = gles, pej) = gles, e5+) =0, (2.1.28)

25



dn(e;, &) = ®(e;, &) = gle;, 9€) =0, (2.1.29)
dn(ei, Gj*) = <I>(ez~, 6]'*) = g(ei, gbej*) = —g(ei, 6]‘) = _5ij7 (2130)
dn(ei, ej«) = ®(ei=, e+) = gleir, pej=) = —g(¢ei, e;) =0, (2.1.31)
dn(ep, &) = ®(eq, &) = gle, d€) = 0, (2.1.32)

para todos 7,7 =1,...,m.

Asi, de (2.1.28) a (2.1.32) se sigue que:
dp=-2) w AW (2.1.33)
i=1

Finalmente, (2.1.26) resulta de (2.1.17), (2.1.27) y (2.1.33). O

Veamos entonces cuando la 1-forma w es cerrada:

Corolario 2.1.9. Sea M miuna subvariedad anti-invariante de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante M*™T1(c), tangente a &. Entonces, la 1-forma w dada por
(2.1.25) es cerrada si y solo si c = —3.

Demostracion. La demostracién es inmediata haciendo dw = 0 en (2.1.26). O]

Nota 2.1.10. Al igual que observamos para ©, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
w define una clase candnica de cohomologia, [w] € H'(M;R).

Nota 2.1.11. De manera similar a lo que ocurria con ©, la definicion de la 1-forma
w puede extenderse al caso de una subvariedad slant propia con dngulo 8 tomando:

w = O + m(senO)n. (2.1.34)

Obsérvese como (2.1.25) seria el caso particular de (2.1.34) para 0 = w/2. En [19,
Teorema 3.2] se prueba que

k k
m+ 1 2j-1 2j (2j—1)% (25)*
dw = —senf cosd 5 (c+3) (JEleJ /\w]_;ﬂw J AW

(2.1.35)

k k
1 ) ) ) )
— sen? Hm;_ (c+3) (E 1 WL A @m0 § 1:w2y A w(QJ)*) ’
J= J=

respecto a una referencia slant adaptada, construida como se indico en la Nota 2.1.7. De
nuevo, w es cerrada si y solo si ¢ = —3. Puede observarse aqui también cémo (2.1.26)
se corresponderia con el caso 0 = w/2 de (2.1.35), si bien este resultado no podia
obtenerse directamente, habiendo sido necesario realizar los cdlculos correspondientes.
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Pero, jcual es la relacion entre la 1-forma w y la Forma de Maslov wy? Viene dada

por el siguiente resultado:

Teorema 2.1.12. Sea M™t! una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasa-

kiana M2m+1, tangente a £. Entonces,

1
—w
m+1

Wy = —

Demostracion. Respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se tiene

wi(e:) = g(ei, oH) = —g(dei, H) = —g(ei, H),
para cada i = 1,...,m. Ahora bien, en virtud de (1.1.4) y (1.3.22):

m
E o ej,ej
]=1

Asi, de (2.1.37) y (2.1.38) resulta que

wy(e;) = m+12ge,*,aej,ej = m+1Zg
1 o
:m—HZg(VejQSGi,ej).
j=1

Por otra parte, usando (1.3.9) se tiene que:
Ve, 0ei = ¢V e + 0456,
De (2.1.39) y (2.1.40) se obtiene:

1 «— .5 1 «— o
wr(e:) :m——l—l ZQ(QﬁVejei, ej) = Tmal Zg(vej€i>¢€j) =
j=1 j=1
1 «— o
ERTESPILACLER

Pero,

g(ﬁeg‘ehej*) - g( (6]761) ) - g( (€i7€j)?ej*) = g(%eiehej*)?

en virtud de la Férmula de Gauss y la simetria de o. Entonces, de (2.1.41) y

resulta que

m

1 i 1

1« =
wi(e) =~ Y g(Veeyep) = —ms 3w () = ——= = O(er)
j=1

J=1
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donde hemos usado las definiciones de las formas de conexién y de la 1-forma ©.
Por otra parte:

wi (€) —9(5 ¢H) = (¢€ H) =0, (2.1.44)
o) =) wi (9 =Z (Veei, er) Z 9(Ve& er) =
L - (2.1.45)

== Zg(¢ei>€i*) = - Zg(ei*aei*) =—-m,

i=1 i=1
donde se ha procedido como en (2.1.42).
Usando ahora (2.1.43), (2.1.44) y (2.1.45), calculamos:

1 ;
WH *ZWH W'+ w(§)n = _m—_'_l;@(ei)w =
1 1
- 0 —
m+ 1 w1 O = mt1
como queriamos probar. O

Asi, ya estamos en condiciones de establecer cuando la Forma de Maslov es cerrada:

Corolario 2.1.13. Sea M m*ivuna subvariedad anti-invariante de un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante M*™1(c), tangente a &. Entonces, la Forma de Maslov
wy de M es cerrada si y solo si c = —3.

Demostracion. Basta calcular la diferencial de wy en (2.1.36) y aplicar el Teorema
(2.1.8). m

Nota 2.1.14. Obsérvese que, por el Corolario 2.1.13, en R®*™*! con su estructura
Sasakiana habitual, toda subvariedad anti-invariante de dimension m + 1, tangente al
campo de estructura &, tiene Forma de Maslov wy cerrada.

Ejemplo 2.1.15. Siguiendo la misma linea de [12], podemos considerar la sumersion
Riemanniana 7 : R*™*1 — C™ dada por

1

W(xla"'axmayla"'aymaz) = §(y17"'7ym7x17"'7xm>7
y suponemos que existe una subvariedad Lagrangiana M of C™, tal que el siguiente

diagrama es conmutativo
M s R2m+1

| Lo

—~

M — C™,

donde M es el conjunto de fibras sobre M. Entonces la subvariedad anti-invariante
M localmente isométrica al producto Riemanniano de una porcion de una esfera de
Whitney y R tiene Forma de Maslov wy cerrada, por el Corolario 2.1.135.
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Nota 2.1.16. Obsérvese que la itmportancia de este ejemplo radica en que, como vere-
mos en la prézima seccién, M es la tinica subvariedad anti-invariante de R*™*1 que,
ademds de tener Forma de Maslov cerrada, tiene Forma de Maslov D-conforme, por
[12, Teorema 4.3/, aparte de las subvariedades totalmente geodésicas de contacto defi-
nidas como aquéllas cuya sequnda forma fundamental viene dada por (1.3.28).

Al igual que hemos observado anteriormente con respecto a los Teoremas 2.1.4 y
2.1.8, para subvariedades slant propias se obtendria un resultado similar al Corolario
2.1.13, a partir de [19]. Asi, podemos enunciar:

Corolario 2.1.17. Sea M™"! wuna subvariedad slant, no invariante, de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante M*™+1(c). Entonces, la Forma de Maslov wy de M es
cerrada si y solo si ¢ = —3.

De nuevo podemos observar que en R*™*! con su estructura Sasakiana habitual,
toda subvariedad slant, no invariante y de dimension m + 1, tangente al campo de
estructura &, tiene Forma de Maslov wy cerrada.

Ejemplo 2.1.18. En [15], J. L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Ferndndez y M. Fer-
ndndez, establecen interesantes ejemplos de subvariedades slant no minimales en R?,
con su estructura Sasakiana habitual.

Concretamente, en el Ejemplo 3.8, se define para cada constante k,

k k k

z(u,v,t) = 2(ef cosucos v, ¥ senu cos v, e cosusen v, " senusenw, ), (2.1.46)
lo cual determina una subvariedad slant de dimensién 3 con dngulo 6 = cos™(|k|/V/1 + k?)
y curvatura media no constante dada por |[H|| = 2e7%*/(3v/1 + k2).

Por otra parte, en el Ejemplo 3.9, se define para cada constante k,
x(u,v,t) = 2(u, kcosv, v, ksenw, t), (2.1.47)

lo cual determina una subvariedad slant con dngulo slant 0 = cos™'(1/v1+k?) y
curvatura media constante ||H|| = |k|/(3(1 + k?)).

Segin el Corolario 2.1.17, las subvariedades (2.1.46) y (2.1.47) tienen Forma de
Maslov wy cerrada.

Finalmente, podemos establecer la siguiente obstruccion topolégica para una sub-
variedad anti-invariante:

Corolario 2.1.19. Sea M™"! una variedad diferenciable de dimensién m+1 compacta
y simplemente coneza. Si m es par, entonces M no puede ser inmersa en un espacio
de curvatura ¢-seccional constante M*™+1(—3) como una subvariedad anti-invariante
no minimal.
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Demostracion. Supongamos que M m+1 es una subvariedad anti-invariante no minimal
de M*m™+1(—3). Como H es no nulo en cada punto, también lo es la Forma de Maslov de
M™F! (2.1.1). Obsérvese que podemos suponer que H # 0 en cada punto. Si no fuera
asi, nos restringimos al abierto U = {p € M|H, # 0} # 0 y razonamos de manera
analoga. Ademas, en virtud del Corolario 2.1.13, sabemos que wgy es cerrada. Por
tanto, wy representa una clase de cohomogia [wy| € H'(M;R). Ahora bien, como M
es compacta, wy no puede ser exacta. De esta forma, [wy] es una clase de cohomologia
no trivial, luego el primer grupo de cohomologia H*(M;R) es también no trivial. Asi,
M no es simplemente conexa, lo cual es una contradiccion. O

Nota 2.1.20. Obsérvese que este corolario no es contradictorio con los ejemplos dados
anteriormente, ya que las subvariedades dadas en los mismos no son compactas.

2.2. Forma de Maslov conforme

En esta seccién estudiaremos cuidndo la Forma de Maslov wg de una subvariedad
anti-invariante M m+i,/ tangente al campo de estructura &, es conforme, dentro de una
variedad Sasakiana M?mHL,

Como hemos senalado en la Introduccion, el hecho de que su Forma de Maslov sea
conforme juega un papel muy importante en la caracterizacién de la esfera de Whitney
como subvariedad Lagrangiana de C™. En [49], se demuestra que la esfera de Whitney
es la inica subvariedad Lagrangiana compacta con Forma de Maslov conforme y primer
nimero de Betti nulo.

En primer lugar, demostramos un resultado general sobre la conformidad de la
Forma de Maslov wy dada por (2.1.1) para cualquier subvariedad anti-invariante dentro
de una variedad Sasakiana:

Teorema 2.2.1. Sea M™ Y una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M2+ tangente al campo de estructura & y tal que su Forma de Maslov es cerrada.
Entonces, esta Forma de Maslov es conforme en M si y solo si su vector curvatura
media es paralelo.

Demostracion. De (1.2.1) y (1.3.21), si Y es tangente a M, tenemos

y por tanto:
VepH = 0.

Debido a ello, usando (1.2.2) tenemos que wy es conforme en M si y sélo si
VxoH =0,
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para todo X tangente a M. Pero, como de (1.3.9), (6){(/5)]‘1 = 0, teniendo en cuenta
la componente tangente de esta férmula, obtenemos VxoH — ¢DxH = 0, o lo que es
lo mismo, wy es conforme en M siy sélo si DxH = 0. O

Nota 2.2.2. Las esferas de Whitney tienen vector curvatura media H no paralelo. Sin
embargo, como veremos mds adelante, su vector ¢oH, cuya forma dual es la Forma de
Maslov wy, si cumple condiciones de conformidad. De ahi la importancia de estudiar
las subvariedades que cumplen esta propiedad.

En el siguiente teorema vamos a establecer una condicién suficiente para que la
Forma de Maslov wy de una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura ¢-
seccional constante sea conforme para aquellos campos que sean ortogonales al campo
de estructura £. Para ello, debemos introducir el siguiente concepto, por analogia con
el de campo conforme:

Definicién 2.2.3. Sea M una subvariedad tangente al campo de estructura & de una
variedad casi-contacto métrica M. Diremos que un campo cerrado X en M es D-
conforme si Vy X = fY, para todo Y ortogonal a &, siendo f una funcion. Asimismo,
diremos que una 1-forma cerrada es D-conforme si su campo dual lo es.

Cabe destacar que la expresion que debe satisfacer la segunda forma fundamental de
la subvariedad para que la subvariedad tenga Forma de Maslov D-conforme coincide
con (0.0.2), la cual fue establecida por D. E. Blair y A. Carriazo en [12], para las
subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad
(0.0.1) entre H y 7.

Teorema 2.2.4. Sea M™ ! una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
¢-seccional constante M*™T(=3), tangente a &, con Forma de Maslov cerrada. Si

_m+1

o(X,Y) m—H{(Q()Q Y) = n(X)n(Y))H—
s s 22
— (wr(X) + m—Hn(X))CbY — (wr(Y) + m—HW(Y))¢X},

para todos X,Y tangentes a M, entonces la Forma de Maslov de M es D-conforme.

Demostracion. Sea Y un campo tangente a M, unitario y ortogonal a &. Entonces de
(2.2.1) se sigue que:

m—+1

W) =0

{H +29(¢Y, H)¢Y }. (2.2.2)

Tomemos ahora otro campo tangente X, ortogonal a Y. En primer lugar, de (1.1.11)
se tiene que:

(Vxo)(Y,Y) = Dxo(Y,Y) — 20(VxY,Y). (2.2.3)
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Por otra parte, a partir de (2.2.2) podemos calcular

Dxo(V,¥) = "D H + 2Xg(6Y, H)OY +29(6Y H)DxoV}, (2:2.4)

pero como, en virtud de (1.3.9),

Xg(oY,H) =g(Vx¢Y, H) + g(¢Y,VxH) =

- (2.2.5)
=9(¢VxY, H) + g(¢Y, Dx H),
sustituyendo (2.2.5) en (2.2.4), obtenemos:
Dyo(V,Y) = LD i 4 2g(6V 1V, H)oY +
o\r, = 4 )
X m 2 XTI (2.2.6)
+29(¢Y, DxH)¢Y + 29(¢Y, H)Dx¢Y'}.
Por otro lado, a partir de (2.2.1), calculamos
m+1
VYY) = B {g(@VxY, H)GY + g(6Y, H)oV Y}, (2.2.7)
dado que g(VxY,Y) =0=n(VxY).
Ahora bien, sustituyendo (2.2.6) y (2.2.7) en (2.2.3), deducimos que:
(Vxo)(Y,Y) —m—H{D H +29(¢V Y, H)Y + 2g(¢Y, Dx H)pY +
X ) _m +9 X g X4, g y M X (228)
+29(¢Y, H)Dx oY —29(¢VxY, H)9Y —29(¢Y, H)pVxY'}.
Pero, al ser ¢ H tangente,
9(@VxY, H) = —g(VxY,0H) = —g(VxY,6H) = g(¢VxY, H), (2.2.9)

mientras que, al ser (6 x@)Y =0, de las Férmulas de Gauss y Weingarten se sigue que:
DxoY = ¢VxY. (2.2.10)
Asi, usando (2.2.9) y (2.2.10), (2.2.8) se reduce a:

(Vxo)(Y,Y) = %{DXH +29(8Y, Dx H)oY'}. (2.2.11)

Supongamos ahora que el campo X es también ortogonal a £. De nuevo, a partir
de (1.1.11):

(Vyo)(X,Y) = Dyo(X,Y) — o(VyX,Y) — 0(X,VyY). (2.2.12)
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Pero, usando (2.2.1), calculamos:

1
7(X,Y) = T {g(0X, H)GY +g(6Y, H)oX}.
Asi,
Dyo(X,Y) = T {g(TroX, H)Y + g(0X, Ty H)oY +
+ g(6X, H)Dy @Y + g(VyoY, H)pX + (2.2.13)
+9(0Y,Vy H)¢X + g(¢Y, H) Dy X }.
Por otra parte, utilizando de nuevo (2.2.1), tenemos
m+1

+9(oY, H)oVy X},
y ademas,

(X, VyY) = %{g(x, VyY)H + g(6X, H)OVyY + g(éVyY, H)6X ). (2.2.15)

De esta forma, sustituyendo (2.2.13), (2.2.14) y (2.2.15) en (2.2.12) y teniendo en cuenta
(2.2.10) y que g((Vx¢)Y, H) = 0 por (1.3.9), obtenemos:

(Fv0)(X,Y) = " {g(6X, Dy H)OY +g(6, Dy H)9X ). (2.2.16)

Ahora, teniendo en cuenta que, en virtud de (1.3.10),

(ROX, YY" = S0 (39X, 07 )Y — (Y, 6Y)6X) =0,

al ser M anti-invariante, la ecuacién de Codazzi (1.1.12) implica que
(Vxo)(Y,Y) = (Vyo)(X,Y) =0,
por lo que, restando (2.2.11) y (2.2.16) llegamos a que:
DxH = g(6X, Dy H)$Y + g(¢Y, Dy H)$X — 2g(6Y, Dx H)oY. (2.2.17)
Pero, como <§X¢)H = 0, es facil comprobar, usando argumentos habituales, que

9(DxH,¢Y) = —g(Vx¢H,Y)
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y, andlogamente,
9(Dy H,9X) = —g(VyoH, X).

Ahora bien, como M tiene Forma de Maslov cerrada, sabemos que ¢H es un campo

cerrado, lo que quiere decir que las expresiones anteriores coinciden. Asi, la ecuacién
(2.2.17) se reduce a:

DxH = g(¢Y, Dy H)oX — g(6Y, Dx H)oY. (2.2.18)
Es més, a partir de (2.2.18), se tiene que
9(¢Y, DxH) = —g(¢Y, Dx H),
pues g(¢X,9Y) =0y g(oY,pY) =1, con lo que
9(6Y, Dy H) = 0
y podemos escribir (2.2.18) simplemente como:
DxH = g(¢Y, Dy H)o X. (2.2.19)

Por otra parte, teniendo en cuenta de nuevo que (% x¢)H = 0, se comprueba
facilmente que para cualquier campo Z tangente a M,

9(VxoH,Z) = —g(DxH,¢Z) = —g(Dy H,$Y)g(X, Z),
donde se ha usado (2.2.19). Asi,
Vx¢H = —g(Dy H, Y )X, (2.2.20)
lo que significa que el campo ¢H es D-conforme. n

Nota 2.2.5. Observemos que el resultado anterior no puede mejorarse para obtener
que ¢H sea conforme, pues se puede comprobar sin dificultad que, al ser ¢H cerrado,
se tiene que

VeoH = 0. (2.2.21)

Por otra parte, para un campo tangente X cualquiera, de (2.2.20) y (2.2.21) se
tendria que:
Vx¢H = —g(Dy H, ¢Y )(X — n(X)E).

Ahora bien, cabe preguntarse qué subvariedades verifican la condicién (2.2.1). Un
caso particularmente importante es el de las ya mencionadas subvariedades totalmente
geodésicas de contacto (1.3.28).

Estd claro que una subvariedad con esta propiedad ha de ser minimal. Asi, (1.3.22)
y (1.3.28) implican que toda subvariedad anti-invariante y totalmente geodésica de
contacto, verifica la condicién (2.2.1).
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Ejemplo 2.2.6. Si tomamos R*™*! como variedad ambiente, la hipdtesis de tener M
Forma de Maslov cerrada no es necesaria, tal y como se probo en la Seccion 2.1. Es
mds, en este caso, A. Carriazo y D. E. Blair probaron en [12] que la condicion (2.2.1)
caracteriza a las subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en

2 2(m +2)
IHIP 2

donde T denota la curvatura escalar de la subvariedad, de dimension m + 1. FEsta
desiqualdad también fue establecida por los autores citados.

Dada una subvariedad anti-invariante M de R*™! consideremos ahora la sumer-
sién Riemanniana 7 : R*™* — C™ dada por

1
7T(ajla--'axmayla"'7ym7z) = E(yla"'aymvxla“-axm)>

y supongamos que existe una subvariedad Lagrangiana M of C™, tal que el siguiente

diagrama es conmutativo
M s R2m+1

| Lo

—~

M — C™,

donde M es el conjunto de fibras sobre M. En estas condiciones, también se prueba en
[12] que M wverifica la condicion (2.2.1) si y sélo si es totalmente geodésica de contacto
o localmente isométrica al producto Riemanniano de una porcion de una esfera de
Whitney y R. Asi, el Teorema 2.2.4 implica que cada una de estas subvariedades tiene
Forma de Maslov D-conforme.
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Capitulo 3

La Forma de Maslov de una
subvariedad slant

En este tercer capitulo vamos a estudiar la Forma de Maslov de una subvariedad
slant no invariante M™* (m > 2, 6 € (0,7/2]), inmersa en un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado M ImtL(f fy, f3), con estructura (c, 3) trans-
Sasakiana. Esto supone una doble generalizacién respecto al capitulo anterior, ya que
pasaremos de subvariedades anti-invariantes a subvariedades slant, y a su vez, en cuanto
a la variedad ambiente, consideraremos un espacio de curvatura ¢-seccional constante
generalizado.

Esta doble generalizacién se debe a que los resultados del capitulo anterior ya fueron
estudiados por A. Carriazo en [19], para subvariedades slant en un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante M?™1(c). De esta forma, nuestro objetivo es generalizar
dichos resultados, asf como los que hemos obtenido en el capitulo anterior para el caso
anti-invariante. Ademds, dotaremos a M*™1(f1, fy, f3) de una estructura (o, 3) trans-
Sasakiana, para trabajar en el marco mas general posible y, aunque sabemos que en
[41], J. C. Marrero probé que si m > 2, la variedad ambiente M*™*! tiene estructura
o bien a-Sasakiana, o bien f-Kenmotsu, estudiaremos ambos casos conjuntamente y
haremos dicha distincién cuando sea necesario.

En primer lugar, vamos a establecer una desigualdad entre el vector curvatura media
H y la curvatura escalar 7 y seguidamente pasaremos a estudiar cuando la Forma de
Maslov es cerrada y conforme. Este orden se debe a que, como hemos visto en el
caso anti-invariante, para que la Forma de Maslov de la subvariedad sea al menos D-
conforme necesitamos que la segunda forma fundamental de dicha subvariedad tenga
la expresion adecuada que satisfaga el caso de la igualdad en la desigualdad entre H y
T establecida.
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3.1. Subvariedades *-slant

En esta seccion vamos a comenzar estableciendo algunas desigualdades entre los
principales invariantes intrinsecos de la subvariedad, la curvatura escalar (1) y la cur-
vatura de Ricci (Ric), y el principal invariante extrinseco, el vector curvatura media
(H). Definiremos las subvariedades #-slant como aquéllas que cumplan el caso de la
igualdad en la desigualdad entre H y 7. Estas subvariedades, tal y como hemos men-
cionado en la Introduccion, ya han sido estudiadas anteriormente en otros ambientes
y poseen una determinada expresion de su segunda forma fundamental, que usaremos
en posteriores secciones de este capitulo. Ademds, presentaremos interesantes ejemplos
de subvariedades *-slant.

En primer lugar, estableceremos en el siguiente teorema la desigualdad entre H y 7
para una subvariedad slant dentro de un espacio de curvatura ¢-seccional constante ge-
neralizado con estructura (o, 3) trans-Sasakiana, obteniendo la expresién de la segunda
forma fundamental de las subvariedades que satisfacen el caso de la igualdad en dicha
desigualdad. Como ya mencionamos en la Introduccion, dicha desigualdad ha sido muy
estudiada tanto en geometria compleja como en geometria de contacto. Ademas, la
expresion que obtendremos de la segunda forma fundamental para las subvariedades
que satisfacen el caso de la igualdad sera utilizada en més ocasiones a lo largo de este
capitulo.

Recordemos que A. Ros y F. Urbano obtuvieron en [49] la siguiente desigualdad
entre H y 7, para cualquier subvariedad Lagrangiana de C™

2(m+2)
m2(m — 1)
y demostraron que la subvariedad M satisface el caso de la igualdad en cada punto, si
y s6lo si su segunda forma fundamental o, viene dada por

1H]* =

o(X.Y) = T {g(X,Y)H + g(JX H)JY + g(JY, H)JX),

para todos X, Y tangentes a M.

Posteriormente, en geometria de contacto cabe destacar el articulo [47] de G. Pitis,
en el que estudia subvariedades *-Legendrianas, es decir, subvariedades M™ normales al
campo de estructura § andlogas a las subvariedades Lagrangianas de la geometria com-
pleja, dentro de un espacio de curvatura ¢-seccional constante M?™1(c), que cumplan
la siguiente expresion de la segunda forma fundamental:

m
o(X,Y) = m—H{g(Xa Y)H + g(¢oX, H)¢Y + g(¢Y, H)p X }.
Dicha subvariedades satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad

m? (L)Q +2(m — 2)] 1H %

3
TZm(m—l)c+

+ m + 2
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Por otra parte, en [12], A. Carriazo y D. E. Blair demuestran para subvariedades
anti-invariantes que son tangentes al campo de estructura & de R?™*! la desigualdad

9 2(m+2)
1”2 (m+1)%2(m — 1)T’

1H

probando ademas que la igualdad se alcanza si y sélo si la segunda forma fundamental
de la subvariedad tiene la expresion

7(X,Y) = S (00X Y) = 0 ) H + (o(6X, H)—
= 2EZH0MY + (g(6Y, H) — ()X,

para todos X, Y tangentes a M.

Finalmente, en cuanto a subvariedades slant, en el campo complejo cabe destacar
el articulo [50], en el que A. Song y X. Liu demuestran la siguiente desigualdad para
cualquier subvariedad slant dentro de un espacio de curvatura seccional holomorfa
constante generalizado M (f1, fo):

3f

NH|>>7— fi — cos? 6.

A continuacion, vamos a establecer la desigualdad buscada entre H y 7 para
subvariedades slant de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M*™ L (f1 fo, f3). Previamente, vamos a introducir un lema para detallar cémo va-
mos a elegir la base slant adaptada que usaremos en el Teorema principal.

Lema 3.1.1. Sea M™! (m > 2) una subvariedad slant no minimal de una variedad
trans-Sasakiana M*™ L. Entonces, si elegimos

1
e~ = ——H, e = —csclte-,

(EAE

se tiene que
e = cscONe;y.

Demostracion. Sabemos que para cualquier campo U normal a M, existe un campo X
tangente a M y ortogonal a & tal que U = NX. Entonces, podemos establecer que

n*U =n’NX = —nNTX = NT?°X = —cos’ INX = — cos® U, (3.1.1)

donde se ha usado (1.3.18) y (1.3.29). Ahora bien, sustituyendo (3.1.1) en (1.3.20)
obtenemos que

NtU = —sen® U. (3.1.2)
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Finalmente, de (3.1.2) podemos escribir que

2

sen- 0

Ne; = —cscONte- = e+ = sen feqx,
sen 6

de donde se tiene inmediatamente la desmostracion del lema. ]

Nota 3.1.2. Obsérvese que construimos la base slant adaptada tomando en primer
lugar el campo ey~ en la direccion del vector curvatura media. A continuacion tomamos
el campo ey, demostrando en el Lema 3.1.1 que se satisface la condicion que establece la
Nota 2.1.7 para obtener una base slant adaptada y, a partir de ahi, vamos construyendo
el resto de la base siguiendo el procedimiento detallado en dicha nota.

Pasemos a la demostracién del teorema anteriormente mencionado que nos da la
desigualdad entre H y 7.

Teorema 3.1.3. Sea M™T' (m > 2) una subvariedad 0-slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado MQmH(fl, fa, f3) con estructura (o, [3)
trans-Sasakiana. Entonces, el cuadrado del médulo de su vector curvatura media || H||?
y su curvatura escalar T satisfacen en cada punto la siguiente desiqualdad:

2 2 1 3
2 > (m +2) T——m(m+1)f1—émcos2t9f2+mf3—l—a2msen29 :

141" = (m+ 1)2(m — 1) 2
(3.1.3)

Demostracién. Sea M™V! una subvariedad slant propia de una variedad («, 3) trans-

Sasakiana ]Tﬁm“(fl, fo, f3)- Sea {e1, ..., em,&, €14, . .., €ms } una referencia slant adap-
tada. De (1.1.4), podemos deducir que

1 " "
- = (3.1.4)
m+1 (Zg o(es, ei),0(e, e +Zg o(e;,e),0 e],ej))),
i#]

donde los términos correspondientes a ¢ son nulos, debido a (1.3.24). Ademas, de
(1.1.10), (1.1.14) y (1.3.14), obtenemos que
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m+1 m+1
27’ = Z K(ei, €j) = Z R(ei, 6]', €j7 ei) =

i#i i#]
m+1 "

= > (Rleesies ) = gloleie), olei ) + gloles e, olesey) ) =
i#]
m—+1

=Y (fi{glej,epglenei) — gler,e5)gle; en)}
i#]
+ fa{g(ei, dej)g(ge;s, ei) — glej, dej)g(gei, e:) + 2g(es, dej)g(de;, €:)} G.1s)

+ fs {n(ei)n(e;)gle;, e:) —nlej)nle;)glei, e:) + gles, e)nle;)n(e:)

—g(ej,ej)nen(e)} —gloles, e;), o(ei,e;)) + gloles, ei),o(ej,e5))) =

m—+1
= (m+ Dmfi +3L|T| = 2mfs = > glo(eie;), o(eie5))
i#]
m+1
+ Z g(a(eiu ei)7 U(ej7 6j)7
i#£]

donde T es la componente tangente de ¢ para campos tangentes. Ahora bien, veamos en
primer lugar todos los sumandos de (3.1.5) en los que aparezca el campo de estructura

&

m m

—2 Z g(a(eia 5)7 U(eia 5)) + 2 Zg<o-(£> 5)7 U(€j7 €j> =

- (3.1.6)
—20? Z g(Ne;, Ne;) = —2a” sen” m,

=1

teniendo en cuenta que o(X,¢) = —aNX por (1.3.26), ademas la igualdad (1.3.31) y
(1.3.24). Asi, de (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6), podemos establecer que
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(m+ 1)?[|H||* = 2ar = — a [(m + 1)mfi + 3f2||T||* — 2mf; — 2a” sen® fm] +

+ Z(Ugi)2 + Z(U;j>2+

ijfl 1#]
+2ZZUJJUkk+2aZg o(ei ej), oleiej))—
i=1 j<k 1<j
— QQZ g(a(el, ez) (637 ej)
1<j

=—a [(m + 1)mf1 +3f||T||” — 2mfs — 2a* sen® Om] +

:E: i) +'j£: 75i) =

i,j=1 Z#J
ik j<k 7k (3.1.7)
+20 |y (o)) (057 + Y D (0h)?| =
i<k £,k j<k

=—a[(m+)mfi +3f||T|* — 2mf; — 2a” sen® m] +

+20 ) D (@) + @=1) D0 Y (0} — o)+

i£jk j<k i;éj k j<k
m

203 (0~ (01 S S (o) + (b))

i<k i#£j,k j<k

2(a—1) Z O'kk 2+

Jj#k
SR Z
i#]

donde a € R. La idea ahora es acotar la expresién (3.1.7) para luego buscar el valor
adecuado de a. Para ello podemos agrupar los términos siguientes de (3.1.7) dentro
de un cuadrado perfecto, lo que nos facilitara posteriormente la acotacién de dicha
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expresion:

QaZ(Jgk (a—1) Z Z o) + (o3)*)—

i<k i#5,k j<k

m (3.1.8)
—2(a — 1)2“5;’“& +Z J] * 4 Z
j#k i#j
Para agruparlos, vamos a usar una igualdad del siguiente tipo
1 m m m
1 20— b = o (m = 1) ) (o))" 467 ) (0,)” — 26 > o)
J#k J=1 J#k J#k

(3.1.9)

donde b € R. De esta forma, nuestro objetivo es hallar los valores adecuados de a y b.
Para ello, vamos a identificar coeficientes de las expresiones (3.1.8) y (3.1.9). En primer
lugar, de los términos correspondientes a ( ) para i # j, podemos establecer que

b2
m—1

da—am+m—1= (3.1.10)

Por otra parte, de los términos correspondientes a o7 .-0%,, para j # k, podemos escribir

JJ
que
—2b
—2a—1)= ——. 3.1.11
(a-1)=—— (3.1.11)
De esta forma, de (3.1.10) y (3.1.11) se obtiene que b = 3 y a = 22 mediante un
calculo sencillo. Por tanto, teniendo en cuenta los valores obtenidos podemos establecer

que

2 2
(m + 1)2|| H|? - 2:&—17 S %[(m 1) fy + 3facos? 0 — 2f5 — 207 sen® O]+
m—1 Z Z(Uﬂv)Q T m— 1 Z Z(UJJ — o)+

i#7k j<k i#5k i<k
1 m
+ o7 25— 300,

J#k

(3.1.12)
donde se ha usado (1.3.32). De aqui, tenemos inmediatamente que
m + 2 m(m + 2
(m +1)?||H|]* — 2m — 7 > — 7(n— . )[(m+ 1)f1 + 3focos® 0 — 2f3 — 2a* sen? 4],

obteniendo la desigualdad del enunciado. O
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A continuacién, vamos a estudiar el caso de la igualdad de (3.1.3)
cumpla dicha igualdad, teniendo en cuenta (3.1.12), debe verificarse que

ol, =0, i#j<k,

J
obi—ow =0, i#jk <k,
ol =30, =0, j#k

13

Ahora bien, consideremos una referencia slant adaptada de M?*m+!,

{e1, .. em, & eey o, emn ),

de la forma detallada en el Lema 3.1.1. Asi, tenemos que

1 m
H=——Y" oler = |Hles-,

m+1 i k=1
por lo que
d oi=(m+D|H|, D of=0,
i=1 i=1

para todo k > 1. Pero, usando (3.1.13), llegamos a que

m

“ m 4+ 2
Zaili = oy, + Zgili =opy + (m—1)og, = TU%U
i=1 i=2
y, por tanto,
3(m+1) m+1
oy =5, op=o0,=——|H|,
m+ 2 m+ 2

para todo i > 2. Ademaés, si k > 1, se tiene que

k

ok E _ k&
O, = 3011, 01 =0

1)

. Para que se

(3.1.13)

(3.1.14)

para todo ¢ > 1,47 # k. Luego, teniendo en cuenta de nuevo (3.1.13), tenemos que

0= Zaﬁ = o¥, +Zaf = (m + 2)o¥,.
i=1 1=2

Asi, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.1.4. Sea M™ (m > 2) una subvariedad 0-slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura (a, B) trans-Sasakiana,
M2m+1(f1,f2,f3). Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (3.1.3) en cada
punto si y solo si existe una funcion real X definida sobre M tal que la seqgunda forma
fundamental de M satisface

0'(61,61) :3)\61*, a(ei,ei) = )\61*, T = 2,...,m,
oler,e;) = Xepx, ole,e;) =0, 2<i#j<m, (3.1.15)
(&€ = 0, o(&,e;)) = —asenfe;,
respecto a cierta referencia slant adaptada {ey, ..., emn, &, €14, ... em} cumpliendo las
condiciones del Lema 3.1.1 y con A\ = %HHH

Finalmente, podemos demostrar el siguiente teorema donde establecemos una ex-
presion para la segunda forma fundamental de M para el caso en que se cumpla la
igualdad de (3.1.3).

Teorema 3.1.5. Sea M™T! (m > 2) una subvariedad 0-slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura (o, ) trans-Sasakiana
M*™FY(f1, fa, f3). Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (3.1.8) en cada punto
sty solo si

P(X,¥) = 2L, Y) = n(Xn() H
— (ﬁ‘qu(X) + az—ﬁn(X)) NY (3.1.16)

_( ! wH(Y)+aZ+2n(Y)) NX},

sen? 0

para todos X, Y tangentes a M.

Demostracion. Supongamos que M satisface el caso de la igualdad de (3.1.3) en cada
punto. Si tomamos una referencia slant adaptada siguiendo el procedimiento detallado
en el Lema 3.1.1, tenemos que H = |[H|le;-, y teniendo en cuenta que A = " | H|,
podemos establecer que

H = Aéqs. (3.1.17)
m
Ahora bien, si tomamos dos campos tangentes cualesquiera X,Y de M, podemos cal-
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cular:

m+1 m+1 m+1
—o X3 V) = 3 XVt -
= j 1,7=1
3A(m —|— 1 A(m + 1 +1)
_ 1v1 VL)
= X'y1e——— ZXY ZXYJ Rl

}:Xﬂﬂﬂﬁfgkﬁ+me@Jﬁ+n@WﬂX£%HMWMYW®£)=

- m
=2

A(m +1) Lo A(m+1)
=(g(X.,Y) —n(X)In(Y))——e+ +2X' Y ——Ze«
(9(X,Y) —n(X)n( ))m 5o T i T
)\m+1 A(m+1)
J 1 . — _
g Xy +—_ 2 E Xy —— ———ep —an(X)NY —an(Y)NX,

7j=2

(3.1.18)

donde se ha usado (1.3.24), (1.3.26), (3.1.17) y el Corolario 3.1.4. Por otra parte,
teniendo en cuenta que

1
PRl Ne;,
c sen 0 c
podemos establecer que
m+1 m—+1
NY =) Y'Ne;=senf Y Ve (3.1.19)
i=1 i=1
Ademas, tenemos que
m+1 m+1 m+1
g(oX, H) Z X'¢e;, H) = g() _ X'Nei, H) = g(>  X'senfe;., H) =
= = (3.1.20)
m—+1

=sen 99(2 Xlew, depx) = X' Asen 6,

i=1

Asi, de (3.1.18), (3.1.19) y (3.1.20) podemos deducir inmediatamente que

P(X,Y) = 2 g, y) = n(Xn() H
! Cgon -2 v

1 m+ 2
+ (smgotov ) - a2 2wy ) x|
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con lo que llegamos a (3.1.16).
Reciprocamente, a partir de (3.1.16), se comprueba facilmente que se verifica (3.1.15)
y, por tanto, se tiene la igualdad de (3.1.3). O

Nota 3.1.6. Obsérvese que la expresion (3.1.16) de la sequnda forma fundamental
coincide con (0.0.2) en el caso en que a =1 y 0 = m/2.

Como ya hemos comentado anteriormente, tanto en geometria compleja como en
geometria de contacto, las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad entre H
y 7 siempre han tenido una gran relevancia, por lo que a continuaciéon vamos a dar
nombre a las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad de (3.1.3).

Definicién 3.1.7. Consideremos M™! una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura («, 3) trans-Sasakiana
M2m+1(f1,f2,f3). Si la sequnda forma fundamental, o, de M satisface (3.1.16), o lo
que es lo mismo, el caso de la igualdad del Teorema 3.1.3, diremos que M es una
subvariedad *-slant.

Nota 3.1.8. Cabe mencionar que damos a estas subvariedades el nombre de subvarie-
dades *-slant debido a la similitud con las subvariedades x-Legendrianas estudiadas por
G. Pitis en [47], de las cuales hemos hablado en la Introduccion.

Nota 3.1.9. FEs facil comprobar que podemos extender tanto el Teorema 3.1.8 como
la Definicion 3.1.7 al caso en que la subvariedad M sea anti-invariante, ya que Si
consideramos una referencia anti-invariante adaptada {eq, ..., em, & €10, ... €mx}, €8
decir, una base local ortonormal de campos de M, siendo e~ = ¢e; con i =1,...,m,
sigutendo los mismos pasos que en el Teorema 3.1.3, tenemos que

m+1 m—+1
o7 = (m+ Dmfy — 2mfy — 3 glo(e ;). 0l es) + Y glolen e oles,e),
i#] i#]

de donde la expresion equivalente a (3.1.12) queda de la siguiente forma:

m—+ 2 m(m + 2
(m 17— 22 2= Dy o, 20
6(m+2) <~ , 3 NN i
N Sp S I e
m—1 4 m—1 &= 4
1<j<k i#£g,k j<k
1 m
+ o 2 (o = 3ok
J#k
la cual nos lleva a la desigualdad:
2(m + 2) 1
H|? > - 1 ’m| . 3.1.21
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Ademds, podemos observar que si la variedad ambiente fuese un espacio de curvatura
¢-seccional constante, M (c), obtendriamos la desigualdad:

2 2 1 3
e L T

IH|]? > CESV Y : (3.1.22)

teniendo en cuenta que fi = 2 y fo = f3 =L
Por otra parte, si sustituimos en la desigualdad (3.1.21) fi =0, fo = fs3 = -1y
a =1, o lo que es lo mismo, hacemos c = —3 en (3.1.22), obtenemos

2 2(m +2)
L P

|H (3.1.23)

que se corresponde con la desigualdad (0.0.1), establecida por D. E. Blair y A. Carriazo
en [12] para subvariedades anti-invariantes de R*™ 1.

Ahora bien, del Teorema 3.1.3, obtenemos directamente los siguientes corolarios,
cuyas demostraciones son inmediatas. El primero de ellos lo usaremos en la siguiente
seccién, ya que haremos referencia a ejemplos de subvariedades slant inmersas en R?™+1,
las cuales deben verificar el caso de la igualdad en la desigualdad que estableceremos
a continuacion.

Corolario 3.1.10. Sea M™"" (m > 2) una subvariedad slant no invariante de R*™+!
con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del modulo de su vector curvatura
media ||H||* y su curvatura escalar T satisfacen en cada punto la siguiente desigualdad:

1H|? > 2(m + 2) {

1 2
Z T D%(m = 1) T + —mcos 9] (3.1.24)

2

Finalmente, establecemos la desigualdad entre H y 7 en el caso en que la variedad
ambiente sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante M (c).

Corolario 3.1.11. Sea M™*+! una subvariedad slant no invariante de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante M*™*1(c). Entonces, el cuadrado del mddulo de su
vector curvatura media |[H||* y su curvatura escalar T satisfacen en cada punto la
siguiente desigualdad:

2(m + 2) 1 c+3 3 c—1
H|” > — = 1 — ([ Zcos?0 —1 2
| H || e p—y T 2m(m+ ) 1 <2cos 0 )m 1 + msen”

En la siguiente seccién, obtendremos varios ejemplos interesantes en los que se
alcanza la igualdad en (3.1.3), distinguiendo los casos en que la variedad ambiente
tenga estructura a-Sasakiana o S-Kenmotsu.
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3.1.1. Ejemplos

En primer lugar, mediante el siguiente lema obtenemos ejemplos en una variedad
B-Kenmotsu trabajando con productos warped.

P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo demostraron en [3] que dada una variedad casi
Hermitica (N, J,G), el producto warped M =R x; N, donde f > 0 es una funcién de
R, puede ser dotado de una estructura casi-contacto métrica (¢, &, n, gr). De hecho,

95 =7 (gr) + (f o m)?0™(G)

es la métrica del producto warped, donde 7 y ¢ son las proyecciones de R x N sobre
R y N, respectivamente; ¢(X) = (Jo,X)*, para todo campo X de R x N,y & = %,
donde t denota la coordenada de R.

Ademsds, si N(c) es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, ha-
ciendo un producto warped obtenemos un espacio de curvatura ¢-seccional constante

generalizado
]f\\/[/(c—élf”2 c  c—4f"? f”>

oA ap U f
dotado de una estructura f trans-Sasakiana con 5 = f'/f.

El siguiente lema nos da subvariedades verificando (3.1.16) a partir de la igualdad
analoga dentro de la geometria compleja ya mencionada anteriormente.

Lema 3.1.12. Si M es una subvariedad slant no invariante de una variedad casi
Hermitica N, verificando que

g(FX, HVFY +

sen? 0 sen? 0

m
X,Y)=——=<g(X,Y)H" FY,HM)FX
oY) = P g Y Py X},
donde F' es la componente tangente de J. Entonces R x ¢ M es una subvariedad *-slant
de R Xf N.

Demostracion. En [15] se prueba que el producto cartesiano de una subvariedad slant
por R sigue siendo una subvariedad slant, con el mismo angulo. Dado que la componente
vertical del producto warped es justamente el campo de estructura, y éste no afecta,
por definicién, al hecho de ser slant la subvariedad, el producto warped de R por una
subvariedad slant también sera slant.

Por otra parte, si tenemos una base ortonormal {eq,...,e,} de M, la nueva base
de R x ¢ M serd {%61, o %em}. De esta forma,
11 1,
o (}61, —61') = PO’ (ei, BZ') = Fa(ei,ei),
por lo que H = miﬂf%HN.
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Asi,

*/ Vv _m‘i‘li 1 1 )
o (X,Y) i f {Q(X,Y)H+ g 0(FX H)FY o+ —g(FY, H)FX} 2=
m+1 ¢ v - 1 o
S L {(gf(XjY) —np(X)ny (V) H + —5291(6 X, H)oY
1 _ _
Y, H)oX
sen269(¢ H)o }’

para todos X, Y tangentes a R X s M. Luego se cumple (3.1.16), teniendo en cuenta
que a = 0, pues R x ¢ N es una variedad S-Kenmotsu, como ya hemos comentado. [l

Ejemplo 3.1.13. Cualquier subvariedad slant de un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante con una base ortonormal tal que

o(er,e1) = 3uer., o(eg,ex) =+ =0(em,em) = He1x, (3.1.25)
o(er,ej) = pej, olej,e) =0, 2<j#k<m, o
verifica las condiciones del lema. Y, de esta forma, podemos presentar ejemplos de sub-
variedades x-slant de cualquier dimension en una variedad 5-Kenmotsu. Ahora bien,
cabe prequntarse si existen ejemplos de subvariedades que verifiquen (3.1.25). La res-
puesta es que existen, al menos en dimension dos.

En [27], B.-Y. Chen denomind special slant surfaces a cualquier superficie slant M,

dentro de una superficie Kaehleriana M?, tal que

cA 0 0 A
A%:(o /\) Aef(A o)’

para cualquier constante ¢ y cualquier funcion \. Cualquiera de ellas verifica las con-
diciones del lema anterior.

Ejemplo 3.1.14. Recordemos que las esferas de Whitney se definen como una familia

de inmersiones Lagrangianas de la esfera unidad S™, centrada en el origen de R™T!,
en C™ = R?™ dada por

,
1+ ud

(o, Uty vy Up) — (Upy e ooy Uy Uy -« -y UUp,) + B, (3.1.26)

donde r es un nimero positivo y B es un vector de C™. El numero r y el vector B son
llamados el radio y el centro de la esfera de Whitney, respectivamente.

Debido a que las esferas de Whitney en C™ son subvariedades slant (6 = 7 ) y verifi-
can las condiciones del lema previo (ver [49]), haciendo un producto warped obtenemos
sus respectivas subvariedades x-slant en una variedad (3-Kenmotsu.
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Por otra parte, también podemos presentar ejemplos de subvariedades *-slant de
una variedad a-Sasakiana, usando deformaciones D-homotéticas.
P. Alegre y A. Carriazo probaron en [4] que, dado un espacio de curvatura ¢-

seccional constante (M(c), ¢,&,m, g), una deformacién D-homotética en el sentido de
Olszak (ver [44]) dada por

* * 1 * *
¢ :¢7 6 :aga n o= an, g :a9+(a2_b)77®777

donde a y b son constantes tales que a # 0 y b > 0, produce un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado con

. lc+3 e e Lfe—=1 a*—0d
=y f2—f3—z( T )

dotado de una estructura a/b-Sasakiana.
Veamos a continuacion que las deformaciones D-homotéticas en el sentido de Olszak
respetan la estructura x-slant.

Lema 3.1.15. Sea M™ una subvariedad x-slant de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante M*™(c). Mediante una deformacién D-homotética en el sentido de Olszak,
se tiene que M es una subvariedad x-slant de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado con estructura a-Sasakiana, con a = a/b.

Demostracion. Como acabamos de comentar, después de la deformacién obtenemos un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado, con estructura a-Sasakiana.

Ademas, g* conserva las partes tangente y normal de ¢.X. Entonces, si denotamos
por ¢* X =T*X + N*X la descomposicion de ¢* X, se tiene que T*X = T X. Asi,

T?X =T*X = —cos? (X + (X)) = — cos® (X + n* (X)),

lo que quiere decir que M es una subvariedad slant de (M L0 M € g").
Por otra parte, si {ey, ..., ,,&} es una base ortonormal de M en (M, g), entonces
{é; = \/Lgei, ¢},i=1,...,m, es una base ortonormal de M en (M, g*). Ademads, se tiene

en [4] para una transformacién D-homotética que

2 b 2 b
iy = vy + 202D g6x ovye - 21D vyox 1nxer),
e igualando partes normales
o*(X,Y)=0(X,Y) — M(n(Y)NX +n(X)NY).

2b
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Por tanto, 0*(é;,¢;) = o(e;, ¢;) y H* = $ H. Asi,

o (X,Y) = 2T vy~ n(Xn(v) H

m+ 2

sen? 6 m+ 1
- SN )N}
Ahora bien,
(" (X,Y) =" (X)n" (V) H* =(bg(X,Y) + (a® = b)n(X)n(Y) — a2n(X)n(Y))%H =
=(9(X,Y) = n(X)n(Y))H,
96X, HY) = bg(oX, L) + (a = yn(@X)n(H") = g(6X, H)
y
1+ TP XONY = Sp(XONY = Ly (X)NY,
por lo que
m+1
o (XY) = 5 g (X Y) =" (X)n*(¥)) B
* (seli2 Hg*((bX’ i) - %Z—ﬁn*()()) Ny
+ (Se; 29" (0Y. H") = gg—ﬁm) NX} ,
cumpliendo (3.1.16). O

Ejemplo 3.1.16. Ya hemos comentado que en [12], D. E. Blair y A. Carriazo intro-
dugjeron la esfera de Whitney de contacto como la familia

r ru
(UQUT, -+« 5 Uy ULy -+ y Uy 02+C(1+US))+B,

e Uy) — —
(u07u17 7u ) 1+ug 1+U/0

donde r es un nimero positivo, B es un vector de R*™*1 4 C' es una constante real.
Ademds, probaron que si M™% es localmente isométrica al producto Riemanniano de
una porcion de una esfera de Whitney y R, el caso de la igualdad de (3.1.23) se alcanza
para cualquier p € M. Asi, si hacemos una deformacion D-homotética sobre la misma,
obtenemos la respectiva subvariedad *-slant (0 = 7 ) en una variedad a-Sasakiana.
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Finalmente, damos dos ejemplos de subvariedades minimales en R® y R?, respectiva-
mente, las cuales mediante las respectivas transformaciones D-homotéticas pueden ser
inmersas en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado con estructura
a-Sasakiana.

Podemos observar que este capitulo esta construido para subvariedades no minima-
les. Sin embargo, veamos en el siguiente lema que es posible extender el concepto de
subvariedad *-slant para subvariedades minimales.

Lema 3.1.17. Sea M™*"! una_subvariedad *-slant de un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado M*™ Y (f1, fa, f3) con estructura («, B) trans-Sasakiana,
entonces la subvariedad M es minimal si y solo si es totalmente geodésica de contacto.

Demostracion. Supongamos que M es minimal. En este caso, sabemos que H = 0, por
lo que teniendo en cuenta (3.1.16) podemos establecer que

o(X,Y) = —an(X)NY —an(Y)NX = n(X)o(Y,£) +n(Y)o(X, ),

donde se ha usado (1.3.26), lo que significa que M es totalmente geodésica de contacto.
Reciprocamente, si M es totalmente geodésica de contacto verifica (1.3.28), por lo que
o(e;,e;) = 0 para i = 1,...,m debido a que la base {ej,...,e,,£} es ortonormal y
0(&,€) =0 por (1.3.24). De esta forma, tenemos que

Za<ei7ei) + ‘7(575)] =0,

i=1
lo que significa que M es minimal. O

Ejemplo 3.1.18. En [15, Ejemplos 3.7y 3.12], se definen las siquientes subvariedades
slant.
La primera estd definida para cualquier 6 € [0,7/2] como

z(u,v,t) = 2(ucosh, usinb, v, 0,t).

Es una subvariedad slant minimal tridimensional con dngulo slant 0 en R® con su
estructura Sasakiana usual.
La sequnda de ellas estd definida para cualquier 0 € [0,7/2] como

x(u,v,w, s,t) = 2(u,0,w,0,vcosl, vsin, scosl, ssinb, t).

Se trata de una subvariedad slant minimal de dimensién 5 con dngulo slant 6 en R®
con su estructura Sasakiana usual.

Ambas son subvariedades x-slant ya que satisfacen el caso de la igualdad de (3.1.24)
en cada punto p € M. De esta forma, si hacemos una deformacion D-homotética
obtendremos subvariedades x-slant en variedades a-Sasakianas.
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3.1.2. La curvatura de Ricci

Siguiendo la misma linea, establecemos una relaciéon entre otro de los principales in-
variantes intrinsecos, la curvatura de Ricci, y el principal invariante extrinseco, H sobre
una subvariedad *-slant de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado.
Este tema fue estudiado en primer lugar por B.-Y. Chen en [28], donde establecié la
bien conocida desigualdad de Chen-Ricci para cualquier subvariedad Riemanniana m-
dimensional de un espacio de curvatura seccional constante, M (c),

m2
Ric(X) < (m—1)c+ T||H||2.

Posteriormente, establecié una desigualdad similar para subvariedades Lagrangianas
en un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, M (4c), en [29].

Nosotros estableceremos una igualdad que relacione la curvatura de Ricci con el
cuadrado del médulo del vector curvatura media para subvariedades x-slant, y como
corolario daremos cotas tanto inferior como superior de la curvatura de Ricci, en funcion
del cuadrado del médulo de su vector curvatura media.

Teorema 3.1.19. Sea M™*! una subvariedad *-slant no invariante de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™V(fy, fa, f3) con estructura (a, )
trans-Sasakiana. Entonces, el médulo del cuadrado del vector curvatura media ||H||* y
la curvatura de Ricci de M para cualquier campo tangente unitario X ortogonal a &
estan relacionados por la siguiente expresion:

, m+1)2
Rie(x) = " e

XNX. H
Sengeg( JH) |+

(3.1.27)

+mfi +3cos?0fy — f3 — a’sen’ 6.

Demostracion. Sea M™T! una subvariedad slant de una variedad («, ) trans-Sasakiana
M2m+1(f1, f2, f3). Sean {e1,...,€m,emi1 = &, €14, -, Emst una referencia slant adap-
tada, que para el caso anti-invariante se trata simplemente de {ej,...,en,€ni1 =
& de, ..., 0en} v X un campo tangente unitario de M, ortogonal a £. Entonces, en
virtud de (1.1.10) y (1.1.13), la curvatura de Ricci de M satisface la siguiente ecuacién:

Ric(X) = Z R(X, e e, X) — Z 9(0(X,e),0(X,e)) + g(o(X, X), (m + 1)H).

(3.1.28)
De (1.3.14), podemos calcular
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m+1 m+1

> R(Xesen X) =3 [i{glen e)g(X, X) = g(X, egler, X))+

f2{9(X, pei)g(pei, X)—
—g(ei, gei)g(X, X) + 29(X, de;)g(des, X)} +

f3 {n(X)n(ei)g(ei, X) —nlei)n(e:)g(X, X)+
+9(X, e)n(X)n(e:) — gles, en(X)n(X)} ] =

(3.1.29)
m—+1 m—+1
=f [Z 1— ZgQ(X, e;)| +
Z:lerl - m+1
+3f2 ) g (6X,e) — f3 > n’(ei)g(X, X) =
=1 i=1

=mf, + 3cos?0fy — fs.

Por otra parte, como M es una subvariedad x-slant, satisface (3.1.16), y asi para
cualquier campo tangente e; # & de la referencia slant adaptada que hemos tomado
anteriormente, y teniendo en cuenta que X es unitario, obtenemos:

m m m+1 2 ) )
> stotx oo =3 (7o) FCoes
b (6X H)g(Nei, Ney)+

Sen4eg Y g 627 61

1 2
+— W H)g(NX, NX)+
—yi (pes, H)g( )

9(X,ei)g(¢X, H)g(H, Ne;)+

sen? 0

2
+ 559X ei)g(des, H)g(H, NX)+
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_|_

sen 09(¢X’ H)g(¢ei, H)g(Ne;, NX)| =

m+1\° 9 m o
) [||H|| + 2g? (NX,H)—

sen* 6 2
H 2
[ R——

2(NX, H)+ (3.1.30)

sen4 0

+ NX,H) — ——

sen? 0 g

m+1\>[m+2 9
= NX H)|.
<m—|—2) LenQQQ (VX )}

E— INX, H)| =
sen? 67 ( ’ )}

Ahora bien, en el caso de que e; = £, al tener M estructura trans-Sasakiana, pode-
mos obtener facilmente:

g(0(X,8),0(X,€) = g(—aNX,—aNX) = a’g(NX,NX) = a®sen?0, (3.1.31)

teniendo en cuenta (1.3.26). Por otro lado, también tenemos:

oo (X, ), (m+ ) = P e

5 2(NX,H)|. (3.1.32)

sen? 0 g

Entonces, sustituyendo (3.1.29), (3.1.30), (3.1.31) y (3.1.32) en (3.1.28), se tiene
inmediatamente la igualdad del enunciado. O

Seguidamente, a partir de (3.1.27), podemos establecer en el siguiente corolario
cotas inferior y superior de la curvatura de Ricci en funciéon del cuadrado del vector
curvatura media.

Corolario 3.1.20. Sea M™*! una subvariedad x-slant de un espacio de curvatu-
ra ¢-seccional constante generalizado M*™1(fy, fa, f3) con estructura (o, 3) trans-
Sasakiana. Entonces, el mddulo del cuadrado del vector curvatura media |H|* y la
curvatura de Ricct de M para cualquier campo tangente unitario X ortogonal a & sa-
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tisfacen en cada punto las siguientes desigualdades:

tmt 7 J_FF 2) [H|[* + mfi +3cos® 0fs — fs — a®sen’§ < Ric(X) <
(3.1.33)
1)2 1
S(m+ ) 1+ |H|I? +mfi + 3cos* O fy — fz — a*sen® 6.
m+ 2 sen? 0

De nuevo, siguiendo la misma linea que en la seccién anterior, podemos establecer
como casos particulares los siguientes corolarios. Los dos primeros, tomando como
variedad ambiente R?"*! con su estructura Sasakiana habitual para los casos en que la
subvariedad sea anti-invariante y slant propia, respectivamente, y el tercero para una
subvariedad slant propia en un espacio de curvatura ¢-seccional constante M?™*1(c).

Corolario 3.1.21. Sea M™! una subvariedad *-slant (0 = 7/2) tangente al campo
de estructura de R*™ 1 con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del médulo de
su vector curvatura media ||H||* y su curvatura de Ricci para cualquier campo tangente
unitario X de M ortogonal a & satisfacen en cada punto las siguientes desiqualdades:

(m+1)? 2(m+1)?
m 4+ 2 m 4+ 2

Corolario 3.1.22. Sea M™ una subvariedad x-slant de R*™** con estructura Sa-
sakiana. Entonces, el cuadrado del mddulo de su vector curvatura media ||H||? y su
curvatura de Ricci para cualquier campo tangente unitario X de M ortogonal a & sa-
tisfacen en cada punto las siguientes desigualdades:

IH|* < Ric(X) < 1.

(m+1)?

m—+ 2

1)2 1
| H|J? — 2c0s%0 < Ric(X) < )%, 1 1H|2 — 2¢os%6.
m 4+ 2 sen2 0

Corolario 3.1.23. SegvM"”rl una subvariedad x-slant de un espacio de curvatura
p-seccional constante M*™V1(c) con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del
mddulo de su vector curvatura media |H||? y su curvatura de Ricci para cualquier
campo tangente unitario X de M ortogonal a & satisfacen en cada punto las siguientes
desiqualdades:

(m+ ) W H|? M_(M—}-l)sengé’—i—%ﬁlﬁc(x')g

4 4
(m+ 1) 1 5 m(c+3) 3(c—1) 1
S A Ny (5 I, - 1 S
- m+2 +sen29 IH+ 4 4 +)sen 9+ 2

Nota 3.1.24. Obsérvese que los ejemplos comentados en la seccion anterior sobre
subvariedades x-slant satisfacen las condiciones del Teorema 3.1.19. Asi, por ejemplo,
para la primera subvariedad del Ejemplo 3.1.18 se tiene, segun el Corolario 3.1.22, que
para cualquier campo tangente unitario X, Ric(X) = —2cos? 6.
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3.2. Forma de Maslov cerrada

En esta seccién vamos a considerar una subvariedad slant propia, M™*! con dngu-
lo slant 6, inmersa en un espacio de curvatura g¢-seccional constante generalizado
M*™FY(f1 fo, f3) con estructura (o, 8) trans-Sasakiana. De nuevo, aunque en [41], J.
C. Marrero probé que si m > 2, M?™+1 o5 una variedad o bien a-Sasakiana o bien
[-Kenmotsu, daremos los resultados, siempre que sea posible, para una variedad am-
biente con estructura («, /3) trans-Sasakiana y analizaremos a partir de ahi los casos
a-Sasakiano y S-Kenmotsu.

El objetivo principal de esta seccion es estudiar cuando la Forma de Maslov wgy
definida en (2.1.1) es una forma cerrada.

En primer lugar, tomamos una referencia slant adaptada construida siguiendo el
procedimiento detallado en la Nota 2.1.7 y consideramos la 1-forma © dada por (2.1.2) y
vamos a calcular d© cuando la variedad ambiente es un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M?"1(fi, fo, f3) con estructura («, 3) trans-Sasakiana. Para
ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Sea M™™ una subvariedad slant propia de una variedad (o, ) trans-
Sasakiana M?*™ 1. Entonces, respecto a una referencia slant adaptada, se verifica:

W 4w = W8 g (3.2.1)
Wi — Wil . = wi — Wi, (3.2.2)
Wit = W) =il e (3.2.3)
para todos 1,7 =1,...,m.
Demostracion. Para cada 1,7 = 1,...,m, se tiene
g(pegi—1,e25-1) = 0. (3.2.4)

Asi, calculando la derivada de (3.2.4) respecto a un campo tangente X cualquiera,
resulta:

0= Xg(pegi—1,e95-1) = 9(6X¢€2i715 ezj—1) + g(Peai—1, 6)(62341)- (3.2.5)
Pero, al ser M trans-Sasakiana, en virtud de (1.3.12) se tiene que
€X¢€2i—1 = ¢6Xe2i—1 + ag(X, e2i—1)§ + Bg(9X, ezi-1)€.
Asi,

9(6X¢€2i717 623‘71) :9(¢€X€2i71> 62;'71) = —9(6)(621‘71, ¢€2j71) =

(3.2.6)
= - g(vXGQi—la T62j—1) - g(U(X, €2i—1), N62j—1),
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donde se ha usado la Férmula de Gauss (1.1.1). Por otra parte:

g(gea;i— 17VX62_] 1) = 9(Tesi—1,Vxesi1) + g(Ney_1,0(X, e25-1)). (3.2.7)
Asi, de (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7) se sigue que

= —cosO(g(Vxezi_1,e25) — g(Vxegi_1,€9))+ (3.2.8)
+sen0(g(e@i—1y+, 0(X, e2j-1)) — glej—1y+, 0(X, €2-1)), o

de donde
27 4 2i—1)* 27—1)*
cot 0wyl y — wi_)(X) = (wi ) —wi V) (X). (3.2.9)

De la misma forma, si partimos de g(¢eg;, e2;) = 0 y derivamos, obtenemos

0 =Xg(¢ex, e2j) = g(Vxdes, e2;) + g(deai, Vxea;) =
= — g(Vxegi—1,Tegj_1) — g(0(X, ezi-1), Negj—1)+
+ g(Tegi—1,Vxegj—1) + g(Nea—1,0(X, e95-1)) =
= —cos0(g(Vxeai—1,e25) — g(Vxegi_1,e2))+
+sen 0(g(ei—1)+, 0(X, e2j-1)) — gle@j—1)+, 0(X, €2-1)),

donde se ha vuelto a usar la Férmula de Gauss y que M tiene estructura (o, B) trans-
Sasakiana. De esta forma, obtenemos

i 2 2i)*
cot O(wyl ! —wi N (X) = (WS — Wi (X). (3.2.10)
Luego, de (3.2.9) y (3.2.10) se obtiene que wgz 11) wgil)* = wé?j)* wg 7" con lo

que se llega a (3.2.1).
Usando el mismo procedimiento, si partimos de g(des;—1, €2j-1)+) = send;; y deri-
vamos esta ecuaciéon respecto de X, obtenemos que
2j—1)* 2j—1 2i—1)*
cot O(wi?) — wi V) (X) = —(@i ] 4w ) (X). (3.2.11)
Por otra parte, como g(¢ey;, €2j)«) = sen 6d;;, si derivamos esta ecuacién respecto de

X llegamos a N
cot O(wiF ng_)l)(X) (W2 4+ wZ)(X). (3.2.12)

(25)*
Asi, de (3.2.11) y (3.2.12) llegamos a (3.2.2).
Finalmente, si partimos de g(¢e:, €(2j)«) = 0 y derivamos esta ecuacién respecto
de X, obtenemos que

25—1 2i—1)* 2 2i)*
cot B(wirh Y — win ) (X) = (Wi + Wi (X). (3.2.13)

De esta tltima expresién (3.2.13) junto con (3.2.10) obtenemos (3.2.3), concluyendo la
demostracién del lema. ]
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A continuacién, nuestro objetivo es calcular dO, para estudiar cuando es cerrada
dicha 1-forma ©. Si hacemos la diferencial directamente de (2.1.2), resulta que

doe = idw? :—zm:ZwZ /\wf—l—zm:ﬁf
=1 ; 3
__ Z SO Awgh L+ Z Q) — (3.2.14)

j=1 A
SR IELFERS
Jj=1 A Jj=1

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las

formas de curvatura ng_ ]1)* y ng .

Lema 3.2.2. Sea M™ una subvariedad slant propia de un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado M*™(f1, fa, f3) con estructura (o, B) trans-Sasakiana.
Entonces, respecto a una referencia slant adaptada, se verifica

Q%ﬂ 11 = fysenf cos O(—w? 1 A w4 WD A W) 4
facos? 0w N W — (f1 + fasen? 0)w* 1 A WD 4

: 2p—1 2p (2p—1)* (2p)* (3215)
2f22{sen0cos€(—w AW 4+ w Aw))—

p=1
sen? 9(w2p AW 4 2Pl A w(2p’1)*)},

Qg?j = fysen f cos O(—w¥ ™t A w4 WD A W) -
(f1 + fasen 0)@27 A w4 fo cos® Qw1 A WDy

k
. . 3.2.16
2fs Z{sen 0 cos O(—w ™t A w? 4+ w7 A )7 - ( )

p=1
sen? O(w? A w4 WP A WP

para todo j =1,...,k, donde 0 denota el angulo slant de M.
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Demostracion. Partiendo de (1.1.5) resulta que

292;‘)* - Z R(ec, ep; eaj, e(ajy )wC Aw? =

C,D
k k
Z R(Ggp, €245 €25, 6(2j)*)w2p A w2q + Z R(egp, €2¢—15 €25, e(gj)*)wQP VAN w2q_1+
p,q=1 p,q=1
k k
D Rlesp, egs sy e ) AW+ Y | Rleay, eg1yes e, ey Jw™ A w4
p,q=1 p,q=1

Z R(eap, &; €3, €2y )w™ A+ Z (€2p-1, €24} €25, €2 )W A w4
=1

k k
}:“’ . 2p—1 2g—1 }:“’ . 2p—1 2g)*
R(Ggp_l, €2¢—-1; €2y, e(gj)*)w P A w1 + R(Ggp_l, e(gq)*7 €25, e(gj)*)w P VAN w( 9) +
p,q=1 p,q=1
k k

Z R(62P*17 €(2¢—-1)*> €2j; €(2j)*)w2p71 A W(qul)* + Z E(Ggpfl, f; €25, 6(2j)*)w2p71 An+
p,q=1 p=1
k

Y Rlewpyr eaq; 2 ez )™ AW+ Z s €2q-15 €27, (2 )W AWM
pq=1 p,q=1

Z R(e(gp)* , 6(2q)*; €25, 6(2j) ) (2p)* N\ w (29)" —+ Z 6(2p e(gq_l)* ; €25, e(gj)*)w@p)* A W(Zqil)*‘i‘
pq—l p,q=1

ZR e(ap)s € €2y ez )W A+ Z C(ap-1)"» E2q5 €2 (2 Jw T AW

p,q=1
ko ko
Z R(e(gp_1)* y €2¢—1;5 €25, G(Qj)*)w@p_l) A w2q_1 + Z R(e(Qp_l)*7 6(2q)*; €2j, 6(23')*)(,«}(229_1) N W(Qq) +
pq=1 pq=1
o~ k o~
Y Rle@py g1y a5 e )0 AW 1Y T R(eqap1), & ey, eap )TV At
pg=1 p=1

k
Z R(&, eag; €25, €2y )n A w? + Z R(E, eaq-1; €25, €24y )m A w4

qfl q=1

k
Z R 5 €(29)*> €25, €(2j)* 77 A w7 Z 5 €(2¢—1)*; €25, 6(2j)*)77 AN W(Qq_l)*—i—
q=1 g=1

R(E,&; eaj, €2y A 1.
(3.2.17)
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Calculemos ahora, a partir de (1.3.14), los distintos coeficientes de (3.2.17):

E(€2p7 €aq; €25, €(2j)+) = 0,
R(eap, €2q—1; €35, e(2j)*) = fg(COS 06;,5en 6, + 2 cos 06, sen ),

R(62p7 €(2¢9)*; €25, €(25)* ) fl + f2(_ Sen Qéjq(sjp — 2sen 05])(1)7

E(ezpa €(2g-1)*; €25, €(2j)+) = 0,
R(eap, & €25, e(2)) = 0,

R(eap—1, 245 €25, €(25)+) = fa(—cos 86, sen 00, — 2 cos 00,4 sen b)),
R(eap—1, 2915 €25, €25)<) = 0,
-ﬁ(er—la €(2¢9)*; €25, 6(2j)*) =0,

R(eap—1,€2q-1y; €25, €(25)~) = fa(cos® 08;,0,, — 2sen® 03,,),
§(€2p—17 éa €25, e(?j)*) - Oa
é(e@p)*, €2q; €25, €(25)*) = fo(sen? 06,04 + 2 sen” 06,,) + f1(0p054),

R(e(ap) 24-1; €25, €(25y) = 0,
R<€(2p +; €25, €(25)+) = 0,
E(e(gp)*, €(2g—1)*; €25, €(2j)*) = fg(— sen 0 cos 09,,0;, — 2 cos 00,, sen f),

R( e2p)*: &5 €2, €(25)*) = 0,
Re(ap1y €2} €25, €(2j)-) = 0,
E(S(QP 1)%5 €2g—1; €25, €(25)+) = fa(— cos «96]:0(5”4-28611 06,4),
E(e(zpq)*, €(29)*; €25, €(2j)+) = fa(sen f cos 06,054 + 2 cos @, sen 0),
Re(ap-1y*, €q-1)+; €27 €25)+) = 0,
§<€(2p—1)*7£; €24, 6(2j)*) =0,
R(¢, Cag; €aj, €(25)+) = 0,
(f €2¢—15 €25, €(29)* )—0
R(&, eaq); €25 €2)+) = 0,
R(€, ezq-1)7; €2y e(2iy) = 0,
R(&,& eaj,€025) = 0,
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Asi, de (3.2.17)-(3.2.42), obtenemos que

k
QQg,j)* — Z f2(cos 08, sen 06, + 2 cos 05, sen O)w? A w1+
p,q=1

k
Z —f10,0,4 + fo(— sen? 0640 — 2 sen? 05pq)w2p A w4

p,g=1

k
Z fa(—cos 08, sen 05, — 2 cos 05,4 sen O)w?~H A w?I+
p,q=1

k
S Folcos? 05,5, — 2sem B5,) " AN ¢
p,g=1

k
Z fa(sen® 06,0, + 25en? 06,,) + f1(6,,0;4)w®" A w4

p,g=1

k
Z fa(—sen 6 cos 03;,0;, — 2 cos 03, sen )w)™ A W=D ¢
p,q=1

k
Z fa(—c08? 03;,0,, + 25en? 06,4 )w D" A W24
pg=1

k

Z fa(sen 0 cos 05,,0;, + 2 cos 06,y sen 0)w @D A (20" =
p,g=1

k
=—2f Z(cos@sen 03;, + 2 cos O sen 0)w? ! A wP+
p=1
k
2 Z —f18;p + fo(—sen®05;, — 2sen? 0)w™ A w4

p=1

4 (3.2.43)
2 Z fQ(C032 9(5jp — 2sen? Q)w2p_1 A w(2p—1)*+

p=1
k
2 Z fa(sen 6 cos 66, + 2 cos O sen 0)w@—1" A )"
p=1

63



lo que implica que

ZQg.j)* =2 fysen f cos O(—w? 1 A w¥ 4 w@TDT A DT
2(f1 + fasen? O)w? A w4 fycos? 0w A WFTD 4

k
4fa Z{sen 6 cos (—w?P L AW 4w A @)

sen? 9(w2p A w4 2l w(2p_1)*)},

de donde llegamos inmediatamente a (3.2.16). Andlogamente se demuestra (3.2.15),
con lo que queda demostrado el lema. O]

Por tanto, ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma ©.

Teorema 3.2.3. Sea M™!' una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado M*™L(fy, fao, f3) con estructura («, B) trans-
Sasakiana. Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) verifica

k
dO = —2senfcosf(a® + (m +1)f,) <Z WETL A WY Zw@j—l)* A Lu(2j)*>
j=1

k k
H(~2sen®6(a + (m + 1) fo) + o® — fi + fo — 57) (Z WA WETIT Y WA “’(%)*) |
J=1 j=1

(3.2.44)

donde 6 denota el dngulo slant de M.

Demostracion. Calculamos en primer lugar, a partir de (3.2.15) y de (3.2.16):

k k
S+ S0 =3 (e A
j=1 '

+ fg cos? huw® A w(zj (fl + f2 sen 9) 25-1 A w@j*l)*} +
k
+2fs Z{sen 0 cos O(—wPt A w4+ w7 A L) -
p=1
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—sen? 0(w? A w4 WP A WD 4
k
+ Z {fg sen ) cos O(—w? 1 A w¥ + W=D A w(2j)*)_
— (fy + fasen? 0)w? A w®" 4 £, cos? huw L A w@j_l)*} +
+ 2 sen 6 cos O(—w?P~ 1 A w4 @D A WEPTY
" Z{ ( ) (3.2.45)

—sen? (W A w®" 4 WP AP =

k
Z {2sen 6 cos O(m + 1) fo(w® D" AW — %71 A W) 4

+ (—fasen? 0(2m + 1) + facos® 0 — fi)(w¥ Aw®)" 4 WP A W@

Por otra parte,

2j—1 (2i—1)*
1 A wyiy +ZW2 21 1+
k ‘ k
+Zw((;;:11)) /\w22j 1)* _i_zwza 1)* gj)l +w(21 1) /\wgi_l) B (3.2.46)
j=1 j=1
k
—z(m o+ Sl neie
k .
+Zw2] e AWl —|—Zw L AW —|—w§2l) /\wi-).

7=1

Ahora bien, por el Lema 3.2.1 y siguiendo los mismos pasos de [26, Teorema 3.1,
llegamos a

k
2i—1 2j—1 (2j—1)*
Zwéjfl) A 231+ZW /\W21j1)+
o Ve (3.2.47)
W NI O
7] 1 ,] 1
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De la misma forma, obtenemos que

k

ngz v 21 1+ Zw(m v /\W;])l"‘

Ve I (3.2.48)
2 —1 toN 2 —1)*

1,7=1 i,j=1

Ahora bien, considerando un campo X cualquiera, teniendo en cuenta (1.3.13),

Wl (X) =g(VxE eyy) =
=g(— 04¢X+5(X U(X)f) e(2j)) =
= — aglejy, $X) + Bglej- X) = ag(de))-, X) + Bg(e)-, X) =
= — assen Gg(eQJ, X) + acos Hg(e(Qj_l)*,X) + Byle@jy X),

or lo que w®" = a(cos fuw@ 1" — sen fuw?) + Bw)” . Andlogamente,
p q ¢

ng(X) :9(6)(62]‘,5) = —g(eyj, 6)(5) =
= — g(e2j, —apX + B(X —n(X)E)) =
=ag(ez;, 9X) — Bg(eq;, X) = —ag(dezy;, X) — Byleq;, X) =
= — asenfg(ewj-, X) + acoslg(ezj_1, X) — Bg(es;, X),

de donde ng = a(cos w1 — sen Hw®)") — Bw? . Luego,
w?]) Aws; =a”senf cos fw? ' A w¥ + (o sen? 0 + 7w A w®)—
— a?cos® QP A WD — a?sen @ cos DT A W37
Analogamente se tiene que
wé% DA ng_l —a?sen 0 cos Bw? L A w? 4 (@ sen? 0 + 2w A WD -
—a?cos? B A w®)" — a2 sen b cos DT A W)

Por lo tanto,

k
—Z(wézj_l)* A §j 1+w(2j) /\wzj) —2a? sen@cos@Z{wQﬂ LA wH 4
j=1 j=1
+(a?(cos® § — sen? ) — B2) (W@ P AW 4 W% A W) 4
+ 202 sen 6 cos @ ~D" A w(zj)*} .
(3.2.49)
Finalmente, (3.2.44) se deduce de (3.2.14) y de (3.2.45)-(3.2.49). O
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En los siguientes corolarios vamos a analizar cudndo la 1-forma © dada por (2.1.2)

es cerrada, distinguiendo los casos en que la variedad ambiente M?™*! tenga estructura
a-Sasakiana o f-Kenmotsu.

Corolario 3.2.4. Sea M™' una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado M*™(f1, fa, f3) con estructura a-Sasakiana.
Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) es cerrada si y sélo si

fi+mfs=0. (3.2.50)
Ademds, en dicho caso, tendriamos que fs = f3.

Demostracién. Como M2™ ! es a-Sasakiana, tenemos que d© = 0 si v sélo si a2 +
(m+1)fa =0y a®— fi + fo = 0. Ahora bien, la demostracién es inmediata segin [5,
Teorema 4.2], el cual nos dice que si M 2mtl( ) fo, f3) es un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado con estructura a-Sasakiana (a # 0), entonces f1, fa, f3
son funciones constantes tales que f; — o? = fo = fs. m

Nota 3.2.5. Podemos comprobar que en el _caso de que la variedad ambiente sea un
espacio de curvatura ¢-seccional constante M*™T1(c), llegamos a que © es cerrada si
y solo si

m—3

m+1

tal como aparece en [19]. Para ello, basta tomar f; = % y fo = Sy sustituir en
(3.2.50). Ademds, este caso coincide con el obtenido en el Corolario 2.1.5 para el caso
anti-invariante.

Corolario 3.2.6. Sea M™! una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado M*™(fy, fo, f3) con estructura $-Kenmotsu.
Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) es cerrada si y sélo si

fi= —52 Y J2=0.
Ademdas, en dicho caso, tendriamos que f3 = £(f3).

Demostracién. La prueba es inmediata teniendo en cuenta que M2m+1 e B-Kenmotsu
v [5, Proposicién 4.3, la cual nos dice que si M*™F1(f1, f5, f3) es un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado con estructura S-Kenmotsu, entonces 5 sélo depende
de la direccién de ¢ y se satisface la ecuacién f; — f3 + &(B) + 82 = 0. O

Nota 3.2.7. Obsérvese que si M™ es una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*"F(f1, fa, f3) con estructura co-
simpléctica, es decir con a = [ =0, entonces, O seria cerrada si y solo si

Ji=fa=[f3=0,
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por el Corolario 3.2.6, ya que las variedades cosimplécticas son 5-Kenmotsu con B = 0.

Estariamos en el caso localmente isométrico a R x C™, ya que sabemos que C™ es
un espacio de curvatura seccional holomorfa constante ¢ = 0. Ademds, como ya hemos
comentado anteriormente, de [3], sabemos que el producto warped R x s C™ para f =1,
es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado

12 2 "
(L0 L)
f f f
dotado de una estructura B-Kenmotsu, con 8 = f'/f. Por tanto, al ser f =1, Rx;C™
tiene estructura cosimpléctica (o = 8 =0) y ademds, fi = fo = f3=0.
Nota 3.2.8. Obsérvese que, en el caso de ser © cerrada, define una clase candénica de

cohomologia en M, [©] € H'(M;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad M ™! tiene dimensién m + 1 con
m > 2, el Teorema 3.2.3 implica que la 1-forma © no es cerrada en el caso de que
M?*™F1(¢c) sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante ¢ = —3 (como es el caso
de R?™*! con su estructura usual). No obstante, podemos definir una nueva 1-forma w
en M a partir de O, similar a la Forma de Maslov de M. Sabemos que

donde
2k
o * i I
wp = E O W+ oge),
i=1
con m = 2k, por lo que

2k 2k 2k
0= oliw'+> ol (3.2.51)
=1

I=1 i=1
Por otra parte, sabemos que

o1 = g(o(er, ), e1r) = —acsclg(Ney, Ney) = —arsen ), (3.2.52)
por lo que
2%k
Z Jllgn = —2kasen 6. (3.2.53)

=1
Ademas, si M es una subvariedad slant trans-Sasakiana,

JZ =g(o(e, e;),ep) = csclg(o(ee;), Ney) =
=csc 0g(Ane i, €1) = cscOg(Ane,er,€) = (3.2.54)

ZQ(U(Gz,el), ei*) = Ulil*,
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donde hemos usado (1.3.46). Asi,

2k 2k 2k 2k 2k

Z Z ohwt = Z Z ohw = Z(trai*)wi. (3.2.55)

=1 i=1 =1 i=1 i=1
Por tanto, de (3.2.51)-(3.2.55), obtenemos que

2%
O = Z(trai*)wi — 2k sen O,

i=1
por lo que definimos

w = 0 + masendn. (3.2.56)

Nota 3.2.9. Obsérvese que en el caso en que M sea una subvariedad anti-invariante
y M wun espacio de curvatura ¢-seccional constante, la 1-forma w dada por (3.2.56)
coincide con la dada en (2.1.25). Basta tomar a =1 y 60 = 7w/2.

Aplicando directamente el Teorema 3.2.3, se tiene el siguiente resultado, mediante
el cual analizaremos en qué casos la 1-forma w dada por (3.2.56) es cerrada.

Teorema 3.2.10. Sea M™ ' una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado M*"(fy, fa, f3) con estructura (c, 3)
trans-Sasakiana. Entonces, la 1-forma w dada por (3.2.56) verifica:

k
dw = —2senfcosf(m + 1)(a® + f») (ZWQJ LA Z (2j—1)*/\w(2j)*>

Jj=1

+(=2sen’*O(m + 1)(a® + fo) + &® — f1 + fo — B%)-

k k
. (Z WA WD 3 W A w@j)*) _
j=1 j=1
(3.2.57)
Demostracion. De (3.2.56) se deduce que

dw = d© + masen fdn, (3.2.58)

ya que « es constante, por [5, Teorema 4.2]. Pero, como M es una variedad con estruc-
tura (o, 5) trans-Sasakiana, se cumple que dn(X,Y) = ag(X, ¢Y), para todos X, Y
tangentes a M, por lo que, en funcién de una referencia slant adaptada, tenemos que

dn(ezp—1, €2g-1) = ag(egp_1,Tesq—1) =0, (3.2.59)
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dn(ezp-1,£) =0, (3.2.60)
dn(egp—1, €24) = —acos §6,,, (3.2.61)
dn(ezp—1,€(2g-1)<) = —asen 00,,, (3.2.62)
dn(ezp—1,€(29)+) = 0, (3.2.63)
dn(egp, e2g-1) = v cos0d,,, (3.2.64)
dnj(esy, €) = 0, (3.2.65)
dn(esp, e24) = 0, (3.2.66)
dn(egp, €(2g-1)+) = 0, (3.2.67)
dn(egp, €(2g)+) = —asen fép,, (3.2.68)
dn(ep-1)+, €2g-1) = asen fép,, (3.2.69)
dn(ep-1)+, e24) = 0, (3.2.70)
aneqap1y ) = 0. (3271)
dn(e@p-1)~, €2g-1y*) = 0, (3.2.72)
dn(ep—1)*, €(2g)*) = cos Bypq, (3.2.73)
dn(e(zp)=; €29-1) = 0, (3.2.74)
dn(e(gp), €2q) = arsen 0d,,, (3.2.75)
dn(eqap-€) = 0. (3.2.76)
dn(ep), €(2g-1)*) = —a cos 0d,,, (3.2.77)
d(e(zp)s €(20)7) = 0, (3.2.78)
para todos p,g=1,...,k.
Asi, de (3.2.59) a (3.2.78) se sigue que:
k k
dn = — 2a.cos @ <Z WP A WP — Zw@j’l)* A w(Zj)*>
w e (3.2.79)
— 2acsen (Z WA DT 4 Zij A w(2j)*> .

j=1 =1

Finalmente, (3.2.57) resulta de (3.2.44), (3.2.58) y (3.2.79). O

Vamos a analizar en los siguientes corolarios cuando w es cerrada en los casos a-
Sasakiano y [-Kenmotsu.
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Corolario 3.2.11. Sea M™" una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™Y(fi, fa, f3) con estructura o-
Sasakiana. Entonces, la 1-forma w dada por (3.2.56) es cerrada si y sélo si

fi=0. (3.2.80)
Ademds, en dicho caso, se tiene que fo = f3 = —a?.
Demostracién. Como M2+ es a-Sasakiana, a partir de (3.2.57), se deduce que

a?+fo=0& fo=—a?
dw=0&< ¥y

fi=0.
Ademas, [5, Teorema 4.2] establece que ambas condiciones son equivalentes, pues
f1—042:f2=f3,
como ya hemos comentado anteriormente. O]

Nota 3.2.12. Podemos comprobar que en el caso de que la variedad ambiente sea un
espacio de curvatura ¢-seccional constante M*™+1(c), llegamos a que w es cerrada si y
sélo si ¢ = —3, tal y como aparece en [19].

Corolario 3.2.13. Sea M™"' una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™TY(f1, fa, f3) con estructura [3-
Kenmotsu. Entonces, la 1-forma w dada por (3.2.56) es cerrada si y sélo si

fl = _62 Y f2 =0.
Ademds, en dicho caso, tendriamos que f3 = &£(f).

Demostracion. La prueba es inmediata teniendo en cuenta que M?"+! es B-Kenmotsu
y [5, Proposicién 4.3], ya mencionada anteriormente en esta misma seccion. O

Nota 3.2.14. Obsérvese que si M™ es una subvariedad slant trans-Sasakiana de
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™L(fy, fa, f3) con es-
tructura cosimpléctica, es decir con o = [ = 0. Entonces, w seria cerrada si y solo
%

Ji=fa=[f3=0,

por [5, Teorema 4.2] ya mencionado anteriormente. Estamos de nuevo en el caso lo-
calmente isométrico a R x C™.

Nota 3.2.15. Al igual que observamos para ©, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
w define una clase candnica de cohomologia, [w] € H*(M;R).
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En el siguiente teorema veremos la relacién que existe entre la 1-forma w dada por
(3.2.56) y la Forma de Maslov wy de M, y a partir de ahi, podremos determinar cuando
dicha Forma de Maslov es cerrada.

Teorema 3.2.16. Sea M™ una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura ¢-seccional constante generalizado M*™Y(f1, fa, f3) con estructura (o, 8) trans-
Sasakiana. Entonces:

sen 6
=— ) 3.2.81
wH m + 1w ( )
Demostracion. Respecto a una referencia slant adaptada, se tiene
wr(ei) = g(e;, pH) = —g(Ne;, H) = —senfg(e;-, H), (3.2.82)
para cada ¢ = 1,...,m. Ademas, habiamos definido
2k

w =0+ masenfn = Z(trai*)wi.

=1

Ahora bien, en virtud de (1.1.4) y (1.3.24):

1 m
H = m—HZU<6j,€j). (3283)

Jj=1

Asi, de (3.2.82) y (3.2.83) resulta que

senf & sen 0
para cada i = 1,...,m, y teniendo en cuenta que wy(§) = g(tH,£) = 0, obtenemos
(3.2.81). O

Nota 3.2.17. Podemos observar que (3.2.81), en el caso en que M sea anti-invariante,
coincide con (2.1.12), haciendo 6 = w/2. Sin embargo, la demostracion no seria valida
para este caso, pues estd hecha para subvariedades slant propias.

A continuacién, determinamos cuando la Forma de Maslov de M dada por (2.1.1)

es cerrada. En primer lugar, vamos a estudiar el caso en que la variedad ambiente M
tenga estructura a-Sasakiana.

Nota 3.2.18. Sea M™"! una subvariedad slant trans-Sasakiana propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M?™TY(fy, fo, f3) con estructura o-
Sasakiana. Entonces, la Forma de Maslov wy de M es cerrada si y sélo si

fi=0.

Ademds, en dicho caso fy = f3 = —a?, lo cual es aplicacién directa del Corolario
3.2.11.
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Nota 3.2.19. D. Jansen y L. Vanhecke introdujeron en [37] las llamadas C(«)-variedades,
definidas como aquéllas cuyo tensor de curvatura tiene la expresion
R(X,Y,Z,W) =R(X.Y.$Z,6W)+
afg(X,W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y, W)+
9(X,02)g(Y, oW )g(X, oW )g(Y, ¢Z)},
para todos X, Y, Z . W de M, donde o es un niumero real.
Por otra parte, en [3, Ejemplo 3.8], P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo, estable-

cieron que, st ademds dicha variedad tiene curvatura ¢-seccional constante igual a c,
entonces su tensor de curvatura viene dado por

3 2
R(X,Y)Z =25 (g(Y, 2)X — g(X, 2)Y b+
2
c—
1 {9(X,02)0Y — g(Y,0Z)pX + 29(X, 0Y )9 Z}+
2
c—
1 Xn2)Y —n(Y)n(Z)X +9(X, Z)n(Y)E - g(Y, Z)n(X)E},
y, por tanto, es un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado con
¢+ 3a? c—a?
h=— y h=fi=—
De esta forma, una C(a)-variedad con curvatura ¢-seccional constante ¢ = —3a>

constituye un ejemplo de la Nota 3.2.18. En este caso tendriamos un espacio de cur-
vatura ¢-seccional constante generalizado del tipo M*™ (0, —a?, —a?).

Ejemplo 3.2.20. Recordemos que P. Alegre y A. Carriazo demostraron en [4] que ha-
ciendo_una transformacion D-homotética a un espacio de curvatura ¢-seccional cons-
tante M(c), obtenemos un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado

M(fhfz;f:&) con

., lc+3 . . 1fce—=1 a*—b
f*ﬂir’ﬁ—ﬁ—5(4— b)’

a

dotado de una estructura (b,()) trans-Sasakiana, donde a y b son constantes de ]/\\/[/, con
a#0yb>0.

Ahora bien, sabemos por la Nota 3.2.18 que la Forma de Maslov wy es cerrada si y
sélo si f1 =0, fy = f3 = —a?. De esta forma, si consideramos el caso c = —3, es de-
cir si tomamos el espacio de curvatura ¢-seccional constante R*™F1 obtendriamos un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado haciendo una transformacion
D-homotética. En este caso, a = o® y b =1 y tendriamos f, =0, fy = f3 = —a?. Por
tanto, si consideramos cualquier subvariedad de R*™' con Forma de Maslov wy cerra-
da y hacemos una transformacion D-homotética, obtenemos la respectiva subvariedad
con Forma de Maslov cerrada en R*™! con estructura a-Sasakiana.
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Nota 3.2.21. Podemos comprobar que en el caso de que la variedad ambiente sea
un espacio de curvatura ¢-seccional constante M*™1(c), llegamos a que la Forma de
Maslov wy de M es cerrada si y sdlo si ¢ = —3 (véase [19]). Asi, en R*™! con su
estructura Sasakiana habitual, toda subvariedad slant, no invariante y de dimension m+
1, tiene Forma de Maslov cerrada. En particular, esto serd cierto para toda subvariedad
anti-invariante, de dimension m + 1, tangente al campo de estructura .

Finalmente, vamos a establecer la siguiente obstruccion topolégica para una sub-
variedad slant trans-Sasakiana de un espacio de curvatura ¢-seccional constante gene-
ralizado con estructura a-Sasakiana:

Corolario 3.2.22. Sea M™ una variedad diferenciable de dimensién m-+1 compacta
y simplemente coneza tal que H(p) # 0, para todo p € M. Si m es par, entonces M
no puede ser inmersa en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M0, —a?, —a?) con estructura a-Sasakiana, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.

Demostracién. Sea M™™! una subvariedad slant trans-Sasakiana no minimal de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M?™ (0, —a? —a?), con es-
tructura a-Sasakiana. Como H es no nulo en cada punto, también lo es la Forma de
Maslov de M™*! por definicién. Ademads, en virtud de la Nota 3.2.18, sabemos que wy
es cerrada. Por tanto, wy representa una clase de cohomogia [wg] € H'(M;R). Ahora
bien, como M es compacta, wy no puede ser exacta. De esta forma, [wy] es una clase
de cohomologia no trivial, luego el primer grupo de cohomologia H'(M;R) es también
no trivial. Asi, M no es simplemente conexa, lo cual es una contradiccion. O

Pasemos ahora a analizar cuando la Forma de Maslov wg de la subvariedad M es
cerrada en el caso en que la variedad M tenga estructura S-Kenmotsu.

Nota 3.2.23. Sea M™"! una subvariedad slant trans-Sasakiana propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™TY(fi, fo, f3) con estructura [3-
Kenmotsu. Entonces, la Forma de Maslov wy de M es cerrada si y solo si

h=-8 'y fa=0 (3.2.84)
Ademdas, en dicho caso f3 = &(B), lo cual es una aplicacion directa del Corolario 3.2.13.

Ejemplo 3.2.24. Como ya comentamos anteriormente, en [3] se demostré que si N(c)
es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, haciendo el producto warped
M =R x; N, donde f > 0 es una funcion de R, obtenemos el siguiente espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado

M(c—élf’Q c c—4f’2+f_”)7

Af A oAp f
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dotado de una estructura B trans-Sasakiana con f = f'/f. De esta forma, segin la Nota
3.2.23, la Forma de Maslov wy de una subvariedad M es cerrada si y sélo si fi = —[32,
fa =0, lo cual quiere decir que estamos en el caso ¢ =0, es decir tomamos el espacio
de curvatura seccional holomorfa constante C™, y obtenemos un_espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado haciendo el producto warped M =R x; C™, donde
f >0 es una funcion de R, con estructura -Kenmotsu.

Ahora bien, si consideramos cualquier subvariedad de C™ con Forma de Maslov wy
cerrada, como por ejemplo las ya mencionadas esferas de Whitney dadas por (3.1.26)
(ver [49]), y hacemos un producto warped obtenemos la respectiva subvariedad con
Forma de Maslov cerrada en C™ con estructura 3-Kenmotsu.

En la misma linea, podemos establecer la siguiente obstruccién topoldgica para
el caso en el M tenga estructura S-Kenmotsu cuya demostracion es analoga a la del
Corolario 3.2.22.

Corolario 3.2.25. Sea M™" una variedad diferenciable de dimensién m~+1 compacta
y simplemente conexa tal que H(p) # 0, para todo p € M. Si m es par, entonces M
no puede ser inmersa en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M+ (—32.0,£(8)) con estructura B-Kenmotsu, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.

Nota 3.2.26. Obsérvese que si M™% es una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™TY(f1, fa, f3) con estructura co-
simpléctica, es decir con o = 3 = 0, entonces, la Forma de Maslov wy seria cerrada
sty solo si

f1:f2:f3:07

por el Teorema 3.2.10, por lo que volveriamos a estar en el caso de R x C™ comentado
anteriormente.

Con esto terminamos el estudio sobre cuando la Forma de Maslov wg es cerrada.
Ahora bien, en la siguiente nota vamos a ver que si partimos de una 1-forma © adap-
tada, podemos definir una Forma de Maslov adaptada, wy, que sea cerrada siempre, al
menos en el caso en el que M tenga estructura a-Sasakiana. Sin embargo veremos en
la proxima seccién que dicha 1-forma no mejora la conformidad de la Forma de Maslov
wg-

Nota 3.2.27. Comenzamos definiendo la 1-forma

ézg_seHQ

(m+1)(a” + f2)n.
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Teniendo en cuenta que o — fi + fo = 0 por [5, Teorema 4.2], tenemos que

k k
dé =92sen 6 cos Ba’’m (Z WHITE A W — Zw@j—l)* N w(2j)*> +
j=1

j=1

k k
+ 2sen? fa*m (Z WHTL A @I Z RN w(Qj)*> ’

Jj=1 J=1

la cual no se anula debido a que la subvariedad M es slant propia (m >2) y a # 0.

Ahora bien, siguiendo el mismo procedimiento que hemos llevado a cabo anterior-
mente en esta misma seccion para definir la Forma de Maslov, podemos ahora definir
una 1-forma w, a partir de la 1-forma ©, como

w= é—i—masen@n.

St calculamos su diferencial obtenemos dw = 0, lo cual quiere decir que w es cerrada
para cualquier subvariedad M™* slant propia de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M*™TY(f1, fa, f3) con estructura a-Sasakiana.

Finalmente, podemos definir la Forma de Maslov adaptada wy, de forma natural a

partir de la 1-forma w como
~ senf _

= — ) 2.
Wy —— (3.2.85)

De esta forma, esta claro que wy es cerrada siempre que lo sea @.
Ademds, podemos ver cdmo queda relacionada Wy con la Forma de Maslov wy :

Wi == :lej_@l@ = _;Lej—ﬁl (é + masendn) =
- ws@e:l-el (© - Sen@(m +1)(a® + fo)n + masen On) =
S ;ezlrél (o sen9(m+ (0 + fo)n) =
N sen? 9(a2 i

Finalmente, podemos establecer la siguiente obstruccién topoldgica para la Forma
de Maslov adaptada cuya demostracién es analoga a la del Corolario 3.2.22.

Corolario 3.2.28. Sea M™" una variedad diferenciable de dimensién m+1 compac-
ta y simplemente conexa tal que H(p) # 0, para todo p € M. Si m es par, entonces
M no_puede ser inmersa en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generali-
zado M"Y f1, fa, f3) con estructura a-Sasakiana, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.
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3.3. Obstrucciones geométricas y topolégicas de in-
mersiones slant

Nuestro objetivo en esta secciéon es combinar propiedades topolégicas y geométricas
para obtener obstrucciones interesantes para subvariedades slant dentro de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado.

Sea M™*! una subvariedad slant propia de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M*™V1(f,, fs, f3). En [21], para cada punto p € M, se define
una 7-seccién en p como una secciéon plana II C T,M en las que existe un campo
tangente X € D, tal que II esta generada por X y TX. Ademas, se define

(fr%f K)(p) = inf{ K(II) : T-secciones II}

Ou(p) = 7(p) — inf K(p), (3.3.1)

donde K (IT) denota la curvatura seccional de una seccién plana II.
Por otra parte, si II C T,M es una seccién plana en p € M,

O(IT) = g*(Tey, e2), (3.3.2)

es un numero real en [0, 1] que no depende de la eleccién de la base ortonormal {e;, es}
de II.

En [6], P. Alegre, A. Carriazo, Y. H. Kim y D. W. Yoon establecen la siguiente
desigualdad que relaciona la curvatura escalar, 7, la curvatura seccional, K(II), y el
vector curvatura media, H, de una subvariedad cualquiera de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado M (f1, f2, f3) con estructura («, 3) trans-Sasakiana,

m—1 ((m+1)? 9
T— K(II) < |H|I* 4+ (m+2)f1 )+
: ( " ) (3.3.3)

2
L3 (@ - @(H)) fo = mfs — 2N,

teniendo en cuenta (3.3.2). Asi, podemos obtener inmediatamente el siguiente resultado
para subvariedades slant:

Proposiciéon 3.3.1. Sea Mm“fy/na subvariedad slant de un espacio de curvatura ¢-
seccional constante generalizado M*™ Y (f1, fa, f3) con estructura («, B) trans-Sasakiana.
Entonces para cada punto p € M y cada seccion plana II C D,, tenemos

m—1((m+1)? 5
T—K(II) < [H[" + (m+2)f1 | +
2 ( " > (3.3.4)

2
+3 (%Se - @(H)) fo — mfs — ma®sen? 6.
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Demostracion. La demostracion es inmediata teniendo en cuenta (1.3.32) y (3.3.3). O

De esta forma, podemos establecer la siguiente obstruccion geométrica para inmer-
siones slant:

Corolario 3.3.2. Sea M™*! una variedad Riemanniana tal que existe un campo global
unitario & en M. Sea 0 constante con 0 < 6 < 7/2. Si eviste un punto p € M y un
vector tangente X € T,M, ortogonal a fp, tal que X y Vx& generan una seccion plana
II, con curvatura seccional K(I1) y existen &, f1, f2, f3 € §(M) satisfaciendo

-1 2) - 3 = -
K(I) <71 — (m )2(m i >f1 — §(m —2)cos® Ofy +mfs +masen®d,  (3.3.5)
entonces M no admite ninguna inmersion @ minimal y 0-slant en un espacio de curva-

tura ¢-seccional constante generalizado M7™(f1, fa, f3) (M > 2m + 1), tal que p,& = €
yfio(p:f’h L= 17273'

Demostracién. Supongamos que M admite una inmersién f-slant ¢ en un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado M™(f1, fa, f3) (M > 2m + 1), tal que
0. =€y fiop = fi, i =1,2,3. Ahora bien, teniendo en cuenta (3.3.5), que (1.3.30)
implica que O(IT) = cos?# y que esta inmersién es minimal, obtenemos una contradic-
cién con (3.3.4). O

Nota 3.3.3. Obsérvese que excluimos el caso 0 = 7/2, ya que si la subvariedad es
anti-invariante no existen T'-secciones, pues T = 0. Sin embargo, si la subvariedad es
invariante (6 = 0), tenemos que T = ¢, por lo que las T-secciones son las ¢-secciones.

A continuacion, en la siguiente proposiciéon obtenemos una desigualdad entre el
invariante intrinseco d1, dado por (3.3.1) y el principal invariante extrinseco, H, de la
subvariedad M:

Proposicién 3.3.4. Sea M™" una subvariedad slant de un espacio de curvatura ¢-

seccional constante generalizado M 2L f) ) fo, f3) con estructura (o, B) trans-Sasakiana.
Entonces

61 <

m—1 ((m+1)2

. I+ (m + 21 ) +

(3.3.6)

(m — 2) cos® 0 f, — mfs — ma?sen? 0.

[\CRNGV]

+

Demostracion. Dada una T-seccion 11, podemos elegir dos campos tangentes eq, es tal
que IT estd generada por e; y eq, siendo ey = sec 0T e;. Entonces, (1.3.30) implica que
O(IT) = cos? §. La prueba finaliza aplicando (3.3.4). O
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Nota 3.3.5. Obsérvese que si consideramos en la Proposicion 3.3.4 que la variedad
ambiente sea un espacio de curvatura ¢-seccional constante, M (c), o lo que es lo mismo,
st hacemos f; = %3 y fo=f3= %, la desigualdad (3.3.6) quedaria de la siguiente
forma:

1)2(m—1 1 1 —1
61, < (m + grrim )HHHz—l—E(mH)(m—Q)#—{—mc052 9+§(m—2)M

2
0
1 cos” 0,

la cual se corresponde con la establecida por A. Carriazo en [21, Teorema 5.5].

De ahora en adelante, hasta el final de la seccién, usaremos que la Forma de Mas-
lov wy sea cerrada en el marco en que la variedad ambiente M tenga estructura a-
Sasakiana, por lo que tendremos que tener en cuenta los resultados obtenidos en la
seccién anterior. Concretamente, segin la Nota 3.2.18, M tiene Forma de Maslov ce-
rrada si y sélo si f; = 0, fo = f3 = —a?.

Consideremos, en primer lugar, el invariante 6%, definido en [21] como

0n(p) = 7(p) — fnf K (p), (3.3.7)
para todo p € M, donde:

(i%f K)(p) = inf{ K (II) : IT es seccién plana ortogonal a &,}.

De esta forma, podemos enunciar el siguiente lema en el que obtenemos una desigualdad
entre el invariante §%; y el cuadrado del médulo del vector curvatura media H:

Lema 3.3.6. Sea M™! una subvariedad slant con Forma de Maslov cerrada de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™ (0, —a? —a?) con es-
tructura a-Sasakiana. Entonces

(m+1)*(m —1)

60 < | H||* + ma® cos® 6. (3.3.8)

Demostracién. El Corolario 4.2 de [6] dice que si fo < 0 se tiene que

(m + 1)*(m — 1)
2m

(m—1)(m+2)
2

5% < V| + fi—mfs—?INIP. (3.39)

Por otra parte, la Nota 3.2.18 establece que la Forma de Maslov de M es cerrada si y
solo si

fi=0, fo=[f3=—a’

De esta forma, la desigualdad (3.3.8) es inmediata, teniendo en cuenta (1.3.32) y (3.3.9).
[l
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A partir de este lema, podemos enunciar la siguiente obstruccién para una subva-
riedad slant propia con Forma de Maslov wy cerrada dentro de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado con estructura a-Sasakiana:

Teorema 3.3.7. Sea M™"!' una variedad Riemanniana de dimensidn m + 1(m > 2)
compacta y simplemente conezxa, tal que existe un campo global € sobre M. Denotamos
por D la distribucion ortogonal a & de M y sean 6 una constante con 0 < 0 < 7/2 y
aeF(M). Si i

6P > ma? cos® 0, (3.3.10)

entonces M no admite ninguna inmersion 0-slant trans-Sasakiana ¢, dentro de un
espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™ (0, —a?, —a?) con es-
tructura a-Sasakiana, tal que p,.& =& yaop = Q.

Demostracién. Supongamos que M admite una inmersién ¢-slant trans-Sasakiana ¢
en de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M?*™+1(0, —a?, —a?),
con estructura a-Sasakiana, tal que ¢.& = £ y a0 ¢ = a. Esto implica que D = D.

Si m = 2, entonces (1.3.33) implica que 67, = 2a? cos? ), por lo que se obtiene una
contradiccién con (3.3.10).

Luego, asumimos que m > 2. De esta forma, de (3.3.8) y (3.3.10), el vector curvatura
media H, # 0, para todo p € M. Por tanto, la Forma de Maslov wy es no nula en cada
punto de M. Por otra parte, como la Forma de Maslov wy es cerrada, representa una
clase de cohomologia [wy] € H'(M,R). Ademds, como M es compacta, la Forma de
Maslov wy no puede ser exacta. Luego, [wy| es una clase no trivial de cohomologia vy,
por tanto, el primer grupo de cohomologia H'(M,R) es no trivial. De esta forma, M
no puede ser simplemente conexa, lo cual es una contradiccién. O

Nota 3.3.8. Observemos que, como cada inmersion invariante es minimal, es fdcil
probar que si 0%, > ma?, entonces M no admite ninguna inmersion invariante @, en
un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado Mm(o, —a? —a?) (m >
2m+ 1,a € F(M)), tal que p.& =€ yaop = a. En este caso no es necesario que M
sea compacta ni simplemente conexa.

Finalmente, estamos interesados en encontrar alguna obstruccion que haga referen-
cia a la curvatura escalar 7. Para ello, vamos a enunciar los siguientes lemas:

Lema 3.3.9. Sea M™" (m > 2) una subvariedad 0-slant de una variedad «-Sasakiana

2

M. SiT>ma2cos? en cada punto p € M, entonces 65, > ma?® cos® 6.

Demostracion. Si infp K(p) > 0, entonces todas las secciones planas ortogonales a &
en p son positivas, luego tenemos que

T:ZK(@Z-/\ej)qLZK(ei/\g) :ZK(eiAej)+ma2COSQQ,
i£] i-1 i£]

80



con K(e; A ej) > 0 para cualesquiera campos tangentes, e;, e;, de una base slant
adaptada de M, donde se ha usado (1.3.27). De esta forma, se sigue que

50 (p) =7(p) — i%f K(p) > ma?cos? 6.

Si infp K (p) < 0, es inmediato que 6%, > 7, con lo que se concluye la demostracién. [

Lema 3.3.10. Sea M?® una subvariedad 0-slant propia de un espacio de curvatura
¢-seccional constante generalizado M®(0, —a?, —a?) con estructura a-Sasakiana. En-
tonces, tenemos que

9|H|]* > 8(T + a® cos? 0).

Demostracion. Se obtiene directamente de la desigualdad (3.1.3) del Teorema 3.1.3,
haciendo f1 =0, fo = f3 = —a? y m = 2. O

A partir de estos lemas, podemos establecer la siguiente obstruccién referente a la
curvatura escalar de una subvariedad M slant propia:

Teorema 3.3.11. Sea M™*! una variedad Riemanniana de dimensidn m + 1(m > 2)
compacta y simplemente coneza, tal que existe un campo global € sobre M. Denotamos
por D la distribucion ortogonal a & de M y sean 6 una constante con 0 < 0 < 7/2 y
ae€F(M). Si

T > ma® cos® b, (3.3.11)

entonces M no admite ninguna inmersion slant trans-Sasakiana , con dngulo slant
0 en un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™ (0, —a?, —a?)

con estructura a-Sasakiana, tal que ¢.& =€ yaop = a.

Demostracion. Si m > 2, se tiene directamente del Teorema 3.3.7 y el Lema 3.3.9. Si
m = 2, entonces la condicién (3.3.11) y el Lema 3.3.10 implican que H es no nulo en

cada punto de M. Por tanto, la prueba termina de la misma forma que la del Teorema
3.3.7. 0

3.4. Forma de Maslov conforme

El estudio de las subvariedades con Forma de Maslov conforme comenzé a tomar
importancia en el marco de la geometria compleja, debido a que dentro del estudio de las
subvariedades Lagrangianas de C™ las esferas euclideas son los ejemplos mas simples de
hipersuperficies con vector curvatura media H constante. Sin embargo, se conocia que la
esfera no puede ser incrustada en C™ como una subvariedad Lagrangiana. Debido a ello,
se definen las esferas de Whitney. Estas esferas tienen el mejor comportamiento posible,
ya que pueden ser incrustadas en C™ como una subvariedad Lagrangiana, excepto en
los polos de S™ donde tienen un punto doble. Ademas, las esferas de Whitney no
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tienen vector curvatura media H constante. Sin embargo, el vector curvatura media H
de cada esfera de Whitney cumple que JH es un campo conforme sobre dicha esfera.
De este modo, como la forma dual de JH es la Forma de Maslov, surgi6 la necesidad
de estudiar las subvariedades con Forma de Maslov conforme (ver [49]).

Cabe destacar que en la esfera de Whitney de contacto ([12]) se evita ese punto
doble en los polos, mediante una inmersién Legendriana en R*™+L,

En esta seccién vamos a estudiar si la Forma de Maslov wy dada por (2.1.1) es
conforme o al menos D-conforme, es decir, conforme para los campos de la distribucién
ortogonal al campo de estructura &, bajo ciertas condiciones. Este estudio lo llevaremos
a cabo para una subvariedad M m+1 gslant dentro de un espacio de curvatura ¢-seccional
constante generalizado M?™*! con estructura a-Sasakiana.

Sean M™*! una subvariedad slant con Forma de Maslov cerrada de un espacio de
curvatura ¢-seccional constante generalizado M?*™*1(0, —a?, —a?) con estructura a-
Sasakiana y X,Y dos campos tangentes de M, unitarios, tales que X | Y y ambos son
ortogonales al campo de estructura &. De la Ecuacién de Codazzi (1.1.12), y teniendo
en cuenta que, por la Nota 3.2.18, wy es cerrada si y sélo si fi = 0, fo = f3 = —a?,
podemos establecer que

—30%g(X,TY)NY =Dxo(Y,Y) — o(VxY,Y) — 0(VxY,Y)—
— Dyo(X,Y) 4+ 0(VyX,Y) — (X, VyY).

De esta forma, si consideramos que M es *-slant y que por tanto su segunda forma
fundamental verifica (3.1.16), dicha ecuacién queda:

m—+ 2
3 29(X, TY)NY = Dy H
e 9(X,TY) xH+
2
— (g(DXNY, H)NY + g(NY, Dx H)NY + g(NY, H)DxNY) -
Sen
2
420" P2V YINY — — L {g(Dy NX, HINY + g(NX, Dy H)NY +
am+17l X Sen29 g Y ’ g y LY

+ g(NX,H)DyNY + g(DyNY, HINX + g(NY, Dy H)NX +

82



+ g(NY, H)DyNX — g(NVy X, H)NY — g(NY, H)NVy X —

— g(NX,H)NVyY — g(NVyY,H)NX} —

(3.4.1)
m + 2 m + 2
— X)NY — Y)NX.
o7 (VyX) o 7n(VyY)
Ahora bien, teniendo en cuenta (1.3.25), obtenemos
n(VxY) =g(VxY,§) = —g(Y,Vx§) = ag(Y,TX) = —ag(X,TY),
n(VyX) =ag(X,TY), (3.4.2)

con lo que, despejando Dx H y sustituyendo (3.4.2) en (3.4.1), nos queda la siguiente
expresion:

2

sen?

DxH == (=g(DxNY, H)NY — g(NY,DxH)NY — g(NY, H)DxNY +

g(NVXY, H)NY + g(NY, H)NVxY) +

1
sen? 0

(9(DyNX, HYNY + g(NX, Dy H)NY + g(NX, H) Dy NY +

g(DyNY, HYNX + g(NY, Dy H)NX + g(NY, H)Dy NX —
g(NVy X, H)NY — g(NY, H)NVy X —
g(NX, H)NVyY — g(NVyY, H)NX) =

:Sejze {g((VxN)Y,H)NY + g(NY,H)(VxN)Y — g(NY,DxH)NY } +

1

sen? 0

{9((VyN)X, H)NY + g(NX, H)(VyN)Y + g((VyN)Y, H)NX +

g(NY,H)(VyN)X + g(NX, Dy HINY + g(NY, Dy HINX} ,
(3.4.3)
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donde (VxN)Y = DxNY — NV Y. Ahora bien, para poder agrupar estos términos y
conseguir que la Forma de Maslov sea al menos D-conforme de forma analoga al caso
anti-invariante, necesitamos que VN = 0 en (3.4.3). En este caso, dicha expresién nos
queda:

1
DxH = —y (9(NX,DyH)NY + g(NY,DyH)NX), (3.4.4)
sen
de donde, multiplicando por el campo NY y usando (1.3.31), podemos obtener que
g(NY,DxH) = g(NX,DyH). (3.4.5)

Ahora bien, si sustituimos (3.4.5) en (3.4.4) llegamos a que

1
DxH = — 2 (g(NY, DxH)NY + g(NY. Dy H)NX). (3.4.6)
Sen

de donde volviendo a multiplicar por NY y usando (1.3.31) podemos establecer que
g(NY,DxH) =0,

por lo que (3.4.4) se reduce a:

DxH =

NY, DyH)NX. A.
— - g(NY, Dy H) (3.47)

Por otra parte, como estamos en el caso en que M tenga estructura a-Sasakiana,
sabemos que (Vx¢)H = 0y podemos comprobar facilmente que para cualquier campo
Z tangente a M,

9(Vx¢H,Z) = —g(NZ,DxH) = —g(NY, Dy H)g(X, Z),
donde se ha usado (3.4.7). De esta forma,
VxoH = —g(NY, Dy H)X,
lo que significa que el campo ¢H es D-conforme. Sin embargo, cuando VN = 0 (condi-
cién impuesta para obtener que ¢H sea D-conforme) podemos demostrar el siguiente

resultado:

Teorema 3.4.1. Sea M™* una subvariedad slant propia con VN =0, de un espacio
de curvatura ¢-seccional constante generalizado M*™L(f1, fo, f3) con estructura (a, 3)

trans-Sasakiana. Entonces, o bien la subvariedad M es minimal, o bien la variedad M
es cosimpléctica.
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Demostracion. En primer lugar, teniendo en cuenta que la variedad M tiene estructura
(cv, B) trans-Sasakiana podemos establecer por (1.3.12) que

(Vxd)U = a(g(X,U)¢ — n(U)X) + Blg(¢X, V) — n(U)pX) = Bg(NX,U)E, (3.4.8)

para cualesquiera campos X tangente y U normal de M. Por otra parte, teniendo en
cuenta (1.1.1) y (1.1.2), sabemos que

(Vx)U =VxoU — ¢VxU =
=Vx(tU +nU) — ¢(—Ay X + DxU) =
=VxtU 4+ o(X,tU) — A,u X + DxnU+ (3.4.9)
+ TAyX + NAyX —tDxU — nDxU =
=(Vxt)U — Apu X + TAyX + o(X,tU) + (Dxn)U + NAyX.

Ahora bien, igualando las partes tangentes de (3.4.8) y (3.4.9), tenemos que

Si suponemos que VN = 0, podemos comprobar que es equivalente a que Vit = 0,
ya que

g(VxN)Y,U) =g(DxNY — NVxY,U) =
=Xg(NY,U) — g(NY, DxU) + g(VxY,tU) =
=— Xg(Y,tU) + g(Y,tDxU) + g(VxY,tU) =
=—g(VxY,tU) — g(Y,VxtU) + g(Y,tDxU) + g(VxY, tU) =
=—g(Y, (Vxt)U),

para todos X, Y tangentes a M y todo U normal a M. Asi, haciendo U = H en (3.4.10)
y multiplicando por el campo de estructura &, obtenemos que

— — g(nH,—agX + B(X —n(X))E) = ag(nH, NX),
para todo X tangente. De esta forma, el campo NX recorre todo T+M, luego de
(3.4.11), llegamos a que

BH = anH,

la cual se satisface si y solo si, o bien H = 0 lo que quiere decir que la subvariedad M
sea minimal, o bien a« = = 0 por [41], lo que significa que la variedad ambiente M
tiene estructura cosimpléctica. O
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Nota 3.4.2. Si consideramos la Forma de Maslov adaptada (3.2.85) definida en la sec-
cion anterior, wg+yn, donde denotamos por vy = %(cﬂ—kfg), podemos ver facilmente
que no mejora la conformidad de la Forma de Maslov wy, ya que, al plantear la ecua-
cion de Codazzi necesitariamos de nuevo para poder agrupar los términos que VN = 0.
Por tanto, la Forma de Maslov adaptada es una 1-forma cerrada para cualquier sub-
variedad M slant propia de un espacio de curvatura ¢-seccional constante generalizado
M(f1, fa2, f3) con estructura a-Sasakiana, pero no es una 1-forma conforme en general.

Finalmente, veamos en el siguiente resultado que para el caso en que la subvariedad
M sea anti-invariante se cumple la condicién de que VN = 0 de forma natural. Debido a
ello, podiamos demostrar en este caso que la Forma de Maslov de M fuese D-conforme,
es decir, conforme para cualquier campo tangente ortogonal al campo de estructura &.

Teorema 3.4.3. Sea M™ T una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M2+ tangente a &, entonces tenemos que VN = 0.

Demostracion. Sean X, Y dos campos tangentes a M ortogonales entre si y, a su vez,
ambos ortogonales al campo de estructura &. Asi,

(Vxp)Y =0, (3.4.12)

donde hemos usado (1.3.9). Ademads, teniendo en cuenta (1.1.1) y (1.1.2) podemos
establecer que

(Vx®)Y = —AnyX + DxNY — NVxY — ¢o(X,Y). (3.4.13)
De esta forma, de (3.4.12) y (3.4.13) llegamos facilmente a que
DxNY — NVyY =0,

o lo que es lo mismo que (VxN)Y = 0. O
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Capitulo 4

La Forma de Maslov en
S-variedades

En este capitulo vamos a estudiar la Forma de Maslov de una subvariedad slant no
invariante dentro de una S-variedad. Concretamente, estudiaremos cuando la Forma
de Maslov de una subvariedad anti-invariante es cerrada y conforme si la S-variedad
ambiente es una S-variedad de curvatura f-seccional constante y en el caso de sub-
variedades slant propias sélo nos limitaremos a estudiar cuando es cerrada. Ademas,
vamos a establecer una desigualdad entre H y 7 que generaliza la obtenida por L. M.
Fernandez y A. Prieto-Martin en [33] para subvariedades anti-invariantes de R*™*.
Hemos de indicar que los resultados correspondientes a este capitulo, a excepcién de
la desigualdad anteriormente mencionada, se encuentran publicados en [8].

Por otra parte, cabe senalar que muchas de las demostraciones de este capitulo
son analogas a otras de capitulos anteriores. Sin embargo, hemos decidido detallar la
mayoria de ellas para que pueda observarse claramente las diferencias que aparecen
al trasladar la subvariedad M de un ambiente Sasakiano en el que trabajamos con
un unico campo de estructura &, a considerarla inmersa dentro de una S-variedad
manejando s campos de estructura &, ..., &.

4.1. Subvariedades anti-invariantes

4.1.1. Forma de Maslov cerrada

Sea M™** una subvariedad anti-invariante de dimensién m + s de una S-variedad
de curvatura f-seccional constante M?™¢(c), tangente a los campos de estructura
&1y, &, la cual es un caso particular de inmersién slant para § = 7/2. En este caso,
tH = fH. Recordemos que la Forma de Maslov de M se define como la forma dual al
campo fH, es decir,
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Ademas, si tomamos una referencia local ortonormal {eq, ..., e,,,&} en M, entonces,
B=Ae1,...,em &y &y €155y Emr }

es una base local ortonormal de campos de M , siendo e;« = fe; con i = 1,...,m.
Llamaremos a B una referencia anti-invariante adaptada.

Consideramos de nuevo la 1-forma © dada por (2.1.2) y calculamos d© cuando
la variedad ambiente es una S-variedad de curvatura f-seccional constante M2m+s(c).
Para ello, necesitamos el siguiente lema, analogo al Lema 2.1.2:

Lema 4.1.1. Sea M™% una subvariedad anti-invariante de una S-variedad M>*™+s,
tangente a los campos de estructura &i,...,&s. Entonces, respecto a una referencia
anti-invariante adaptada, se verifica:

wl' = w; : (4.1.1)
wh = wl, (4.1.2)

para todos 1,7 =1,...,m.

Demostracion. Consideremos una referencia anti-invariante adaptada

B:{61;~"7€ma§1;'"7€sael*a"'76m*}a

siendo e+ = ¢e; con i = 1,...,m. Teniendo en cuenta (1.1.8), podemos establecer que

-k

wf (X) :g(ﬁxez‘, ej*) = _g(ei; 6)(63'*) = _g(ei; 6)((2563') =
= — g(ei, 9V xe;) = g(de, Vxe;) = gler, Vxe;) = wy

para todo X tangente a M, obteniendo de esta forma (4.1.1). Por otra parte, tenemos
que

Wi (X) =g(Vxep, e50) = g(Vxoes, ge;) = g(6V xe;, pe;)
= — g(Vxe;, ¢%¢;) = g(Vxei e5) = wl,
quedando demostrado el lema. O
Ahora bien, si calculamos d©, resulta que
0= dul =3 S wi w30 (413)
i=1 i=1 A i=1

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las
formas de curvatura €2} :
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Lema 4.1.2. Sea M™% una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™+5(c), tangente a los campos de estructura &y, . . ., ;.
Entonces, respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se verifica

- c+s . - C— S .
v ] v J J
Q= 5 W Aw 5 ‘E_ w AW, (4.1.4)

para todo i =1,...,m.

Demostracion. Partiendo de (1.1.5) resulta que

m

29; :ZE(eC,eD;ei,ei*)wC AwP = Z é(ej,ek;ei,ei*)wj A wF4

m
ZZR ejafayewez w’ /\7704 Z 6]7 kx5 €y Cix )wj/\wk*"’

j=1 a=1 k=1
ZZR oy €1 €4y € )Mo A WF Z (Ear & €0y €5 )Mo AN Mot (4.1.5)
k=1 a=1 a1
ZZR Eas Chrs €1, €3¢ ) N W i”: ej*,ek;ei,e,-*)wj* A wF4
k=1 a=1 jh=1
ZZR ey Eai iy € )’ AN + Zm: R(ej, epe; e, e )w’ AwWh
j=1 a=1 jk=
Calculemos ahora, a partir de (1.4.6), los distintos coeficientes de (4.1.5):
R(e;, ex; €5, e0) = 0, (4.1.6)
R(ej, & eiye0) =0, (4.1.7)
Rlej, epienen) = —F ?’S(sw(slk o (B + 203, (4.1.8)
R(¢, ex;ei er) = 0, (4.1.9)
R(&, & ey ei) =0, (4.1.10)
R(& ex-sei,e00) =0, (4.1.11)
Rleyex e ew) = 22005500+ S (06 4+ 2050, (4.1.12)
Rleje, & ei e0) =0, (4.1.13)
R(ej, ex; €5, €5-) = 0. (4.1.14)

89



Asi, de (4.1.5)-(4.1.14) obtenemos:

R ¢+ 35 = ; e ¢S S ' k*
200 =-— Zéij(sikw]/\w Ty Z(5ij5ik+25jk>w]/\w -

4 - :
Ji:k=1 J:k=1

c+3s & - C— 8 w— .
+ 1 Z 5ij5ikwj A wk + 1 Z (52](51k + 25jk)w] A wk =
k=1 k=1

c+3s s C—S #  2(c—s) i i i
= — 1 wAw — 4w/\w —T;wAw+
1+ 35 . . —5 . 2 —8) <N . .
C48w7, /\wl—i_%wl /\wl_i_gzw] /\w]:
7j=1
c+s . - c+ s . : C— 8 . . C— 8 - .
= — wt AW —w AW — —— w! A w? —_— w Aw! =
2 T 72 2
7j=1 7j=1
:—(c—i—s)wi/\wi*—(c—s)ij/\wj*,
j=1
con lo que queda probado (4.1.4). O

En el siguiente teorema calcularemos d© y analizaremos cudndo la 1-forma © es
cerrada.

Teorema 4.1.3. Sea M™** una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™+5(c), tangente a los campos de estructura &y, . . ., ;.
Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) verifica:

(m+1)c—sm+3sx= ;
de = — 5 ;w Aw' (4.1.15)

Asi, © es cerrada si y solo si
s(m — 3)
m+1

Demostracion. Calculamos en primer lugar, a partir de (4.1.4):

e c+ s o c— S e
E QO =— 5 E WwAW — 5 mE W AW =
i=1 i=1 j=1

_ (m+1)c2— sm+82m:wi/\wi*.

(4.1.16)

i=1
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Por otra parte,

m m m S
Z sz Awh = Z (W Aw! +wh Aw!) + Z wa;m AWl (4.1.17)
=1 A ij=1 i=1 a=1
donde hemos denotado e, = &,. Pero, en virtud de (4.1.1) y (4.1.2), se tiene que
D (W AWl +wl AWl =0 (4.1.18)
ij=1
Ahora bien, para cada campo tangente X y cada a=1,...,s,

5k

W o =0(Vxmia, ) = g(Vx&ar i) = —g(f X, e) =
:g<X7 fei*> - _g<X7 ei)a

= —w', para cada a = 1,...,s. Andlogamente,

,L'*
m-+ao

w?+a(X) :9(6xei,€m+a) = g(ﬁX@z‘afa) = —g(ei, %X&‘) -
=g(ei, fX) = —g(X, e:r),

por lo que w

de donde w"** = —w'" | para cada a = 1,...,s.
Por lo tanto,
ZZ@ZM/\%”M:SZM/\M*. (4.1.19)
i=1 a=1 i=1
Finalmente, (4.1.15) se deduce de (4.1.3) y de (4.1.16)-(4.1.19). O

Nota 4.1.4. Cabe destacar que si hacemos s = 1 en el Teorema 4.1.3, es decir, si
consideramos un unico campo de estructura &, obtenemos las igualdades establecidas
en el Teorema 2.1.4 y en el Corolario 2.1.5 para variedades Sasakianas.

Nota 4.1.5. Obsérvese que, en el caso de © cerrada, define una clase candnica de
cohomologia en M, [©] € H'(M;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad M™"¢ tiene dimensién m + s con
m > 2, el Teorema 4.1.3 implica que la 1-forma © no es cerrada en el caso de que
M?m+5(c) sea una S-variedad de curvatura f-seccional constante ¢ = —3s (como es el
caso de R*"*5 con su estructura usual, dada en [36]). No obstante, podemos definir
una nueva 1-forma w en M como

W=0+mY T (4.1.20)

a=1

Aplicando directamente el Teorema 4.1.3, se tiene:
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Teorema 4.1.6. Sea M™** una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™+5(c), tangente a los campos de estructura &y, . . ., ;.
Entonces, la 1-forma w dada por (4.1.20) verifica:

m+1 — i*
dw = —— (c+3s);w Aw'. (4.1.21)
Asi, w es cerrada si y solo si ¢ = —3s.

Demostracion. De (4.1.20) se deduce que

dw=dO+m Y _dn,. (4.1.22)

a=1

Pero, como M?™5(c) es una variedad f-contacto métrica, se cumple que dn, = F para
cada o = 1,...,s, por lo que, en funcién de una referencia anti-invariante adaptada,
tenemos que

dna(es, ;) = Fl(e;,e5) = g(ei, fe;) = g(ei,ej) = 0,

dna(ei:£a> = F(ezaga) = g(eiaffa) = 07

dna(eie) = Fle,ep) = glei, fep) = —gleie;) = —dy, (4.1.23)

dna(eis, e54) = Fles, 6; ) = glex fer) = —g(feie;) = 0,

dna<€i*7§a> = F(ez aga) = g(ei*7f§a) - 07
paratodosi,7=1,....m,a=1,...,s.

Asi, de (4.1.23) se sigue que:

dna:—ZZwiAwi*, para cada a =1,...,s. (4.1.24)

Finalmente, (4.1.21) resulta de (4.1.15), (4.1.22) y (4.1.24). O

Nota 4.1.7. De nuevo podemos destacar que st hacemos s = 1 en el Teorema 4.1.6,
obtenemos directamente el Teorema 2.1.8 y el Corolario 2.1.9 para el caso Sasakiano.

Nota 4.1.8. Al igual que observamos para ©, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
w define una clase candnica de cohomologia, [w] € H'(M;R).

Siguiendo la misma linea, en el siguiente teorema, veremos la relacion existente
entre la 1-forma w dada por (4.1.20) y la Forma de Maslov wg.

Teorema 4.1.9. Sea M™% una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-

vatura f-seccional constante Mm*s(c), tangente a los campos de estructura &, ..., &s.
Entonces,
1
wWH = — w 4.1.25
T s ( )
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Demostracion. Respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se tiene

WH(GZ) = g<ezfo) = _g(femH) = _g(ei*7H)7
para cada i = 1,...,m. Ahora bien, en virtud de (1.4.11) y (1.4.12):

m

1
H = m+s;0(€j,€j).

Asi, de (4.1.26) y (4.1.27) resulta que

1 m m
wy(e;) =— m—|—szg(el ,o(ej,€5)) e]eJ
Jj=1 =1
1 =
= 29V feires)

Ahora bien, usando (1.4.5) se tiene que:
%ejfei = f%ejei + 61']' Zéa-
a=1

De esta forma, de (4.1.28) y (4.1.29) se obtiene:

1

m-+ s

1

m-+ s

wi(ei) = Zg(f%ejei, ej) = - Zg(ﬁejei,fej) =
J=1 J=1

I = =
= 20V e,
j=1

Pero,

g<6ejei7€j*) - g(a(eﬁei)aej*) = g( (6“6]) ) = g(velej,ey )

en virtud de la Férmula de Gauss y la simetria de . Entonces, de (4.1.30) y

resulta que

1 «— 1
wH(ei):—m_i_stl (Vezej,e] m+82w e;) = m_i_s@(ei),

(4.1.26)

(4.1.27)

(4.1.28)

(4.1.29)

(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.31)

(4.1.32)

donde hemos usado las definiciones de las formas de conexion y de la 1-forma O.

Por otra parte, para cada a = 1,...,s:
WH(fa) = g(goufH) = _g(ffomH) =0,
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O(&a) :wa*(fa) = Zg(ﬁfaeuei*) = Zg(ﬁeifa,ez‘*) =
— : :

. - (4.1.34)
=— g(feer) ==Y glew eq)=—m,
i=1 i=1
donde se ha procedido como en (4.1.31).
Usando ahora (4.1.32), (4.1.33) y (4.1.34), calculamos:
“ , 1 & ‘
wH = lZ:;WH(Gi)WZ +wn(8a)ie = = — ; O(e;)w' =
1 1
—_ — @ o) = — ,
m + s( i) m + sw
como queriamos probar. O

Corolario 4.1.10. Sea M™** una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de
curvatura f-seccional constante M*™5(c), tangente a los campos de estructura. En-
tonces, la forma de Maslov wy de M es cerrada si y sélo si ¢ = —3s.

Demostracion. Basta calcular la diferencial de wy en (4.1.25) y aplicar el Teorema
(4.1.6). O

Asi, en R?™*5 toda subvariedad anti-invariante, de dimensién m + s, tangente a los
campos de estructura, tiene Forma de Maslov cerrada.

Del Corolario 4.1.10 podemos establecer la siguiente obstruccién topoldgica de las
inmersiones anti-invariantes tangentes a los campos de estructura dentro de una S-
variedad de curvatura f-seccional constante ¢ = —3s.

Teorema 4.1.11. Sea M™** una variedad diferenciable compacta y simplemente co-
neza de dimension m + s. Entonces, M no puede ser inmersa en una S-variedad de
curvatura f-seccional constante M*™+%(—3s), de dimensidn 2m + s como una subva-
riedad anti-invariante tangente a los campos de estructura sin puntos minimales.

Demostracién. Sea M una subvariedad anti-invariante de M (—3s), tangente a los cam-
pos de estructura, sin puntos minimales. Entonces, H es no nulo en todos los pun-
tos y, por tanto, la Forma de Maslov wy también lo es ya que M tiene codimension
m (para probarlo, es suficiente considerar una referencia anti-invariante adaptada).
Del Corolario 4.1.10, wy es cerrada y por tanto, representa una clase de cohomologia
lwy] € H'(M;R). Como M es compacta, wy no puede ser exacta. Asi, [wy] es una
clase de cohomologia no trivial y por tanto, el primer grupo de cohomologia H'(M;R)
es no trivial. Asi, M no es simplemente conexa, lo cual es una contradiccion. O
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4.1.2. Forma de Maslov conforme

En esta seccion, vamos a estudiar si la Forma de Maslov de una subvariedad anti-
invariante M™% de una S-variedad de curvatura f-seccional constante M?™+5(—3s),
tangente a los campos de estructura, puede ser conforme en M. Se toma dicha variedad
ambiente ya que segin hemos visto en el Corolario 4.1.10 es el inico caso en el que la
subvariedad M tiene Forma de Maslov wy cerrada. En primer lugar, vamos a demostrar
un resultado mas general sobre la conformidad de M:

Teorema 4.1.12. Sea M™% una subvariedad anti-invariante de una S-variedad M>*™*$,
tangente a los campos de estructura y tal que su Forma de Maslov es cerrada. Enton-
ces, esta Forma de Maslov es conforme en M si y solo si su vector curvatura media es
paralelo.

Demostracion. De (1.2.1) y (1.4.9), si Y es tangente a M, tenemos

g(vﬁaf[—LY) = g(vaH7£Oz) = —g(fH, vaa) = g(fH7TY) =0

y por tanto:
Ve.fH=0.

Debido a ello, usando (1.2.2), tenemos que wy es conforme en M si y sélo si
VxfH =0,

para todo X tangente a M. Pero, como de (1.4.5), (Vxf)H = 0, teniendo en cuenta
la componente tangente de esta férmula, obtenemos Vx fH — fDxH = 0, o lo que es
lo mismo, wy es conforme en M siy sélo si DxH = 0. m

A continuacion, podemos demostrar el siguiente resultado, que nos proporciona una
condicion suficiente para que la Forma de Maslov de una subvariedad anti-invariante
sea L-conforme, es decir, conforme para cualquier campo tangente a la subvariedad y
ortogonal a los campos de estructura &, . . ., &,. Para ello, la segunda forma fundamental
de la subvariedad M debe satisfacer una expresion andloga a (3.1.16), la cual obtuvimos
analizando qué subvariedades cumplian el caso de la igualdad en la desigualdad entre
H y 7, las cuales definimos como subvariedades *-slant.

Nota 4.1.13. Obsérvese, que la condicién de que la subvariedad M™** sea L-conforme
es equivalente a que la subvariedad M™' fuese D-conforme en el caso Sasakiano,
ya que como definimos en los Preliminares de esta memoria, la distribucion L es la
distribucion complementaria ortogonal a la distribucion generada por los campos de
estructura &1, ...,& de M, al igual que D es la distribucion complementaria ortogonal
a & en el caso Sasakiano.
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Teorema 4.1.14. Sea M™"* una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de
curvatura f-seccional constante M*™(—3s), tangente a los campos de estructura,
con Forma de Maslov cerrada. Si

m+s m+s+1
(X, V) = = {g(f X, FY)H — (wn (X) + ——— Zna NIY =
X (4.1.35)
o) + LS ),

para todos X,Y tangentes a M, entonces la Forma de Maslov de M es L-conforme.

Demostracion. Sea Y un campo tangente a M, unitario y ortogonal a &,, para cada
a=1,...,s. Entonces de (4.1.35) se sigue que:

m -+ s

U(Y7Y):—m+s+1

{H +29(fY,H)fY}. (4.1.36)

Tomemos ahora otro campo tangente X, ortogonal a Y. En primer lugar, de (1.1.11)
se tiene que: N
(Vxo)(Y,Y) = Dyo(Y,Y) — 20(VyY,Y). (4.1.37)

Por otra parte, a partir de (4.1.36) podemos calcular

m-+s

Dyxo(Y,Y) = ——

—{DxH +2Xg(fY, H)[Y +29(fY, H)Dx [Y},  (4.1.38)

pero como, en virtud de (1.4.5),

Xg(fY, H) =g(VxfY, H) + g(fY,VxH) =

2 (4.1.39)
:g(fVXY7 H) +g(fY7 DXH)7
sustituyendo (4.1.39) en (4.1.38), obtenemos:
m+s =~
Dxo(V,Y) = —2 5% (D H +29(fVxY, H)fY+
xoo ) = e DX+ (VY H) (4.1.40)
+29(fY, DxH)fY +29(fY, H)Dx fY'}.
Por otro lado, a partir de (4.1.35), calculamos
(ViY,Y) = 0% (VY H) Y + g(fY, H) fVxY) (4.1.41)
o\vVx[r, - m4+ s+ 1 g X5, g > X ) <t

dado que g(VxY,Y) =0=n,(VxY).
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Ahora bien, sustituyendo (4.1.40) y (4.1.41) en (4.1.37), deducimos que:

m-+ s

(Vxo)(Y,Y) = {DxH +29(fVxY,H)fY + 2g(fY, DxH)fY +

m+s+1 (4.1.42)
+29(fY, H)Dx fY = 29(fVxY, H)fY = 29(fY, H)fVxY}.
Pero, al ser fH tangente,

g(fVxY,H) = —g(VxY, fH) = —g(VxY, fH) = g(fVxY, H), (4.1.43)

mientras que, al ser (6Xf )Y = 0, de las Férmulas de Gauss (1.1.1) y Weingarten
(1.1.2) se sigue que:

DxfY = fVyY. (4.1.44)
Asi, usando (4.1.43) y (4.1.44), la expresién (4.1.42) se reduce a
(Vxo)(V.Y) = — 5% (D H +2g(fY, DxH)fY) (4.1.45)
X0 )1, T matstl X g\J 1, Ux : L

Supongamos ahora que el campo X es también ortogonal a &,. De nuevo, a partir
de (1.1.11):

(Vyo)(X,Y) = Dyo(X,Y) — o(VyX,Y) — o(X, VyY). (4.1.46)

Pero, usando (4.1.35), calculamos:

P(X,Y) = g (X H)IY + g(fY. )X,
Asi,
Dyo(X,Y) =05 G(Ty FXCH) Y + g(fX, Oy H)FY + g(f X, H)Dy [Y +

m+s+1

+g(Vy fY, H) X + g(fY,VyH)fX + g(fY, H) Dy fX}.
(4.1.47)

Por otra parte, utilizando de nuevo (4.1.35), tenemos

ATy X, Y) = IS g (Vy X Y)H + g(f 9y X )Y + g(fY, H)fVy X},
(4.1.48)
y ademas,
o(X,VyY) = %{gm VyY)H + (X, H)fVyY + g(fVyY, H)fX}.

(4.1.49)
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De esta forma, sustituyendo (4.1.47), (4.1.48) y (4.1.49) en (4.1.46) y teniendo en cuenta
(4.1.44) y que g((Vx f)Y,H) = 0 por (1.4.5), obtenemos que

m-+ s

(Vyo)(X,Y) = T |

{9(fX,DyH)fY +g(fY,DyH)fX}. (4.1.50)

Ahora, teniendo en cuenta que, en virtud de (1.4.6), (R(X,Y)Y)* = 0, la ecuacién
de Codazzi (1.1.12) implica que

(Vxo)(Y,Y) = (Vyo)(X,Y) =0,
por lo que, restando (4.1.45) y (4.1.50) llegamos a que:
DxH =g(fX,DyH)[Y +g(fY,DyH)fX —29(fY, DxH) Y. (4.1.51)
Pero, como (% xf)H =0, es facil comprobar, usando argumentos habituales, que
9(DxH, fY) =—g(Vx[HY)

y, analogamente,

9(DyH, fX)=—g(VyfH, X).

Ahora bien, como M tiene Forma de Maslov cerrada, sabemos que fH es un campo
cerrado, lo que quiere decir que las expresiones anteriores coinciden. Asi, la ecuacién
(4.1.51) se reduce a

Dy H = g(fY, Dy H)fX — g(fY, Dx H) Y. (4.1.52)
Es més, a partir de (4.1.52), se tiene que
g(fY.DxH) = —g(fY, DxH),
pues g(fX, fY)=0y g(fY,fY) =1, con lo que
9(fY,DxH) =0
y podemos escribir (4.1.52) simplemente como:
DxH = g(fY, Dy H)fX. (4.1.53)

Por otra parte, teniendo en cuenta de nuevo que (%Xf JH = 0, se comprueba
facilmente que para cualquier campo Z tangente a M,

9(Vx[H,Z) = —g(DxH, fZ) = —g(DyH, fY)g(X, Z),
donde se ha usado (4.1.53). Asi,
VxfH = —g(DyH, fY)X, (4.1.54)

lo que significa que el campo fH es L-conforme. n
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Nota 4.1.15. Podemos destacar que si consideramos un unico campo de estructura
&, es decir hacemos s = 1 en (4.1.35), obtenemos (2.2.1), que era la expresion de la
sequnda forma fundamental de la subvariedad que nos aportaba la D-conformidad de
la Forma de Maslov para subvariedades anti-invariantes en el caso Sasakiano.

Nota 4.1.16. Observemos que el resultado anterior no puede mejorarse para obtener
que fH sea conforme, pues se puede comprobar sin dificultad que, al ser fH cerrado,
se tiene que

Ve fH =0, (4.1.55)

para o = 1,...,s. Por otra parte, para un campo tangente X cualquiera, de (4.1.54) y
(4.1.55) se tendria que:

VxfH =—g(DyH, fY)(X —n(X)&).

Ahora bien, cabe preguntarse qué subvariedades verifican la condicién (4.1.35). Un
caso particularmente importante es el de las ya mencionadas subvariedades totalmente
f-geodésicas (1.4.13).

Esté claro que una subvariedad con esta propiedad ha de ser minimal. Asi, (1.4.10)
y (1.4.13) implican que toda subvariedad anti-invariante y totalmente f-geodésica,
verifica la condicion (4.1.35).

Por otra parte, si tomamos R?>™** como variedad ambiente, sabemos que la Forma
de Maslov es cerrada tal y como se probé en el Corolario 4.1.10. Ademaés, en este caso,
L. M. Ferndndez y A. Prieto-Martin demostraron en [33] que la condicién (4.1.35)
caracteriza a las subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en

2(m+2)
-
(m+s)2(m—1)"
donde 7 denota la curvatura escalar de la subvariedad, de dimensién m + s.

Dada una subvariedad anti-invariante M de R?*™*+* consideremos ahora la sumersién
Riemanniana 7 : R?™** — C™ dada por

1H|]* =

1

W(xl,...,xm,yl,...,ym,zl,...,zs):§(y1,...,ym,x1,...,xm),

y supongamos que existe una subvariedad Lagrangiana M de C™, tal que el siguiente

diagrama es conmutativo
M — RZmts

| b

M — cm,
donde M es el conjunto de fibras sobre M. En estas condiciones, también se prueba
en [33] que M verifica la condicién (4.1.35) si y sélo si es totalmente f-geodésica
o localmente isométrica al producto Riemanniano de una porcion de una esfera de
Whitney y R®. Asi, el Teorema 4.1.14 implica que cada una de estas subvariedades
tiene Forma de Maslov L-conforme.
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4.2. Subvariedades slant

4.2.1. Forma de Maslov cerrada

El objetivo de esta seccion es estudiar cuando la Forma de Maslov wy dada por
(2.1.1) es una forma cerrada en el caso en que tengamos una subvariedad 6-slant propia
M™*¢ de dimensién m + s y la S-variedad ambiente sea una S-variedad de curvatura
f-seccional constante M?™**(c) de dimensién 2m + s. Como ya mencionamos anterior-
mente que m debe ser par, podemos escribir m = 2k. Tomamos una referencia slant
adaptada al estilo de la referencia construida anteriormente en la Nota 2.1.7.

Sea e; un campo tangente unitario en M ortogonal a los campos de estructura
&1, ..., &. A continuacién, tomamos:

es = (sech)Tey, e = (cscO)Ney, es. = (csch)Ney.

Si k > 1, entonces, por induccién, paracadal =1,...,k—1, elegimos un campo tan-
gente unitario eg 1 en M tal que ey es perpendicular a ey, eq, ..., e9_1,6€9,&1,...,&s
y tomamos:

eare = (secO)Teyt1, ey = (cscO)Nexyrr, e@irays = (cscl)Negyo.
De esta forma, tenemos la referencia slant adaptada

{e1, o vem &1y s sy Clus o v oy Emn b

donde ey, ...,€, € LY €14, ..., Emns son normales a M.

Siguiendo la misma linea del capitulo anterior, consideramos en primer lugar la
1-forma © definida por (2.1.2) con el objetivo de calcular dO y estudiar cudndo esta
1-forma es cerrada. Para ello, necesitamos el siguiente lema previo cuya demostracion
es analoga a la del Lema 3.2.1:

Lema 4.2.1. Sea M™** una subvariedad slant de una S-variedad M?m+s. Entonces,
respecto a una referencia slant adaptada, se verifica:

2j)* 2j—1)* 2i)* 2i—1)*
Wéij) + Wéz‘j—1 "= Wéj "t Wéj_l ) ) (4.2.1)
2j)* 2j—1)* 2j 21
u’((23‘))* - wé?i—?))* = Wi — Wai_1, (4.2.2)
i— 2i-1)* 2j—1 2j—1)*
ng - w((2j)* "= Wy — W((gf)* ) ) (4.2.3)

para todos 1,5 =1,...,m.
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Ahora bien, si calculamos d© directamente resulta que

d@:Zm:dwf*:—Xm:Zwi/\wijzm:Qﬁ*
i=1 j '
:_ZZWQJ v 2] 1+ZQ(23] 11 - (4.2.4)

le

_Zzw% /\W2J+ZQ(2J) :

j=1 A

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las
formas de curvatura Qg]_ _11) N ng "

Lema 4.2.2. Sea M™ una subvariedad slant de una S-variedad M2>™+s. Entonces,
respecto a una referencia slant adaptada, se verifica

Qg]__ll) = T senfcosd (—w¥ AW + W=D A w(Qj)*) +
S cos? 0w A W) — (C ZSS + ¢ ; 5 sen® 9) WA WD 4
(4.2.5)
(_w2p—1 A w?P 4+ =" A u}(21))*) —
sen? O(w? A w®)" 4 WP A WP
Q2" _c7s sen @ cosf (—w2j’1 A w4 w®=D" A w(2j)*) —
27 — 4
<C —238 + ¢ ; i sen? 9) WP AW 4 c—s cos? Qw1 A WwFD 4
(4.2.6)

(—pr_l A w?P 4+ =D A C{)(21?)*) —
sen® § (w? A w4 A w(zp_l)*)},

para todo j =1,... k.
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Demostracion. Partiendo de (1.1.5) resulta que

k
Qng) _ ZR(QC’ ep; €27, e(ajy JwC A wP = Z R(eap, eaq; €aj, €(ajy )™ A w?i+
C,D p,q=1
koo koo
Z R(ezlﬂ €2¢-1; €25, 6(2]')*)0‘)2]) A w?q—l + Z R(€2p, €(2¢)*; €25, B(Qj)*)OJQp N W(Qq)*—i—
p,q=1 p,g=1
koo koo
Z R(Ggp, 6(2(1_1)*; €2;, 6(2]-)*)(,«)217 VAN w(2q_1) + Z R(Ggp, fa; €25, 6(2j)*>w2p AN Tkﬁ'
P,q=1 p=1
ko koo
Z R(@gpfl, €2q; €25, 6(2j)*)w2p71 N w2q + Z R(€2p—17 €2¢—-1; €25, €(2j)*)w2p71 A quil‘i‘
p,g=1 p,q=1
koo koo
Z R(eap-1, €(29); €25 6(23')*)0‘121?_1 A w0 4 Z R(eap—1, e(2g-1)+; €25, e(gj)*)wZP_l A w24
p,q=1 p,q=1
koo koo
Z R(eap-1,Ea; 25, €2y )™ Ao + Z R(eqap)-, €ag; €35, €2 )W A w4
p=1 p,q=1
koo koo
Z R(€(2p)* y €2¢—1; €25, €(2j)*)w(2p)* A Wqul + Z R(B(Qp)*, €(2¢)*; €25, e(gj)*)w@p)* AN w(QQ)*—i—
p,q=1 p,q=1
koo koo
> Bl eamnyi €2 e Jw™ AW+ Y TR e, € e, e )™ At
pg=1 p=1
koo koo
> Blewp-y, ea; €5, €02 )0V AWM Y 7 Rleap1ys, 2415 €95, €2y )™ A WP
p,q=1 p,q=1
k o~
> R(eap1y, €qy €2, €2y )0 A w4
p,q=1
k ~
Z R(e(ap-1)y» €(2g-1)+; €25, €2y )w P~ A w74
pg=1
ko koo
Z R(egp-1), as €25, 6(2;‘)*)@(21)71) A Mo + Z R(&a; €245 €255 €2+ )Ta W
p=1 q=1
koo koo
Z R(&a, €2g—1; €2, €(25) )a A w4 Z R(&a, €(29)%3 €255 €(25)* ) A\ w"
q=1 q=1

k
Z R(&as €(2g-1): €25, €(2j)* )a N w4 R(&as &as €25, €(2j)* )Mo A Nas
q=1
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para o = 1,...,s. Calculemos ahora, a partir de (1.3.10), los distintos coeficientes de
(4.2.7):

R(eap, €24; €2, €(25)+) = 0, (4.2.8)
E(egp, €2g—1; €25, €(2j)*) = i (cos 00, sen 66, + 2 cos 09, sen b), (4.2.9)

~ c+3s c—s 9 9
R(eap, e(29)*; €25, €(2j)*) = —Téj djq + T(_ sen” 00,05, — 2sen®00,,), (4.2.10)
ﬁ(egp, €(2g—1)*; €25, €(2j)+) = 0, (4.2.11)
R(eap, Eu; €25, €(2j)-) = 0, (4.2.12)
E(egp_l, €2q; €25, €(2j)*) = S (—cos 86, sen 0, — 2 cosBd,, senb), (4.2.13)
R(eap 1, €2q1; €2, () ) = 0, (4.2.14)
R(eap_1, €(2q); €25 €(25)) = 0, (4.2.15)
E(egp_l, €(2g—1)*; €25 €(2j)*) = S (cos® 03,,0;, — 2sen® 05,,), (4.2.16)
R(eap 1, Ea; €25, €(2)r) = 0, (4.2.17)

3
(sen? 05,6, + 2sen 05,,) + Cz—s((sjpajq), (4.2.18)

~ CcC— S
R(e(ap)- €aq; €25, €(2j)+) =

R(e2p)~, €2g-1; €25, €(2j)+) = 0, (4.2.19)
é(e(gp)*7 6(2(])* ; €25, 6(23)*) = 0, (4220)

é(e@p)*, €(2g—1)*; €25, €(2j)*) = < Z i (—senf cos 6,0, —2cosfd,,send),  (4.2.21)
R(e(ap)+, Ea; €25 €(2)+) = 0, (4.2.22)
R(e(ap-1): e2q: €27, €(23)) = 0, (4.2.23)
é(e@p,l)*, Cg—1; €25, €(2j)*) = €3 (= cos® 05,6, + 2sen® 06,,), (4.2.24)
~ cC— S

R(e@p_1y, €(29); €25, €(25)*) = (sen 6 cos 00,,0;, + 2 cos 00, sen §), (4.2.25)

R<€(2p—1)*7 €(2g—1)*; €25, €(2j)+) = 0, (4.2.26)
§(6(2p—1)*a €a; €25, €2j)<) = 0, (4.2.27)
E(fm €2q; €25, €(2j)+) = 0, (4.2.28)
é(fm €2q—1; €25, €(25)+) = 0, (4.2.29)
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R(Ea, e(2g); €25, €(2j)-) = 0, (4.2.30)
(fa, €(2g—1)*; €25, €(2j)*) = 0, (4.2.31)
R(Ea, Ea; €95, €(25)) = 0, (4.2.32)
Asi, de (4.2.7)-(4.2.32) tenemos (4.2.6). Analogamente, se demuestra (4.2.5). [
Ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma ©.

Teorema 4.2.3. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de curva-
tura f-seccional constante M*™5(c). Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) satisface:

1
d@:—senQCOSQ(m_'_ ) (ngy LA w? Zw2j DT A @) ) —
—sengé’(m—i_l)c_sm 3) (ngﬂ LA W@ +Zw23/\w2j >7

(4.2.33)
donde 6 denota el dngulo slant de M.
Demostracion. Calculamos en primer lugar, a partir de (4.2.5) y de (4.2.6):

k k
>ag e e -3 {4
j=1

j=1

cos? 0w A W) — (C —238 + ¢ ; i sen? 9> BN w(2j1)*}

i sen @ cos 0 (—w2j—1 A w4+ o@D A w(2j)*)

+ =2
1

(_w2p—1 Aw? + w17 A w(2p)*)

—sen? 6 (w2p A w21 A w(?p—l)*)}

S . . o .
sen f cos 6 (—wzj_l AW 4 @07 A 2 )

+g{6_

— (c —238 + ¢ ; i sen? (9) WA A W) 4 ? cosZ w1 A w(2j_1)*}

(_w2p—l Aw? 4+ w@=D" A w(2p)*)
—sen®f (WP Aw®)" + WP AW} =
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k

:Z{Zsené’cosé’c_

j=1

v (-
(W AW 42 @)Y

Por otra parte,

k
Sl n == 3 (Sl + S a4

j=1 A ]1 p=1

S(m +1) (w(2j_1)* Aw@)T 2 A ij)

(4.2.34)

- - 3
Ssen29(2m+1)+%00829— Cz S)~

+ Zw (2p—1)* w2§p VT Zw oA Wz "+ (4.2.35)

25)* o
F3 nufy).
a=1

Pero, de (4.2.1), (4.2.2) y (4.2.3) y siguiendo los mismos pasos de [26, Teorema 3.1],
llegamos a

m
) (W AWl +wil AWl =0, (4.2.36)
ij=1
Ahora bien, considerando un campo X cualquiera, para cada a« = 1,...,s y teniendo

en cuenta (1.4.4), podemos establecer que

W (X) =g(Vxbar e2y)-) =
=g(—f X, e@p)r) = 9(X, feyy) = gltey-, X) + g(new, X) =
= —senfg(eq;, X) + cos 99(6(2]'_1)*, X),

por lo que ng)* = cos w1V — sen hw? , para cada o = 1,...,s. Andlogamente,

ng( ) :g(ﬁXezju ga) = _g(€2j7 %Xé‘a) ==
=g(ez;, fX) = —g(fez;, X) = —g(Teq;, X) — g(Neg;, X) =
= —senfg(eejy-, X) + cosfg(egj—1, X),

2j—1

de donde ng = cos fw? 1 —senfw@)” para cadaa=1,...,s.

Luego,

ng)* A wsj =sen 0 cos Bw? 1 A w¥ + sen? huw¥ A W) —

— 082 0w A WP —gen @ cos Buw @ A w(Qj)*,
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para cada o = 1,...,s. Andlogamente se tiene que

*

ng_l)* A ng_l = sen 6 cos Bw? ™' A w¥ + sen? w1 A WD

— cos? 0w A w®)" — sen 6 cos hw @1 A w(2j)*,

para cada a = 1,...,s. Por lo tanto,
k . ' k
— (wg]_l) A wé;‘_ﬁ—ng) A ng) = —2senfcosb Z {wQJ’l A w+
= i=1 (4.2.37)

+(cos? 8 — sen? O) (WP L A WP DT 4 0¥ A W)+
+ 2sen 6 cos @D A ) },

para cada a = 1,...,s. Asi, (4.2.33) se deduce de (4.2.4) y de (4.2.34)-(4.2.37). O

Corolario 4.2.4. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™(c). Entonces, la 1-forma © dada por (2.1.2) es

cerrada si y solo si

c= 5(;:—;13) (4.2.38)

Demostracion. La demostracién es inmediata haciendo d® = 0 en el Teorema 4.2.3. O

Nota 4.2.5. Podemos destacar que (4.2.33) y (4.2.38) coinciden con las igualdades
del Teorema 4.1.3 para 0 = w/2. Ademds, ya habiamos comentado anteriormente que,
para s = 1, las igualdades del Teorema 4.1.3 coinciden con las obtenidas en el Teorema
2.1.4 y en el Corolario 2.1.5 para el caso Sasakiano.

Nota 4.2.6. Obsérvese que, en el caso de © cerrada, define una clase candnica de
cohomologia en M, [©] € H'(M;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad M™"* tiene dimensién m + s con
m_ > 2, el Teorema 4.2.3 implica que la 1-forma © no es cerrada en el caso de que
M?mFs(c) sea una S-variedad de curvatura f-seccional constante ¢ = —3s (como es el
caso de R?™* con su S-estructura usual, dada en [36]). No obstante, podemos definir
una nueva l-forma w en M. Sabemos que

2k
=1
2%k
e g
wp = E :Uliwa
i=1
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por lo que

2k 2k s
0= ZZO’ZZQ} + ZZJZEO%' (4.2.39)
=1 =1 =1 a=1
Por otra parte, sabemos que para cada o =1,...,s,
allga =g(o(e, &), er) = —csclg(Ne, Ney) = —sen 6, (4.2.40)
por lo que
Z afgana = —2ksen On,,. (4.2.41)
=1
Ademas,

o =g(o(er, e;), err) = cscly(o(er, e;), Ney) =
=csc 0g(Ane i, €1) = cscOg(Ane e, €) = (4.2.42)
=g(o(e, €), ei) = iy,
donde hemos usado (1.4.17). Asi,

2% 2k 2% 2k 2k
Z Z ol w' = Z Z ohw = Z(trai*)wi. (4.2.43)
=1 i=1 =1 i=1 i=1

Por tanto, de (4.2.39)-(4.2.43), obtenemos que

2k s
O = Z(trai*)wi — 2k sen 6 Z Nes
i=1 a=1

por lo que definimos

w =0 +msenb Zna‘ (4.2.44)

a=1

Aplicando directamente el Teorema 4.2.3, se tiene:

Teorema 4.2.7. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de curva-
tura f-seccional constante M*™%5(c). Entonces, la 1-forma w dada por (4.2.44) verifica:

(m +1)(c + 3s) : 2j—1 (2j—1)* (25)*
dw = —senfcosb 5 Z R NAL Zw AN —

J=1

k k
—sen? 0 (m + 1>(C + 38) (Z wH LA W& + Z w? A w@j)*)
2 )

j=1 j=1

(4.2.45)
donde 6 denota el dngulo slant de M.
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Demostracion. De (4.2.44) se deduce que para cada o = 1,...,s,

dw =dO + msen@Zdna. (4.2.46)
a=1
Pero, como M es una S-variedad, para cadaa = 1,. .., s se cumple que dn, (X, Y) =

g9(X, fY), para todos X, Y tangentes en M, por lo que, en funcién de una referencia
slant adaptada, tenemos que

dna(egp—1,€29—1) = g(ezp—1,T€24-1) =0, (4.2.47)
dna(egp-1,€5) = 0, (4.2.48)
dna(€gp—1, €24) = — c0s 88,4, (4.2.49)
dna(egp—1, €(2g—1)+) = —sen fép,, (4.2.50)
dna(ezp—1, €(2q)) = 0, (4.2.51)
dna(egp, €24-1) = cos 8,4, (4.2.52)
dna(egp, £5) = 0, (4.2.53)
dna(egp, €24) = 0, (4.2.54)
dna(ezp, €(2g-1y+) = 0, (4.2.55)
dna(egp, €(29)+) = —sen 09y, (4.2.56)
dna(e(ep-1)+, €2g—1) = sen 00y, (4.2.57)
dna(ep—1)+, €2q) = 0, (4.2.58)
dnu(e@p_1), &5) = 0, (4.2.59)
dna(e@p-1y+; €(2g-1)*) = 0, (4.2.60)
dna(e@p—1)+, €(2q)) = €08 00, (4.2.61)
dna(€@py«, €2g-1) = 0, (4.2.62)
dna(e(ap)+, €24) = sen b6, (4.2.63)
dna(e(2py; Epeta) = 0, (4.2.64)
dna(e(p)«; €(2g—1)+) = — €08 00y, (4.2.65)
da(e2p)s €(20)7) = 0, (4.2.66)

para todos p,g=1,....ky 8=1,...,s.
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Asi, de (4.2.47) a (4.2.66) se sigue que para cada o =1,...,s:

k k
dne = —2cost Z WP AW —2send Z WP A DT
J=1 j=1

k . (4.2.67)
— 2sent Z w¥ A w4 2cos6 Z w @D A @)
Jj=1 j=1
Finalmente, (4.2.45) resulta de (4.2.33), (4.2.46) y (4.2.67). O

Corolario 4.2.8. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™V5(c). Entonces, la 1-forma w dada por (4.2.44) es
cerrada si y solo si

c= —3s.

Demostracion. La demostracion es inmediata haciendo dw = 0 en el Teorema 4.2.7. O

Nota 4.2.9. De nuevo destacamos que si hacemos 0 = w/2 en el Teorema 4.2.7 lle-
gamos al Teorema 4.1.6, el cual coincide, para s = 1, con el Teorema 2.1.8 y con el
Corolario 2.1.9 obtenidos en el caso Sasakiano.

Nota 4.2.10. Al igual que observamos para ©, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
w define una clase candnica de cohomologia, [w] € H'(M;R).

En el siguiente teorema veremos cudl es la relacion entre la 1-forma w y la Forma
de Maslov wg:

Teorema 4.2.11. Sea M™"* una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™+5(c). Entonces,

sen 6

wy = w, (4.2.68)

m-+ s

donde 0 es el angulo slant.

Demostracion. Respecto a una referencia slant adaptada, se tiene
wr(e;) =gle, fH) = —g(Ne;, H) = —senfg(e;, H), (4.2.69)

para cada ¢ = 1,...,m. Ademas, habiamos definido

k

w=0+ msen@ina = Z(trai*wi).

a=1 i=1
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Ahora bien, en virtud de (1.4.11) y (1.4.12):

m

1
H = m+8;0(€j,€j).

Asi, de (4.2.69) y (4.2.70) resulta que

2k
no Z R senf .
S “ m-+ s
Jj=1

wr(e;) = —

De esta forma tenemos que
tro” = —(m + s)cscOg(tH, e;),

por lo que para todo campo X tangente a M podemos escribir:

2k
w(X)=—(m+s)cscd Y g(tH, e;)w'(X),

=1

pero si escribimos

X = ZX%ez +Zna Yo

tenemos de (4.2.71),

2%k
w(X)=—=(m+s) CSCGZg(tH, e) X' =
i=1
2k
=—(m+s)csclg(tH, ZXiei) =

=1

— (m+ s)cschg(X Zna Vo, tH),

(4.2.70)

(4.2.71)

y teniendo en cuenta que para cada o = 1,...,s, g(tH,&,) = 0, obtenemos (4.2.68). [

Corolario 4.2.12. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f-seccional constante M*™4(c). Entonces, la Forma de Maslov wy de M es

cerrada si y solo si
c= —3s.

Demostracion. Basta calcular la diferencial de wy en (4.2.68) y aplicar el Teorema

4.2.7.
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Nota 4.2.13. Obsérvese que, seqin el Corolario 4.2.12, en R*™+% con su estructura de
S-variedad, toda subvariedad slant, no invariante y de dimension m+s, tiene Forma de
Maslov cerrada. En particular, esto serd cierto para toda subvariedad anti-invariante,
de dimension m + s, tangente a los campos de estructura &y, ..., &s.

Nota 4.2.14. Podemos comprobar que, para 0 = w/2, (4.2.68) coincide con (4.1.25),
la cual coincide, para s = 1, con (2.1.36) obtenida para el caso Sasakiano.

4.2.2. Desigualdad entre H y 7

En esta ultima seccién vamos a establecer una desigualdad entre H y 7 para una
subvariedad slant de una S-variedad de curvatura f-seccional constante, la cual gene-
raliza la obtenida por L. M. Fernandez y A. Prieto-Martin en [33] para subvariedades
anti-invariantes de R?"**. Ademds, estudiaremos el caso de la igualdad en funcién de
la segunda forma fundamental de la desigualdad.

Teorema 4.2.15. Sea M™** (m > 2) una subvariedad 0-slant de una S-variedad

de curvatura f-seccional constante M*™*5(c). Entonces, el cuadrado del mddulo de
su vector curvatura media |[H||* y su curvatura escalar T satisfacen en cada punto la
siguiente desigualdad:

2 2 1 3 3 —
P> —2mr2 L 1)t 3 sl
(m+s)%2(m —1) 2 4 2

Demostracion. Sea M™% una subvariedad slant de una S-variedad de curvatura f-
seccional constante M?™+%(c). Consideremos una referencia slant adaptada

{e1, v emy &1y s sy Clus o v oy Emn b

Teniendo en cuenta (1.4.12), podemos establecer que

1 m—+s m—+s
|H|? =g(H,H) = mg(z oleie), Y oleje;)) =
m+s - j:7171+s <4273>
1
:m (Z g( (ezaez 61, z + Z ezaez €j7ej))> )
i=1 i1#£j

donde 0(&,,&3) = 0, para todos o, = 1,...,s debido a (1.4.11). Por otra parte,
teniendo en cuenta (1.4.6), tenemos que
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m-+s m+s
21 = ZK(@Z‘,GJ') = ZR(ei,ej,ej,ei) =
i#] i
m—+s
= > (Blenesiese) = glolene).o(ernes)) + glolerned.o(ee)) =
e s
= Z( {9(fei fe)g(fes, fe;) — g(fei, fes)g(fei fe;)}

i#]

(e, fei)g(ejv fej) - g(ei, fej)g(ej, fei) —2g(es, fej)g(6j7 fei)}

+ > {a(fes fenalens(es) = g(few, feg)nales)ns(e) + 9(fey, fes)nalenns(e:)

CV,BZI

—g(fej, feinalens(e;)} — glo(ei,e5), olei e5)) + glo(es ei), olej, €5))),

de donde podemos obtener:

m-+s
Z C+38 (felafez) (fejafej) = C—zgsm(m - 1)7
i#j

s m+s3(c—s) 5
Z 1 (=3)g(ei, fej)gle;, fei) = Z T (ei, Tej) =

oy itj (4.2.74)
_ MHTHQ - Mmco# 0,
4 4
m+s s
Z Z {9(fei, fei)nales)ns(e;) + g(fej, fej)naleins(e)} = 2sm,
i#£j o,f=1

donde se ha usado (1.4.2), (1.4.3) y (1.4.16), y los demds términos se anulan. Asi, de
(4.2.74) podemos establecer que

3 3(c—
21 = Cz Sm(m—l)—i— (e S)mcos26’+25m—
m—+s m+s (4275)
_Zg o(ei,ej),o(e;e;)) —|—Zg o(e;, ei),o(ej, €5).
i#j i#j

112



Ahora bien, veamos los términos correspondientes a los campos de estructura &,, para
caddaa=1,...,s:

_229 ezafa ezafa» Zg(a(émga)?O(emej)) =
=t (4.2.76)
—2 Z g(Nej, Ne;) = —2msen? 6,
i=1
donde se ha aplicado (1.4.10), (1.4.11) y (1.4.15). De esta forma, de (4.2.73), (4.2.75)
y (4.2.76) podemos escribir

c+ 3s

(m+s)QHHH2—2aT:—a{ m(m — 1)+

+3(c — s)

mcos? @ + 2sm — 2sm sen> 9] +

Z T5) +Z ) +QZZU]jUkk+

i,7=1 1#£j =1 j<k

+2aZg(a(ei,ej) o(e;e;)) 2aZg o(e;,e),o(ej,ej) =

1<j i<j

3(c —
+um cos? 0 + 2sm cos® 9] +

+20 ) D (@3 + @=1) D Y (03— o)+

i£jk j<k z‘#j k j<k
+2a) (07,)* = (a—1) Z Z 755)" + (1))~
j<k i#5,k j<k
—20a—1) Y ool + () + Y (03,)" + D (o))
i#k i# 7=l

donde a € R. Como vimos en la demostraciéon del Teorema 3.1.3, podemos establecer
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la siguiente igualdad:

m—1 (Ujj —boj)? =+ 2C‘Z(U§k)2 —(a-1) Z Z((Ujj)z + (o4)?)—
Jj#k <k i#5,k j<k
=2(a—1) ) ofoh+ (05)? + Y (0,)° + > _(07,)%,
ik i#] j=1
para a = z—ﬁ y b = 3, de donde podemos establecer que
+ 2 m 4+ 2 c—+ 3s
21 HIIZ — Qm == — —1
(m -+ sPIHIP - 2227 = = T2 g — 1) S22

+3m cos? 9% + 2sm cos? 9] +

2(m +2) =Xy 3 i \2
5 2 2 ()t YD (o o)+
i#jk j<k i#5k <k

1 m
+— Z(Ugg_?’akk)2>
m—14
J#k

(4.2.77)
de donde podemos obtener facilmente que

m + m+ 2 c+ 3s

1T>___7Pmm_n

(m+s)?|| H|*—2 + 3m cos® 9% + 2sm cos? 6|

con lo que llegamos a (4.2.72). O

Nota 4.2.16. Obsérvese que, para s = 1, la desigualdad (4.2.72) coincide con la de-
sigualdad obtenida en el Corolario 3.1.11 para el caso Sasakiano como caso particular
del Teorema principal 3.1.35.

A continuacién, vamos a estudiar el caso de la igualdad de (4.2.72). Para que se
cumpla dicha igualdad, teniendo en cuenta (4.2.77), debe verificarse que

Uji‘k; = 07 l 7&.7 < k?
ol — ok =0, i#4k j<k (4.2.78)
ol =308, =0, j#k.

Ahora bien, consideremos una referencia slant adaptada de M?™+!,
{ela s 76m7£1a s 765)61*7 s aem*}7
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siguiendo el mismo procedimiento detallado en el Lema 3.1.1, es decir, tomando en
primer lugar el campo e;- en la direccion del vector curvatura media y, a partir de ahi,
vamos construyendo el resto de la base siguiendo el procedimiento detallado en la Nota
2.1.7. De esta forma, tenemos que

1 m
H= Z olen = |H|er, (4.2.79)
i,k=1
por lo que
Y oi=(m+s)H|, D of=0,
i=1 i=1
para todo k > 1. Pero, usando (4.2.78), llegamos a que
Zaili =op; + Zaili =01y + (m —1)og, = Taha
i=1 =2
y, por tanto,
3(m + s) m+s
1 1 1
011 m 2 I1H], O22 = 04 m—|—2|| I,

para todo 7 > 2. Ademas, si k > 1, se tiene que

k

1)

E _ o k E o
O, = 3011, 01 =0

para todo ¢ > 1, i # k. Luego, teniendo en cuenta (4.2.79), tenemos que

m m
k k k k
0= Zgn‘ =ont Zaz’i = (m+2)o7;.
i=1 =2
De esta forma, si k£ > 1, tenemos que
Ufi =0, 2=1,...,m

Asi, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.2.17. Sea M™% (m > 2) una subvariedad slant de una S-variedad de

curvatura f-seccional constante, M2, Entonces, M satisface el caso de la igualdad
de (4.2.72) en cada punto si y sélo si existe una funcion real X definida sobre M tal
que la sequnda forma fundamental de M satisface

oler,er) =3Xeys, ole;e) = Xep=, 1@ = 2,...,m,
oler,e;) = ey, olene;) =0, 2<i#j<m, (4.2.80)
a(gaagﬁ) = Oa U(gaaei) = _Seneei*v avB: 17"'737
respecto a cierta referencia slant adaptada {ey,...,em, &1, . s €10, ..y €me}, CuUM-
pliendo las condiciones del Lema 3.1.1 y A = "5 || H|.

115



Seguidamente, podemos demostrar el siguiente teorema, donde establecemos una
expresion para la segunda forma fundamental de M para el caso en que se cumpla la

igualdad de (4.2.72).

Teorema 4.2.18. Sea M™"* una subvariedad slant de una S-variedad de curvatura

f-seccional constante M2m+s, Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (4.2.72)
en cada punto si y solo si

oY) = {<g<x, v) - Z%(X)na(Y)> H

B <sei2ewH(X> » Zna(X)> NY (4.2.81)

— (sen%GWH(Y) + Zii;na(y)> NX} :

para todos X, Y tangentes a M.

Demostracion. Tomando una referencia slant adaptada siguiendo el procedimiento de-
tallado en el Lema 3.1.1, podemos establecer que

1 m+s 1 m + 2
H= > olee) = —Bhe + (m = Dher) = e (4282)

i=1

Ahora bien, si tomamos dos campos tangentes cualesquiera X,Y de M, podemos cal-
cular

m-+s m-+s m-+s

=o() Xy ) Yie) = Y XVo(eie;) =
i=1 Jj=1

1,7=1
3\(m + s) LA (m + s) )
= XytZ2 e, Xy v m L2 X YJ N

1=2

ZXY1 m+s Z+Zna 0(Eas Y

27704 Xfa Z 7704<X) ( ) <£aa§ﬁ)

a,f=1
A(m + s) Lo A(m +s)
= XY - X Y)|] ————Le« +2XY ' ——— L4
<g< 9 ) 27704( )7704( )) m+2 61 + m+2 el +
A S
ZX yi A\t 5) m+3 nyl m”eﬁ_zna XNY = 3 na(V)NX
Jj=2 a=1

(4.2.83)
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donde se ha usado (1.4.10), (4.2.82) y el Corolario 4.2.17. Por otra parte, teniendo en
cuenta que

1
o N i)
‘ sen 6 ‘
podemos establecer que
m+s A m+s '
NY =) Y'Ne;=senf Y Yie;. (4.2.84)
i=1 i=1
Ademads, tenemos que
m+s m-+s ' m—+s '
9(f X, H) Z X'fei, H) = (Y X'Nei, H) = g(y_ X'senbe;-, H) =
i=1 i=1

(4.2.85)

m—+s
=sen Hg(z X'e, Aep=) = Xt Asen .

=1

Asi, de (4.2.83), (4.2.84) y (4.2.85) podemos deducir inmediatamente que

o(X,y) = 2 { (g<X, Y) - Zna(X)na(Y)> H

1 m+2 <
+ (Senzegux, H) Znam) NY

=1

1 m+2
+ (senQQQ(f > } ’

con lo que llegamos a (4.2.81).
Reciprocamente, a partir de (4.2.81), se obtiene facilmente (4.2.80) con lo que lle-
gamos inmediatamente a la igualdad de (4.2.72). O

Nota 4.2.19. Podemos observar que la expresion de la sequnda forma fundamental
(4.2.81) para s =1, coincide con la expresion (3.1.16) en el caso Sasakiano.

Siguiendo la linea del capitulo anterior, podemos dar nombre a las subvariedades
que cumplen el caso de la igualdad de (4.2.72) ya que, como hemos comentado ante-
riormente, las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad entre H y 7 siempre
han tenido una gran importancia tanto en geometria compleja como en geometria de
contacto.

Definicién 4.2.20. Sea M™** una subvariedad slant propia de una S-variedad de
curvatura f-seccional constante M*™*5(c). Si la sequnda forma fundamental o de M
satisface (4.2.81), o lo que es lo mismo, el caso de la igualdad del Teorema 4.2.15,
diremos que M es una subvariedad x-slant.
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Nota 4.2.21. De nuevo podemos comprobar que podemos extender tanto el Teorema
4.2.15 como la Definicion 4.2.20 al caso en que la subvariedad M sea anti-invariante,
ya que si consideramos una referencia anti-invariante adaptada

{e1, o vemy &1y ey Esy €1y ooy Emr by

es decir, una base local ortonormal de campos de M, siendo e;« = fe; coni=1,...,m,
y siguiendo los mismos pasos que en el Teorema 4.2.15, tenemos que

c+3s = S
21 = 4 ( - 1 + 2sm — ;g 6278] 6276] + ;g 61,82 6]’63)
i#] 7

de donde la expresion equivalente a (4.2.77) queda de la siguiente forma:

+2 m(m + 2) c+3s
D2 H|? -2t e, - T ) —1
(m+ 1P = 22— PO - TR
6<m + 2) - ) 3 o % i
T > (05)° + 1 > D (05— o)+
1<j<k i#£j,k i<k
1 &,
o7 (o — 3ok
J#k
la cual nos lleva a la desigualdad:

2(m +2) 1 c+3s

H|? > - = —1 : 4.2.86

iz 20Dy S - < (1.2:80

Ahora bien, podemos observar que si hacemos s = 1 en (4.2.86), llegamos a (3.1.22)
obtenida para el caso Sasakiano.

Por otra parte, si consideramos R*™ 5 como variedad ambiente, por lo que c = —3s,
podemos establecer que

2(m + 2
e
(m+s)%(m—1)
que se corresponde con la desigualdad obtenida por L. M. Ferndndez y A. Prieto-Martin
en [33] ya mencionada en la Introduccion de esta memoria.

(4.2.87)

Ademas, podemos obtener directamente del Teorema 4.2.15 el siguiente corolario,
cuya demostracion es inmediata.

Corolario 4.2.22. Sea M™%, una subvariedad slant de R®*™**. Entonces, el cuadrado
del médulo de su vector curvatura media ||H||*> y su curvatura escalar T satisfacen en
cada punto la siquiente desigualdad:

> fgzjﬂ?_ - [T+ (g _ ) i cos? e} |
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Nota 4.2.23. Obsérvese_que el Corolario 4.2.22 para el caso s = 1, es decir, en el
caso en que la variedad M tenga un unico campo de estructura &, se corresponde con
el Corolario 3.1.10, obtenido para el caso Sasakiano.

Para finalizar, podemos establecer en el siguiente ejemplo una subvariedad *-slant
de R?m+s;

Ejemplo 4.2.24. Siguiendo la construccion hecha en [33], consideramos la sumersion
Riemanniana 7 : R?™" — C™ dada por

ﬂ(ml,...,xm,yl,...,ym,zl,...,zs):E(yl,...,ym,xl,...,a:m),

y suponemos que existe una subvariedad Lagrangiana M of C™, tal que el siguiente

diagrama es conmutativo
M — R¥mts

| N

—

M — C™,

donde M es el conjunto de fibras sobre M. Entonces la subvariedad anti-invariante
M localmente isométrica al producto Riemanniano de una porcion de una esfera de
Whitney y R* es una subvariedad x-slant, ya que satisface el caso de la igualdad de
(4.2.87), seqin [33, Teorema 5.4].
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