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Supervisor
Prof. Dr. Alfonso
Carriazo Rubio

Co-supervisor
Prof. Dr. Pablo S.

Alegre Rueda

June 9, 2018





A mis hermanas,
por entenderme y quererme
incondicionalmente.

A mis padres,
por su apoyo eterno y por ha-
berme dado la oportunidad de
hacer realidad este sueño.

A mi amor, Maŕıa,
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Resumen

La Forma de Maslov comenzó a estudiarse en F́ısica en la década de los 60. No
fue hasta la década de los 80 cuando empezó a estudiarse dentro de la Geometŕıa
Compleja, definiéndose ésta como la 1-forma dual del campo JH, siendo H el vector
curvatura media de la subvariedad. Esta forma aparece muy relacionada con las esferas
de Whitney. De hecho, se probó que toda subvariedad Lagrangiana de Cm tiene Forma
de Maslov cerrada, siendo las esferas de Whitney las únicas subvariedades Lagrangianas
compactas de Cm con Forma de Maslov conforme. A su vez, estos dos elementos cobran
una gran importancia en el estudio de las desigualdades entre los principales invariantes
intŕınseco y extŕınseco de la subvariedad, la curvatura escalar τ , y H, respectivamente.
En una cierta desigualdad se verifica el caso de la igualdad si y sólo si la subvariedad
es totalmente geodésica o una porción de una esfera de Whitney.

De ah́ı que el principal objetivo de nuestro proyecto sea el estudio de la Forma de
Maslov y la búsqueda de nuevas desigualdades entre H y τ , dentro de la Geometŕıa
de Contacto y en S-variedades, teniendo en cuenta que en el año 2000, D. E. Blair
y A. Carriazo definieron las esferas de Whitney de contacto, y siguiendo la ĺınea lle-
vada a cabo por A. Carriazo en los recientes estudios sobre la Forma de Maslov para
subvariedades slant, también de principios de este siglo.

En primer lugar, estudiamos cuándo la Forma de Maslov es cerrada y conforme para
una subvariedad anti-invariante inmersa en un espacio de curvatura φ-seccional cons-
tante, relacionándose ambas propiedades con las anteriormente mencionadas esferas de
Whitney de contacto, en el ejemplo que cierra este caṕıtulo.

A continuación, pasamos a estudiar la Forma de Maslov para una subvariedad slant
dentro de un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado con estructu-
ra (α, β) trans-Sasakiana, estableciendo previamente desigualdades que relacionan los
principales invariantes intŕınsecos de la subvariedad, la curvatura escalar y la curvatu-
ra de Ricci, con el principal invariante extŕınseco, el vector curvatura media. Además,
llamamos subvariedades ∗-slant a las que satisfacen el caso de la igualdad en la desigual-
dad entre la curvatura escalar y el vector curvatura media, debido a la gran relevancia
que han tenido tanto en geometŕıa compleja como en geometŕıa de contacto las subva-
riedades que satisfaćıan desigualdades similares entre H y τ . Además, proporcionamos
interesantes ejemplos de las mismas. Para completar esta parte, establecemos una serie
de obstrucciones combinando propiedades geométricas y topológicas para subvarieda-



des slant con Forma de Maslov cerrada.
Finalmente, estudiamos la Forma de Maslov para subvariedades anti-invariantes y

slant propias inmersas en S-variedades, obteniéndose además para subvariedades slant
no invariantes una desigualdad entre la curvatura escalar y el vector curvatura media.
Como ejemplos de esta última parte aparecen las esferas de Whitney de S-variedades,
definidas por L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın en el año 2011.



Abstract

The Maslov Form was first studied in Physics in the sixties. It was not until the
eighties when it began to be studied in the Complex Geometry, with this Form being
defined as the dual 1-form of the field JH, being H the mean curvature vector of the
submanifold. This form appears closely linked whith the Whitney spheres. In fact, it
was proved that any Lagrangian submanifold of Cm has closed Maslov Form, being the
Whitney spheres the only compact Langrangian submanifolds of Cm with conformal
Maslov Form. At the same time, these two elements are very important in the study of
the inequalities between the main intrinsic and extrinsic invariants of the submanifold,
the scalar curvature τ , and H, respectively. In a certain inequality is satisfied the
equality case if and only if the submanifold is totally geodesic or a portion of a Whitney
sphere.

Thus, the main objective of our project is the study of the Maslov Form and the
search for new inequalities between H and τ , in the Contact Geometry and in S-
manifolds, taking into account that in 2000, D. E. Blair y A. Carriazo defined the
contact Whitney spheres, and continuing with the line carried out by A. Carriazo in
the recent studies about the Maslov Form for slant submanifolds, at the beginning of
this century too.

Firstly, we study when the Maslov Form is closed and conformal for an anti-invariant
submanifold immersed in a Sasakian space form. Both propierties are related with the
contact Whitney spheres, in the example that closes this chapter.

On the other hand, we study the Maslov Form for a slant submanifold in a gene-
ralized Sasakian space form with a trans-Sasakian structure, previously establishing
inequalities that relate the main intrinsic invariants of the submanifold, the scalar cur-
vature and the Ricci curvature, with the main extrinsic invariant, the mean curvature
vector. In addition to that, we call ∗-slant submanifolds to those that satisfy the equa-
lity case in the inequality between the scalar curvature and the mean curvature vector,
because of the great relevance they have had in both the complex geometry and the
contact geometry, also providing interesting examples of them. To complete this part,
we establish some obstructions combining geometrical and topological properties for
slant submanifolds with closed Maslov Form.

Finally, we study the Maslov Form for anti-invariant and proper slant submanifolds
immersed in S-manifolds. Moreover, we obtain an inequality between the scalar curva-



ture and the mean curvature vector for non-invariant slant submanifolds. As examples
of this last part, the Whitney spheres of S-manifolds are included, which were defined
by L. M. Fernández and A. Prieto-Mart́ın in 2011.
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Introducción

Un caso particularmente importante dentro de la Teoŕıa de Subvariedades es el
estudio de aquéllas que presentan un comportamiento homogéneo con respecto a la
estructura del espacio ambiente.

En particular, si dicho espacio es una variedad casi-Hermı́tica, es usual trabajar
con subvariedades que presenten tal comportamiento con respecto a la estructura casi-
compleja J . Aśı, aparecen las subvariedades complejas, en las que JX es tangente
para todo campo tangente X, o las subvariedades totalmente reales, caracterizadas
por ser JX normal para todo X tangente. Entre éstas, destacan las subvariedades
Lagrangianas, cuya dimensión es la mitad de la dimensión de la variedad ambiente.
Ello permite controlar localmente el fibrado normal de la subvariedad a partir de las
imágenes por J de los campos tangentes.

Si tomamos como espacio ambiente Cm con su estructura Kaehleriana usual, po-
demos destacar las conocidas esferas de Whitney, definidas habitualmente como una
familia de inmersiones Lagrangianas de la esfera unidad Sm, centrada en el origen de
Rm+1, en Cm ∼= R2m, dadas por

(u0, u1, . . . , um)→ r

1 + u2
0

(u1, . . . , um, u0u1, . . . , u0um) +B,

donde r es un número positivo y B es un vector de Cm. El número r y el vector B
reciben el nombre de radio y centro de la esfera de Whitney, respectivamente.

Desde un punto de vista topológico, es bien conocido que la esfera no puede ser
incrustrada en Cm como una subvariedad Lagrangiana. Las esferas de Whitney tienen
el mejor comportamiento posible, pues sólo presentan un punto doble en los polos de
Sm.

En el estudio de las esferas de Whitney aparece un elemento que juega un papel
crucial: la Forma de Maslov. Ésta se define, para una subvariedad totalmente real de
una variedad casi-Hermı́tica, como la 1-forma dual del campo JH, siendo H el vector
curvatura media de la subvariedad. No obstante, la Forma de Maslov comenzó a estu-
diarse en F́ısica, y posteriormente, se le dio el enfoque geométrico que consideraremos
a lo largo de esta memoria. Concretamente, la Forma de Maslov aparece de forma
natural en la resolución de la ecuación de Shrödinger de la F́ısica Cuántica median-
te el método de Hamilton-Jacobi. Fue descubierta en 1965 por V. P. Maslov, f́ısico
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y matemático ruso, de ah́ı su nombre, pero el primero que la estudió relacionándola
con una obstrucción de la transversalidad de una subvariedad Lagrangiana fue V. I.
Arnold, matemático ruso, famoso por resolver el problema 13 de Hilbert (véase [42]).
Más tarde, en 1981, J. M. Morvan, expresó la Forma de Maslov en términos del vector
curvatura media H de una subvariedad Lagrangiana en [43]. En 1994, B.-Y. Chen y J.
M. Morvan la caracterizaron en términos de ciertas deformaciones sobre subvariedades
en [30].

Posteriormente, en distintos estudios sobre este particular (véanse [14], [24], [25] y
[49]), se pone de relieve la importancia de esta forma. Aśı, por ejemplo, en [49], A. Ros
y F. Urbano prueban que toda subvariedad Lagrangiana de Cm tiene Forma de Maslov
cerrada, mientras que las esferas de Whitney son las únicas subvariedades Lagrangia-
nas compactas de Cm con Forma de Maslov conforme y primer número de Betti nulo.
Además, obtienen la siguiente relación entre uno de los principales invariantes intŕınse-
cos de la subvariedad, la curvatura escalar τ , y el principal invariante extŕınseco, el
vector curvatura media H:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

m2(m− 1)
τ.

Demuestran asimismo que la subvariedad M satisface el caso de la igualdad en cada
punto si y sólo si su segunda forma fundamental σ viene dada por

σ(X, Y ) =
m

m+ 2
{g(X, Y )H + g(JX,H)JY + g(JY,H)JX},

para todos X, Y tangentes a M . Además, dicha igualdad se alcanza si y sólo si la
subvariedad es totalmente geodésica o una porción de una esfera de Whitney.

Por otra parte, en la geometŕıa casi-contacto métrica aparecen los conceptos de sub-
variedades invariantes y anti-invariantes, análogos a los de las subvariedades complejas
y totalmente reales, pero referidos a la estructura casi-contacto φ.

No obstante, poco se ha escrito sobre la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante, definida ésta como la forma dual de φH. De hecho, los trabajos más
significativos en este campo se han centrado en el estudio de las subvariedades inte-
grales, es decir, aquéllas que son normales al campo de estructura ξ de la variedad
ambiente. Aśı, podemos destacar los art́ıculos [47] y [48], de G. Pitiş, en los que se
analizan subvariedades integrales de variedades Sasakianas con un campo cerrado y
conforme, definiendo las subvariedades ∗-Legendrianas de un espacio de curvatura φ-
seccional constante M̃2m+1(c) como aquellas subvariedades Mm cuya segunda forma
fundamental adquiere la expresión

σ(X, Y ) =
m

m+ 2
{g(X, Y )H + g(φX,H)φY + g(φY,H)φX},

que son las que satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad
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τ ≥ m(m− 1)
c+ 3

4
+

[
m2

(
m

m+ 2

)2

+ 2(m− 2)

]
‖H‖2.

Más tarde, M. Ĉırnu estableció en [31] una desigualdad similar para una subvariedad
anti-invariante de una variedad de Kenmotsu y llamó Whitney type spheres a aquéllas
subvariedades que satisfacen el caso de la igualdad.

Por otra parte, destaca el art́ıculo [12], donde A. Carriazo y D. E. Blair introducen
y caracterizan las esferas de Whitney de contacto, dadas por las inmersiones de Sm en
R2m+1 (dotado de su estructura Sasakiana usual),

(u0, u1, . . . , um)→ r

1 + u2
0

(u0u1, . . . , u0um, u1, . . . , um,
ru0

1 + u2
0

+ C(1 + u2
0)) +B,

donde r es un número positivo, B es un vector de R2m+1 y C es una constante real.
Además, estos autores también estudian subvariedades anti-invariantes que son tangen-
tes al campo de estructura ξ de R2m+1. Además, demuestran que el caso de la igualdad
en la desigualdad

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)
τ, (0.0.1)

se alcanza si y sólo si la segunda forma fundamental de la subvariedad tiene la expresión

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H + (g(φX,H)−

− m+ 2

m+ 1
η(X))φY + (g(φY,H)− m+ 2

m+ 1
η(Y ))φX},

(0.0.2)

para todos X, Y tangentes a M . Incluso van más allá probando que esta igualdad se
alcanza si y sólo si la subvariedad es totalmente geodésica o el producto de una porción
de una esfera de Whitney y la recta real R.

Tanto las subvariedades complejas como las totalmente reales fueron generalizadas
por B.-Y. Chen cuando éste introdujo la noción de subvariedad slant, para las que
JpXp forma un ángulo constante θ con TpM , independiente del campo X y del punto
p de la subvariedad M (véase [26]). Las subvariedades complejas y las totalmente
reales son subvariedades slant con ángulo θ = 0 y θ = π/2, respectivamente. Para
las subvariedades slant, desigualdades entre los principales invariantes intŕınsecos de
la subvariedad como la curvatura escalar τ , o la curvatura de Ricci Ric, y el principal
invariante extŕınseco, el vector curvatura media H, han sido bastante estudiadas, sobre
todo en el marco de la geometŕıa compleja. De hecho, B.-Y. Chen introdujo en [27]
las special slant surfaces, que satisfacen el caso de la igualdad en una desigualdad
similar dentro de un espacio proyectivo o hiperbólico complejo. Además, A. Song y
X. Liu obtuvieron en [50] dos desigualdades entre la curvatura de Ricci, la curvatura
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escalar y el vector curvatura media de subvariedades slant en un espacio de curvatura
seccional holomorfa constante. Sin embargo, sobre la desigualdad entre τ y H para
subvariedades slant dentro de la geometŕıa de contacto métrica poco hay estudiado,
por lo que será uno de los objetivos de nuestro trabajo.

Volviendo a la Forma de Maslov, A. Carriazo estudió en [19] cuándo la Forma de
Maslov de una subvariedad slant propia Mm+1 es cerrada en un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(c). Además, presentó algunas obstrucciones geométricas
y topológicas para subvariedades slant cuando dicha forma es cerrada, haciendo uso
de la versión de los invariantes y desigualdades de Chen para la geometŕıa de contacto
establecida por él mismo en el citado art́ıculo.

Por otra parte, las S-variedades fueron introducidas por D. E. Blair en [10] para
variedades dotadas de una f -estructura general, noción introducida por K. Yano en [51].
Dichas variedades juegan el papel de las variedades Kaehlerianas en geometŕıa compleja
y de las variedades Sasakianas en geometŕıa de contacto. En este marco, cabe destacar
que L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın establecieron en [33] la siguiente desigualdad
entre H y τ , para cualquier subvariedad anti-invariante de dimensión m+ t de R2m+s,
tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξt, t = 1, . . . , s,

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ t)2(m− 1)
τ. (0.0.3)

Además, demostraron que el caso de la igualdad se alcanza si y sólo si la segunda
forma fundamental de la subvariedad satisface la expresión

σ(X, Y ) =
m+ t

m+ 2
{(g(X, Y )−

t∑
α=1

ηα(X)ηα(Y ))H + (g(fX,H)−

− m+ 2

m+ t

t∑
α=1

ηα(X))fY + (g(fY,H)− m+ 2

m+ t

t∑
α=1

ηα(Y ))fX}.

Ambas expresiones generalizan (0.0.1) y (0.0.2), respectivamente.
El objetivo fundamental de este trabajo se enmarca en un ambicioso proyecto con-

sistente en el estudio de la Forma de Maslov en el marco de la geometŕıa métrica de
contacto para subvariedades slant, aśı como la obtención de nuevas desigualdades entre
H y τ .

Para ello, hemos estructurado esta memoria de la siguiente manera. En primer lugar,
presentamos un caṕıtulo de preliminares, en el que se recogen los conceptos básicos que
necesitaremos durante el transcurso de nuestro estudio.

El segundo caṕıtulo se divide en dos secciones. En la primera de ellas nos centramos
en el estudio de la forma de Maslov de una subvariedad anti-invariante inmersa en
un espacio de curvatura φ-seccional constante, caracterizando cuándo ésta es cerrada.
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Veremos en el Corolario 2.1.13 que la Forma de Maslov es cerrada si y sólo si la variedad
ambiente es un espacio de curvatura φ-seccional constante igual a −3, modelizado por
el caso R2m+1 con su estructura Sasakiana habitual. Aśı, cualquier subvariedad anti-
invariante de R2m+1 tiene Forma de Maslov cerrada. En la segunda sección analizamos
cuándo la Forma de Maslov es conforme, lo cual se alcanza para cualquier subvariedad
anti-invariante que tenga su vector curvatura media H paralelo. En caso de no ser aśı, se
proporcionan condiciones suficientes para que la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante sea, si no ya conforme, al menos D-conforme, concepto éste que se
introduce de manera adecuada. Para ello, su segunda forma fundamental debe satisfacer
la expresión (0.0.2), establecida en [12]. Asimismo, se ponen de manifiesto las relaciones
de estas propiedades con las ya mencionadas esferas de Whitney.

Cabe mencionar que los resultados recogidos en este segundo caṕıtulo forman parte
de la memoria del Trabajo de Fin del Máster “Estudios Avanzados en Matemáti-
cas”(véase [7]). En dicho trabajo se estudia cuándo la Forma de Maslov para una
subvariedad anti-invariante tangente a ξ en un espacio de curvatura φ-seccional cons-
tante es cerrada y conforme, siguiendo la ĺınea llevada a cabo por A. Carriazo en [19].
Además, se incluye un caṕıtulo en el que se estudian los campos especiales, definidos
como aquellos campos cerrados y conformes tales que σ(X,X) = fNX, con f función
diferenciable en la subvariedad, estudiando la expresión del endomorfismo de Weingar-
ten de dichos campos, entre otras propiedades, según la ĺınea establecida por G. Pitiş
en [47] para subvariedades anti-invariantes ortogonales a ξ.

En el tercer caṕıtulo, continuando los estudios llevados a cabo por A. Carriazo
en [19], generalizamos la variedad ambiente y estudiamos la Forma de Maslov para
subvariedades slant propias dentro de un espacio de curvatura φ-seccional constante
generalizado. Esta noción fue introducida por P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo
en [3], y se ha constituido desde entonces en un importante marco de trabajo en la
geometŕıa casi-contacto métrica. Además dotaremos a la variedad ambiente de una
estructura (α, β) trans-Sasakiana para llevar a cabo nuestro estudio en el marco más
general posible. Este caṕıtulo, que se divide en cuatro secciones, constituye el núcleo
central de este trabajo, dando nombre a la tesis doctoral.

En la primera sección establecemos desigualdades entre los principales invariantes
intŕınsecos de la subvariedad, la curvatura escalar y la curvatura de Ricci, y el princi-
pal invariante extŕınseco, el vector curvatura media. Cabe destacar en esta sección el
Teorema 3.1.3, en el que establecemos la desigualdad

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m+ 1)f1 −

3

2
m cos2 θf2 +mf3 + α2m sen2 θ

]
.

(0.0.4)
la cual generaliza la dada por (0.0.1), obtenida en [12]. Además, caracterizamos el caso
de la igualdad en función de la siguiente expresión de la segunda forma fundamental
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de la subvariedad

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2

{
(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H

−
(

1

sen2 θ
ωH(X) + α

m+ 2

m+ 1
η(X)

)
NY

−
(

1

sen2 θ
ωH(Y ) + α

m+ 2

m+ 1
η(Y )

)
NX

}
,

(0.0.5)

llamando a las subvariedades que la satisfacen subvariedades ∗-slant y proporcionando
interesantes ejemplos de las mismas, según la variedad ambiente tenga estructura α-
Sasakiana o β-Kenmotsu, ya que en [41], J. C. Marrero probó que si m ≥ 2, la variedad

ambiente M̃2m+1 presenta una de estas dos estructuras.

En la segunda sección caracterizamos cuándo la Forma de Maslov de una sub-
variedad slant propia es cerrada. Establecemos los resultados de forma general para
un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con es-
tructura (α, β) trans-Sasakina y particularizamos para obtener conclusiones haciendo
distinción según la variedad ambiente tenga estructura α-Sasakiana o β-Kenmotsu.
Además, proporcionamos diversos ejemplos en cada caso. Terminamos la sección defi-
niendo una nueva forma que llamamos Forma de Maslov adaptada, la cual es cerrada
al menos en el caso α-Sasakiano.

En la tercera sección, conseguimos una serie de obstrucciones combinando propie-
dades tanto geométricas como topológicas para subvariedades slant propias que tengan
Forma de Maslov cerrada, en el caso en que la variedad ambiente M̃ tenga estructura
α-Sasakiana, generalizando aśı los resultados obtenidos por A. Carriazo en [19]. Para
ello, debemos tener en cuenta los resultados obtenidos en la sección anterior. Para es-
tablecer dichas obstrucciones se relacionan los invariantes intŕınsecos δDM y δTM con el
vector curvatura media H de la subvariedad. Dichos invariantes fueron estudiados en
[6] por P. Alegre, A. Carriazo, Y. H. Kim y D. W. Yoon, y en [21] por A. Carriazo.
Para finalizar la sección, se establece una obstrucción que hace referencia a la curvatura
escalar de la subvariedad cuando la Forma de Maslov es cerrada.

En la cuarta y última sección de este caṕıtulo estudiamos la conformidad de la
Forma de Maslov. Veremos que para que la Forma de Maslov sea al menos D-conforme
necesitamos imponer la condición de que ∇N = 0, con lo que en el Teorema 3.4.1
establecemos que dicha condición implica que o bien la subvariedad debe ser minimal
o bien la variedad ambiente sea cosimpléctica.

En el cuarto y último caṕıtulo de esta memoria establecemos una segunda gene-
ralización de la variedad ambiente, estudiando la Forma de Maslov de subvariedades
anti-invariantes y slant propias de S-variedades. En concreto, nos centraremos en el ca-
so en que la variedad ambiente sea una S-variedad de curvatura f -seccional constante.
Para ello, dividiremos este caṕıtulo en dos secciones.
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En la primera sección estudiamos el caso de las subvariedades anti-invariantes,
caracterizando cuándo la Forma de Maslov es cerrada y dando condiciones suficientes
para que sea D-conforme, siguiendo la misma ĺınea del primer caṕıtulo.

En la segunda sección caracterizamos cuándo la Forma de Maslov es cerrada para
subvariedades slant propias de S-variedades. Veremos en el Corolario 4.2.12 que la
Forma de Maslov es cerrada si y sólo si la variedad ambiente es una S-variedad de
curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c) con c = −3s. Para finalizar, en la segunda
parte establecemos una desigualdad entre H y τ que extiende la desigualdad (0.0.4) al
caso de subvariedades slant no invariantes en S-variedades y que generaliza de forma
natural la desigualdad (0.0.3), establecida por L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın en
[33]. Además, caracterizamos el caso de la igualdad en función de la segunda forma
fundamental de la subvariedad.

Cerramos la tesis con una lista de las referencias bibliográficas que se han ido citando
a lo largo de la misma.

Cabe mencionar que los resultados recogidos en la primera sección y en la prime-
ra parte de la segunda sección de este último caṕıtulo, se encuentran publicados en
[8]. En este art́ıculo, estudiamos en primer lugar la Forma de Maslov para una sub-
variedad slant propia, Mm+s tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs, dentro de
una S-variedad de curvatura f -seccional constante, M̃2m+s(c), estableciendo que di-
cha forma es cerrada si y sólo si c = −3s. A continuación, se estudia el caso en que
la subvariedad sea anti-invariante. En este caso, llegamos también a que la Forma de
Maslov es cerrada si y sólo si c = −3s. Por otra parte, estudiamos cuándo la Forma
de Maslov es conforme en el caso en que la subvariedad sea anti-invariante y tenga
Forma de Maslov cerrada. Demostramos en primer lugar que dicha forma es conforme
si y sólo si el vector curvatura media H es paralelo. En otro caso, establecemos una
condición suficiente para que la Forma de Maslov sea D-conforme (es decir, conforme
para los campos ortogonales a los campos de estructura de la subvariedad). Para ello,
la subvariedad debe tener Forma de Maslov cerrada y satisfacer la expresión (4.1.35)
de su segunda forma fundamental.

Por otra parte, en los art́ıculos [1] y [2] hemos recogido otros resultados de la tesis.
El primero de ellos se encuentra enviado para su publicación y el segundo en proceso
de elaboración para ser enviado próximamente.

En [1] establecemos en primer lugar la desigualdad (0.0.4) para cualquier subva-
riedad slant no invariante en un espacio de curvatura φ-seccional constante generali-
zado con estructura (α, β) trans-Sasakiana, estudiando qué expresión debe satisfacer
la segunda forma fundamental de la subvariedad para que se alcance el caso de la
igualdad. A estas subvariedades las llamamos subvariedades ∗-slant. A continuación,
damos interesantes ejemplos de estas subvariedades usando tanto productos warped
como deformaciones D-homotéticas, siguiendo la ĺınea llevada a cabo por P. Alegre,
A. Carriazo y D. E. Blair en [3] y por P. Alegre y A. Carriazo en [4]. Finalizamos el
art́ıculo obteniendo la expresión de la curvatura de Ricci para subvariedades ∗-slant, en
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función del vector curvatura media y estableciendo cotas tanto inferior como superior
de la misma.

En [2] damos la desigualdad (4.2.72) entre H y τ , para cualquier subvariedad slant
no invariante dentro de una S-variedad de curvatura f -seccional constante, caracteri-
zando el caso de la igualdad en función de la segunda forma fundamental de la subva-
riedad.

Finalmente, me gustaŕıa aprovechar esta introducción para dar las gracias a los
Profesores Dr. D. Pablo S. Alegre Rueda y Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio por todo
el tiempo y esfuerzo que me han dedicado a lo largo del proceso de elaboración de
este trabajo, el cual se ha prolongado en el tiempo más de lo esperado debido a diver-
sas situaciones. Ellos siempre han estado ah́ı y sin ellos este sueño nunca se hubiese
hecho realidad. Gracias de todo corazón. También querŕıa agradecer al Sr. Director
del Departamento de Geometŕıa y Topoloǵıa, Profesor Dr. D. Luis Manuel Fernández
Fernández, el haber puesto a mi disposición los medios necesarios para llevar a cabo
mi investigación, y al Profesor Dr. D. Antonio Suárez Fernández, Coordinador del Pro-
grama de Doctorado “Matemáticas”, el haber hecho posible el desarrollo normal del
mismo.

x



Caṕıtulo 1

Preliminares

Presentamos a continuación las definiciones y los resultados que hemos considerado
imprescindibles para poder llevar a cabo una completa comprensión del resto de esta
memoria.

Para ello, comenzamos con una sección de generalidades acerca de las subvarieda-
des en la Geometŕıa Riemanniana. En la segunda sección recordaremos los conceptos
de campo cerrado y conforme. La siguiente sección está dedicada a la introducción de
los tipos de variedades casi-contacto métricas y al estudio de las primeras propieda-
des elementales de una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica. Para más
detalles sobre Geometŕıa Riemanniana de Contacto, recomendamos la referencia [11].
Terminaremos con unas nociones básicas sobre subvariedades de S-variedades.

Señalemos que, en lo que sigue, todas las funciones serán diferenciables en las va-
riedades correspondientes.

1.1. Teoŕıa general de subvariedades

Sea M una subvariedad de una variedad Riemanniana (M̃, g). Consideramos sobre

M la métrica inducida por la de M̃ , que denotaremos también por g. Aśı, la inmersión
de M en M̃ es isométrica.

Si denotamos por ∇ y ∇̃ las conexiones de Levi-Civita de M y M̃ respectivamente,
entonces, las Fórmulas de Gauss y de Weingarten vienen dadas por

∇̃XY = ∇XY + σ(X, Y ), (1.1.1)

∇̃XV = −AVX +DXV, (1.1.2)

para todos X, Y tangentes a M y todo V normal a M , donde σ es la segunda forma
fundamental de M en M̃ , AV el endomorfismo de Weingarten asociado con V y D
la conexión normal. La segunda forma fundamental σ y el operador de Weingarten A

1



están relacionados mediante

g(AVX, Y ) = g(σ(X, Y ), V ), (1.1.3)

para todos X, Y tangentes a M y todo V normal a M .

Se define el vector curvatura media de M por

H =
1

m+ 1
traza σ =

1

m+ 1

m+1∑
i=1

σ(ei, ei), (1.1.4)

donde m+ 1 es la dimensión de M y {e1, . . . , em+1} es una referencia local ortonormal
en M . Se dice que M es minimal si H se anula idénticamente. Además, se dice que M
es una subvariedad totalmente umbilical si

σ(X, Y ) = g(X, Y )H,

para todos X, Y de M .

Si denotamos por m̃ la dimensión de M̃ , podemos elegir una referencia local orto-
normal

e1, . . . , em+1, em+2, . . . , em̃

tales que, restringidos a M , los campos e1, . . . , em+1 sean tangentes a M y, por tanto,
em+2, . . . , em̃ sean normales a M . Sean {ω1, . . . , ωm̃} sus 1-formas duales. Entonces, las

ecuaciones de estructura de M̃ vienen dadas por

dωA = −
∑
B

ωAB ∧ ωB, ωAB + ωBA = 0,

dωAB = −
∑
C

ωAC ∧ ωCB + ΩA
B, ΩA

B =
1

2

∑
C,D

R̃A
BCDω

C ∧ ωD, (1.1.5)

1 ≤ A,B,C,D ≤ m̃, donde ΩA
B se llaman formas de curvatura y R̃ denota el tensor

de curvatura de M̃ . Si restringimos estas formas a M , entonces ωr = 0, para todo
r = m+ 2, . . . , m̃. Como 0 = dωr = −

∑
i ω

r
i ∧ ωi, el Lema de Cartan implica que

ωri =
∑
j

σrijω
j, σrij = σrji, (1.1.6)

donde

σrij = ωri (ej) = g(Aerei, ej) = g(σ(ei, ej), er), (1.1.7)

i, j = 1, . . . ,m+ 1; r = m+ 2, . . . , m̃.
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Para cada campo vectorial X tangente a la subvariedad M , podemos escribir

∇̃Xei =
m+1∑
j=1

ωji (X)ej +
m̃∑

s=m+2

ωsi (X)es, (1.1.8)

∇̃Xer =
m+1∑
j=1

ωjr(X)ej +
m̃∑

s=m+2

ωsr(X)es, (1.1.9)

para i = 1, . . . ,m + 1 y r = m + 2, . . . , m̃. Las 1-formas ωji , ω
s
i , ω

j
r y ωsr dadas por

(1.1.8) y (1.1.9) reciben el nombre de formas de conexión de M en M̃ .

Denotemos por R y R̃ los tensores de curvatura de M y M̃ , respectivamente, y por
RD el tensor de curvatura de la conexión normal D. Entonces, la ecuación de Gauss y
la ecuación de Ricci vienen dadas respectivamente por

R̃(X, Y ;Z,W ) = R(X, Y ;Z,W ) + g(σ(X,Z), σ(Y,W ))−

− g(σ(X,W ), σ(Y, Z)) (1.1.10)

y
RD(X, Y ;U, V ) = R̃(X, Y ;U, V ) + g([AU , AV ](X), Y ),

para todos X, Y, Z,W tangentes a M y todos U, V normales a M .
En cuanto a la segunda forma fundamental σ, se define la Derivada de Van der

Waerden-Bortolotti ∇̃σ de σ con respecto a la conexión en TM ⊕ T⊥M como

(∇̃Xσ)(Y, Z) = DX(σ(Y, Z))− σ(∇XY, Z)− σ(Y,∇XZ), (1.1.11)

con X, Y, Z tangentes a M . La ecuación de Codazzi satisface la expresión

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇̃Xσ)(Y, Z)− (∇̃Y σ)(X,Z), (1.1.12)

para todos X, Y, Z tangentes a M , donde (R̃(X, Y )Z)⊥ denota la componente normal

de R̃(X, Y )Z.
Por otra parte, la curvatura de Ricci de M para cualquier campo tangente X de

M viene dada por

Ric(X) =
∑

1≤i≤m+1

K(X, ei), (1.1.13)

donde K(X, ei) denota la curvatura seccional de M asociada con la sección plana
generada por X y ei, para todo campo ei de una referencia local ortonormal de M .

De la misma forma, la curvatura escalar τ de M en p ∈M se define como

τ =
∑

1≤i<j≤m+1

K(ei, ej), (1.1.14)
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donde K(ei, ej) denota la curvatura seccional de M asociada con la sección plana
generada por ei y ej, para todos ei, ej de una referencia local ortonormal de M .

Además, sabemos que la curvatura de Ricci y la curvatura escalar están relacionadas
de la siguiente forma

τ =
1

2

∑
1≤j≤m+1

Ric(ej).

1.2. Campos cerrados y conformes

Dada una variedad Riemanniana (M̃, g), se dice que un campo X en M̃ es cerrado
si su 1-forma dual es cerrada. Esto es equivalente a probar que

g(Y, ∇̃ZX) = g(Z, ∇̃YX), (1.2.1)

para todos Y, Z en M̃ .
Por otra parte, se dice que X es conforme si LXg = ρg, donde ρ es una función en

M̃ . Un campo cerrado X es conforme si y sólo si

∇̃YX = fY, (1.2.2)

para todo campo Y en M̃ , siendo f una función en M̃ .
Entonces si {e1, . . . , em+1} es una base de campos ortonormales de M̃ tenemos que

∇̃eiX = fei,

para todo i = 1, . . . ,m+ 1.
Aśı, deducimos que

div(X) =
m+1∑
i=1

g(∇̃eiX, ei) =
m+1∑
i=1

g(fei, ei) = f(m+ 1) = f dim(M̃),

lo cual implica que

f =
div(X)

dim(M̃)
,

y de esta forma

∇̃YX =
div(X)

dim(M̃)
Y.

De lo anterior también podemos deducir que

g(∇̃YX,Z) + g(∇̃ZX, Y ) = 2g(∇̃YX,Z) = 2
div(X)

dim(M̃)
g(Y, Z).
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Por otro lado, de [49, Lema 1] se sigue que si X es un campo cerrado y conforme

de una variedad Riemmaniana M̃m+1, entonces el tensor de curvatura R de M̃ verifica
que

‖X‖2R(Y, Z)X =
Ric(X)

m
(g(Z,X)Y − g(Y,X)Z),

donde Ric denota la curvatura de Ricci de M̃ .

1.3. Subvariedades de variedades casi-contacto métri-

cas

Sea M̃ una variedad diferenciable de dimensión impar. Se dice que M̃ es una varie-
dad casi-contacto si existen en M̃ un tensor φ de tipo (1, 1), un campo vectorial global
ξ (llamado campo vectorial de estructura o campo de Reeb) y una 1-forma global η tales
que

η(ξ) = 1 (1.3.1)

y
φ2X = −X + η(X)ξ, (1.3.2)

para todo X en M̃ . También se dice que M̃ tiene una (φ, ξ, η)-estructura o una estruc-
tura casi-contacto. En estas condiciones, es inmediato probar que

φξ = 0, (1.3.3)

η(φX) = 0,

para todo X en M̃ y que φ tiene rango 2m, siendo dim M̃ = 2m+ 1.
Sea ahora g una métrica Riemanniana sobre M̃ . Se dice que g es una métrica

adaptada a la estructura casi-contacto de M̃ si se verifican

g(X, ξ) = η(X), (1.3.4)

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (1.3.5)

para todos X, Y en M̃ . Se deduce de (1.3.1) y (1.3.4) que ξ es unitario para g y que η es
la 1-forma dual de ξ. Una variedad casi-contacto dotada de una métrica g adaptada a
la estructura se llama variedad casi-contacto métrica y se dice que tiene una (φ, ξ, η, g)-

estructura o una estructura casi-contacto métrica. Denotaremos simplemente por M̃ a
una variedad casi-contacto métrica (M̃, φ, ξ, η, g).

En una variedad casi-contacto métrica, se cumple

g(φX, Y ) + g(X,φY ) = 0, (1.3.6)
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para todos X, Y en M̃ , lo cual implica, en particular, que

g(X,φX) = 0,

para todo X en M̃ .
Se denota por Φ a la 2-forma en M̃ definida por

Φ(X, Y ) = g(X,φY ),

para todos X, Y en M̃ . La 2-forma Φ recibe el nombre de 2-forma fundamental de M̃ .
En virtud de (1.3.6), se tiene que Φ es antisimétrica. Además, como φ tiene rango 2m,
se verifica que:

η ∧ Φm 6= 0. (1.3.7)

Se dice que una variedad casi-contacto métrica es de contacto métrica si Φ = dη.
Entonces, a η se le llama forma de contacto y, en virtud de (1.3.7), se tiene que:

η ∧ (dη)m 6= 0,

que corresponde con la manera habitual de definir una forma de contacto (sin “métri-
ca”).

Si ξ es un campo vectorial de Killing con respecto a g, la estructura de contacto
métrica recibe el nombre de estructura K-contacto. Es fácil probar que una variedad
de contacto métrica es K-contacto si y sólo si

∇̃Xξ = −φX, (1.3.8)

para todo X en M̃ , donde ∇̃ denota la conexión de Levi-Civita de M̃ . Además, en una
variedad K-contacto se verifica que

R̃(X, ξ; ξ,X) = 1,

para todo X unitario, normal a ξ, donde R̃ denota el tensor de curvatura de la variedad.
Se dice que la estructura casi-contacto de M̃ es normal si

[φ, φ] + 2dη ⊗ ξ = 0,

donde [φ, φ] es la torsión de Nijenhuis de φ, que viene dada por

[φ, φ](X, Y ) = φ2[X, Y ] + [φX, φY ]− φ[φX, Y ]− φ[X,φY ],

para todos X, Y en M̃ . Una variedad Sasakiana es una variedad de contacto métrica
normal. Se prueba que toda variedad Sasakiana es K-contacto y que una variedad
casi-contacto métrica es Sasakiana si y sólo si

(∇̃Xφ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X, (1.3.9)
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para todos X, Y en M̃ . Además, si M̃ es Sasakiana, se verifica que, para todos X, Y
en M̃ :

R̃(X, Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y.

Se dice que una sección plana Π en el espacio tangente Tx(M̃) en un punto x de una

variedad Sasakiana M̃ es una φ-sección si está generada por un vector X ortogonal a
ξ y por φX. La curvatura seccional K(Π) con respecto a una φ-sección Π determinada
por un vector X recibe el nombre de curvatura φ-seccional. Se dice que una variedad
Sasakiana M̃ es un espacio de curvatura φ-seccional constante, y se denota por M̃(c),
si tiene curvatura φ-seccional constante c.

El tensor de curvatura de un espacio de curvatura φ-seccional constante M̃(c) viene
dado por

R̃(X, Y )Z =
c+ 3

4
(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )+

c− 1

4
(g(X,φZ)φY − g(Y, φZ)φX + 2g(X,φY )φZ+

η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ),

(1.3.10)

para todos X, Y, Z en M̃ .
De manera usual, se considera en R2m+1 la estructura Sasakiana dada por

η =
1

2
(dz −

m∑
i=1

yidxi), ξ = 2
∂

∂z
,

g = η ⊗ η +
1

4

m∑
i=1

(dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi),

φ(
m∑
i=1

(Xi
∂

∂xi
+ Yi

∂

∂yi
) + Z

∂

∂z
) =

m∑
i=1

(Yi
∂

∂xi
−Xi

∂

∂yi
) +

m∑
i=1

Yiyi
∂

∂z
,

donde (xi, yi, z), i = 1, . . . ,m, son las coordenadas cartesianas. Es bien conocido que,
con esta estructura, R2m+1 es un espacio de curvatura φ-seccional constante con c = −3.

Por otra parte, K. Kenmotsu definió en [38] las variedades de Kenmotsu como
aquéllas que satisfacen las dos siguientes condiciones:

(∇̃Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX,

∇̃Xξ = X − η(X)ξ.
(1.3.11)

Además, introdujo el siguiente ejemplo:
Sean F una variedad Kaehleriana y la función f(t) = cet, donde c es una constante

no nula. Entonces, el producto warped M̃ = R×f F tiene una estructura casi contacto
métrica que satisface (1.3.11).
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No obstante, existe otro caso más análogo a las variedades Kaehlerianas que las
Sasakianas o las de Kenmotsu, y es aquél en el que ∇̃φ = 0. Estas variedades reciben
el nombre de variedades cosimplécticas, véanse [9] y [34].

El producto eucĺıdeo con su estructura habitual es el ejemplo canónico de este tipo
de variedades, M̃ = R×F , donde F es una variedad Kaehleriana. Obsérvese que se trata
del caso particular en que la función f anteriormente mencionada en las variedades de
Kenmotsu sea constante, f = 1.

Posteriormente, en [46], J. A. Oubiña introdujo la noción de variedad trans-Sasakiana,
las cuales fueron caracterizadas por D. E. Blair y J. A. Oubiña en [13] como aquellas
variedades que verifican que

(∇̃Xφ)Y = α(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β(g(φX, Y )ξ − η(Y )φX), (1.3.12)

para todos X, Y en M̃ , donde α y β son dos funciones en M̃ . Si β = 0, se dice que
M̃ es una variedad α-Sasakiana. Las variedades Sasakianas aparecen como ejemplos
de las variedades α-Sasakianas, con α = 1. Si α = 0, se dice que M̃ es una variedad
β-Kenmotsu. Las variedades de Kenmotsu, ya comentadas anteriormente, son casos
particulares con β = 1. Finalmente, si tanto α como β son nulas, entonces M̃ es una
variedad cosimpléctica. En particular, a partir de (1.3.12) es fácil ver que se alcanzan
las siguientes igualdades para una variedad trans-Sasakiana:

∇̃Xξ = −αφX + β(X − η(X)ξ), dη = αΦ. (1.3.13)

Respecto a las variedades trans-Sasakianas, cabe destacar que, en [41], J. C. Marrero de-

mostró que si m ≥ 2, la variedad ambiente M̃2m+1 tiene estructura o bien α-Sasakiana,
o bien β-Kenmotsu. Sin embargo, śı existen variedades trans-Sasakianas con α, β 6= 0
en dimensión 3.

Por otro lado, en [3], P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo introdujeron la noción
de espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado como una variedad casi-
contacto métrica (M̃, φ, ξ, η, g) cuyo tensor de curvatura viene dado por

R̃(X, Y )Z = f1 {g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }+

f2 {g(X,φZ)φY − g(Y, φZ)φX + 2g(X,φY )φZ}+

f3 {η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ} ,
(1.3.14)

donde f1, f2, f3 son funciones diferenciables de M̃ . Estas variedades se denotan por
M̃(f1, f2, f3) y generalizan la noción de espacio de curvatura φ-seccional constante,

M̃(c), cuyo tensor de curvatura satisface la expresión (1.3.14), con

f1 =
c+ 3

4
, f2 = f3 =

c− 1

4
,

como puede deducirse de manera inmediata de (1.3.10).
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Estas variedades son las que tomaremos como referencia en el bloque central de
la memoria, ya que nos van a permitir llevar a cabo nuestro estudio bajo el marco
más general posible. Además existen ejemplos no triviales de las mismas en todas las
dimensiones, como mostraremos en la sección de Ejemplos del tercer caṕıtulo. Con-
cretamente, fue probado en [3] que si transformamos mediante un producto warped
un espacio de curvatura seccional holomorfa constante N(c), obtenemos un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado

M̃

(
c− 4f ′2

4f 2
,

c

4f 2
,
c− 4f ′2

4f 2
+
f ′′

f

)
,

dotado de una estructura β trans-Sasakiana con β = f ′/f . Por otra parte, P. Alegre
y A. Carriazo probaron en [4] que transformando un espacio de curvatura φ-seccional

constante M̃(c), mediante una deformación D-homotética, obtenemos un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado con

f ∗1 =
1

b

c+ 3

4
, f ∗2 = f ∗3 =

1

b

(
c− 1

4
− a2 − b

b

)
,

dotado de una estructura (a/b, 0) trans-Sasakiana, donde a y b son constantes de M̃ ,
con a 6= 0 y b > 0.

Consideremos ahora M una subvariedad de una variedad casi-contacto métrica M̃ .
Al igual que en la primera sección, consideramos sobre M la métrica inducida por la
de M̃ , que denotaremos también por g. Dado un campo X tangente a M , escribimos

φX = TX +NX, (1.3.15)

donde TX y NX son las componentes tangente y normal de φX, respectivamente.
Entonces, T es un endomorfismo del fibrado tangente de M y N es una 1-forma de
TM con valores en T⊥M .

Se dice que la subvariedad M es invariante si N es idénticamente nula, es decir, si
φX es tangente a M , para cada X tangente a M . Por otra parte, se dice que M es una
subvariedad anti-invariante si T se anula idénticamente, es decir, si φX es normal a
M , para todo X tangente a M .

Para V normal a M , escribimos

φV = tV + nV, (1.3.16)

donde tV (resp. nV ) denota la componente tangente (resp. normal) de φV . Entonces,
t es una 1-forma de T⊥M con valores en TM y n es un endomorfismo de T⊥M .

En virtud de (1.3.6), (1.3.15) y (1.3.16), se deduce que

g(TX, Y ) = −g(X,TY ),

g(nV, U) = −g(V, nU),

g(NX, V ) = −g(X, tV ),

9



para todos X, Y tangentes a M y todos U, V normales a M .
Obsérvese que, de aqúı en adelante, vamos a considerar que el campo de estructura ξ

sea tangente a la subvariedad M , ya que estamos interesados en estudiar subvariedades
slant en general y, es fácil probar que, si ξ es normal y M̃ es al menos una variedad
de contacto métrica, entonces M es anti-invariante (véase [40]), por lo que no tendŕıa
sentido el caso en que M sea una subvariedad slant propia, que es el objetivo de nuestro
estudio.

En esta situación, denotaremos por D la distribución ortogonal a ξ en el fibrado
tangente TM , conocida como distribución de contacto. Aśı, podemos descomponer TM
en una suma directa ortogonal de la forma:

TM = D⊕ < ξ > .

En virtud de (1.3.2), (1.3.15) y (1.3.16), si ξ es tangente a M , entonces para todo
X tangente y todo V normal, se tiene que:

−X + η(X)ξ = T 2X + tNX, (1.3.17)

NTX + nNX = 0, (1.3.18)

TtV + tnV = 0, (1.3.19)

−V = NtV + n2V. (1.3.20)

Podemos obtener otras fórmulas relevantes si la variedad M̃ es K-contacto y ξ es
tangente. En tal caso, en virtud de (1.3.8) y de las Fórmulas de Gauss (1.1.1) y de
Weingarten (1.1.2), se deduce que

∇Xξ = −TX, (1.3.21)

σ(X, ξ) = −NX, (1.3.22)

AV ξ = tV, (1.3.23)

σ(ξ, ξ) = 0, (1.3.24)

para todo X tangente y todo V normal, donde se está denotando por ∇ la conexión
de Levi-Civita de M .

Por otra parte, en el caso en que M̃ sea una variedad trans-Sasakiana, podemos
deducir inmediatamente las siguientes fórmulas a partir de (1.3.13):

∇Xξ = −αTX + β(X − η(X)ξ), (1.3.25)

σ(X, ξ) = −αNX. (1.3.26)

Además, de (1.1.10) y usando (1.3.24) y (1.3.26) tenemos que

K(X ∧ ξ) = α2 cos2 θ. (1.3.27)
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Otro tipo de subvariedades que resultan de gran interés dentro de la geometŕıa
de contacto son las subvariedades totalmente geodésicas de contacto. Se dice que una
subvariedad M de una variedad Sasakiana M̃ es totalmente geodésica de contacto si

σ(X, Y ) = η(X)σ(Y, ξ) + η(Y )σ(X, ξ), (1.3.28)

para todos X, Y tangentes a M .
Finalmente, introducimos la noción de subvariedades slant. Estas subvariedades

fueron definidas por B.-Y. Chen en [26] dentro de la geometŕıa casi Hermı́tica. Poste-
riormente, A. Lotta definió las subvariedades slant en geometŕıa casi-contacto métrica
en [40]. Dada una subvariedad M tangente a ξ, para cada vector no nulo X tangente
a M en p, tal que X no sea proporcional a ξp, denotamos por θ(X) el ángulo formado
entre φX y TpM . Entonces, se dice que M es slant si el ángulo θ(X) es constante, lo
cual es independente de la elección de p ∈ M y X ∈ TpM− < ξp >. El ángulo θ de
una inmersión slant se llama ángulo slant de la inmersión. Inmersiones invariantes y
anti-invariantes son inmersiones slant con ángulo slant θ = 0 y θ = π/2, respectiva-
mente. Una inmersión slant que no sea ni invariante ni anti-invariante se dice que es
una inmersión slant propia. Además, fue probado en [15] que si M es una subvariedad
slant, entonces

T 2X = − cos2(X − η(X)ξ), (1.3.29)

para todo X tangente a M .
Obsérvese que si M es una subvariedad slant propia, ha de tener dimensión impar

(y no puede ser m = 1, pues en tal caso no hay campos tangentes independientes de
ξ). Aśı, si m 6= 0, 1, ha de ser siempre m ≥ 2. Esta condición será considerada en todo
nuestro estudio.

Las subvariedades slant de variedades Sasakianas fueron estudiadas por J. L. Ca-
brerizo, A. Carriazo, L. M. Fernández y M. Fernández en [15], [16], [17] y [18]. También
puede consultarse el art́ıculo [20], en el que se ofrece una visión de conjunto sobre este
tema.

En [15] se probó que una subvariedad θ-slant M de una variedad casi-contacto

métrica M̃ satisface

g(TX, TY ) = cos2 θ(g(X, Y )− η(X)η(Y )), (1.3.30)

g(NX,NY ) = sen2 θ(g(X, Y )− η(X)η(Y )), (1.3.31)

para todos X, Y tangentes a M . De (1.3.30) y (1.3.31) podemos deducir que

‖T‖2 = m cos2 θ, ‖N‖2 = m sen2 θ. (1.3.32)

Por otra parte, en [40], Lotta probó que, dada θ ∈ [0, π/2], una subvariedad M de

una variedad K-contacto M̃ es una subvariedad θ-slant si y sólo si

K(X ∧ ξ) = cos2 θ, (1.3.33)

11



para todo campo tangente unitario X ortogonal a ξ.
En [15], J. L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Fernández y M. Fernández estudiaron

las subvariedades θ-slant propias tales que, para cualesquiera campos tangentes X, Y ,

(∇XT )Y = cos2 θ(g(X, Y )ξ − η(Y )X), (1.3.34)

donde (∇XT )Y = ∇XTY − T∇XY . A. Carriazo en [19], las denomina subvariedades
slant Sasakianas, debido a la similitud con las subvariedades slant Kaehlerianas de la
geometŕıa compleja. Sin embargo, podemos observar que el nombre asignado no implica
que, con la estructura inducida φ = sec θT , la subvariedad sea Sasakiana. De hecho,
es fácil comprobar que se trata de subvariedades α-Sasakianas con α = cos θ (véase
[16]). En particular, en [15], se demostró que cualquier subvariedad slant propia 3-
dimensional de una variedad K-contacto es una subvariedad slant Sasakiana. Además,
se probó la siguiente ecuación para subvariedades slant Sasakianas de ángulo slant θ
de una variedad Sasakiana:

ANYX = ANXY + sen2 θ(η(Y )X − η(X)Y ). (1.3.35)

En la misma ĺınea, podŕıamos generalizar la definición (1.3.34). Si consideramos

(∇X φ̄)Y = ᾱ(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β̄(g(φ̄X, Y )ξ − η(Y )φ̄X),

donde ᾱ y β̄ son funciones de M y teniendo en cuenta

(∇X φ̄)Y = ᾱ(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β̄ sec θ(g(TX, Y )ξ − η(Y )TX), (1.3.36)

y

(∇X φ̄)Ȳ = ∇X φ̄Y − φ̄∇XY = ∇X sec θTY − sec θT∇XY = sec θ(∇XT )Y, (1.3.37)

podemos establecer de (1.3.36) y (1.3.37) que

(∇XT )Y = ᾱ cos θ(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β̄(g(TX, Y )ξ − η(Y )TX). (1.3.38)

De esta forma, podemos decir que cualquier subvariedad slant M que satisfaga (1.3.38)
es una subvariedad slant trans-Sasakiana.

En relación a ello, si consideramos una subvariedad M slant trans-Sasakiana dentro
de una variedad M̃ con estructura trans-Sasakiana verificando (1.3.12), cabŕıa pregun-
tarse qué relación guardan ᾱ y β̄ con α y β. Pues bien, de (1.1.1) y (1.1.2) podemos
deducir

(∇̃Xφ)Y =∇̃XφY − φ∇̃XY =

=∇XTY + σ(X,TY )− ANYX +DXNY−
T∇XY −N∇XY − tσ(X, Y )− nσ(X, Y ).

(1.3.39)
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De esta forma, igualando las componentes tangentes de (1.3.12) y (1.3.39) obtenemos

(∇XT )Y − ANYX − tσ(X, Y ) = α(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β(g(φX, Y )ξ − η(Y )TX).
(1.3.40)

Por otra parte, como φ̄ = sec θT , podemos escribir

(∇̃Xφ)Y =∇̃XφY − φ∇̃XY =

=∇X sec θTY − sec θT∇XY = sec θ(∇XT )Y.
(1.3.41)

Aśı, sustituyendo (1.3.38) y (1.3.40) en (1.3.41), deducimos

ᾱ(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + sec θβ̄(g(TX, Y )ξ − η(Y )TX) =

= sec θ(α(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β(g(φX, Y )ξ − η(Y )TX) + ANYX + tσ(X, Y )),

de donde multiplicando por ξ y teniendo en cuenta (1.1.3) y (1.3.31) llegamos a

ᾱ(g(X, Y )− η(X)η(Y )) + sec θβ̄g(TX, Y ) =

= sec θ(α(g(X, Y )− η(X)η(Y )) + βg(TX, Y )− α sen2 θ(g(X, Y )− η(X)η(Y ))) =

= sec θ(α cos2 θ(g(X, Y )− η(X)η(Y )) + βg(TX, Y ),

o lo que es lo mismo

(α cos2 θ − ᾱ cos θ)(g(X, Y )− η(X)η(Y )) + (β − β̄)g(TX, Y ) = 0. (1.3.42)

Ahora bien, si consideramos en (1.3.42) que X = Y unitario con X ortogonal a ξ,
entonces

sec θᾱ = α, (1.3.43)

y si consideramos en (1.3.42) que Y = TX con X unitario y ortogonal a ξ, tenemos

β̄ = β. (1.3.44)

Finalmente, de (1.3.38) podemos establecer que

ANYX = −tσ(X, Y )− α sen2 θ(g(X, Y )ξ − η(Y )X), (1.3.45)

de donde se tiene que

ANYX = ANXY + α sen2 θ(η(Y )X − η(X)Y ). (1.3.46)
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1.4. Subvariedades de f-variedades métricas

Las definiciones incluidas en esta sección generalizan las de la sección 1.3, por lo que
las estructuras de ambas secciones serán similares. Una variedad Riemanniana (M̃, g)
de dimensión 2m + s, dotada con una f -estructura f , es decir, un tensor f de tipo
(1, 1) y rango 2m satisfaciendo la igualdad f 3 + f = 0 (ver [51]), se dice que es una

f -variedad métrica si existen s campos ξ1, . . . , ξs de M̃ , llamados campos de estructura,
tales que si η1, . . . , ηs son las 1-formas duales de ξ1, . . . , ξs, entonces

ηα(ξα) = 1; fξα = 0; ηα ◦ f = 0;

f 2 = −I +
s∑

α=1

ηα ⊗ ξα;
(1.4.1)

g(X, Y ) = g(fX, fY ) +
s∑

α=1

ηα(X)ηα(Y ), (1.4.2)

para todos X, Y en M̃ . Por definición, la métrica g satisface que

g(fX, Y ) + g(X, fY ) = 0, (1.4.3)

para todos X, Y en M̃ . Sea F la 2-forma en M̃ definida por F (X, Y ) = g(X, fY ).
Como f tiene rango 2m, entonces se verifica que

η1 ∧ · · · ∧ ηs ∧ Fm 6= 0

y, en particular, M̃ es orientable. La f -estructura f se dice que es normal si

[f, f ] + 2
s∑

α=1

ξα ⊗ dηα = 0,

donde [f, f ] denota el tensor de Nijenhuis de f .
Una f -variedad métrica se dice que es una variedad f -contacto métrica si F = dηα,

para todo α = 1, . . . , s. Por otra parte, una variedad f -contacto métrica se dice que
es una variedad f -K-contacto métrica si los campos de estructura son campos de
Killing. Cuando s = 1, las variedades f -contacto métricas corresponden a variedades
de contacto métricas y las variedades f -K-contacto métricas a variedades K-contacto.

Una f -variedad métrica se dice que es una K-variedad (véase [10]) si es normal y

dF = 0. En una K-variedad M̃ , los campos de estructura son campos de Killing ([10]).
Además, una K-variedad se dice que es una S-variedad si F = dηα, para todo

α = 1, . . . , s. Podemos observar que, si s = 0, una K-variedad correspondeŕıa a una
variedad Kaehleriana y para s = 1, una S-variedad seŕıa una variedad Sasakiana.
Cuando s ≥ 2, podemos encontrar ejemplos no triviales en [10] y [36]. Además, la
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conexión Riemanniana ∇̃ de una S-variedad satisface para todos X, Y tangentes y
cualquier α = 1, . . . , s:

∇̃Xξα = −fX, (1.4.4)

(∇̃Xf)Y =
s∑

α=1

(g(fX, fY )ξα + ηα(Y )f 2X). (1.4.5)

Una sección plana Π de una f -variedad métrica M̃ se dice que es una f -sección
si está generada por un vector unitario X, ortogonal a los campos de estructura, y
por fX. La curvatura seccional de Π se llama curvatura f -seccional. Una S-variedad
se dice que es una S-variedad de curvatura f -seccional constante si tiene curvatura
f -seccional constante c y, en tal caso, se denota por M̃(c). El tensor de curvatura R̃ de

M̃(c) satisface (véase [39]):

R̃(X, Y, Z,W ) =
s∑

α,β=1

(g(fX, fW )ηα(Y )ηβ(Z)− g(fX, fZ)ηα(Y )ηβ(W )+

g(fY, fZ)ηα(X)ηβ(W )− g(fY, fW )ηα(X)ηβ(Z))+

c+ 3s

4
(g(fX, fW )g(fY, fZ)− g(fX, fZ)g(fY, fW ))+

c− s
4

(F (X,W )F (Y, Z)− F (X,Z)F (Y,W )− 2F (X, Y )F (Z,W )),

(1.4.6)

para todos X, Y, Z,W en M̃ .

Por otra parte, sea M una subvariedad isométricamente inmersa en una f -variedad
métrica M̃ . Análogamente al caso de la sección anterior, para cualquier campo tangente
X en M , podemos escribir

fX = TX +NX, (1.4.7)

donde TX y NX son las componentes tangente y normal de fX, respectivamente. La
subvariedad M se dice que es invariante si N es idénticamente nula, es decir, si fX
es tangente a M , para cada X tangente a M . Por otra parte, se dice que M es una
subvariedad anti-invariante si T se anula idénticamente, es decir, si fX es normal a
M , para todo X tangente a M .

Para V normal a M , escribimos

fV = tV + nV, (1.4.8)

donde tV (resp. nV ) denota la componente tangente (resp. normal) de fV . Entonces,
t es una 1-forma de T⊥M con valores en TM y n es un endomorfismo de T⊥M .
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En virtud de (1.4.3), (1.4.7) y (1.4.8), se deduce que

g(TX, Y ) = −g(X,TY ),

g(NX, V ) = −g(X, tV ),

para todos X, Y tangentes a M y todo V normal a M . Además, si M̃ es una S-variedad
y los campos de estructura son tangentes a M , de (1.1.1), (1.4.4) y (1.4.7) es fácil probar
que

∇Xξα = −TX, (1.4.9)

σ(X, ξα) = −NX, (1.4.10)

para todo X tangente a M y cualquier α = 1, . . . , s y, en particular, como fξα = 0,
para cualquier α:

σ(ξα, ξβ) = 0, α, β = 1, . . . , s. (1.4.11)

Además, si extendemos la fórmula (1.4.5), teniendo en cuenta (1.1.1), obtenemos

ANYX = (∇XT )Y − tσ(X, Y )−
s∑

α=1

[g(fX, fY )ξα + ηα(Y )f 2X],

para todos X, Y tangentes a M .
Como estamos suponiendo que los campos de estructura son tangentes a M , pode-

mos denotar por M a la distribución de M generada por los campos de estructura y
por L a su distribución complementaria ortogonal. De esta forma, si X ∈ L, entonces
ηα(X) = 0, para todo α = 1, . . . , s y si X ∈M, entonces fX = 0.

Se define en este caso el vector curvatura media de M por

H =
1

m+ s
traza σ =

1

m+ s

m+s∑
i=1

σ(ei, ei), (1.4.12)

donde m+ s es la dimensión de M .
Respecto al comportamiento de la segunda forma fundamental de una subvarie-

dad en una f -variedad métrica, sabemos que el estudio de subvariedades totalmente
geodésicas de S-variedades se reduce al estudio de subvariedades invariantes (véase
[23]). De esta forma, se hace necesario el estudio de una variación de dicho concepto,
más relacionado con la estructura, las llamadas subvariedades f -geodésicas, introdu-
cidas por L. Ornea en [45]. Aśı, una subvariedad de una S-variedad, tangente a los
campos de estructura, se dice que es una subvariedad totalmente f -geodésica si la dis-
tribución L es totalmente geodésica, es decir, si σ(X, Y ) = 0, para todos X, Y ∈ L.
Luego, de (1.4.9), la subvariedad M es totalmente f -geodésica si y sólo si

σ(X, Y ) = −
s∑

α=1

(ηα(X)NY + ηα(Y )NX), (1.4.13)
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para todos X, Y tangentes a M . Es fácil probar que una subvariedad totalmente f -
geodésica es minimal.

Finalmente, recordamos la noción de subvariedades slant en S-variedades. Estas
subvariedades fueron introducidas por M. B. Hans Uber en [35] como aquéllas que
cumplen que, para todos x ∈ M y X ∈ TxM , linealmente independiente de ξ1, . . . , ξs,
el ángulo entre fX y TxM es una constante θ ∈ [0, π/2], llamada ángulo slant de M

en M̃ . Además, subvariedades invariantes y anti-invariantes son subvariedades slant
con ángulo slant θ = 0 y θ = π/2, respectivamente. Una inmersión slant que no sea ni
invariante ni anti-invariante se dice que es una inmersión slant propia, y la subvariedad
se dice que es una subvariedad slant propia. Cabe destacar que, al igual que en la sección
anterior, si la subvariedad es slant propia, todos los campos de estructura ξ1, . . . , ξs
deben ser tangentes, ya que tal como se recoge en [35], si existiese algún campo de
estructura ξα normal, para α = 1, . . . , s, la subvariedad M seŕıa anti-invariante. De
esta forma, la dimensión de la subvariedad M será m + s, siguiendo la ĺınea de los
caṕıtulos anteriores.

Obsérvese que las subvariedades slant propias en variedades casi-Hermı́ticas son
de dimensión par (2m) y en variedades casi-contacto métricas (tangentes a ξ) son de
dimensión impar (2m+ 1), mientras que ahora son de dimensión 2m+ s.

Si M es una subvariedad θ-slant no anti-invariante (es decir, si θ ∈ [0, π/2)), se
probó en [32] que

(f, ξ1, . . . , ξs, η1, . . . , ηs, g)

es una f -estructura métrica enM , donde f = (sec θ)T , lo cual implica que, si dim(M) =
m + s, entonces m es par. Además, en una subvariedad θ-slant de una f -variedad
métrica, se tiene:

T 2X = − cos2 θ(X −
s∑

α=1

ηα(X)⊗ ξα),

g(TX, TY ) = cos2 θ(g(X, Y )−
s∑

α=1

ηα(X)ηα(Y )), (1.4.14)

g(NX,NY ) = sen2 θ(g(X, Y )−
s∑

α=1

ηα(X)ηα(Y )), (1.4.15)

para todos X, Y tangentes a la subvariedad (véase [22]). Además, de (1.4.14) y (1.4.15)
podemos deducir que

‖T‖2 = m cos2 θ, ‖N‖2 = m sen2 θ. (1.4.16)

Se dice que una subvariedad slant propia de una S-variedad es una subvariedad
S-slant si

(∇XT )Y = cos2 θ
s∑

α=1

(g(fX, fY )ξα + ηα(Y )f 2X),
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para todos X, Y tangentes a M , donde θ es el ángulo slant. Es fácil ver que, si X, Y ∈ L,
entonces (∇XT )Y = (∇Y T )X. Además, se tiene que

ANYX = ANXY + sen2 θ

s∑
α=1

(ηα(Y )X − ηα(X)Y ). (1.4.17)

Finalmente, también fue probado en [22] que toda subvariedad (2 + s)− dimensional
slant propia de una S-variedad es una subvariedad S-slant. Obsérvese que 2 + s es
la mı́nima dimensión posible para una subvariedad de una S-variedad, tangente a los
campos de estructura, para que pueda ser slant propia.
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Caṕıtulo 2

La Forma de Maslov de una
subvariedad anti-invariante

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la Forma de Maslov de una subva-
riedad slant M con ángulo θ, no invariante, es decir θ ∈ (0, π/2].

En este caṕıtulo, vamos a estudiar el caso en que M sea una subvariedad anti-
invariante (θ = π/2), tangente al campo de estructura ξ, dentro de un espacio de

curvatura φ-seccional constante M̃(c). En este caso, las dimensiones de M y M̃ son
m+ 1 y 2m+ 1, respectivamente. Esto nos permitirá controlar el fibrado normal de la
subvariedad a través de las imágenes por φ de los campos tangentes. Se trata por tanto
del caso análogo al Lagrangiano de la geometŕıa compleja, en el que la dimensión de la
subvariedad es la mitad de la dimensión de la variedad ambiente. Una vez estudiado este
caso, en el próximo caṕıtulo procederemos a estudiar las subvariedades slant propias,
es decir con θ ∈ (0, π/2) generalizando también la variedad ambiente a un espacio de

curvatura φ-seccional constante generalizado M̃(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-
Sasakiana.

En primer lugar, estudiaremos cuándo la Forma de Maslov de una subvariedad
anti-invariante es cerrada. Veremos en la próxima sección que dicha propiedad es in-
dispensable para plantearnos cuándo la Forma de Maslov es conforme.

2.1. Forma de Maslov cerrada

Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana M̃2m+1, tal
que M es tangente a ξ y m ≥ 2. Sea H el vector curvatura media de M . Por analoǵıa
con el caso de las subvariedades Lagrangianas de una variedad Kaehleriana (véanse,
por ejemplo, [25] y [49]), o con el caso de las subvariedades integrales de una variedad
Sasakiana (véanse [47] y [48]), definimos la Forma de Maslov de M , ωH , como la forma
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dual de φH, es decir,
ωH(X) = g(X,φH), (2.1.1)

para todo campo X tangente a M .
Podemos observar que, en las condiciones anteriores, φH es tangente. En efecto,

dado un campo V normal cualquiera, existe Y tangente tal que V = φY . Aśı,

g(φH, V ) = g(φH, φY ) = g(H, Y )− η(H)η(Y ) = 0,

pues H es normal e Y es tangente.
En la siguiente proposición establecemos que la subvariedad M ha de ser no minimal

pues, en caso contrario, la Forma de Maslov seŕıa nula y ese caso careceŕıa de sentido:

Proposición 2.1.1. La Forma de Maslov, ωH , es nula si y sólo si la subvariedad M
es minimal.

Demostración. Si ωH = 0, tenemos que ωH(X) = 0, para todo campo X tangente a M ,
por lo que usando (2.1.1), g(X,φH) = −g(φX,H) = 0, para todo X. Como estamos

en el caso Mm+1 ↪→ M̃2m+1, todo campo normal es de la forma φX, con X tangente a
M . Luego, H = 0.

Rećıprocamente, si M es minimal, H = 0 y, por tanto, ωH = 0 por (2.1.1).

Si tomamos una referencia local ortonormal {e1, . . . , em, ξ} en M , entonces,

B = {e1, . . . , em, ξ, e1∗ , . . . , em∗}

es una base local ortonormal de campos de M̃ , siendo ei∗ = φei con i = 1, . . . ,m.
Llamaremos a B una referencia anti-invariante adaptada.

Definimos en primer lugar la 1-forma

Θ =
m∑

1=1

ωi
∗

i , (2.1.2)

donde ωi
∗
i son las formas de conexión dadas por las ecuaciones de estructura (1.1.5).

Comenzamos estudiando esta 1-forma ya que, como veremos en el Teorema 2.1.12,
está estrechamente relacionada con la Forma de Maslov (2.1.1). Vamos a calcular en
primer lugar dΘ cuando la variedad ambiente es un espacio de curvatura φ-seccional
constante M̃2m+1(c). Para ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.1.2. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M̃2m+1, tangente a ξ. Entonces, respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se
verifica:

ωj
∗

i = ωi
∗

j , (2.1.3)

ωj
∗

i∗ = ωji , (2.1.4)

para todos i, j = 1, . . . ,m.
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Demostración. Consideremos una referencia anti-invariante adaptada

B = {e1, . . . , em, ξ, e1∗ , . . . , em∗},
siendo ei∗ = φei con i = 1, . . . ,m. Teniendo en cuenta (1.1.8), podemos establecer que

ωj
∗

i (X) =g(∇̃Xei, ej∗) = −g(ei, ∇̃Xej∗) = −g(ei, ∇̃Xφej) =

=− g(ei, φ∇̃Xej) = g(φei, ∇̃Xej) = g(ei∗ , ∇̃Xej) = ωi
∗

j ,

para todo X tangente a M , quedando demostrado (2.1.3). Por otra parte, tenemos que

ωj
∗

i∗ (X) =g(∇̃Xei∗ , ej∗) = g(∇̃Xφei, φej) = g(φ∇̃Xei, φej)

=− g(∇̃Xei, φ
2ej) = g(∇̃Xei, ej) = ωji ,

concluyendo la demostración del lema.

Si calculamos ahora dΘ, resulta que

dΘ =
m∑
i=1

dωi
∗

i = −
m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi +
m∑
i=1

Ωi∗

i , (2.1.5)

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las
formas de curvatura Ωi∗

i :

Lema 2.1.3. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, respecto a una referencia anti-
invariante adaptada, se verifica

Ωi∗

i = −c+ 1

2
ωi ∧ ωi∗ − c− 1

2

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ , (2.1.6)

para todo i = 1, . . . ,m.

Demostración. Partiendo de (1.1.5) resulta que

2Ωi∗

i =
∑
C,D

R̃(eC , eD; ei, ei∗)ω
C ∧ ωD =

m∑
j,k=1

R̃(ej, ek; ei, ei∗)ω
j ∧ ωk+

+
m∑
j=1

R̃(ej, ξ; ei, ei∗)ω
j ∧ η +

m∑
j,k=1

R̃(ej, ek∗ ; ei, ei∗)ω
j ∧ ωk∗+

+
m∑
k=1

R̃(ξ, ek; ei, ei∗)η ∧ ωk + R̃(ξ, ξ; ei, ei∗)η ∧ η+

+
m∑
k=1

R̃(ξ, ek∗ ; ei, ei∗)η ∧ ωk
∗

+
m∑

j,k=1

R̃(ej∗ , ek; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ ωk+

+
m∑
j=1

R̃(ej∗ , ξ; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ η +

m∑
j,k=1

R̃(ej∗ , ek∗ ; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ ωk∗ .

(2.1.7)
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Calculemos ahora, a partir de (1.3.10), los distintos coeficientes de (2.1.7):

R̃(ej, ek; ei, ei∗) = 0, (2.1.8)

R̃(ej, ξ; ei, ei∗) = 0, (2.1.9)

R̃(ej, ek∗ ; ei, ei∗) = −c+ 3

4
δijδik −

c− 1

4
(δijδik + 2δjk), (2.1.10)

R̃(ξ, ek; ei, ei∗) = 0, (2.1.11)

R̃(ξ, ξ; ei, ei∗) = 0, (2.1.12)

R̃(ξ, ek∗ ; ei, ei∗) = 0, (2.1.13)

R̃(ej∗ , ek; ei, ei∗) =
c+ 3

4
δijδik +

c− 1

4
(δijδik + 2δjk), (2.1.14)

R̃(ej∗ , ξ; ei, ei∗) = 0, (2.1.15)

R̃(ej∗ , ek∗ ; ei, ei∗) = 0. (2.1.16)

Aśı, de (2.1.7)-(2.1.16) obtenemos:

2Ωi∗

i =− c+ 3

4

m∑
j,k=1

δijδikω
j ∧ ωk∗ − c− 1

4

m∑
j,k=1

(δijδik + 2δjk)ω
j ∧ ωk∗+

+
c+ 3

4

m∑
j,k=1

δijδikω
j∗ ∧ ωk +

c− 1

4

m∑
j,k=1

(δijδik + 2δjk)ω
j∗ ∧ ωk =

=− c+ 3

4
ωi ∧ ωi∗ − c− 1

4
ωi ∧ ωi∗ − 2(c− 1)

4

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗+

+
c+ 3

4
ωi
∗ ∧ ωi +

c− 1

4
ωi
∗ ∧ ωi +

2(c− 1)

4

m∑
j=1

ωj
∗ ∧ ωj =

=− c+ 1

2
ωi ∧ ωi∗ +

c+ 1

2
ωi
∗ ∧ ωi − c− 1

2

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ +
c− 1

2

m∑
j=1

ωj
∗ ∧ ωj =

=− (c+ 1)ωi ∧ ωi∗ − (c− 1)
m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ ,

con lo que queda probado (2.1.6).

Ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma Θ, para aśı analizar cuándo esta
1-forma es cerrada.
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Teorema 2.1.4. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, la 1-forma Θ verifica:

dΘ = −(m+ 1)c−m+ 3

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (2.1.17)

Demostración. Calculamos en primer lugar, a partir de (2.1.6):

m∑
i=1

Ωi∗

i =− c+ 1

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ − c− 1

2
m

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ =

=− (m+ 1)c−m+ 1

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ .
(2.1.18)

Por otra parte,

m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi =
m∑

i,j=1

(ωi
∗

j ∧ ω
j
i + ωi

∗

j∗ ∧ ω
j∗

i ) +
m∑
i=1

ωi
∗

m+1 ∧ ωm+1
i , (2.1.19)

donde hemos denotado em+1 = ξ. Pero, en virtud de (2.1.3) y (2.1.4), se tiene que

m∑
i,j=1

(ωi
∗

j ∧ ω
j
i + ωi

∗

j∗ ∧ ω
j∗

i ) = 0. (2.1.20)

Ahora bien, para cada campo tangente X,

ωi
∗

m+1 =g(∇̃Xem+1, ei∗) = g(∇̃Xξ, ei∗) = −g(φX, ei∗) =

=g(X,φei∗) = −g(X, ei),

por lo que ωi
∗
m+1 = −ωi. Análogamente,

ωm+1
i (X) =g(∇̃Xei, em+1) = g(∇̃Xei, ξ) = −g(ei, ∇̃Xξ) =

=g(ei, φX) = −g(X, ei∗),

de donde ωm+1
i = −ωi∗ .

Por lo tanto,
m∑
i=1

ωi
∗

m+1 ∧ ωm+1
i =

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (2.1.21)

Finalmente, (2.1.17) se deduce de (2.1.5) y de (2.1.18)-(2.1.21).

De esta forma, podemos deducir inmediatamente cuándo la 1-forma Θ es cerrada:
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Corolario 2.1.5. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, la 1-forma Θ dada por
(2.1.2) es cerrada si y sólo si

c =
m− 3

m+ 1
. (2.1.22)

Demostración. Es inmediata, teniendo en cuenta que, por (2.1.17), dΘ = 0 si y sólo si
se satisface (2.1.22).

Nota 2.1.6. Obsérvese que, en el caso de ser Θ cerrada, define una clase canónica de
cohomoloǵıa en M , [Θ] ∈ H1(M ;R).

Nota 2.1.7. Un resultado similar al Teorema 2.1.4 fue probado por A. Carriazo en
[19], para el caso de subvariedades slant propias.

Dada una subvariedad slant propia Mm+1 con dimensión m + 1 y ángulo slant θ,
inmersa en una variedad casi-contacto métrica M̃2m+1 de dimensión 2m+ 1, se define
una referencia slant adaptada mediante el procedimiento que describimos a continua-
ción.

En primer lugar, dado que m ha de ser par, podemos escribir m = 2k. Sea e1 un
vector tangente unitario en M , ortogonal a ξ. Tomamos:

e2 = (sec θ)Te1, e1∗ = (csc θ)Ne1, e2∗ = (csc θ)Ne2.

Si k > 1, entonces, por inducción, para cada l = 1, . . . , k−1, podemos elegir un vec-
tor tangente unitario e2l+1 en M tal que e2l+1 es perpendicular a e1, e2, . . . , e2l−1, e2l, ξ
y tomamos:

e2l+2 = (sec θ)Te2l+1, e(2l+1)∗ = (csc θ)Ne2l+1, e(2l+2)∗ = (csc θ)Ne2l+2.

Se puede probar que

{e1, . . . , em, ξ, e1∗, . . . , em∗} (2.1.23)

es una referencia local ortonormal tal que e1, . . . , em ∈ D y e1∗, . . . , em∗ son normales
a M . Es más, mediante un cálculo directo podemos comprobar que:

Te2j−1 = (cos θ)e2j, T e2j = −(cos θ)e2j−1, j = 1, . . . , k;

Nei = (sen θ)ei∗ , tei∗ = −(sen θ)ei, i = 1, . . . ,m;

ne(2j−1)∗ = −(cos θ)e(2j)∗, ne(2j)∗ = (cos θ)e(2j−1)∗; j = 1, . . . , k.

Definiendo ahora la 1-forma Θ dada por (2.1.2) respecto a (2.1.23), en virtud de
[19, Teorema 3.1] se tiene que, si la variedad ambiente es un espacio de curvatura
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φ-seccional constante M̃2m+1(c), entonces:

dΘ =− sen θ cos θ
(m+ 1)c−m+ 3

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
−

− sen2 θ
(m+ 1)c−m+ 3

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
.

(2.1.24)

Por lo tanto, en este caso también se verifica que Θ es cerrada si y sólo si

c =
m− 3

m+ 1
.

Obsérvese cómo la ecuación (2.1.17) se correspondeŕıa con el caso θ = π/2 de (2.1.24),
si bien no pod́ıa obtenerse directamente pues las referencias anti-invariantes adaptadas
no son casos particulares de referencias slant adaptadas, estando éstas últimas definidas
solamente en el caso slant propio. Aśı pues, ha sido necesario realizar de nuevo todos
los cálculos para obtener dΘ.

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad Mm+1 tiene dimensión m+ 1 con
m ≥ 2, el Teorema 2.1.4 implica que la 1-forma Θ no es cerrada en el caso de que
M̃2m+1(c) sea un espacio de curvatura φ-seccional constante c = −3 (como es el caso
de R2m+1 con su estructura usual). No obstante, podemos definir una nueva 1-forma ω
en M como

ω = Θ +mη. (2.1.25)

Para estudiar cuándo ω es cerrada, vamos a calcular en el siguiente resultado dω.
Aplicando directamente el Teorema 2.1.4 se tiene:

Teorema 2.1.8. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, la 1-forma ω dada por (2.1.25)
verifica:

dω = −m+ 1

2
(c+ 3)

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (2.1.26)

Demostración. De (2.1.25) se deduce que

dω = dΘ +mdη. (2.1.27)

Pero, como M̃(c) es una variedad de contacto métrica, se cumple que dη = Φ, por lo
que, en función de una referencia anti-invariante adaptada, tenemos que

dη(ei, ej) = Φ(ei, ej) = g(ei, φej) = g(ei, ej∗) = 0, (2.1.28)
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dη(ei, ξ) = Φ(ei, ξ) = g(ei, φξ) = 0, (2.1.29)

dη(ei, ej∗) = Φ(ei, ej∗) = g(ei, φej∗) = −g(ei, ej) = −δij, (2.1.30)

dη(ei∗ , ej∗) = Φ(ei∗ , ej∗) = g(ei∗ , φej∗) = −g(φei, ej) = 0, (2.1.31)

dη(ei∗ , ξ) = Φ(ei∗ , ξ) = g(ei∗ , φξ) = 0, (2.1.32)

para todos i, j = 1, . . . ,m.
Aśı, de (2.1.28) a (2.1.32) se sigue que:

dη = −2
m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (2.1.33)

Finalmente, (2.1.26) resulta de (2.1.17), (2.1.27) y (2.1.33).

Veamos entonces cuándo la 1-forma ω es cerrada:

Corolario 2.1.9. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, la 1-forma ω dada por
(2.1.25) es cerrada si y sólo si c = −3.

Demostración. La demostración es inmediata haciendo dω = 0 en (2.1.26).

Nota 2.1.10. Al igual que observamos para Θ, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
ω define una clase canónica de cohomoloǵıa, [ω] ∈ H1(M ;R).

Nota 2.1.11. De manera similar a lo que ocurŕıa con Θ, la definición de la 1-forma
ω puede extenderse al caso de una subvariedad slant propia con ángulo θ tomando:

ω = Θ +m(sen θ)η. (2.1.34)

Obsérvese cómo (2.1.25) seŕıa el caso particular de (2.1.34) para θ = π/2. En [19,
Teorema 3.2] se prueba que

dω =− sen θ cos θ
m+ 1

2
(c+ 3)

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
−

− sen2 θ
m+ 1

2
(c+ 3)

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
,

(2.1.35)

respecto a una referencia slant adaptada, construida como se indicó en la Nota 2.1.7. De
nuevo, ω es cerrada si y sólo si c = −3. Puede observarse aqúı también cómo (2.1.26)
se correspondeŕıa con el caso θ = π/2 de (2.1.35), si bien este resultado no pod́ıa
obtenerse directamente, habiendo sido necesario realizar los cálculos correspondientes.
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Pero, ¿cuál es la relación entre la 1-forma ω y la Forma de Maslov ωH? Viene dada
por el siguiente resultado:

Teorema 2.1.12. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasa-
kiana M̃2m+1, tangente a ξ. Entonces,

ωH = − 1

m+ 1
ω (2.1.36)

Demostración. Respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se tiene

ωH(ei) = g(ei, φH) = −g(φei, H) = −g(ei∗ , H), (2.1.37)

para cada i = 1, . . . ,m. Ahora bien, en virtud de (1.1.4) y (1.3.22):

H =
1

m+ 1

m∑
j=1

σ(ej, ej). (2.1.38)

Aśı, de (2.1.37) y (2.1.38) resulta que

ωH(ei) =− 1

m+ 1

m∑
j=1

g(ei∗ , σ(ej, ej)) = − 1

m+ 1

m∑
j=1

g(φei, ∇̃ejej) =

=
1

m+ 1

m∑
j=1

g(∇̃ejφei, ej).

(2.1.39)

Por otra parte, usando (1.3.9) se tiene que:

∇̃ejφei = φ∇̃ejei + δijξ. (2.1.40)

De (2.1.39) y (2.1.40) se obtiene:

ωH(ei) =
1

m+ 1

m∑
j=1

g(φ∇̃ejei, ej) = − 1

m+ 1

m∑
j=1

g(∇̃ejei, φej) =

=− 1

m+ 1

m∑
j=1

g(∇̃ejei, ej∗).

(2.1.41)

Pero,

g(∇̃ejei, ej∗) = g(σ(ej, ei), ej∗) = g(σ(ei, ej), ej∗) = g(∇̃eiej, ej∗), (2.1.42)

en virtud de la Fórmula de Gauss y la simetŕıa de σ. Entonces, de (2.1.41) y (2.1.42)
resulta que

ωH(ei) = − 1

m+ 1

m∑
j=1

g(∇̃eiej, ej∗) = − 1

m+ 1

m∑
j=1

ωj
∗

j (ei) = − 1

m+ 1
Θ(ei), (2.1.43)
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donde hemos usado las definiciones de las formas de conexión y de la 1-forma Θ.
Por otra parte:

ωH(ξ) = g(ξ, φH) = −g(φξ,H) = 0, (2.1.44)

Θ(ξ) =
m∑
i=1

ωi
∗

i (ξ) =
m∑
i=1

g(∇̃ξei, ei∗) =
m∑
i=1

g(∇̃eiξ, ei∗) =

=−
m∑
i=1

g(φei, ei∗) = −
m∑
i=1

g(ei∗ , ei∗) = −m,
(2.1.45)

donde se ha procedido como en (2.1.42).
Usando ahora (2.1.43), (2.1.44) y (2.1.45), calculamos:

ωH =
m∑
i=1

ωH(ei)ω
i + ωH(ξ)η = − 1

m+ 1

m∑
i=1

Θ(ei)ω
i =

=− 1

m+ 1
(Θ +mη) = − 1

m+ 1
ω,

como queŕıamos probar.

Aśı, ya estamos en condiciones de establecer cuándo la Forma de Maslov es cerrada:

Corolario 2.1.13. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de cur-
vatura φ-seccional constante M̃2m+1(c), tangente a ξ. Entonces, la Forma de Maslov
ωH de M es cerrada si y sólo si c = −3.

Demostración. Basta calcular la diferencial de ωH en (2.1.36) y aplicar el Teorema
(2.1.8).

Nota 2.1.14. Obsérvese que, por el Corolario 2.1.13, en R2m+1 con su estructura
Sasakiana habitual, toda subvariedad anti-invariante de dimensión m + 1, tangente al
campo de estructura ξ, tiene Forma de Maslov ωH cerrada.

Ejemplo 2.1.15. Siguiendo la misma ĺınea de [12], podemos considerar la sumersión
Riemanniana π : R2m+1 → Cm dada por

π(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, z) =
1

2
(y1, . . . , ym, x1, . . . , xm),

y suponemos que existe una subvariedad Lagrangiana M̂ of Cm, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

M −→ R2m+1

↓ ↓ π

M̂ −→ Cm,

donde M es el conjunto de fibras sobre M̂ . Entonces la subvariedad anti-invariante
M localmente isométrica al producto Riemanniano de una porción de una esfera de
Whitney y R tiene Forma de Maslov ωH cerrada, por el Corolario 2.1.13.
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Nota 2.1.16. Obsérvese que la importancia de este ejemplo radica en que, como vere-
mos en la próxima sección, M es la única subvariedad anti-invariante de R2m+1 que,
además de tener Forma de Maslov cerrada, tiene Forma de Maslov D-conforme, por
[12, Teorema 4.3], aparte de las subvariedades totalmente geodésicas de contacto defi-
nidas como aquéllas cuya segunda forma fundamental viene dada por (1.3.28).

Al igual que hemos observado anteriormente con respecto a los Teoremas 2.1.4 y
2.1.8, para subvariedades slant propias se obtendŕıa un resultado similar al Corolario
2.1.13, a partir de [19]. Aśı, podemos enunciar:

Corolario 2.1.17. Sea Mm+1 una subvariedad slant, no invariante, de un espacio de
curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c). Entonces, la Forma de Maslov ωH de M es
cerrada si y sólo si c = −3.

De nuevo podemos observar que en R2m+1 con su estructura Sasakiana habitual,
toda subvariedad slant, no invariante y de dimensión m + 1, tangente al campo de
estructura ξ, tiene Forma de Maslov ωH cerrada.

Ejemplo 2.1.18. En [15], J. L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Fernández y M. Fer-
nández, establecen interesantes ejemplos de subvariedades slant no minimales en R5,
con su estructura Sasakiana habitual.

Concretamente, en el Ejemplo 3.8, se define para cada constante k,

x(u, v, t) = 2(eku cosu cos v, eku senu cos v, eku cosu sen v, eku senu sen v, t), (2.1.46)

lo cual determina una subvariedad slant de dimensión 3 con ángulo θ = cos−1(|k|/
√

1 + k2)
y curvatura media no constante dada por ‖H‖ = 2e−ku/(3

√
1 + k2).

Por otra parte, en el Ejemplo 3.9, se define para cada constante k,

x(u, v, t) = 2(u, k cos v, v, k sen v, t), (2.1.47)

lo cual determina una subvariedad slant con ángulo slant θ = cos−1(1/
√

1 + k2) y
curvatura media constante ‖H‖ = |k|/(3(1 + k2)).

Según el Corolario 2.1.17, las subvariedades (2.1.46) y (2.1.47) tienen Forma de
Maslov ωH cerrada.

Finalmente, podemos establecer la siguiente obstrucción topológica para una sub-
variedad anti-invariante:

Corolario 2.1.19. Sea Mm+1 una variedad diferenciable de dimensión m+1 compacta
y simplemente conexa. Si m es par, entonces M no puede ser inmersa en un espacio
de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(−3) como una subvariedad anti-invariante
no minimal.
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Demostración. Supongamos que Mm+1 es una subvariedad anti-invariante no minimal
de M̃2m+1(−3). Como H es no nulo en cada punto, también lo es la Forma de Maslov de
Mm+1 (2.1.1). Obsérvese que podemos suponer que H 6= 0 en cada punto. Si no fuera
aśı, nos restringimos al abierto U = {p ∈ M |Hp 6= 0} 6= ∅ y razonamos de manera
análoga. Además, en virtud del Corolario 2.1.13, sabemos que ωH es cerrada. Por
tanto, ωH representa una clase de cohomoǵıa [ωH ] ∈ H1(M ;R). Ahora bien, como M
es compacta, ωH no puede ser exacta. De esta forma, [ωH ] es una clase de cohomoloǵıa
no trivial, luego el primer grupo de cohomoloǵıa H1(M ;R) es también no trivial. Aśı,
M no es simplemente conexa, lo cual es una contradicción.

Nota 2.1.20. Obsérvese que este corolario no es contradictorio con los ejemplos dados
anteriormente, ya que las subvariedades dadas en los mismos no son compactas.

2.2. Forma de Maslov conforme

En esta sección estudiaremos cuándo la Forma de Maslov ωH de una subvariedad
anti-invariante Mm+1, tangente al campo de estructura ξ, es conforme, dentro de una
variedad Sasakiana M̃2m+1.

Como hemos señalado en la Introducción, el hecho de que su Forma de Maslov sea
conforme juega un papel muy importante en la caracterización de la esfera de Whitney
como subvariedad Lagrangiana de Cm. En [49], se demuestra que la esfera de Whitney
es la única subvariedad Lagrangiana compacta con Forma de Maslov conforme y primer
número de Betti nulo.

En primer lugar, demostramos un resultado general sobre la conformidad de la
Forma de Maslov ωH dada por (2.1.1) para cualquier subvariedad anti-invariante dentro
de una variedad Sasakiana:

Teorema 2.2.1. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M̃2m+1, tangente al campo de estructura ξ y tal que su Forma de Maslov es cerrada.
Entonces, esta Forma de Maslov es conforme en M si y sólo si su vector curvatura
media es paralelo.

Demostración. De (1.2.1) y (1.3.21), si Y es tangente a M , tenemos

g(∇ξφH, Y ) = g(∇Y φH, ξ) = −g(φH,∇Y ξ) = g(φH, TY ) = 0

y por tanto:

∇ξφH = 0.

Debido a ello, usando (1.2.2) tenemos que ωH es conforme en M si y sólo si

∇XφH = 0,
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para todo X tangente a M . Pero, como de (1.3.9), (∇̃Xφ)H = 0, teniendo en cuenta
la componente tangente de esta fórmula, obtenemos ∇XφH − φDXH = 0, o lo que es
lo mismo, ωH es conforme en M si y sólo si DXH = 0.

Nota 2.2.2. Las esferas de Whitney tienen vector curvatura media H no paralelo. Sin
embargo, como veremos más adelante, su vector φH, cuya forma dual es la Forma de
Maslov ωH , śı cumple condiciones de conformidad. De ah́ı la importancia de estudiar
las subvariedades que cumplen esta propiedad.

En el siguiente teorema vamos a establecer una condición suficiente para que la
Forma de Maslov ωH de una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura φ-
seccional constante sea conforme para aquellos campos que sean ortogonales al campo
de estructura ξ. Para ello, debemos introducir el siguiente concepto, por analoǵıa con
el de campo conforme:

Definición 2.2.3. Sea M una subvariedad tangente al campo de estructura ξ de una
variedad casi-contacto métrica M̃ . Diremos que un campo cerrado X en M es D-
conforme si ∇YX = fY , para todo Y ortogonal a ξ, siendo f una función. Asimismo,
diremos que una 1-forma cerrada es D-conforme si su campo dual lo es.

Cabe destacar que la expresión que debe satisfacer la segunda forma fundamental de
la subvariedad para que la subvariedad tenga Forma de Maslov D-conforme coincide
con (0.0.2), la cual fue establecida por D. E. Blair y A. Carriazo en [12], para las
subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad
(0.0.1) entre H y τ .

Teorema 2.2.4. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(−3), tangente a ξ, con Forma de Maslov cerrada. Si

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H−

− (ωH(X) +
m+ 2

m+ 1
η(X))φY − (ωH(Y ) +

m+ 2

m+ 1
η(Y ))φX},

(2.2.1)

para todos X, Y tangentes a M , entonces la Forma de Maslov de M es D-conforme.

Demostración. Sea Y un campo tangente a M , unitario y ortogonal a ξ. Entonces de
(2.2.1) se sigue que:

σ(Y, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{H + 2g(φY,H)φY }. (2.2.2)

Tomemos ahora otro campo tangente X, ortogonal a Y . En primer lugar, de (1.1.11)
se tiene que:

(∇̃Xσ)(Y, Y ) = DXσ(Y, Y )− 2σ(∇XY, Y ). (2.2.3)
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Por otra parte, a partir de (2.2.2) podemos calcular

DXσ(Y, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{DXH + 2Xg(φY,H)φY + 2g(φY,H)DXφY }, (2.2.4)

pero como, en virtud de (1.3.9),

Xg(φY,H) =g(∇̃XφY,H) + g(φY, ∇̃XH) =

=g(φ∇̃XY,H) + g(φY,DXH),
(2.2.5)

sustituyendo (2.2.5) en (2.2.4), obtenemos:

DXσ(Y, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{DXH + 2g(φ∇̃XY,H)φY+

+ 2g(φY,DXH)φY + 2g(φY,H)DXφY }.
(2.2.6)

Por otro lado, a partir de (2.2.1), calculamos

σ(∇XY, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(φ∇XY,H)φY + g(φY,H)φ∇XY }, (2.2.7)

dado que g(∇XY, Y ) = 0 = η(∇XY ).
Ahora bien, sustituyendo (2.2.6) y (2.2.7) en (2.2.3), deducimos que:

(∇̃Xσ)(Y, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{DXH + 2g(φ∇̃XY,H)φY + 2g(φY,DXH)φY+

+ 2g(φY,H)DXφY − 2g(φ∇XY,H)φY − 2g(φY,H)φ∇XY }.
(2.2.8)

Pero, al ser φH tangente,

g(φ∇̃XY,H) = −g(∇̃XY, φH) = −g(∇XY, φH) = g(φ∇XY,H), (2.2.9)

mientras que, al ser (∇̃Xφ)Y = 0, de las Fórmulas de Gauss y Weingarten se sigue que:

DXφY = φ∇XY. (2.2.10)

Aśı, usando (2.2.9) y (2.2.10), (2.2.8) se reduce a:

(∇̃Xσ)(Y, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{DXH + 2g(φY,DXH)φY }. (2.2.11)

Supongamos ahora que el campo X es también ortogonal a ξ. De nuevo, a partir
de (1.1.11):

(∇̃Y σ)(X, Y ) = DY σ(X, Y )− σ(∇YX, Y )− σ(X,∇Y Y ). (2.2.12)
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Pero, usando (2.2.1), calculamos:

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(φX,H)φY + g(φY,H)φX}.

Aśı,

DY σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(∇̃Y φX,H)φY + g(φX, ∇̃YH)φY+

+ g(φX,H)DY φY + g(∇̃Y φY,H)φX+

+ g(φY, ∇̃YH)φX + g(φY,H)DY φX}.

(2.2.13)

Por otra parte, utilizando de nuevo (2.2.1), tenemos

σ(∇YX, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(∇YX, Y )H + g(φ∇YX,H)φY+

+ g(φY,H)φ∇YX},
(2.2.14)

y además,

σ(X,∇Y Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(X,∇Y Y )H + g(φX,H)φ∇Y Y + g(φ∇Y Y,H)φX}. (2.2.15)

De esta forma, sustituyendo (2.2.13), (2.2.14) y (2.2.15) en (2.2.12) y teniendo en cuenta

(2.2.10) y que g((∇̃Xφ)Y,H) = 0 por (1.3.9), obtenemos:

(∇̃Y σ)(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{g(φX,DYH)φY + g(φY,DYH)φX}. (2.2.16)

Ahora, teniendo en cuenta que, en virtud de (1.3.10),

(R̃(X, Y )Y )⊥ =
c− 1

4
(3g(X,φY )φY − g(Y, φY )φX) = 0,

al ser M anti-invariante, la ecuación de Codazzi (1.1.12) implica que

(∇̃Xσ)(Y, Y )− (∇̃Y σ)(X, Y ) = 0,

por lo que, restando (2.2.11) y (2.2.16) llegamos a que:

DXH = g(φX,DYH)φY + g(φY,DYH)φX − 2g(φY,DXH)φY. (2.2.17)

Pero, como (∇̃Xφ)H = 0, es fácil comprobar, usando argumentos habituales, que

g(DXH,φY ) = −g(∇XφH, Y )
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y, análogamente,
g(DYH,φX) = −g(∇Y φH,X).

Ahora bien, como M tiene Forma de Maslov cerrada, sabemos que φH es un campo
cerrado, lo que quiere decir que las expresiones anteriores coinciden. Aśı, la ecuación
(2.2.17) se reduce a:

DXH = g(φY,DYH)φX − g(φY,DXH)φY. (2.2.18)

Es más, a partir de (2.2.18), se tiene que

g(φY,DXH) = −g(φY,DXH),

pues g(φX, φY ) = 0 y g(φY, φY ) = 1, con lo que

g(φY,DXH) = 0

y podemos escribir (2.2.18) simplemente como:

DXH = g(φY,DYH)φX. (2.2.19)

Por otra parte, teniendo en cuenta de nuevo que (∇̃Xφ)H = 0, se comprueba
fácilmente que para cualquier campo Z tangente a M ,

g(∇XφH,Z) = −g(DXH,φZ) = −g(DYH,φY )g(X,Z),

donde se ha usado (2.2.19). Aśı,

∇XφH = −g(DYH,φY )X, (2.2.20)

lo que significa que el campo φH es D-conforme.

Nota 2.2.5. Observemos que el resultado anterior no puede mejorarse para obtener
que φH sea conforme, pues se puede comprobar sin dificultad que, al ser φH cerrado,
se tiene que

∇ξφH = 0. (2.2.21)

Por otra parte, para un campo tangente X cualquiera, de (2.2.20) y (2.2.21) se
tendŕıa que:

∇XφH = −g(DYH,φY )(X − η(X)ξ).

Ahora bien, cabe preguntarse qué subvariedades verifican la condición (2.2.1). Un
caso particularmente importante es el de las ya mencionadas subvariedades totalmente
geodésicas de contacto (1.3.28).

Está claro que una subvariedad con esta propiedad ha de ser minimal. Aśı, (1.3.22)
y (1.3.28) implican que toda subvariedad anti-invariante y totalmente geodésica de
contacto, verifica la condición (2.2.1).
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Ejemplo 2.2.6. Si tomamos R2m+1 como variedad ambiente, la hipótesis de tener M
Forma de Maslov cerrada no es necesaria, tal y como se probó en la Sección 2.1. Es
más, en este caso, A. Carriazo y D. E. Blair probaron en [12] que la condición (2.2.1)
caracteriza a las subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)
τ,

donde τ denota la curvatura escalar de la subvariedad, de dimensión m + 1. Esta
desigualdad también fue establecida por los autores citados.

Dada una subvariedad anti-invariante M de R2m+1, consideremos ahora la sumer-
sión Riemanniana π : R2m+1 → Cm dada por

π(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, z) =
1

2
(y1, . . . , ym, x1, . . . , xm),

y supongamos que existe una subvariedad Lagrangiana M̂ of Cm, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

M −→ R2m+1

↓ ↓ π

M̂ −→ Cm,

donde M es el conjunto de fibras sobre M̂ . En estas condiciones, también se prueba en
[12] que M verifica la condición (2.2.1) si y sólo si es totalmente geodésica de contacto
o localmente isométrica al producto Riemanniano de una porción de una esfera de
Whitney y R. Aśı, el Teorema 2.2.4 implica que cada una de estas subvariedades tiene
Forma de Maslov D-conforme.
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Caṕıtulo 3

La Forma de Maslov de una
subvariedad slant

En este tercer caṕıtulo vamos a estudiar la Forma de Maslov de una subvariedad
slant no invariante Mm+1, (m ≥ 2, θ ∈ (0, π/2]), inmersa en un espacio de curva-

tura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3), con estructura (α, β) trans-
Sasakiana. Esto supone una doble generalización respecto al caṕıtulo anterior, ya que
pasaremos de subvariedades anti-invariantes a subvariedades slant, y a su vez, en cuanto
a la variedad ambiente, consideraremos un espacio de curvatura φ-seccional constante
generalizado.

Esta doble generalización se debe a que los resultados del caṕıtulo anterior ya fueron
estudiados por A. Carriazo en [19], para subvariedades slant en un espacio de curva-

tura φ-seccional constante M̃2m+1(c). De esta forma, nuestro objetivo es generalizar
dichos resultados, aśı como los que hemos obtenido en el caṕıtulo anterior para el caso
anti-invariante. Además, dotaremos a M̃2m+1(f1, f2, f3) de una estructura (α, β) trans-
Sasakiana, para trabajar en el marco más general posible y, aunque sabemos que en
[41], J. C. Marrero probó que si m ≥ 2, la variedad ambiente M̃2m+1 tiene estructura
o bien α-Sasakiana, o bien β-Kenmotsu, estudiaremos ambos casos conjuntamente y
haremos dicha distinción cuando sea necesario.

En primer lugar, vamos a establecer una desigualdad entre el vector curvatura media
H y la curvatura escalar τ y seguidamente pasaremos a estudiar cuándo la Forma de
Maslov es cerrada y conforme. Este orden se debe a que, como hemos visto en el
caso anti-invariante, para que la Forma de Maslov de la subvariedad sea al menos D-
conforme necesitamos que la segunda forma fundamental de dicha subvariedad tenga
la expresión adecuada que satisfaga el caso de la igualdad en la desigualdad entre H y
τ establecida.
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3.1. Subvariedades ∗-slant

En esta sección vamos a comenzar estableciendo algunas desigualdades entre los
principales invariantes intŕınsecos de la subvariedad, la curvatura escalar (τ) y la cur-
vatura de Ricci (Ric), y el principal invariante extŕınseco, el vector curvatura media
(H). Definiremos las subvariedades ∗-slant como aquéllas que cumplan el caso de la
igualdad en la desigualdad entre H y τ . Estas subvariedades, tal y como hemos men-
cionado en la Introducción, ya han sido estudiadas anteriormente en otros ambientes
y poseen una determinada expresión de su segunda forma fundamental, que usaremos
en posteriores secciones de este caṕıtulo. Además, presentaremos interesantes ejemplos
de subvariedades ∗-slant.

En primer lugar, estableceremos en el siguiente teorema la desigualdad entre H y τ
para una subvariedad slant dentro de un espacio de curvatura φ-seccional constante ge-
neralizado con estructura (α, β) trans-Sasakiana, obteniendo la expresión de la segunda
forma fundamental de las subvariedades que satisfacen el caso de la igualdad en dicha
desigualdad. Como ya mencionamos en la Introducción, dicha desigualdad ha sido muy
estudiada tanto en geometŕıa compleja como en geometŕıa de contacto. Además, la
expresión que obtendremos de la segunda forma fundamental para las subvariedades
que satisfacen el caso de la igualdad será utilizada en más ocasiones a lo largo de este
caṕıtulo.

Recordemos que A. Ros y F. Urbano obtuvieron en [49] la siguiente desigualdad
entre H y τ , para cualquier subvariedad Lagrangiana de Cm

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

m2(m− 1)
τ,

y demostraron que la subvariedad M satisface el caso de la igualdad en cada punto, si
y sólo si su segunda forma fundamental σ, viene dada por

σ(X, Y ) =
m

m+ 2
{g(X, Y )H + g(JX,H)JY + g(JY,H)JX},

para todos X, Y tangentes a M .
Posteriormente, en geometŕıa de contacto cabe destacar el art́ıculo [47] de G. Pitiş,

en el que estudia subvariedades ∗-Legendrianas, es decir, subvariedades Mm normales al
campo de estructura ξ análogas a las subvariedades Lagrangianas de la geometŕıa com-
pleja, dentro de un espacio de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c), que cumplan
la siguiente expresión de la segunda forma fundamental:

σ(X, Y ) =
m

m+ 2
{g(X, Y )H + g(φX,H)φY + g(φY,H)φX}.

Dicha subvariedades satisfacen el caso de la igualdad en la desigualdad

τ ≥ m(m− 1)
c+ 3

4
+

[
m2

(
m

m+ 2

)2

+ 2(m− 2)

]
‖H‖2.
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Por otra parte, en [12], A. Carriazo y D. E. Blair demuestran para subvariedades
anti-invariantes que son tangentes al campo de estructura ξ de R2m+1 la desigualdad

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)
τ,

probando además que la igualdad se alcanza si y sólo si la segunda forma fundamental
de la subvariedad tiene la expresión

σ(X, Y ) =
n+ 1

n+ 2
{(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H + (g(φX,H)−

− n+ 2

n+ 1
η(X))φY + (g(φY,H)− n+ 2

n+ 1
η(Y ))φX},

para todos X, Y tangentes a M .
Finalmente, en cuanto a subvariedades slant, en el campo complejo cabe destacar

el art́ıculo [50], en el que A. Song y X. Liu demuestran la siguiente desigualdad para
cualquier subvariedad slant dentro de un espacio de curvatura seccional holomorfa
constante generalizado M̃(f1, f2):

‖H‖2 ≥ τ − f1 −
3f2

m− 1
cos2 θ.

A continuación, vamos a establecer la desigualdad buscada entre H y τ para
subvariedades slant de un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado
M̃2m+1(f1, f2, f3). Previamente, vamos a introducir un lema para detallar cómo va-
mos a elegir la base slant adaptada que usaremos en el Teorema principal.

Lema 3.1.1. Sea Mm+1 (m ≥ 2) una subvariedad slant no minimal de una variedad

trans-Sasakiana M̃2m+1. Entonces, si elegimos

e1∗ =
1

‖H‖2
H, e1 = − csc θte1∗ ,

se tiene que
e1∗ = csc θNe1.

Demostración. Sabemos que para cualquier campo U normal a M , existe un campo X
tangente a M y ortogonal a ξ tal que U = NX. Entonces, podemos establecer que

n2U = n2NX = −nNTX = NT 2X = − cos2 θNX = − cos2 θU, (3.1.1)

donde se ha usado (1.3.18) y (1.3.29). Ahora bien, sustituyendo (3.1.1) en (1.3.20)
obtenemos que

NtU = − sen2 θU. (3.1.2)
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Finalmente, de (3.1.2) podemos escribir que

Ne1 = − csc θNte1∗ =
sen2 θ

sen θ
e1∗ = sen θe1∗ ,

de donde se tiene inmediatamente la desmostración del lema.

Nota 3.1.2. Obsérvese que construimos la base slant adaptada tomando en primer
lugar el campo e1∗ en la dirección del vector curvatura media. A continuación tomamos
el campo e1, demostrando en el Lema 3.1.1 que se satisface la condición que establece la
Nota 2.1.7 para obtener una base slant adaptada y, a partir de ah́ı, vamos construyendo
el resto de la base siguiendo el procedimiento detallado en dicha nota.

Pasemos a la demostración del teorema anteriormente mencionado que nos da la
desigualdad entre H y τ .

Teorema 3.1.3. Sea Mm+1 (m ≥ 2) una subvariedad θ-slant propia de un espacio

de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β)
trans-Sasakiana. Entonces, el cuadrado del módulo de su vector curvatura media ‖H‖2

y su curvatura escalar τ satisfacen en cada punto la siguiente desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m+ 1)f1 −

3

2
m cos2 θf2 +mf3 + α2m sen2 θ

]
,

(3.1.3)

Demostración. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de una variedad (α, β) trans-

Sasakiana M̃2m+1(f1, f2, f3). Sea {e1, . . . , em, ξ, e1∗, . . . , em∗} una referencia slant adap-
tada. De (1.1.4), podemos deducir que

‖H‖2 =g(H,H) =
1

(m+ 1)2
g

(
m∑
i=1

σ(ei, ei),
m∑
j=1

σ(ej, ej)

)
=

=
1

(m+ 1)2

(
m∑
i=1

g(σ(ei, ei), σ(ei, ei)) +
m∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))

)
,

(3.1.4)

donde los términos correspondientes a ξ son nulos, debido a (1.3.24). Además, de
(1.1.10), (1.1.14) y (1.3.14), obtenemos que
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2τ =
m+1∑
i 6=j

K(ei, ej) =
m+1∑
i 6=j

R(ei, ej, ej, ei) =

=
m+1∑
i 6=j

(
R̃(ei, ej; ej, ei)− g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) + g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))

)
=

=
m+1∑
i 6=j

(f1 {g(ej, ej)g(ei, ei)− g(ei, ej)g(ej, ei)}

+ f2 {g(ei, φej)g(φej, ei)− g(ej, φej)g(φei, ei) + 2g(ei, φej)g(φej, ei)}

+ f3 {η(ei)η(ej)g(ej, ei)− η(ej)η(ej)g(ei, ei) + g(ei, ej)η(ej)η(ei)

−g(ej, ej)η(ei)η(ei)} −g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) + g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))) =

= (m+ 1)mf1 + 3f2‖T‖2 − 2mf3 −
m+1∑
i 6=j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej))

+
m+1∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej),

(3.1.5)

donde T es la componente tangente de φ para campos tangentes. Ahora bien, veamos en
primer lugar todos los sumandos de (3.1.5) en los que aparezca el campo de estructura
ξ:

−2
m∑
i=1

g(σ(ei, ξ), σ(ei, ξ)) + 2
m∑
j=1

g(σ(ξ, ξ), σ(ej, ej) =

−2α2

m∑
i=1

g(Nei, Nei) = −2α2 sen2 θm,

(3.1.6)

teniendo en cuenta que σ(X, ξ) = −αNX por (1.3.26), además la igualdad (1.3.31) y
(1.3.24). Aśı, de (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6), podemos establecer que
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(m+ 1)2‖H‖2 − 2aτ =− a
[
(m+ 1)mf1 + 3f2‖T‖2 − 2mf3 − 2α2 sen2 θm

]
+

+
m∑

i,j=1

(σjii)
2 +

m∑
i 6=j

(σijj)
2+

+ 2
m∑
i=1

m∑
j<k

σijjσ
i
kk + 2a

m∑
i<j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej))−

− 2a
m∑
i<j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej) =

=− a
[
(m+ 1)mf1 + 3f2‖T‖2 − 2mf3 − 2α2 sen2 θm

]
+

+
m∑

i,j=1

(σjii)
2 +

m∑
i 6=j

(σijj)
2−

− 2(a− 1)
m∑

i 6=j,k

m∑
j<k

σijjσ
i
kk − 2(a− 1)

m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk+

+ 2a

[
m∑
j<k

(σjjk)
2 + (σkjk)

2 +
m∑

i 6=j,k

m∑
j<k

(σijk)
2

]
=

=− a
[
(m+ 1)mf1 + 3f2‖T‖2 − 2mf3 − 2α2 sen2 θm

]
+

+ 2a
m∑

i 6=j,k

m∑
j<k

(σijk)
2 + (a− 1)

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+ 2a
m∑
j<k

(σjjk)
2 − (a− 1)

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

((σijj)
2 + (σikk)

2)−

− 2(a− 1)
m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk + (σkjk)

2+

+
m∑
i 6=j

(σijj)
2 +

m∑
j=1

(σjjj)
2,

(3.1.7)

donde a ∈ R. La idea ahora es acotar la expresión (3.1.7) para luego buscar el valor
adecuado de a. Para ello podemos agrupar los términos siguientes de (3.1.7) dentro
de un cuadrado perfecto, lo que nos facilitará posteriormente la acotación de dicha
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expresión:

2a
m∑
j<k

(σjjk)
2 − (a− 1)

m∑
i 6=j,k

∑
j<k

((σijj)
2 + (σikk)

2)−

−2(a− 1)
m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk + (σkjk)

2 +
m∑
i 6=j

(σijj)
2 +

∑
j

(σjjj)
2.

(3.1.8)

Para agruparlos, vamos a usar una igualdad del siguiente tipo

1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − bσjkk)
2 =

1

m− 1
((m− 1)

m∑
j=1

(σjjj)
2 + b2

m∑
j 6=k

(σjkk)
2 − 2b

m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk),

(3.1.9)
donde b ∈ R. De esta forma, nuestro objetivo es hallar los valores adecuados de a y b.
Para ello, vamos a identificar coeficientes de las expresiones (3.1.8) y (3.1.9). En primer
lugar, de los términos correspondientes a (σijj)

2, para i 6= j, podemos establecer que

4a− am+m− 1 =
b2

m− 1
. (3.1.10)

Por otra parte, de los términos correspondientes a σjjj ·σ
j
kk, para j 6= k, podemos escribir

que

− 2(a− 1) =
−2b

m− 1
. (3.1.11)

De esta forma, de (3.1.10) y (3.1.11) se obtiene que b = 3 y a = m+2
m−1

, mediante un
cálculo sencillo. Por tanto, teniendo en cuenta los valores obtenidos podemos establecer
que

(m+ 1)2‖H‖2 − 2
m+ 2

m− 1
τ =− m(m+ 2)

m− 1
[(m+ 1)f1 + 3f2 cos2 θ − 2f3 − 2α2 sen2 θ]+

+
2(m+ 2)

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijk)
2 +

3

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+
1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − 3σjkk)
2,

(3.1.12)

donde se ha usado (1.3.32). De aqúı, tenemos inmediatamente que

(m+ 1)2‖H‖2 − 2
m+ 2

m− 1
τ ≥ −m(m+ 2)

m− 1
[(m+ 1)f1 + 3f2 cos2 θ − 2f3 − 2α2 sen2 θ],

obteniendo la desigualdad del enunciado.
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A continuación, vamos a estudiar el caso de la igualdad de (3.1.3). Para que se
cumpla dicha igualdad, teniendo en cuenta (3.1.12), debe verificarse que

σijk = 0, i 6= j < k,

σijj − σikk = 0, i 6= j, k, j < k,

σjjj − 3σjkk = 0, j 6= k.

(3.1.13)

Ahora bien, consideremos una referencia slant adaptada de M̃2m+1,

{e1, . . . , em, ξ, e1∗ , . . . , em∗},

de la forma detallada en el Lema 3.1.1. Aśı, tenemos que

H =
1

m+ 1

m∑
i,k=1

σkiiek∗ = ‖H‖e1∗ , (3.1.14)

por lo que
m∑
i=1

σ1
ii = (m+ 1)‖H‖,

m∑
i=1

σkii = 0,

para todo k > 1. Pero, usando (3.1.13), llegamos a que

m∑
i=1

σ1
ii = σ1

11 +
m∑
i=2

σ1
ii = σ1

11 + (m− 1)σ1
22 =

m+ 2

3
σ1

11,

y, por tanto,

σ1
11 =

3(m+ 1)

m+ 2
‖H‖, σ1

22 = σ1
ii =

m+ 1

m+ 2
‖H‖,

para todo i > 2. Además, si k > 1, se tiene que

σkkk = 3σk11, σk11 = σkii,

para todo i > 1, i 6= k. Luego, teniendo en cuenta de nuevo (3.1.13), tenemos que

0 =
m∑
i=1

σkii = σk11 +
m∑
i=2

σkii = (m+ 2)σk11.

De esta forma, si k > 1, deducimos que

σkii = 0, i = 1, . . . ,m.

Aśı, tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 3.1.4. Sea Mm+1 (m ≥ 2) una subvariedad θ-slant propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado con estructura (α, β) trans-Sasakiana,

M̃2m+1(f1, f2, f3). Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (3.1.3) en cada
punto si y sólo si existe una función real λ definida sobre M tal que la segunda forma
fundamental de M satisface

σ(e1, e1) = 3λe1∗ , σ(ei, ei) = λe1∗ , i = 2, . . . ,m,
σ(e1, ei) = λei∗ , σ(ei, ej) = 0, 2 ≤ i 6= j ≤ m,
σ(ξ, ξ) = 0, σ(ξ, ei) = −α sen θei∗ ,

(3.1.15)

respecto a cierta referencia slant adaptada {e1, . . . , em, ξ, e1∗ , . . . , em∗} cumpliendo las
condiciones del Lema 3.1.1 y con λ = m+1

m+2
‖H‖.

Finalmente, podemos demostrar el siguiente teorema donde establecemos una ex-
presión para la segunda forma fundamental de M para el caso en que se cumpla la
igualdad de (3.1.3).

Teorema 3.1.5. Sea Mm+1 (m ≥ 2) una subvariedad θ-slant propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado con estructura (α, β) trans-Sasakiana

M̃2m+1(f1, f2, f3). Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (3.1.3) en cada punto
si y sólo si

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2

{
(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H

−
(

1

sen2 θ
ωH(X) + α

m+ 2

m+ 1
η(X)

)
NY

−
(

1

sen2 θ
ωH(Y ) + α

m+ 2

m+ 1
η(Y )

)
NX

}
,

(3.1.16)

para todos X, Y tangentes a M .

Demostración. Supongamos que M satisface el caso de la igualdad de (3.1.3) en cada
punto. Si tomamos una referencia slant adaptada siguiendo el procedimiento detallado
en el Lema 3.1.1, tenemos que H = ‖H‖e1∗ , y teniendo en cuenta que λ = m+1

m+2
‖H‖,

podemos establecer que

H =
m+ 2

m+ 1
λe1∗ . (3.1.17)

Ahora bien, si tomamos dos campos tangentes cualesquiera X, Y de M , podemos cal-
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cular:

σ(X, Y ) = σ(
m+1∑
i=1

X iei,

m+1∑
j=1

Y jej) =
m+1∑
i,j=1

X iY jσ(ei, ej) =

= X1Y 1 3λ(m+ 1)

m+ 2
e1∗ +

m∑
i=2

X iY iλ(m+ 1)

m+ 2
e1∗ +

m∑
j=2

X1Y j λ(m+ 1)

m+ 2
ej∗+

m∑
i=2

X iY 1λ(m+ 1)

m+ 2
ei∗ + η(X)σ(ξ, Y ) + η(Y )σ(X, ξ) + η(X)η(Y )σ(ξ, ξ) =

=(g(X, Y )− η(X)η(Y ))
λ(m+ 1)

m+ 2
e1∗ + 2X1Y 1λ(m+ 1)

m+ 2
e1∗+

m∑
j=2

X1Y j λ(m+ 1)

m+ 2
ej∗ +

m∑
i=2

X iY 1λ(m+ 1)

m+ 2
ei∗ − αη(X)NY − αη(Y )NX,

(3.1.18)

donde se ha usado (1.3.24), (1.3.26), (3.1.17) y el Corolario 3.1.4. Por otra parte,
teniendo en cuenta que

ei∗ =
1

sen θ
Nei,

podemos establecer que

NY =
m+1∑
i=1

Y iNei = sen θ
m+1∑
i=1

Y iei∗ . (3.1.19)

Además, tenemos que

g(φX,H) =g(
m+1∑
i=1

X iφei, H) = g(
m+1∑
i=1

X iNei, H) = g(
m+1∑
i=1

X i sen θei∗ , H) =

= sen θg(
m+1∑
i=1

X iei∗ , λe1∗) = X1λ sen θ.

(3.1.20)

Aśı, de (3.1.18), (3.1.19) y (3.1.20) podemos deducir inmediatamente que

σ(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2

{
(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H

+

(
1

sen2 θ
g(φX,H)− αm+ 2

m+ 1
η(X)

)
NY

+

(
1

sen2 θ
g(φY,H)− αm+ 2

m+ 1
η(Y )

)
NX

}
,
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con lo que llegamos a (3.1.16).
Rećıprocamente, a partir de (3.1.16), se comprueba fácilmente que se verifica (3.1.15)

y, por tanto, se tiene la igualdad de (3.1.3).

Nota 3.1.6. Obsérvese que la expresión (3.1.16) de la segunda forma fundamental
coincide con (0.0.2) en el caso en que α = 1 y θ = π/2.

Como ya hemos comentado anteriormente, tanto en geometŕıa compleja como en
geometŕıa de contacto, las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad entre H
y τ siempre han tenido una gran relevancia, por lo que a continuación vamos a dar
nombre a las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad de (3.1.3).

Definición 3.1.7. Consideremos Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado con estructura (α, β) trans-Sasakiana

M̃2m+1(f1, f2, f3). Si la segunda forma fundamental, σ, de M satisface (3.1.16), o lo
que es lo mismo, el caso de la igualdad del Teorema 3.1.3, diremos que M es una
subvariedad ∗-slant.

Nota 3.1.8. Cabe mencionar que damos a estas subvariedades el nombre de subvarie-
dades ∗-slant debido a la similitud con las subvariedades ∗-Legendrianas estudiadas por
G. Pitiş en [47], de las cuales hemos hablado en la Introducción.

Nota 3.1.9. Es fácil comprobar que podemos extender tanto el Teorema 3.1.3 como
la Definición 3.1.7 al caso en que la subvariedad M sea anti-invariante, ya que si
consideramos una referencia anti-invariante adaptada {e1, . . . , em, ξ, e1∗ , . . . , em∗}, es

decir, una base local ortonormal de campos de M̃ , siendo ei∗ = φei con i = 1, . . . ,m,
siguiendo los mismos pasos que en el Teorema 3.1.3, tenemos que

2τ = (m+ 1)mf1 − 2mf3 −
m+1∑
i 6=j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) +
m+1∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej),

de donde la expresión equivalente a (3.1.12) queda de la siguiente forma:

(m+ 1)2‖H‖2 − 2
m+ 2

m− 1
τ =− m(m+ 2)

m− 1
[(m+ 1)f1 − 2f3 − 2α2]+

+
6(m+ 2)

m− 1

m∑
i<j<k

(σijk)
2 +

3

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+
1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − 3σjkk)
2,

la cual nos lleva a la desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m+ 1)f1 +mf3 + α2m

]
. (3.1.21)
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Además, podemos observar que si la variedad ambiente fuese un espacio de curvatura
φ-seccional constante, M̃(c), obtendŕıamos la desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m− 1)

c+ 3

4

]
, (3.1.22)

teniendo en cuenta que f1 = c+3
4

y f2 = f3 = c−1
4

.
Por otra parte, si sustituimos en la desigualdad (3.1.21) f1 = 0, f2 = f3 = −1 y

α = 1, o lo que es lo mismo, hacemos c = −3 en (3.1.22), obtenemos

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)
τ, (3.1.23)

que se corresponde con la desigualdad (0.0.1), establecida por D. E. Blair y A. Carriazo
en [12] para subvariedades anti-invariantes de R2m+1.

Ahora bien, del Teorema 3.1.3, obtenemos directamente los siguientes corolarios,
cuyas demostraciones son inmediatas. El primero de ellos lo usaremos en la siguiente
sección, ya que haremos referencia a ejemplos de subvariedades slant inmersas en R2m+1,
las cuales deben verificar el caso de la igualdad en la desigualdad que estableceremos
a continuación.

Corolario 3.1.10. Sea Mm+1 (m ≥ 2) una subvariedad slant no invariante de R2m+1

con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del módulo de su vector curvatura
media ‖H‖2 y su curvatura escalar τ satisfacen en cada punto la siguiente desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ +

1

2
m cos2 θ

]
. (3.1.24)

Finalmente, establecemos la desigualdad entre H y τ en el caso en que la variedad
ambiente sea un espacio de curvatura φ-seccional constante M̃(c).

Corolario 3.1.11. Sea Mm+1 una subvariedad slant no invariante de un espacio de
curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c). Entonces, el cuadrado del módulo de su
vector curvatura media ‖H‖2 y su curvatura escalar τ satisfacen en cada punto la
siguiente desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ 1)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m+ 1)

c+ 3

4
−
(

3

2
cos2 θ − 1

)
m
c− 1

4
+m sen2 θ

]
.

En la siguiente sección, obtendremos varios ejemplos interesantes en los que se
alcanza la igualdad en (3.1.3), distinguiendo los casos en que la variedad ambiente
tenga estructura α-Sasakiana o β-Kenmotsu.
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3.1.1. Ejemplos

En primer lugar, mediante el siguiente lema obtenemos ejemplos en una variedad
β-Kenmotsu trabajando con productos warped.

P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo demostraron en [3] que dada una variedad casi
Hermı́tica (N, J,G), el producto warped M = R×f N , donde f > 0 es una función de
R, puede ser dotado de una estructura casi-contacto métrica (φ, ξ, η, gf ). De hecho,

gf = π∗(gR) + (f ◦ π)2σ∗(G)

es la métrica del producto warped, donde π y σ son las proyecciones de R × N sobre
R y N , respectivamente; φ(X) = (Jσ∗X)∗, para todo campo X de R × N , y ξ = ∂

∂t
,

donde t denota la coordenada de R.
Además, si N(c) es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, ha-

ciendo un producto warped obtenemos un espacio de curvatura φ-seccional constante
generalizado

M̃

(
c− 4f ′2

4f 2
,

c

4f 2
,
c− 4f ′2

4f 2
+
f ′′

f

)
,

dotado de una estructura β trans-Sasakiana con β = f ′/f .
El siguiente lema nos da subvariedades verificando (3.1.16) a partir de la igualdad

análoga dentro de la geometŕıa compleja ya mencionada anteriormente.

Lema 3.1.12. Si M es una subvariedad slant no invariante de una variedad casi
Hermı́tica N , verificando que

σ(X, Y ) =
m

m+ 2

{
g(X, Y )HN +

1

sen2 θ
g(FX,HN)FY +

1

sen2 θ
g(FY,HN)FX

}
,

donde F es la componente tangente de J . Entonces R×fM es una subvariedad ∗-slant
de R×f N .

Demostración. En [15] se prueba que el producto cartesiano de una subvariedad slant
por R sigue siendo una subvariedad slant, con el mismo ángulo. Dado que la componente
vertical del producto warped es justamente el campo de estructura, y éste no afecta,
por definición, al hecho de ser slant la subvariedad, el producto warped de R por una
subvariedad slant también será slant.

Por otra parte, si tenemos una base ortonormal {e1, . . . , em} de M , la nueva base
de R×f M será { 1

f
e1, . . . ,

1
f
em}. De esta forma,

σ∗(
1

f
ei,

1

f
ei) =

1

f 2
σ∗(ei, ei) =

1

f 2
σ(ei, ei),

por lo que H = m
m+1

1
f2
HN .
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Aśı,

σ∗(X̄, Ȳ ) =
m+ 1

m+ 2

1

f 2

{
g(X, Y )H +

1

sen2 θ
g(FX,H)FY +

1

sen2 θ
g(FY,H)FX

}
f 2 =

=
m+ 1

m+ 2

{
(gf (X̄, Ȳ )− ηf (X̄)ηf (Ȳ ))H +

1

sen2 θ
gf (φX̄,H)φȲ

+
1

sen2 θ
g(φȲ ,H)φX̄

}
,

para todos X̄, Ȳ tangentes a R ×f M . Luego se cumple (3.1.16), teniendo en cuenta
que α = 0, pues R×f N es una variedad β-Kenmotsu, como ya hemos comentado.

Ejemplo 3.1.13. Cualquier subvariedad slant de un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante con una base ortonormal tal que

σ(e1, e1) = 3µe1∗, σ(e2, e2) = · · · = σ(em, em) = µe1∗,
σ(e1, ej) = µej∗ , σ(ej, ek) = 0, 2 ≤ j 6= k ≤ m,

(3.1.25)

verifica las condiciones del lema. Y, de esta forma, podemos presentar ejemplos de sub-
variedades ∗-slant de cualquier dimension en una variedad β-Kenmotsu. Ahora bien,
cabe preguntarse si existen ejemplos de subvariedades que verifiquen (3.1.25). La res-
puesta es que existen, al menos en dimensión dos.

En [27], B.-Y. Chen denominó special slant surfaces a cualquier superficie slant M ,

dentro de una superficie Kaehleriana M̃2, tal que

Ae3 =

(
cλ 0
0 λ

)
Ae4 =

(
0 λ
λ 0

)
,

para cualquier constante c y cualquier función λ. Cualquiera de ellas verifica las con-
diciones del lema anterior.

Ejemplo 3.1.14. Recordemos que las esferas de Whitney se definen como una familia
de inmersiones Lagrangianas de la esfera unidad Sm, centrada en el origen de Rm+1,
en Cm ∼= R2m dada por

(u0, u1, . . . , um)→ r

1 + u2
0

(u1, . . . , um, u0u1, . . . , u0um) +B, (3.1.26)

donde r es un número positivo y B es un vector de Cm. El número r y el vector B son
llamados el radio y el centro de la esfera de Whitney, respectivamente.

Debido a que las esferas de Whitney en Cm son subvariedades slant (θ = π
2
) y verifi-

can las condiciones del lema previo (ver [49]), haciendo un producto warped obtenemos
sus respectivas subvariedades ∗-slant en una variedad β-Kenmotsu.
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Por otra parte, también podemos presentar ejemplos de subvariedades ∗-slant de
una variedad α-Sasakiana, usando deformaciones D-homotéticas.

P. Alegre y A. Carriazo probaron en [4] que, dado un espacio de curvatura φ-

seccional constante (M̃(c), φ, ξ, η, g), una deformación D-homotética en el sentido de
Olszak (ver [44]) dada por

φ∗ = φ, ξ∗ =
1

a
ξ, η∗ = aη, g∗ = ag + (a2 − b)η ⊗ η,

donde a y b son constantes tales que a 6= 0 y b > 0, produce un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado con

f ∗1 =
1

b

c+ 3

4
, f ∗2 = f ∗3 =

1

b

(
c− 1

4
− a2 − b

b

)
,

dotado de una estructura a/b-Sasakiana.
Veamos a continuación que las deformaciones D-homotéticas en el sentido de Olszak

respetan la estructura ∗-slant.

Lema 3.1.15. Sea Mm una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatura φ-seccional
constante M̃2m+1(c). Mediante una deformación D-homotética en el sentido de Olszak,
se tiene que M es una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatura φ-seccional
constante generalizado con estructura α-Sasakiana, con α = a/b.

Demostración. Como acabamos de comentar, después de la deformación obtenemos un
espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado, con estructura α-Sasakiana.

Además, g∗ conserva las partes tangente y normal de φX. Entonces, si denotamos
por φ∗X = T ∗X +N∗X la descomposición de φ∗X, se tiene que T ∗X = TX. Aśı,

T ∗2X = T 2X = − cos2 θ(X + η(X)ξ) = − cos2 θ(X + η∗(X)ξ∗),

lo que quiere decir que M es una subvariedad slant de (M̃, φ∗, η∗, ξ∗, g∗).

Por otra parte, si {e1, ..., em, ξ} es una base ortonormal de M en (M̃, g), entonces

{êi = 1√
b
ei, ξ}, i = 1, . . . ,m, es una base ortonormal de M en (M̃, g∗). Además, se tiene

en [4] para una transformación D-homotética que

∇∗XY = ∇XY +
2(a2 − b)

2a2
g(φX, φY )ξ − 2α(a2 − b)

2b
(η(Y )φX + η(X)φY ),

e igualando partes normales

σ∗(X, Y ) = σ(X, Y )− 2(a2 − b)
2b

(η(Y )NX + η(X)NY ).
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Por tanto, σ∗(êi, êi) = σ(ei, ei) y H∗ = 1
b
H. Aśı,

σ∗(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H

−
(

1

sen2 θ
ωH(X) +

m+ 2

m+ 1
η(X)

)
NY

−
(

1

sen2 θ
ωH(Y ) +

m+ 2

m+ 1
η(Y )

)
NX

− a2 − b
b

(η(Y )NX + η(X)NY )

}
.

Ahora bien,

(g∗(X, Y )− η∗(X)η∗(Y ))H∗ =(bg(X, Y ) + (a2 − b)η(X)η(Y )− a2η(X)η(Y ))
1

b
H =

=(g(X, Y )− η(X)η(Y ))H,

g∗(φX,H∗) = bg(φX,
1

b
H) + (a2 − b)η(φX)η(H∗) = g(φX,H)

y

(1 +
a2 − b
b

)η(X)NY =
a2

b
η(X)NY =

a

b
η∗(X)NY,

por lo que

σ∗(X, Y ) =
m+ 1

m+ 2
{(g∗(X, Y )− η∗(X)η∗(Y ))H∗

+

(
1

sen2 θ
g∗(φX,H∗)− a

b

m+ 2

m+ 1
η∗(X)

)
NY

+

(
1

sen2 θ
g∗(φY,H∗)− a

b

m+ 2

m+ 1
η∗(Y )

)
NX

}
,

cumpliendo (3.1.16).

Ejemplo 3.1.16. Ya hemos comentado que en [12], D. E. Blair y A. Carriazo intro-
dujeron la esfera de Whitney de contacto como la familia

(u0, u1, . . . , um)→ r

1 + u2
0

(u0u1, . . . , u0um, u1, . . . , um,
ru0

1 + u2
0

+ C(1 + u2
0)) +B,

donde r es un número positivo, B es un vector de R2m+1 y C es una constante real.
Además, probaron que si Mm+1 es localmente isométrica al producto Riemanniano de
una porción de una esfera de Whitney y R, el caso de la igualdad de (3.1.23) se alcanza
para cualquier p ∈M . Aśı, si hacemos una deformación D-homotética sobre la misma,
obtenemos la respectiva subvariedad ∗-slant (θ = π

2
) en una variedad α-Sasakiana.
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Finalmente, damos dos ejemplos de subvariedades minimales en R5 y R9, respectiva-
mente, las cuales mediante las respectivas transformaciones D-homotéticas pueden ser
inmersas en un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado con estructura
α-Sasakiana.

Podemos observar que este caṕıtulo está construido para subvariedades no minima-
les. Sin embargo, veamos en el siguiente lema que es posible extender el concepto de
subvariedad ∗-slant para subvariedades minimales.

Lema 3.1.17. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatura φ-
seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana,
entonces la subvariedad M es minimal si y sólo si es totalmente geodésica de contacto.

Demostración. Supongamos que M es minimal. En este caso, sabemos que H ≡ 0, por
lo que teniendo en cuenta (3.1.16) podemos establecer que

σ(X, Y ) = −αη(X)NY − αη(Y )NX = η(X)σ(Y, ξ) + η(Y )σ(X, ξ),

donde se ha usado (1.3.26), lo que significa que M es totalmente geodésica de contacto.
Rećıprocamente, si M es totalmente geodésica de contacto verifica (1.3.28), por lo que
σ(ei, ei) = 0 para i = 1, . . . ,m debido a que la base {e1, . . . , em, ξ} es ortonormal y
σ(ξ, ξ) = 0 por (1.3.24). De esta forma, tenemos que

H =
1

m+ 1

[
m∑
i=1

σ(ei, ei) + σ(ξ, ξ)

]
= 0,

lo que significa que M es minimal.

Ejemplo 3.1.18. En [15, Ejemplos 3.7 y 3.12], se definen las siguientes subvariedades
slant.

La primera está definida para cualquier θ ∈ [0, π/2] como

x(u, v, t) = 2(ucosθ, usinθ, v, 0, t).

Es una subvariedad slant minimal tridimensional con ángulo slant θ en R5 con su
estructura Sasakiana usual.

La segunda de ellas está definida para cualquier θ ∈ [0, π/2] como

x(u, v, w, s, t) = 2(u, 0, w, 0, vcosθ, vsinθ, scosθ, ssinθ, t).

Se trata de una subvariedad slant minimal de dimensión 5 con ángulo slant θ en R9

con su estructura Sasakiana usual.
Ambas son subvariedades ∗-slant ya que satisfacen el caso de la igualdad de (3.1.24)

en cada punto p ∈ M . De esta forma, si hacemos una deformación D-homotética
obtendremos subvariedades ∗-slant en variedades α-Sasakianas.
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3.1.2. La curvatura de Ricci

Siguiendo la misma ĺınea, establecemos una relación entre otro de los principales in-
variantes intŕınsecos, la curvatura de Ricci, y el principal invariante extŕınseco, H sobre
una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado.
Este tema fue estudiado en primer lugar por B.-Y. Chen en [28], donde estableció la
bien conocida desigualdad de Chen-Ricci para cualquier subvariedad Riemanniana m-
dimensional de un espacio de curvatura seccional constante, M̃(c),

Ric(X) ≤ (m− 1)c+
m2

4
‖H‖2.

Posteriormente, estableció una desigualdad similar para subvariedades Lagrangianas
en un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, M̃(4c), en [29].

Nosotros estableceremos una igualdad que relacione la curvatura de Ricci con el
cuadrado del módulo del vector curvatura media para subvariedades ∗-slant, y como
corolario daremos cotas tanto inferior como superior de la curvatura de Ricci, en función
del cuadrado del módulo de su vector curvatura media.

Teorema 3.1.19. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant no invariante de un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β)
trans-Sasakiana. Entonces, el módulo del cuadrado del vector curvatura media ‖H‖2 y
la curvatura de Ricci de M para cualquier campo tangente unitario X ortogonal a ξ
están relacionados por la siguiente expresión:

Ric(X) =
(m+ 1)2

m+ 2

[
‖H‖2 +

1

sen2 θ
g2(NX,H)

]
+

+mf1 + 3 cos2 θf2 − f3 − α2 sen2 θ.

(3.1.27)

Demostración. SeaMm+1 una subvariedad slant de una variedad (α, β) trans-Sasakiana

M̃2m+1(f1, f2, f3). Sean {e1, . . . , em, em+1 = ξ, e1∗, . . . , em∗} una referencia slant adap-
tada, que para el caso anti-invariante se trata simplemente de {e1, . . . , em, em+1 =
ξ, φe1, . . . , φem} y X un campo tangente unitario de M , ortogonal a ξ. Entonces, en
virtud de (1.1.10) y (1.1.13), la curvatura de Ricci de M satisface la siguiente ecuación:

Ric(X) =
m+1∑
i=1

R̃(X, ei; ei, X)−
m+1∑
i=1

g(σ(X, ei), σ(X, ei)) + g(σ(X,X), (m+ 1)H).

(3.1.28)

De (1.3.14), podemos calcular

54



m+1∑
i=1

R̃(X, ei; ei, X) =
m+1∑
i=1

[f1{g(ei, ei)g(X,X)− g(X, ei)g(ei, X)}+

f2 {g(X,φei)g(φei, X)−
−g(ei, φei)g(X,X) + 2g(X,φei)g(φei, X)}+

f3 {η(X)η(ei)g(ei, X)− η(ei)η(ei)g(X,X)+

+g(X, ei)η(X)η(ei)− g(ei, ei)η(X)η(X)} ] =

=f1

[
m+1∑
i=1

1−
m+1∑
i=1

g2(X, ei)

]
+

+ 3f2

m+1∑
i=1

g2(φX, ei)− f3

m+1∑
i=1

η2(ei)g(X,X) =

=mf1 + 3 cos2 θf2 − f3.

(3.1.29)

Por otra parte, como M es una subvariedad ∗-slant, satisface (3.1.16), y aśı para
cualquier campo tangente ei 6= ξ de la referencia slant adaptada que hemos tomado
anteriormente, y teniendo en cuenta que X es unitario, obtenemos:

m∑
i=1

g(σ(X, ei), σ(X, ei)) =
m∑
i=1

(
m+ 1

m+ 2

)2 [
g2(X, ei)‖H‖2+

+
1

sen4 θ
g2(φX,H)g(Nei, Nei)+

+
1

sen4 θ
g2(φei, H)g(NX,NX)+

+
2

sen2 θ
g(X, ei)g(φX,H)g(H,Nei)+

+
2

sen2 θ
g(X, ei)g(φei, H)g(H,NX)+
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+
2

sen4 θ
g(φX,H)g(φei, H)g(Nei, NX)

]
=

(
m+ 1

m+ 2

)2 [
‖H‖2 +

m

sen2 θ
g2(NX,H)−

− sen4 θ

sen4 θ
‖H‖2 +

2

sen2 θ
g2(NX,H)+

+
2

sen2 θ
g2(NX,H)− 2

sen2 θ
g2(NX,H)

]
=

=

(
m+ 1

m+ 2

)2 [
m+ 2

sen2 θ
g2(NX,H)

]
.

(3.1.30)

Ahora bien, en el caso de que ei = ξ, al tener M̃ estructura trans-Sasakiana, pode-
mos obtener fácilmente:

g(σ(X, ξ), σ(X, ξ)) = g(−αNX,−αNX) = α2g(NX,NX) = α2 sen2 θ, (3.1.31)

teniendo en cuenta (1.3.26). Por otro lado, también tenemos:

g(σ(X,X), (m+ 1)H) =
(m+ 1)2

m+ 2

[
‖H‖2 +

2

sen2 θ
g2(NX,H)

]
. (3.1.32)

Entonces, sustituyendo (3.1.29), (3.1.30), (3.1.31) y (3.1.32) en (3.1.28), se tiene
inmediatamente la igualdad del enunciado.

Seguidamente, a partir de (3.1.27), podemos establecer en el siguiente corolario
cotas inferior y superior de la curvatura de Ricci en función del cuadrado del vector
curvatura media.

Corolario 3.1.20. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatu-
ra φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-
Sasakiana. Entonces, el módulo del cuadrado del vector curvatura media ‖H‖2 y la
curvatura de Ricci de M para cualquier campo tangente unitario X ortogonal a ξ sa-
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tisfacen en cada punto las siguientes desigualdades:

(m+ 1)2

m+ 2
‖H‖2 +mf1 + 3 cos2 θf2 − f3 − α2 sen2 θ ≤ Ric(X) ≤

≤(m+ 1)2

m+ 2

(
1 +

1

sen2 θ

)
‖H‖2 +mf1 + 3 cos2 θf2 − f3 − α2 sen2 θ.

(3.1.33)

De nuevo, siguiendo la misma ĺınea que en la sección anterior, podemos establecer
como casos particulares los siguientes corolarios. Los dos primeros, tomando como
variedad ambiente R2m+1 con su estructura Sasakiana habitual para los casos en que la
subvariedad sea anti-invariante y slant propia, respectivamente, y el tercero para una
subvariedad slant propia en un espacio de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c).

Corolario 3.1.21. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant (θ = π/2) tangente al campo
de estructura de R2m+1 con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del módulo de
su vector curvatura media ‖H‖2 y su curvatura de Ricci para cualquier campo tangente
unitario X de M ortogonal a ξ satisfacen en cada punto las siguientes desigualdades:

(m+ 1)2

m+ 2
‖H‖2 ≤ Ric(X) ≤ 2(m+ 1)2

m+ 2
‖H‖2.

Corolario 3.1.22. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant de R2m+1 con estructura Sa-
sakiana. Entonces, el cuadrado del módulo de su vector curvatura media ‖H‖2 y su
curvatura de Ricci para cualquier campo tangente unitario X de M ortogonal a ξ sa-
tisfacen en cada punto las siguientes desigualdades:

(m+ 1)2

m+ 2
‖H‖2 − 2cos2θ ≤ Ric(X) ≤ (m+ 1)2

m+ 2

(
1 +

1

sen2 θ

)
‖H‖2 − 2cos2θ.

Corolario 3.1.23. Sea Mm+1 una subvariedad ∗-slant de un espacio de curvatura
φ-seccional constante M̃2m+1(c) con estructura Sasakiana. Entonces, el cuadrado del
módulo de su vector curvatura media ‖H‖2 y su curvatura de Ricci para cualquier
campo tangente unitario X de M ortogonal a ξ satisfacen en cada punto las siguientes
desigualdades:

(m+ 1)2

m+ 2
‖H‖2 +

m(c+ 3)

4
−
(

3(c− 1)

4
+ 1

)
sen2 θ +

c− 1

2
≤ Ric(X) ≤

≤(m+ 1)2

m+ 2

(
1 +

1

sen2 θ

)
‖H‖2 +

m(c+ 3)

4
−
(

3(c− 1)

4
+ 1

)
sen2 θ +

c− 1

2
.

Nota 3.1.24. Obsérvese que los ejemplos comentados en la sección anterior sobre
subvariedades ∗-slant satisfacen las condiciones del Teorema 3.1.19. Aśı, por ejemplo,
para la primera subvariedad del Ejemplo 3.1.18 se tiene, según el Corolario 3.1.22, que
para cualquier campo tangente unitario X, Ric(X) = −2 cos2 θ.
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3.2. Forma de Maslov cerrada

En esta sección vamos a considerar una subvariedad slant propia, Mm+1, con ángu-
lo slant θ, inmersa en un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado
M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana. De nuevo, aunque en [41], J.

C. Marrero probó que si m ≥ 2, M̃2m+1 es una variedad o bien α-Sasakiana o bien
β-Kenmotsu, daremos los resultados, siempre que sea posible, para una variedad am-
biente con estructura (α, β) trans-Sasakiana y analizaremos a partir de ah́ı los casos
α-Sasakiano y β-Kenmotsu.

El objetivo principal de esta sección es estudiar cuándo la Forma de Maslov ωH
definida en (2.1.1) es una forma cerrada.

En primer lugar, tomamos una referencia slant adaptada construida siguiendo el
procedimiento detallado en la Nota 2.1.7 y consideramos la 1-forma Θ dada por (2.1.2) y
vamos a calcular dΘ cuando la variedad ambiente es un espacio de curvatura φ-seccional
constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana. Para
ello, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de una variedad (α, β) trans-

Sasakiana M̃2m+1. Entonces, respecto a una referencia slant adaptada, se verifica:

ω
(2j)∗

2i + ω
(2j−1)∗

2i−1 = ω
(2i)∗

2j + ω
(2i−1)∗

2j−1 , (3.2.1)

ω
(2j)∗

(2i)∗ − ω
(2j−1)∗

(2i−1)∗ = ω2j
2i − ω

2j−1
2i−1 , (3.2.2)

ω2i−1
2j − ω(2i−1)∗

(2j)∗ = ω2j−1
2i − ω(2j−1)∗

(2i)∗ , (3.2.3)

para todos i, j = 1, . . . ,m.

Demostración. Para cada i, j = 1, . . . ,m, se tiene

g(φe2i−1, e2j−1) = 0. (3.2.4)

Aśı, calculando la derivada de (3.2.4) respecto a un campo tangente X cualquiera,
resulta:

0 = Xg(φe2i−1, e2j−1) = g(∇̃Xφe2i−1, e2j−1) + g(φe2i−1, ∇̃Xe2j−1). (3.2.5)

Pero, al ser M̃ trans-Sasakiana, en virtud de (1.3.12) se tiene que

∇̃Xφe2i−1 = φ∇̃Xe2i−1 + αg(X, e2i−1)ξ + βg(φX, e2i−1)ξ.

Aśı,

g(∇̃Xφe2i−1, e2j−1) =g(φ∇̃Xe2i−1, e2j−1) = −g(∇̃Xe2i−1, φe2j−1) =

=− g(∇Xe2i−1, T e2j−1)− g(σ(X, e2i−1), Ne2j−1),
(3.2.6)
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donde se ha usado la Fórmula de Gauss (1.1.1). Por otra parte:

g(φe2i−1, ∇̃Xe2j−1) = g(Te2i−1,∇Xe2j−1) + g(Ne2i−1, σ(X, e2j−1)). (3.2.7)

Aśı, de (3.2.5), (3.2.6) y (3.2.7) se sigue que

0 =− cos θ(g(∇Xe2i−1, e2j)− g(∇Xe2j−1, e2i))+

+ sen θ(g(e(2i−1)∗ , σ(X, e2j−1))− g(e(2j−1)∗ , σ(X, e2i−1)),
(3.2.8)

de donde
cot θ(ω2j

2i−1 − ω2i
2j−1)(X) = (ω

(2i−1)∗

2j−1 − ω(2j−1)∗

2i−1 )(X). (3.2.9)

De la misma forma, si partimos de g(φe2i, e2j) = 0 y derivamos, obtenemos

0 =Xg(φe2i, e2j) = g(∇̃Xφe2i, e2j) + g(φe2i, ∇̃Xe2j) =

=− g(∇Xe2i−1, T e2j−1)− g(σ(X, e2i−1), Ne2j−1)+

+ g(Te2i−1,∇Xe2j−1) + g(Ne2i−1, σ(X, e2j−1)) =

=− cos θ(g(∇Xe2i−1, e2j)− g(∇Xe2j−1, e2i))+

+ sen θ(g(e(2i−1)∗ , σ(X, e2j−1))− g(e(2j−1)∗ , σ(X, e2i−1)),

donde se ha vuelto a usar la Fórmula de Gauss y que M̃ tiene estructura (α, β) trans-
Sasakiana. De esta forma, obtenemos

cot θ(ω2j−1
2i − ω2i−1

2j )(X) = (ω
(2j)∗

2i − ω(2i)∗

2j )(X). (3.2.10)

Luego, de (3.2.9) y (3.2.10) se obtiene que ω
(2i−1)∗

2j−1 − ω(2j−1)∗

2i−1 = ω
(2j)∗

2i − ω(2i)∗

2j con lo
que se llega a (3.2.1).

Usando el mismo procedimiento, si partimos de g(φe2i−1, e(2j−1)∗) = sen θδij y deri-
vamos esta ecuación respecto de X, obtenemos que

cot θ(ω
(2j)∗

2i−1 − ω
(2j−1)∗

2i )(X) = −(ω2j−1
2i−1 + ω

(2i−1)∗

(2j−1)∗)(X). (3.2.11)

Por otra parte, como g(φe2i, e(2j)∗) = sen θδij, si derivamos esta ecuación respecto de
X llegamos a

cot θ(ω
(2j−1)∗

2i − ω(2j)∗

2j−1)(X) = (ω2j
2i + ω

(2i)∗

(2j)∗)(X). (3.2.12)

Aśı, de (3.2.11) y (3.2.12) llegamos a (3.2.2).
Finalmente, si partimos de g(φe(2i)∗ , e(2j)∗) = 0 y derivamos esta ecuación respecto

de X, obtenemos que

cot θ(ω
(2j−1)∗

(2i)∗ − ω(2i−1)∗

(2j)∗ )(X) = (ω
(2j)∗

2i + ω
(2i)∗

2j )(X). (3.2.13)

De esta última expresión (3.2.13) junto con (3.2.10) obtenemos (3.2.3), concluyendo la
demostración del lema.
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A continuación, nuestro objetivo es calcular dΘ, para estudiar cuándo es cerrada
dicha 1-forma Θ. Si hacemos la diferencial directamente de (2.1.2), resulta que

dΘ =
m∑
i=1

dωi
∗

i =−
m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi +
m∑
i=1

Ωi∗

i

=−
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j−1)∗

A ∧ ωA2j−1 +
k∑
j=1

Ω
(2j−1)∗

2j−1 −

−
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j)∗

A ∧ ωA2j +
k∑
j=1

Ω
(2j)∗

2j ,

(3.2.14)

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las

formas de curvatura Ω
(2j−1)∗

2j−1 y Ω
(2j)∗

2j :

Lema 3.2.2. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curvatura φ-
seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana.
Entonces, respecto a una referencia slant adaptada, se verifica

Ω
(2j−1)∗

2j−1 =f2 sen θ cos θ(−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗)+

f2 cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ − (f1 + f2 sen2 θ)ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗+

2f2

k∑
p=1

{sen θ cos θ(−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗)−

sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)},

(3.2.15)

Ω
(2j)∗

2j =f2 sen θ cos θ(−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗)−
(f1 + f2 sen2 θ)ω2j ∧ ω(2j)∗ + f2 cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗+

2f2

k∑
p=1

{sen θ cos θ(−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗)−

sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)},

(3.2.16)

para todo j = 1, . . . , k, donde θ denota el ángulo slant de M .
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Demostración. Partiendo de (1.1.5) resulta que

2Ω
(2j)∗

2j =
∑
C,D

R̃(eC , eD; e2j, e(2j)∗)ω
C ∧ ωD =

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e2q; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω2q +

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω(2q)∗ +

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p=1

R̃(e2p, ξ; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ η +

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e2q; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω2q−1 +

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω(2q−1)∗ +

k∑
p=1

R̃(e2p−1, ξ; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ η+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω2q +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω(2q)∗ +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p=1

R̃(e(2p)∗ , ξ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ η +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω2q−1 +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω(2q−1)∗ +

k∑
p=1

R̃(e(2p−1)∗ , ξ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ η+

k∑
q=1

R̃(ξ, e2q; e2j, e(2j)∗)η ∧ ω2q +
k∑
q=1

R̃(ξ, e2q−1; e2j, e(2j)∗)η ∧ ω2q−1+

k∑
q=1

R̃(ξ, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)η ∧ ω(2q)∗ +
k∑
q=1

R̃(ξ, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)η ∧ ω(2q−1)∗+

R̃(ξ, ξ; e2j, e(2j)∗)η ∧ η.
(3.2.17)
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Calculemos ahora, a partir de (1.3.14), los distintos coeficientes de (3.2.17):

R̃(e2p, e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.18)

R̃(e2p, e2q−1; e2j, e(2j)∗) = f2(cos θδjq sen θδjp + 2 cos θδpq sen θ), (3.2.19)

R̃(e2p, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = −f1δjpδjq + f2(− sen2 θδjqδjp − 2 sen2 θδpq), (3.2.20)

R̃(e2p, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.21)

R̃(e2p, ξ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.22)

R̃(e2p−1, e2q; e2j, e(2j)∗) = f2(− cos θδjp sen θδjq − 2 cos θδpq sen θ), (3.2.23)

R̃(e2p−1, e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.24)

R̃(e2p−1, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.25)

R̃(e2p−1, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = f2(cos2 θδjpδjq − 2 sen2 θδpq), (3.2.26)

R̃(e2p−1, ξ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.27)

R̃(e(2p)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗) = f2(sen2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq) + f1(δjpδjq), (3.2.28)

R̃(e(2p)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.29)

R̃(e(2p)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.30)

R̃(e(2p)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = f2(− sen θ cos θδjpδjq − 2 cos θδpq sen θ), (3.2.31)

R̃(e(2p)∗ , ξ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.32)

R̃(e(2p−1)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.33)

R̃(e(2p−1)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗) = f2(− cos2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq), (3.2.34)

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = f2(sen θ cos θδjpδjq + 2 cos θδpq sen θ), (3.2.35)

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.36)

R̃(e(2p−1)∗ , ξ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.37)

R̃(ξ, e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.38)

R̃(ξ, e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.39)

R̃(ξ, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.40)

R̃(ξ, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.41)

R̃(ξ, ξ; e2j, e(2j)∗) = 0, (3.2.42)
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Aśı, de (3.2.17)-(3.2.42), obtenemos que

2Ω
(2j)∗

2j =
k∑

p,q=1

f2(cos θδjq sen θδjp + 2 cos θδpq sen θ)ω2p ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

−f1δjpδjq + f2(− sen2 θδjqδjp − 2 sen2 θδpq)ω
2p ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

f2(− cos θδjp sen θδjq − 2 cos θδpq sen θ)ω2p−1 ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

f2(cos2 θδjpδjq − 2 sen2 θδpq)ω
2p−1 ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p,q=1

f2(sen2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq) + f1(δjpδjq)ω
(2p)∗ ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

f2(− sen θ cos θδjpδjq − 2 cos θδpq sen θ)ω(2p)∗ ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p,q=1

f2(− cos2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq)ω
(2p−1)∗ ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

f2(sen θ cos θδjpδjq + 2 cos θδpq sen θ)ω(2p−1)∗ ∧ ω(2q)∗ =

=− 2f2

k∑
p=1

(cos θ sen θδjp + 2 cos θ sen θ)ω2p−1 ∧ ω2p+

2
k∑
p=1

−f1δjp + f2(− sen2 θδjp − 2 sen2 θ)ω2p ∧ ω(2p)∗+

2
k∑
p=1

f2(cos2 θδjp − 2 sen2 θ)ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗+

2
k∑
p=1

f2(sen θ cos θδjp + 2 cos θ sen θ)ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗ ,

(3.2.43)
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lo que implica que

2Ω
(2j)∗

2j =2f2 sen θ cos θ(−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗)−
2(f1 + f2 sen2 θ)ω2j ∧ ω(2j)∗ + f2 cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗+

4f2

k∑
p=1

{sen θ cos θ(−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗)−

sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)},

de donde llegamos inmediatamente a (3.2.16). Análogamente se demuestra (3.2.15),
con lo que queda demostrado el lema.

Por tanto, ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma Θ.

Teorema 3.2.3. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-
Sasakiana. Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) verifica

dΘ =− 2 sen θ cos θ(α2 + (m+ 1)f2)

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)

+(−2 sen2 θ(α2 + (m+ 1)f2) + α2 − f1 + f2 − β2)

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
,

(3.2.44)

donde θ denota el ángulo slant de M .

Demostración. Calculamos en primer lugar, a partir de (3.2.15) y de (3.2.16):

k∑
j=1

Ω
(2j−1)∗

2j−1 +
k∑
j=1

Ω
(2j)∗

2j =
k∑
j=1

{
f2 sen θ cos θ(−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗)+

+ f2 cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ − (f1 + f2 sen2 θ)ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗
}

+

+2f2

k∑
p=1

{sen θ cos θ(−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗)−
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− sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)}+

+
k∑
j=1

{
f2 sen θ cos θ(−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗)−

− (f1 + f2 sen2 θ)ω2j ∧ ω(2j)∗ + f2 cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗
}

+

+ 2f2

k∑
p=1

{sen θ cos θ(−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗)−

− sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)} =

=
k∑
j=1

{
2 sen θ cos θ(m+ 1)f2(ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ − ω2j−1 ∧ ω2j)+

+ (−f2 sen2 θ(2m+ 1) + f2 cos2 θ − f1)(ω2j ∧ ω(2j)∗ + ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗)
}
.

(3.2.45)

Por otra parte,

−

(
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j−1)∗

A ∧ ωA2j−1 +
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j)∗

A ∧ ωA2j

)
=

−
k∑
i=1

(
k∑
j=1

ω
(2i−1)∗

2j−1 ∧ ω2j−1
2i−1 +

k∑
j=1

ω
(2i−1)∗

2j ∧ ω2j
2i−1+

+
k∑
j=1

ω
(2i−1)∗

(2j−1)∗ ∧ ω
(2j−1)∗

2i−1 +
k∑
j=1

ω
(2i−1)∗

(2j)∗ ∧ ω(2j)∗

2i−1 + ω
(2i−1)∗

ξ ∧ ωξ2i−1

)
−

−
k∑
i=1

(
k∑
j=1

ω
(2i)∗

2j−1 ∧ ω
2j−1
2i +

k∑
j=1

ω
(2i)∗

2j ∧ ω2j
2i+

+
k∑
j=1

ω
(2i)∗

(2j−1)∗ ∧ ω
(2j−1)∗

2i +
k∑
j=1

ω
(2i)∗

(2j)∗ ∧ ω
(2j)∗

2i + ω
(2i)∗

ξ ∧ ωξ2i

)
.

(3.2.46)

Ahora bien, por el Lema 3.2.1 y siguiendo los mismos pasos de [26, Teorema 3.1],
llegamos a

k∑
i,j=1

ω
(2i−1)∗

2j−1 ∧ ω2j−1
2i−1 +

k∑
i,j=1

ω
(2i−1)∗

(2j−1)∗ ∧ ω
(2j−1)∗

2i−1 +

+
k∑

i,j=1

ω
(2i)∗

2j ∧ ω2j
2i +

k∑
i,j=1

ω
(2i)∗

(2j)∗ ∧ ω
(2j)∗

2i = 0.

(3.2.47)
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De la misma forma, obtenemos que

k∑
i,j=1

ω
(2i−1)∗

2j ∧ ω2j
2i−1 +

k∑
i,j=1

ω
(2i−1)∗

(2j)∗ ∧ ω(2j)∗

2i−1 +

+
k∑

i,j=1

ω
(2i)∗

2j−1 ∧ ω
2j−1
2i +

k∑
i,j=1

ω
(2i)∗

(2j−1)∗ ∧ ω
(2j−1)∗

2i = 0.

(3.2.48)

Ahora bien, considerando un campo X cualquiera, teniendo en cuenta (1.3.13),

ω
(2j)∗

ξ (X) =g(∇̃Xξ, e(2j)∗) =

=g(−αφX + β(X − η(X)ξ), e(2j)∗) =

=− αg(e(2j)∗ , φX) + βg(e(2j)∗ , X) = αg(φe(2j)∗ , X) + βg(e(2j)∗ , X) =

=− α sen θg(e2j, X) + α cos θg(e(2j−1)∗ , X) + βg(e(2j)∗ , X),

por lo que ω
(2j)∗

ξ = α(cos θω(2j−1)∗ − sen θω2j) + βω(2j)∗ . Análogamente,

ωξ2j(X) =g(∇̃Xe2j, ξ) = −g(e2j, ∇̃Xξ) =

=− g(e2j,−αφX + β(X − η(X)ξ)) =

=αg(e2j, φX)− βg(e2j, X) = −αg(φe2j, X)− βg(e2j, X) =

=− α sen θg(e(2j)∗ , X) + α cos θg(e2j−1, X)− βg(e2j, X),

de donde ωξ2j = α(cos θω2j−1 − sen θω(2j)∗)− βω2j. Luego,

ω
(2j)∗

ξ ∧ ωξ2j =α2 sen θ cos θω2j−1 ∧ ω2j + (α2 sen2 θ + β2)ω2j ∧ ω(2j)∗−
− α2 cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ − α2 sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ .

Análogamente se tiene que

ω
(2j−1)∗

ξ ∧ ωξ2j−1 =α2 sen θ cos θω2j−1 ∧ ω2j + (α2 sen2 θ + β2)ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗−
− α2 cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ − α2 sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ .

Por lo tanto,

−
k∑
j=1

(ω
(2j−1)∗

ξ ∧ ωξ2j−1+ω
(2j)∗

ξ ∧ ωξ2j) = −2α2 sen θ cos θ
k∑
j=1

{
ω2j−1 ∧ ω2j+

+(α2(cos2 θ − sen2 θ)− β2)(ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ + ω2j ∧ ω(2j)∗)+

+ 2α2 sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗
}
.

(3.2.49)

Finalmente, (3.2.44) se deduce de (3.2.14) y de (3.2.45)-(3.2.49).
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En los siguientes corolarios vamos a analizar cuándo la 1-forma Θ dada por (2.1.2)

es cerrada, distinguiendo los casos en que la variedad ambiente M̃2m+1 tenga estructura
α-Sasakiana o β-Kenmotsu.

Corolario 3.2.4. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura α-Sasakiana.
Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) es cerrada si y sólo si

f1 +mf2 = 0. (3.2.50)

Además, en dicho caso, tendŕıamos que f2 = f3.

Demostración. Como M̃2m+1 es α-Sasakiana, tenemos que dΘ = 0 si y sólo si α2 +
(m+ 1)f2 = 0 y α2 − f1 + f2 = 0. Ahora bien, la demostración es inmediata según [5,

Teorema 4.2], el cual nos dice que si M̃2m+1(f1, f2, f3) es un espacio de curvatura φ-
seccional constante generalizado con estructura α-Sasakiana (α 6= 0), entonces f1, f2, f3

son funciones constantes tales que f1 − α2 = f2 = f3.

Nota 3.2.5. Podemos comprobar que en el caso de que la variedad ambiente sea un
espacio de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c), llegamos a que Θ es cerrada si
y sólo si

c =
m− 3

m+ 1
,

tal como aparece en [19]. Para ello, basta tomar f1 = c+3
4

y f2 = c−1
4

y sustituir en
(3.2.50). Además, este caso coincide con el obtenido en el Corolario 2.1.5 para el caso
anti-invariante.

Corolario 3.2.6. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura β-Kenmotsu.
Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) es cerrada si y sólo si

f1 = −β2 y f2 = 0.

Además, en dicho caso, tendŕıamos que f3 = ξ(β).

Demostración. La prueba es inmediata teniendo en cuenta que M̃2m+1 es β-Kenmotsu
y [5, Proposición 4.3], la cual nos dice que si M̃2m+1(f1, f2, f3) es un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado con estructura β-Kenmotsu, entonces β sólo depende
de la dirección de ξ y se satisface la ecuación f1 − f3 + ξ(β) + β2 = 0.

Nota 3.2.7. Obsérvese que si Mm+1 es una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura co-
simpléctica, es decir con α = β = 0, entonces, Θ seŕıa cerrada si y sólo si

f1 = f2 = f3 = 0,
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por el Corolario 3.2.6, ya que las variedades cosimplécticas son β-Kenmotsu con β = 0.
Estaŕıamos en el caso localmente isométrico a R× Cm, ya que sabemos que Cm es

un espacio de curvatura seccional holomorfa constante c = 0. Además, como ya hemos
comentado anteriormente, de [3], sabemos que el producto warped R×f Cm para f = 1,
es un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado

M̃

(
−f ′2

f 2
, 0,
−f ′2

f 2
+
f ′′

f

)
,

dotado de una estructura β-Kenmotsu, con β = f ′/f . Por tanto, al ser f = 1, R×f Cm

tiene estructura cosimpléctica (α = β = 0) y además, f1 = f2 = f3 = 0.

Nota 3.2.8. Obsérvese que, en el caso de ser Θ cerrada, define una clase canónica de
cohomoloǵıa en M , [Θ] ∈ H1(M ;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad Mm+1 tiene dimensión m+ 1 con
m ≥ 2, el Teorema 3.2.3 implica que la 1-forma Θ no es cerrada en el caso de que
M̃2m+1(c) sea un espacio de curvatura φ-seccional constante c = −3 (como es el caso
de R2m+1 con su estructura usual). No obstante, podemos definir una nueva 1-forma ω
en M a partir de Θ, similar a la Forma de Maslov de M . Sabemos que

Θ =
2k∑
l=1

ωl
∗

l ,

donde

ωl
∗

l =
2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i + σl

∗

lξη,

con m = 2k, por lo que

Θ =
2k∑
l=1

2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i +

2k∑
l=1

σl
∗

lξη. (3.2.51)

Por otra parte, sabemos que

σl
∗

lξ = g(σ(el, ξ), el∗) = −α csc θg(Nel, Nel) = −α sen θ, (3.2.52)

por lo que
2k∑
l=1

σl
∗

lξη = −2kα sen θη. (3.2.53)

Además, si M es una subvariedad slant trans-Sasakiana,

σl
∗

li =g(σ(el, ei), el∗) = csc θg(σ(el, ei), Nel) =

= csc θg(ANelei, el) = csc θg(ANeiel, el) =

=g(σ(el, el), ei∗) = σi
∗

ll ,

(3.2.54)
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donde hemos usado (1.3.46). Aśı,

2k∑
l=1

2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i =

2k∑
l=1

2k∑
i=1

σi
∗

ll ω
i =

2k∑
i=1

(trσi
∗
)ωi. (3.2.55)

Por tanto, de (3.2.51)-(3.2.55), obtenemos que

Θ =
2k∑
i=1

(trσi
∗
)ωi − 2kα sen θη,

por lo que definimos

ω = Θ +mα sen θη. (3.2.56)

Nota 3.2.9. Obsérvese que en el caso en que M sea una subvariedad anti-invariante
y M̃ un espacio de curvatura φ-seccional constante, la 1-forma ω dada por (3.2.56)
coincide con la dada en (2.1.25). Basta tomar α = 1 y θ = π/2.

Aplicando directamente el Teorema 3.2.3, se tiene el siguiente resultado, mediante
el cual analizaremos en qué casos la 1-forma ω dada por (3.2.56) es cerrada.

Teorema 3.2.10. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β)
trans-Sasakiana. Entonces, la 1-forma ω dada por (3.2.56) verifica:

dω =− 2 sen θ cos θ(m+ 1)(α2 + f2)

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
+(−2 sen2 θ(m+ 1)(α2 + f2) + α2 − f1 + f2 − β2)·

·

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
.

(3.2.57)

Demostración. De (3.2.56) se deduce que

dω = dΘ +mα sen θdη, (3.2.58)

ya que α es constante, por [5, Teorema 4.2]. Pero, como M̃ es una variedad con estruc-
tura (α, β) trans-Sasakiana, se cumple que dη(X, Y ) = αg(X,φY ), para todos X, Y
tangentes a M , por lo que, en función de una referencia slant adaptada, tenemos que

dη(e2p−1, e2q−1) = αg(e2p−1, T e2q−1) = 0, (3.2.59)
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dη(e2p−1, ξ) = 0, (3.2.60)

dη(e2p−1, e2q) = −α cos θδpq, (3.2.61)

dη(e2p−1, e(2q−1)∗) = −α sen θδpq, (3.2.62)

dη(e2p−1, e(2q)∗) = 0, (3.2.63)

dη(e2p, e2q−1) = α cos θδpq, (3.2.64)

dη(e2p, ξ) = 0, (3.2.65)

dη(e2p, e2q) = 0, (3.2.66)

dη(e2p, e(2q−1)∗) = 0, (3.2.67)

dη(e2p, e(2q)∗) = −α sen θδpq, (3.2.68)

dη(e(2p−1)∗ , e2q−1) = α sen θδpq, (3.2.69)

dη(e(2p−1)∗ , e2q) = 0, (3.2.70)

dη(e(2p−1)∗ , ξ) = 0, (3.2.71)

dη(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗) = 0, (3.2.72)

dη(e(2p−1)∗ , e(2q)∗) = α cos θδpq, (3.2.73)

dη(e(2p)∗ , e2q−1) = 0, (3.2.74)

dη(e(2p)∗ , e2q) = α sen θδpq, (3.2.75)

dη(e(2p)∗ , ξ) = 0, (3.2.76)

dη(e(2p)∗ , e(2q−1)∗) = −α cos θδpq, (3.2.77)

dη(e(2p)∗ , e(2q)∗) = 0, (3.2.78)

para todos p, q = 1, . . . , k.
Aśı, de (3.2.59) a (3.2.78) se sigue que:

dη =− 2α cos θ

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)

− 2α sen θ

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
.

(3.2.79)

Finalmente, (3.2.57) resulta de (3.2.44), (3.2.58) y (3.2.79).

Vamos a analizar en los siguientes corolarios cuándo ω es cerrada en los casos α-
Sasakiano y β-Kenmotsu.
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Corolario 3.2.11. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura α-
Sasakiana. Entonces, la 1-forma ω dada por (3.2.56) es cerrada si y sólo si

f1 = 0. (3.2.80)

Además, en dicho caso, se tiene que f2 = f3 = −α2.

Demostración. Como M̃2m+1 es α-Sasakiana, a partir de (3.2.57), se deduce que

dω = 0⇔


α2 + f2 = 0⇔ f2 = −α2

y
f1 = 0.

Además, [5, Teorema 4.2] establece que ambas condiciones son equivalentes, pues

f1 − α2 = f2 = f3,

como ya hemos comentado anteriormente.

Nota 3.2.12. Podemos comprobar que en el caso de que la variedad ambiente sea un
espacio de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c), llegamos a que ω es cerrada si y
sólo si c = −3, tal y como aparece en [19].

Corolario 3.2.13. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura β-
Kenmotsu. Entonces, la 1-forma ω dada por (3.2.56) es cerrada si y sólo si

f1 = −β2 y f2 = 0.

Además, en dicho caso, tendŕıamos que f3 = ξ(β).

Demostración. La prueba es inmediata teniendo en cuenta que M̃2m+1 es β-Kenmotsu
y [5, Proposición 4.3], ya mencionada anteriormente en esta misma sección.

Nota 3.2.14. Obsérvese que si Mm+1 es una subvariedad slant trans-Sasakiana de
un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con es-
tructura cosimpléctica, es decir con α = β = 0. Entonces, ω seŕıa cerrada si y sólo
si

f1 = f2 = f3 = 0,

por [5, Teorema 4.2] ya mencionado anteriormente. Estamos de nuevo en el caso lo-
calmente isométrico a R× Cm.

Nota 3.2.15. Al igual que observamos para Θ, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
ω define una clase canónica de cohomoloǵıa, [ω] ∈ H1(M ;R).
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En el siguiente teorema veremos la relación que existe entre la 1-forma ω dada por
(3.2.56) y la Forma de Maslov ωH de M , y a partir de ah́ı, podremos determinar cuándo
dicha Forma de Maslov es cerrada.

Teorema 3.2.16. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curva-
tura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-
Sasakiana. Entonces:

ωH = − sen θ

m+ 1
ω. (3.2.81)

Demostración. Respecto a una referencia slant adaptada, se tiene

ωH(ei) = g(ei, φH) = −g(Nei, H) = − sen θg(ei∗ , H), (3.2.82)

para cada i = 1, . . . ,m. Además, hab́ıamos definido

ω = Θ +mα sen θη =
2k∑
i=1

(trσi
∗
)ωi.

Ahora bien, en virtud de (1.1.4) y (1.3.24):

H =
1

m+ 1

m∑
j=1

σ(ej, ej). (3.2.83)

Aśı, de (3.2.82) y (3.2.83) resulta que

ωH(ei) = − sen θ

m+ 1

2k∑
j=1

σi
∗

jj = − sen θ

m+ 1
ω(ei),

para cada i = 1, . . . ,m, y teniendo en cuenta que ωH(ξ) = g(tH, ξ) = 0, obtenemos
(3.2.81).

Nota 3.2.17. Podemos observar que (3.2.81), en el caso en que M sea anti-invariante,
coincide con (2.1.12), haciendo θ = π/2. Sin embargo, la demostración no seŕıa válida
para este caso, pues está hecha para subvariedades slant propias.

A continuación, determinamos cuándo la Forma de Maslov de M dada por (2.1.1)

es cerrada. En primer lugar, vamos a estudiar el caso en que la variedad ambiente M̃
tenga estructura α-Sasakiana.

Nota 3.2.18. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura α-
Sasakiana. Entonces, la Forma de Maslov ωH de M es cerrada si y sólo si

f1 = 0.

Además, en dicho caso f2 = f3 = −α2, lo cual es aplicación directa del Corolario
3.2.11.
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Nota 3.2.19. D. Jansen y L. Vanhecke introdujeron en [37] las llamadas C(α)-variedades,
definidas como aquéllas cuyo tensor de curvatura tiene la expresión

R(X, Y, Z,W ) =R(X, Y, φZ, φW )+

α {g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )+

g(X,φZ)g(Y, φW )g(X,φW )g(Y, φZ)} ,

para todos X, Y, Z,W de M , donde α es un número real.
Por otra parte, en [3, Ejemplo 3.3], P. Alegre, D. E. Blair y A. Carriazo, estable-

cieron que, si además dicha variedad tiene curvatura φ-seccional constante igual a c,
entonces su tensor de curvatura viene dado por

R(X, Y )Z =
c+ 3α2

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }+

c− α2

4
{g(X,φZ)φY − g(Y, φZ)φX + 2g(X,φY )φZ}+

c− α2

4
{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ},

y, por tanto, es un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado con

f1 =
c+ 3α2

4
y f2 = f3 =

c− α2

4
.

De esta forma, una C(α)-variedad con curvatura φ-seccional constante c = −3α2

constituye un ejemplo de la Nota 3.2.18. En este caso tendŕıamos un espacio de cur-
vatura φ-seccional constante generalizado del tipo M̃2m+1(0,−α2,−α2).

Ejemplo 3.2.20. Recordemos que P. Alegre y A. Carriazo demostraron en [4] que ha-
ciendo una transformación D-homotética a un espacio de curvatura φ-seccional cons-
tante M̃(c), obtenemos un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado

M̃(f1, f2, f3) con

f ∗1 =
1

b

c+ 3

4
, f ∗2 = f ∗3 =

1

b

(
c− 1

4
− a2 − b

b

)
,

dotado de una estructura
(
a
b
, 0
)

trans-Sasakiana, donde a y b son constantes de M̃ , con
a 6= 0 y b > 0.

Ahora bien, sabemos por la Nota 3.2.18 que la Forma de Maslov ωH es cerrada si y
sólo si f1 = 0, f2 = f3 = −α2. De esta forma, si consideramos el caso c = −3, es de-
cir si tomamos el espacio de curvatura φ-seccional constante R2m+1, obtendŕıamos un
espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado haciendo una transformación
D-homotética. En este caso, a = α2 y b = 1 y tendŕıamos f1 = 0, f2 = f3 = −α2. Por
tanto, si consideramos cualquier subvariedad de R2m+1 con Forma de Maslov ωH cerra-
da y hacemos una transformación D-homotética, obtenemos la respectiva subvariedad
con Forma de Maslov cerrada en R2m+1 con estructura α-Sasakiana.
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Nota 3.2.21. Podemos comprobar que en el caso de que la variedad ambiente sea
un espacio de curvatura φ-seccional constante M̃2m+1(c), llegamos a que la Forma de
Maslov ωH de M es cerrada si y sólo si c = −3 (véase [19]). Aśı, en R2m+1 con su
estructura Sasakiana habitual, toda subvariedad slant, no invariante y de dimensión m+
1, tiene Forma de Maslov cerrada. En particular, esto será cierto para toda subvariedad
anti-invariante, de dimensión m+ 1, tangente al campo de estructura ξ.

Finalmente, vamos a establecer la siguiente obstrucción topológica para una sub-
variedad slant trans-Sasakiana de un espacio de curvatura φ-seccional constante gene-
ralizado con estructura α-Sasakiana:

Corolario 3.2.22. Sea Mm+1 una variedad diferenciable de dimensión m+1 compacta
y simplemente conexa tal que H(p) 6= 0, para todo p ∈ M . Si m es par, entonces M
no puede ser inmersa en un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado
M̃2m+1(0,−α2,−α2) con estructura α-Sasakiana, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.

Demostración. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana no minimal de un
espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2), con es-
tructura α-Sasakiana. Como H es no nulo en cada punto, también lo es la Forma de
Maslov de Mm+1 por definición. Además, en virtud de la Nota 3.2.18, sabemos que ωH
es cerrada. Por tanto, ωH representa una clase de cohomoǵıa [ωH ] ∈ H1(M ;R). Ahora
bien, como M es compacta, ωH no puede ser exacta. De esta forma, [ωH ] es una clase
de cohomoloǵıa no trivial, luego el primer grupo de cohomoloǵıa H1(M ;R) es también
no trivial. Aśı, M no es simplemente conexa, lo cual es una contradicción.

Pasemos ahora a analizar cuándo la Forma de Maslov ωH de la subvariedad M es
cerrada en el caso en que la variedad M̃ tenga estructura β-Kenmotsu.

Nota 3.2.23. Sea Mm+1 una subvariedad slant trans-Sasakiana propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura β-
Kenmotsu. Entonces, la Forma de Maslov ωH de M es cerrada si y sólo si

f1 = −β2 y f2 = 0. (3.2.84)

Además, en dicho caso f3 = ξ(β), lo cual es una aplicación directa del Corolario 3.2.13.

Ejemplo 3.2.24. Como ya comentamos anteriormente, en [3] se demostró que si N(c)
es un espacio de curvatura seccional holomorfa constante, haciendo el producto warped
M̃ = R ×f N , donde f > 0 es una función de R, obtenemos el siguiente espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado

M̃

(
c− 4f ′2

4f 2
,

c

4f 2
,
c− 4f ′2

4f 2
+
f ′′

f

)
,
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dotado de una estructura β trans-Sasakiana con β = f ′/f . De esta forma, según la Nota
3.2.23, la Forma de Maslov ωH de una subvariedad M es cerrada si y sólo si f1 = −β2,
f2 = 0, lo cual quiere decir que estamos en el caso c = 0, es decir tomamos el espacio
de curvatura seccional holomorfa constante Cm, y obtenemos un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado haciendo el producto warped M̃ = R×f Cm, donde
f > 0 es una función de R, con estructura β-Kenmotsu.

Ahora bien, si consideramos cualquier subvariedad de Cm con Forma de Maslov ωH
cerrada, como por ejemplo las ya mencionadas esferas de Whitney dadas por (3.1.26)
(ver [49]), y hacemos un producto warped obtenemos la respectiva subvariedad con
Forma de Maslov cerrada en Cm con estructura β-Kenmotsu.

En la misma ĺınea, podemos establecer la siguiente obstrucción topológica para
el caso en el M̃ tenga estructura β-Kenmotsu cuya demostración es análoga a la del
Corolario 3.2.22.

Corolario 3.2.25. Sea Mm+1 una variedad diferenciable de dimensión m+1 compacta
y simplemente conexa tal que H(p) 6= 0, para todo p ∈ M . Si m es par, entonces M
no puede ser inmersa en un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado
M̃2m+1(−β2, 0, ξ(β)) con estructura β-Kenmotsu, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.

Nota 3.2.26. Obsérvese que si Mm+1 es una subvariedad slant propia de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura co-
simpléctica, es decir con α = β = 0, entonces, la Forma de Maslov ωH seŕıa cerrada
si y sólo si

f1 = f2 = f3 = 0,

por el Teorema 3.2.10, por lo que volveŕıamos a estar en el caso de R×Cm comentado
anteriormente.

Con esto terminamos el estudio sobre cuándo la Forma de Maslov ωH es cerrada.
Ahora bien, en la siguiente nota vamos a ver que si partimos de una 1-forma Θ̃ adap-
tada, podemos definir una Forma de Maslov adaptada, ω̃H , que sea cerrada siempre, al
menos en el caso en el que M̃ tenga estructura α-Sasakiana. Sin embargo veremos en
la próxima sección que dicha 1-forma no mejora la conformidad de la Forma de Maslov
ωH .

Nota 3.2.27. Comenzamos definiendo la 1-forma

Θ̃ = Θ− sen θ

α
(m+ 1)(α2 + f2)η.
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Teniendo en cuenta que α2 − f1 + f2 = 0 por [5, Teorema 4.2], tenemos que

dΘ̃ =2 sen θ cos θα2m

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
+

+ 2 sen2 θα2m

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
,

la cual no se anula debido a que la subvariedad M es slant propia (m ≥ 2) y α 6= 0.
Ahora bien, siguiendo el mismo procedimiento que hemos llevado a cabo anterior-

mente en esta misma sección para definir la Forma de Maslov, podemos ahora definir
una 1-forma ω̃, a partir de la 1-forma Θ̃, como

ω̃ = Θ̃ +mα sen θη.

Si calculamos su diferencial obtenemos dω̃ = 0, lo cual quiere decir que ω̃ es cerrada
para cualquier subvariedad Mm+1 slant propia de un espacio de curvatura φ-seccional
constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura α-Sasakiana.

Finalmente, podemos definir la Forma de Maslov adaptada ω̃H , de forma natural a
partir de la 1-forma ω̃ como

ω̃H = − sen θ

m+ 1
ω̃. (3.2.85)

De esta forma, esta claro que ω̃H es cerrada siempre que lo sea ω̃.
Además, podemos ver cómo queda relacionada ω̃H con la Forma de Maslov ωH :

ω̃H =− sen θ

m+ 1
ω̃ = − sen θ

m+ 1
(Θ̃ +mα sen θη) =

=− sen θ

m+ 1
(Θ− sen θ

α
(m+ 1)(α2 + f2)η +mα sen θη) =

=− sen θ

m+ 1
(ω − sen θ

α
(m+ 1)(α2 + f2)η) =

=ωH +
sen2 θ

α
(α2 + f2)η.

Finalmente, podemos establecer la siguiente obstrucción topológica para la Forma
de Maslov adaptada cuya demostración es análoga a la del Corolario 3.2.22.

Corolario 3.2.28. Sea Mm+1 una variedad diferenciable de dimensión m+ 1 compac-
ta y simplemente conexa tal que H(p) 6= 0, para todo p ∈ M . Si m es par, entonces
M no puede ser inmersa en un espacio de curvatura φ-seccional constante generali-
zado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura α-Sasakiana, como una subvariedad slant trans-
Sasakiana no minimal.
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3.3. Obstrucciones geométricas y topológicas de in-

mersiones slant

Nuestro objetivo en esta sección es combinar propiedades topológicas y geométricas
para obtener obstrucciones interesantes para subvariedades slant dentro de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado.

Sea Mm+1 una subvariedad slant propia de un espacio de curvatura φ-seccional
constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3). En [21], para cada punto p ∈ M , se define
una T -sección en p como una sección plana Π ⊆ TpM en las que existe un campo
tangente X ∈ Dp tal que Π está generada por X y TX. Además, se define

(́ınf
T
K)(p) = ı́nf{K(Π) : T-secciones Π}

y
δTM(p) = τ(p)− ı́nf

T
K(p), (3.3.1)

donde K(Π) denota la curvatura seccional de una sección plana Π.
Por otra parte, si Π ⊆ TpM es una sección plana en p ∈M ,

Θ(Π) = g2(Te1, e2), (3.3.2)

es un número real en [0, 1] que no depende de la elección de la base ortonormal {e1, e2}
de Π.

En [6], P. Alegre, A. Carriazo, Y. H. Kim y D. W. Yoon establecen la siguiente
desigualdad que relaciona la curvatura escalar, τ , la curvatura seccional, K(Π), y el
vector curvatura media, H, de una subvariedad cualquiera de un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado M̃(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana,

τ −K(Π) ≤m− 1

2

(
(m+ 1)2

m
‖H‖2 + (m+ 2)f1

)
+

+ 3

(
‖T‖2

2
−Θ(Π)

)
f2 −mf3 − α2‖N‖2,

(3.3.3)

teniendo en cuenta (3.3.2). Aśı, podemos obtener inmediatamente el siguiente resultado
para subvariedades slant:

Proposición 3.3.1. Sea Mm+1 una subvariedad slant de un espacio de curvatura φ-
seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana.
Entonces para cada punto p ∈M y cada sección plana Π ⊂ Dp, tenemos

τ −K(Π) ≤m− 1

2

(
(m+ 1)2

m
‖H‖2 + (m+ 2)f1

)
+

+ 3

(
m cos2 θ

2
−Θ(Π)

)
f2 −mf3 −mα2 sen2 θ.

(3.3.4)
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Demostración. La demostración es inmediata teniendo en cuenta (1.3.32) y (3.3.3).

De esta forma, podemos establecer la siguiente obstrucción geométrica para inmer-
siones slant:

Corolario 3.3.2. Sea Mm+1 una variedad Riemanniana tal que existe un campo global
unitario ξ̄ en M . Sea θ constante con 0 ≤ θ < π/2. Si existe un punto p ∈ M y un
vector tangente X ∈ TpM , ortogonal a ξ̄p, tal que X y ∇X ξ̄ generan una sección plana
Π, con curvatura seccional K(Π) y existen ᾱ, f̄1, f̄2, f̄3 ∈ F(M) satisfaciendo

K(Π) < τ − (m− 1)(m+ 2)

2
f̄1 −

3

2
(m− 2) cos2 θf̄2 +mf̄3 +mᾱ2 sen2 θ, (3.3.5)

entonces M no admite ninguna inmersión ϕ minimal y θ-slant en un espacio de curva-
tura φ-seccional constante generalizado M̃ m̃(f1, f2, f3) (m̃ ≥ 2m + 1), tal que ϕ∗ξ̄ = ξ
y fi ◦ ϕ = f̄i, i = 1, 2, 3.

Demostración. Supongamos que M admite una inmersión θ-slant ϕ en un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado M̃ m̃(f1, f2, f3) (m̃ ≥ 2m + 1), tal que
ϕ∗ξ̄ = ξ y fi ◦ ϕ = f̄i, i = 1, 2, 3. Ahora bien, teniendo en cuenta (3.3.5), que (1.3.30)
implica que Θ(Π) = cos2 θ y que esta inmersión es minimal, obtenemos una contradic-
ción con (3.3.4).

Nota 3.3.3. Obsérvese que excluimos el caso θ = π/2, ya que si la subvariedad es
anti-invariante no existen T -secciones, pues T ≡ 0. Sin embargo, si la subvariedad es
invariante (θ = 0), tenemos que T = φ, por lo que las T -secciones son las φ-secciones.

A continuación, en la siguiente proposición obtenemos una desigualdad entre el
invariante intŕınseco δTM dado por (3.3.1) y el principal invariante extŕınseco, H, de la
subvariedad M :

Proposición 3.3.4. Sea Mm+1 una subvariedad slant de un espacio de curvatura φ-
seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β) trans-Sasakiana.
Entonces

δTM ≤
m− 1

2

(
(m+ 1)2

m
‖H‖2 + (m+ 2)f1

)
+

+
3

2
(m− 2) cos2 θf2 −mf3 −mα2 sen2 θ.

(3.3.6)

Demostración. Dada una T -sección Π, podemos elegir dos campos tangentes e1, e2 tal
que Π está generada por e1 y e2, siendo e2 = sec θTe1. Entonces, (1.3.30) implica que
Θ(Π) = cos2 θ. La prueba finaliza aplicando (3.3.4).
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Nota 3.3.5. Obsérvese que si consideramos en la Proposición 3.3.4 que la variedad
ambiente sea un espacio de curvatura φ-seccional constante, M̃(c), o lo que es lo mismo,
si hacemos f1 = c+3

4
y f2 = f3 = c−1

4
, la desigualdad (3.3.6) quedaŕıa de la siguiente

forma:

δTM ≤
(m+ 1)2(m− 1)

2m
‖H‖2+

1

2
(m+1)(m−2)

c+ 3

4
+m cos2 θ+

1

2
(m−2)

3(c− 1)

4
cos2 θ,

la cual se corresponde con la establecida por A. Carriazo en [21, Teorema 5.3].

De ahora en adelante, hasta el final de la sección, usaremos que la Forma de Mas-
lov ωH sea cerrada en el marco en que la variedad ambiente M̃ tenga estructura α-
Sasakiana, por lo que tendremos que tener en cuenta los resultados obtenidos en la
sección anterior. Concretamente, según la Nota 3.2.18, M tiene Forma de Maslov ce-
rrada si y sólo si f1 = 0, f2 = f3 = −α2.

Consideremos, en primer lugar, el invariante δDM definido en [21] como

δDM(p) = τ(p)− ı́nf
D
K(p), (3.3.7)

para todo p ∈M , donde:

(́ınf
D
K)(p) = ı́nf{K(Π) : Π es sección plana ortogonal a ξp}.

De esta forma, podemos enunciar el siguiente lema en el que obtenemos una desigualdad
entre el invariante δDM y el cuadrado del módulo del vector curvatura media H:

Lema 3.3.6. Sea Mm+1 una subvariedad slant con Forma de Maslov cerrada de un
espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2) con es-
tructura α-Sasakiana. Entonces

δDM ≤
(m+ 1)2(m− 1)

2m
‖H‖2 +mα2 cos2 θ. (3.3.8)

Demostración. El Corolario 4.2 de [6] dice que si f2 ≤ 0 se tiene que

δDM ≤
(m+ 1)2(m− 1)

2m
‖H‖2 +

(m− 1)(m+ 2)

2
f1 −mf3 − α2‖N‖2. (3.3.9)

Por otra parte, la Nota 3.2.18 establece que la Forma de Maslov de M es cerrada si y
sólo si

f1 = 0, f2 = f3 = −α2.

De esta forma, la desigualdad (3.3.8) es inmediata, teniendo en cuenta (1.3.32) y (3.3.9).
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A partir de este lema, podemos enunciar la siguiente obstrucción para una subva-
riedad slant propia con Forma de Maslov ωH cerrada dentro de un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado con estructura α-Sasakiana:

Teorema 3.3.7. Sea Mm+1 una variedad Riemanniana de dimensión m + 1(m ≥ 2)
compacta y simplemente conexa, tal que existe un campo global ξ̄ sobre M . Denotamos
por D̄ la distribución ortogonal a ξ̄ de M y sean θ una constante con 0 < θ < π/2 y
ᾱ ∈ F(M). Si

δD̄M > mᾱ2 cos2 θ, (3.3.10)

entonces M no admite ninguna inmersión θ-slant trans-Sasakiana ϕ, dentro de un
espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2) con es-
tructura α-Sasakiana, tal que ϕ∗ξ̄ = ξ y α ◦ ϕ = ᾱ.

Demostración. Supongamos que M admite una inmersión θ-slant trans-Sasakiana ϕ
en de un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2),
con estructura α-Sasakiana, tal que ϕ∗ξ̄ = ξ y α ◦ ϕ = ᾱ. Esto implica que D̄ = D.

Si m = 2, entonces (1.3.33) implica que δDM = 2α2 cos2 θ, por lo que se obtiene una
contradicción con (3.3.10).

Luego, asumimos quem > 2. De esta forma, de (3.3.8) y (3.3.10), el vector curvatura
media Hp 6= 0, para todo p ∈M . Por tanto, la Forma de Maslov ωH es no nula en cada
punto de M . Por otra parte, como la Forma de Maslov ωH es cerrada, representa una
clase de cohomoloǵıa [ωH ] ∈ H1(M,R). Además, como M es compacta, la Forma de
Maslov ωH no puede ser exacta. Luego, [ωH ] es una clase no trivial de cohomoloǵıa y,
por tanto, el primer grupo de cohomoloǵıa H1(M,R) es no trivial. De esta forma, M
no puede ser simplemente conexa, lo cual es una contradicción.

Nota 3.3.8. Observemos que, como cada inmersión invariante es minimal, es fácil
probar que si δD̄M > mᾱ2, entonces M no admite ninguna inmersión invariante ϕ, en

un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃ m̃(0,−α2,−α2) (m̃ ≥
2m+ 1, ᾱ ∈ F(M)), tal que ϕ∗ξ̄ = ξ y α ◦ ϕ = ᾱ. En este caso no es necesario que M
sea compacta ni simplemente conexa.

Finalmente, estamos interesados en encontrar alguna obstrucción que haga referen-
cia a la curvatura escalar τ . Para ello, vamos a enunciar los siguientes lemas:

Lema 3.3.9. Sea Mm+1 (m > 2) una subvariedad θ-slant de una variedad α-Sasakiana

M̃ . Si τ > mα2 cos2 θ en cada punto p ∈M , entonces δDM > mα2 cos2 θ.

Demostración. Si ı́nfDK(p) > 0, entonces todas las secciones planas ortogonales a ξ
en p son positivas, luego tenemos que

τ =
m∑
i 6=j

K(ei ∧ ej) +
m∑
i=1

K(ei ∧ ξ) =
m∑
i 6=j

K(ei ∧ ej) +mα2 cos2 θ,
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con K(ei ∧ ej) > 0 para cualesquiera campos tangentes, ei, ej, de una base slant
adaptada de M , donde se ha usado (1.3.27). De esta forma, se sigue que

δDM(p) = τ(p)− ı́nf
D
K(p) > mα2 cos2 θ.

Si ı́nfDK(p) ≤ 0, es inmediato que δDM ≥ τ , con lo que se concluye la demostración.

Lema 3.3.10. Sea M3 una subvariedad θ-slant propia de un espacio de curvatura
φ-seccional constante generalizado M̃5(0,−α2,−α2) con estructura α-Sasakiana. En-
tonces, tenemos que

9‖H‖2 ≥ 8(τ + α2 cos2 θ).

Demostración. Se obtiene directamente de la desigualdad (3.1.3) del Teorema 3.1.3,
haciendo f1 = 0, f2 = f3 = −α2 y m = 2.

A partir de estos lemas, podemos establecer la siguiente obstrucción referente a la
curvatura escalar de una subvariedad M slant propia:

Teorema 3.3.11. Sea Mm+1 una variedad Riemanniana de dimensión m+ 1(m ≥ 2)
compacta y simplemente conexa, tal que existe un campo global ξ̄ sobre M . Denotamos
por D̄ la distribución ortogonal a ξ̄ de M y sean θ una constante con 0 < θ < π/2 y
ᾱ ∈ F(M). Si

τ > mᾱ2 cos2 θ, (3.3.11)

entonces M no admite ninguna inmersión slant trans-Sasakiana ϕ, con ángulo slant
θ en un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2)
con estructura α-Sasakiana, tal que ϕ∗ξ̄ = ξ y α ◦ ϕ = ᾱ.

Demostración. Si m > 2, se tiene directamente del Teorema 3.3.7 y el Lema 3.3.9. Si
m = 2, entonces la condición (3.3.11) y el Lema 3.3.10 implican que H es no nulo en
cada punto de M . Por tanto, la prueba termina de la misma forma que la del Teorema
3.3.7.

3.4. Forma de Maslov conforme

El estudio de las subvariedades con Forma de Maslov conforme comenzó a tomar
importancia en el marco de la geometŕıa compleja, debido a que dentro del estudio de las
subvariedades Lagrangianas de Cm las esferas eucĺıdeas son los ejemplos más simples de
hipersuperficies con vector curvatura mediaH constante. Sin embargo, se conoćıa que la
esfera no puede ser incrustada en Cm como una subvariedad Lagrangiana. Debido a ello,
se definen las esferas de Whitney. Estas esferas tienen el mejor comportamiento posible,
ya que pueden ser incrustadas en Cm como una subvariedad Lagrangiana, excepto en
los polos de Sm donde tienen un punto doble. Además, las esferas de Whitney no
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tienen vector curvatura media H constante. Sin embargo, el vector curvatura media H
de cada esfera de Whitney cumple que JH es un campo conforme sobre dicha esfera.
De este modo, como la forma dual de JH es la Forma de Maslov, surgió la necesidad
de estudiar las subvariedades con Forma de Maslov conforme (ver [49]).

Cabe destacar que en la esfera de Whitney de contacto ([12]) se evita ese punto
doble en los polos, mediante una inmersión Legendriana en R2m+1.

En esta sección vamos a estudiar si la Forma de Maslov ωH dada por (2.1.1) es
conforme o al menos D-conforme, es decir, conforme para los campos de la distribución
ortogonal al campo de estructura ξ, bajo ciertas condiciones. Este estudio lo llevaremos
a cabo para una subvariedad Mm+1 slant dentro de un espacio de curvatura φ-seccional
constante generalizado M̃2m+1 con estructura α-Sasakiana.

Sean Mm+1 una subvariedad slant con Forma de Maslov cerrada de un espacio de
curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(0,−α2,−α2) con estructura α-
Sasakiana y X, Y dos campos tangentes de M , unitarios, tales que X ⊥ Y y ambos son
ortogonales al campo de estructura ξ. De la Ecuación de Codazzi (1.1.12), y teniendo
en cuenta que, por la Nota 3.2.18, ωH es cerrada si y sólo si f1 = 0, f2 = f3 = −α2,
podemos establecer que

−3α2g(X,TY )NY =DXσ(Y, Y )− σ(∇XY, Y )− σ(∇XY, Y )−
−DY σ(X, Y ) + σ(∇YX, Y )− σ(X,∇Y Y ).

De esta forma, si consideramos que M es ∗-slant y que por tanto su segunda forma
fundamental verifica (3.1.16), dicha ecuación queda:

−3
m+ 2

m+ 1
α2g(X,TY )NY = DXH+

+
2

sen2 θ
(g(DXNY,H)NY + g(NY,DXH)NY + g(NY,H)DXNY )−

− 2

sen2 θ
(g(N∇XY,H)NY + g(NY,H)N∇XY ) +

+ 2α
m+ 2

m+ 1
η(∇XY )NY − 1

sen2 θ
{g(DYNX,H)NY + g(NX,DYH)NY+

+ g(NX,H)DYNY + g(DYNY,H)NX + g(NY,DYH)NX+
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+ g(NY,H)DYNX − g(N∇YX,H)NY − g(NY,H)N∇YX−

− g(NX,H)N∇Y Y − g(N∇Y Y,H)NX}−

− αm+ 2

m+ 1
η(∇YX)NY − αm+ 2

m+ 1
η(∇Y Y )NX.

(3.4.1)

Ahora bien, teniendo en cuenta (1.3.25), obtenemos

η(∇XY ) =g(∇XY, ξ) = −g(Y,∇Xξ) = αg(Y, TX) = −αg(X,TY ),

η(∇YX) =αg(X,TY ),

η(∇Y Y ) =0,

(3.4.2)

con lo que, despejando DXH y sustituyendo (3.4.2) en (3.4.1), nos queda la siguiente
expresión:

DXH =
2

sen2 θ
(−g(DXNY,H)NY − g(NY,DXH)NY − g(NY,H)DXNY +

g(N∇XY,H)NY + g(NY,H)N∇XY ) +

1

sen2 θ
(g(DYNX,H)NY + g(NX,DYH)NY + g(NX,H)DYNY+

g(DYNY,H)NX + g(NY,DYH)NX + g(NY,H)DYNX−

g(N∇YX,H)NY − g(NY,H)N∇YX−

g(NX,H)N∇Y Y − g(N∇Y Y,H)NX) =

=
2

sen2 θ
{g((∇XN)Y,H)NY + g(NY,H)(∇XN)Y − g(NY,DXH)NY }+

1

sen2 θ
{g((∇YN)X,H)NY + g(NX,H)(∇YN)Y + g((∇YN)Y,H)NX+

g(NY,H)(∇YN)X + g(NX,DYH)NY + g(NY,DYH)NX} ,
(3.4.3)
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donde (∇XN)Y = DXNY −N∇XY . Ahora bien, para poder agrupar estos términos y
conseguir que la Forma de Maslov sea al menos D-conforme de forma análoga al caso
anti-invariante, necesitamos que ∇N = 0 en (3.4.3). En este caso, dicha expresión nos
queda:

DXH =
1

sen2 θ
(g(NX,DYH)NY + g(NY,DYH)NX) , (3.4.4)

de donde, multiplicando por el campo NY y usando (1.3.31), podemos obtener que

g(NY,DXH) = g(NX,DYH). (3.4.5)

Ahora bien, si sustituimos (3.4.5) en (3.4.4) llegamos a que

DXH =
1

sen2 θ
(g(NY,DXH)NY + g(NY,DYH)NX) , (3.4.6)

de donde volviendo a multiplicar por NY y usando (1.3.31) podemos establecer que

g(NY,DXH) = 0,

por lo que (3.4.4) se reduce a:

DXH =
1

sen2 θ
g(NY,DYH)NX. (3.4.7)

Por otra parte, como estamos en el caso en que M̃ tenga estructura α-Sasakiana,
sabemos que (∇̃Xφ)H = 0 y podemos comprobar fácilmente que para cualquier campo
Z tangente a M ,

g(∇XφH,Z) = −g(NZ,DXH) = −g(NY,DYH)g(X,Z),

donde se ha usado (3.4.7). De esta forma,

∇XφH = −g(NY,DYH)X,

lo que significa que el campo φH es D-conforme. Sin embargo, cuando ∇N = 0 (condi-
ción impuesta para obtener que φH sea D-conforme) podemos demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.1. Sea Mm+1 una subvariedad slant propia con ∇N = 0, de un espacio
de curvatura φ-seccional constante generalizado M̃2m+1(f1, f2, f3) con estructura (α, β)

trans-Sasakiana. Entonces, o bien la subvariedad M es minimal, o bien la variedad M̃
es cosimpléctica.
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Demostración. En primer lugar, teniendo en cuenta que la variedad M̃ tiene estructura
(α, β) trans-Sasakiana podemos establecer por (1.3.12) que

(∇̃Xφ)U = α(g(X,U)ξ − η(U)X) + β(g(φX,U)ξ − η(U)φX) = βg(NX,U)ξ, (3.4.8)

para cualesquiera campos X tangente y U normal de M . Por otra parte, teniendo en
cuenta (1.1.1) y (1.1.2), sabemos que

(∇̃Xφ)U =∇̃XφU − φ∇̃XU =

=∇̃X(tU + nU)− φ(−AUX +DXU) =

=∇XtU + σ(X, tU)− AnUX +DXnU+

+ TAUX +NAUX − tDXU − nDXU =

=(∇Xt)U − AnUX + TAUX + σ(X, tU) + (DXn)U +NAUX.

(3.4.9)

Ahora bien, igualando las partes tangentes de (3.4.8) y (3.4.9), tenemos que

βg(NX,U)ξ = (∇Xt)U − AnUX + TAUX. (3.4.10)

Si suponemos que ∇N = 0, podemos comprobar que es equivalente a que ∇t = 0,
ya que

g((∇XN)Y, U) =g(DXNY −N∇XY, U) =

=Xg(NY,U)− g(NY,DXU) + g(∇XY, tU) =

=−Xg(Y, tU) + g(Y, tDXU) + g(∇XY, tU) =

=− g(∇XY, tU)− g(Y,∇XtU) + g(Y, tDXU) + g(∇XY, tU) =

=− g(Y, (∇Xt)U),

para todos X, Y tangentes a M y todo U normal a M . Aśı, haciendo U = H en (3.4.10)
y multiplicando por el campo de estructura ξ, obtenemos que

βg(NX,H) =g(−AnHX, ξ) = g(∇̃XnH, ξ) = −g(nH, ∇̃Xξ) =

=− g(nH,−αφX + β(X − η(X))ξ) = αg(nH,NX),
(3.4.11)

para todo X tangente. De esta forma, el campo NX recorre todo T⊥M , luego de
(3.4.11), llegamos a que

βH = αnH,

la cual se satisface si y sólo si, o bien H = 0 lo que quiere decir que la subvariedad M
sea minimal, o bien α = β = 0 por [41], lo que significa que la variedad ambiente M̃
tiene estructura cosimpléctica.
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Nota 3.4.2. Si consideramos la Forma de Maslov adaptada (3.2.85) definida en la sec-
ción anterior, ωH+γη, donde denotamos por γ = sen2 θ

α
(α2+f2), podemos ver fácilmente

que no mejora la conformidad de la Forma de Maslov ωH , ya que, al plantear la ecua-
ción de Codazzi necesitaŕıamos de nuevo para poder agrupar los términos que ∇N = 0.
Por tanto, la Forma de Maslov adaptada es una 1-forma cerrada para cualquier sub-
variedad M slant propia de un espacio de curvatura φ-seccional constante generalizado
M̃(f1, f2, f3) con estructura α-Sasakiana, pero no es una 1-forma conforme en general.

Finalmente, veamos en el siguiente resultado que para el caso en que la subvariedad
M sea anti-invariante se cumple la condición de que∇N = 0 de forma natural. Debido a
ello, pod́ıamos demostrar en este caso que la Forma de Maslov de M fuese D-conforme,
es decir, conforme para cualquier campo tangente ortogonal al campo de estructura ξ.

Teorema 3.4.3. Sea Mm+1 una subvariedad anti-invariante de una variedad Sasakiana
M̃2m+1, tangente a ξ, entonces tenemos que ∇N = 0.

Demostración. Sean X, Y dos campos tangentes a M ortogonales entre śı y, a su vez,
ambos ortogonales al campo de estructura ξ. Aśı,

(∇̃Xφ)Y = 0, (3.4.12)

donde hemos usado (1.3.9). Además, teniendo en cuenta (1.1.1) y (1.1.2) podemos
establecer que

(∇̃Xφ)Y = −ANYX +DXNY −N∇XY − φσ(X, Y ). (3.4.13)

De esta forma, de (3.4.12) y (3.4.13) llegamos fácilmente a que

DXNY −N∇XY = 0,

o lo que es lo mismo que (∇XN)Y = 0.
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Caṕıtulo 4

La Forma de Maslov en
S-variedades

En este caṕıtulo vamos a estudiar la Forma de Maslov de una subvariedad slant no
invariante dentro de una S-variedad. Concretamente, estudiaremos cuándo la Forma
de Maslov de una subvariedad anti-invariante es cerrada y conforme si la S-variedad
ambiente es una S-variedad de curvatura f -seccional constante y en el caso de sub-
variedades slant propias sólo nos limitaremos a estudiar cuándo es cerrada. Además,
vamos a establecer una desigualdad entre H y τ que generaliza la obtenida por L. M.
Fernández y A. Prieto-Mart́ın en [33] para subvariedades anti-invariantes de R2m+s.
Hemos de indicar que los resultados correspondientes a este caṕıtulo, a excepción de
la desigualdad anteriormente mencionada, se encuentran publicados en [8].

Por otra parte, cabe señalar que muchas de las demostraciones de este caṕıtulo
son análogas a otras de caṕıtulos anteriores. Sin embargo, hemos decidido detallar la
mayoŕıa de ellas para que pueda observarse claramente las diferencias que aparecen
al trasladar la subvariedad M de un ambiente Sasakiano en el que trabajamos con
un único campo de estructura ξ, a considerarla inmersa dentro de una S-variedad
manejando s campos de estructura ξ1, . . . , ξs.

4.1. Subvariedades anti-invariantes

4.1.1. Forma de Maslov cerrada

Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de dimensión m + s de una S-variedad
de curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura
ξ1, . . . , ξs, la cual es un caso particular de inmersión slant para θ = π/2. En este caso,
tH = fH. Recordemos que la Forma de Maslov de M se define como la forma dual al
campo fH, es decir,

ωH(X) = g(X, fH).
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Además, si tomamos una referencia local ortonormal {e1, . . . , em, ξ} en M , entonces,

B = {e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗ , . . . , em∗}

es una base local ortonormal de campos de M̃ , siendo ei∗ = fei con i = 1, . . . ,m.
Llamaremos a B una referencia anti-invariante adaptada.

Consideramos de nuevo la 1-forma Θ dada por (2.1.2) y calculamos dΘ cuando

la variedad ambiente es una S-variedad de curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c).
Para ello, necesitamos el siguiente lema, análogo al Lema 2.1.2:

Lema 4.1.1. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad M̃2m+s,
tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs. Entonces, respecto a una referencia
anti-invariante adaptada, se verifica:

ωj
∗

i = ωi
∗

j , (4.1.1)

ωj
∗

i∗ = ωji , (4.1.2)

para todos i, j = 1, . . . ,m.

Demostración. Consideremos una referencia anti-invariante adaptada

B = {e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗ , . . . , em∗},

siendo ei∗ = φei con i = 1, . . . ,m. Teniendo en cuenta (1.1.8), podemos establecer que

ωj
∗

i (X) =g(∇̃Xei, ej∗) = −g(ei, ∇̃Xej∗) = −g(ei, ∇̃Xφej) =

=− g(ei, φ∇̃Xej) = g(φei, ∇̃Xej) = g(ei∗ , ∇̃Xej) = ωi
∗

j ,

para todo X tangente a M , obteniendo de esta forma (4.1.1). Por otra parte, tenemos
que

ωj
∗

i∗ (X) =g(∇̃Xei∗ , ej∗) = g(∇̃Xφei, φej) = g(φ∇̃Xei, φej)

=− g(∇̃Xei, φ
2ej) = g(∇̃Xei, ej) = ωji ,

quedando demostrado el lema.

Ahora bien, si calculamos dΘ, resulta que

dΘ =
m∑
i=1

dωi
∗

i = −
m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi +
m∑
i=1

Ωi∗

i , (4.1.3)

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las
formas de curvatura Ωi∗

i :
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Lema 4.1.2. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs.
Entonces, respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se verifica

Ωi∗

i = −c+ s

2
ωi ∧ ωi∗ − c− s

2

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ , (4.1.4)

para todo i = 1, . . . ,m.

Demostración. Partiendo de (1.1.5) resulta que

2Ωi∗

i =
∑
C,D

R̃(eC , eD; ei, ei∗)ω
C ∧ ωD =

m∑
j,k=1

R̃(ej, ek; ei, ei∗)ω
j ∧ ωk+

m∑
j=1

s∑
α=1

R̃(ej, ξα; ei, ei∗)ω
j ∧ ηα +

m∑
j,k=1

R̃(ej, ek∗ ; ei, ei∗)ω
j ∧ ωk∗+

m∑
k=1

s∑
α=1

R̃(ξα, ek; ei, ei∗)ηα ∧ ωk +
s∑

α=1

R̃(ξα, ξα; ei, ei∗)ηα ∧ ηα+

m∑
k=1

s∑
α=1

R̃(ξα, ek∗ ; ei, ei∗)ηα ∧ ωk
∗

+
m∑

j,k=1

R̃(ej∗ , ek; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ ωk+

m∑
j=1

s∑
α=1

R̃(ej∗ , ξα; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ ηα +

m∑
j,k=1

R̃(ej∗ , ek∗ ; ei, ei∗)ω
j∗ ∧ ωk∗ .

(4.1.5)

Calculemos ahora, a partir de (1.4.6), los distintos coeficientes de (4.1.5):

R̃(ej, ek; ei, ei∗) = 0, (4.1.6)

R̃(ej, ξ; ei, ei∗) = 0, (4.1.7)

R̃(ej, ek∗ ; ei, ei∗) = −c+ 3s

4
δijδik −

c− s
4

(δijδik + 2δjk), (4.1.8)

R̃(ξ, ek; ei, ei∗) = 0, (4.1.9)

R̃(ξ, ξ; ei, ei∗) = 0, (4.1.10)

R̃(ξ, ek∗ ; ei, ei∗) = 0, (4.1.11)

R̃(ej∗ , ek; ei, ei∗) =
c+ 3s

4
δijδik +

c− s
4

(δijδik + 2δjk), (4.1.12)

R̃(ej∗ , ξ; ei, ei∗) = 0, (4.1.13)

R̃(ej∗ , ek∗ ; ei, ei∗) = 0. (4.1.14)
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Aśı, de (4.1.5)-(4.1.14) obtenemos:

2Ωi∗

i =− c+ 3s

4

m∑
j,k=1

δijδikω
j ∧ ωk∗ − c− s

4

m∑
j,k=1

(δijδik + 2δjk)ω
j ∧ ωk∗+

+
c+ 3s

4

m∑
j,k=1

δijδikω
j∗ ∧ ωk +

c− s
4

m∑
j,k=1

(δijδik + 2δjk)ω
j∗ ∧ ωk =

=− c+ 3s

4
ωi ∧ ωi∗ − c− s

4
ωi ∧ ωi∗ − 2(c− s)

4

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗+

+
c+ 3s

4
ωi
∗ ∧ ωi +

c− s
4

ωi
∗ ∧ ωi +

2(c− s)
4

m∑
j=1

ωj
∗ ∧ ωj =

=− c+ s

2
ωi ∧ ωi∗ +

c+ s

2
ωi
∗ ∧ ωi − c− s

2

m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ +
c− s

2

m∑
j=1

ωj
∗ ∧ ωj =

=− (c+ s)ωi ∧ ωi∗ − (c− s)
m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ ,

con lo que queda probado (4.1.4).

En el siguiente teorema calcularemos dΘ y analizaremos cuándo la 1-forma Θ es
cerrada.

Teorema 4.1.3. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs.
Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) verifica:

dΘ = −(m+ 1)c− sm+ 3s

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (4.1.15)

Aśı, Θ es cerrada si y sólo si

c =
s(m− 3)

m+ 1
.

Demostración. Calculamos en primer lugar, a partir de (4.1.4):

m∑
i=1

Ωi∗

i =− c+ s

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ − c− s
2

m
m∑
j=1

ωj ∧ ωj∗ =

=− (m+ 1)c− sm+ s

2

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ .
(4.1.16)
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Por otra parte,

m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi =
m∑

i,j=1

(ωi
∗

j ∧ ω
j
i + ωi

∗

j∗ ∧ ω
j∗

i ) +
m∑
i=1

s∑
α=1

ωi
∗

m+α ∧ ωm+α
i , (4.1.17)

donde hemos denotado em+α = ξα. Pero, en virtud de (4.1.1) y (4.1.2), se tiene que

m∑
i,j=1

(ωi
∗

j ∧ ω
j
i + ωi

∗

j∗ ∧ ω
j∗

i ) = 0. (4.1.18)

Ahora bien, para cada campo tangente X y cada α = 1, . . . , s,

ωi
∗

m+α =g(∇̃Xem+α, ei∗) = g(∇̃Xξα, ei∗) = −g(fX, ei∗) =

=g(X, fei∗) = −g(X, ei),

por lo que ωi
∗
m+α = −ωi, para cada α = 1, . . . , s. Análogamente,

ωm+α
i (X) =g(∇̃Xei, em+α) = g(∇̃Xei, ξα) = −g(ei, ∇̃Xξα) =

=g(ei, fX) = −g(X, ei∗),

de donde ωm+α
i = −ωi∗ , para cada α = 1, . . . , s.

Por lo tanto,
m∑
i=1

s∑
α=1

ωi
∗

m+α ∧ ωm+α
i = s

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (4.1.19)

Finalmente, (4.1.15) se deduce de (4.1.3) y de (4.1.16)-(4.1.19).

Nota 4.1.4. Cabe destacar que si hacemos s = 1 en el Teorema 4.1.3, es decir, si
consideramos un único campo de estructura ξ, obtenemos las igualdades establecidas
en el Teorema 2.1.4 y en el Corolario 2.1.5 para variedades Sasakianas.

Nota 4.1.5. Obsérvese que, en el caso de Θ cerrada, define una clase canónica de
cohomoloǵıa en M , [Θ] ∈ H1(M ;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad Mm+s tiene dimensión m+ s con
m ≥ 2, el Teorema 4.1.3 implica que la 1-forma Θ no es cerrada en el caso de que
M̃2m+s(c) sea una S-variedad de curvatura f -seccional constante c = −3s (como es el
caso de R2m+s con su estructura usual, dada en [36]). No obstante, podemos definir
una nueva 1-forma ω en M como

ω = Θ +m
s∑

α=1

ηα. (4.1.20)

Aplicando directamente el Teorema 4.1.3, se tiene:
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Teorema 4.1.6. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs.
Entonces, la 1-forma ω dada por (4.1.20) verifica:

dω = −m+ 1

2
(c+ 3s)

m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ . (4.1.21)

Aśı, ω es cerrada si y sólo si c = −3s.

Demostración. De (4.1.20) se deduce que

dω = dΘ +m

s∑
α=1

dηα. (4.1.22)

Pero, como M̃2m+s(c) es una variedad f -contacto métrica, se cumple que dηα = F para
cada α = 1, . . . , s, por lo que, en función de una referencia anti-invariante adaptada,
tenemos que

dηα(ei, ej) = F (ei, ej) = g(ei, fej) = g(ei, ej∗) = 0,
dηα(ei, ξα) = F (ei, ξα) = g(ei, fξα) = 0,
dηα(ei, ej∗) = F (ei, ej∗) = g(ei, fej∗) = −g(ei, ej) = −δij,
dηα(ei∗ , ej∗) = F (ei∗ , ej∗) = g(ei∗ , fej∗) = −g(fei, ej) = 0,
dηα(ei∗ , ξα) = F (ei∗ , ξα) = g(ei∗ , fξα) = 0,

(4.1.23)

para todos i, j = 1, . . . ,m, α = 1, . . . , s.
Aśı, de (4.1.23) se sigue que:

dηα = −2
m∑
i=1

ωi ∧ ωi∗ , para cada α = 1, . . . , s. (4.1.24)

Finalmente, (4.1.21) resulta de (4.1.15), (4.1.22) y (4.1.24).

Nota 4.1.7. De nuevo podemos destacar que si hacemos s = 1 en el Teorema 4.1.6,
obtenemos directamente el Teorema 2.1.8 y el Corolario 2.1.9 para el caso Sasakiano.

Nota 4.1.8. Al igual que observamos para Θ, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
ω define una clase canónica de cohomoloǵıa, [ω] ∈ H1(M ;R).

Siguiendo la misma ĺınea, en el siguiente teorema, veremos la relación existente
entre la 1-forma ω dada por (4.1.20) y la Forma de Maslov ωH .

Teorema 4.1.9. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs.
Entonces,

ωH = − 1

m+ s
ω (4.1.25)
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Demostración. Respecto a una referencia anti-invariante adaptada, se tiene

ωH(ei) = g(ei, fH) = −g(fei, H) = −g(ei∗ , H), (4.1.26)

para cada i = 1, . . . ,m. Ahora bien, en virtud de (1.4.11) y (1.4.12):

H =
1

m+ s

m∑
j=1

σ(ej, ej). (4.1.27)

Aśı, de (4.1.26) y (4.1.27) resulta que

ωH(ei) =− 1

m+ s

m∑
j=1

g(ei∗ , σ(ej, ej)) = − 1

m+ s

m∑
j=1

g(fei, ∇̃ejej) =

=
1

m+ s

m∑
j=1

g(∇̃ejfei, ej).

(4.1.28)

Ahora bien, usando (1.4.5) se tiene que:

∇̃ejfei = f∇̃ejei + δij

s∑
α=1

ξα. (4.1.29)

De esta forma, de (4.1.28) y (4.1.29) se obtiene:

ωH(ei) =
1

m+ s

m∑
j=1

g(f∇̃ejei, ej) = − 1

m+ s

m∑
j=1

g(∇̃ejei, fej) =

=− 1

m+ s

m∑
j=1

g(∇̃ejei, ej∗).

(4.1.30)

Pero,

g(∇̃ejei, ej∗) = g(σ(ej, ei), ej∗) = g(σ(ei, ej), ej∗) = g(∇̃eiej, ej∗), (4.1.31)

en virtud de la Fórmula de Gauss y la simetŕıa de σ. Entonces, de (4.1.30) y (4.1.31)
resulta que

ωH(ei) = − 1

m+ s

m∑
j=1

g(∇̃eiej, ej∗) = − 1

m+ s

m∑
j=1

ωj
∗

j (ei) = − 1

m+ s
Θ(ei), (4.1.32)

donde hemos usado las definiciones de las formas de conexión y de la 1-forma Θ.
Por otra parte, para cada α = 1, . . . , s:

ωH(ξα) = g(ξα, fH) = −g(fξα, H) = 0, (4.1.33)
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Θ(ξα) =
m∑
i=1

ωi
∗

i (ξα) =
m∑
i=1

g(∇̃ξαei, ei∗) =
m∑
i=1

g(∇̃eiξα, ei∗) =

=−
m∑
i=1

g(fei, ei∗) = −
m∑
i=1

g(ei∗ , ei∗) = −m,
(4.1.34)

donde se ha procedido como en (4.1.31).

Usando ahora (4.1.32), (4.1.33) y (4.1.34), calculamos:

ωH =
m∑
i=1

ωH(ei)ω
i + ωH(ξα)ηα = − 1

m+ s

m∑
i=1

Θ(ei)ω
i =

=− 1

m+ s
(Θ +mηα) = − 1

m+ s
ω,

como queŕıamos probar.

Corolario 4.1.10. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de
curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c), tangente a los campos de estructura. En-
tonces, la forma de Maslov ωH de M es cerrada si y sólo si c = −3s.

Demostración. Basta calcular la diferencial de ωH en (4.1.25) y aplicar el Teorema
(4.1.6).

Aśı, en R2m+s toda subvariedad anti-invariante, de dimensión m+ s, tangente a los
campos de estructura, tiene Forma de Maslov cerrada.

Del Corolario 4.1.10 podemos establecer la siguiente obstrucción topológica de las
inmersiones anti-invariantes tangentes a los campos de estructura dentro de una S-
variedad de curvatura f -seccional constante c = −3s.

Teorema 4.1.11. Sea Mm+s una variedad diferenciable compacta y simplemente co-
nexa de dimensión m + s. Entonces, M no puede ser inmersa en una S-variedad de
curvatura f -seccional constante M̃2m+s(−3s), de dimensión 2m + s como una subva-
riedad anti-invariante tangente a los campos de estructura sin puntos minimales.

Demostración. Sea M una subvariedad anti-invariante de M̃(−3s), tangente a los cam-
pos de estructura, sin puntos minimales. Entonces, H es no nulo en todos los pun-
tos y, por tanto, la Forma de Maslov ωH también lo es ya que M tiene codimensión
m (para probarlo, es suficiente considerar una referencia anti-invariante adaptada).
Del Corolario 4.1.10, ωH es cerrada y por tanto, representa una clase de cohomoloǵıa
[ωH ] ∈ H1(M ;R). Como M es compacta, ωH no puede ser exacta. Aśı, [ωH ] es una
clase de cohomoloǵıa no trivial y por tanto, el primer grupo de cohomoloǵıa H1(M ;R)
es no trivial. Aśı, M no es simplemente conexa, lo cual es una contradicción.
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4.1.2. Forma de Maslov conforme

En esta sección, vamos a estudiar si la Forma de Maslov de una subvariedad anti-
invariante Mm+s de una S-variedad de curvatura f -seccional constante M̃2m+s(−3s),
tangente a los campos de estructura, puede ser conforme en M . Se toma dicha variedad
ambiente ya que según hemos visto en el Corolario 4.1.10 es el único caso en el que la
subvariedad M tiene Forma de Maslov ωH cerrada. En primer lugar, vamos a demostrar
un resultado más general sobre la conformidad de M :

Teorema 4.1.12. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad M̃2m+s,
tangente a los campos de estructura y tal que su Forma de Maslov es cerrada. Enton-
ces, esta Forma de Maslov es conforme en M si y sólo si su vector curvatura media es
paralelo.

Demostración. De (1.2.1) y (1.4.9), si Y es tangente a M , tenemos

g(∇ξαfH, Y ) = g(∇Y fH, ξα) = −g(fH,∇Y ξα) = g(fH, TY ) = 0

y por tanto:

∇ξαfH = 0.

Debido a ello, usando (1.2.2), tenemos que ωH es conforme en M si y sólo si

∇XfH = 0,

para todo X tangente a M . Pero, como de (1.4.5), (∇̃Xf)H = 0, teniendo en cuenta
la componente tangente de esta fórmula, obtenemos ∇XfH − fDXH = 0, o lo que es
lo mismo, ωH es conforme en M si y sólo si DXH = 0.

A continuación, podemos demostrar el siguiente resultado, que nos proporciona una
condición suficiente para que la Forma de Maslov de una subvariedad anti-invariante
sea L-conforme, es decir, conforme para cualquier campo tangente a la subvariedad y
ortogonal a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs. Para ello, la segunda forma fundamental
de la subvariedad M debe satisfacer una expresión análoga a (3.1.16), la cual obtuvimos
analizando qué subvariedades cumpĺıan el caso de la igualdad en la desigualdad entre
H y τ , las cuales definimos como subvariedades ∗-slant.

Nota 4.1.13. Obsérvese, que la condición de que la subvariedad Mm+s sea L-conforme
es equivalente a que la subvariedad Mm+1 fuese D-conforme en el caso Sasakiano,
ya que como definimos en los Preliminares de esta memoria, la distribución L es la
distribución complementaria ortogonal a la distribución generada por los campos de
estructura ξ1, . . . , ξs de M , al igual que D es la distribución complementaria ortogonal
a ξ en el caso Sasakiano.
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Teorema 4.1.14. Sea Mm+s una subvariedad anti-invariante de una S-variedad de
curvatura f -seccional constante M̃2m+s(−3s), tangente a los campos de estructura,
con Forma de Maslov cerrada. Si

σ(X, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(fX, fY )H − (ωH(X) +

m+ s+ 1

m+ s

s∑
α=1

ηα(X))fY−

− (ωH(Y ) +
m+ s+ 1

m+ s

s∑
α=1

ηα(Y ))fX},
(4.1.35)

para todos X, Y tangentes a M , entonces la Forma de Maslov de M es L-conforme.

Demostración. Sea Y un campo tangente a M , unitario y ortogonal a ξα, para cada
α = 1, . . . , s. Entonces de (4.1.35) se sigue que:

σ(Y, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{H + 2g(fY,H)fY }. (4.1.36)

Tomemos ahora otro campo tangente X, ortogonal a Y . En primer lugar, de (1.1.11)
se tiene que:

(∇̃Xσ)(Y, Y ) = DXσ(Y, Y )− 2σ(∇XY, Y ). (4.1.37)

Por otra parte, a partir de (4.1.36) podemos calcular

DXσ(Y, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{DXH + 2Xg(fY,H)fY + 2g(fY,H)DXfY }, (4.1.38)

pero como, en virtud de (1.4.5),

Xg(fY,H) =g(∇̃XfY,H) + g(fY, ∇̃XH) =

=g(f∇̃XY,H) + g(fY,DXH),
(4.1.39)

sustituyendo (4.1.39) en (4.1.38), obtenemos:

DXσ(Y, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{DXH + 2g(f∇̃XY,H)fY+

+ 2g(fY,DXH)fY + 2g(fY,H)DXfY }.
(4.1.40)

Por otro lado, a partir de (4.1.35), calculamos

σ(∇XY, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(f∇XY,H)fY + g(fY,H)f∇XY }, (4.1.41)

dado que g(∇XY, Y ) = 0 = ηα(∇XY ).
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Ahora bien, sustituyendo (4.1.40) y (4.1.41) en (4.1.37), deducimos que:

(∇̃Xσ)(Y, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{DXH + 2g(f∇̃XY,H)fY + 2g(fY,DXH)fY+

+ 2g(fY,H)DXfY − 2g(f∇XY,H)fY − 2g(fY,H)f∇XY }.
(4.1.42)

Pero, al ser fH tangente,

g(f∇̃XY,H) = −g(∇̃XY, fH) = −g(∇XY, fH) = g(f∇XY,H), (4.1.43)

mientras que, al ser (∇̃Xf)Y = 0, de las Fórmulas de Gauss (1.1.1) y Weingarten
(1.1.2) se sigue que:

DXfY = f∇XY. (4.1.44)

Aśı, usando (4.1.43) y (4.1.44), la expresión (4.1.42) se reduce a

(∇̃Xσ)(Y, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{DXH + 2g(fY,DXH)fY }. (4.1.45)

Supongamos ahora que el campo X es también ortogonal a ξα. De nuevo, a partir
de (1.1.11):

(∇̃Y σ)(X, Y ) = DY σ(X, Y )− σ(∇YX, Y )− σ(X,∇Y Y ). (4.1.46)

Pero, usando (4.1.35), calculamos:

σ(X, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(fX,H)fY + g(fY,H)fX}.

Aśı,

DY σ(X, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(∇̃Y fX,H)fY + g(fX, ∇̃YH)fY + g(fX,H)DY fY+

+ g(∇̃Y fY,H)fX + g(fY, ∇̃YH)fX + g(fY,H)DY fX}.
(4.1.47)

Por otra parte, utilizando de nuevo (4.1.35), tenemos

σ(∇YX, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(∇YX, Y )H + g(f∇YX,H)fY + g(fY,H)f∇YX},

(4.1.48)
y además,

σ(X,∇Y Y ) =
m+ s

m+ +s+ 1
{g(X,∇Y Y )H + g(fX,H)f∇Y Y + g(f∇Y Y,H)fX}.

(4.1.49)
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De esta forma, sustituyendo (4.1.47), (4.1.48) y (4.1.49) en (4.1.46) y teniendo en cuenta

(4.1.44) y que g((∇̃Xf)Y,H) = 0 por (1.4.5), obtenemos que

(∇̃Y σ)(X, Y ) =
m+ s

m+ s+ 1
{g(fX,DYH)fY + g(fY,DYH)fX}. (4.1.50)

Ahora, teniendo en cuenta que, en virtud de (1.4.6), (R̃(X, Y )Y )⊥ = 0, la ecuación
de Codazzi (1.1.12) implica que

(∇̃Xσ)(Y, Y )− (∇̃Y σ)(X, Y ) = 0,

por lo que, restando (4.1.45) y (4.1.50) llegamos a que:

DXH = g(fX,DYH)fY + g(fY,DYH)fX − 2g(fY,DXH)fY. (4.1.51)

Pero, como (∇̃Xf)H = 0, es fácil comprobar, usando argumentos habituales, que

g(DXH, fY ) = −g(∇XfH, Y )

y, análogamente,
g(DYH, fX) = −g(∇Y fH,X).

Ahora bien, como M tiene Forma de Maslov cerrada, sabemos que fH es un campo
cerrado, lo que quiere decir que las expresiones anteriores coinciden. Aśı, la ecuación
(4.1.51) se reduce a

DXH = g(fY,DYH)fX − g(fY,DXH)fY. (4.1.52)

Es más, a partir de (4.1.52), se tiene que

g(fY,DXH) = −g(fY,DXH),

pues g(fX, fY ) = 0 y g(fY, fY ) = 1, con lo que

g(fY,DXH) = 0

y podemos escribir (4.1.52) simplemente como:

DXH = g(fY,DYH)fX. (4.1.53)

Por otra parte, teniendo en cuenta de nuevo que (∇̃Xf)H = 0, se comprueba
fácilmente que para cualquier campo Z tangente a M ,

g(∇XfH,Z) = −g(DXH, fZ) = −g(DYH, fY )g(X,Z),

donde se ha usado (4.1.53). Aśı,

∇XfH = −g(DYH, fY )X, (4.1.54)

lo que significa que el campo fH es L-conforme.
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Nota 4.1.15. Podemos destacar que si consideramos un único campo de estructura
ξ, es decir hacemos s = 1 en (4.1.35), obtenemos (2.2.1), que era la expresión de la
segunda forma fundamental de la subvariedad que nos aportaba la D-conformidad de
la Forma de Maslov para subvariedades anti-invariantes en el caso Sasakiano.

Nota 4.1.16. Observemos que el resultado anterior no puede mejorarse para obtener
que fH sea conforme, pues se puede comprobar sin dificultad que, al ser fH cerrado,
se tiene que

∇ξαfH = 0, (4.1.55)

para α = 1, . . . , s. Por otra parte, para un campo tangente X cualquiera, de (4.1.54) y
(4.1.55) se tendŕıa que:

∇XfH = −g(DYH, fY )(X − η(X)ξα).

Ahora bien, cabe preguntarse qué subvariedades verifican la condición (4.1.35). Un
caso particularmente importante es el de las ya mencionadas subvariedades totalmente
f -geodésicas (1.4.13).

Está claro que una subvariedad con esta propiedad ha de ser minimal. Aśı, (1.4.10)
y (1.4.13) implican que toda subvariedad anti-invariante y totalmente f -geodésica,
verifica la condición (4.1.35).

Por otra parte, si tomamos R2m+s como variedad ambiente, sabemos que la Forma
de Maslov es cerrada tal y como se probó en el Corolario 4.1.10. Además, en este caso,
L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın demostraron en [33] que la condición (4.1.35)
caracteriza a las subvariedades anti-invariantes que satisfacen el caso de la igualdad en

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ s)2(m− 1)
τ,

donde τ denota la curvatura escalar de la subvariedad, de dimensión m+ s.
Dada una subvariedad anti-invarianteM de R2m+s, consideremos ahora la sumersión

Riemanniana π : R2m+s → Cm dada por

π(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, z1, . . . , zs) =
1

2
(y1, . . . , ym, x1, . . . , xm),

y supongamos que existe una subvariedad Lagrangiana M̂ de Cm, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

M −→ R2m+s

↓ ↓ π

M̂ −→ Cm,

donde M es el conjunto de fibras sobre M̂ . En estas condiciones, también se prueba
en [33] que M verifica la condición (4.1.35) si y sólo si es totalmente f -geodésica
o localmente isométrica al producto Riemanniano de una porción de una esfera de
Whitney y Rs. Aśı, el Teorema 4.1.14 implica que cada una de estas subvariedades
tiene Forma de Maslov L-conforme.
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4.2. Subvariedades slant

4.2.1. Forma de Maslov cerrada

El objetivo de esta sección es estudiar cuándo la Forma de Maslov ωH dada por
(2.1.1) es una forma cerrada en el caso en que tengamos una subvariedad θ-slant propia
Mm+s de dimensión m + s y la S-variedad ambiente sea una S-variedad de curvatura
f -seccional constante M̃2m+s(c) de dimensión 2m+ s. Como ya mencionamos anterior-
mente que m debe ser par, podemos escribir m = 2k. Tomamos una referencia slant
adaptada al estilo de la referencia construida anteriormente en la Nota 2.1.7.

Sea e1 un campo tangente unitario en M ortogonal a los campos de estructura
ξ1, . . . , ξs. A continuación, tomamos:

e2 = (sec θ)Te1, e1∗ = (csc θ)Ne1, e2∗ = (csc θ)Ne2.

Si k > 1, entonces, por inducción, para cada l = 1, . . . , k−1, elegimos un campo tan-
gente unitario e2l+1 en M tal que e2l+1 es perpendicular a e1, e2, . . . , e2l−1, e2l, ξ1, . . . , ξs
y tomamos:

e2l+2 = (sec θ)Te2l+1, e(2l+1)∗ = (csc θ)Ne2l+1, e(2l+2)∗ = (csc θ)Ne2l+2.

De esta forma, tenemos la referencia slant adaptada

{e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗, . . . , em∗},

donde e1, . . . , em ∈ L y e1∗, . . . , em∗ son normales a M .

Siguiendo la misma ĺınea del caṕıtulo anterior, consideramos en primer lugar la
1-forma Θ definida por (2.1.2) con el objetivo de calcular dΘ y estudiar cuándo esta
1-forma es cerrada. Para ello, necesitamos el siguiente lema previo cuya demostración
es análoga a la del Lema 3.2.1:

Lema 4.2.1. Sea Mm+s una subvariedad slant de una S-variedad M̃2m+s. Entonces,
respecto a una referencia slant adaptada, se verifica:

ω
(2j)∗

2i + ω
(2j−1)∗

2i−1 = ω
(2i)∗

2j + ω
(2i−1)∗

2j−1 , (4.2.1)

ω
(2j)∗

(2i)∗ − ω
(2j−1)∗

(2i−2)∗ = ω2j
2i − ω

2j−1
2i−1 , (4.2.2)

ω2i−1
2j − ω(2i−1)∗

(2j)∗ = ω2j−1
2i − ω(2j−1)∗

(2i)∗ , (4.2.3)

para todos i, j = 1, . . . ,m.

100



Ahora bien, si calculamos dΘ directamente resulta que

dΘ =
m∑
i=1

dωi
∗

i =−
m∑
i=1

∑
A

ωi
∗

A ∧ ωAi +
m∑
i=1

Ωi∗

i

=−
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j−1)∗

A ∧ ωA2j−1 +
k∑
j=1

Ω
(2j−1)∗

2j−1 −

−
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j)∗

A ∧ ωA2j +
k∑
j=1

Ω
(2j)∗

2j ,

(4.2.4)

en virtud de las ecuaciones de estructura (1.1.5). Determinemos en primer lugar las

formas de curvatura Ω
(2j−1)∗

2j−1 y Ω
(2j)∗

2j :

Lema 4.2.2. Sea Mm+s una subvariedad slant de una S-variedad M̃2m+s. Entonces,
respecto a una referencia slant adaptada, se verifica

Ω
(2j−1)∗

2j−1 =
c− s

4
sen θ cos θ

(
−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
+

c− s
4

cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ −
(
c+ 3s

4
+
c− s

4
sen2 θ

)
ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗+

c− s
2

k∑
p=1

{sen θ cos θ
(
−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗

)
−

sen2 θ(ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗)},

(4.2.5)

Ω
(2j)∗

2j =
c− s

4
sen θ cos θ

(
−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
−(

c+ 3s

4
+
c− s

4
sen2 θ

)
ω2j ∧ ω(2j)∗ +

c− s
4

cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗+

c− s
2

k∑
p=1

{sen θ cos θ
(
−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗

)
−

sen2 θ
(
ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗

)
},

(4.2.6)

para todo j = 1, . . . , k.
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Demostración. Partiendo de (1.1.5) resulta que

2Ω
(2j)∗

2j =
∑
C,D

R̃(eC , eD; e2j, e(2j)∗)ω
C ∧ ωD =

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e2q; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω2q−1 +

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

R̃(e2p, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ω(2q−1)∗ +

k∑
p=1

R̃(e2p, ξα; e2j, e(2j)∗)ω
2p ∧ ηα+

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e2q; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω2q +

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω(2q)∗ +

k∑
p,q=1

R̃(e2p−1, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p=1

R̃(e2p−1, ξα; e2j, e(2j)∗)ω
2p−1 ∧ ηα +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω2q+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω2q−1 +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ω(2q−1)∗ +

k∑
p=1

R̃(e(2p)∗ , ξ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p)∗ ∧ ηα+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω2q +

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω2q−1+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω(2q)∗+

k∑
p,q=1

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ω(2q−1)∗+

k∑
p=1

R̃(e(2p−1)∗ , ξα; e2j, e(2j)∗)ω
(2p−1)∗ ∧ ηα +

k∑
q=1

R̃(ξα, e2q; e2j, e(2j)∗)ηα ∧ ω2q+

k∑
q=1

R̃(ξα, e2q−1; e2j, e(2j)∗)ηα ∧ ω2q−1 +
k∑
q=1

R̃(ξα, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗)ηα ∧ ω(2q)∗+

k∑
q=1

R̃(ξα, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗)ηα ∧ ω(2q−1)∗ + R̃(ξα, ξα; e2j, e(2j)∗)ηα ∧ ηα,

(4.2.7)
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para α = 1, . . . , s. Calculemos ahora, a partir de (1.3.10), los distintos coeficientes de
(4.2.7):

R̃(e2p, e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.8)

R̃(e2p, e2q−1; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(cos θδjq sen θδjp + 2 cos θδpq sen θ), (4.2.9)

R̃(e2p, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = −c+ 3s

4
δjpδjq +

c− s
4

(− sen2 θδjqδjp − 2 sen2 θδpq), (4.2.10)

R̃(e2p, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.11)

R̃(e2p, ξα; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.12)

R̃(e2p−1, e2q; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(− cos θδjp sen θδjq − 2 cos θδpq sen θ), (4.2.13)

R̃(e2p−1, e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.14)

R̃(e2p−1, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.15)

R̃(e2p−1, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(cos2 θδjpδjq − 2 sen2 θδpq), (4.2.16)

R̃(e2p−1, ξα; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.17)

R̃(e(2p)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(sen2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq) +

c+ 3s

4
(δjpδjq), (4.2.18)

R̃(e(2p)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.19)

R̃(e(2p)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.20)

R̃(e(2p)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(− sen θ cos θδjpδjq − 2 cos θδpq sen θ), (4.2.21)

R̃(e(2p)∗ , ξα; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.22)

R̃(e(2p−1)∗ , e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.23)

R̃(e(2p−1)∗ , e2q−1; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(− cos2 θδjpδjq + 2 sen2 θδpq), (4.2.24)

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) =
c− s

4
(sen θ cos θδjpδjq + 2 cos θδpq sen θ), (4.2.25)

R̃(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.26)

R̃(e(2p−1)∗ , ξα; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.27)

R̃(ξα, e2q; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.28)

R̃(ξα, e2q−1; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.29)
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R̃(ξα, e(2q)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.30)

R̃(ξα, e(2q−1)∗ ; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.31)

R̃(ξα, ξα; e2j, e(2j)∗) = 0, (4.2.32)

Aśı, de (4.2.7)-(4.2.32) tenemos (4.2.6). Análogamente, se demuestra (4.2.5).

Ya podemos calcular la diferencial de la 1-forma Θ.

Teorema 4.2.3. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de curva-
tura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) satisface:

dΘ = − sen θ cos θ
(m+ 1)c− s(m− 3)

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
−

− sen2 θ
(m+ 1)c− s(m− 3)

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
,

(4.2.33)

donde θ denota el ángulo slant de M .

Demostración. Calculamos en primer lugar, a partir de (4.2.5) y de (4.2.6):

k∑
j=1

Ω
(2j−1)∗

2j−1 +
k∑
j=1

Ω
(2j)∗

2j =
k∑
j=1

{
c− s

4
sen θ cos θ

(
−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
+
c− s

4
cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ −

(
c+ 3s

4
+
c− s

4
sen2 θ

)
ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗

}
+2

c− s
4

k∑
p=1

{sen θ cos θ
(
−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗

)
− sen2 θ

(
ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗

)
}

+
k∑
j=1

{
c− s

4
sen θ cos θ

(
−ω2j−1 ∧ ω2j + ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)

−
(
c+ 3s

4
+
c− s

4
sen2 θ

)
ω2j ∧ ω(2j)∗ +

c− s
4

cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗
}

+2
c− s

4

k∑
p=1

{sen θ cos θ
(
−ω2p−1 ∧ ω2p + ω(2p−1)∗ ∧ ω(2p)∗

)
− sen2 θ

(
ω2p ∧ ω(2p)∗ + ω2p−1 ∧ ω(2p−1)∗

)
} =
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=
k∑
j=1

{
2 sen θ cos θ

c− s
4

(m+ 1)
(
ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ − ω2j−1 ∧ ω2j

)

+

(
−c− s

4
sen2 θ(2m+ 1) +

c− s
4

cos2 θ − c+ 3s

4

)
·

·
(
ω2j ∧ ω(2j)∗ + ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗

)}
.

(4.2.34)

Por otra parte,

−
k∑
j=1

∑
A

ω
(2j)∗

A ∧ ωA2j =−
k∑
j=1

(
k∑
p=1

ω
(2j)∗

2p−1 ∧ ω
2p−1
2j +

k∑
p=1

ω
(2j)∗

2p ∧ ω2p
2j +

+
k∑
p=1

ω
(2j)∗

(2p−1)∗ ∧ ω
(2p−1)∗

2j +
k∑
p=1

ω
(2j)∗

(2p)∗ ∧ ω
(2p)∗

2j +

+
s∑

α=1

ω
(2j)∗

ξα
∧ ωξα2j

)
.

(4.2.35)

Pero, de (4.2.1), (4.2.2) y (4.2.3) y siguiendo los mismos pasos de [26, Teorema 3.1],
llegamos a

−
m∑

i,j=1

(ωi
∗

j ∧ ω
j
i + ωi

∗

j∗ ∧ ω
j∗

i ) = 0. (4.2.36)

Ahora bien, considerando un campo X cualquiera, para cada α = 1, . . . , s y teniendo
en cuenta (1.4.4), podemos establecer que

ω
(2j)∗

ξα
(X) =g(∇̃Xξα, e(2j)∗) =

=g(−fX, e(2j)∗) = g(X, fe(2j)∗) = g(te(2j)∗ , X) + g(ne(2j)∗ , X) =

=− sen θg(e2j, X) + cos θg(e(2j−1)∗ , X),

por lo que ω
(2j)∗

ξα
= cos θω(2j−1)∗ − sen θω2j, para cada α = 1, . . . , s. Análogamente,

ωξα2j (X) =g(∇̃Xe2j, ξα) = −g(e2j, ∇̃Xξα) =

=g(e2j, fX) = −g(fe2j, X) = −g(Te2j, X)− g(Ne2j, X) =

=− sen θg(e(2j)∗ , X) + cos θg(e2j−1, X),

de donde ωξα2j = cos θω2j−1 − sen θω(2j)∗ , para cada α = 1, . . . , s.
Luego,

ω
(2j)∗

ξα
∧ ωξα2j = sen θ cos θω2j−1 ∧ ω2j + sen2 θω2j ∧ ω(2j)∗−

− cos2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ − sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ ,
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para cada α = 1, . . . , s. Análogamente se tiene que

ω
(2j−1)∗

ξα
∧ ωξα2j−1 = sen θ cos θω2j−1 ∧ ω2j + sen2 θω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗−

− cos2 θω2j ∧ ω(2j)∗ − sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ ,

para cada α = 1, . . . , s. Por lo tanto,

−
k∑
j=1

(ω
(2j−1)∗

ξα
∧ ωξα2j−1+ω

(2j)∗

ξα
∧ ωξα2j ) = −2 sen θ cos θ

k∑
j=1

{
ω2j−1 ∧ ω2j+

+(cos2 θ − sen2 θ)(ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ + ω2j ∧ ω(2j)∗)+

+ 2 sen θ cos θω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗
}
,

(4.2.37)

para cada α = 1, . . . , s. Aśı, (4.2.33) se deduce de (4.2.4) y de (4.2.34)-(4.2.37).

Corolario 4.2.4. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, la 1-forma Θ dada por (2.1.2) es
cerrada si y sólo si

c =
s(m− 3)

m+ 1
. (4.2.38)

Demostración. La demostración es inmediata haciendo dΘ = 0 en el Teorema 4.2.3.

Nota 4.2.5. Podemos destacar que (4.2.33) y (4.2.38) coinciden con las igualdades
del Teorema 4.1.3 para θ = π/2. Además, ya hab́ıamos comentado anteriormente que,
para s = 1, las igualdades del Teorema 4.1.3 coinciden con las obtenidas en el Teorema
2.1.4 y en el Corolario 2.1.5 para el caso Sasakiano.

Nota 4.2.6. Obsérvese que, en el caso de Θ cerrada, define una clase canónica de
cohomoloǵıa en M , [Θ] ∈ H1(M ;R).

Dado que estamos suponiendo que la subvariedad Mm+s tiene dimensión m+ s con
m ≥ 2, el Teorema 4.2.3 implica que la 1-forma Θ no es cerrada en el caso de que
M̃2m+s(c) sea una S-variedad de curvatura f -seccional constante c = −3s (como es el
caso de R2m+s con su S-estructura usual, dada en [36]). No obstante, podemos definir
una nueva 1-forma ω en M . Sabemos que

Θ =
2k∑
l=1

ωl
∗

l

ωl
∗

l =
2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i,
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por lo que

Θ =
2k∑
l=1

2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i +

2k∑
l=1

s∑
α=1

σl
∗

lξαηα. (4.2.39)

Por otra parte, sabemos que para cada α = 1, . . . , s,

σl
∗

lξα = g(σ(el, ξα), el∗) = − csc θg(Nel, Nel) = − sen θ, (4.2.40)

por lo que
2k∑
l=1

σl
∗

lξαηα = −2k sen θηα. (4.2.41)

Además,

σl
∗

li =g(σ(el, ei), el∗) = csc θg(σ(el, ei), Nel) =

= csc θg(ANelei, el) = csc θg(ANeiel, el) =

=g(σ(el, el), ei∗) = σi
∗

ll ,

(4.2.42)

donde hemos usado (1.4.17). Aśı,

2k∑
l=1

2k∑
i=1

σl
∗

li ω
i =

2k∑
l=1

2k∑
i=1

σi
∗

ll ω
i =

2k∑
i=1

(trσi
∗
)ωi. (4.2.43)

Por tanto, de (4.2.39)-(4.2.43), obtenemos que

Θ =
2k∑
i=1

(trσi
∗
)ωi − 2k sen θ

s∑
α=1

ηα,

por lo que definimos

ω = Θ +m sen θ
s∑

α=1

ηα. (4.2.44)

Aplicando directamente el Teorema 4.2.3, se tiene:

Teorema 4.2.7. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de curva-
tura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, la 1-forma ω dada por (4.2.44) verifica:

dω = − sen θ cos θ
(m+ 1)(c+ 3s)

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j −
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗

)
−

− sen2 θ
(m+ 1)(c+ 3s)

2

(
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗ +
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗

)
,

(4.2.45)

donde θ denota el ángulo slant de M .
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Demostración. De (4.2.44) se deduce que para cada α = 1, . . . , s,

dω = dΘ +m sen θ
s∑

α=1

dηα. (4.2.46)

Pero, como M̃ es una S-variedad, para cada α = 1, . . . , s se cumple que dηα(X, Y ) =
g(X, fY ), para todos X, Y tangentes en M , por lo que, en función de una referencia
slant adaptada, tenemos que

dηα(e2p−1, e2q−1) = g(e2p−1, T e2q−1) = 0, (4.2.47)

dηα(e2p−1, ξβ) = 0, (4.2.48)

dηα(e2p−1, e2q) = − cos θδpq, (4.2.49)

dηα(e2p−1, e(2q−1)∗) = − sen θδpq, (4.2.50)

dηα(e2p−1, e(2q)∗) = 0, (4.2.51)

dηα(e2p, e2q−1) = cos θδpq, (4.2.52)

dηα(e2p, ξβ) = 0, (4.2.53)

dηα(e2p, e2q) = 0, (4.2.54)

dηα(e2p, e(2q−1)∗) = 0, (4.2.55)

dηα(e2p, e(2q)∗) = − sen θδpq, (4.2.56)

dηα(e(2p−1)∗ , e2q−1) = sen θδpq, (4.2.57)

dηα(e(2p−1)∗ , e2q) = 0, (4.2.58)

dηα(e(2p−1)∗ , ξβ) = 0, (4.2.59)

dηα(e(2p−1)∗ , e(2q−1)∗) = 0, (4.2.60)

dηα(e(2p−1)∗ , e(2q)∗) = cos θδpq, (4.2.61)

dηα(e(2p)∗ , e2q−1) = 0, (4.2.62)

dηα(e(2p)∗ , e2q) = sen θδpq, (4.2.63)

dηα(e(2p)∗ , ξbeta) = 0, (4.2.64)

dηα(e(2p)∗ , e(2q−1)∗) = − cos θδpq, (4.2.65)

dηα(e(2p)∗ , e(2q)∗) = 0, (4.2.66)

para todos p, q = 1, . . . , k y β = 1, . . . , s.
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Aśı, de (4.2.47) a (4.2.66) se sigue que para cada α = 1, . . . , s:

dηα =− 2 cos θ
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω2j − 2 sen θ
k∑
j=1

ω2j−1 ∧ ω(2j−1)∗−

− 2 sen θ
k∑
j=1

ω2j ∧ ω(2j)∗ + 2 cos θ
k∑
j=1

ω(2j−1)∗ ∧ ω(2j)∗ .

(4.2.67)

Finalmente, (4.2.45) resulta de (4.2.33), (4.2.46) y (4.2.67).

Corolario 4.2.8. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, la 1-forma ω dada por (4.2.44) es
cerrada si y sólo si

c = −3s.

Demostración. La demostración es inmediata haciendo dω = 0 en el Teorema 4.2.7.

Nota 4.2.9. De nuevo destacamos que si hacemos θ = π/2 en el Teorema 4.2.7 lle-
gamos al Teorema 4.1.6, el cual coincide, para s = 1, con el Teorema 2.1.8 y con el
Corolario 2.1.9 obtenidos en el caso Sasakiano.

Nota 4.2.10. Al igual que observamos para Θ, se tiene ahora que, cuando es cerrada,
ω define una clase canónica de cohomoloǵıa, [ω] ∈ H1(M ;R).

En el siguiente teorema veremos cuál es la relación entre la 1-forma ω y la Forma
de Maslov ωH :

Teorema 4.2.11. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces,

ωH = − sen θ

m+ s
ω, (4.2.68)

donde θ es el ángulo slant.

Demostración. Respecto a una referencia slant adaptada, se tiene

ωH(ei) = g(ei, fH) = −g(Nei, H) = − sen θg(ei∗ , H), (4.2.69)

para cada i = 1, . . . ,m. Además, hab́ıamos definido

ω = Θ +m sen θ
s∑

α=1

ηα =
k∑
i=1

(trσi
∗
ωi).
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Ahora bien, en virtud de (1.4.11) y (1.4.12):

H =
1

m+ s

m∑
j=1

σ(ej, ej). (4.2.70)

Aśı, de (4.2.69) y (4.2.70) resulta que

ωH(ei) = − sen θ

m+ s

2k∑
j=1

σi
∗

jj = − sen θ

m+ s
trσi

∗
.

De esta forma tenemos que

trσi
∗

= −(m+ s) csc θg(tH, ei),

por lo que para todo campo X tangente a M podemos escribir:

ω(X) = −(m+ s) csc θ
2k∑
i=1

g(tH, ei)ω
i(X), (4.2.71)

pero si escribimos

X =
2k∑
i=1

X iei +
s∑

α=1

ηα(X)ξα,

tenemos de (4.2.71),

ω(X) =− (m+ s) csc θ
2k∑
i=1

g(tH, ei)X
i =

=− (m+ s) csc θg(tH,
2k∑
i=1

X iei) =

=− (m+ s) csc θg(X −
s∑

α=1

ηα(X)ξα, tH),

y teniendo en cuenta que para cada α = 1, . . . , s, g(tH, ξα) = 0, obtenemos (4.2.68).

Corolario 4.2.12. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de cur-
vatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, la Forma de Maslov ωH de M es
cerrada si y sólo si

c = −3s.

Demostración. Basta calcular la diferencial de ωH en (4.2.68) y aplicar el Teorema
4.2.7.
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Nota 4.2.13. Obsérvese que, según el Corolario 4.2.12, en R2m+s con su estructura de
S-variedad, toda subvariedad slant, no invariante y de dimensión m+s, tiene Forma de
Maslov cerrada. En particular, esto será cierto para toda subvariedad anti-invariante,
de dimensión m+ s, tangente a los campos de estructura ξ1, . . . , ξs.

Nota 4.2.14. Podemos comprobar que, para θ = π/2, (4.2.68) coincide con (4.1.25),
la cual coincide, para s = 1, con (2.1.36) obtenida para el caso Sasakiano.

4.2.2. Desigualdad entre H y τ

En esta última sección vamos a establecer una desigualdad entre H y τ para una
subvariedad slant de una S-variedad de curvatura f -seccional constante, la cual gene-
raliza la obtenida por L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın en [33] para subvariedades
anti-invariantes de R2m+s. Además, estudiaremos el caso de la igualdad en función de
la segunda forma fundamental de la desigualdad.

Teorema 4.2.15. Sea Mm+s (m ≥ 2) una subvariedad θ-slant de una S-variedad

de curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Entonces, el cuadrado del módulo de
su vector curvatura media ‖H‖2 y su curvatura escalar τ satisfacen en cada punto la
siguiente desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ s)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m− 1)

c+ 3s

4
− 3

2
m cos2 θ

c− s
4
− sm cos2 θ

]
.

(4.2.72)

Demostración. Sea Mm+s una subvariedad slant de una S-variedad de curvatura f -
seccional constante M̃2m+s(c). Consideremos una referencia slant adaptada

{e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗, . . . , em∗}.

Teniendo en cuenta (1.4.12), podemos establecer que

‖H‖2 =g(H,H) =
1

(m+ s)2
g(
m+s∑
i=1

σ(ei, ei),
m+s∑
j=1

σ(ej, ej)) =

=
1

(m+ s)2

(
m+s∑
i=1

g(σ(ei, ei), σ(ei, ei)) +
m+s∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))

)
,

(4.2.73)

donde σ(ξα, ξβ) = 0, para todos α, β = 1, . . . , s debido a (1.4.11). Por otra parte,
teniendo en cuenta (1.4.6), tenemos que
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2τ =
m+s∑
i 6=j

K(ei, ej) =
m+s∑
i 6=j

R(ei, ej, ej, ei) =

=
m+s∑
i 6=j

(
R̃(ei, ej; ej, ei)− g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) + g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))

)
=

=
m+s∑
i 6=j

(
c+ 3s

4
{g(fei, fei)g(fej, fej)− g(fei, fej)g(fei, fej)}

+
c− s

4
{g(ei, fei)g(ej, fej)− g(ei, fej)g(ej, fei)− 2g(ei, fej)g(ej, fei)}

+
s∑

α,β=1

{g(fei, fei)ηα(ej)ηβ(ej)− g(fei, fej)ηα(ej)ηβ(ei) + g(fej, fej)ηα(ei)ηβ(ei)

−g(fej, fei)ηα(ei)ηβ(ej)} − g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) + g(σ(ei, ei), σ(ej, ej))),

de donde podemos obtener:

m+s∑
i 6=j

c+ 3s

4
g(fei, fei)g(fej, fej) =

c+ 3s

4
m(m− 1),

m+s∑
i 6=j

c− s
4

(−3)g(ei, fej)g(ej, fei) =
m+s∑
i 6=j

3(c− s)
4

g2(ei, T ej) =

=
3(c− s)

4
‖T‖2 =

3(c− s)
4

m cos2 θ,

m+s∑
i 6=j

s∑
α,β=1

{g(fei, fei)ηα(ej)ηβ(ej) + g(fej, fej)ηα(ei)ηβ(ei)} = 2sm,

(4.2.74)

donde se ha usado (1.4.2), (1.4.3) y (1.4.16), y los demás términos se anulan. Aśı, de
(4.2.74) podemos establecer que

2τ =
c+ 3s

4
m(m− 1) +

3(c− s)
4

m cos2 θ + 2sm−

−
m+s∑
i 6=j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) +
m+s∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej).
(4.2.75)
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Ahora bien, veamos los términos correspondientes a los campos de estructura ξα, para
cada α = 1, . . . , s:

−2
m∑
i=1

g(σ(ei, ξα), σ(ei, ξα)) + 2
m∑
j=1

g(σ(ξα, ξα), σ(ej, ej)) =

−2
m∑
i=1

g(Nei, Nei) = −2m sen2 θ,

(4.2.76)

donde se ha aplicado (1.4.10), (1.4.11) y (1.4.15). De esta forma, de (4.2.73), (4.2.75)
y (4.2.76) podemos escribir

(m+ s)2‖H‖2 − 2aτ =− a

[
c+ 3s

4
m(m− 1)+

+
3(c− s)

4
m cos2 θ + 2sm− 2sm sen2 θ

]
+

+
m∑

i,j=1

(σjii)
2 +

m∑
i 6=j

(σijj)
2 + 2

m∑
i=1

m∑
j<k

σijjσ
i
kk+

+ 2a
m∑
i<j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej))− 2a
m∑
i<j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej) =

=− a

[
c+ 3s

4
m(m− 1)+

+
3(c− s)

4
m cos2 θ + 2sm cos2 θ

]
+

+ 2a
m∑

i 6=j,k

m∑
j<k

(σijk)
2 + (a− 1)

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+ 2a
m∑
j<k

(σjjk)
2 − (a− 1)

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

((σijj)
2 + (σikk)

2)−

− 2(a− 1)
m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk + (σkjk)

2 +
m∑
i 6=j

(σijj)
2 +

m∑
j=1

(σjjj)
2,

donde a ∈ R. Como vimos en la demostración del Teorema 3.1.3, podemos establecer
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la siguiente igualdad:

1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − bσjkk)
2 = + 2a

m∑
j<k

(σjjk)
2 − (a− 1)

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

((σijj)
2 + (σikk)

2)−

− 2(a− 1)
m∑
j 6=k

σjjjσ
j
kk + (σkjk)

2 +
m∑
i 6=j

(σijj)
2 +

m∑
j=1

(σjjj)
2,

para a = m+2
m−1

y b = 3, de donde podemos establecer que

(m+ s)2‖H‖2 − 2
m+ 2

m− 1
τ =− m+ 2

m− 1

[
m(m− 1)

c+ 3s

4
+

+3m cos2 θ
c− s

4
+ 2sm cos2 θ

]
+

+
2(m+ 2)

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijk)
2 +

3

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+
1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − 3σjkk)
2,

(4.2.77)

de donde podemos obtener fácilmente que

(m+s)2‖H‖2−2
m+ 2

m− 1
τ ≥ −m+ 2

m− 1

[
m(m− 1)

c+ 3s

4
+ 3m cos2 θ

c− s
4

+ 2sm cos2 θ

]
,

con lo que llegamos a (4.2.72).

Nota 4.2.16. Obsérvese que, para s = 1, la desigualdad (4.2.72) coincide con la de-
sigualdad obtenida en el Corolario 3.1.11 para el caso Sasakiano como caso particular
del Teorema principal 3.1.3.

A continuación, vamos a estudiar el caso de la igualdad de (4.2.72). Para que se
cumpla dicha igualdad, teniendo en cuenta (4.2.77), debe verificarse que

σijk = 0, i 6= j < k,

σijj − σikk = 0, i 6= j, k, j < k,

σjjj − 3σjkk = 0, j 6= k.

(4.2.78)

Ahora bien, consideremos una referencia slant adaptada de M̃2m+1,

{e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗ , . . . , em∗},
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siguiendo el mismo procedimiento detallado en el Lema 3.1.1, es decir, tomando en
primer lugar el campo e1∗ en la dirección del vector curvatura media y, a partir de ah́ı,
vamos construyendo el resto de la base siguiendo el procedimiento detallado en la Nota
2.1.7. De esta forma, tenemos que

H =
1

m+ s

m∑
i,k=1

σkiiek∗ = ‖H‖e1∗ , (4.2.79)

por lo que
m∑
i=1

σ1
ii = (m+ s)‖H‖,

m∑
i=1

σkii = 0,

para todo k > 1. Pero, usando (4.2.78), llegamos a que

m∑
i=1

σ1
ii = σ1

11 +
m∑
i=2

σ1
ii = σ1

11 + (m− 1)σ1
22 =

m+ 2

3
σ1

11,

y, por tanto,

σ1
11 =

3(m+ s)

m+ 2
‖H‖, σ1

22 = σ1
ii =

m+ s

m+ 2
‖H‖,

para todo i > 2. Además, si k > 1, se tiene que

σkkk = 3σk11, σk11 = σkii,

para todo i > 1, i 6= k. Luego, teniendo en cuenta (4.2.79), tenemos que

0 =
m∑
i=1

σkii = σk11 +
m∑
i=2

σkii = (m+ 2)σk11.

De esta forma, si k > 1, tenemos que

σkii = 0, i = 1, . . . ,m.

Aśı, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.2.17. Sea Mm+s (m ≥ 2) una subvariedad slant de una S-variedad de

curvatura f -seccional constante, M̃2m+s. Entonces, M satisface el caso de la igualdad
de (4.2.72) en cada punto si y sólo si existe una función real λ definida sobre M tal
que la segunda forma fundamental de M satisface

σ(e1, e1) = 3λe1∗ , σ(ei, ei) = λe1∗ , i = 2, . . . ,m,
σ(e1, ei) = λei∗ , σ(ei, ej) = 0, 2 ≤ i 6= j ≤ m,
σ(ξα, ξβ) = 0, σ(ξα, ei) = − sen θei∗ , α, β = 1, . . . , s,

(4.2.80)

respecto a cierta referencia slant adaptada {e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗ , . . . , em∗}, cum-
pliendo las condiciones del Lema 3.1.1 y λ = m+s

m+2
‖H‖.
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Seguidamente, podemos demostrar el siguiente teorema, donde establecemos una
expresión para la segunda forma fundamental de M para el caso en que se cumpla la
igualdad de (4.2.72).

Teorema 4.2.18. Sea Mm+s una subvariedad slant de una S-variedad de curvatura
f -seccional constante M̃2m+s. Entonces, M satisface el caso de la igualdad de (4.2.72)
en cada punto si y sólo si

σ(X, Y ) =
m+ s

m+ 2

{(
g(X, Y )−

s∑
α=1

ηα(X)ηα(Y )

)
H

−

(
1

sen2 θ
ωH(X) +

m+ 2

m+ s

s∑
α=1

ηα(X)

)
NY

−

(
1

sen2 θ
ωH(Y ) +

m+ 2

m+ s

s∑
α=1

ηα(Y )

)
NX

}
.

(4.2.81)

para todos X, Y tangentes a M .

Demostración. Tomando una referencia slant adaptada siguiendo el procedimiento de-
tallado en el Lema 3.1.1, podemos establecer que

H =
1

m+ s

m+s∑
i=1

σ(ei, ei) =
1

m+ s
(3λe1∗ + (m− 1)λe1∗) =

m+ 2

m+ s
λe1∗ . (4.2.82)

Ahora bien, si tomamos dos campos tangentes cualesquiera X, Y de M , podemos cal-
cular

σ(X, Y ) = σ(
m+s∑
i=1

X iei,
m+s∑
j=1

Y jej) =
m+s∑
i,j=1

X iY jσ(ei, ej) =

= X1Y 1 3λ(m+ s)

m+ 2
e1∗ +

m∑
i=2

X iY iλ(m+ s)

m+ 2
e1∗ +

m∑
j=2

X1Y j λ(m+ s)

m+ 2
ej∗+

m∑
i=2

X iY 1λ(m+ s)

m+ 2
ei∗ +

s∑
α=1

ηα(X)σ(ξα, Y )+

s∑
α=1

ηα(Y )σ(X, ξα) +
s∑

α,β=1

ηα(X)ηβ(Y )σ(ξα, ξβ) =

=

(
g(X, Y )−

s∑
α=1

ηα(X)ηα(Y )

)
λ(m+ s)

m+ 2
e1∗ + 2X1Y 1λ(m+ s)

m+ 2
e1∗+

m∑
j=2

X1Y j λ(m+ s)

m+ 2
ej∗ +

m∑
i=2

X iY 1λ(m+ s)

m+ 2
ei∗ −

s∑
α=1

ηα(X)NY −
s∑

α=1

ηα(Y )NX,

(4.2.83)
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donde se ha usado (1.4.10), (4.2.82) y el Corolario 4.2.17. Por otra parte, teniendo en
cuenta que

ei∗ =
1

sen θ
Nei,

podemos establecer que

NY =
m+s∑
i=1

Y iNei = sen θ
m+s∑
i=1

Y iei∗ . (4.2.84)

Además, tenemos que

g(fX,H) =g(
m+s∑
i=1

X ifei, H) = g(
m+s∑
i=1

X iNei, H) = g(
m+s∑
i=1

X i sen θei∗ , H) =

= sen θg(
m+s∑
i=1

X iei∗ , λe1∗) = X1λ sen θ.

(4.2.85)

Aśı, de (4.2.83), (4.2.84) y (4.2.85) podemos deducir inmediatamente que

σ(X, Y ) =
m+ s

m+ 2

{(
g(X, Y )−

s∑
α=1

ηα(X)ηα(Y )

)
H

+

(
1

sen2 θ
g(fX,H)− m+ 2

m+ s

s∑
α=1

ηα(X)

)
NY

+

(
1

sen2 θ
g(fY,H)− m+ 2

m+ s

s∑
α=1

ηα(Y )

)
NX

}
,

con lo que llegamos a (4.2.81).
Rećıprocamente, a partir de (4.2.81), se obtiene fácilmente (4.2.80) con lo que lle-

gamos inmediatamente a la igualdad de (4.2.72).

Nota 4.2.19. Podemos observar que la expresión de la segunda forma fundamental
(4.2.81) para s = 1, coincide con la expresión (3.1.16) en el caso Sasakiano.

Siguiendo la ĺınea del caṕıtulo anterior, podemos dar nombre a las subvariedades
que cumplen el caso de la igualdad de (4.2.72) ya que, como hemos comentado ante-
riormente, las subvariedades que cumplen el caso de la igualdad entre H y τ siempre
han tenido una gran importancia tanto en geometŕıa compleja como en geometŕıa de
contacto.

Definición 4.2.20. Sea Mm+s una subvariedad slant propia de una S-variedad de
curvatura f -seccional constante M̃2m+s(c). Si la segunda forma fundamental σ de M
satisface (4.2.81), o lo que es lo mismo, el caso de la igualdad del Teorema 4.2.15,
diremos que M es una subvariedad ∗-slant.
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Nota 4.2.21. De nuevo podemos comprobar que podemos extender tanto el Teorema
4.2.15 como la Definición 4.2.20 al caso en que la subvariedad M sea anti-invariante,
ya que si consideramos una referencia anti-invariante adaptada

{e1, . . . , em, ξ1, . . . , ξs, e1∗ , . . . , em∗},

es decir, una base local ortonormal de campos de M̃ , siendo ei∗ = fei con i = 1, . . . ,m,
y siguiendo los mismos pasos que en el Teorema 4.2.15, tenemos que

2τ =
c+ 3s

4
m(m− 1) + 2sm−

m+s∑
i 6=j

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) +
m+s∑
i 6=j

g(σ(ei, ei), σ(ej, ej),

de donde la expresión equivalente a (4.2.77) queda de la siguiente forma:

(m+ 1)2‖H‖2 − 2
m+ 2

m− 1
τ =− m(m+ 2)

m− 1

[
m(m− 1)

c+ 3s

4

]
+

+
6(m+ 2)

m− 1

m∑
i<j<k

(σijk)
2 +

3

m− 1

m∑
i 6=j,k

m∑
j<k

(σijj − σikk)2+

+
1

m− 1

m∑
j 6=k

(σjjj − 3σjkk)
2,

la cual nos lleva a la desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ s)2(m− 1)

[
τ − 1

2
m(m− 1)

c+ 3s

4

]
. (4.2.86)

Ahora bien, podemos observar que si hacemos s = 1 en (4.2.86), llegamos a (3.1.22)
obtenida para el caso Sasakiano.

Por otra parte, si consideramos R2m+s como variedad ambiente, por lo que c = −3s,
podemos establecer que

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ s)2(m− 1)
τ, (4.2.87)

que se corresponde con la desigualdad obtenida por L. M. Fernández y A. Prieto-Mart́ın
en [33] ya mencionada en la Introducción de esta memoria.

Además, podemos obtener directamente del Teorema 4.2.15 el siguiente corolario,
cuya demostración es inmediata.

Corolario 4.2.22. Sea Mm+s, una subvariedad slant de R2m+s. Entonces, el cuadrado
del módulo de su vector curvatura media ‖H‖2 y su curvatura escalar τ satisfacen en
cada punto la siguiente desigualdad:

‖H‖2 ≥ 2(m+ 2)

(m+ s)2(m− 1)

[
τ +

(
3

2
− s
)
m cos2 θ

]
.
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Nota 4.2.23. Obsérvese que el Corolario 4.2.22 para el caso s = 1, es decir, en el
caso en que la variedad M̃ tenga un único campo de estructura ξ, se corresponde con
el Corolario 3.1.10, obtenido para el caso Sasakiano.

Para finalizar, podemos establecer en el siguiente ejemplo una subvariedad ∗-slant
de R2m+s:

Ejemplo 4.2.24. Siguiendo la construcción hecha en [33], consideramos la sumersión
Riemanniana π : R2m+s → Cm dada por

π(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym, z1, . . . , zs) =
1

2
(y1, . . . , ym, x1, . . . , xm),

y suponemos que existe una subvariedad Lagrangiana M̂ of Cm, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

M −→ R2m+s

↓ ↓ π

M̂ −→ Cm,

donde M es el conjunto de fibras sobre M̂ . Entonces la subvariedad anti-invariante
M localmente isométrica al producto Riemanniano de una porción de una esfera de
Whitney y Rs es una subvariedad ∗-slant, ya que satisface el caso de la igualdad de
(4.2.87), según [33, Teorema 5.4].
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