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Resumen

En esta memoria estudiamos diversos aspectos del polinomio de Tutte de una
teselacién regular. Comenzamos introduciendo algunas definiciones y resultados
significativos de Teoria de Grafos.

En primer lugar nos centramos en el célculo del polinomio de Tutte de tesela-
ciones o mosaicos del plano mediante cuadrados, tridangulos, hexagonos y las posi-
bles combinaciones de estos tres tipos de poligonos regulares, ademéas de estudiar
diversos problemas de enumeracién en varias dreas de matematicas relacionados
con dicho polinomio. Ofrecemos un sistema que permite codificar estructuras en
principio tan dispares como las teselaciones regulares del plano, y un algoritmo
efectivo que automatiza la llamada definicién recursiva del polinomio de Tutte,
y que permite el calculo de dicho polinomio de fragmentos de teselaciones de
grandes dimensiones. Hacemos hincapié en la importancia de este algoritmo ya
que permite por primera vez alcanzar dimensiones considerables, no solo en frag-
mentos de la malla cuadrada, sino en fragmentos de cualquier teselacién plana
mediante cuadrados, tridngulos y hexdgonos. Este avance supone el poder mejorar
cotas de limites asintéticos y el poder obtener importantes resultados en proble-
mas de enumeraciéon en Teoria de Grafos: el cdlculo de orientaciones aciclicas y
el calculo de nimeros de Whitney; y en dos problemas cldsicos de Geometria, el
célculo del nimero de celdas en que arreglos de hiperplanos dividen a espacios
euclideos de altas dimensiones y el célculo del nimero de vértices de un zonotopo.

Dejando a un lado los problemas de enumeracién, nos preguntamos hasta
qué punto el polinomio de Tutte determina al grafo al cual estd asociado. Esta
cuestién surge debido a la cantidad de invariantes asociados a un grafo contenidos
en el polinomio de Tutte. En esta memoria demostramos la existencia de grandes
familias de grafos que tienen esta propiedad de unicidad, a la que denominamos
Tutte unicidad. Las tres familias estudiadas son los grafos localmente cuadricula-
dos, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cg. Todas ellas tienen en
comun la propiedad de ser localmente planas y esto va a permitir probar que to-
das estas familias de grafos son localmente orientables, herramienta necesaria para.
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demostrar su Tutte unicidad. En primer lugar probamos que los grafos locamen-
te cuadriculados estdn univocamente determinados por su polinomio de Tutte.
A continuacién clasificamos las teselaciones hexagonales y los grafos localmente
Cs. Estas clasificaciones adquieren gran importancia, a parte de por su propia
complejidad, por ser la rectificacién de la clasificacién dada por Thomassen [35]
en 1991. Estudiamos ademds distintos invariantes asociados a estas familias de
grafos y demostramos la existencia de una relacién de menor con los grafos local-
mente cuadriculados. Por tltimo, establecemos toda la maquinaria necesaria para
demostrar la Tutte unicidad de estas familias y debido a la similitud del resto de
los casos, que no aportan nada nuevo desde el punto de vista matemdtico, nos
centramos en demostrar la Tutte unicidad de la teselacién hexagonal toroidal.



Introduccién

La linea de investigacién en la que se desarrolla esta memoria es la Teoria
de Grafos. Dentro de este 4mbito es usual asociar invariantes a grafos a fin de
estudiar algunas de sus propiedades. Estos invariantes pueden ser de distinto tipo:

e Estructurales como la conectividad.

e Numéricos como el nimero de vértices y aristas.

e Algebraicos como el espectro de la matriz de adyacencia.
e Polinémicos como el polinomio cromatico.

Esta memoria estd destinada al estudio de un invariante de tipo polinémico:
el polinomio de Tutte.

El polinomio de Tutte es un polinomio en dos variables originalmente defi-
nido para grafos por Tutte y Whitney [36] y posteriormente generalizado para
matroides por Crapo [10]. En un principio fue concebido como una extensién del
polinomio cromadtico, pero actualmente se le conoce por tener muchas aplicacio-
nes en combinatoria y otras dreas de matematicas. A lo largo de esta memoria
comentaremos muchas de estas aplicaciones, entre ellas su relacién con problemas
clasicos de enumeracién en Geometria, en concreto, con arreglos de hiperplanos
y zonotopos. Comprobaremos como el polinomio de Tutte se convierte en una
herramienta muy potente de céalculo tanto del nimero de celdas en que arreglos
de hiperplanos dividen a espacios euclideos de altas dimensiones, como del nime-
ro de vértices que poseen determinados zonotopos. Esta estructura geométrica se
estd utilizando actualmente para modelizar el problema de la rentabilidad maéxi-
ma en transmisién de datos [25]. Dada una serie de canales la pregunta seria
cuantos receptores son necesarios para obtener la mayor rentabilidad en la comu-
nicacién. En nuestro caso, los canales son aristas, los receptores son vértices y la
estructura resultante es un zonotopo.

Ademss de las aplicaciones geométricas del polinomio de Tutte, también nos
detendremos en comentar sus aplicaciones en el campo de la Fisica, en particular
en Mecédnica Estadistica [38] . Mostraremos que dos modelos cldsicos para el
estudio de la energia de un material, los modelos de Ising (1925) y Potts (1952)
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tienen una interpretacién como evaluaciones del polinomio de Tutte.

Una de las caracteristicas mds importantes del polinomio de Tutte es que
contiene gran informacién acerca del grafo al cual estd asociado. De su estudio
podemos obtener resultados sobre coloraciones, orientaciones, flujos y también
sobre propiedades estructurales tales como la conectividad.

Esta memoria estd estructurada en dos partes, el motivo es que en cada parte
utilizamos una definicién distinta del polinomio de Tutte. Existen diversas defi-
niciones equivalentes de este polinomio, nosotros nos vamos a centrar en dos. La
llamada, definicién recursiva, que es muy 1til para estudiar problemas de enume-
racion, y estd basada en dos de las operaciones més potentes en Teoria de Grafos,
la contraccién y el borrado de aristas, y una definicién combinatoria més cldsica
que lo relaciona con otro polinomio también asociado a grafos. La primera parte
de la memoria estd compuesta por tres capitulos y en ella estudiamos el polino-
mio de Tutte asociado a teselaciones! del plano mediante tres tipos de poligonos
regulares: cuadrados, tridngulos y hexdgonos.

El arte de teselar comenz6 muy pronto en la historia de la civilizacién. Tene-
mos famosos ejemplos en la Alhambra de Granada (Figura 1), en Portugal, en
Asia central (anterior a la invasién Mongola en 1259) etc. Estas teselaciones con-
sistian en mosaicos o baldosas hechas de piedra, cerdmica o algtin material similar
que tenfan que cubrir el plano o alguna otra superficie sin huecos ni solapamientos
apreciables.

Figura 1: Mosaicos de la Alhambra de Granada

'En la literatura matemaética también son usados los términos pavimento, mosaico y enlosado
con el mismo significado.



XIII

Desde muchos puntos de vista, una extensién de estas ideas es natural y ttil.
Nosotros consideraremos una teselacién como cualquier particién del plano en
regiones a las que llamaremos baldosas. Las regiones estudiadas en esta memoria
son poligonos regulares, concretamente, cuadrados, tridngulos y hexdgonos. Este
tipo de grafos despierta un gran interés, ademas de por su atractivo como estruc-
tura, por el hecho de ser la solucién para muchos problemas, fundamentalmente
en el campo de la Fisica. En efecto, los llamados modelos de vértices de Mecénica
Estadistica [8], que explican entre otros fenémenos el comportamiento del hielo y
el comportamiento magnético del grafito, no son més que teselaciones del plano
que utilizan fundamentalmente cuadrados y hexdgonos.

Aunque el arte de disefiar teselaciones o mosaicos es muy antiguo y esta muy
desarrollado, el estudio de las propiedades matemaéticas de las teselaciones es
muy reciente y quedan todavia muchas dreas sin explorar. En el pasado han
habido muchos intentos de describir, sistematizar y establecer notaciones para
varios tipos de teselaciones. Sin embargo, sin una base matemadtica estos intentos
no han tenido éxito. Esta falta de éxito se puede comprobar en los trabajos de
Bourgoin (1873) [6], (1880) [7]; Day (1903) [11] y Wersin (1953) [40] entre otros.

En la segunda parte de la memoria dejamos a un lado los problemas de enume-
racién y nos planteamos una cuestién bien distinta: hasta qué punto el polinomio
de Tutte determina al grafo al cual estd asociado. Esta cuestién surge debido a
la cantidad de informacién que el polinomio de Tutte asociado a un grafo posee
acerca de dicho grafo. Es natural preguntarse si dos grafos con el mismo polinomio
de Tutte son isomorfos. La respuesta a esta pregunta es negativa: el polinomio de
Tutte no tiene por qué determinar al grafo al cual esté asociado. Esta parte de la
memoria estd enfocada a la blsqueda de grandes familias de grafos que tengan
esta propiedad de unicidad, a la que se denomina Tutte unicidad.

Hemos trabajado con tres familias de grafos: los grafos localmente cuadricula-
dos, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cg. Estas familias tienen
dos caracteristicas comunes. La primera de ellas es que son estructuras totalmen-
te regulares y la segunda es que todos los grafos pertenecientes a estas familias
son grafos con una estructura local, es decir, en los grafos localmente cuadricula-
dos todo vértice pertenece exactamente a cuatro cuadrados. En las teselaciones
hexagonales, todo vértice pertenece exactamente a tres hexdgonos y en los grafos
localmente Cy todo vértice pertenece exactamente a seis tridngulos; tal y como
mostramos en la Figura 2.

Los resultados sobre Tutte unicidad dan idea de la fuerza del polinomio de
Tutte como invariante y permiten comparar este polinomio con otros invariantes
polinémicos como el polinomio cromdtico. También es importante observar que
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Figura 2: Estructuras Locales

la Tutte unicidad de un grafo proporciona una caracterizacién de este objeto
en términos de algunos invariantes bésicos ya que, los conceptos esenciales en
la demostracién de que un grafo es Tutte tnico son los invariantes numéricos
contenidos en el polinomio de Tutte.

La Tutte unicidad ha sido mayormente estudiada para matroides. Se han
encontrado grandes familias de matroides que son Tutte tinicas. Respecto a grafos,
conocemos diversos resultados sobre Tutte unicidad. Tenemos constancia de que
los autores Mier y Noy han demostrado la Tutte unicidad de algunas familias
de grafos muy conocidas como los grafos multipartitos completos, las ruedas,
escaleras e hipercubos [31]. Ademds, en [29] se demuestra la Tutte unicidad de la
cuadricula toroidal.

Comenzamos la memoria introduciendo algunas notaciones y terminologfa de
Teoria de Grafos y Algoritmica. En el Capitulo 2 codificamos las teselaciones del
plano mediante tres tipos de poligonos regulares: cuadrados, tridngulos, hexago-
nos y sus posibles combinaciones. Conseguimos sistematizar la definicién recursiva,
del polinomio de Tutte, obteniendo sistemas matriciales que permiten calcular el
polinomio de Tutte asociado a fragmentos de dichas teselaciones. Debido a las
dimensiones de las matrices obtenidas y para un mejor entendimiento del lector
realizamos manualmente los célculos para fragmentos de teselaciones del plano
relativamente pequefios y para obtener el polinomio de Tutte asociado a frag-
mentos mayores ofrecemos un algoritmo que permite sistematizar la definicién
recursiva de dicho polinomio. Resaltamos el hecho de que este algoritmo permite
por primera vez el calculo del polinomio de Tutte de fragmentos de dimensiones
considerables de cualquier teselacién del plano mediante cuadrados, tridngulos y
hexdgonos. El Capitulo 3 est4 dedicado al estudio de dos evaluaciones del po-
linomio de Tutte: las orientaciones aciclicas y los ntimeros de Whitney; y dos
aplicaciones de tipo geométrico, los arreglos de hiperplanos y los zonotopos. Me-
Joramos acotaciones de limites asintéticos y conseguimos métodos de célculo de
orientaciones aciclicas, niimeros de Whitney, del niimero de celdas en que arreglos
de hiperplanos dividen a espacios euclideos de altas dimensiones y del niimero de
vértices de determinados zonotopos. Finalizamos esta parte de la memoria con
una serie de conclusiones y problemas abiertos.



XV

Hemos estructurado la segunda parte de la memoria en cuatro capitulos. En el
Capitulo 5, demostramos que los grafos localmente cuadriculados son Tutte dni-
cos. Para ello utilizamos dos invariantes de tipo numérico, la longitud minima de
los ciclos esenciales y el niimero de ciclos de dicha longitud. Damos una definicién
de ciclo esencial més general, en el sentido de que no depende de la inmersién del
grafo, que la dada por Marquez, Mier, Noy y Revuelta [29]; y demostramos que
ambas definiciones son equivalentes. Ademaés, calculamos los valores exactos del
nimero de ciclos esenciales de longitud minima de los grafos localmente cuadri-
culados, hecho fundamental para demostrar su Tutte unicidad. En el Capitulo 6,
clasificamos las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cs demostrando
ademds la existencia de una relacién de menor muy potente entre estas familias
de grafos y los grafos localmente cuadriculados. Estos teoremas de clasificacién
adquieren gran importancia entre otros motivos por haber sido la rectificacién
de la clasificacién dada por Thomassen [35] en 1991. El Capitulo 7 estd desti-
nado a establecer la maquinaria necesaria para demostrar que las teselaciones
hexagonales y los grafos localmente Cs son Tutte nicos. Nos centramos en la
Tutte unicidad de las teselaciones hexagonales debido a que reproducir el desa-
rrollo para los grafos localmente Cg no nos aporta nada nuevo desde el punto de
vista matemaético. Finalizamos la segunda parte de la memoria con una serie de
conclusiones y problemas abiertos.

Por ultimo, queremos resaltar que varias partes de esta memoria han sido
presentadas en diversos foros [13, 16, 17]. Ademds han surgido articulos, algu-
nos de los cuales han sido ya aceptados para publicacién y otros se encuentran
actualmente en proceso de referee [12, 14, 15].
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CAPiTULO 1

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a definir algunos conceptos de Teoria de Grafos y
Algoritmica que aparecen con frecuencia en esta memoria. Establecemos ademds
algunas notaciones y recordamos resultados bésicos de Teoria de Grafos. Damos
dos definiciones equivalentes de polinomio de Tutte, recordamos algunas de sus
propiedades y definimos el concepto de Tutte tnico. Estos conceptos pueden en-
contrarse en los libros de Harary [23], Bollobas [5] y Welsh [39).

1.1. Teoria de Grafos

Comenzamos esta seccién fijando notaciones y terminologia referente a Teoria
de Grafos que seran utilizadas a lo largo de la memoria.

Un grafo G es un par (V(G), A(G)) siendo V(G) un conjunto cuyos elemen-
tos reciben el nombre de vértices y A(G) un conjunto de pares de vértices cuyos
elementos se conocen como aristas. Siempre que no haya lugar a confusién deno-
taremos V' al conjunto de vértices y A al de aristas. Un grafo G' = (V', A’) es un
subgrafo de G = (V,A)siV' CV y A’ C A.

Una arista de G de extremos u y v se denota {u,v}. Si {u,v} es una arista,
decimos que los vértices u y v son adyacentes y que la arista {u, v} es incidente
con v y también con v. En todas las figuras a lo largo de la memoria, los vérti-
ces estdn representados por puntos y unimos dos puntos por una linea si el par
correspondiente de vértices es una arista.




2 1. Preliminares

Los vértices y aristas de un grafo pueden ser etiquetados con nimeros o le-
tras. Fijada una etiquetacién en los vértices de un grafo G, llamamos matriz de
adyacencia del grafo a una matriz A = (a;;) de dimensién |V| x |V| donde:

1 si {u,u}eA
Q5 = .
’ 0 si {w,u;}¢A

La matriz de adyacencia de un grafo nos informa de las adyacencias existentes
en dicho grafo. Evidentemente, un grafo tiene distintas matrices de adyacencia
asociadas en funcién de la etiquetacién de los vértices del grafo.

Denotamos por N(v) al conjunto de vecinos de un vértice v, esto es, el conjunto
de vértices adyacentes a v. Llamamos valencia de v, val(v), a |[N(v)|, es decir,
al nimero de aristas incidentes con v. Si todos los vértices de un grafo tienen
valencia d se dice que el grafo es d-regular. Si d = 3, el grafo se denomina cibico.

Para cada n entero positivo, definimos el grafo completo K, como el grafo de
n vértices en el que cada par de vértices es adyacente. Por tanto, los vértices de
un grafo completo con n vértices tienen valencia n — 1 y el niimero de aristas del
grafo es n(n —1)/2.

De entre las aristas de un grafo G queremos destacar tres tipos:
1.- Un lazo es una arista del tipo {u,u}.
2.- Una hoja es una arista del tipo {u,v} con val(v) = 1.

3.- G tiene aristas multiples si existe mas de una arista uniendo dos de sus
vértices. Si existen exactamente dos aristas de extremos u, v se dice que la arista
{u, v} es doble.

Llamamos grafo simple al grafo que no contiene lazos ni aristas multiples. En
caso contrario lo llamamos multigrafo. A lo largo de esta memoria trabajaremos
con ambos tipos de grafos. Al igual que hemos destacado algunos tipos de aristas
queremos destacar un tipo de vértices, los vértices aislados, definidos como los
vértices que tienen valencia, 0.

§ 1.1.1. Operaciones de Grafos.— Vamos a definir tres operaciones cldsicas
en Teoria de Grafos: la contraccién y el borrado de aristas y la eliminacién de
vértices. Consideramos un grafo G con un conjunto de vértices V' y un conjunto
de aristas A.
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e Borrar una arista e € A es considerar el grafo (V, A — {e}). El borrado de
una arista supone perder una tnica arista del grafo pero nunca un vértice.

o Contraer una arista en un grafo consiste en identificar los extremos de dicha
arista. El grafo resultante tiene un vértice menos y una arista menos. Si la arista
a contraer es doble, la contraccién produce un lazo.

e La eliminacion de un vértice de un grafo G consiste en considerar el grafo
que tiene por conjunto de vértices V — v y por conjunto de aristas el formado por
todas las aristas de G excepto las incidentes con v.

Mostramos un ejemplo de las tres operaciones definidas en la Figura 1.1.

borrado de
arista

e

o ! contraccion
’ de arista
L
eliminacion
de vértice

Figura 1.1: Contraccién y borrado de una arista y eliminacién de un vértice

Un menor de un grafo es todo grafo obtenido mediante una sucesién de con-
tracciones y borrados de aristas.

§ 1.1.2. Caminos y Ciclos. Conectividad.— Un camino en un grafo G es
una sucesién de vértices vy, vy, . . ., U; tal que v; # v; paratodot,j y {vi, vis1} € A
con 0 <4< k—1.Si{ug, v} € A decimos que el camino es un ciclo. La longitud
de un camino (andlogamente de un ciclo) es el nimero de aristas pertenecientes
al camino (respectivamente al ciclo). Si un camino tiene k vértices entonces tiene
k—1 aristas pero los ciclos tienen el mismo niimero de vértices que de aristas. A los
ciclos de longitud n los denotamos C,,. Para n = 3,4, 5,6 también nos referiremos
a ellos como tridngulos, cuadrados, pentdgonos y hexdgonos. A los caminos y ciclos
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de longitud ! los denotaremos [—caminos y I—ciclos respectivamente. Llamamos
distancia entre dos vértices u y v, y la denotamos d(u,v), a la longitud minima
de los caminos que unen u con v.

Podemos establecer una relacién de equivalencia entre los vértices de un grafo
de tal forma que dos vértices estan relacionados si existe un camino que los une.
Las clases de equivalencia generadas por esta relacién se conocen como compo-
nentes conezas del grafo (Figura 1.2a). Una componente conexa estd formada
por todos los vértices del grafo que pueden ser unidos entre si por un camino de
aristas. Si el grafo tiene una dnica componente conexa, decimos que es conezo.

Para cada subconjunto X de V' denotamos por G — X al grafo que tiene a
V — X como conjunto de vértices y cuyas aristas son las aristas de G que tienen

ambos extremos en V' —X. Dado un grafo G y un subconjunto E de A, denotamos
por G|E al grafo (V, E).

Se dice que un grafo G es k—conezo si tiene al menos k + 1 vértices y para
cada conjunto X C V con |X| < k, G — X es conexo (Figura 1.2b). Al mayor
entero k tal que G es k—conexo se le denomina conectividad de G. Un grafo es
l—arista-conero si para cada subconjunto E C A con |E| < [ el grafo (V, A — E)
es conexo (Figura 1.2c). Al mayor entero [ tal que G es |—arista-conexo se le
llama la arista-conectividad de G.

a) b) c)

Figura 1.2: a) Grafo con 2 componentes conexas b) Grafo 2—conexo ¢) Grafo
3—arista-conexo

Para cada subconjunto £ C A el rango es r(E) = |V|—k(G|E) siendo k(G|E)
el ntimero de componentes conexas del grafo G|E.

§ 1.1.3. Inmersién de Grafos.— Una inmersién de un grafo G en una su-
perficie S es una representacién del grafo en la superficie de tal forma que no se
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produzcan cortes entre las aristas y que cada componente de S — G sea un disco
abierto.

En la primera parte de esta memoria trabajaremos con grafos planos. Un grafo
se dice plano si admite una inmersién en el plano (Figura 1.3). Los grafos planos
estan caracterizados mediante uno de los resultados mds importantes de Teoria
de Grafos, el Teorema de Kuratowsky [27].

En la segunda parte de la memoria trabajaremos con otras dos superficies: el
toro topoldgico y la botella de Klein. En la Figura 1.4 mostramos dos visiones del
toro cuadriculado. Si cortamos y desarrollamos por un paralelo y un meridiano
obtenemos la representacién mostrada en la Figura 1.4b. Anélogamente las eti-
quetaciones 1,2, 3 etc son las identificaciones a realizar para obtener la superficie
mostrada en la Figura 1.4a.

a) b)

Figura 1.3: a) Grafo plano b) El grafo completo Kg no es plano

6 7 & 910 11 12

5 5
4 4
3 y i
2 2
1 1

6 7 8 9 10 11 12

@) b)

Figura 1.4: Dos visiones del toro cuadriculado
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Una inmersién de un grafo en una superficie genera una particién de la super-
ficie en una serie de regiones conexas llamadas caras. Con el término conexo nos
referimos a que dos puntos cualesquiera de la regién pueden ser unidos por una
curva que no toca ninguna arista o vértice del grafo.

Sea G = (V, A) un grafo inmerso en una superficie S. Se define la caracteristica
de Euler de G como |V|+ |A| — |C| siendo |C| el niimero de caras del grafo G.

Lema 1.1. La caracteristica de Euler de un grafo G es 0 si y sélo si G admite
una inmersion en el toro o en la botella de Klein.

§ 1.1.4. Arboles.— Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos. Un
bosque es un grafo que no contiene ciclos pero que no tiene que ser necesariamente
conexo. Dado un grafo conexo G = (V, A), llamamos drbol generador de G a un
arbol cuyo conjunto de vértices es V.

En muchas ocasiones se distingue un vértice de un 4rbol. Este vértice recibe
el nombre de raiz. Para estudiar los 4rboles con raiz se disponen los vértices por
niveles, estando el vértice raiz en el nivel 0, sus adyacentes en el nivel 1 etc. Un
vértice de un arbol con raiz se llama una hoja si estd en el nivel 4 y no es adyacente
a ningun vértice del nivel ¢ + 1. Decimos que un grafo G es de ancho de drbol
no acotado® si a cualquier 4rbol contenido en G podemos afiadirle tantos niveles
COMO queramos.

§ 1.1.5. Isomorfismo de Grafos.— Decimos que dos grafos G; = (Vi, 4;) y
Go = (Va, Ay) son isomorfos, y lo denotamos Gy =~ Gy, si existe una biyeccién
v: Vi — V; tal que:

{ur, v} e Vi & {v(u1),7(v1)} € Vs

El concepto de grafos isomorfos va a ser muy importante en la segunda par-
te de esta memoria. Estaremos interesados en demostrar que dos grafos son no
isomorfos, para ello utilizaremos los llamados invariantes de grafos.

Un invariante de grafos bajo un isomorfismo es una funcién g tal que si
G1 ~ G, entonces g(G1) = g(G-). Nosotros trabajaremos con diversos invariantes
de grafos, entre ellos, el nimero de vértices, el nimero de aristas, la conectividad
y la vértice-transitividad. Un grafo se dice vértice-transitivo si para cualesquiera

lunbounded tree width
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dos vértices del grafo, u y v existe un automorfismo de grafos, o sobre el conjunto
V(G) tal que o(u) = v. Si un grafo es vértice-transitivo es totalmente simétrico,
es decir, desde cualquier vértice del grafo se tiene la misma visién de dicho grafo.

§ 1.1.6. Coloraciones. Polinomio Cromético.— Una coloracién de un grafo
G con A colores es una aplicacién ¢ : V' — {1,2,...,A} tal que si {u,v} es una
arista de G entonces c(u) # c(v). El nimero cromdtico de G, denotado x(G), es
el minimo A € N tal que existe una coloracién de G con X colores. El polinomio
cromdtico asociado a G es un polinomio en una variable x(G, \) tal que para todo
valor entero positivo de A\, x(G, \) es el niimero de coloraciones propias de G con
A colores.

Un grafo G = (V, A) se dice bipartito si existe una particién del conjunto V
en dos conjuntos Vi y V, tales que cada arista de A contiene un vértice de V; y
otro de V3 y A es no vacio. Son bien conocidas las siguientes caracterizaciones de
grafos bipartitos en funcién del nimero cromético y de la longitud de sus ciclos.

Lema 1.2. Un grafo es bipartito si y sélo si tiene niimero cromdtico igual a dos.

Lema 1.3. Un grafo es bipartito si y sdlo si no contiene ciclos de longitud impar.

1.2. Algoritmos

Un algoritmo es una sucesién de instrucciones que tienen como fin resolver un
problema. La complejidad de un algoritmo depende de dos factores, el tiempo que
tarda en obtener la solucién del problema y el espacio que ocupa. En los dltimos
aflos, el espacio que ocupa un algoritmo ha pasado a ser un factor secundario
debido en gran medida al aumento de la capacidad de almacenamiento de los
ordenadores y a la disminucién del precio de los elementos de memoria. Asi, uno
de los elementos de estudio més importantes en el disefio de algoritmos es la
efictencia o complejidad del algoritmo.

La eficiencia de un algoritmo es el término utilizado para establecer la relacién
entre el esfuerzo necesario para resolver un ejemplo cualquiera de un problema
y el tamafio del ejemplo. En nuestro caso, el problema consistird en estudiar
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la eficiencia de un algoritmo para el célculo del polinomio de Tutte asociado a
determinados grafos y diversas evaluaciones de dicho polinomio. Por tanto, una
medida del tamafio del ejemplo ser4 el niimero de vértices del grafo a estudiar. Por
otra parte, para medir el esfuerzo contamos el ntimero de operaciones significativas
que efectia el algoritmo.

Para expresar la eficiencia de un algoritmo utilizaremos la notacidn asintdtica,
debida a Bachmann [2} y popularizada por Knuth [26]. Esta notacién se basa en
los conjuntos de funciones O(f(n)), Q(f(n)) y ©(f(n)) pero de todas ellas, en
esta memoria, s6lo vamos a utilizar la funcién O(f(n)). Para obtener la eficiencia
de un algoritmo tenemos que analizar los peores casos que pueden presentarse
entre las posibles entradas del problema. Denotaremos O(f(n)) al conjunto de
funciones g(n) que verifican que para cualquier constante positiva C existe un
numero natural m tal que g(n) < C'f(n) para todo n > m, es decir:

tim 90 _

n—oo f(n)
Por tanto, si un algoritmo requiere un tiempo que viene dado por un polinomio de
segundo grado, por ejemplo 2n? + 1 < (2 + 1)n? = 3n?, diremos que el algoritmo
es O(n?). En este contexto, estd claro que una eficiencia O(log(n)) serd mejor

que O(n). Un algoritmo se dice polinomial si es O(nP). Si p = 0 el algoritmo es
constante y si p = 1 el algoritmo se denomina lineal.

1.3. Polinomio de Tutte

El polinomio de Tutte fue definido inicialmente por Tutte [36] como un inva-
riante de grafos. Actualmente, es uno de los invariantes de grafos més estudiados
en combinatoria. En esta memoria nos centraremos en el polinomio de Tutte aso-
ciado a grafos, aunque como ya hemos comentado este polinomio también puede
estar asociado a matroides [10].

El polinomio generador de rango-tamario asociado a un grafo G se define de

la siguiente forma:
R(G;z,y) = Z "Bl ylEl
ECA

Por tanto, el coeficiente de z'y’ en R(G;z,y) es el nimero de subgrafos de G de
rango ¢ y j aristas.
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Definicién 1.1. El polinomio de Tutte asociado a un grafo G = (V, A) se define
como:
T(G;z,y) = ) _(z — 1)/ @WE)(y — 1)lE=rE)
ECA

El polinomio generador de rango-tamaiio y el polinomio de Tutte asociados a
un grafo contienen la misma informacién acerca de dicho grafo, es decir, ambos
polinomios estdn definidos de forma andloga. De hecho podemos obtener uno de
los polinomios en funcién del otro:

R(Gizy) = (ay)OT (G2t y+1)
T(Gz,y) = (z—1)OR (G; e Y 1)

Por tanto, el polinomio de Tutte asociado a un grafo G nos dice para cada ¢
y 7 el nimero de conjuntos de aristas en G de rango ¢ y tamaiio j; entendiendo
por tamano de un conjunto de aristas E a |E|. Sin embargo, el polinomio de
Tutte tiene propiedades muy interesantes no compartidas por el polinomio gene-
rador de rango-tamaiio. En particular, el polinomio de Tutte satisface una regla
de contraccién-borrado que da lugar a la que llamamos definicidn recursiva del
polinomio de Tutte.

Definicién 1.2. Sea G un grafo y T(G; z,y) su polinomio de Tutte asociado. Si
G no tiene aristas entonces T(G;z,y) = 1. En caso contrario, dada e € A(G):

(1) T(G;z,y) = T(G.; z,y) + T(GY; z,y) donde G, es el grafo resultante de
borrar la arista e de G y G es el grafo resultante de contraer la arista e de G.

(2) T(G; z,y) = 2T(GL;z,y) si e es una hoja.
(3) T(G; z,y) = yT(G.; z,y) si e es un lazo.

Aplicando de forma sucesiva las condiciones (1), (2) y (3) se obtiene una
expresion del polinomio de Tutte. La definicién recursiva es consistente, en el
sentido de que no importa el orden en que sean elegidas las aristas para borrar y
contraer.

A lo largo de esta memoria vamos a utilizar las dos definiciones aqui espe-
cificadas de polinomio de Tutte, las Definiciones 1.1 y 1.2. En la primera parte
de la memoria, destinada a cédlculos de polinomios de Tutte y problemas de enu-
meracion, vamos a utilizar la Definicién 1.2. En la segunda parte de la memoria
necesitamos tener una visién del polinomio de Tutte como una reformulacién del
polinomio generador de rango-tamafo, es decir, utilizaremos la Definicién 1.1.
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Queremos resaltar la importancia del polinomio de Tutte, en el sentido de la
gran informacién que contiene acerca del grafo al cual estd asociado. De hecho, el
polinomio de Tutte contiene gran cantidad de invariantes numéricos asociados al

grafo ademds de ser una generalizacién del polinomio cromético y del polinomio
de flujo entre otros.

e T(G;1,1) =n° 4rboles recubridores de un grafo conexo G.
¢ T(G;2,1) =n° bosques de un grafo.

e T'(G;2,0) =n° orientaciones aciclicas de un grafo.

¢ El polinomio cromético asociado a G es:

xX(G,A) = (=1)"NE7(G;1 ~ A, 0)

siendo k(G) el nimero de componentes conexas del grafo G = (V, A).
e El polinomio de flujo asociado a un grafo G es:

F(G,)) = (=) A7(G;0,1 - N)

Por dltimo queremos comentar la relacién existente entre los polinomios de
Tutte asociados a un grafo y su grafo dual. Llamamos dual geométrico de un grafo
G (Figura 1.5) y lo denotamos G* al grafo cuyo conjunto de vértices estd formado
por las caras de G y dos vértices son adyacentes si y sélo si comparten una arista.

Teorema 1.4.

e

-

~~~~~~

Figura 1.5: Un grafo y su dual (punteado)

St G es un grafo plano entonces T(G;z,y) = T(G*;y, ).



1.3. Polinomio de Tutte 11

En el caso de grafos no planos, no tenemos constancia de la existencia de
ningtn resultado que relacione el polinomio de Tutte de un grafo y su dual.

§ 1.3.1. Tutte Unicidad.— Para definir el concepto de Tutte unicidad supo-
nemos que todos los grafos considerados no contienen vértices aislados.

Dos grafos G y H son Tutte equivalentes si T(G;z,y) = T(H;z,y). Una
clase de grafos C' es T'—cerrada si para cada grafo G € C todos los grafos Tutte
equivalentes a G pertenecen a C. Un grafo G es Tutte unico si cada grafo Tutte
equivalente a G es isomorfo a G.

Los grafos Tutte tnicos estdn univocamente determinados por su polinomio
de Tutte, en otras palabras, basta con estudiar su polinomio de Tutte para distin-
guirlo de cualquier otro grafo. La segunda parte de esta memoria est4 destinada a
la biisqueda de grandes familias de grafos que tengan esta propiedad de unicidad.



Primera parte
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La primera parte de esta memoria estd dedicada al célculo del polinomio de
Tutte, mediante su definicién recursiva, de un fragmento de dimensién m x n de
una teselacién del plano mediante tres tipos de poligonos regulares: cuadrados,
hexagonos y tridngulos, y sus posibles combinaciones. As{ como sus aplicaciones
en problemas cldsicos de enumeracién tanto en Teorfa de Grafos: calculo de orien-
taciones aciclicas y de nimeros de Whitney; como en Geometria: enumeracién de
las caras de un arreglo de hiperplanos y de los vértices de un zonotopo.

Queremos hacer hincapié en el hecho de que en 1988 Read y Tutte propusieron
como problema abierto y “endiabladamente dificil de resolver” (problema 8.1 en
[33]) encontrar el polinomio cromético (que no es méas que una evaluacién del
polinomio de Tutte a lo largo del eje de abcisas) de un fragmento de dimensién
m X n de la malla cuadrada. Resaltamos por tanto el hecho de que en la primera
parte de esta memoria calculamos el polinomio de Tutte no solo de un fragmento
de la malla cuadrada sino también de un fragmento de cualquier teselacién del
plano mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y sus posibles combinaciones.

A parte de la importancia en sf del polinomio de Tutte como invariante asocia-
do a un grafo que engloba a polinomios ampliamente estudiados como el polinomio
cromético y el de flujo, queremos también resaltar su relacién con dos modelos
clésicos de Mecéanica Estadistica: los modelos de Ising y Potts [38]. Ambos mo-
delos utilizan una teselacién del plano mediante cuadrados conocida por malla
cuadrada para situar los spines a fin de maximizar o minimizar la energia de un
material. Actualmente se estd aplicando el modelo de Ising utilizando la malla
hexagonal (comportamiento magnético del grafito).

Un Tutte-Gorthendieck invariante ((TG)-invariante) es una funcién f definida
sobre una clase de grafos, cerrada bajos dos operaciones: la suma directa y la toma
de menores; verificando dos condiciones:

(1) f(G) =af(G.) +bf(GY) siendo G., el grafo resultante de borrar la arista
e de G y G el resultante de contraer dicha arista.

(2) f(G1® G2) = f(G1)f(G3) donde Gy ® G5 denota la suma directa de dos
grafos.

En 1991, Welsh demuestra que todo (TG)-invariante tiene una interpretacion
como evaluacién del polinomio de Tutte [38], en particular, los modelos de Ising
y Potts.

Esta primera parte de la memoria estd estructurada en tres capitulos. Comen-
zamos el primer capitulo definiendo las teselaciones del plano mediante cuadrados,
tridngulos, hexdgonos y combinaciones de estos tres tipos de poligonos regulares,
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estableciendo un sistema que nos permite codificar fragmentos de estas teselacio-
nes, basado fundamentalmente en tres conceptos: el grafo base, las capas y las
bandas. A continuacién, y a fin de poder sistematizar la definicién recursiva del
polinomio de Tutte, definimos los conceptos de vértice mayor y arista mayor de
un fragmento de teselacién del plano. Para un mejor entendimiento del lector,
realizamos manualmente los cdlculos de los polinomios de Tutte asociados a las
tres Unicas teselaciones del plano mediante poligonos regulares cuyas baldosas son
todas del mismo tipo y tamafio y tal que toda arista de la teselacién pertenece
exactamente a dos baldosas [21]: la malla cuadrada, la malla hexagonal y la malla
triangular; analizando la eficiencia del algoritmo desarrollado. Por tltimo, ofrece-
mos una serie de programas informéticos que codifican fragmentos de teselaciones
del plano realizadas con los tres tipos de poligonos regulares anteriormente men-
cionados y que calculan los polinomios de Tutte asociados a dichos fragmentos
utilizando la definicién recursiva del polinomio.

Baséndonos en la potencia del polinomio de Tutte, en el sentido de la cantidad
de informacién que posee acerca del grafo al cual estd asociado, en el Capitulo
3 estudiamos dos aplicaciones del algoritmo desarrollado en el Capitulo 2 en
problemas de enumeracién en Teor{a de grafos: el calculo de orientaciones aciclicas
y el célculo de niimeros de Whitney; y dos aplicaciones del algoritmo en problemas
de enumeracién en Geometria: el clculo del niimero de caras de un arreglo de
hiperplanos y el cdlculo del nimero de vértices de un zonotopo.

En primer lugar, tratamos las orientaciones aciclicas como una evaluacién
del polinomio de Tutte. Esto permite aplicar todos los resultados obtenidos en
el Capitulo 2. A continuacién estudiamos la mejora que supone tratar el pro-
blema de forma independiente, utilizando una definicién recursiva propia de las
orientaciones aciclicas y no la del polinomio de Tutte. Por dltimo, hacemos una
incursién en el tema de las matrices de compatibilidad para abordar el cdlculo de
las orientaciones aciclicas de la malla cuadrada. Tanto los resultados obtenidos
para las orientaciones aciclicas como los obtenidos en el Capitulo 2, son aplica-
bles a nimeros de Whitney, arreglos de hiperplanos y zonotopos. Nuestro interés
por los nimeros de Whitney, se basa en que son los coeficientes del polinomio
cromatico asociado a un grafo. Recordemos en este punto que la conjetura de
Read abierta desde 1968 [32] nos dice que estos coeficientes forman una sucesién
unimodal. En esta memoria, obtenemos formas de célculo de niimeros de Whitney
de algunas familias de grafos y los programas informaticos que adjuntamos per-
miten comprobar que la conjetura de Read es cierta para familias de grafos con
un nimero considerable de vértices. Los célculos realizados también nos permiten
ofrecer resultados sobre orientaciones aciclicas con una tnica fuente, utilizando
la relacién existente entre este tipo de orientaciones y los nimeros de Whitney.



1.3. Polinomio de Tutte 17

Por ultimo, nos adentramos en el campo de la Geometria estudiando arre-
glos de hiperplanos y zonotopos asociados a fragmentos de teselaciones del plano.
Los programas informéticos que adjuntamos proporcionan métodos de cdlculo
del niimero de celdas en que arreglos de hiperplanos asociados a fragmentos de
grandes dimensiones dividen a espacios euclideos de altas dimensiones. Ademés
también obtenemos métodos de célculo del nimero de vértices de zonotopos aso-
ciados a dichos fragmentos de teselaciones del plano.

Finalmente, en el Capitulo 4 establecemos algunas conclusiones y problemas
abiertos.




CAPITULO 2

Polinomio de Tutte de Teselaciones Planas

Este capitulo estd dedicado al cdlculo del polinomio de Tutte asociado a un
fragmento de dimensién m X n de una teselacién del plano mediante tres tipos de
poligonos regulares: cuadrados, tridngulos y hexdgonos, y sus posibles combina-
ciones. Necesitamos definir en primer lugar el concepto de fragmento de dimensién
m X n de una teselacién regular del plano, no tanto por los casos en los que tesele-
mos el plano dnicamente con cuadrados, tridngulos o hexdgonos, sino por los casos
en los que consideremos las combinaciones de estos poligonos regulares. Ademés,
definimos los conceptos de grafo base, banda y capa necesarios para codificar
dichas teselaciones. Damos un algoritmo para el cdlculo del polinomio de Tutte
asociado a estos grafos y analizamos su eficiencia. Para un mejor entendimiento
del lector, desarrollamos matemdaticamente el método para tres fragmentos de te-
selaciones distintos: la malla cuadrada, la malla hexagonal y la malla triangular.
Por ultimo adjuntamos una serie de programas informéticos que permiten codifi-
car fragmentos de teselaciones planas de dimensiones considerables y calcular su
polinomio de Tutte asociado.

2.1. Introduccion

Una teselacidn plana T' es una familia numerable de conjuntos cerrados
{T'1,T,...} que recubren el plano sin solapamientos ni huecos. Més explicita-
mente, la unién de los conjuntos I';,I'y,... es el plano y los interiores de los
conjuntos I'; tienen que ser dos a dos disjuntos. Por el plano nos referimos al
plano euclideo de la geometria elemental y a cada I'; se le denomina baldosa.

19
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Para nuestro propdsito, esta definicién de teselacién plana es demasiado ge-
neral, ya que incluye por ejemplo teselaciones cuyas baldosas no sean regiones
simplemente conexas (tengan agujeros). Por ello vamos a establecer algunas res-
tricciones en la definicién de teselacién plana:

a) Cada baldosa tiene que ser un disco topolégico cerrado.

b) Cada arista (o lado) de una baldosa I'; es también una arista de exacta-
mente una baldosa I'; con i # 5.

Esta condicién determina el concepto de baldosas vecinas. Dos baldosas de
una teselacién se dicen vecinas si comparten una arista.

c) Cualquier baldosa de la teselacién tiene que tener un nidmero finito de
vecinos.

De entre todas las teselaciones planas que cumplen las condiciones anterio-
res, en este capitulo nos centramos en las teselaciones del plano mediante tres
tipos de poligonos regulares: cuadrados, tridngulos y hexdgonos y sus posibles
combinaciones. Mostramos algunos ejemplos en la Figura 2.1.

N A N A_A S\ /

7~V N7V 7V

Figura 2.1: Tres fragmentos de teselaciones del plano realizadas con cuadrados,
tridngulos y hexdgonos.

El estudio de las teselaciones del plano por poligonos regulares lo inicié Kepler
en 1619 [24] y tienen gran aplicacién en el campo de la Fisica. Hemos comentado
la relacién de este tipo de teselaciones con el comportamiento magnético del gra-
fito, el comportamiento del hielo y dos modelos clasicos de Mecédnica Estadistica:
los modelos de Ising y Potts [8, 38]. Sabemos que ambos modelos tienen una
interpretacién como una evaluacién del polinomio de Tutte. En este capitulo, es-
tudiamos métodos de célculo del polinomio de Tutte asociado a fragmentos de
teselaciones del plano mediante poligonos regulares.
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Existen diversas definiciones equivalentes de polinomio de Tutte, entre ellas,
la llamada definicién recursiva en la cual nos vamos a centrar en esta primera
parte de la memoria.

Sea G' un grafo y T(G;z,y) su polinomio de Tutte asociado. Si G no tiene
aristas entonces T(G; z,y) = 1. En caso contrario, para toda arista e € A(G):

(1) T(G;z,y) = T(GL; z,y) + T(G?; z,y) donde G, es el grafo resultante de
borrar la arista e de G y G es el grafo resultante de contraer la arista e de G.

(2) T(G; z,y) = 2T(G.; z,y) si e es una hoja.
(3) T(G; z,y) = yT(GL; z,y) si e es un lazo.

Como ya hemos comentado, el polinomio de Tutte asociado a un grafo est4 bien
definido en el sentido de que puede ser calculado recursivamente sin que importe
el orden en que elegimos las aristas a borrar y contraer.

A continuacién, vamos a poner un ejemplo sencillo de aplicacién de la defini-
cién recursiva del polinomio de Tutte para que el lector compruebe la complejidad
de dicha definicién, en el sentido de que con un nimero pequefio de vértices y aris-
tas ya es necesario aplicar varias veces las operaciones de contraccién y borrado
para obtener una expresién del polinomio de Tutte. Ademads, pequefios aumentos
en el nimero de vértices y aristas del grafo provoca un aumento enorme en el
numero de operaciones a realizar. El polinomio de Tutte asociado a un grafo com-
puesto por una Unica arista es = (basta aplicar (2) de la definicién recursiva). Por
otra parte, la Figura 2.2 muestra el diagrama de contraccién y borrado de un cua-
drado. Aplicando la definicién recursiva tenemos que T(0;z,y) = 23+ 22 +z+y.
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Figura 2.2: Diagrama de contraccién y borrado de un cuadrado

Debido al aumento del niimero de operaciones a realizar en relacién al aumento
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del nimero de vértices y aristas del grafo se plantea la necesidad de automatizar la
definicién recursiva del polinomio de Tutte. Para ello, en primer lugar es necesario
codificar los grafos a los cuales vamos a aplicar dicha definicién. En la Seccién 2,
definimos el concepto de fragmento de teselacién de dimensién m x n y damos
todas las definiciones necesarias para poder codificarlo. En las Secciones 3 y 4,
describimos el algoritmo para sistematizar la definicién recursiva del polinomio de
Tutte, aplicdndolo a tres fragmentos de teselaciones del plano: la malla cuadrada,
la malla hexagonal y la malla triangular de dimensién m x n. Estas son las tres
linicas teselaciones del plano mediante poligonos regulares cuyas baldosas son
todas del mismo tipo y tamafio y tal que toda arista de la teselacién pertenece
exactamente a dos baldosas [21].

El algoritmo que desarrollamos produce sistemas matriciales que permiten
calcular el polinomio de Tutte asociado a fragmentos de teselaciones del plano
mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y sus posibles combinaciones. Debido
a la dimensién de las matrices obtenidas adjuntamos tres programas informéticos,
poltutte, poltutte2 y poltutte3 que sirven para generar férmulas recursivas
para calcular el polinomio de Tutte asociado a fragmentos de dimensiones consi-
derables.

2.2 Teselaciones Regulares del Plano

Esta seccién esta dedicada a establecer el mecanismo necesario para poder
codificar fragmentos de teselaciones del plano mediante cuadrados, trigngulos,
hexdgonos y combinaciones de estos tres poligonos regulares. A partir de ahora y
por simplicidad, siempre que hablemos de teselaciones del plano nos referiremos
a aquellas que se realizan tnicamente con cuadrados, tridngulos y hexagonos
cumpliendo las condiciones (b) y (c) de la seccién anterior.

Una propiedad fundamental de las teselaciones planas es que pueden ser cor-
tadas por lineas paralelas, que pueden ser lineas rectas o producirse zigzags de
aristas [21] (ver Figura 2.3a). Al grafo producido al cortar por dos lineas paralelas
consecutivas lo denominamos capa de la teselacidn (Figura 2.3b) y a cada linea
la llamamos frontera de la capa. Podemos etiquetar los vértices de una capa dis-
tinguiendo la frontera inferior, cuyos vértices son de la forma (z,0) y la frontera
superior cuyos vértices estan etiquetados (z',1) con z,z’' € N.
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Definicién 2.1. La unidn de una capa C; con una capa Cy, denotada Cy U Cs,
es el grafo resultante de identificar los vértices de la frontera superior de C; con
los vértices de la frontera inferior de C,. De forma equivalente podemos definir la
unidén de j capas, Cy UCy U...UC; como ((C; UC2)UCs)U. .. (Figura 2.3c).

La necesidad de distinguir las fronteras de una capa parte del hecho de que
la unién de capas no es en general una propiedad conmutativa. Por otra parte,
estd claro que toda teselacién regular del plano I' es unién infinita de capas
denotadas C;. Por tanto:

Definicién 2.2. Llamamos fragmento de tamario n de una teselacién regular del
plano I' y lo denotamos I';, a la unién de n capas consecutivas de T, es decir,

ig+n—1

= J G

i=ip

R

a) b) c)

Figura 2.3: a) Teselaci6n regular del plano b) Dos capas de la teselacién ¢) Unién
de tres capas

Definicién 2.3. Dados dos fragmentos de una teselaciéon regular del plano, Fy
y F3, decimos que F; es menor que Fy y lo denotamos F)} < F3 si el niimero de
capas de F) es menor que el nimero de capas de F5.
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Definicién 2.4. El grafo base de una teselacién regular del plano I es el fragmen-
to menor de la teselacién tal que la unidén infinita de copias de dicho fragmento
sea I' (ver Figuras 2.4 y 2.5).

Un grafo base puede estar formado por una o més capas. En general, cuando
en las teselaciones participan los tres tipos de poligonos regulares el grafo base
estd formado por méas de una capa. Ademds, existen una regiones que se repi-
ten dentro del grafo base, a las que llamamos bandas. Las bandas pueden ser
estructuras muy simples como un cuadrado o estructuras realmente complejas.
Mostramos un ejemplo en las Figuras 2.4 y 2.5. En la primera de ellas damos una
teselacion regular del plano y en la segunda el grafo base de dicha teselacién, el
cual, estd formado por 4 capas y hemos sombreado las bandas.

Figura 2.4: Teselacién del plano mediante cuadrados, tridngulos y hexdgonos

Figura 2.5: Grafo base de la teselacién mostrada en la Figura 2.4
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Para automatizar la definicién recursiva del polinomio de Tutte necesitamos
considerar fragmentos finitos de teselaciones, por ello vamos a definir los conceptos
de fragmento de dimensién m X n'y grafo base de anchura m.

Definicién 2.5. Llamamos fragmento de dimensidn m X n de una teselacién
regular plana I' y lo denotamos I',,, al fragmento de tamafio n resultante de
considerar un nimero méaximo de vértices en cada frontera de cada capa igual a
m. (Figura 2.6a). Ademéds, definimos el grafo base de anchura m como el grafo
finito resultante de considerar un nimero maximo de vértices en cada frontera de
cada capa del grafo base de I" igual a m (Figura 2.6b).

¢

a) b) c)

Figura 2.6: a) Fragmento de dimensién 6 x 4 b) Grafo base de anchura 6 c¢) Banda
del grafo base

Es evidente que los fragmentos de teselaciones son grafos conexos y que la
diferencia entre un fragmento de tamafo n y un fragmento de dimensién m x n
es que el primero es un grafo infinito y el segundo no lo es. Fijando m conseguimos
que cada capa tenga un numero finito de vértices y el resultado es un grafo finito
al que podremos aplicar nuestro algoritmo. Los conceptos de grafo base, capa
y banda son fundamentales para codificar fragmentos de teselaciones del plano.
Ademsds, son los datos necesarios para poder utilizar los programas poltutte,
poltutte2 y poltutte3 para calcular el polinomio de Tutte de fragmentos de
teselaciones de gran tamaifo.
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2.3. Polinomio de Tutte de la Malla Cuadrada

El polinomio de Tutte asociado a la malla cuadrada estd siendo muy estudiado
en los dltimos aflos. Parte de su interés se basa en que el polinomio de Tutte de
un grafo de ancho de arbol acotado se puede calcular en tiempo polinomial y la
malla cuadrada es el menor grafo de ancho de drbol no acotado. Ademés como
ya hemos comentado en 1988 Read y Tutte propusieron como problema abierto
(problema 8.1 en [33]) encontrar el polinomio cromético (evaluacién del polinomio
de Tutte a lo largo del eje de abcisas) de un fragmento de dimensién m x n de la
malla cuadrada.

La malla cuadrada L,, (Figura 2.7) se define como el grafo P, x P, siendo
B, un camino con [ vértices. Sus vértices pueden ser identificados con el conjunto
de pares ordenados:

{#,/))eN*|0<i<m—-1,0<j<n—1}

y dos vértices, (i, 4), (¢, j'), son adyacentes si [i — i| + |j — j/| = 1.

L, » tiene nm vértices y 2n(m — 1) aristas. Ademés, es un grafo simple, es
decir, sin lazos ni aristas multiples. Su grafo base es Ly, 2, €l cual tiene una tnica
capa y m — 1 bandas (cada una de ellas es un cuadrado). L, tiene n — 1 copias
del grafo base y m — 1 bandas (Figura 2.7). Por otra parte, estd claro que:

n—1
Lm,n = U Bz
i=1

siendo B; la copia del grafo base nimero ;.

En esta seccién vamos a obtener un algoritmo para el cilculo del polinomio
de Tutte asociado a la malla cuadrada Ly, con un valor de m fijado. Para ello
vamos a aplicar de forma sucesiva la definicién recursiva del polinomio de Tutte,
basada en el borrado y la contraccién de una arista seleccionada.

En la que llamamos etapa 0 seleccionamos una arista de L, y mediante
la operacién de contraccién y borrado de dicha arista obtenemos dos nuevos
grafos (etapa 1) en los que a su vez hay que seleccionar una arista y borrar y
contraer. Estaremos ante una nueva etapa cada vez que obtengamos una serie
de grafos a partir de las operaciones de contraccién y borrado de aristas de los
grafos de la etapa anterior. No consideramos un cambio de etapa la eliminacién
de hojas y lazos. A todos estos grafos que surgen a partir de la aplicacién de la
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Banda

Capa —»

<« Grafo
base

Figura 2.7: Malla cuadrada L7 5 con 6 bandas y 4 copias del grafo base. El grafo
base es L7 y tiene una capa y 6 bandas.

regla de contraccién y borrado los llamamos grafos de la descomposicién y los
denotamos G siendo i el indice que distingue dos grafos de la descomposicién y
j el ntmero de copias del grafo base que posee dicho grafo. Asi, L,,, = Gg~'.
Adems4s, denotamos por (Gf ) al grafo resultante de borrar una arista en G{ y
(G?). al grafo resultante de contraer una arista en G7.

Es evidente que se plantean dos problemas en la aplicacién de la definicién
recursiva del polinomio de Tutte. El primero de ellos es decidir en cada momento
la arista que vamos a borrar y contraer y el segundo es decidir cuando nos te-
nemos que detener. Para resolver estas cuestiones vamos a utilizar las siguientes
definiciones.

Definicién 2.6. Sean u = (4,j) y v = (¢, j) dos vértices de Ly, . Decimos que
u es mayor que v (Figura 2.8) y lo denotamos u > v si:
i2 +]2 > (’il)2 + (jI)Z
6

PP =P+ yi>d

El vértice mayor del grafo es aquél que es mayor que todos los demés vértices
(Ver Figura 2.8).

De forma equivalente podemos definir el concepto de vértice mayor en G{
(Figura 2.8b), ya que los vértices de un grafo cualquiera de la descomposicién
conservan la etiquetacién de los vértices de Ly, y al contraer una arista, el
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vértice resultante de la contraccién toma la etiqueta del vértice menor de los dos
extremos de la arista contraida.

Definicién 2.7. Sea v € V(G{ ) y dos aristas, e y €', incidentes con él. Etiqueta-
mos las aristas e = {v, (4, 4)} y ¢ = {v, (¢, j')}. Decimos que e es mayor que € y
lo denotamos e > €' si j > j' 6 j = j' y i >4’ (Figura 2.8).

Hay un tnico caso en el que dos aristas incidentes en un vértice son iguales,
es decir, ninguna es mayor que la otra. Este es el caso de las aristas dobles.

u=(2,2) 0.2) (1,2)

2.1)

w=(0,0) v=(2,0)

Figura 2.8: a) En L33, v > w y el vértice mayor del grafo es u b) Grafo resultante
de la contraccién de la arista mayor de Ls 3. El vértice mayor es (1, 2)
y la arista mayor {(0,2), (1,2)}

Con estas definiciones, estamos en condiciones de resolver el primero de los dos
problemas planteados en la aplicacién de la definicién recursiva del polinomio de
Tutte: en cada G] seleccionamos la arista mayor del vértice mayor para obtener
(GD)s y (GY).. Si dicha arista es doble, es decir, entre dos aristas incidentes con el
vértice no podemos decidir cuél es la mayor, seleccionamos cualquiera de las dos.
Por comodidad en la notacién, cuando hablemos de borrar o contraer una arista
nos estaremos refiriendo, salvo que se especifique lo contrario, a la arista mayor
del vértice mayor.
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Definicion 2.8. Llamamos lista asociada a G{ a la 6—upla [0, 1y, %, Oc, Tic, Tc]
siendo:

o5 — 1 si (G%), tiene una copia menos del grafo base que G
’ 0 en otro caso

e n; el niimero de hojas que creamos al borrar la arista en G7.

e i, el indice i del grafo (G%),.

o5 — 1 si (G{ )e tiene una copia menos del grafo base que GY
¢ 0 en otro caso

e 7. el nimero de lazos que creamos al contraer la arista seleccionada en G7.

e i. el indice i del grafo (GY)..

La lista asociada a un grafo de la descomposicién nos ofrece toda la infor-
macién necesaria para aplicar la férmula recursiva del polinomio de Tutte a di-
cho grafo. Por ejemplo, si la lista asociada a un grafo G} de la descomposicién

es [0,0,10,1,1, 8] sabemos que el polinomio de Tutte asomado a dicho grafo es
T(Gloiz,y) +yT(GL 5 2,y).

Definicién 2.9. Llamamos grafos generadores de L en la etapa k a los gra-
fos G/ pertenecientes a dicha etapa tales que 0,(GY) + 6.(GY) > 1. Los grafos
genemdores de Ly, ., son los grafos G tales que 8,(G}) + 0.(G}) > 1.

Mostramos un ejemplo en la Figura 2.9. Aplicamos las operaciones de con-
traccion y borrado a L4 hasta la segunda etapa, teniendo en cuenta que no se
produce un cambio de etapa con la eliminacién de hojas. El grafo base es Lq,
(un cuadrado). El grafo etiquetado G? no es un grafo generador en la etapa 1,
ya que al borrar y contraer la arista mayor del vértice mayor (marcada en negro)
no perdemos una copia del grafo base (un cuadrado). En cambio, G2 es un grafo
generador ya que tiene dos copias del grafo base y al borrar y contraer obtenemos
grafos con 1 copia del grafo base, es decir, 6,(G2) + 6,(G2) = 2. Andlogamente G}
no es un grafo generador de la etapa 2 porque 6.(G3) + 0,(G3) = 0 y G5 sf lo es
ya que 0.(G%) + 8,(G2) = 1. Los grafos generadores de Ly 2 son G y Gg.

Los conceptos de lista y grafo generador nos dan la respuesta al segundo
problema planteado. El proceso recursivo se detiene cuando hayamos obtenido
todos los grafos generadores.
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etapa 2

v

Gs

G,

Figura 2.9: Descomposicién hasta la etapa 2 de Loy

Para obtener un método de calculo del polinomio de Tutte asociado a L,
se describe el polinomio de Tutte de cada uno de los grafos generadores. Por la
propia estructura del grafo nos basta saber el efecto que tiene aplicar la regla de
contraccién y borrado considerando dos copias del grafo base.

En las Figuras 2.10, 2.11 y 2.12 ofrecemos la descomposicién de Ls . Estos
tres esquemas son necesarios para obtener una ecuacién matricial que nos pro-
porcione un método de calculo del polinomio de Tutte asociado a dicho grafo.
A continuacién describimos el sistema de notacién empleado en los esquemas de
descomposicién.

Para facilitar su entendimiento, en la primera de estas figuras hemos especi-
ficado todos los pasos. Cada vez que aplicamos las operaciones de contraccién y
borrado escribimos ¢ y b respectivamente. En la Figura 2.10, no hemos conside-
rado como una aplicacién de la regla de contraccién y borrado la eliminacién de
hojas y lazos, por ello en todos los pasos consistentes en eliminacién de hojas no
hemos escrito b. En las Figuras 2.11 y 2.12 hemos suprimido los pasos consistentes
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en la eliminacién de estos tipos de aristas, pero los hemos incluido en la notacién.
Si una flecha estd etiquetada b, 3, significa que para dar el paso correspondiente
hay que borrar la arista mayor del vértice mayor y eliminar 3 hojas. Analoga-
mente, c,3 significa que hay que contraer la arista y eliminar 3 lazos. Hay que
tener en cuenta que la aparicién de lazos estd siempre asociada a la operacién
de contraccién y la de hojas a la de borrado. Por tdltimo, queremos resaltar que
en las tres figuras mencionadas anteriormente, aplicamos de forma sucesiva las
operaciones de contraccién y borrado hasta obtener un grafo generador o un grafo
ya obtenido en el diagrama de la descomposicién.

G} G Gi G}
s ] 9 y >-—_q
« P SN N,
! !
X / b c\ 4

T__I\A/

. "1
Gy 1 é:lG; G/ \I 5(;71

l Y c\ v 'ch\

111 f11 e  th A

Figura 2.10: Primer esquema de descomposicién de L3,

Gy G# Gl

lQI GQ
N,

b,1 c

»

] - l
by N\l b/ \ol

iy fe oB e

Figura 2.11: Segundo esquema de descomposicién de Ls ,

Los grafos generadores de L3 , son G, Gi, G§ y G1,. Nuestro siguiente objetivo
es obtener una expresién del polinomio de Tutte asociado a G§~*, G&~1, Gy~!
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Gi2 G; G

b ¢ 1

<
«

A 4
*—4

b / \c
L ] ‘Q
G113 \ Gy
b / \c
Gj 1 /\ Gis

NEsT

1
Gis

b,»]/ \c
a1l e

Figura 2.12: Tercer esquema de descomposicién de Ls,,

G5! en funcién de los grafos generadores. Estas expresiones se obtienen de
12

forma recursiva a partir de los diagramas de descomposicién. Por simplicidad,
denotamos T'(G) al polinomio de Tutte asociado a un grafo G. Veamos como
ejemplo el calculo de T(G)).

La lista de G es [0,0,12,1,1,11], esto implica que T(G}) = T(G4,) +yT(G%,).
Ademss, la lista de GY, es [1,0,13,1,0, 11] luego

T(Gg) = T(G{3) + T(Gjil) + yT(GJﬁ)

Si seguimos aplicando los diagramas de descomposicién y la definicién recursiva
del polinomio de Tutte llegamos a:

T(Gg) = (23 + 2%y + zy® + 32% 4 2zy + 2x)T(G6_1)
+(zy+ v + 22+ 2y + 2)T(GL™Y) + (v + 2y + 2)T(GE™) + 2T (G351

De forma andloga obtenemos las siguientes expresiones de los polinomios de Tutte
asociados a G, G} y G5:
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T(G)) = (2®+222 +2)T(G5Y) + 2z + V)T(G Y + T(GE™)
(Gh) = (@P+a2y+222+ay+2)T(G ) + (zy + 2z 4+ y + DTG+
(y+1T(GF™)
T(Gl) = (2 +3z>+zy+ 20)T(GH™) + (22 4+ y + 2)T(GE )+
(y+2)T(GE™) + 2T(GI3 )
Matricialmente:
T(GY) T(G5™)
) |_, | T
T(G}) T(Gy™)
T(GY,) T(GY
siendo M la siguiente matriz:
3+ 222 + 2 2z + 1 1 0
B+ 2y +22t+ay+z Ty+2z+y+1 y+1 0
iy +ay? + 32+ 22y + 22 zy+yP+ 2 +29+2 P42y +2 =z
z3 4+ 32?2 + zy + 22 2c+y+2 y+2 x

A partir de la ecuacién matricial anterior, es facil obtener un método de célculo
del polinomio de Tutte asociado a Ls,. Recordar que en la notacién utilizada
L3, = Gi~'. Para obtener dicho método, en primer lugar hay que calcular el
polinomio de Tutte asociado a los grafos generadores. Utilizando la definicién
recursiva del polinomio de Tutte se comprueba que:

T(G}) z?
T(Gy) z? + zy
T(G}) B 24ry+yi+zty

T(G3,) ?+z+y




34 2. Polinomio de Tutte de Teselaciones Planas

Proposicién 2.1. El polinomio de Tutte asociado a la malla cuadrada Ls,, con
n > 2 se obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

T(L3n) T(L3s)
TG | _ e | TG
TGyY | T(GY)
T(G5Y) T(Gly)

El algoritmo desarrollado en esta seccién nos proporciona ademés el siguiente
resultado.

Teorema 2.2. Fijado m € N, el procedimiento para la evaluacidn del polinomio
de Tutte de la malla cuadrada Ly, en un punto cualguiera del plano (a,b) tiene
complejidad computacional O(log(n)).

Demostracion. El célculo del polinomio de Tutte asociado a L., en un punto
cualquiera del plano (a, b) consta de tres pasos: evaluar los elementos de la matriz
M en el punto (a,b), calcular las n — 2 potencias de dicha matriz y multiplicar
el resultado por el vector formado por los polinomios de Tutte asociados a los
grafos generadores evaluados en el punto (a, b).

Todos los pasos mencionados en el parrafo anterior, excepto el calculo de las
n — 2 potencias de la matriz se realizan en tiempo constante. Para calcular n — 2
potencias de una matriz se necesitan del orden de log(n) operaciones. O

Queremos resaltar que el algoritmo desarrollado nos permite en un tiempo
razonable el clculo del polinomio de Tutte asociado a la malla 12 x 7, y el poder
calcular el polinomio de Tutte de fragmentos mayores depende exclusivamente de
la capacidad informatica del usuario. Asi, este algoritmo adquiere gran importan-
cia como método para el célculo del polinomio de Tutte pues es la primera vez
que se obtienen resultados para fragmentos de dimensiones considerables. Por otra
parte, es importante observar que el procedimiento desarrollado en esta seccién
no nos proporciona el calculo del polinomio de Tutte asociado a L, , en tiempo
logaritmico sino evaluaciones de dicho polinomio en un punto. La diferencia es
que las componentes de la matriz M, si no las evaluamos en un punto, son poli-
nomios y el producto de matrices polinémicas no se realiza en tiempo constante
si no limitamos el nimero de monomios de cada componente de la matriz.
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2.4. Polinomio de Tutte de la Malla Hexagonal y
de la Malla Triangular

El propésito de esta seccién es realizar un desarrollo similar al de la Seccién
3 para el calculo del polinomio de Tutte asociado a la malla hexagonal H,,, y &
la malla triangular T}, ,. Para un mejor entendimiento del lector, en ambas sec-
ciones calculamos dicho polinomio para Hi , y T3, pero los programas poltutte,
poltutte2 y poltutte3 permiten el cdlculo para cualquier valor de m. En primer
lugar definimos ambas mallas.

Llamamos malla hezagonal m x n (Figura 2.13) y la denotamos H,, , al grafo
resultante de eliminar los siguientes vértices y aristas de una malla cuadrada
(m+1) x (2n+m):

{U,D0<j<m=-20<i<m~-2-j}
{G2k+92<j<m+1Im+1-j<i<m-1}
{Gm—i+25),((+1,m—-i+2))} |0<i<m-1,0<j<n—1}

Llamamos malla triangular m x n (Figura 2.13) y la denotamos T, ,, al grafo
resultante de anadir las siguientes aristas a una malla cuadrada m x n:

{5, + L7+ 1)} [0<i<m-1,0<j<n—1}

Es importante observar que ambas definiciones nos permiten conservar la eti-
quetacién de vértices utilizada en la seccidn anterior, ya que partimos de una
malla cuadrada. Asi, todas las definiciones dadas en dicha seccién son vélidas en
los caso de las mallas hexagonal y triangular.

En la Figura 2.13 mostramos los grafos base asociados a estas mallas. Ambos
grafos base tienen una unica capa y para construir Hy,, ¥y Tmn, necesitamos
respectivamente n y n — 1 copias del grafo base.

El sistema empleado para obtener un método de cédlculo de los polinomios de
Tutte asociados a las mallas hexagonal y triangular se basa, al igual que en la
seccién anterior, en la definicién recursiva del polinomio de Tutte. Aplicamos di-
cha definicién sucesivamente, obteniendo los distintos grafos de la descomposicién
hasta llegar a los grafos generadores. Las Figuras 2.14 y 2.15 muestran los esque-
mas de descomposicién de H;,, y las Figuras 2.16 y 2.17 los correspondientes a
Ton.
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<« Grafo
<« Grafo base
base

Figura 2.13: Malla hexagonal H, y malla triangular Tsg con sus respectivos
grafos base

Los grafos generadores de H, son G} y Gi. A continuacién vamos a obtener

una expresién del polinomio de Tutte asociado a G2 y G% en funcién de los grafos
generadores. Hay que recordar que Gj = Hi .

TG = (z*+23+22+ 2)T(GH™) + T(GS™)
T(G) = @+ +22+z+y@@®+22+2)T(GEY) + y+ DTG
Matricialmente:

( T(Gé) ) _ M( T(Gé‘l) )
T(Gy TG
siendo

4+ +2t+z 1
M =
P+ttt +y(@® +a ) y+1
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Gy
Gi
'y *
/\ / Gy
b,3
[ 3 '
’ ¢ 7
¢ \i b2
® ' d . Gé
GZ L ] —
0 c b1
] '3 \b’4 \
Gé ' ' \c‘
. * ;
G3 ¢ ¢ G-{I
Gy

Figura 2.14: Primer esquema de descomposicién de Hi ,

A partir de la ecuacién anterior, obtenemos un método de cédlculo del poli-
nomio de Tutte asociado a H;, calculando el polinomio de Tutte asociado a los
grafos generadores y n — 1 potencias de la matriz M.

TG = 2+z*+22+22+z+y

T(G)) = TGYH+yx*+22+22+1+y)

Proposicién 2.3. El polinomio de Tutte asociado a la malla hezagonal H, ,, con
n 2> 1 se obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

T(H,) _ et T(Hia)
TGy ) T(G})

El método desarrollado nos proporciona un resultado equivalente al Teorema
2.2 para la malla hexagonal.
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/N
K »Gg

Figura 2.15: Segundo esquema de descomposicién de Hy,

1
G; , % GO
b,! ¢ i
o T G3
Gi .
c 1
\ { }V G]
c,
1 \
G G§

Figura 2.16: Primer esquema de descomposicién de T3,

Teorema 2.4. Fijado m € N, el procedimiento para la evaluacion del polinomio
de Tutte de la malla hezagonal Hy,, en un punto cualquiera del plano (a,b) tiene
complejidad computacional O(log(n)).

Por dltimo, desarrollamos un proceso andlogo para obtener un método de
calculo del polinomio de Tutte asociado a la malla triangular 75 ,. En este caso,
los grafos generadores son G} y G (ver Figuras 2.16 y 2.17). Obtenemos una
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2

EG
@Lr
¢l
&L

QG

Figura 2.17: Segundo esquema de descomposicién de T,

expresién del polinomio de Tutte asociado a G§~* = Ty, y G5! en funcién de
los grafos generadores.

T(G) = @+2)TGy )+ (@ +y+ TG
T(G) = (@ +z+ay)T(G)+ @+ +2y+ DTG
Matricialmente:

(ret )= (et )
7(G)) T(G™)

2+ z+y+1
M=
+z+ay z+ (y+1)2

siendo

A partir de la ecuacién matricial anterior, obtenemos un método de célculo
del polinomio de Tutte asociado a T3, calculando el polinomio de Tutte asociado
a los grafos generadores y n — 2 potencias de la matriz M.

TGy = 22+222+2zy+y>+x+y
T(GY) = TGYH+yl*+y?+zy+z+y)

Proposicion 2.5. El polinomio de Tutte asociado a la malla triangular 15, con
n > 2 se obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

T(Ty.0) _ e T(Ty.2)
TGy ) T(G})
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El método desarrollado nos proporciona un resultado equivalente a los Teore-
mas 2.2 y 2.4 para la malla triangular.

Teorema 2.6. Fijado m € N, el procedimiento para la evaluacidn del polinomio
de Tutte de la malla triangular T, ,, en un punto cualquiera del plano (a,b) tiene
complejidad computacional O(log(n)).

Para concluir este capitulo, queremos resaltar que aunque nuestros célculos
se han centrado bésicamente en las tres tnicas teselaciones del plano mediante
poligonos regulares cuyas baldosas son todas del mismo tipo y tamafio y tal que
toda arista de la teselacién pertenece exactamente a dos baldosas [21], es decir, en
las mallas cuadrada, hexagonal y triangular; el algoritmo que hemos desarrollado
permite en un tiempo razonable el cdlculo del polinomio de Tutte asociado a
fragmentos de teselaciones planas realizadas con combinaciones de cuadrados,
tridngulos y hexdgonos. En el apéndice A de esta memoria explicamos el uso
tanto de los programas de codificacién de teselaciones como de los programas de
célculo de su polinomio de Tutte asociado.

El sistema empleado para la codificacién de los fragmentos de teselaciones,
realizadas con combinaciones de cuadrados, tridngulos y hexdgonos, es analogo
que el empleado en las mallas cuadrada, hexagonal y triangular. Esta basado en
los conceptos de grafo base, banda y capa. Para calcular su polinomio de Tutte
asociado analizamos el efecto de la regla de contraccién y borrado al considerar
dos copias del grafo base, etiquetando los vértices numéricamente de izquierda a
derecha y de abajo a arriba y utilizamos de forma analoga los conceptos de vértice
mayor del grafo y de arista mayor. Aplicando este algoritmo podemos enunciar
el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Fijado m € N, el procedimiento para la evaluacion del polinomio
de Tutte de un fragmento de dimensidn mxn de una teselacion del plano realizada
con combinaciones de cuadrados, tridngulos y hezdgonos en un punto cualquiera
del plano (a,b) tiene complejidad computacional O(log(n)).

Por dltimo, queremos comentar que con nuestra capacidad informéatica hemos
podido calcular en cuestién de horas polinomios de Tutte de fragmentos de tese-
laciones de dimensién 12 x n. El poder obtener el polinomio de Tutte asociado a
fragmentos mayores depende dnicamente de la capacidad del ordenador y de la
posibilidad de trabajar con ordenadores en paralelo.



CAPiTULO 3

Aplicaciones

El algoritmo desarrollado en el capitulo anterior para la aplicacién de la férmu-
la recursiva del polinomio de Tutte proporciona resultados muy importantes en
diversos ambitos de las matemadticas. En este capitulo estudiamos dos aplicacio-
nes del algoritmo en problemas de enumeracién en Teoria de Grafos: el cdlculo
de orientaciones aciclicas y el cdlculo de nimeros de Whitney; y dos aplicaciones
del algoritmo en problemas de enumeracién en Geometria: el célculo del nimero
de caras de un arreglo de hiperplanos y el célculo del niimero de vértices de un
zonotopo. Ademds desarrollamos un método alternativo para el cédlculo de las
orientaciones aciclicas de la malla cuadrada y mejoramos la acotacién del limite
asintdtico del niimero de orientaciones aciclicas de la malla L, , establecida en
2003 por Calkin, Merino, Noble y Noy [9)].

3.1. Introduccion

Una caracteristica fundamental del polinomio de Tutte es que contiene gran
informacién acerca del grafo al cual estd asociado. Evaludndolo en distintos pun-
tos del plano obtenemos diversos invariantes del grafo, tales como, el ntimero de
drboles recubridores, el nimero de bosques, etc.. Esta propiedad del polinomio
de Tutte permite que podamos aplicar el algoritmo desarrollado en el capitulo
anterior a diversos problemas clésicos de enumeracién de Teoria de Grafos y Geo-
metria. Queremos resaltar que los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3
suponen un avance muy importante en la bisqueda de métodos de célculo de los
invariantes numéricos contenidos en el polinomio de Tutte. En particular, en la

41
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Seccién 2, estudiamos la evaluacién del polinomio de Tutte asociado a fragmentos
de teselaciones del plano mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combina-
ciones de estos tres tipos de poligonos regulares en el punto (2,0), es decir, las
orientaciones aciclicas de dichos grafos. Los desarrollos realizados en la Seccién 2
estan centrados fundamentalmente en la malla cuadrada pero no hay que olvidar
que dichos desarrollos se pueden reproducir para cualquiera de las teselaciones
planas estudiadas en el capitulo anterior. Adem4s, en el caso de la malla cuadrada
introducimos un método que denominamos método de la matriz de compatibili-
dad que también proporciona resultados sobre orientaciones aciclicas.

En la Seccién 3, relacionamos dos problemas clésicos de enumeracién de Geo-
metria con las orientaciones aciclicas de grafos y por tanto con el polinomio de
Tutte. El algoritmo desarrollado en el Capitulo 2, no proporciona métodos de
calculo del nimero de celdas en que arreglos de hiperplanos asociados a fragmen-
tos de teselaciones del plano dividen a espacios euclideos de altas dimensiones.
Ademés también obtenemos métodos de célculo del ntimero de vértices de zonoto-
pos asociados a dichos fragmentos de teselaciones. Recordemos que los zonotopos
son estructuras que se utilizan para modelizar el problema de la mayor rentabili-
dad en transmisién de datos en el 4mbito de las comunicaciones [25]. Los vértices
del zonotopo representan los receptores y los segmentos de linea que unen los
vértices, los canales de comunicacién.

Finalmente, estudiamos los coeficientes del polinomio cromatico asociado a un
grafo, también conocidos por niimeros de Whitney de primera clase. Obtenemos
métodos de célculo de dichos ntimeros y aplicamos los resultados obtenidos al
calculo de las orientaciones aciclicas con una Unica fuente.

3.2. Orientaciones Aciclicas

Un digrafo o grafo orientado, D = (V, A), es un grafo cuyo conjunto de aristas
A es un subconjunto de V x V, es decir, establecemos un sentido de recorrido
en las aristas del grafo. Dado un grafo G podemos obtener una orientacién del
grafo estableciendo un orden entre los extremos de cada una de las aristas, luego
el conjunto de aristas de un grafo G admite 2/4 orientaciones distintas. Estas
orientaciones se pueden clasificar en dos tipos: orientaciones ciclicas y aciclicas.
Esta seccién estd dedicada al estudio de diversos aspectos de las orientaciones
aciclicas.
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Una orientacién de un grafo G es aciclica si no contiene ciclos (Figura 3.1a).
Mas explicitamente, en el digrafo obtenido al fijar una orientacién en G nunca
podemos partir de un vértice y llegar al mismo vértice siguiendo el sentido de
recorrido de las aristas. En caso contrario la orientacién se denomina ciclica (Fi-
gura 3.1b). Al ntimero total de orientaciones aciclicas de un grafo G lo denotamos

a(Q).

a) b)

Figura 3.1: a) Orientaci6n aciclica de la malla cuadrada L3 3 b) Orientacién ciclica
de la malla cuadrada Ls ;.

Contar el nimero de orientaciones aciclicas de un grafo es un problema real-
mente complejo. En particular, el caso de la malla cuadrada L,, ,, esté siendo muy
estudiado. En los dltimos afios, el problema se ha centrado en dar acotaciones
del limite asintético lim,_,, a(Ln,n)?lZ. En 1999, Merino y Welsh [30] estudia-
ron diversos problemas de enumeracién en la malla cuadrada L, ,. Establecen en
3'7092.. la cota superior del limite asintético 1imy,_ oo a(Ln,n)Zlf . En 2003, esta
cota fue mejorada por Calkin, Merino, Noble y Noy [9] estableciéndola en 3'56 .
El sistema empleado para la obtencién de esta cota se basa fundamentalmente
en un algoritmo que permite calcular el polinomio de Tutte asociado a la malla
cuadrada. Este algoritmo desarrollado por Calkin, Merino, Noble y Noy permite
el calculo del polinomio de Tutte de un fragmento de malla cuadrada de dimen-
sién maxima 7 x 7. Queremos, por tanto, resaltar que el algoritmo desarrollado
en el Capitulo 2 de esta memoria nos permite, en cuestién de horas, el calculo del
polinomio de Tutte de fragmentos de teselaciones, entre ellos la malla cuadrada,
de dimensién 12 x n. Con los cdlculos realizados con los programas poltutte,

poltutte2 y poltutte3 podemos establecer la cota de las orientaciones aciclicas
en 3'49 [18].

En esta memoria presentamos distintos métodos para calcular el nimero de
orientaciones aciclicas de L,,, para determinados valores de m y n arbitrario.
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En 1973, Stanley [34] relaciona las orientaciones aciclicas de un grafo con el
polinomio cromético asociado a dicho grafo:

a(G) = [x(G, -1)|

Partiendo de las siguientes férmulas obtenidas por Marin, Mrquez y Revuelta[28]
del polinomio cromético asociado a la cuadricula plana:

X(L2,n7 )\) = /\()\ — 1)(3 — 3\ + )\2)11—1 n>1
X(Lan ) = (=104 110 = 5% + X)x(Lgp-1,\)

obtenemos que:

a(lyy) = 2-7v71 n>1
Oz(L3’n) = |27X(L3,n——1; '—1) + 62X(L3,n—2; —1)' n>3

siendo x(Ls1,—1) = —4 y x(L3a,~1) = 98.

§ 3.2.1. Método recursivo.— Como ya hemos comentado, a(G) es la eva-
luacién en el punto (2,0) del polinomio de Tutte asociado a G. Por tanto, para
calcular el nimero de orientaciones aciclicas de L, , podemos aplicar el algorit-
mo desarrollado en el capitulo anterior. Adems4s, por el Teorema 2.2 sabemos que
fijado m, el calculo de a(L,, ) puede realizarse en tiempo logaritmico.

Es evidente, que una mejora del algoritmo desarrollado en el Capitulo 2 es
reducir la dimensién de las matrices obtenidas, es decir, disminuir el ntiimero de
grafos generadores de L, ,. En esta seccidn nos planteamos esta reduccién como
objetivo en el célculo de a(L,,,) para ciertos valores de m y n arbitrario. Para
ello no vamos a utilizar la definicién recursiva del polinomio de Tutte, sino una
definicién recursiva para las orientaciones aciclicas.

En 1912, Birkhoff [4] proporciona una definicién recursiva del polinomio crométi-
co asociado a un grafo G, sin hojas ni lazos, basada en la contraccién y borrado
de aristas. Esta definicién es la siguiente.

Sea G = (V, A) un grafo y x(G, A) su polinomio cromético asociado.

(1) Si G tiene n vértices y no tiene aristas entonces x(G, \) = A"

(2) Si G es la unién de dos grafos, H y K, cuya interseccién es un grafo
completo entonces:
X(H, Nx(K, A)
X(H N K, N

x(G,\) =
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(3) x(G,A) = x(G.,\) — x(G”, )\) siendo G, el grafo resultante de borrar la
arista e de G y G7 el grafo resultante de contraer la arista e de G.

Mediante el Teorema de Stanley [34] obtenemos una definicién similar para
calcular el niimero de orientaciones aciclicas de un grafo sin vértices aislados:

» a(G) =251 |A(G)| = 1.

v a(G) = o(GL) + a(GY).

s a(G) = a(G.) si e es una arista doble.
v a(G) =2a(G) si e es una hoja.

s a(G) = 0si G tiene algin lazo.

Ambas definiciones no dependen de la arista e elegida.

El poder reducir la dimensién de las matrices obtenidas en el algoritmo de-
sarrollado en el capitulo anterior se debe a la condicién sobre las aristas dobles
de la definicién recursiva. Pensemos, por ejemplo, en el caso Ls, desarrollado en
el Capitulo 2. En las Figuras 2.10, 2.11 y 2.12 se muestra que L3, tiene cuatro
grafos generadores pero desde el punto de vista de las orientaciones aciclicas los
grafos mostrados en los apartados a) y b) de la Figura 3.2 son isomorfos. Por
tanto, utilizando la definicién recursiva de las orientaciones aciclicas obtenemos
dos generadores.

Gy G) G4 Gl

1 117 a8
a) b)

*—4

Figura 3.2: Los grafos de a) y b) son isomorfos

A continuacidn, aplicamos la definicién recursiva de las orientaciones aciclicas
a la malla cuadrada. Seguimos el mismo criterio del algoritmo desarrollado en el
capitulo anterior para la definicién recursiva del polinomio de Tutte: la arista a
borrar y contraer es la arista mayor del vértice mayor. En las Figuras 3.3,3.4y 3.5
mostramos tres diagramas de descomposicién de Ly ,. Los grafos generadores son
Ly, Gi, G} y G}. Para entender los diagramas hay que tener en cuenta que cada
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vez que eliminemos una hoja hay que multiplicar por 2 y que las aristas dobles
se consideran simples. Hemos seguido la misma notacién que en los esquemas del
capitulo anterior, asi b,3 significa que para realizar el paso correspondiente hay
que borrar una arista y eliminar 3 hojas.

Ly3
a8 b1 ¢ TN
10 g |
BTN LN

H

bl \& bly ¢ b/H ) Yo\
E:I:I b}}: \¢ c BI] [ %
o o onoan

by be
Le / frh
42 G!

G G

«

I
H.{I‘I\

Figura 3.3: Primer diagrama de descomposicién de Ly,

Aplicando la definicién recursiva de las orientaciones aciclicas obtenemos los
siguientes resultados (aunque no hay que olvidar que los programas poltutte y
poltutte2 permiten obtener o(L,,,) para n > 4).

Lema 3.1. El nimero de orientaciones aciclicas de la malla cuadrada Ly, con
n>2es2-7L

Lema 3.2. El nmimero de orientaciones aciclicas de la malla cuadrada L3, con
n > 2 se obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

(et ) - (o 3) ()= [(a D)1 (266

siendo G, el grafo de la Figura 3.2, a(Lss) = 98 y a(Gl,) = 144,
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b1 ¢ ~

=

AN o

W 2

o cr G

Figura 3.4: Segundo diagrama de descomposicién de Ly,

Lema 3.3. El nidmero de orientaciones aciclicas de la malla cuadrada Ly, con
n > 2 se obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

OZ(L47n) 65 4 1 0 OZ(L4,n_1)
a(GY) _ 80 10 4 0 a(GT™Y)
a(G?) - 99 10 6 9 a(GFh
a(GY) 102 6 6 7 a(GF ™
65 4 1 0\1"7° /[ a(ls)
B 80 10 4 0 a(GY)
= 99 10 6 9 o(G))
102 6 6 7 o(G3)
y las condiciones iniciales son:
O((L4,2) 65 4 ]. 0 6
oGH | | 80 10 4 0 10
oG | 7| 99 10 6 9 16
a(G}h) 102 6 6 7 12
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Figura 3.5: Tercer diagrama de descomposicién de Ly,

Si seguimos aumentando los valores de n obtenemos que el niimero de grafos
m— 2 . .
9 >s1m7é3ym—131

m = 3, ya que para cualquier valor fijado de n los grafos generadores se obtienen
considerando todas los posibles formas de afiadir una arista {(0,1), (z,1)} con
z # 1 al grafo base Ly, y todas las combinaciones dos a dos de dichas aristas.
Mostramos un ejemplo en la Figura 3.6.

generadores de L, , en cada etapa es m — 1 +

(N L i

Figura 3.6: Grafos generadores de Ls,, en una etapa j de la descomposicién.
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Por ultimo, nos parece importante resaltar que con la eliminacién de aristas
dobles en la definicién recursiva de las orientaciones aciclicas disminuimos de
forma considerable el nimero de grafos generadores de Ly, ». De hecho, el niimero
de grafos generadores a obtener si utilizamos la definicién recursiva del polinomio

de Tutte y evaluamos posteriormente en el punto (2, 0) es m+ luego la

m —

2
aplicacién de la definicién recursiva de las orientaciones aciclicas supone obtener
m—1 grafos generadores menos. Por ejemplo, para L3, disminuimos la dimensién

de la matriz a la mitad.

Por otra parte, queremos hacer constar que el desarrollo efectuado para el
calculo de las orientaciones aciclicas de la malla cuadrada mediante el método
recursivo puede realizarse de igual forma para cualquiera de las teselaciones planas
estudiadas en el capitulo anterior.

§ 3.2.2. Matriz de Compatibilidad.— Otra forma de afrontar el problema
de las orientaciones aciclicas en la malla cuadrada es tratarlo como un problema
matricial, dividiendo el grafo en subgrafos y estudiando lo que ocurre al unirlos de
cierta forma. Esto es lo que llamamos el método de la matriz de compatibilidad
y que desarrollamos a continuacién.

Un peine de longitud m se define como el grafo ¢ = (V, A) (Figura 3.7) siendo:

Vi = {v,...,0;mv,...,0 }

A {{vj’vj+1}7{vi7v'£}|1Sj§m_17 1Slgm}

Figura 3.7: Peine de longitud 5

Es facil comprobar que un peine tiene 2°™~! orientaciones aciclicas distintas.
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Definicién 3.1. Llamamos peines orientados de longitud m a los grafos orienta-
dos que resultan de considerar cada una de las orientaciones aciclicas de .

Fijado m > 2 denotamos €2, al conjunto de peines orientados de longitud
m. En este conjunto podemos definir la siguiente operacién entre dos peines de
longitud m, @1 = (V1, A1) y 2 = (V2, A2).

Definicién 3.2. Llamamos pegada de 1 con ¢ y lo denotamos ¢, al grafo
que se obtiene al identificar los vértices v; de ¢; con los vértices ) de y, siendo
Vi=A{v,. ;v v, 0 vy Va={us, .. Uum, ), ..., 4.} los conjuntos de
vértices de @1 y @2 respectivamente.

Andlogamente, podemos definir la pegada de k peines @1, @a, ...,05 € O,
con k > 3 como el grafo resultante de pegar o1 con ¢, a este pegarle s y
asi sucesivamente.

Sean ¢, € Q,,. La operacién de pegar cumple las siguientes propiedades:
= No es una operacién conmutativa, es decir, @) # .
= @y no contiene ciclos.

= Es una operacién asociativa.

Con las definiciones dadas es facil comprobar que para cada orientacién de
Ly, existen n peines orientados de longitud m cuya pegada da lugar a la orienta-
cién dada en la malla cuadrada. Reciprocamente, dados 1, . .., ), peines orien-
tados de longitud m, 919 ... %, nos proporciona una unica orientacién de Ly, ,.

Definicién 3.3. Sean o1, ¢2, ..., ¢ peines de la misma longitud. La k—upla
(©1,...,9%) sedice compatible si el grafo orientado @1, . . . ¢ no contiene ciclos.

Definicién 3.4. Fijados m,n > 2 se define una matriz de compatibilidad n— ési-
ma asociada @ Ly, ,, A= (a; ;. ), de la siguiente forma:

1 si (@i,-..,%:,) es compatible.
Qiy.ip, = { (e #in) P Vo, €8y

0 si (@i,...,¢;,) no es compatible.
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L, tiene muchas matrices de compatibilidad asociadas distintas ya que, si
tomamos un peine de longitud m y consideramos todas sus orientaciones tene-
mos que |Q,] = 22! y en funcién del orden en que coloquemos los elementos
de este conjunto a la hora de pegar obtendremos distintas matrices. En cual-
quier caso, desde el punto de vista de las orientaciones, todas estas matrices nos
ofrecen la misma informacién. Como ejemplo mostramos una de las matrices de
compatibilidad 2—ésima asociada a L o:

/[11111101)

L1111101

fan Gmonr o 11111101
Ap= [ o Gmotttodm =g gy g
10111111

agy Ggz --+ (g3 1 0111111
10111111

donde a;; con 1<14,j <8 es 1 sig;p; no contiene ciclos y 0 en caso contrario.

Lema 3.4. El nimero de orientaciones aciclicas de la malla cuadrada Ly, , se
obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

t

1 1
Al : : m,n € N
1 1

1

2m

a(Lm,n) =

stendo A una matriz de compatibilidad n—ésima cualquiera asociada a Ly, .

Demostracién. Sea A una matriz de compatibilidad n—ésima asociada a Ly .
Cada elemento de A nos proporciona, o bien, una orientacién aciclica (represen-
tada por un 1), o una orientacién ciclica (representada por un 0) ; por tanto
(A(1,1,...,1))(1,...,1) es el namero de orientaciones aciclicas del grafo de la
Figura 3.8 y dividiendo por 2™ obtenemos el resultado deseado. 0O

Lema 3.5. Una orientacion de Lo, es aciclica si y sélo si los n peines orienta-
dos asociados a dicha orientacidn, @, ..., o, verifican que (i, ir1) Son pares
compatibles para todo i € [1,n — 1].
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n-1 ‘e

Figura 3.8: Pegada de n peines de longitud m

Demostracion. Por definicién, es evidente que si una orientacién es aciclica, los
pares (¢;, p;+1) con 1 <37 <n—1 son compatibles.

Supongamos que dichos pares son compatibles y que la orientacién asociada
no es aciclica. Si (¢;, pi41) es compatible para todo 4, entonces ;i1 no contiene
ningun ciclo. Por tanto, la dnica posibilidad de que en la orientacién dada en Ly,
haya un ciclo es que existan k,1 € N tales que @pppi1...¢ con 1<k<n-—2
y k+2 <1 < n contenga algln ciclo; pero es facil comprobar que al estar
trabajando en Ly, esta dltima afirmacién implica que existe t € N, k <t <l—1
tal que @4p;41 contiene algin ciclo, lo cual no es posible por hipétesis. Se produce
una contradiccién del hecho de suponer que la orientacién no es aciclica. |

Como consecuencia del lema anterior obtenemos el siguiente resultado.
Lema 3.6. El nimero de orientaciones aciclicas de la malla cuadrada Loy se

obtiene a partir del siguiente sistema matricial:

] 1 1
ol =g |4 ||| nx2
1 1

siendo A cualquier matriz de compatibilidad 2— ésima asociada a Lss.
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3.3. ___ Arreglos de Hiperplanos y Zonotopos

El algoritmo desarrollado en el capitulo anterior para la aplicacién de la férmu-
la recursiva. del polinomio de Tutte y el estudio realizado sobre orientaciones
aciclicas en la Seccién 2, tienen aplicacién en otras areas de las matemadticas. En
esta seccién vamos a estudiar dos de estas aplicaciones: la enumeracién de las
caras de un arreglo de hiperplanos y la enumeracién de los vértices de un zonoto-
po. Ademas, vamos a comprobar el avance que suponen los programas poltutte,
poltutte2 y poltutte3 en estos problemas.

§ 3.3.1. Arreglos de Hiperplanos.— Un arreglo de hiperplanos es una colec-
cién de n hiperplanos en el espacio euclideo d—dimensional R¢, junto con la des-
composicion celular de R? asociada (Figura 3.9).

.

Figura 3.9: Arreglo central formado por 3 hiperplanos en R3

A una celda k—dimensional de un arreglo de hiperplanos se la denomina
k—cara. Como el conjunto de todas las caras forman una particién del espacio, un
arreglo es también llamado una particién del espacio por hiperplanos. Llamamos
arreglo central de hiperplanos a un arreglo en el cual todos los hiperplanos se
cortan en un punto (Figura 3.9).

El centro de interés en la teoria de arreglos es el estudio de las propiedades
combinatorias de las caras, en particular, cuestiones de enumeracién como contar
el nimero de d—caras de un determinado arreglo de hiperplanos. El més conocido
de estos problemas es contar el nimero de regiones de un arreglo de lineas. La
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solucién se basa en contar las regiones en términos del nimero de vértices de grado
k o del niimero de lineas conteniendo k vértices [41]. Para dimensién mayor que
dos no hay una solucién similar a esta. En altas dimensiones, hay tinicamente dos
soluciones generales para el problema de la enumeracién de las caras de un arreglo
de hiperplanos: las férmulas de Roberts para dimensién tres y la enumeracién de
Winders para arreglos centrales de hiperplanos en R¢ (basada en los llamados
conjuntos de corte) [41]. No queremos profundizar en estos problemas ya que no
son el objetivo de esta memoria; pero nos parece interesante resaltar que muchas
demostraciones en la teoria de arreglos de hiperplanos, entre ellas la demostracién
del teorema de Winders, se basan en el concepto de TG —invariante, explicado en
la introduccién de esta primera parte de la memoria y que tiene una interpretacién
como una evaluacién del polinomio de Tutte [38].

A todo grafo G = (V, A) le podemos asociar el siguiente arreglo central de
hiperplanos:

H(G) = {hij ; ei; € A} con hy={zcR"; z; =21}

Debido al siguiente resultado demostrado por Greene y Zaslavsky en 1983 [20]
que relaciona el nimero de orientaciones aciclicas de un grafo con el nimero de
celdas del arreglo de hiperplanos asociado a dicho grafo, el algoritmo desarrollado
en el Capitulo 2 se convierte en una herramienta muy potente para el calculo del
numero de caras de un arreglo de hiperplanos asociado a toda teselacién del plano
mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combinaciones de estos poligonos
regulares.

Teorema 3.7. [20] El nimero de orientaciones aciclicas de G es igual al ndmero
de celdas |V |—dimensionales en que H(G) divide al espacio RV!.

Asi, teniendo en cuenta el algoritmo desarrollado en el capitulo anterior, el
estudio realizado sobre orientaciones aciclicas y los Teoremas 2.7 y 3.7, obtene-
mos diversos resultados sobre enumeracién de caras de arreglos de hiperplanos
asociados a teselaciones del plano.

Teorema 3.8. Sea I',,, un fragmento de dimension m x n de una teselacidn del
plano mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combinaciones de estos tres
tipos de poligonos regulares. Fijado m € N, la enumeracion de las caras |V (T'py)|
dimensionales de un arreglo de hiperplanos en RVl gsociado a T, tiene
complejidad computacional O(log(n)).
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Lema 3.9.

» El nimero de celdas 2n—dimensionales en que H(Ly,) divide al espacio
R?" es 2.7 1 n>1.

» Denotando f(G) al nimero de celdas |V|—dimensionales en que H(G) di-
vide al espacio RIV| obtenemos los siguientes sistemas matriciales:

(fee) =102 D) (&)

F(Lan) 65 4 1 0\]"° [ f(Ls2)
f(GY) _ 80 10 4 0 F(GYH
feyn | T 99 10 6 9 F(GY)
£(G3) 102 6 6 7 F(GY)

Queremos resaltar que los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3 re-
presentan un método de cédlculo muy efectivo del niimero de caras de un arreglo
de hiperplanos asociado a fragmentos de teselaciones del plano de dimensiones
considerables.

§ 3.3.2. Zonotopos.— Un zonotopo es el vector suma de un nimero finito de
segmentos de linea cerrados en el espacio real R%. M4s explicitamente, llamamos
zonotopo generado por un conjunto de vectores E = {e!,...,e*} C Q? a la suma

de Minkowsky:
k
Z={ineilog&g1}

i=1

Mostramos un ejemplo en la Figura 3.10.

Cada cara de un zonotopo es también un zonotopo. El conjunto de todas
las caras que tengan un segmento de linea como un sumando comin se llama
banda del zonotopo. Si el zonotopo tiene menos de cuatro generadores, entonces
es un segmento de linea (1 generador), un paralelogramo (2 generadores) o un
paralelepipedo (3 generadores). Para més de tres generadores la geometria es
mucho mas compleja.
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TR
S

Figura 3.10: Zonotopo en dimensién 3 con 5 generadores

En la Seccién 1, hemos comentado la importancia que estdn adquiriendo es-
tructuras geométricas como los zonotopos, para modelizar problemas en el 4mbito
de las comunicaciones. El estudio de los zonotopos se centra fundamentalmente
en calcular o acotar el nimero de vértices que posee. Usando un teorema cldsico
de geometria discreta se demuestra que los vértices de un zonotopo pueden ser
calculados en tiempo polinomial [25]. Adem4s, existen diversas acotaciones de

este nimero pero la cota més utilizada a lo largo del tiempo, para un zonotopo

. . . - -1 .,
d—dimensional con k generadores, ha sido ZZL& k ; . En esta seccién
demostramos que los vértices de zonotopos asociados a fragmentos de teselacio-
nes pueden ser calculados en tiempo logaritmico. Ademds comprobamos que los
programas poltutte, poltutte2 y poltutte3 representan un método efectivo de
calculo del niimero de vértices de determinados zonotopos.

En general, a una matriz A = (a;;) de dimensién r x [ le podemos asociar el
siguiente zonotopo:

{
Z(A)={p6R’ EDIPS OSAkg}

k=1

siendo ay, los vectores columna de la matriz A.

Se define un zonotopo asociado a un grafo G como Z(A) siendo A una matriz
de adyacencia del grafo. Dependiendo de la etiquetacién dada a los vértices de
G obtendremos distintas matrices de adyacencia del grafo, y por tanto distintos
zonotopos asociados a G pero todos ellos tienen el mismo nimero de vértices. En
particular, si I'y, es un fragmento de teselacién del plano de dimensién m x n,
le podemos asociar el siguiente zonotopo:

IV (Tmn)|
Z(Cmn) = qpeRVEI | p= N Mg, 0<N <1
k=1
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En 1997, Bartels, Mount y Welsh establecen la siguiente relacién entre el
nimero de orientaciones aciclicas de un grafo y el ntimero de vértices de un
zonotopo asociado a dicho grafo.

Teorema 3.10. [1] El nimero de orientaciones aciclicas de G coincide con el
numero de vértices de cualquier zonotopo asociado a G.

Basindonos en este Teorema y en los Teoremas 2.2, 2.6 y 2.4 podemos enunciar
el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Fijado m € N, el cdlculo del nimero de vértices de cualquier
zonotopo asociado a un fragmento de dimension m X n de una teselacion del
plano mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combinaciones de estos tres
tipos de poligonos requlares tiene complejidad computacional O(log(n)).

El algoritmo desarrollado en el Capitulo 2 y los programas poltutte, poltut-
te2 y poltutte3 nos ofrecen la posibilidad de calcular el niimero de vértices de
cualquier zonotopo asociado a fragmentos de teselaciones de grandes dimensio-
nes. Debido a las dimensiones de las matrices obtenidas ponemos como ejemplo
el caso de la malla cuadrada.

La matriz de adyacencia de Ly, es A = (aqj @) con 1 <6, <m y
1< 4,5 <n siendo:

1 osi [i—d|+]j—41=1
A5’ = Co o
T 0 s i g+l g1 A

y su zonotopo asociado es:

k=1

Z(me):{pean | p=2)\kak OS)\kﬁl}

donde aj, = (i, ..., uf™) con p € {0,1}, 1 < j < nm son los vectores columna
de la matriz A.

Utilizando el estudio realizado sobre orientaciones aciclicas en la Seccién 2
obtenemos el siguiente resultado.
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Lema 3.12.

s El niimero de vértices de cualquier zonotopo asociado a Ly, es 2- 71,

= Si A(G) es el nimero de vértices de cualquier zonotopo asociado a G en-

tonces:

A(Lsn) \ _ [ 23 1\]"7?/ A(Lsy)
(et ) =102 )] (5

A(Ly,) 65 4 1 0\1"? /[ A(Ls2)

AGH | || 80 10 40 A(GY)

AGE) | Tl 99 10 69 A(GL)

A(GE) 102 6 6 7 A(GY)

3.4. ____ Numeros de Whitney de Primera Clase

En esta seccién estudiamos dos aspectos de los niimeros de Whitney de prime-
ra clase: su relacién con el polinomio cromético asociado a un grafo y su relacién
con las orientaciones aciclicas con una tnica fuente.

Existen diversas definiciones de nimero de Whitney de primera clase. La que
utilizamos en esta memoria es la que relaciona los niimeros de Whitney de primera
clase con la Teoria de Grafos. El nimero de Whitney de grado k de primera clase
asociado a un grafo G, denotado wy(G), es el coeficiente de grado k del polinomio
cromatico asociado a G. Por tanto:

d
X(GN) = 3w (G)Ak
k=1
Ademaés, Stanley y Zaslavsky [34, 41] demuestran de forma independiente que:
n
o(G) = ) w{(G)
k=1

siendo wif (G) el médulo del nimero de Whitney de grado k de primera clase
asociado a G.
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El algoritmo desarrollado en el Capitulo 2 y el estudio realizado sobre orien-
taciones aciclicas nos ofrece gran informacién sobre niimeros de Whitney pues no
hay que olvidar que el polinomio cromético asociado a un grafo G es T(G; z,0) con
z < 0. Ademds, los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3 nos permiten
calcular los nimeros de Whitney asociados a diversos fragmentos de teselaciones
del plano mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combinaciones de ellos. En
el caso de la malla cuadrada, Ly, ,, también hemos conseguido formas de calculo
de los nimeros de Whitney de primera clase para ciertos valores fijos de m y
n arbitrario, partiendo de las férmulas del polinomio cromético de Lo, y L3,
obtenidas en [28] por Marin, Méarquez y Revuelta.

Lema 3.13. Los nimeros de Whitney de la malla Ly, se obtienen a partir de la
siguiente ecuacion en recurrencia:

3wi(Lon-1) — 3wk—1(Lopn-1) + wp—2(Lan-1) st 0<k<2n,n>2
0 s k>2n d k<0

wk(L2,n) = {

’wO(LQJ) = 0
w1 (L2,1) = -1
’u)g(Lg’l) = 1

Lema 3.14. Los nimeros de Whitney de la malla L3 ,, se obtienen a partir de la
siguiente ecuacion en recurrencia:

—10wi(L3n-1) + 1wy_1(Lapn-1) — Swp_2(Lan-1) + wi-3(L3an-1)
—11wg(L3p—2) + 24wi—1(Lsn-2) — 19Wk-2(L3n-2) + Twg—_3(Lsn-2)
Wi(Lan) = ¢ —~wy_g(Lsns) si 0<k<3n, n>3

0 st k>3n 0 k<0

wo(Ls,1) wy(Ls,2) 27
wi(Ls1) = 1 ws(L32) = —33
wa(Ls31) -2 w4(L3,2) = 21
w3(La;) 1 ws(Lgg) = -7
wo(L.‘s,z) 0 we(L3,2) 1
wi (L3 2) -9
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Lema 3.15. Un ciclo de longitud n, C,, tiene asociados los siguientes nimeros
de Whitney de primera clase:

wi(C) = (-1)"Hn-1)

w(@) = (7)) 2sisw

Demostracién. En 1977, Biggs [3] prueba que x(Cp,A) = (A—1)"+(=1)*(A—1)

XCN = 3 (} )My -y

k=0

= 3 () -

k=2

§ 3.4.1. Propiedades de los nimeros de Whitney.— Una sucesién de
numeros reales, vg, vy, ..., U, se dice unimodal si existe j € {0,...,k} tal que:

U0$U1S---SUjZUj+1ZUj+2Z~~ZUk

Ademss, dicha sucesién se dice que es logaritmo concava si vf > V;—1Vi+1 CON
1 <1< k~—1. Ademss, toda sucesién logaritmo céncava de términos positivos es
también unimodal.

En 1968, Read [32] conjeturd que el médulo de los coeficientes del polinomio
cromatico asociado a un grafo forman una sucesién logaritmo céncava y por tanto
unimodal. En esta memoria, obtenemos formas de célculo de niimeros de Whitney
de algunas familias de grafos y los programas informéaticos que adjuntamos per-
miten comprobar que la conjetura de Read es cierta para familias de grafos con
un numero considerable de vértices. Veamos como ejemplo las tablas obtenidas
para las mallas Ly, y Ls .
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Iwo Wy Wy Wy Wy Ws Wg Wy Wg Wy Wi
Loy | 0 =1 1 0 0 0O 0 0 0 0 O
Lyp| 0 =3 6 -4 1 0 0 0 0 0
Lys| 0 -9 27 -33 21 -7 1 0 0 O
Lys| 0 —27 108 —189 189 —117 43 10 1 0

Tabla 3.1: Nimeros de Whitney de Ly,

| Wy Wy Wy w3 Wy Ws We Wy Wg Wy Wy
Ly; | 0 1 -2 1 0 0 o 0 0 0 0
Lsp| 0 -9 27 -33 21 -7 1 0 0 0 0
Lszs| 0 79 —323 594 —648 459 -216 66 —-12 1 O

Tabla 3.2: Nimeros de Whitney de L3 ,,

Ademaés obtenemos valores exactos para algunos nimeros de Whitney:

Won (L) = 1.

» wi(Ly,) =—3""1.

» wo(Ly,) =n3" L

» Won—1(Lon) = —3n+2.
» wyy_1(L3n) = —5n+3.

Por ultimo, debido a las alternancias de signos de los coeficientes del polinomio
cromatico se tiene que:

3’LUI—:(L2’n_1) + 3’(1)]—:_1(112,”_1) + ’w;:_z(Lg,n_l) si 0 S k S 27’7,, n 2 2

wi(Ly,) =
s Lan) {0 si k>2n6 k<0
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10w (Lan-1) + 1lwyi_y (Lsn-1) + 5wi_y(La 1) + wii_y(Lan_1)
. +11’LU;:(L3,n_2) -+ 24’(1);:_1(1137”_2) + 19’(,02-_2([/3,”_2)
wi (Lan) =\ 47wi_y(Lap-z) +wi y(Lans) si 0<k<3n, n>3

0 si k>3ndk<0

§ 3.4.2. Orientaciones aciclicas de grafos con una tinica fuente.— Para
cualquier vértice v € V' de un digrafo podemos definir dos tipos de valencia, la
de entrada *(v) y la salida 6~ (v), de la siguiente forma:

0t(w) = |[{ueV: (vu)e A}
0"(v) = HweV: (wv)eA}]

Un vértice s de un grafo orientado se dice que es una fuente si todos los arcos
que contienen a s estdn dirigidos desde s, es decir, 6(s) = 67 (s).

En 1977, Green relaciona el nimero de orientaciones aciclicas con una unica
fuente de un grafo con la derivada del polinomio cromatico asociado a dicho grafo.

Teorema 3.16. [19] El nimero de orientaciones aciclicas de un grafo G con una
tunica fuente, denotado a,s(G), es |x'(G,0)|.

Como x(G, ) = 3¢_, wi(G)A* entonces X'(G,0) = w1(G) y por tanto obte-
nemos un método de calculo muy potente del niimero de orientaciones aciclicas
con una unica fuente de fragmentos de teselaciones regulares del plano. En el caso
particular de la malla cuadrada:

Lema 3.17. El niumero de orientaciones aciclicas con una unica Juente de Ly,
-1
es 3" 1.

Lema 3.18. El numero de orientaciones aciclicas con una dnica fuente de L,
viene dado por:

(Lsn) 100 (Lgn—1) — 11 (L3 n-2) n impar
Qg n) =
’ 100 (Lgn—1) + 11as(L3 n-2) n par

aS(L3,1) =1
Ozs(Lg,z) = 9
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Demostracién. A partir de la expresién del polinémio cromético de Ls ., [28] ob-
tenemos que:

as(La1) = w;—(LS,n) = | = 10w (Lapn-1) — Llwi(Lapn-2)] n >3

s Sea n > 3 un ndimero par. Observando la tabla 3.2 es ficil comprobar que
w1(Ls,) < 0y debido a la alternancia en signo de los nimeros de Whitney:

wi(L3n-1) > 0 = as(lzn-1) =  wi(Lzn-1)
wl(La,n-2) < 0 = Oés(Ls,n—2) = _wl(L3n—2)

» Razonando de forma anéloga, si n es impar, wy(Ls,) > 0; por tanto:

wl(L3,n—l) < 0 = as(L3,n—1) = —wl(L3,n—1)
wi(Lan—2) > 0 = as(lzn-2) = wi(Lsn-2)

Para concluir este capitulo queremos resaltar la importancia del algoritmo de-
sarrollado en el Capitulo 2 y de los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3
para resolver problemas de enumeracién, tanto en Teoria de Grafos como en otros
ambitos de las mateméticas. Ademds, queremos hacer notar que aunque los desa-
rrollos de este capitulo estdn centrados en la malla cuadrada, todos ellos excepto
el método de la matriz de compatibilidad, se pueden reproducir para cualquier
fragmento de teselaciones del plano, en particular para la malla triangular y la
malla hexagonal.




CAPiTULO 4

Conclusiones y Problemas Abiertos

En esta primera parte de la memoria hemos calculado el polinomio de
Tutte de fragmentos de grandes dimensiones de teselaciones del plano realiza-
das con cuadrados, tridngulos, hexdgonos y sus posibles combinaciones; ademés
de estudiar diversos problemas de enumeracién en Teoria de Grafos y Geometria.
Hemos conseguido codificar, a través de los conceptos de grafo base, capa y ban-
da, estructuras en principio tan dispares como las teselaciones del plano mediante
cuadrados, triangulos, hexdgonos y cualquier combinacién de estos poligonos re-
gulares. Para ello hemos tenido que definir el concepto de fragmento de dimensién
m X n de una teselacién del plano mediante combinaciones de cuadrados, tridngu-
los y hexdgonos. Ademsas hemos desarrollado un algoritmo que permite el cdlculo
del polinomio de Tutte asociado a fragmentos de dichas teselaciones del plano
ampliando y mejorando los algoritmos existentes.

Hacemos hincapié una vez més en la importancia de este algoritmo, ya que
si en 1988 Read y Tutte consideraron un problema abierto y “endiabladamente
dificil de resolver” (problema 8.1 en [33]) encontrar el polinomio cromético de un
fragmento de dimensién m x n de la malla cuadrada, nos podemos hacer una
idea de lo que supone encontrar un método de cédlculo del polinomio de Tutte
(generalizacién del cromdtico), no solo de un fragmento de la malla cuadrada
sino de un fragmento de cualquier teselacién del plano realizada con cuadrados,
tridngulos y hexdgonos.

Los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3 son herramientas muy po-
tentes de célculo del polinomio de Tutte asociado a fragmentos de teselaciones del
plano de grandes dimensiones. Su efectividad depende exclusivamente de la capa-
cidad informética del usuario. Queremos resaltar que utilizando estos programas
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hemos podido mejorar la cota superior del limite asintético lim,_, oo a(Ln,n)Flf
establecida en primer lugar por Merino y Welsh en 1999 [30] y mejorada en 2003
por Calkin, Merino, Noble y Noy [9].

Nos parece que podria ser interesante la programacién de la definicién recur-
siva de las orientaciones aciclicas, pues como ya hemos comentado debido a la
eliminacién de aristas dobles en dicha definicién, las dimensiones de las matrices
se reducen de forma considerable y podemos obtener con la misma capacidad
informética resultados para fragmentos de teselaciones del plano de dimensién
mayor que 12 X n. Esto supondria el poder mejorar aun més la cota superior del
limite asintético anterior.

Por tltimo, la comunicacién que se establece entre la Teorfa de Grafos y la
Geometria es una via interesante para obtener métodos de célculo de algunos
problemas clésicos. En esta memoria hemos tratado los arreglos de hiperplanos
y los zonotopos asociados a fragmentos de teselaciones del plano. Tenemos cons-
tancia de la existencia de diversos algoritmos que calculan el nimero de caras de
determinados arreglos de hiperplanos y el niimero de vértices de zonotopos en
tiempo lineal [25]. El sistema que nosotros planteamos en esta memoria permite
realizar este calculo en tiempo logaritmico y ademds, a diferencia de los deméds
algoritmos, utilizamos la Teorfa de Grafos como puente para obtener resultados
sobre estos problemas geométricos.
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En esta segunda parte de la memoria damos un nuevo enfoque a nuestro
estudio del polinomio de Tutte. Debido a la gran informacién que este polinomio
posee acerca del grafo al cual estd asociado, parece l6gico plantearse si el polinomio
de Tutte asociado a un grafo determina unfvocamente a dicho grafo, es decir, si dos
grafos con el mismo polinomio de Tutte son isomorfos. Sabemos que la respuesta
a esta cuestién es negativa: dos grafos con el mismo polinomio de Tutte no tienen
por qué ser isomorfos. Esta parte de la memoria est4 destinada a la bisqueda de
grandes familias de grafos que tengan esta propiedad de unicidad, denominada
Tutte unicidad. En esta linea damos por primera vez tres grandes familias de
grafos que son Tutte dnicas: los grafos localmente cuadriculados, las teselaciones
hexagonales y los grafos localmente Cgs. Ademds, clasificamos las teselaciones
hexagonales y los grafos localmente Cs. Queremos resaltar la importancia de estos
resultados, en el sentido de que rectificamos las clasificaciones realizadas en 1991
por Thomassen [35]. Definimos dos familias de teselaciones no descritas hasta el
momento y demostramos que incluyendo dichas familias hemos considerado todos
los casos posibles. También establecemos una relacién de menor muy potente
entre los grafos localmente cuadriculados, las teselaciones hexagonales y los grafos
localmente Cg; relacionando asi las tres familias de grafos estudiadas en esta
segunda parte de la memoria.

La demostracién de la Tutte unicidad de estas familias de grafos supone un
conocimiento en profundidad de todos los grafos pertenecientes a dichas familias,
ya que hay que realizar el siguiente estudio:

1.- Clasificacién: caracterizar todos los grafos pertenecientes a la familia.

2.- Estudio de invariantes numéricos contenidos en el polinomio de Tutte:
numeros cromaticos, vértice-transitividad, ciclos esenciales y cualquier otro in-
variante de grafos que permita distinguir los polinomios de Tutte asociados a
dos grafos no isomorfos de la familia. Veremos que en todas las familias no es
necesario estudiar todos los invariantes mencionados.

3.- Tutte unicidad: comparativa dos a dos entre todos los grafos clasificados
en el paso 1, utilizando los invariantes estudiados en el paso 2.

Hemos estructurado esta parte de la memoria en cuatro capitulos. En el
Capitulo 5, demostramos la Tutte unicidad de los grafos localmente cuadricu-
lados. Para ello hacemos uso del teorema de clasificacién de dichos grafos demos-
trado de forma independiente por Thomassen [35] y por Marquez, Mier, Noy y
Revuelta [29]. En este resultado se prueba que los grafos localmente cuadricula-
dos se clasifican en cinco familias y que todos ellos admiten una inmersién en el
toro topoldgico o en la botella de Klein.

Utilizamos dos invariantes para distinguir los polinomios de Tutte asociados
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a dos grafos localmente cuadriculados no isomorfos: la longitud minima de los
ciclos esenciales y el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud. Damos una
nueva definicién de ciclo esencial, méds general que la dada por Méarquez, Mier,
Noy y Revuelta en [29], ya que la definicién dada en esta memoria no depende de
la inmersién del grafo; y demostramos que ambas definiciones son equivalentes.
Calculamos valores exactos del nimero de ciclos esenciales de longitud minima.
en cada grafo localmente cuadriculados, hecho fundamental para poder realizar
una comparativa dos a dos entre todos los grafos dados en el teorema de clasi-
ficacién. Tendremos que manejar expresiones de gran complejidad con nimeros
combinatorios y calcular el nimero de conjuntos de aristas de determinados ran-
gos y tamanos, lo cual implica el estudio en profundidad de los grafos localmente
cuadriculados.

En el Capitulo 6, estudiamos los niimeros crométicos, la vértice-transitividad
y los ciclos esenciales de las teselaciones hexagonales a fin de poder clasificarlas.
Damos una clasificacién completa de esta familia de grafos, rectificando el teo-
rema enunciado por Thomassen en [35]. Adem4s, mostraremos, que al igual que
los grafos localmente cuadriculados, las teselaciones hexagonales admiten una in-
mersion en el toro topoldgico o en la botella de Klein. El teorema de clasificacién
de las teselaciones hexagonales y la relacién de dualidad existente entre dicha
familia de grafos y los grafos localmente Cy demostrada por Thomassen [35], nos
permiten clasificar los grafos localmente Cg.

Finalmente, demostramos que existe una relacién de menor entre los grafos
localmente cuadriculados, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cs.
Esta relacién estd basada en dos operaciones muy potentes en Teorfa de Grafos:
la contraccién y el borrado de aristas; y es fundamental en el Capitulo 7, el
cual estd destinado a establecer la maquinaria necesaria para demostrar la Tutte
unicidad de las teselaciones hexagonales y de los grafos localmente Cs. Debido a
la similitud del desarrollo nos centramos en la Tutte unicidad de las teselaciones
hexagonales ya que no nos aporta nada nuevo desde el punto de vista matematico
repetir el proceso para los grafos localmente Cy. Probamos toda una serie de
resultados necesarios para poder establecer una comparativa dos a dos entre todos
los grafos dados en el teorema de clasificacién. Entre estos resultados destacan
dos. El primero de ellos es que el polinomio de Tutte preserva la estructura local
de las teselaciones hexagonales y el segundo, la existencia de un orientacién local
en esta familia de grafos. Estos resultados también son ciertos para los grafos
localmente Cg. Por dltimo, realizamos las comparaciones correspondientes a la
teselacién hexagonal toroidal a fin de demostrar su Tutte unicidad. Realizando las
demés comparaciones se demuestra la Tutte unicidad del resto de las teselaciones
hexagonales y como ya hemos comentado esta técnica se reproduce para los grafos
localmente C.



CAPiTULO b

Tutte Unicidad de los Grafos Localmente
Cuadriculados

El objetivo de este capitulo es demostrar, que ademaés de la cuadricula toroidal
[29], los demés grafos localmente cuadriculados también estdn univocamente de-
terminados por su polinomio de Tutte. Para ello damos una definicién més general
de ciclo esencial a la dada por Méarquez, Mier, Noy y Revuelta en [29] y calcula-
mos valores exactos del nimero de ciclos esenciales de longitud minima en todos
los grafos localmente cuadriculados, hecho fundamental para poder demostrar su
Tutte unicidad. A través del estudio de propiedades combinatorias nos enfrenta-
remos al dificil problema de establecer en qué grafos localmente cuadriculados,
pueden coincidir la longitud minima de los ciclos esenciales, el nimero de ciclos
esenciales de dicha longitud y el nimero de vértices. Ademads, mediante el calculo
de conjuntos de aristas de determinado rango y tamafio probaremos que aunque
las cantidades anteriores coincidan, en dos grafos localmente cuadriculados no
isomorfos con pg vértices hay al menos un coeficiente del polinomio generador de
rango-tamano en el que ambos grafos difieren.

5.1. Introduccion

Thomassen en 1991 [35] y Mdrquez, Mier, Noy y Revuelta en 2003 [29] de-
muestran un teorema de clasificacién de los grafos localmente cuadriculados, mos-
trando que todos ellos admiten una inmersién en el toro o en la botella de Klein.
Se obtienen cinco familias no isomorfas de grafos, en funcién de las posibles for-
mas de afladir aristas entre los vértices de valencia dos y tres de una cuadricula
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p X q. Ademds, Mérquez, Mier, Noy y Revuelta demuestran la Tutte unicidad de
uno de estos grafos: la cuadricula toroidal C, x C, [29].

Nuestro objetivo en este capitulo es demostrar que los demés grafos localmen-
te cuadriculados también son Tutte tinicos. Para ello en primer lugar damos una
definicién de ciclo esencial que no depende de la inmersién del grafo y por tanto
més general a la dada por Mdrquez, Mier, Noy y Revuelta en [29]. A continuacién
demostramos que ambas definiciones son equivalentes y calculamos los valores
exactos del niimero de ciclos esenciales de longitud minima en todos los grafos lo-
calmente cuadriculados, hecho fundamental para poder establecer comparaciones
dos a dos entre todos estos grafos, a fin de demostrar su Tutte unicidad.

Con estas herramientas podemos abordar el arduo problema de establecer
todas las posibles comparaciones dos a dos entre todos los grafos localmente
cuadriculados. Esta comparativa estd basada en los ciclos esenciales de dichos
grafos. Si dos de estos grafos tienen el mismo polinomio de Tutte entonces tienen
que coincidir el nimero de vértices, la longitud minima de los ciclos esenciales
y el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud [29]. El poder comparar estas
cantidades supone el manejo de expresiones con niimeros combinatorios de gran
complejidad, por ejemplo, demostraremos que no existen p,q,8,p',¢' € N con
q > 2p tales que:

pq=7p'q
2 =p=q+¢

+6—1 v o 2 =1
q+p(q 5 >=Q(q—p)( pp, )

Ademss, en aquellos casos en los que si puedan coincidir las cantidades ante-
riores nos veremos obligados a establecer biyecciones entre conjuntos de aristas de
grafos muy complejos inmersos en el toro topoldgico o en la botella de Klein. En
estos grafos también tendremos que contar conjuntos de aristas de determinados
rangos y tamariios, lo que supone realizar un estudio en profundidad de cada grafo
localmente cuadriculado.

Debido a la gran cantidad de cdlculos que nos vemos obligados a realizar ofre-
cemos varias tablas en las que el lector podr4 ver ficilmente el motivo por el cual

dos grafos localmente cuadriculados no isomorfos no tienen el mismo polinomio
de Tutte.



5.1. Introduccién 73

A continuacién, definimos los grafos localmente cuadriculados y comentamos
algunas de sus propiedades.

Sea N(z) el conjunto de vecinos de un vértice z. Un grafo G conexo y
4—regular es localmente cuadriculado si para cada vértice z € V(G) existe una
ordenacién zi,zs,23,z4 de N(z) y cuatro vértices diferentes yi,y2,ys, ys, tales
que, tomando indices médulo 4,

N(z;) " N(zip1) = {z,u}
N(z;) N N(ziy2) = {z}
y las unicas adyacencias entre los vértices {z,z1,...,Z4,¥1,- - -, Ya} son las reque-

ridas por esta condicién (Figura 5.1). Esta restriccién es necesaria para demostrar
que el polinomio de Tutte preserva la estructura local de estos grafos [29].

Figura 5.1: Estructura alrededor de un vértice x

Una definicién informal de grafo localmente cuadriculado, es que son aquellos
grafos en los cuales la estructura alrededor de cada vértice es una cuadricula 3 x 3.

Los grafos localmente cuadriculados son simples, es decir, no tienen lazos
ni aristas multiples; ademd&s estos grafos no contienen tridngulos y cada vértice
pertenece exactamente a cuatro cuadrados. Es facil demostrar que son 2—conexos
y que su arista-conectividad es igual a cuatro.

Dado un grafo H, un grafo conexo G se dice que es localmente H si para cada
vértice z el subgrafo inducido por el conjunto de vecinos de z es isomorfo a H.
Por ejemplo, si P es el grafo de Petersen, hay tres grafos localmente P [22]. La
condicién de ser localmente cuadriculado es diferente ya que no solo afecta a un
vértice y sus vecinos, sino también a cuatro vértices a distancia dos.
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5.2. __ Clasificacién de los Grafos Localmente

Cuadriculados

Sea H = P, x P, la cuadricula p x ¢ siendo P, y P, dos caminos con p y
q vértices respectivamente. Etiquetamos los vértices de H con los elementos del
grupo abeliano Z, x Z,. Es importante observar que los vértices de grado cuatro de
H ya verifican la propiedad de ser localmente cuadriculados, luego para obtener
grafos localmente cuadriculados se afiaden aristas entre los vértices de grado dos
y tres de H. En funcién de como se ahaden estas aristas, Marquez, Mier, Noy
y Revuelta [29] construyen los siguientes grafos localmente cuadriculados (ver
también la definiciones dadas por Thomassen [35] ).

A) Toro T} con p>5 0< 6 <p/2, 6+q>5siqg>4, 6+q>6 si
q=2,364<6<p/2 con 6+#p/3,p/4 siqg=1.

A(Tz‘f,q) = AH) U {{(G0),Gi+59-1)},0<i<p—1}
U {{(07j)7(p“17j)}7OSqu_l}

Para § = 0 obtenemos la cuadricula toroidal, a la que denotaremos T, .
Todos los grafos de esta familia estdén inmersos en el toro topolégico (Figura
5.2a). Queremos hacer notar que en todas las figuras presentadas en esta segunda
parte de la memoria, los vértices del grafo estdn representados por puntos y dos
vértices con la misma etiqueta corresponden a puntos que estdn identificados en
la superficie.

B) Botella de Klein K con p > 5, pimpar y g > 4+ [i/2]. (Figura 5.2b).

AlKG,) = AH) U {{(,0),(p-j-1¢-1},0<j<p-1}
U {{(O’j%(p_laj)}rOéqu_‘l}

C) Botella de Klein K} conp > 5, p pary ¢ > 4 + [i/2]. (Figura 5.3a).

A(K,,) = AH) U {{G,0),(p—j—-1,9-1)},0<i<p-1}
U {{(O,j),(p-l,j)},OSjSq—l}



5.2. Clasificacién de los Grafos Localmente Cuadriculados 75
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6 7 & 9 10 11 12 6 7 & 9 10 11 12

a) b)

Figura 5.2: a) T?; b) K7

D) Botella de Klein K2 con p > 5, p par y ¢ > 4 + [i/2]. (Figura 5.3b).

AKy) = AH) U {{(G,0)(p-se-D}0<j<p-1}
U {{(Oaj)7(p_17j)}70§jSq—l}

11 10 9 & 7 6 6 11 10 9 &8 7
> >
5 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1 1 1 1
< -
6 7 8 9 10 11 6 7 & 9 10 11
a) b)

Figura 5.3: a) Kg5 b) Kgs
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En las botellas de Klein, K;q, el indice ¢ indica el nimero de identificaciones
del tipo {(c,0), (¢,g— 1)} que tiene el grafo. A estas identificaciones las llamamos
identificaciones fijas. Asi, en KS o Do hay mnguna identificacién fija. En Kz},q hay
una, {((p—1)/2,0),((p —1)/2 g—1)} y en K2 hay dos.

A continuacién definimos otra familia de grafos cuyos miembros admiten una

inmersién en la botella de Klein. Debido a su extrafia pegada los conocemos como
los grafos raros.

E) Los grafos S, , con p > 3y q > 6. (Figura 5.4).

Sip<q A(Spy) = AH) U {(5,0),(p—ja—p+5)}0<j<p—1}

U {{(0,4),(i,¢q~1)},0<i<p-—1}

U {{(0,),(p-1i-p},p<i<qg-1}
Sig<p A(Spq) = AH) U {{(5,0),(0,¢q—1-5)},0<j<qg—1}

U {{(p—l—z’,q—-l),(p—l,i)},O§i§q~1}

U {{(i,q—l),(i+q,0)},Ogigp—q—l}

6 7 8 910 54321
N T
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Figura 5.4: a) S5 b) Ss5
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Una vez definidas las familias de grafos localmente cuadriculados, enunciamos
el teorema de clasificacién de dichos grafos demostrado por Mérquez, Mier, Noy
y Revuelta [29] (ver también la demostracién realizada por Thomassen [35]). Con
este teorema se demuestra que todo grafo localmente cuadriculado es isomorfo
a un dnico grafo perteneciente a una de las familias de grafos definidas en los
apartados anteriores.

Teorema 5.1. [29] Si G es un grafo localmente cuadriculado con N wvértices,
entonces G es isomorfo a uno y sélo uno de los siguientes grafos:

A)G=T conpg=N,p>50<p/2yd+q>5siq>435+q>6si
q=2,364<6<p/2siq=1.

B) G K} conpg=N,p>5,i=p (mod 2)
parai € {0,1,2} y g > 4+ [i/2].
C)G=S,,conpg=N,p>3yq>6.

5.3. Tutte Unicidad

El objetivo de esta seccién es demostrar la Tutte unicidad de todos los grafos
localmente cuadriculados. El concepto clave que vamos a utilizar a lo largo de
toda la seccién es el de ciclo esencial, que definimos a continuacién.

Definicién 5.1. Dado un grafo localmente cuadriculado G y dos ciclos de G, C
y C', decimos que C es localmente homotdpico a C' si existe un ciclo de longitud
4, H, tal que C' N H es conexo y C’ se obtiene de C sustituyendo C N H por
H — (C N H). Una homotopia es una sucesién de homotopias locales.

Definicién 5.2. Un ciclo C de un grafo localmente cuadriculado es un ciclo
esencial si no es homotdpico a un ciclo de longitud 4. En caso contrario decimos
que el ciclo es contractible.

Algunos ejemplos de ciclo esencial y contractible se muestran en la Figura 5.5.
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En 2003, Mérquez, Mier, Noy y Revuelta [29] definen los ciclos contractibles
y esenciales de la siguiente forma.

Definicién 5.3. [29] Sea M la superficie en la cual un grafo localmente cuadri-
culado G estd inmerso de forma natural, es decir, M es un toro o una botella de
Klein. Se dice que un ciclo C' en G es contractible si M — C tiene dos compo-
nentes conexas, una de ellas contraible a un punto. En caso contrario C es un
ciclo esencial. En otras palabras, los ciclos contractibles determinan una regién
simplemente conexa y los esenciales no la determinan.

6 7 8 910 54321

\ N, \ i i
\ N, N, “, i
\ NN /
121110 9 8 7 6 NN
T 13 Ty
3 3 ]
5 5 12
4 4 11
10
3 3 A
9 ey ¥
2 2 s A
!
: Lor ’ S Yo
-t 6 bauas - 9
6 7 8 9 1011 12 13
/ / / 4 ; / 6
a) 1 2 3 4 5 109876
b)

Figura 5.5: a) Ciclo esencial (determinado por la arista etiquetada 9) y ciclo con-
tractible en K7 b) Ciclo esencial (determinado por la arista etique-
tada 6) y ciclo contractible en Ssg.

A continuacién vamos a demostrar que ambas definiciones determinan el mis-
mo tipo de ciclo. Aunque hay que tener en cuenta que la Definicién 5.2 no depende
de la inmersién del grafo y por tanto es mas general que la dada por Mérquez,
Mier, Noy y Revuelta en 2003.
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Lema 5.2. Las definiciones 5.2 y 5.8 son equivalentes.

Demostracién. Vamos a demostrar que las dos definiciones de ciclo contractible
son equivalentes y por tanto también lo seran las de ciclo esencial. Sea C un ciclo
homotépico a un ciclo de longitud 4, C’, en un grafo localmente cuadriculado
G. Sabemos que C' se obtiene a partir de C realizando una serie de homotopias
locales. Cada vez que aplicamos una de estas homotopias locales aparece un ciclo
de longitud 4, H tal que C'N H es conexo. Supongamos que C’ se obtiene a partir
de C realizando r homotopias locales. Realizamos ahora la operacién inversa,
afiadiéndole a C’, C'N H, y eliminando H, — (C'N H,). Al resultado le afiadimos
CNH._;y le eliminamos (H,_;) — (C N H,_;). Si repetimos el proceso r veces,
llegamos a C'y por tanto este ciclo determina una regién simplemente conexa ya
que H la determina y en cada paso lo nico que hacemos es ampliar la regién
determinada por H. Reciprocamente, si C' es un ciclo que determina una regién
simplemente conexa, seleccionamos un cuadrado H del interior de la regién que
tenga al menos una arista en C'y tal que C'N H sea conexo. Reemplazamos CNH
por H— (C'N H). El resultado es un ciclo que determina una regién simplemente
conexa que contiene un cuadrado menos en su interior. Aplicando este proceso un
ndimero finito de veces (pues el grafo tiene un ntimero finito de aristas) obtenemos
que C es homotdpico a un ciclo de longitud 4. O

Un conjunto de aristas A C A(G) se dice que es un conjunto normal de aristas
si no contiene ningun ciclo esencial. Denotamos por /g a la longitud minima de los
ciclos esenciales de G. El nimero de ciclos esenciales de longitud lg contribuye
al coeficiente a;,_1,, del polinomio de rango-tamaiio de G, R(G;z,y), el cual
cuenta el niimero de conjuntos de aristas de rango lg — 1 y tamafo lg. A fin
de demostrar la Tutte unicidad de los grafos localmente cuadriculados vamos
a utilizar dos resultados probados por Marquez, Mier, Noy y Revuelta en [29)].
El primero de ellos, nos dice que el polinomio de Tutte preserva la estructura de
grafo localmente cuadriculado, y el segundo establece que si dos grafos localmente
cuadriculados tienen el mismo polinomio de Tutte, entonces tienen que coincidir
la longitud minima de los ciclos esenciales y el ntimero de ciclos esenciales de
dicha longitud.

Lema 5.3. [29] Dados dos grafos G y G', si G es un grafo localmente cuadriculado
y T(G;z,y) = T(G;z,y) entonces G' es localmente cuadriculado.

Lema 5.4. [29] Sean G, G' un par de grafos localmente cuadriculados con pq
vértices. Entonces:

o lg # lgr implica T(G; z,y) # T(G';z,y).

e Silg = lg pero G y G' no tienen el mismo nimero de ciclos esenciales de
longitud minima, entonces T(G;z,y) # T(G'; z,y).
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El proceso a seguir para demostrar la Tutte unicidad es comparar dos a dos
todos los grafos dados en el Teorema 5.1. Esta comparativa estd basada en los
ciclos esenciales. Por tanto, el primer paso es calcular valores exactos de la lon-
gitud minima de estos ciclos y del nimero de ciclos esenciales de dicha longitud
en cada uno de los grafos localmente cuadriculados.

Lema 5.5. Si G es un grafo localmente cuadriculado con pq vértices, entonces la
longitud lg y el ndmero de ciclos esenciales de dicha longitud vienen dados en la
siguiente tabla.

| G | lg | n° ciclos esenciales
q s1p<gq
Tpy | min{p,q} 2p sip=gq
p sip>gq
q .
sip<q+6
n g+6-—1 P=1q
Tziq min{p, ¢ + ¢} P ) sip=q+06
p(q-l—g—l) sip>q+96
q sip<q+1
Kpq | min{p, g+ 1} 5q sip=q+1
4q sip>q+1
q s1p <q
K}, | min{p,q} g+1 sip=gq
1 sip>q
q s1p<gq
K3, | min{p,q} q+2 sip=gq
2 sip>q
9 p—1 q_l .
P2 im0 j sip<q<2p
S, min{2p, 2p—1 st 2p <
X {2p,q} q(q—p)( p ) P =4q
p o<
50 sig<p
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Demostracion. Los casos Tpq, Ty, y K} se prueban en [29], donde también se
muestra que lg,, = min(2p,q) y que si ¢ < p el nimero de ciclos esenciales de
longitud minima es 29. Por tanto, quedan por demostrar dos casos en los cuales se
dieron cotas inferiores del nimero de ciclos esenciales de longitud Ig, ,. Nosotros
estamos interesados en calcular el niimero exacto.

Los grafos localmente cuadriculados con pq vértices se construyen afiadiendo
aristas a la cuadricula p X q. A estas aristas se les llama aristas exteriores. Los
ciclos esenciales de longitud minima se obtienen uniendo los extremos de una
arista exterior por un camino de longitud minima contenido en la cuadricula
p X q. En S, , distinguimos dos casos:

Caso 1: Si 2p < g, cada arista exterior de la forma {(0,7),(p — 1,7 — p)}

2p—1

determina ciclos esenciales de longitud 2p. Tenemos g — p aristas

exteriores de este tipo y cada una de ellas puede ocupar ¢ vértices distintos. Por

tanto, el nimero de ciclos esenciales de longitud 2p es ¢(q — p) < 2p p_ 1 >

Caso 2: 5i p < ¢ < 2p, cada arista exterior de la forma {(0,4),(i,q — 1)} 6
{(,0),(p — 1,q — p+14)} da lugar a 1 ; 1 ciclos esenciales de longitud gq.
Como 0 < i < (p—1), el niimero de ciclos esenciales de longitud ¢ por el ntiimero
de aristas que generan estos ciclos es 225:3 9 ; 1 . Adems3s, estas aristas
pueden ocupar p vértices distintos, luego el nimero de ciclos esenciales de longitud
minima g es 2p f;ol(qzl). O

A continuacién, demostramos que el toro con desplazamiento Tzf’ 4 €sta univo-
camente determinado por su polinomio de Tutte.

Teorema 5.6. Sean p,q > 6 verificando las siguientes condiciones:

1.-p ( 7+ g -1 > no es una potencia de 2.

, -1 -1
2-pg#pqd sip=q+d=q+0 <y yq+P(p5 )=P’(p5' >

Entonces el grafo Tli q €8 Tutte dnico.
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Demostracion. Sean p,q > 6 y G un grafo tal que T'(G;z,y) = T(Tz‘f’q; z,y). Por
el Teorema 5.1 y el Lema 5.3, G tiene que ser isomorfo a uno y sélo uno de los
siguientes grafos:
% i
Tp/’ql, K;;/,q/, Sp',q’

. 1
Vamos a demostrar que G es isomorfo a T;f' geonp=p,qg=q yd=7d;paraello
bl
suponemos que G es isomorfo a cada uno de los grafos anteriores y obtendremos
una contradiccién en todos los casos, excepto en el anteriormente mencionado.

Por el Lema 5.4, sabemos que ng‘q = lg ¥ que el niimero de vértices y el nime-
ro de ciclos esenciales de longitud minima tienen que coincidir en ambos grafos. El
procedimiento que vamos a seguir es comparar el nimero de vértices, la longitud
minima de los ciclos esenciales y el niimero de ciclos esenciales de dicha longitud
en Tzi ¢ ¥ en cada uno de los grafos dados en el listado anterior. En los casos en los
que estas cantidades no coincidan, tendremos demostrado que los grafos conside-
rados no son Tutte equivalentes. Si ambas cantidades coinciden utilizaremos otros
métodos para demostrar el resultado deseado. Podemos considerar § > 0 y G no
isomorfo a T} o ya que la cuadricula toroidal estd univocamente determinada por
su polinomio de Tutte [29].

CASO 1: Supongamos G =~ K ..

Por el Lema 5.4, ngq = lgo y el niimero de ciclos esenciales de longitud
: pyq
minima es el mismo en ambos grafos.

Caso 1.1. lrs, = p, lK,?, . =pconp<qg+dyp <q+1.

Por ser ambos grafos Tutte equivalentes tenemos que p = p' y ¢ = ¢’ con
p < ¢+ 1. Vamos a demostrar que con estas igualdades, el niimero de conjuntos
de aristas de rango ¢ y tamano q + 1 es distinto en Tzi Y Kg,q. Esto supone
una contradiccién, ya que este nimero es el coeficiente de z7y9%! del polinomio
generador de rango-tamafio; y por tanto T(T? ;2,y) # T(K? ;x,y). Definimos

p,q’ p.q’
dos tipos de conjuntos de aristas de rango ¢ y tamafio g + 1:

(1) Ciclos esenciales de longitud gq.
(2) Conjuntos de aristas de rango g y tamafio ¢ + 1 no ciclos esenciales.

Haciendo un recuento del ntimero de conjuntos de aristas de cada tipo que
hay en cada grafo, obtenemos la siguiente tabla:

| Tipo | T, | Koy |
1 7 sid>1 n + 4q

n+pg sid=1
2 ? ?
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donde n es el nimero de ciclos esenciales de longitud g generados por las aristas
del tipo {(0,7),(p = 1,5)} con 0 < j < q — 1. Si demostramos que existe una
biyeccién entre los conjuntos del tipo 2 de ambos grafos, tendremos probado que
T;i gy Kg’q tienen distinto nimero de conjuntos de aristas de rango ¢ y tamaiio
g + 1; y obtendremos una contradiccién.

Definimos los siguientes conjuntos de aristas en la cuadricula plana p x ¢:

E, = {((4,r),(5,r+1));0<i<p—1}, 0<r<g-2

Si A es un conjunto de aristas, no ciclo esencial, contenido en A(Tzf’ q) 6 en
A(K} ), entonces es facil comprobar que s(A) =min{r € [0,¢g—2] ; AN E, = 0}
siempre existe. Para cada r € [0,¢ — 2] definimos una biyeccién ¢, entre los
siguientes conjuntos de aristas:

{AC AT )Ir(A) = ¢,|Al = ¢+ 1,5(A) =}

{ACA(KD)Ir(A) =q,|Al = q¢+1,5(4) =r}
Si AC AT},), ¢r(A) = U{p({(5,9), (7,40} {(i, 5), (', 5')} € A} donde

{(iaj)’(p_l—i/+67j,)} j’:q—l,jzo
1/’({(2).7)7 (7;/7.7.’)}) = {(Z>])’ (ilﬁj/)} 5,J € [0,7"]
{(p_1—i+67j)a(p_1_i/+6aj,)} j,j,E[T+1,q—1]

Caso 1.2.lps =p,lgo, =p =q¢+1lconp<g+d6ir =qg+d<p,
: pLq )
lxo, =p conp <q+1.
P,
La contradiccién en estos dos casos se produce de forma inmediata, debido a

que no pueden coincidir el ndmero de vértices, la longitud minima de los ciclos
esenciales y el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud en ambos grafos.

Caso 1.3. Irs = p, lK,?/,q/ =¢+1lconp<g+dyqd+1<yp.

Para obtener una contradiccién, vamos a probar que el nimero de conjuntos
de aristas de rango ¢’ + 2 y tamafio ¢’ + 3 es mayor en Tzf, q que en Kg,,q,, y por
tanto los polinomios de Tutte asociados a ambos grafos no pueden ser iguales.
Estos conjuntos se pueden clasificar en tres grupos:

1.- Conjuntos normales de aristas (no contienen ciclos esenciales).

2.- Conjuntos conteniendo un ciclo esencial de longitud ¢’ + 1 y dos aristas
més. (Figura 5.6a)
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3.- Ciclos esenciales de longitud ¢’ + 3. (Figuras 5.6b y 5.7)

a) b)

Figura 5.6: a) Conjunto de aristas en Kg,’q, conteniendo un ciclo esencial de lon-
gitud ¢’ + 1 y dos aristas mas. b) Ciclos esenciales de longitud ¢’ + 3
en Tz‘f’ q

(1) Conjuntos Normales.

En el Corolario 16 de [29] Marquez, Mier, Noy y Revuelta demuestran que el
numero de conjuntos normales de rango r y tamafio s es el mismo en todo grafo
localmente cuadriculado G con pq vértices, siempre y cuando se verifiquen dos
condiciones: s < lg 4 2 y si algin conjunto normal de los que estamos evaluan-
do contiene un ciclo contractible, G no puede contener conjuntos prohibidos de
aristas de tamafio s cuyo ciclo contractible sea de igual longitud.

No queremos entrar en definir formalmente los conjuntos prohibidos de aristas,
pues ello requerirfa explicar muchos conceptos que no nos interesan en nuestro
estudio. Nosotros entenderemos como conjunto prohibido de aristas de un grafo
localmente cuadriculado, aquellos conjuntos que contienen un ciclo esencial y un
ciclo contractible. Con esta definicién, es ficil comprobar que Tzi , D0 contiene
conjuntos prohibidos de aristas de tamafio p+2 = ¢'+3 pero K S,ﬂ, si los contiene.
En la Figura 5.6a se muestra que en KS,’q, hay conjuntos de aristas que contienen
un ciclo esencial y un ciclo de longitud 4. De hecho, esta es la tinica posibilidad
de formar un conjunto prohibido de aristas de tamafio ¢’ + 3.

Aplicando el Corolario 16 de [29], sabemos que T}, y K3 . tienen el mismo
nimero de conjuntos normales de rango ¢’ + 2 y tamano ¢’ + 3 que no contienen
un ciclo de longitud 4. Vamos a probar que T;i o tiene més conjuntos normales de
rango ¢’ + 2 y tamafio ¢’ + 3, que contienen un ciclo de longitud 4, que KD
Otra vez por el Corolario 16 de [29], el niimero de conjuntos de aristas de rango
q'+ 1 y tamafio ¢’ 4+ 2 conteniendo un cuadrado, es el mismo en ambos grafos,
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llamémosle sy 1. Al reducir el tamaifio del conjunto hemos evitado los conjuntos
prohibidos de KZ?,,q,. Anadimos una arista para obtener un conjunto de tamafio
¢ + 3. Hay tres posibilidades en funcién de como estemos afadiendo la arista:
A) Que sea un conjunto normal de rango ¢’ + 2.
B) Que sea un conjunto normal conteniendo dos ciclos contractibles y por
tanto con rango ¢’ + 1.

C) Que sea un conjunto de aristas conteniendo un ciclo esencial de longitud
¢’ + 1y un ciclo contractible de longitud 4.

Llamamos A(G), B(G), C(G) al ntimero de conjuntos del tipo A, B, C res-
pectivamente de G, siendo G el grafo Tl‘fyq 6 Kg,’q,. Tenemos que probar que
A(T3 ) > A(KD ). A(G)+ B(G) + C(G) es el niimero de posibilidades de afiadir
una arista a los conjuntos de aristas de tamafio ¢’ + 2 conteniendo un ciclo de

longitud 4 (cuadrado), y tal que la arista afiadida no pertenezca a un cuadrado
fijado.

1(2pq — f — 2
A(G) + B(G) + C(G) = % +1(§/ b g )

por tanto,
sy+1(2pg —¢' = 2) = A(G)(d — 1) + B(G)(¢' - 1) + C(G)(¢' - 1)

Ademds, (¢ — 1)B(G) = X pepp)(d + 3 — 6(B)), donde §(B) es el nimero
de aristas de B que no pertenecen a todos los ciclos de longitud 4 de B. Esta
ultima igualdad se deduce del hecho de que para obtener un conjunto de aristas
B € B(QG) afiadimos una arista a un conjunto de aristas de tamafio ¢’ + 2 que
contiene un cuadrado, formando un nuevo ciclo contractible. Como el ciclo es
contractible, podemos considerar que la arista afiadida tiene que pertenecer a un
nuevo cuadrado. Asi,

_ > pen(c)(d +3—6(B))

B(G) qg+3-4

Si aplicamos el mismo corolario de [29] para cada B € B(G), el ntmero de
conjuntos normales de aristas de tamafio ¢’ + 3 — 6(B) es igual en T, y K}

entonces:
>, @+3-6B)= Y. ({+3-4B)

BeB(T4,) BeB(KS, )

Como C(T?,) =0y C(KJ ) # 0 tenemos que:

AT )(d = 1) = A(Ky o)(d — 1) + C(Kp ) (d = 1)
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(2) Conjuntos de aristas conteniendo un ciclo esencial de longitud ¢’+1 y dos
aristas mas.

En T;Z ¢+ cada ciclo esencial de longitud ¢'+1 al afiadirle dos aristas, se convierte
en un conjunto de aristas de rango ¢’ + 2. Tal y como se muestra en la Figura
5.6a esto no es cierto para todo ciclo esencial de KS,JI,; en este grafo hay ciclos
esenciales que al anadirle dos aristas dan lugar a conjuntos de rango ¢’ + 1. Como
por hipétesis, el niimero de ciclos esenciales de longitud ¢’ + 1 es el mismo en
ambos grafos tenemos que hay méas conjuntos de aristas conteniendo un ciclo

esencial de longitud ¢’ + 1 y dos aristas més en 7, que en K5, ..

(3) Ciclos esenciales de longitud ¢’ + 3.

p
2

de anadir 2 aristas de modo que el conjunto de aristas que obtengamos siga siendo

p
2

Por cada ciclo esencial de longitud p = ¢+ 1 en T’i , tenemos 2 formas

un ciclo esencial (Ver Figura 5.6b). Por tanto, hay 2q ( ciclos esenciales de

longitud ¢' + 3.

Figura 5.7: Ciclos esenciales de longitud ¢’ + 3 en Kg,,q,

En 2003, Méarquez, Mier, Noy y Revuelta [29] demuestran que en Kg,’q, hay

! /
44’ ( % ) +4 ( g ;’—2 ) ciclos esenciales de longitud ¢’ + 3 . (Ver Figura 5.7).
Como p = ¢'+1y q = 4¢/, tenemos que el niimero de ciclos esenciales de longitud

¢ + 3 es mayor en 7)) que en K3 ..

Caso 1.4. lps =p=q+0,lgo =p cong +1>p.
' g

p=p ypg=7pq, entonces g=¢. Ademds, ¢ +1>p =p=q+5=¢ +6
luego 0 < 1. Obtenemos una contradiccién porque 6 > 1.
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Caso 1.5. s =p=gq+39, lgo
’ 4

U
)

q = pl = ql + L.
Si la longitud minima de los ciclos esenciales y el nimero de ciclos esenciales

de dicha longitud coincidiera en ambos grafos, tendriamos p =p', q=¢,0=1y
g+ pq = 5¢' por tanto p = 4.

Caso 1.6. lys =p=q+0,lgo, ,=q¢ +1conp >¢ +1.
! P ,q

!
d+1l=p=q+6 = 4q’=q+p<%)

;o q q , q
i=(20)<(9) = w2 (%)

Caso 1.7. lqu =q+d6<plgo =p =qg+1.
P, p’,q’

¢+1=p =g+ y5d=p(q+g_1)

Sid=1entonces q=¢,p=p =q+ 3 <pluego d > 1.

+0-1 ! , , +0—1
p>5y (q 5 >=(%)>q = 5q<p(q 5 )

Caso 1.8. lrs, =q+4<p, lKquf =¢d+1<yp.

¢ +1=q+4. Podemos suponer § > 1yaquesid=1entoncesq=¢',p=p'y
no se produciria la igualdad del ntimero de ciclos esenciales de longitud minima.
La contradiccién en este €gs0 se obtiene de forma similar a la del caso anterior
pues tenemos que 4¢' = p 1

)

Con estos casos podemos concluir que Tzi , 1o es Tutte equivalente a Kz(z) .

CASO 2: Supongamos G =~ Tzf’l,q"

T(T¢ ;i z,y) = T(G;z,y) = T(TS s 2,y) luego I(T?,) = (TS ) v el nimero
de ciclos esenciales de longitud minima es el mismo en ambos grafos.
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Caso 2.1. Supongamos que lrs, = p, lT;,;// .= peonp<qg+dyp <qg+54.

Por el Lema 5.5, sabemos que el ntiimero de ciclos esenciales de longitud p de
Tz‘i g €8 ¢ y el numero de ciclos esenciales de longitud p’ de Tzf,/,q, es ¢', entonces
p=p yq=4q.8Sid=¢ entonces G ~ Téq. Veamos que no puede ser § # ¢', ya
que en tal caso el nimero de conjuntos de aristas de rango g + §' — 1 y tamafo
g+ ¢ es distinto en T, y T?,. Esto supondria una contradiccién, ya que este
niimero es el coeficiente de 29+9' 149+ del polinomio generador de rango-tamano;
y por tanto T(T? ; x,y) # T(T? ; z,y). Supongamos & < 4. El procedimiento que

».q’
vamos a seguir es analogo al del caso 1.1.

Definimos dos tipos de conjuntos de aristas de rango g+’ — 1 y tamafio g+4";
(1) Ciclos esenciales de longitud g + ¢'.
(2) Conjuntos de rango g+ &' —1 y tamafio g+d’ que no sean ciclos esenciales.

Haciendo el recuento del niimero de conjuntos de aristas de cada tipo que hay
en cada grafo, obtenemos la siguiente tabla:

| Tipo [ T3, | Ty |
6 —1
1 n | n+p( Q+6, )
2 ? 7

Demostrando que existe una biyeccién entre los conjuntos del tipo 2 de ambos
grafos, tendremos probado que Tzi o tiene menos conjuntos de aristas de rango

q+ ¢ — 1y tamafio g + &' que T7,.
Sea A un subconjunto de aristas del tipo 2. Para cada r € [0, ¢ — 2] definimos

la biyeccién ¢, entre los siguientes conjuntos:

{AC AT )Ir(A) =q+8& —1,|A| =g+ 08,s(A) =7}
{ACAT)Ir(A)=q+& —1,|A| =g+ &, s(A) =7}

Si A C A(T}), er(4) = U{v({(5, 1), &, 5)}): {G, ), (¢, 5)} € A} donde
{(i)j)7(i/+5_5/ajl)} si j/=q—1,j=0

Y6 9), (@503 = § {G9), (7,5} si j,5' €[0,7]
{G+0-0,75),F+6-06,7)} si r+1<j,57<q-1
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Caso 2.2. Supongamos que lys =p, l;s =p' =¢ +& conp<q+3d.
’ pllql

Como T(T¢ ,;x,y) = T(T¢ ;z,y), por el Lema 5.4 se tiene que p = p' y

PQ’
/ ! q, + -1 V] !
q=q+yp 5 . Ademas, pg = p'q’ luego ¢ = ¢/, y obtenemos una

contradiccién.

Caso 2.3.lys =p,lpg =q +d0 conp<qg+dyq+d&<p.
] p/’ql

I —
¢’ < p—1luego p ( 7+ 5 ! > p. La contradiccién se produce por haber

asumido que ambos grafos tienen el mismo polinomio de Tutte.

Por la hipétesis 2, tenemos que el caso s, =p=q+9, lTy =¢q + ¢ con
ql

¢’ +¢' < p’' no puede producirse. Con un proceso analogo al seguldo en el caso 1.3
demostramos que el nimero de conjuntos de aristas de rango ¢’ + ¢’ + 1 y tamano
¢ + ¢ + 2 es diferente en T y T‘s o Por tanto, el caso en que lps =g +3y
lTsf v =q +¢ < p noes pos1ble En las demas comparaciones se Hega a una

contradiccion de forma analoga a los casos ya especificados, por tanto hay un
Unico caso que puede producirse: ngq =p=gq+6 g =p =¢ +§, locual
] p’,q’

implicap=9p,g=q yd=14¢".

CASO 3. 8i G ~ K, ,, entonces T(Tl‘fq,x y) = T(K} 4;%,y). Como conse-

cuencia del Lema 5.5 no pﬁede ser p’ > ¢’ ya que si p, ¢ > 6 no podrian coincidir el
ndmero de ciclos esenciales de longitud minima. Asi, podemos considerar p’ < ¢'.

Caso 3.1. Irs, =p<q+dylgp =p <.
’ DP9

Como en el caso 1.1 definimos una biyeccién para demostrar que el nimero
de conjuntos de aristas de rango ¢ — 1 y tamafo q es diferente en cada grafo.

Si A C A(Ty,), ¢r(A) = U{$({(i,4), (@,5)}); {(t,5), (', 5")} € A} donde
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{(6,7), p—1-17+46,5)} i=q-135=0
1/)({(2).7)’ (i,,j/)}) = {(Zu?)v (i,7j,)} 5,5 € [O,T]
{(p_l_i-l'&j)v(p"1_i/+57jl)} j,j/E['I"-i-l,q—l]

Omitimos el resto de los casos pues es inmediato demostrar que no pueden
coincidir la longitud minima de los ciclos esenciales, el niimero de ciclos esenciales
de dicha longitud y el ntimero de vértices.

CASO 4. Supongamos G ~ K2 ,

Las comparaciones con Kp ) ¢ Son andlogas a las del caso anterior. Especifica-
mos la biyeccién en el caso p=p' < ¢ yg=¢"

St A CA(T;,), ¢r(A) = U{({(i, ), (#,4)}); {(G, ), (¢, 5')} € A} donde

{(iaj)a(p_il'l_é:jl)} .,=q_17j=0
({4, (@3N = {E9),#,5)} 3,3 €[0,7]
{(p—i+675),p~+65)} j55€lr+1,¢-1]

CASO 5. Por 1ltimo, suponemos que G ~ S, . En los casos en los cuales
lTa~p<q+6ylS,, 2p<qolTa—p—q+5yls,,—qcon
q < p’ tenemos que la’ 1ong1tud minima de los ciclos esenciales, el nimero de
ciclos esenciales de dicha longitud y el ntimero de vértices no coinciden en ambos
grafos. La contradiccién es debida a que G y Sy, no pueden tener el mismo
pohnomlo de Tutte. Por la hipdtesis 1, el caso s, =aq+ 0 < p, s, = = ¢ con
¢’ < p' no se puede producir.

Caso 5.1. lps =p<q+6,ls, ,=q conp < ¢ <2p.

Dado que p = ¢, ¢ = p' y a la igualdad del nimero de ciclos esenciales de
longitud minima, obtenemos g > 2¢~1. Esto nos conduce a una contradiccién ya
que:

P >0 > or 1l o 9y > o
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Caso 5.2.lps =p<q+4,lg, ,=¢ cong <pf

Utilizando las mismas ideas que en el caso 1.3 demostramos que el niimero
de conjuntos de aristas de rango ¢’ + 1 y tamafio ¢ + 2 es mayor en T,i , que
en Sy . Por motivos de brevedad damos un esquema de la demostracién. Estos
conjuntos se pueden clasificar en tres grupos: conjuntos normales de aristas, con-
juntos de aristas conteniendo un ciclo esencial de longitud ¢’ y dos aristas més, y
ciclos esenciales de longitud ¢' 4 2 (ver Figura 5.8). Probamos que 7} tiene mas
conjuntos de cada tipo que Sy . Como las ideas son anélogas a las del caso 1.3,
comentamos Unicamente el dltimo tipo.

b
2

formas de ahadir dos aristas de modo que el conjunto de aristas que obtengamos

p
2

longitud ¢’ + 2. En S, hay aristas exteriores que generan ciclos esenciales en
/

l —
los cuales podemos afiadir dos aristas de ( % ) +( 1 9 1 formas distintas,

de tal modo que el resultado siga siendo un ciclo esencial (Figura 5.8b). Como
p = ¢’ tenemos que el niimero de ciclos esenciales de longitud ¢’ + 2 es mayor en
T?, que en Sy .

Au 4& n\l:

Por cada ciclo esencial de longitud p+2 = ¢ +2 en Tzf’ , tenemos 2

siga siendo un ciclo esencial. Por tanto, en Tzf q hay 2¢q ciclos esenciales de

\
\i

- Ll

a) b)

Figura 5.8: a) Conjunto de aristas en S,y , con p’ > ¢’ conteniendo un ciclo esen-
cial de longitud ¢’ y dos aristas mds. b) Ciclos esenciales de longitud
g +2en Sy 4.

Caso 5.3. Irs =p=gq+90,ls, ,=2p con g >2p.
Dado que 2p' = p = ¢ + 4, tenemos que ¢’ = 2¢. Obtendremos una contra-
diccién, suponiendo que se produce la igualdad del nimero de ciclos esenciales
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de longitud minima en ambos grafos. En este caso y en los siguientes vamos a
utilizar la siguiente propiedad, si n < m < |#/2] < s < u entonces:

t t t t t
(n)<<m>§(tt/ﬂ>2(s)><u>
— ,_
Siq+p( q+§ ! ) =q’(q’—p’)('2pp, ! ) entonces
2 — 1 2 —1 2 — 1
q’(q’—p')< pp/ ><q+p( 5_1 )=q+p< pp, ><

2 — 1 2 — 1 o — 1

<q+q’( pp, ><q'<1+< pp, ))<Q’(q’—p')( pp, )

Caso 5.4.Irs =p=gq+9, ls, ,=4q conp <q <2p.

—_— ’_ - 1
¢’ = pentonces p’ = q. Supongamos q+p( Q+§ ! ) =2p §=01 ( 9 j )
0<p/2=¢/2<p =¢q. Sid<qg<p —1 tenemos que:

+6-1 -1 cod—1
q+p(q y )=q+p(q5 >=p+q<q5 )<
l_l I_l p'-1 1_1
<o (e (750 ) s (e (75)) <w X ()
=0

: ql -1 ql -1 ] . .
Sid = gq, s < g—1 porque |(¢' — 1)/2| = g — 1. La diferencia

entre este caso y el anterior es que la tltima acotacién se obtiene de la siguiente
forma:

'—1
/ ql_l / Q'—l /p Q'—l
(oo (V7)) w0 (o4 (11)) (7]

Caso 5.5. Iys =g+ <p, ls, ,=2p con2p < ¢

2p' — 1 20 — 1
2 =q+6 y q’(q’—p’)< P )=p( i )

pl
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)
oronf 201 o f 20 -1 2 -1 20 -1
q(q p)( I >ZPQ< o > pgq 5 >p 5

Caso 5.6. Iy =q+d <p, ls, ,=¢ conp < g <2p

+0-1 _ -1
g=q+0 y p(q 5 )=2p’2§=ol<qj )

/o , ’
Si demostramos que ( 9 5 1 > < 22;’ ;01 ( 7 j 1 ) obtendremos una contra-

diccién.

/ /
Como |(2p' — 1)/2| = p' — 1 entonces ( 2p =1 ) < ( 2pp, 1 ) Por tanto:

¢ <% = [(¢-1)/2) <p'-1=Fjo € 0,p-1], ( @ I__1)1/2J ) - ( % )

(751)=( L(qql—l/ZJ)“Z(q_l)

Con los mismos argumentos que en el teorema anterior vamos a demostrar
que la botella de Klein Kz?,q estd univocamente determinada por su polinomio de
Tutte.

Teorema 5.7. El grafo Kg’q es Tutte tinico para p,q > 6.

Demostracion. Sean p,q > 6 y G un grafo tal que T(G;z,y) = T(KJ ; z,y). Por
el Lema 5.3 y los Teoremas 5.1 y 5.6, sabemos que G tiene que ser isomorfo a uno
y sélo uno de los siguientes grafos: K:,,,q, y Sp.¢ con p'q’ = pq. Vamos a demostrar

que G es isomorfo a K] .

Supongamos que G es isomorfo a K ,, entonces Irs =1 K, Y el nimero de

ciclos esenciales de longitud minima tlenia que COlIlCldlI‘ en ambos grafos Basta
estudiar el caso en que lkg, =p<gq+1, lKo . =q +1conp >q¢ + 1. Estoes
debido a que, si lgg = g+ 1 <pyl KS, = =p' con p' < ¢ +1 el razonamiento serfa
analogo y en el resto de los casos es facil comprobar que el nimero de vértices y
la longitud minima de los ciclos esenciales no coincide en ambos grafos.
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Silge =p<q+1, lKo Y = ¢ + 1 conp > ¢ + 1 podemos probar que el
nimero de conjuntos de arlstas de rango ¢’ + 2 y tamafio ¢’ + 3 es distinto en

K °7q y Kg o+ Omitimos la demostracién porque es andloga a la del caso 1.3 del
Teorema 5.6.

Supongamos G = K . Como p es par y p’ impar, todos los casos en los
cuales la longitud mlmma de los ciclos esenciales en K, 0 g S€a py en K o Sea
p’ estdn probados. Por el Lema 5.5, sabemos que el numero de ciclos esenc1ales
de longitud minima en K 0 ¢ €8 slempre mayor que uno, por tanto obtenemos una
contradiccién en todos aquellos casos en los cuales este nimero en K o S€a uno.
Asi, basta estudiar dos casos: ke, =q+1<plx, =p <qy kg, = q+1 <p,
Ui, y = = p = ¢. En el primero de ellos obtenemog una contradlcmon probando
qupe’ el nimero de conjuntos de aristas de rango p' + 1 y tamaiio p' + 2 es diferente
en cada grafo (siguiendo el mismo razonamiento que en el caso 1.3 del Teorema

5.6). En el segundo caso mostramos que si p' = ¢ = g+ 1, pg = p'q’, p es par y
p' es impar entonces ¢’ tiene que ser par.

Por los Lemas 5.4 y 5.5, T(K} ;;z,y) # T(KZ ,;2,y) si p > ¢'. De forma

p,q?
andloga al caso 1.1 del Teorema 5.6 probamos que no puede ser ! Ky, =P <g+1

yl K2, = =p’ < ¢'. Especificamos tinicamente la, biyeccién entre los conJuntos

{AC AKD)Ir(A) = q,|Al = g +1,5(A) =1}
{ACAKS )Ir(A) = q,|Al = g+ 1,5(4) = r}

Si A CA(KG,), #r(A) = U{p({(i,5), (¢, 5)}): {(2,9), (¢, ')} € A} donde

{G,4), (@ + 1,5} si jJ=¢q—-1,j=0
({5, 9), (7,50 = ¢ {G,4), 5} si 3,7 €[0,7]
{G+1,5),(@+1,50} si r+1<4,j7/<q-1

Por otra parte, si lkg, =q+1<py le . = p < ¢ demostramos (como
+q

en el caso 1.3 del Teorema 5.6) que el numero de conjuntos de aristas de rango
p' + 1y tamafio p’ + 2 es diferente en cada grafo. El resto de los €asos, que se
obtienen considerando todas las posibles combinaciones de las longitudes minimas
de los ciclos esenciales de KS K2 p',q 1O S pueden producir ya que la longitud
minima de los ciclos esenciales, el ntimero de estos ciclos y el nimero de vértices
no coinciden en ambos grafos.
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Finalmente, supongamos G ~ S,/ .

Caso 1.lgy =p<q+ly ls,,=q <p.

Como hicimos en el caso 1.3 del Teorema 5.6 demostramos que hay un niimero
distinto de conjuntos de aristas de rango ¢’ + 1 y tamafio ¢’ + 2 en K3,y Spg,
por tanto, estos grafos no tienen el mismo polinomio de Tutte.

Caso 2. Silgo =p<qg+ly ls,, = 4q conp < ¢ < 2p obtenemos una
contradiccion de la siguiente forma:

p<q+1=>p'Sq’<p'+1=>p'=q'=>p=q=p'=q'

¢2207 =20

Caso 3. lxp, =p=q+1lyls, =2 <q.
I —_—
2p' = p = ¢+ 1 entonces ¢’ = 2¢. Como 59 = ¢'(¢’ — p') ( 2pp, L ) obten-

dremos una contradiccién si demostramos que 5¢ < ¢'(¢' — p').

q(q —p) =2¢(2¢— (p/2)) =4¢" —pg=4¢" — q(g+1) = q(3¢ — 1) > ¢5

Caso 4. lxg, =q+1<pyls, , =20 <¢.
2 =q+ 1.

I_ /_
4q=<1’(p’—q’)( 2pp, : ) 22p’2( 2pp, ! ) > 8p' > 4(2p' — 1) = 4q.

Al igual que en las comparaciones entre Kg,q y Kg,’q,, el resto de los casos no
se pueden producir porque como q > 6 la longitud minima de los ciclos esenciales,
el nimero de estos ciclos y el nimero de vértices no puede coincidir en ambos
grafos. a

Con el siguiente resultado demostramos que, K ;7(1 también esta univocamente
determinado por su polinomio de Tutte.

Teorema 5.8. El grafo Kg’q es Tutte unico para p,q > 6.

Demostracion. Los argumentos utilizados en esta demostracién son basicamente
los mismos que los de los Teoremas 5.6 y 5.7. Debido a la Tutte unicidad de
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T;Z .Y KO ra Unicamente tenemos que probar que T(G z,y) # T(K pq,a: y) con
G e {K,, (excepto sip=p'yq=4¢), K., Spq} En cada caso vamos a

suponer que Gy K, , son Tutte equivalentes y obtendremos una contradiccion.

Caso 1. S8i G ~ K;,’q, es facil demostrar que el ndmero de vértices, la longitud
minima de los ciclos esenciales y el ntimero de ciclos esenciales de dicha longitud
solo coinciden si p=p' y g =¢.

Caso 2. SiG ~ K 3,’,1,, por los Lemas 5.4 y 5.5 obtenemos una contradiccién
en todos aquellos casos en los cuales el niimero de ciclos esenciales de longitud
minima de K ' ¢ S€a 2 0 el nimero de ciclos esenciales de longitud minima de
K, 1 g Sea 1. En los demds casos la contradiccién se alcanza por el hecho de ser p

1mpar y p’ par.

Caso 3. Si G ~ Sy, podemos considerar p < g porque si p > ¢ el niimero
de ciclos esenciales de longitud minima de K;q es uno y en ningun caso puede
coincidir con el niimero de ciclos esenciales de longitud minima de Sy .

Si ks, —p<qyls,,—2p<qols,,—qconp<q<2p por los
Lemas 5.4 y 5.5 es facil obtener una contradicion. Andlogamente silg1 =p=¢q
ylS//_qconq<p0l511_qconp<q<2p

Silgy, =p<qyls,, =q <p sedemuestra (como en casos anteriores) que
hay un nimero distinto de conjuntos de aristas de rango ¢’ + 1 y tamafio ¢’ + 2
en ambos grafos, por tanto no pueden tener el mismo polinomio de Tutte.

Silgy, =p=9qyls,, =2 < ¢, entonces 2p' = p=qy ¢ = 2q luego

2 —1 o —1
g+1=q(qd - p)( pp >=2q(q’—p')< pp, >>q+1

Siguiendo el mismo proceso que en los teoremas anteriores probamos que todo
grafo Tutte equivalente al grafo K2 tiene que ser isomorfo a él.
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Teorema 5.9. El grafo Kz,q es Tutte unico para p,q > 6.

Demostracion. Debido a los Teoremas 5.6, 5.7 y 5.8 basta demostrar que Kiq no
es Tutte equivalente a un grafo G donde G € {K? , (excepto sip=p'y q = ¢'),
Spa} Yy Pg=p4q.

Por los Lemas 5.4 y 5.5, T(K7, ;x,y) # T(K2 ;z,y) sip# p' y ¢ # ¢ porque
el nimero de vértices, la longitud minima de los ciclos esenciales y el nimero de
ciclos esenciales de dicha longitud solo coinciden si p=p'y ¢ =¢'.

Si G >~ Sy ¢ podemos suponer p < g porque si ¢ < p, Kg’q tiene dos ciclos
esenciales de longitud minima y por el Lema 5.5, siendo p,q > 6, el nimero de
ciclos esenciales de longitud minima de S, es mayor que dos.

Caso 1. Silgz =p<gqy Is, , =4 < p'se prueba como en casos anteriores
que hay un numero distinto de conjuntos de aristas de rango ¢’ + 1 y tamafio
q' + 2 en ambos grafos. Por tanto, estos dos grafos no pueden tener el mismo
polinomio de Tutte en consecuencia, obtenemos una contradiccién y G no puede
ser isomorfo a Sy 4.

Caso 2. Si kg, =p=4qyls,, =2P < ¢ entonces 2p' =p=qyq =2
por tanto

20 —1 20 — 1
q+2=q'(q'—p')< pp' >:2q(q'——p’)( pp, >>q+2

Los demds casos no se pueden producir porque no coinciden la longitud mini-
ma de los ciclos esenciales, el nimero de estos ciclos y el nimero de vértices en
ambos grafos. O

Por 1ltimo, demostramos un resultado equivalente a los Teoremas 5.6, 5.7, 5.8
y 5.9 para la familia de grafos S, ,.

! -1
Teorema 5.10. El grafo S, , es Tutte 1inico parap,q > 6 y29 # p/ < q +§ )

para todo p',q con p'q’ =pq yd > 0.

Demostracién. Supongamos que S, , no es Tutte dnico. Entonces, por los Teore-
mas 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 y el Lema 5.3, S,, es Tutte equivalente a Sy o con p’ # p,

¢ #qypg=pq.
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Caso 1. Sllsq—2p<qyl3,,——q con p' < ¢ < 2p/, por el Lema 5.4
tenemos que ¢ =2p y q = 2p/, entonces

!

q(q—p)( zpp— 1 ) =20 (20 - (¢ /2))( /)2 ) > (2p’—(q’/2))< qq,;; ) >

2(217'—17')((1;'721):?/( q/z ) ;(q-1>

Por tanto, el nimero de ciclos esenciales de longitud minima. es distinto en cada
grafo y por el Lema 5.4, deducimos que Sp,q 1O es isomorfo a Sy 4.

Caso 2. Sils,, =2p<gqy ls, ,=4q <p entonces 2p=q'y q=2p"

2%2:1( )<2~2p(2pp_1>éq<2pz:l><q<q_p)<2pp-1>

Obtenemos una contradiccién del hecho de suponer que el ntiimero de ciclos esen-
ciales de longitud minima es igual en ambos grafos.

El resto de los casos son anélogos a los anteriores. a

A continuacién ofrecemos varias tablas en las que el lector podré ver facilmente
el motivo por el cudl dos grafos localmente cuadriculados no isomorfos no tienen el
mismo polinomio de Tutte. En cada una de las tablas mostramos la comparacién
de un grafo localmente cuadriculado con pg vértices con un grafo localmente
cuadriculado con p'q’ vértices. En dichas tablas hemos indicado lo siguiente:

I significa que en los grafos correspondientes no pueden coincidir el ndimero de
vértices, la longitud minima de los ciclos esenciales y el niimero de ciclos esenciales
de dicha longitud.

IT significa que aunque en los grafos correspondientes puedan coincidir las
cantidades anteriores, dichos grafos no tienen el mismo niimero de conjuntos de
aristas de rango r y tamafio r + 1. En cada casilla especificaremos el valor de 7.

Ademas hay que tener en cuenta que en el caso de Tzi ¢ existen dos condiciones
en el enunciado de teorema a las que llamamos hipétesis 1 y 2.
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Como ejemplo, si el lector quiere saber el motivo por el cual Tlf, geonp<qg+o
y KS,’q, con p' < ¢ + 1 no tienen el mismo polinomio de Tutte, basta con mirar
el elemento de la fila 4, columna 2 de la primera tabla y encontrard r = g, lo
cudl quiere decir que aunque pueden coincidir el nimero de vértices, la longitud
minima de los ciclos esenciales y el ntimero de ciclos esenciales de dicha longitud
(segun los valores de p,q,6,p' y ¢'), ambos grafos no tienen en ningin caso el
mismo niimero de conjuntos de aristas de rango q y tamafio q + 1.

| | 12 | p<qg+d6 | p=q+é | p>q+d |
p<qg+d r=q+4¢ -1 I I
oy | P=qd+08 I I Hipdtesis 2
p>q+d I Hipbtesis 2 | r=¢ +6 +1
P<qg+1 r=gq I I
Ky .| P=d+1 I I
P>q+1 r=q+2 I I
P <dq r=q-—1 I I
Ky oy P=d I I I
p>q I I I
P <q r=q-—1 I I
Ky P=dq I I I
p>q I I I
P<qd <2y I I I
Syl 2 < ¢ I I I
<y r=q+1 I Hipétesis 1




100 5. Tutte Unicidad de los Grafos Localmente Cuadriculados

| | K7, | p<qg+1 |p=q+1] p>q+1 |
Y<qgd+1 I | r=q+2
Kgl’ql p,= q,+1 I I I
p>qd+1 r=q +2 | I
v <dq I I r=p +1
Ky o pP=q I I I
p>q I 1
p<q r=gq I r=p +1
Kzl’ql p/=ql I I I
p>q I I I
P <qg <2 I I I
Sp/,q/ 2p’§q’ | 1 1
g <y r=¢+1 I I
| | K =
p.g 1 p<4qg Ip QIP>QI
p<q I I I
Kz;l/’q/ pI:q/ I I I
p>q I I I
P <dq I I I
Kzl’q/ p,:q/ I I I
p>q I I I
p<q <2 I I I
Sprat 20 <¢q I | I
g <yp r=q¢ +1 I I




5.3. Tutte Unicidad 101

L | K, | »p<a [r=q[p>4q]
P <q I I I
Kz?/’q/ p,=ql I I
p>q I I I
p<q <2y I I I
St 2 < ¢ I 1 1
g <y r=q+1 I I
| | Spa |p<q<2[2p<q|q<p]
P <qd <2 I i I
Spa 2p' < ¢ I I I
g <yp I I I

Para finalizar, queremos resaltar la dificultad que supone establecer todas las
comparaciones dos a dos entre los grafos localmente cuadriculados y el hecho de
que con todas estas comparaciones podemos por primera vez dar una gran familia
de grafos univocamente determinada por su polinomio de Tutte.



CAPITULO 6

Teselaciones hexagonales y Grafos Localmente Cj

Los tres resultados principales que demostramos en este capitulo son: el teo-
rema de clasificacion de las teselaciones hexagonales, el teorema de clasificaciéon
de los grafos localmente Cg y la relacién de menor existente entre estas dos fami-
lias de grafos y los grafos localmente cuadriculados, cuya Tutte unicidad hemos
estudiado en el capitulo anterior. Para llegar a estos resultados estudiamos dis-
tintos invariantes de grafos, tales como el nimero cromético, los ciclos esenciales
de longitud minima y la vértice transitividad.

6.1. Introduccion

Un grafo conexo y cibico, G, es una teselacion hexagonal si la longitud minima
de cualquier ciclo de G es 6 y dada C una coleccién de 6—ciclos, todo 2—camino
de G esta contenido exactamente en un ciclo de C. A esta Gltima condicién la
llamaremos condicién de 2—camino. Es importante observar que las teselaciones
hexagonales son grafos simples, es decir, no contienen lazos ni aristas multiples y
que cada vértice pertenece exactamente a tres ciclos de longitud 6 (hexdgonos).
A estos tres hexdgonos nos referiremos cuando hablemos de la estructura local
alrededor de un vértice dado (Figura 6.1). A cada hexdgono de la teselacién le
llamaremos una célula.

En el estudio de las teselaciones hexagonales nos planteamos fundamentalmen-
te dos objetivos: su clasificacién y demostrar su Tutte unicidad. El primero de
estos objetivos lo estudiamos en este capitulo y el segundo en el capitulo siguiente.

103
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Figura 6.1: Estructura hexagonal alrededor de z

Para dar una clasificacién de las teselaciones hexagonales, en primer lugar descri-
bimos todas las estructuras necesarias para construir dichos grafos. Algunas de
estas estructuras, tales como, el cilindro hexagonal y el doble circuito hexagonal
de Mobius fueron definidas por Thomassen en 1991 [35]. En este trabajo realizado
por Thomassen hay un primer intento de clasificacién de las teselaciones hexago-
nales. Nosotros damos una clasificacién completa de estos grafos, afiadiendo dos
familias al teorema de clasificacién dado por Thomassen en [35] y demostrando
que incluyendo estas dos familias hemos considerado todos los casos posibles.

Por otra parte, introducimos diferentes variantes respecto al trabajo realizado
por Thomassen. En primer lugar, damos definiciones diferentes de las estructuras
basicas a partir de las cuales se construyen las teselaciones hexagonales. Obte-
nemos estas estructuras a partir de la cuadricula plana borrando aristas. Este
sistema nos va a reportar un gran beneficio en el siguiente capitulo cuando hable-
mos de Tutte unicidad, pues lo que hacemos es adaptar la notacién de los grafos
localmente cuadriculados a las teselaciones hexagonales. En segundo lugar, defi-
nimos los cilindros hexagonales torcidos, que son las estructuras necesarias para
llegar a las dos familias de teselaciones hexagonales no incluidas por Thomassen.

Para clasificar las teselaciones hexagonales hacemos un estudio de distintos
invariantes de grafos que nos permitan probar que las familias de teselaciones que
definimos son no isomorfas entre si. Estos invariantes son: el ntimero cromatico,
los ciclos esenciales de longitud minima y la vértice- transitividad. Demostramos
que toda teselacién hexagonal tiene nimero croméatico dos o tres. Definimos el
concepto de ciclo esencial en una teselacién hexagonal y calculamos la longitud
minima y el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud en las siete familias
de teselaciones hexagonales que definimos. Este resultado serd fundamental en el
estudio de la Tutte unicidad. Por tltimo, estudiamos cuales de las teselaciones
definidas son vértice-transitivas.

Dos consecuencias interesantes del teorema de clasificacién son, la arista-
conectividad de estos grafos y el hecho de que todos ellos admitan una inmersién
en el toro o en la botella de Klein.
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Un grafo conexo G se dice que es localmente C, si el conjunto de vecinos de
cada vértice de G induce un subgrafo isomorfo a C,. Los dnicos grafos local-
mente C3, Cy y Cs son, respectivamente el 1—esqueleto del tetraedro, octaedro
e icosaedro [29]. En este capitulo clasificamos los grafos localmente Cs y com-
probamos que a diferencia de los grafos localmente C3, Cy y C5 existen infinitos
grafos no isomorfos entre si que son localmente Cg y estdn clasificados en siete
familias. Para ello, hacemos uso del teorema demostrado por Thomassen [35] que
establece una relacién de dualidad entre las teselaciones hexagonales y los grafos
localmente Cj.

Finalmente, queremos resaltar el tdltimo de los resultados que demostramos
en este capitulo: la relacién de menor existente entre los grafos localmente Cg, las
teselaciones hexagonales y los grafos localmente cuadriculados. Hacemos uso del
concepto de emparejamiento perfecto para demostrar que los grafos localmente
cuadriculados son menores por contraccién y eliminacién de aristas dobles de las
teselaciones hexagonales, y por la operacién dual de los grafos localmente Cs. A
parte de la importancia en si de este resultado, ya que las operaciones de contrac-
cién y borrado de aristas son muy potentes en Teorfa de Grafos, este resultado
nos va a permitir en el préximo capitulo demostrar que, al igual que los grafos
localmente cuadriculados, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cg
son localmente orientables.

6.2. Clasificacion de las Teselaciones Hexagonales

Para obtener la clasificacién de las teselaciones hexagonales, definimos en pri-
mer lugar todas las estructuras necesarias para dicha clasificacién. Estas estruc-
turas las obtenemos, dependiendo del caso, borrando 6 anadiendo aristas y eli-
minando vértices en una cuadricula plana. Esto nos va a permitir mantener la
etiquetacién de los vértices seguida en el capitulo anterior, relativo a los grafos
localmente cuadriculados, lo cual nos serd muy ttil en la dltima seccién de este
capitulo para establecer la relacién entre las teselaciones hexagonales, los grafos
localmente cuadriculados y los grafos localmente Cj.

Sea H = P, x P, la cuadricula p x ¢, donde P, es un camino con ! vértices.
Etiquetamos los elementos del grupo abeliano Z, x Z, de la forma habitual. Si a
esta cuadricula le afiadimos las aristas {(j,0), (4,g—1) | 0 < j < p—1} obtenemos
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un cilindro cuadriculado p X q.

Llamamos muro hezagonal de longitud k y anchura m al grafo obtenido bo-
rrando las aristas {(24,25),(2¢+1,25)} y {(26 + 1,25 + 1),(2 + 2,25 + 1)} con
0<i<[(m—1)/2],0<j <k~—1en una cuadricula (m + 1) x 2k. De forma
equivalente, un cilindro hezagonal de longitud k y anchura m es el grafo resultan-
te de borrar las mismas aristas en un cilindro cuadriculado (m + 1) x 2k (Figura
6.2a). En esta estructura hay tnicamente dos ciclos, llamados ciclos periféricos,
cuyos vértices tienen de forma alternada valencia dos y tres. Cada uno de estos
ciclos tienen 2k vértices, de los cuales k tienen valencia dos. A estos k vértices,
fundamentales para clasificar las teselaciones hexagonales, los etiquetamos de la
siguiente forma:

2z;=1(0,27) y =z =(m,2j) con0<j<k-1 sim impar
2z=1(0,2j) y z;=(m2j+1) con0<j<k—1 sim par.

Un circuito cilindrico hexagonal de longitud k es un cilindro hexagonal de
longitud k y anchura 1. Un circuito hezagonal de Mébius de longitud k es el grafo
obtenido afiadiendo las aristas {(0,0), (1,2k—1)} y {(1,0), (0,2k—1)} a un muro
hexagonal de longitud k y anchura 1.

Al grafo resultante de borrar, en una cuadricula 3 x (2k + 1), las aristas
{(0,2+1), (1,2 + DI0 < j < k= 1} y {(1,2)),(2,2)]0 < j < k}, y aiiadir
posteriormente las aristas {(0,0),(2,2k)}, {(1,0),(1,2k)} y {(2,0),(0,2k)} se le
denomina doble circuito hezagonal de Mébius (Figura 6.2b)

Ademés del cilindro hexagonal hay otra estructura bésica necesaria para defi-
nir las teselaciones hexagonales, el cilindro torcido de longitud k y anchura m. Va-
mos a definir dos cilindros torcidos: CT}, 1 si k < m—2 (Figura 6.3b) y CTym 2 si
k > m 41 (Figura 6.3a). Ambos grafos se obtienen a partir de una estructura
(denotada malla hexagonal m x n en el Capitulo 2) que en este capitulo y para
adaptarnos a la notacién, vamos a llamar escalera hezagonal de longitud k y an-
chura m (Figura 6.2c) y es el grafo resultante de eliminar los siguientes vértices
y aristas de una cuadricula (m + 1) x (2k + m):

{UD<ji<Mm=-20<i<m-2-j}

{U2k+)2<j<m+1lm+1-j<i<m-1}
HEm—i4+25),6+1,m—i+2)}0<i<m-1,0<j<k—1}

Definicién 6.1. Sea k < m — 2. El cilindro hexagonal torcido CTym, (Figura
6.3b) es el grafo que se obtiene afiadiendo dos vértices, etiquetados (0, 2k +m) y
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Figura 6.2: a) Cilindro hexagonal de longitud 4 y anchura 3 b) Doble circuito
hexagonal de Mobius de longitud 9 ¢) Escalera hexagonal de longitud
7 y anchura 4

(m —k—1,3k + 2), y las siguientes aristas a una escalera hexagonal de longitud
k y anchura m:

{(0,2k +m), (0,2k + m — 1)}, {(0,2k +m), (k+1,m —k —2)}
{m=-k-1,3k+2),(m—-k—-1,3k+ 1)}, {(m—k— 1,3k +2),(m,0)}
{G,2k+m —34),(k+ji+1l,m—-k—7-2)}conl1<j<m-—k-2

Definicién 6.2. Sea k > m+1. Si k # m+1, llamamos cilindro hezagonal torcido
CTy,mzo (Figura 6.3a) al grafo resultante de eliminar los vértices (m + 1,%) con
0 <4 < 2(k —m) — 3 en una escalera hexagonal de longitud k y anchura m + 1,
y anadir las aristas:

{(0,2k+m), (m+1, 2(k—=m—1)} y {(0, 2k+m—(2j+1)), (m, 2(k—m—1)—(2j+2))}

con 0 <j<k-m—2 Sik=m+1, no eliminamos ningin vértice y anadimos
una Unica arista, {(0,2k + m), (m + 1,0)}.
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Al igual que hablamos de ciclos periféricos en los cilindros hexagonales, pode-
mos hablar de ciclos periféricos en los cilindros hexagonales torcidos.

Definicién 6.3. Llamamos ciclos periféricos del cilindro hexagonal torcido C'T k,m,1
con k <m — 2y los denotamos C; y Cs a los dos ciclos de longitud minima que
contienen a los siguientes vértices de valencia 2 (Figura 6.3b):

Ci: zj=0Gm—(+1)yz=0,2k+m-2j)con0<j <k
Co: vo=(m—-k—-1,3k+2), v.1=(m—k+1,3k—1i), wg = (m,2k) y
w1+1=(m,2k—(2z+1)) COHOS’iSk—l

Definicién 6.4. Llamamos ciclos periféricos del cilindro hezagonal torcido CTy, o
con k > m+ 1y los denotamos C; y C; a los dos ciclos de longitud minima que
contienen a los siguientes vértices de valencia 2 (Figura 6.3a):

Ci: x = (m—1,1) y z=0,m+2i+1) con 0 <7< m.
Cy wy=(+1,2k+m—14) y v,=(m+1,2k—(2i+1)) con0<i<m.

La diferencia fundamental con los ciclos periféricos de un cilindro hexagonal
es que no todos los vértices de valencia 2 de los ciclos periféricos de los cilindros
torcidos estan a distancia dos. En C'T},,, 1, vo y v1 estdn a distancia 4 y las parejas
Zo, 2k ¥ Wo, w estdn a distancia 1. En CTy, ,, 2, las parejas 2, Zm ¥ Vo, Wy, €stén
a distancia 1.

A fin de obtener teselaciones hexagonales, debemos afiadir adecuadamente
aristas entre los vértices de valencia dos de dos de las estructuras definidas: el
cilindro hexagonal y el cilindro hexagonal torcido. En primer lugar, afiadimos
aristas entre los vertices de valencia dos de los ciclos periféricos de un cilindro
hexagonal, H, de longitud k y anchura m, obteniendo las siguientes familias de
grafos.

A) Hymrconrkm € N, 0<r < |k/2],m > 2, k> 3.Sim=1 entonces
k>3y |k/2] >r>2 (Figura 6.5a).

B(Hyms) = E(H) U {22,410 < j < k- 1)

Hay un caso degenerado, llamado Hy . por Thomassen [35] que queremos
comentar. Se obtiene a partir de un ciclo de longitud par k' afiadiendo las adya-
cencias {2;, Zi1m } tomando indices médulo m’ y teniendo en cuenta la condicién
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Figura 6.3: a) CTy 42 b) CTyg1

de 2—camino, esto es, si z; es adyacente a z;,, entonces z;,; es adyacente a z
con ! = (i+1)(modm') y I # i+m'+1. Este grafo es un tipo de espiral hexagonal
y esta tratado por Thomassen como un caso independiente [35], pero es el grafo
degenerado H(x /2)0m’ (Figura 6.4).

b c d e f g h i j k
>
Z; 1 & Z5 Zs Zig | 21 Zig i Zis i Zis i Zy
a a
T Z Z3 Zs Z7 Zg Zy Zi3 b Zis 217 Z19 T
-

Figura 6.4: Higo5

B) Hyme conm > 2, k> 3 (Figura 6.5b).

E(Hk,m,a) = E(H) U {{207x1}7 {zl7x0}7 {ziyxk+1—'i}|2 S 1 S k - 1}
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C) Hymp con k par, m impar, m >3, k>4 (Figura 6.5c¢).

E(sz,m,b) = E(H) U {{Zo,CC()}, {zi,xk_1}|1 S 1 S k— 1}

a b c de f a b‘c d e a b d e [
—4 4 | s T - 2 — +—*
4 — b 2 4 — g 3 - o 1
g —o p——d
—d — — —a —4 3
4 oy —— 2
3 — a— ! 3 —9 — bt —4 -
2 —d b 0 2 —d 4 A g et ot
—4 — —4 —4 — 0 2 1 t 4
1 -t p-—d 4 1 — g 1 1 ™
1 —o — 5
> — — —d b 1
> - ——
0 e T S 3 [/] g 4 0 b bt 0
a becd e f a b c de a b cdef
a) b) c)

Figura 6.5: a) Hs5, b) Hs44 ) Hesp

D) Him, con k par, k> 6, m > 1. (Figura 6.6a).
E(Hime) = BE(H) U {{2i, zi12}, {20, Tivnsa}; 0 < 0 < (k/2) = 1}

Tal y como mostramos en la Figura 6.6b los grafos pertenecientes a esta fa-
milia admiten una inmersién en la botella de Klein. Esta inmersién se obtiene
borrando las aristas {(24,25 + 1),(2i + 1,25 + 1)} y {(25 + 1,24), (2i + 2,24)}
con0 < j < (k/2)—1y 0 <4< mde una cuadricula (2m+2) x k. Posteriormen-
te, anadimos las aristas {(0,2i41), (2m+1,2i+1)|0 < i < (k/2) — 1} obteniendo
dos ciclos periféricos, cuyos vértices de grado dos los etiquetamos z; = (z,0) y
z; = (i,k — 1) con 0 < ¢ < 2m + 1. Finalmente, afiadimos el siguiente conjunto
de aristas: {{z;, ZTomt+1-:}/0 < i < 2m + 1},
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Figura 6.6: a) Hg 4. b) Inmersién de Hg 4. en la botella de Klein

E) Hy s con k impar, m > 0, k > 7 (Figura 6.7a).

Anadimos dos ciclos wow; . . . wx_1wWy ¥ Vs . . . Ux_1v1, & un cilindro hexagonal
de longitud k y anchura m: {{z;, wa;}, {z,v2:}|0 < ¢ < (k—1)/2}. Una teselacién
hexagonal se obtiene afnadiendo aristas entre los vértices de grado dos de esta
nueva estructura. Estas aristas son:

{{Z(k+2i+1)/2aw2i+1}; {x(k+2i+1)/2>'v2i+1}|0 <i< (k- 1)/2}

Todos los grafos de esta familia también admiten una inmersién en la botella
de Klein (Figura 6.7b), obtenida borrando las mismas aristas que en el caso
anterior a una cuadricula (2m + 4) x k. Ademds se afiaden las aristas:

{(0,2i+1),2m+3,2i+ 1)[0<i < (k—1/2) = 1}

dando lugar a los dos ciclos periféricos, cuyos vértices de grado dos se etiquetan:
2z = (1,0) y z; = (3,k—1) con 0 < i < 2m+3. Por ultimo, afladimos las siguientes
aristas: {{zo, Zo}, {#, ZTamt+4-:}|0 <7 < 2m + 3}.

Las cinco familias de teselaciones hexagonales definidas son las obtenidas al
anadir aristas entre los vértices de valencia dos de los ciclos periféricos de un
cilindro hexagonal de longitud k y anchura m. Si afiadimos aristas entre los vérti-
ces de valencia dos de los ciclos periféricos de los cilindros hexagonales torcidos,
obtenemos dos nuevas familias de teselaciones hexagonales.
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Figura 6.7: a) Hy 4 b) Inmersién de Hy 4 ; en la botella de Klein

F) Hymg con k > m-+1ym > 3 (Figura 6.8a).

E(Hym,g) = E(CTym2) U {{z, w:}, {zs,v;}; 0 < i <m}

G) Hymp conk <m—2yk > 2 (Figura 6.8b).

E(Hk,m,h) = E(CTk,m,l) U {{zi,xi}IO S ) S k‘} U {’Ui,’wi}; 0 S ) S k— 1}

Es inmediato comprobar que todos los grafos que hemos definido son tesela-
ciones hexagonales. El siguiente paso es demostrar que estas familias engloban
todos los casos posibles. Para ello, vamos a demostrar, en primer lugar, que todas
estas familias de grafos son no isomorfas entre si, estudiando algunos invariantes
de grafos: nlimero cromatico, vértice transitividad y ciclos esenciales de longitud
minima. En segundo lugar, demostraremos que cualquier teselacién hexagonal

tiene que ser isomorfa a una teselacién perteneciente a alguna de las familias
definidas en los apartados anteriores.

Todas las teselaciones hexagonales que hemos definido admiten una inmersién
en el Toro o en la botella de Klein. De hecho, esto es un resultado general ya que
si G es una teselacién hexagonal con v vértices, e aristas y A hexagonos entonces
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Figura 6.8: a) Hy 4, b) Heap

v = 2h y 2a = 3v, por tanto la caracteristica de Euler de G es v+ h —a = 0. Por
el Lema 1.1, G admite una inmersién en el toro o en la botella de Klein.

Lema 6.1. 5i G es una teselacion hexagonal de las definidas en los apartados
A), B), C), D), E), F) y G), entonces el nimero cromdtico de G viene dado en
la siguiente tabla:

I G ] Hk,m,r | ch,m,a | Hk,m,b | Hk,m,c | Hk,m,f | Hk,m,g l Hk,m,h I
x&l 2 | 2 | 2 [ 5 [ 3 | 38 | 2 |

Demostracién. Demostramos en primer lugar que el nimero cromético de un
cilindro hexagonal H de longitud k£ y anchura m es 2 para todo £k y m. En
efecto, H tiene m + 1 ciclos, Cy, Ci, ..., Cp,, de longitud 2k (donde Cp y Cp,
son los ciclos periféricos). Como la longitud de estos ciclos es par, cada uno
de ellos admite una 2—coloracién. Para obtener una 2—coloracién de H basta
considerar la 2—coloracién {a, b, a,...,b} en C; y {b,a,b,...,a} en C;;;. Debido
a la condicién de 2—camino, cualquier 2—coloracién de un cilindro hexagonal de
longitud k y anchura m se caracteriza porque todos los vértices de valencia 2 de
un mismo ciclo periférico tienen asociado el mismo color y el color contrario a los
vértices de valencia 2 del otro ciclo periférico.
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Himyr, Hyma Y Himp se construyen afiadiendo aristas entre los vértices de
valencia 2 de los ciclos periféricos de un cilindro hexagonal de longitud &k y anchura
m. Como estos vértices tienen asociados colores distintos y el niimero cromético
del cilindro hexagonal es 2 se tiene que el niimero croméatico de Himpy Homa ¥
H k,mb €8 2.

Como Hy m . se obtiene afiadiendo aristas entre los vértices de valencia 2 de un
mismo ciclo periférico de H, su nimero cromético es mayor que 2. Para obtener
una 3—coloracién de Hy ,, . basta cambiar el color de los vértices J241y -+ -y The1
de Cn ¥y 2241, -+, 2k—1 de C.

Para construir Hy,  afiadimos dos ciclos, wow; . .. We—1Wo ¥ Vov1 . . . Up—1Vg &
un cilindro hexagonal de longitud & y anchura m. Estos ciclos tienen un nimero
impar de vértices siendo wg,wx_1 y vo,vk—1 adyacentes, por tanto el nimero
cromatico de Hy, m, s es mayor que 2. Obtenemos que el niimero cromético de este
grafo es 3 cambiando el color de los vértices wy_1 y z(r—1)/241 con 1 <1 < (k—1)/2
en Cy y andlogamente en C,,.

Para estudiar el ndmero cromético de Himg v Him,n tenemos que calcular
el niimero cromatico de los cilindros hexagonales torcidos CTima y CTiym 2. El
cilindro CTy, 2 se construye a partir de una escalera hexagonal de longitud k y
anchura m+1. Como cada escalera hexagonal admite una 2—coloracién, podemos
suponer que el vértice (0, m) tiene el color a y por tanto (0, 2k+m) y (m, 0) tienen
también el color a.

Debido a la condicién de 2—camino, los vértices (m, 2(k —m — 1) — (2§ + 2))
con 0 < j < k—m — 2 también tienen asignado el color a. Si (0, 2k + m) tiene el
color a entonces (0, 2k + m — 1) tiene el color b y por la condicién de 2—camino,
(0,2k+m—(2j+1)) con 0 < j < k—m 2 tiene el color b. Asf, (m,2(k—m—1)
tiene el color by (m+1, 2(k—m—1) el color a. Esto prueba que CTy, ,,, » admite una
2—coloracién. Usando argumentos similares obtenemos que el nimero cromético
de CTy .1 es también dos.

Hy, m,p se obtiene a partir de CTy 1, afiadiendo aristas entre los vértices de
valencia 2 de un mismo ciclo periférico. Cada ciclo periférico de CTym tiene
2k + 2 vértices de valencia 2, de los cuales k + 1 tienen asignados el mismo color
y son adyacentes a los otros k + 1 vértices que tienen asignados el color contrario;
en consecuencia Hy ., ; tiene nimero cromético 2.

Por otra parte, los dos ciclos periféricos de CT}, 2 tienen 2m + 2 vértices de
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valencia 2 coloreados exactamente con los mismos colores. Como Hj g S€ cOns-
truye ahadiendo aristas entre estos dos ciclos periféricos, tiene nimero cromatico
mayor que 2. Supongamos que tenemos una 2—coloracién del cilindro CT, ,, 2 tal
que los vértices de valencia 2 de los ciclos periféricos, C; y C, tienen asociados
los colores que se muestran en la tabla:

Cy: g 1 ... Ty 29 --- Zm
o o ... 0 1 ... 1
Co: w9 V1 ... Um Wo ... Wmp
o o0 ... o 1 ... 1

Introducimos un nuevo color, cambiando la coloracién de Cy:

Co: vy V1 ... Uy Wy ... Wny

3 3 ... 3 0 ... 0

Ademds, para obtener una 3—coloracién de Hy 4, tenemos que cambiar el
color 0 de m + 1 vértices de valencia de 3 de C, por el color 3. O

Una vez estudiados los nimeros cromaéticos de las teselaciones hexagonales
definidas, pasamos a estudiar otro de los invariantes que nos van a permitir dis-
tinguir unas familias de otras: los ciclos esenciales de longitud minima.

Definicién 6.5. Dados dos ciclos C'y C' en una teselacién hexagonal G, decimos
que C es localmente homotdpico a C' si existe una célula H, con C N H conexo y
C' se obtiene a partir de C reemplazando CN H por H —(C'NH). Una homotopta
es una secuencia de homotopias locales. Un ciclo en G se dice esencial si no es
homotépico a una célula. En caso contrario se dice que el ciclo es contractible.

Con los mismos argumentos que en el Lema 5.2 del Capitulo 5 se demuestra
que la definicién anterior es equivalente a la de ciclo esencial de un grafo inmerso
en una superficie. Denotamos I¢ a la longitud minima de los ciclos esenciales de
G. lg es invariante bajo isomorfismo.

Lema 6.2. Sea G una teselacién hexagonal de los tipos definidos en A), B), C),
D), E), F), G) entonces la longitud lg y el nimero de ciclos esenciales de dicha
longitud viene dado en las siguientes tablas:
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G numero de ciclos esenciales de longitud minima
m+1
stk<m+1
k( m+1 )
[(m+1)/2] —r sit < |[(m+1)/2] < k/2]
Hy
T r+ |(m+1)/2
k( L(m )/J> si [(m+1)/2) <r<|k/2]
m+1 sik=m+1
1+k&
mt Lt (L(m+1)/2j—r)
m+1 stk<m+1
Hyma 2mtl sik>m+1
2t 4 om 41 sik=m+1
m+1 sik<m+1
m+ 1 L(m+1)/4] m+1
2((772—4—1)/2)4_423‘:1 (m+1)/2-2j stk>m+1
Hymp
k L+/4] k sik=m+1yk>4
k+2(k/2)+4zj=1 k/2 - 2
2m + 2 )
. (k‘/2)< m+1 ) sidm+4<k+1
2 il . 4
ok sidm+4>k+1
2m + 4
(k—l)/2( i’ 2) sidm+8 <k
Hk,mf m+
9 stdm+8 >k
Hk,mh 2k+1
2 sik<2m+1 yk impar
Hk,mg

2(k + 2)

sik<2m+1 yk par
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G la
2k stk<m+1
Hymr 2(m + 1) sir<|(m+1)/2] < |k/2]
2m+1+r—[(m+1)/2)) si{im+1)/2] <r < |k/2)
Hima min(2k, 2m + 2)
Hk,m,b mm(2k, 2m + 2)
Hyme min(k + 1,4m + 4)
Hy g man(k,4m + 8)
Hy 2k +2
2(k —m) - 2[(m+1)/2] +3 sik>2m+1
Himyg k+2 stk <2m+1 yk impar
k+3 sik<2m+1 yk par

Demostracion. Tenemos dos formas distintas de unir j escaleras conteniendo 4
hexagonos cada una obteniendo dos estructuras que llamamos escalera i X 7 y
escalera desplazada i X j, mostradas en la Figura 6.9.

z

X

a) b)

Figura 6.9: a) Escalera desplazada 4 x 2 b) Escalera 4 x 2

A lo largo de toda la demostracién usaremos que el nimero de caminos de
longitud minima entre z e y 6 entre z y z en las escaleras ¢ X j o en las escaleras

desplazadas i X j es ( ¢ -; J ) y la longitud de dichos caminos es 2(i + j) — 1.
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Recordemos que todas las teselaciones hexagonales que hemos definido se
obtienen afiadiendo aristas entre los vértices de valencia 2 de un muro hexagonal
o de una escalera hexagonal (excepto en el caso de Hj 5 en el cul también
anadimos dos vértices). Estas aristas son llamadas aristas exteriores. Est4 claro
que cualquier ciclo esencial debe contener al menos una de estas aristas (en Hy, .,
las aristas {(0,2k+m), (0,2k+m—1)} y {(m—k—1,3k+2),(m—k—1,3k+1)}
no las consideramos aristas exteriores).

(1) Hk,m,r

Si k < m+ 1, cada una de las m + 1 aristas exteriores de la forma
{(3,0), (¢,2k — 1)} determina un tnico camino de longitud minima 2k — 1 uniendo
sus extremos. Por tanto, el nimero de ciclos esenciales de longitud minima es
m+ 1 y la longitud es 2k.

Sir < |[(m+41)/2] < |k/2], las k aristas de la forma {z;,z;4,} dan lugar
a los ciclos esenciales de longitud minima. Los caminos de longitud minima que
unen los dos extremos de estas aristas tienen longitud 2m + 1 y cada una de ellas
determina una escalera desplazada r+ (m+1)/2x (m—1)/2+1—r si m impar y
. m+41
(m+2)/2+7rx(m—2)/241—r si m par; por tanto tenemos & ( [(m+1)/2] = r >
ciclos esenciales de longitud minima 2m + 2.

Si [(m+1)/2] < r < |k/2], los caminos de longitud minima en el muro
hexagonal que unen los dos extremos de una arista exterior de la forma {z;, Ty, }
constan de dos partes. La primera parte es un camino de longitud 2m + 1 atrave-
sando el muro hexagonal y la segunda es un camino de longitud 2r —2{(m+1)/2]
a lo largo de un ciclo periférico del cilindro hexagonal. Cada una de estas k aris-
tas exteriores genera una escalera desplazada r — (m + 1)/2 X m si m impar

67— (m+2)/2 x m si m par. Por tanto, tenemos k [ +Lm+1)/2] ) ciclos

m
esenciales de longitud minima 2(m + 1+ 7 — | (m +1)/2]).

Si k = m + 1 la longitud es 2k y el nimero de ciclos esenciales de dicha
longitud es la suma de los obtenidos en el primer y segundo caso. En la Figura
6.10a mostramos un ejemplo. Los ciclos esenciales de Hsq, los determinan las
aristas exteriores, que son a,b,¢,d,e, f y 0,1,2,3,4. Los de longitud minima son
los ciclos de longitud 10 determinados por a,b,c,d,e y f. Las aristas 0,1,2,3
y 4 dan lugar a ciclos esenciales de longitud mfnima 12 y los caminos de dicha
longitud que unen los extremos de cada una de estas aristas generan escaleras
desplazadas 1 x 5 (marcada la correspondiente a la arista (1)).
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a b c de f a b d e f
b—4 ——dg — ——— 0—'][_"—"
4 - 4 2 5 - q 1
4 p—4 —te
— —— r—
4 — p—e 2
3 nth o ikt K 4 4 &
— < p—e Ef LT — —< 3
2 —9  §-t 0 —e 9 o4
bt b—b 2 —t o4 4
] . 4 —¢ &
- P — 5
b —9 ¢
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0 —t o9 b—:_l—v 0
a bcd ef a b cde f
a) b)

Figura 6.10: a) Ciclos esenciales en Hj 42 b) Ciclos esenciales en Hgp ), ¢) Ciclos
esenciales en Hy 44

(2) Hk,m,a
Si k < m+1, las m+ 1 aristas de la forma {(¢,0), (¢,2k — 1)} dan lugar al
mismo numero de ciclos esenciales de longitud minima que en el caso anterior.

Si k > m + 1, los ciclos esenciales de longitud minima los generan aristas
exteriores del tipo {zo, 21}, {21, %o}, {2i, Zk+1-i} con 2 < i < k — 1. Los camino
que atraviesan el muro hexagonal y que unen los extremos de estas aristas tienen
longitud minima 2m + 1, por tanto la longitud Iy, ,, , es 2m + 2. Estos caminos
generan escaleras desplazadasiXj coni =m+1—3jy0 < j < m+1 entendiéndose
la escalera m+1x0 6 0 x m+1 como una escalera habitual de longitud m+1. Asi,

. . . . ;s 1
el ndmero de ciclos esenciales de longitud minima es Z?g)l ( m;— ) = 2mtl,

Sik = m+1 sumamos los ciclos esenciales obtenidos en los dos casos anteriores.

(3) Himp

Si k < m+1, tenemos la misma situacién que en el caso anterior. Si k& > m+1,
las aristas exteriores del tipo {29, %o}, {2, zk—i} con 1 < 4 < k — 1 son las que
determinan los ciclos esenciales de longitud minima 2m + 2. Dos de estas aristas
dan lugar a escaleras desplazadas (m + 1)/2 x (m + 1)/2 y el resto agrupadas
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de 4 en 4 dan lugar a escaleras desplazadas (m + 1)/2 4+ 25 x (m + 1)/2 — 27,
1 < j < |(m+1)/4]; por tanto el nimero de ciclos esenciales de longitud minima

2 ( (mm++1)1/2 ) +4 L(mji:;)/‘” ( (m +n;)721 2 )

Sik=m+1yk > 4lalongitud es 2k y el nimero de ciclos esenciales de
longitud minima se obtiene sumando las cantidades anteriores.

Sik:4ym=3hay4+2+2(g

) = 18 ciclos esenciales de longitud
minima.

En la Figura 6.10b se muestra un ejemplo. Todas las aristas exteriores de Hg 55
generan ciclos esenciales de longitud minima 12, ya que k = m + 1. En la figura
hemos marcado las escaleras desplazadas 5 x 1 y 3 x 3 generadas por los caminos
de longitud 12 que unen los extremos de las aristas 1 y 3 respectivamente.

(4) Hk,m,c

Para contar los ciclos esenciales de longitud minima utilizamos la inmersién
de este grafo en la botella de Klein.

Si 4m +4 < k + 1, cada una de las k/2 aristas exteriores de la forma
{(0,2i + 1),(2m + 1,2i + 1)} con 0 < i < (k/2) — 1 determina una escalera
desplazada (m 4 1) x (m + 1), en la cual la longitud mfnima de los caminos de
que unen los extremos de dicha arista es 4m + 3. Por tanto, el nimero de ciclos
2m + 2

esenciales de longitud minima es (k/2) ( 1

> y la longitud de estos ciclos
4dm + 4.

Sidm + 4 > k + 1, hay exactamente 4 aristas exteriores que generan ciclos
esenciales de longitud minima k + 1. Los caminos de longitud minima que unen
los dos extremos de cada una de estas aristas generan una escalera (k/2) — 1 x 1;

luego el niimero de ciclos esenciales de longitud minima es 4 ( (k{2) ) = 2k.

(5) Hym, s

En este caso también utilizamos la inmersién de este grafo en la botella de
Klein. Si 4m + 8 < k, razonando como en el caso anterior obtenemos (k — 1)/2
aristas exteriores dando lugar a escaleras desplazadas (m + 2) x (m + 2). Si
4m + 8 > k, solo tenemos dos ciclos esenciales de longitud k& generados por las
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aristas:

{2m+3,0),2m+3,k—1)} y {(m—-1)/2,0),((m—1)/2,k—1)}

(6) Him,n

La arista {zo, 29} determina un ciclo esencial de longitud minima 2m + 2.
Las aristas {(m — k — 1,3k + 2),(m,0)}, {(0,2k + m),(k+1,m —k —2)} y
{G,2k+m—34),(k+j+1,m—-k—3j5—2}conl < j<m-—k-—2nodan
lugar a ningun ciclo esencial de longitud minima. De las aristas restantes, hay
2k +1 que generan ciclos esenciales de longitud minima distintos y 2 que generan
el mismo ciclo esencial de longitud minima. Cada k+ 1 de estas aristas dan lugar
a escaleras i X jcon i =k — jy 0 < j < k luego el nimero de ciclos esenciales

de longitud minima es 2 Z?:o ( I; ) = 2k+1,

(7) Hk,m,g

Si k = 2m + 1 las aristas exteriores que dan lugar a los ciclos esenciales de
longitud minima son {2z, wn} y {%m,vn} porque son las Unicas aristas cuyos
extremos estdn unidos por un camino que atraviesa el cilindro torcido usando
m + 1 hexdgonos y dos aristas por cada hexagono, luego g, ,, , = 2m + 3. Cada
una de estas aristas exteriores genera una escalera desplazada 0 x m+ 1 por tanto
hay dos ciclos esenciales de longitud 2m + 3.

Sik < 2m+1y k par, hay 4 aristas exteriores que producen ciclos de longitud
minima, y son aquellas cuyos extremos estdn unidos por un camino que atraviesa
el cilindro torcido hexagonal utilizando k/2 hexdgonos, luego la longitud minima
es 2(k/2)+3. Cada una de estas aristas exteriores genera una escalera desplazada
1 x k/2 por tanto hay 4(k/2 + 1) ciclos esenciales de longitud k + 3.

Si k < 2m + 1 y k impar, con razonamientos analogos al caso anterior se
obtiene que hay 2 aristas exteriores que producen ciclos de longitud minima y
son las que permiten atravesar el cilindro torcido hexagonal utilizando (k + 1)/2
hexagonos, luego la longitud minima es 2((k + 1)/2) + 1 = k + 2. Cada una de
estas aristas exteriores genera una escalera desplazada 0 x (k + 1)/2 por tanto
hay 2 ciclos esenciales de longitud k + 2 (Figura 6.10c).

Si k > 2m + 1 tenemos que la longitud minima de los ciclos esenciales es
la suma de las longitudes minimas de dos caminos. El primero de ellos es un
camino de longitud minima que atraviesa la escalera hexagonal y el segundo es
un camino en un ciclo periférico de CT, ,, 2. Calculando las longitudes de estos
caminos tenemos que lg, . = 2(k —m) —2[(m +1)/2] +3. O
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El dltimo invariante de grafos que vamos a estudiar en este capitulo es la
vértice-transitividad.

Lema 6.3. Si G es una teselacién hexagonal de las definidas en los apartados
A), B), C), D), E), F) y G), entonces G es vértice-transitivo si y sdlo si G es
isomorfo a Hymy 6 Hyma con m impar.

Demostracion. Un automorfismo de grafos conserva las adyacencias, es decir, si
u, v son adyacentes entonces o(u),o(v) también lo son. Por tanto, es evidente que
si C es un ciclo, o(C) es un ciclo de la misma longitud. Adem4s, los automorfismos
de grafos llevan ciclos esenciales en ciclos esenciales. En efecto, si C no es esencial
entonces es homotdpico a una célula, luego C determina una regién simplemente
conexa y como los automorfismos de grafos llevan regiones simplemente conexas
en regiones simplemente conexas, la imagen por o de C tiene que ser un ciclo no
esencial.

Hy, m,r €s vértice-transitivo, ya que dados dos vértices del grafo u y v existe una
traslaciéon que me lleva u en v. Andlogamente con Hy ,, . Los grafos pertenecientes
a las demas familias no pueden ser vértice-transitivos porque por lo comentado
anteriormente, si un grafo es vértice-transitivo entonces todos los vértices del
grafo tienen que pertenecer al mismo ndmero de ciclos esenciales de longitud
minima. Por el Lema 6.2 es facil comprobar que todos los grafos pertenecientes a
las familias Hy, ;o con k # 4 6 m par, Hemp, Hime, Hem. f Hymg v Him,p 0O
cumplen esta dltima condicién. O

Lema 6.4. Las siguientes familias de teselaciones hezagonales son no isomorfas:

A) Hypmy con 0<r<|k/2],m>2yk>3. Sim=1 entoncesk >3 y
tk/2] >7r>2.Sim=0 entoncesk >4,5<r<kyr
impar.

B) Hima con m>2 k>3.

C) Himp con k par, m impar, m > 3, k > 4.

D) Hyme con m>1,k par, k> 6.

E) Hims con kimpar, m>0,k>7.

F) Hgmg con k>m+1,m>3.

G) Hypmp con k<m-—1,k>2.



6.2. Clasificacién de las Teselaciones Hexagonales 123

Demostracion. Por los Lemas 6.1 y 6.3, basta probar que los grafos dados en los
siguientes casos son no isomorfos:

(1) Hkma ¥ Hikmp no pueden ser isomorfos ya que todos los grafos de la
primera familia contienen a lo sumo un doble circuito hexagonal de Mébius y los
de la segunda contienen exactamente dos.

(2) Para probar que Hymge ¥ Himp son familias no isomorfas, vamos a
suponer que para cada K > 3y m > 2 existen k; y my tales que Hymqo ¥
Hp, m, n son isomorfos y asf obtener una contradiccién. Si ambos grafos son iso-
morfos, tienen igual nimero de vértices, de ciclos esenciales de longitud minima
Yty o = Uy no €8 decir:

Por tanto, las longitudes minimas de los ciclos no desorientadores de Hima ¥
Hymn son 2k y 4(m + 1) respectivamente, y asi llegamos a una contradiccién.
Con un razonamiento andlogo se obtiene que Hymp ¥ Himp son familias no
isomorfas.

(38) Por construccién las familias Hg s y Him, D0 pueden ser isomorfas, ya
que en general, no coincide el nimero de vértices de los grafos pertenecientes a
cada familia. Dado Hy, s con k; y my impares no existen k, m con k par tales
que Hy, m, 5 ¥ Him, tengan el mismo nimero de vértices:

= ki(my +2) = k(m+ 1)
—— e —

impar par

[V (Hiymi )l = 2ki(my +2) }
’V(Hk,m,c” = Zk(m+1)

Ademaés, la familia Hy . no estd contenida en la familia Hy, m, 5 ya que, por
el Lema 6.2 es evidente que para cualquier valor de k y m no existen k; y m; tales
que Hy ey Hiym,, s tengan la misma longitud minima de los ciclos esenciales y
el mismo nimero de ciclos de dicha longitud.

(4) Por el Lemma 6.2, Hy m, no es isomorfo ni a Hyme ni & Hy pp porque
la longitud g y el ntmero de ciclos esenciales de longitud minima no coincide en
estos grafos. O
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Teorema 6.5. Si G es una teselacidn hexagonal con N vértices, entonces se
verifica uno y sélo uno de los siguientes apartados:

A) GxHppmy con N=2k(m+1),0<r<[k/2],m>2,k>3. Sim=1
entonces k >4 y |k/2) >r > 2. Sim =0 entonces k > 4,
5 < r <k yr impar.

B) G~Hima con N=2k(m+1),m>2,k>3.

C) G~Hgmp con N=2k(m+1),k par, m impar, m > 3, k > 4.

D) G~Hgme conN=2k(m+1), m>1,k par, k > 6.

E) G~Hgms con N=2k(m+2),k impar, m>0,k>7.
F) G~Hgpmy con N=2(m+1)(k+2),k>m+1, m>3.
G) GxHypmy conN=2m+1)(k+1),k<m—-1,k>2.

21Ty

Demostracion. Los argumentos utilizados en esta demostracién son bdsicamente
los mismos que los utilizados por Thomassen en [35]. La diferencia fundamental
entre ambas pruebas es que nosotros incluimos dos nuevas familias a la lista dada
en el Teorema 3.1 de [35], Hymyg y Himn Ademés, consideramos las familias
Hyq y Hgme de [35] como casos degenerados de las familias Hymys y Hemr
respectivamente.

Sea G una teselacién hexagonal con N vértices. Consideramos dos casos.

Caso 1: G contiene un circuito cilindrico hexagonal de longitud k.

"Tenemos dos opciones, extender dicho circuito a un cilindro hexagonal méxi-
mo, H, o a un cilindro hexagonal torcido, H'. Supongamos en primer lugar que
extendemos el circuito de longitud & a cilindro hexagonal méaximo de anchura m,
H. Sean Cy y Cy, los ciclos periféricos de H, cuyos vértices de valencia 2 estdn
etiquetados de la forma habitual: Cy : 29, 21,...,2k-1 ¥ Cp : 2o, 1, . .., Tp—1. Si
existen dos vértices z € V(Cy), y € V(Cy,) tales que {z,y} € A(G) entonces por
ser G una teselacién hexagonal, tiene que cumplir la condicién de 2—camino, es
decir, cada vértice de Cp que esté a distancia 2 de z es adyacente a un vértice
de C;, que esté a distancia 2 de y. Repitiendo este proceso con todos los vértices
de valencia 2 de Cy y C,,, obtenemos tres posibilidades distintas de afiadir aristas
que dan lugar a las familias de grafos Hy, , Himao Yy Himp Es facil comprobar
que no hay més posibilidades, ya que el grafo que obtendriamos no serfa una
teselacién hexagonal.
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{zl,ml} € A(G) = {Zi,ﬁi} € A(G) =G~ Hk,m,?‘a r=0.
Si{zo,20} € A(G) = 6
{Zz,itk_l} c A(G) = {Zi, xk—i+1} € A(G) = G~ Hk,m,b-

{Zl,fri+1} S A(G) =G~ Hk,m,ra r> 0.
Si {z0,:) € A(G),i £ 1= 6
{Zl, CL‘i_l} € A(G) =G~ Hk,m,a~

Si ningtn vértice de Cy es adyacente a un vértice de C,,, entonces Thomassen
demuestra que G se obtiene o bien, a partir de H uniendo vértices diametralmente
opuestos de valencia dos de Cy y anélogamente de C,,, o anadiendo dos ciclos a
los vértices de valencia 2 de cada ciclo periférico [35]. Asi, G es de la forma Hy .
é Hk,m’f.

Supongamos ahora que extendemos el circuito cilindrico hexagonal de longi-
tud k£ a un cilindro hexagonal torcido, CT{x/2)-1,m,1 6 CTi (k/2)-1,2, cuyos ciclos
periféricos C} y C; estdn etiquetados como se muestra en la Figura 6.3. Si algtin
vértice de C se une a algiin vértice de Cs, entonces por la condicién de 2—camino
cada vértice de valencia 2 de C tiene que ser adyacente a un vértice de valencia
2 de Cs. En un cilindro hexagonal torcido tenemos que dos vértices consecutivos
de valencia 2 de un ciclo periférico estan a distancia 2, excepto las parejas gz,
wowy Y Yoty en CTy 1 ¥ 20Tk, WiVg €0 CT 2, que estdn a distancia 1 6 4 depen-
diendo del caso (Figura 6.3). Estas parejas determinan la forma de unir vértices
en un cilindro hexagonal torcido a fin de obtener una teselacién hexagonal. Hay
dos posibilidades, si z; es adyacente a v; y z; a w; estariamos en el caso anterior.
Si z; es adyacente a w; y z; a v;, G es isomorfo a Hj (k/2)-1,¢-

Si ninglin vértice de C es adyacente a un vértice de Cy, cada vértice de
valencia 2 de un ciclo periférico tiene que ser adyacente a un vértice de valencia
2 del mismo ciclo periférico. Solo hay una posibilidad, z; adyacente a z; y v; a w;,
por tanto G es isomorfo a Hy/a—1,mh-

Caso 2: G no contiene un circuito cilindrico hexagonal de longitud k.

En 1991, Thomassen [35] demuestra que una teselacién hexagonal G que no
contenga un circuito cilindrico hexagonal verifica lo siguiente:

¢ Si G contiene un doble circuito hexagonal de Mobius entonces G es isomorfo
al grafo degenerado Hy 4 >~ Hy .
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e S5i G no contiene un doble circuito hexagonal de Mobius entonces G es
isomorfo a la teselacién hexagonal degenerada Hy me =~ Hi/20.m- O

Corolario 6.6. La arista conectividad de una teselacion hezagonal es igual a 3.

La demostracién de este resultado es inmediata a partir de la demostracién
del teorema de clasificacién de las teselaciones hexagonales.

6.3. Clasificacion de los Grafos Localmente Cj

Un grafo conexo G se dice que es localmente Cy si el conjunto de vecinos de
cada vértice de G induce un subgrafo isomorfo a Cs. Como Cs es un ciclo de
longitud 6, la estructura alrededor de un vértice cualquiera z de G es la mostrada
en la Figura 6.11. Los grafos localmente Cg son simples y cada vértice pertenece
exactamente a 6 tridngulos.

Figura 6.11: Estructura local alrededor de z

El objetivo de esta seccién es clasificar los grafos localmente Cs, mostrando
que existen infinitos grafos no isomorfos que son localmente Cys y que todos ellos
admiten una inmersién en el toro o en la botella de Klein.

El Teorema de clasificacién de estos grafos se obtiene directamente a partir
del Teorema de clasificacién de las teselaciones hexagonales (Teorema 6.5) ha-
ciendo uso del siguiente resultado demostrado por Thomassen [35], en el cual se
prueba que los grafos localmente Cj son los duales geométricos de las teselaciones
hexagonales (Figura 6.12).
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Figura 6.12: Estructura hexagonal y su dual

Teorema 6.7. [35] Sea G un grafo 6—regular conexo y C una coleccidn de
3—ciclos en G tal que, para cada vértice v de G, hay exactamente seis ciclos
en C que contienen a v y su union es una 6—rueda cuyo centro es v. Supongamos

ademds que G no tiene un subgrafo no plano de radio 1. Entonces G es el grafo
dual de una teselacidn hexagonal.

Teorema 6.8. Sea G un grafo localmente Cg con N vértices. Entonces se verifica
uno y solo uno de los siguientes apartados:
A) G~ (Higmr)* con N=k(m+1),0<r<|k/2],m>2,k>3. Sim=1
entonces k >4 y |k/2| > r > 2. Sim =0 entonces k > 4,
5<r <k yr impar.

B) G~ (Hgma)* con N=k(m+1),m>2k>3.

C) G~ (Hgmp)* con N =k(m+1), k par, m impar, m >3, k > 4.
D) G~ (Hgme)* con N=k(m+1), m>1,k par, k> 6.

E) G~ (Hymys)* con N =k(m+2), k impar, m>0,k>1.

F) G~ (Hgmg)* conN=(m+1)(k+2),k>m+1,m2>3.

G) G~ (Hgmp)* con N=(m+1)(k+1),k<m—1,k2>2.

Corolario 6.9. La arista conectividad de un grafo localmente Cs es igual a 6.

Mostramos dos ejemplos de grafos localmente Cg en la Figura 6.13.
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6.4. Relacion de Menor con los Grafos

Localmente Cuadriculados

En esta seccién establecemos una relacién de menor entre los grafos localmen-
te cuadriculados, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cy. Esta
relacién va a ser fundamental en el préximo capitulo a la hora de demostrar la
orientabilidad local de las teselaciones hexagonales y de los grafos localmente Cs.

Lema 6.10. Si G es un grafo localmente cuadriculado entonces G* = G si
G e (T}, Ky Spat v (K )" = K2, siendo G* el dual geométrico de G.

hijklmnopg 876 54321z7

yvabcdefghijklmnopqgrstuvw ¥ »
w
v w
7 7 b v
6 6 s U
5 < s r t
4 q
*; P AS
3 < 0 r
n q
2 2 p
1 1 7 o
n
k m
, J [
abcdefghijklimnopgrstuvwy ;1 ;‘
)
h
a)

Aiz12345678 qponmlkj i h

b)

Figura 6.13: a) (Hy110)* b) (H74,)*
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Demostracion. Debido al Teorema de clasificacién de los grafos localmente cua-
driculados enunciado en el capitulo anterior, sabemos que si G es un grafo local-
mente cuadriculado con N vértices, entonces G es isomorfo a un tnico grafo de
una de las siguientes familias:
T;:‘I’ KI(’)a‘I’ Ké:‘]’ KI%#I’ Sp,q

Sea H la cuadricula p x q. H tiene (p—1)(g — 1) cuadrados (ciclos de longitud
cuatro). Sustituimos cada cuadrado, por un vértice y dos vértices son adyacentes
sl sus correspondientes cuadrados comparten una arista. El grafo resultante es
una cuadricula (p — 1) x (¢ — 1). Para construir grafos localmente cuadriculados,
afladimos aristas entre los vértices de valencia 2 y 3 de H, es decir, afiadimos
p + ¢ — 1 cuadrados. Por tanto, si G es un grafo localmente cuadriculado con pgq
vértices, entonces G* tiene pg vértices y es obtenido afiadiendo aristas entre los
vértices de valencia 2 y 3 de una cuadricula p x g, que denotamos H'. Etiquetamos
los vértices de H y H', (i,j) y (i,7)* respectivamente, con 0 < i < p—1y
0<j<q-—-1

(1) SiG ~T? , cada vértice (0, 5)* con 0 < j < g—1 estd asociado al cuadrado
de vértices (0,7—1), (1,7—1), (0,5+1) y (1,5+1) (tomando coordenadas médulo ¢
para j = g—1), entonces tiene que ser adyacente al vértice del cuadrado (0, j—1),
(p—1,7-1),(0,5+1), (p—1,j+1), quees (p—1,5)*. Ademsds, los vértices (z,0)*
y (i+0,¢g—1)* con 0 <7 < p—1 tienen que ser adyacentes porque los cuadrados
(¢,0), (¢ +1,0), (i +d6,q—1), G+d+1,g—1)y i+06,q-1), G+6+1,qg-1),
(14+d,9—2), (i+6+ 1,9 —2) (tomando coordenadas médulo p para ¢ = p — 1)
comparten una arista. Por tanto, V((T¢,)*) ~ V(T2,) y A((T3,)*) =~ A(TE,)-
(Figura 6.14a)

(2) Si G ~ K, ,, al igual que ocurrfa en el caso anterior cada vértice (0, 5)*
estd asociado al cuadrado de vértices (0,7 — 1), (1,5 — 1), (0,5 + 1) y (1,7 + 1),
entonces tiene que ser adyacente al vértice del cuadrado (0,5 — 1), (p—1,5—1),
0,j+1), (p—1,j+1), quees (p—1,5)"

El vértice (¢,0)* con 0 < ¢ < p — 1 est4 asociado al cuadrado (¢,0), (¢ + 1,0),
(p—i-1,g—1), (p—1~2,q—1), luego tiene que ser adyacente al vértice del
cuadrado (p—2—1,¢—1), (p—i—2,9-1), (p—i—1,¢-2), (p—1—-2,9—-2),
es decir, adyacente a (p —i — 1,¢ — 1)*. Por tanto, V((K, )*) ~ V(K},) ¥
A((K, ) ~ A(K, ).

(3) SiG ~ S, con p < g, cada vértice (0, 7)* con 0 < j < p—1 esta asociado
al cuadrado de vértices (0, 7), (1,7), (0,7 +1) y (1,5 + 1) (tomar coordenadas
médulo p para j = p — 1), luego tiene que ser adyacente al vértice del cuadrado

(Oaj)a (]7q - 1)7 (07.] + 1)) (.7 + 17q - 1)7 que es (J)q— 1)*
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Por otra parte, los vértices (4,0)* y (p—1,q—p+1i)* con 0 <4 < p— 1 tienen
que ser adyacentes porque los cuadrados (¢,0), (: + 1,0), (3,1), (i +1,1) y (3,0),
(14+1,0), (p—1,9g—p+1), (p—1,g — p+i+1) comparten una arista.

Por tltimo, los vértices (0,4)* y (p—1,5—p)* con p < i < g—1 son adyacentes
porque sus cuadrados respectivos, (0,4), (0,:+1), (1,2), (1,144) y (0,4), (0,3+1),
(p—1,i—p), (p—1,i+1— p) (tomando coordenadas médulo ¢ para i = g — 1)
comparten una arista. Por tanto, V((Sy4)") = V(Spq) v A((Spq)*) = A(SS ). Si
G ~ S, 4 con p > g se demuestra de forma anéloga.

(4) Si G ~ K}, razonando como en (1), cada vértice (0,7)* es adyacente a
(p — 1,7)*. Los vértices (p — 1,0)* y (p — 1,q — 1)* tienen que ser adyacentes
porque los cuadrados (p - 1,0), (0,0), (p—1,¢—1), (0,g—1) y (p~ 1,4 — 1),
(r—1,9-2), (0,g —2), (0,q — 1) comparten una arista. Como por definicién
p es par, G* es un grafo localmente cuadriculado y tiene dos adyacencias fijas

entonces G* es isomorfo a K7 . (Figura 6.14b) O
J ok f g h i J i h g f Kk
107161 78! 9 mii9 s 7l
€ [ e e
5 5 5 5
d d d d
4 4 4 4
[ 4 4
3 3 3 3
b b b b
2 2 2 2
a a a a
1 I I I
s 171891l 10 1 61718 9l 0] 1
fo8 R0 j ok ;o8 ko i j k
a) b)

Figura 6.14: a) T¢; y su dual, 7¢; (punteado) b) K¢, y su dual, K2, (punteado)
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Teorema 6.11. Los grafos localmente cuadriculados son menores de las tesela-
ciones hexagonales y por dualidad de los grafos localmente Cs.

Demostracidn. Sea H una teselacién hexagonal. Por el Teorema 6.5, H pertenece
a una de las familias:

Hk,m,m Hk,m,av Hk,m,b; Hk,m,c; Hk,m,fy Hk,m,g> sz,m,h

Para probar que los grafos localmente cuadriculados son menores de las tesela-
ciones hexagonales, vamos a seleccionar un emparejamiento perfecto en cada una
de las familias, esto es, una seleccién de aristas de A(H) que contienen a todos
los vértices del grafo. Entonces obtenemos el grafo localmente cuadriculado con-
trayendo las aristas de este emparejamiento y eliminando aristas dobles si fuera
necesario. Hay exactamente dos casos en los cuales tenemos que eliminar aris-
tas dobles, Hym s y Himp El emparejamiento perfecto debe verificar algunas
condiciones. Debe contener a lo sumo una arista exterior de H y dos aristas no
incidentes por cada hexdgono de H. Hay solo un caso en el cual el emparejamiento
contiene cuatro aristas de m + 1 hexdgonos, este es H 5.

Sea C un cilindro hexagonal de longitud k y anchura m. Tomamos el siguiente
emparejamiento perfecto, P, en C:

{6,25), 0,2/ + 1)} |0<i<m,0< j<k—1}

Contrayendo las aristas pertenecientes a P obtenemos un cilindro cuadriculado
k x (m+1). Este emparejamiento es un emparejamiento perfecto de Hg m r, Him.a
y Hgmp y ninguna arista exterior de estos grafos estd contenida en P. Asi, el
resultado de contraer las aristas de P en Hy . es el grafo T}, ., en Hgmgq €5
K} i1 st kpary Ki, . sikimpar,yen Hymy es el grafo K ..

Para seleccionar un emparejamiento en Hy, , . utilizamos la inmersién de este
grafo en la botella de Klein, y tomamos el mismo emparejamiento perfecto que
especificamos en el caso anterior. Contrayendo las aristas de P obtenemos el grafo
Kgm+2,k/2'

El caso de Hy m, s es diferente. Tomamos la inmersién de este grafo en la botella,
de Klein, y los hexdgonos de vértices (0,1)(0,1+1)(0,1+2)(1,1)(1,1+1)(1,1+2)
con 2 <[] < 2k — 5. Entonces, un emparejamiento perfecto viene dado por:
P = Pl U Pg con:

Pr={{(5,25),(5,25 + 1)} | 0 <i <m,0 < j < 1/2}
Pyo={{(6,0+1),6G,1+2)},...{(42k-2),3G2k—1)}]|0<i<m}
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Si las aristas de P son contraidas eliminando las aristas dobles resultantes,
obtenemos K3 +4,(k~1)/2" Como ilustracién de estas operaciones ver el ejemplo
desarrollado en la Figura 6.16. En este ejemplo, empezamos con el grafo Hy 4 y
seleccionamos un emparejamiento P, formado por las aristas punteadas. Contra-
yendo estas aristas y eliminando las aristas dobles obtenemos el grafo K 122’3.

En una escalera hexagonal de longitud k y anchura m, consideramos las si-
guientes aristas para el emparejamiento:
{(01 m— 1)7 (07 m)}7 {(07 m-+ 1)7 (07 m+2)}7 AR {(07 2k +m— 3)7 (07 2k+m— 2)}:
{(3, m—(i+1)), (i, n—1)}, {(&, m—(i+1)+2), (i, m—i+2)}, ..., {(i, 2k+m—(i+1)),
(t,2k+m—1)} con 1 <4 < m.

Para obtener un emparejamiento perfecto en Hy ., afiadimos las aristas
{(0,2k4+m—1),(0,2k+m)} y {(m—k—1,3k+2), (m,0)}. Contrayendo las aristas
de P y eliminando las aristas dobles resultantes de la contraccién, obtenemos el
grafo localmente cuadriculado Sp,+1 441 con k < m.

Si consideramos una seleccién similar de aristas en una escalera hexagonal de
longitud k y anchura m + 1, y afiadimos {(0,2k + m),(m + 1,2(k — m — 1))}
conseguimos un emparejamiento perfecto de Hy m , cuya contraccién da lugar al
grafo Sp,1,k42 con k > m + 1. En la Figura 6.17 se muestran estas operaciones.

En los grafos localmente Cg, seguimos el mismo procedimiento que para las
teselaciones hexagonales. En cada caso tomamos el conjunto de aristas duales de
las aristas pertenecientes al emparejamiento P. (Figura 6.15).

Figura 6.15: ¢ y d son las aristas duales de a y b respectivamente

Si G es un grafo localmente cuadriculado obtenido a partir de la contraccién
de las aristas de P y eliminacién de las aristas dobles resultantes en una teselacién
hexagonal H, entonces G* se obtiene por el borrado en un grafo localmente C,
H*, del conjunto P* de aristas duales asociadas al emparejamiento perfecto P
y la contraccién del conjunto de aristas duales asociadas a las aristas dobles
resultantes por la contraccién de P. Por los Teoremas 6.5 y 6.8 y el Lema 6.10,
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todos los casos quedan perfectamente determinados. En las Figuras 6.16 y 6.17
mostramos dos ejemplos. En la Figura 6.16, empezamos por Hy, 7 seleccionando
las aristas duales de aquellas pertenecientes al emparejamiento perfecto de Hy 4 .
Aplicando las operaciones de menor obtenemos K?2,3’ que es el grafo dual de
K 122,3. En la Figura 6.17, eliminamos las aristas duales de aquellas pertenecientes
al emparejamiento de Hy 4, obteniendo Syy.

Para concluir:

. Menor por contraccion
Teselacién o,
y eliminacién de
Hexagonal
arstas dobles
T
Hk:,m,r Tk,m+1
Kgpmin st kopar
Hk,m,a Kl, i ki
i1 Si impar
2
Hym,p [gk,m+l
Hm,e I2(2m+2,k/2
Hk,m, K2m+4,(lc—1)/2
Hk,m,g Sm+1,k+2
Hy Sms1,k+1
1 dual
Grafo Menor por borrado y
Localmente C contraccién de aristas duales
6 .
de aristas dobles
* i
Hk:,m,r Tk,m+1
2 .
. Ki .1 st kpar
kymya 1 . .
Ky 1 stk impar
* 0
Hk,m,b Kk,m+1
* 2
Hk,m,c K2m+2,k/2
* 0
Hk:,m, K2m+4,(k—1)/2
*
Hk:,m,g Sm+1,k+2
Hy i Sm+1,jk+1
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Figura 6.16: Borrado y contraccién de las aristas de un emparejamiento perfecto
en Hrgpy H7, g
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en H7,419 y H’?,‘l,g




CAPiTULO 7

Teselaciones Hexagonales y Grafos Localmente Cg:
Tutte Unicidad

Una vez demostrados los teoremas de clasificacién de las teselaciones hexa-
gonales y de los grafos localmente Cg y siguiendo con la linea de investigacién
desarrollada para los grafos localmente cuadriculados, en este capitulo establece-
mos la maquinaria necesaria para demostrar que estas familias de grafos son Tutte
unicas. Debido a la similitud en los célculos nos centramos en el caso de las tese-
laciones hexagonales pues realizar el mismo desarrollo para los grafos localmente
Cs no aporta nada nuevo desde el punto de vista matemaético.

7.1. Introduccion

Para demostrar la Tutte unicidad de los grafos localmente cuadriculados se
desarrollé (ver [29]) un sistema que permitié codificar y contar conjuntos de aris-
tas en cada uno de los grafos localmente cuadriculados dados en el teorema de
clasificacién. El objetivo era poder determinar que dados dos grafos localmente
cuadriculados no isomorfos existia un coeficiente distinto del polinomio de Tutte
asociado a cada uno de estos grafos, basdndose en que el polinomio de Tutte aso-
ciado a un grafo cualquiera H nos dice, para cada ¢ y j, el nimero de conjuntos
de aristas que hay en H de rango ¢ y tamaiflo j.

El sistema que se desarrolla para codificar conjuntos de aristas estd basado
fundamentalmente en la orientacién local definida en estos grafos. Dos aristas

137
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incidentes con un vértice v de un grafo localmente cuadriculado G se dicen ad-
yacentes si existe un cuadrado (ciclo de longitud 4) conteniéndolas a ambas; en
caso contrario se dice que las aristas son opuestas. Una orientacion en un vértice
v consiste en etiquetar las cuatro aristas incidentes con él biyectivamente con
las etiquetas N, S, E, W de tal forma que las aristas etiquetadas N y S sean
opuestas, y andlogamente las etiquetadas E y W. La orientacién en un vértice
v se puede extender a todos los vértices de un camino que comience en v. Asi,
partiendo de este vértice y siguiendo las instrucciones N, S, E y W podemos
recorrer conjuntos de aristas contenidos en el grafo.

En este capitulo desarrollamos un sistema similar para codificar y contar con-
juntos de aristas en las teselaciones hexagonales. En primer lugar, demostramos
que estos grafos son localmente orientables, a partir de la relacién de menor
existente entre las teselaciones hexagonales y los grafos localmente cuadriculados
(andlogamente se demuestra que los grafos localmente Cy también son localmente
orientables a partir de su respectiva relacién de menor con los grafos localmen-
te cuadriculados). Esta propiedad, nos va a permitir codificar los conjuntos de
aristas, utilizando las etiquetas N, S, Ey W.

Hay varias diferencias fundamentales entre el alfabeto que definimos en este
capitulo y el que se defini6 en los grafos localmente cuadriculados. La més im-
portante es que este alfabeto tiene que contemplar el hecho de que en un vértice
de una teselaciones hexagonal solamente podemos tomar tres direcciones. Esto
implica dos hechos muy importantes y que no ocurrian en los grafos localmente
cuadriculados. El primero de ellos es que fijado un vértice origen (a partir del cual
comenzamos a recorrer las aristas) dos vértices cualesquiera no son intercambia-
bles en el sentido de la orientacién, es decir, hay vértices en los que podremos
tomar las direcciones N, S 'y E y vértices en los que podremos tomar las direc-
ciones IV, S'y W. El segundo factor a tener en cuenta es que todas las secuencias
en el alfabeto {NV, S, E, W} no representan conjuntos de aristas en una teselacién
hexagonal. Nos veremos obligados a definir un alfabeto con algunas restricciones.

Una vez establecido el sistema de codificacién, demostramos que cada conjunto
normal de aristas es el resultado de una tnica palabra sobre el alfabeto definido,
y esto es lo que nos permitird contar estos conjuntos de aristas.

En la dltima seccién, demostramos que el polinomio de Tutte preserva la es-
tructura local de las teselaciones hexagonales (con argumentos similares también
se demuestra que el polinomio de Tutte preserva la estructura local de los grafos
localmente Cs) y comparamos Hy, ,,, o con cada una de las teselaciones hexagonales
especificadas en el teorema de clasificacién con nimero cromatico 2. Estudiando
los ciclos esenciales de longitud minima y los conjuntos normales, probamos que
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o bien Hj 0 no tiene la misma longitud minima de los ciclos esenciales que el
grafo con el que estemos comparando, o no coincide el niimero de dichos ciclos,
o el niimero de conjuntos de aristas de cierto rango y tamaifio difiere en ambos
grafos. Por dltimo, queremos hacer notar que con los mismos argumentos utili-
zados para Hj mo podemos demostrar que todas las teselaciones hexagonales y

los grafos localmente Cg estdn univocamente determinados por su polinomio de
Tutte.

7.2. ____ Orientacién Local en las Teselaciones

Hexagonales

En esta seccién vamos a demostrar que toda teselacién hexagonal es local-
mente orientable. Para ello, vamos a hacer uso de la relacién de menor existente
entre los grafos localmente cuadriculados y las teselaciones hexagonales, demos-
trada en la Seccién 4 del capitulo anterior, y de la orientacién local definida en los
grafos localmente cuadriculados (ver [29]). Haciendo uso de su respectiva relacién
de menor con los grafos localmente cuadriculados, también se demuestra que los
grafos localmente Cg son localmente orientables.

En primer lugar, vamos a recordar como se define una orientacién en un vértice
de un grafo localmente cuadriculado, G. Por definicién, todo vértice
v € V(G) pertenece exactamente a 4 cuadrados. Dos aristas incidentes con v
se dicen adyacentes si existe un cuadrado (ciclo de longitud 4) conteniéndolas a
ambas; en caso contrario se dice que las aristas son opuestas. Una orientacién en
un vértice v consiste en etiquetar las cuatro aristas incidentes con él biyectiva-
mente con las etiquetas IV, S, E, W de tal forma que las aristas etiquetadas N y
S sean opuestas, y andlogamente las etiquetadas E y W.

Lema 7.1. Las teselaciones hexagonales son localmente orientables.

Demostracion. Sea H una teselacién hexagonal. Por el Teorema 6.5 del Capitulo
6, H es isomorfo a uno de los siguientes grafos: Hg mry Himar Hempry Himie
Hymhy Himg, Him,p. Consideramos el emparejamiento perfecto correspondien-
te a cada una de estas familias de grafos (definidos en la Seccién 4 del capitulo
anterior) y lo denotamos P. Sabemos que contrayendo las aristas de este empa-
rejamiento y eliminando las aristas dobles resultantes de la contraccidn, si las
hubiera, obtenemos un grafo localmente cuadriculado.



140 7. Teselaciones Hexagonales y Grafos Localmente Cg: Tutte Unicidad

Supongamos primero que H no es isomorfo a Hy . Para cada vértice
v € V(H) hay exactamente una arista del emparejamiento P incidente con v,
llamémosla {v,v’}. Consideramos la unién de las estructuras locales de v y v/,
etiquetando las otras dos aristas incidentes con v como e; y e, y las otras dos
aristas incidentes con v’ como e3 y e4. Contraemos todas las aristas de P perte-
necientes a esta unién, eliminando aristas dobles si fuera necesario. Tal y como
se muestra en la Figura 7.1a obtenemos una cuadricula 3 x 3, por tanto podemos
etiquetar las aristas e, eq, e3 y e4 biyectivamente con las etiquetas N, S, E, W
siguiendo el criterio establecido en los grafos localmente cuadriculados. {v,v'} la
consideramos opuesta a la tnica arista incidente con v y perteneciente al empa-
rejamiento perfecto, P’, formado por las aristas {(4,1)(5,/ + 1)]0 < i < m} no
pertenecientes a P.

[
e 4
] ’le e
v v €y
— —
v v € e,
€ e (7} e, N
2
4
a)
4
e [
3l ey 3l e e;
v v ey
e e e
v v 1 ez
4 1 € v
[
e, €
[

Figura 7.1: a) Operaciones a realizar para obtener una orientacién local en un
vértice v de H no isomorfo a Hy s b) Operaciones para obtener una
orientacién local en v € V(Hy, )

Si H es isomorfo a Hy ,, ¢, para cada vértice del grafo hay una o dos aristas
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incidentes con él pertenecientes al emparejamiento perfecto P. Si v no es un
vértice de un hexdgono que tenga m4s de dos aristas pertenecientes a P, podemos
seguir el mismo procedimiento que hemos explicado en el parrafo anterior.

Supongamos que v es un vértice perteneciente a uno de los m + 1 hexagonos
que contienen (cada uno) 4 aristas pertenecientes a P. Consideramos dos casos:

(1) Hay dos aristas del emparejamiento P incidentes con v, denotémoslas
{v,v'} y {v,v"}. La unién de las estructuras hexagonales de v, v' y v" estd com-
puesta por cinco hexdgonos. La tnica arista incidente con v y no perteneciente a
P es etiquetada e;; e; es la Unica arista incidente con v" y perteneciente a P’. Por
ultimo, las dos aristas incidentes con v’ y no pertenecientes a P son etiquetadas
e3 y es (ver Figura 7.1b). Contrayendo todas las aristas de P pertenecientes a
dicha unién y eliminando aristas dobles, también obtenemos una cuadricula 3 x 3,
y podemos etiquetar e;, e;, e3 y e4 biyectivamente con las etiquetas N, S, E, W
(Figura 7.1b). {v,v'} y {v,v"} las consideramos opuestas a las aristas incidentes
con v’ y v" respectivamente, perteneciente al emparejamiento perfecto, P’ (es y
es en la Figura 7.1b).

(2) Hay exactamente una arista del emparejamiento P incidente con v, de-
notémosla {v, v'}. En ¢/ tiene que haber una arista incidente con él que pertenezca
a Py sea distinta de {v,v'}, llamémosla {v',v"}. Consideramos la unién de las
estructuras locales de v y v", compuesta por cinco hexdgonos, etiquetando las
otras dos aristas incidentes con v como e; y ey, la Uinica arista no perteneciente a
P e incidente con v’ como e3 y la arista incidente con v” no perteneciente a Py
no perteneciente al hexdgono que contiene 4 aristas de P, la etiquetamos e4. Con-
trayendo todas las aristas de P pertenecientes a dicha unién y eliminando aristas
dobles, también obtenemos una cuadricula 3 x 3. Por tanto, también podemos
etiquetar las aristas ej, es e3 y e4 biyectivamente como N, S, E, W. Las aristas
{v,v'} y {¢/,v"} las consideramos opuestas a las dos aristas no pertenecientes al
hexagono que contiene 4 aristas de P, e incidentes con v y v” respectivamente. [

Queremos resaltar que utilizando la relacién de menor existente entre los gra-
fos localmente cuadriculados y los grafos localmente Cg podemos reproducir el
resultado anterior para esta ultima familia de grafos. Basta considerar el empa-
rejamiento perfecto correspondiente en cada grafo localmente Cg. Borramos las
aristas de dicho emparejamiento y etiquetamos las restantes siguiendo el criterio
de los grafos localmente cuadriculados. Cada arista del emparejamiento es la dia-
gonal de un cuadrado al que pertenecen dos de las aristas ya etiquetadas. Asi,
por ejemplo si estas aristas estdn etiquetadas N y F, la del emparejamiento la
etiquetamos NFE.
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La demostracién anterior nos proporciona una definicién de aristas adyacentes
y opuestas en una teselacion hexagonal heredada, en cierta forma, de los grafos
localmente cuadriculados. Dos aristas incidentes con v y pertenecientes a P son
siempre opuestas y dos aristas incidentes con v y no pertenecientes a P son
siempre adyacentes. De las tres aristas adyacentes con v hay una tnica arista
adyacente a las otras dos.

Por la orientacién (v,v',e, f) entenderemos que v es el vértice origen,
{v,v'} € P, e es la Gnica arista incidente con v y adyacente a las otras dos aristas
incidentes con v. Esta arista nunca pertenece a P y la etiquetamos E. Por dltimo,
[ es una arista incidente con v y etiquetada N. Anilogamente, por la orienta-
cién (v,v',v”, e, f) entendemos que v es el vértice origen, {v,v'},{v,v"} € P
(6 {v,v'},{v',v"} € P), e es la tnica arista incidente con v y opuesta a las otras
dos aristas incidentes con v y la etiquetamos E, y f es una arista incidente con
v etiquetada V. Siempre que no genere confusién, denotaremos ambos casos por

(U, Ul’ 6) f)'

Sia € {N,S, E,W}, denotaremos o~ la etiqueta opuesta a . Si fijamos una
orientacién en v € V(H) (v es el vértice origen) entonces cada vértice u adyacente
a v esta orientado sin ambigiiedad, porque la orientacién en v induce una orien-
tacién en u: si {u, v} estd etiquetada o desde v, entonces {u,v} estd etiquetada
a~! desde w.

Si tzyzvw es un hexdgono y {z,v}, {w,v} estdn etiquetadas 3 y o respecti-
vamente desde v, entonces {z,y} es § desde z, {2,y} es « desde y, {z,t} es B~
desde z y {t,w} es B! desde t.

También, podemos trasladar la orientacién en v a todos los vértices de un
camino que comience en v, pero dos caminos diferentes uniendo v y u pueden
inducir una orientacién diferente en u. Esto no ocurre si la unién de estos dos
caminos es un ciclo contractible (no esencial). De hecho, podemos transformar un
camino en el otro usando tres transiciones elementales y sus inversas (ver Figura
72):sie, f, g, h, 4, j son las aristas de un hexagono ordenadas ciclicamente,
podemos cambiar e, f, g, h, i por j; e, f,g, hpori, jye, f, gpor h, i, jy estas
operaciones no cambian la orientacién en el vértice final.

Sea A un conjunto de aristas normal y conexo en una teselacién hexagonal H.
Al igual que en los grafos localmente cuadriculados, los conjuntos normales son
aquellos que no contienen ciclos esenciales. Fijamos una orientacién en un vértice
v € V(A), entonces todos los vértices en V(A) estén orientados sin ambigiiedad.
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Figura 7.2: Transiciones elementales de un hexagono.

Cada camino en A puede ser descrito como una secuencia (no tinica) de etiquetas
{N,S, E,W} (Figura 7.3a). Esto nos permite asignar coordenadas a cada vértice
de V(A):

(1) El vértice origen v tiene coordenadas (0, 0).

(2) Un vértice cualquiera u € V(A) tiene coordenadas (4, j) si en un camino
en A uniendo v con u (teniendo en cuenta que la orientacién en el vértice final
inducida por diferentes caminos no cambia), 1 es el niimero de etiquetas E menos
el nimero de etiquetas W y j es el nimero de etiquetas N menos el nimero de
etiquetas S.

Como ejemplo, el vértice etiquetado u en la Figura 7.3a tiene coordenadas
(3,0) y obtenemos las mismas coordenadas aunque tomemos distintos caminos
uniendo v con u, tales como ESENE y ENENESS.

Lema 7.2. Sea A un conjunto de aristas normal y conexo en una teselacion
hezagonal H con |A| < lg + 3, entonces dos vértices distintos de V(A) tienen
diferentes coordenadas.

Demostracion. En primer lugar, vamos a demostrar que con una orientacién fi-
jada (v,?’,e, f) ningln vértice excepto el vértice origen puede tener coordenadas
(0,0). Supongamos que existe z € V(A) tal que z tiene coordenadas (0, 0), enton-
ces existe un camino R uniendo v con z con tantas etiquetas N como S y tantas

e
P
s ;'Jy
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etiquetas £/ como W. Vamos a probar que z = v por induccién en la longitud
de este camino. Si |R| = 6 y v es el vértice origen, las primeras etiquetas de R
pueden ser: NN, NW, E, S5, 6 SW y utilizando las tres transiciones elementales
descritas anteriormente, podemos cambiar estas etiquetas por ENNW, SWNN,
NNESS, ESSW y NWSS respectivamente. Para obtener tantas etiquetas NV
como S y tantas etiquetas F como W tiene que ser v = z. Supongamos ahora
que todo camino R (que no sea un ciclo) con |R| < n no tiene tantas etiquetas
N como Sy tantas etiquetas £ como W y probamos el resultado para |R| = n.
Supongamos que existe un camino R (no ciclo) uniendo v con z, con |R| =ny
con tantas etiquetas N como S y FE como W, entonces existe una subsecuencia
etiquetada B(a™!) Ba’B~H{a )G 6 BalBa’B~'a™B! (u otras subsecuencias
analogas). En el primer caso, podemos cambiar la subsecuencia por o°~*~™ man-
teniendo la orientacién en el vértice final. Andlogamente, en el segundo caso la
subsecuencia puede ser cambiada por a*+*™ (ver Figura 7.3b).

<

a) b)

Figura 7.3: a) Un conjunto de aristas descrito usando dos secuencias distin-
tas, la primera de ellas es ENENNWSNESESSWSWN vy la se-
gunda es ESENENNWNWSNESSWS b) El camino marcado
W(N*)WSSENE se puede cambiar por S8-3-1

En ambos casos, el cambio da lugar a un nuevo camino R’ uniendo v y z con
|R'| < n, en un nuevo conjunto de aristas conexo A’. Este conjunto es también
un conjunto normal de aristas porque |A'| < |A| — 4 < Iy — 1. Por hipétesis de
induccién, R’ no tiene tantas etiquetas N como S y E como W. Asi, obtenemos
una contradiccién ya que R tiene las mismas etiquetas de R’ y ademaés tantas
etiquetas o como a~! y tantas etiquetas 8 como B7L. Por tanto, si R’ no tiene
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tantas etiquetas N como S y E como W, tampoco las tiene R. Como ejemplo,
en la Figura 7.3b, R tiene las etiquetas de R’ y 12 etiquetas més, de las cuales, 4
son N, 4son §,2son Ey2sonW.

Dados dos vértices diferentes, u y w en V(A), consideramos los caminos R,
y R, uniendo u con v y w con v respectivamente. Como A es conexo, existe
un camino R, U R uniendo v con u y conservando la orientacién en u. Si u
y v tuvieran las mismas coordenadas, el camino R tendria que unir dos vértices
distintos y tener tantas etiquetas N como Sy E como W, lo cual no es posible. [

A partir de ahora, y a menos que especifiquemos lo contrario, consideramos
que todos los conjuntos normales y conexos de aristas tienen a lo sumo Iy + 3
elementos.

7.3. Contando Conjuntos de Aristas

Para probar la Tutte unicidad de las teselaciones hexagonales, hay que de-
mostrar que dadas dos teselaciones hexagonales no isomorfas hay al menos un
coeficiente del polinomio generador de rango-tamaiio en el cual ambos grafos di-
fieren, es decir, que ambos grafos tienen diferente nimero de conjuntos de aristas
de rango ¢ y tamafio j, para ciertos ¢ y j ( andlogamente, para los grafos local-
mente Cs). El propésito de esta seccién es encontrar un sistema que nos permita
contar conjuntos de aristas. Nuestro primer paso es codificar los conjuntos de
aristas de una teselacién hexagonal.

Sea L™ la cuadricula plana infinita, esto es, el grafo infinito que tiene por
vértices ZxZ y en el cual (i, j) es adyacente a (1 —1, 5), i+1, 5), (¢,7—1), (¢, 7+1).
Borramos las aristas {(¢,25), (1 —1,25)} sié pary {(4,25+ 1), (i + 1,25+ 1)} si ¢
impar, obteniendo una teselacién hexagonal plana infinita H.

Sea €2 el grupo de los automorfismos de grafos de H*. Este grupo esté genera-
do por las traslaciones, simetrias y giros del plano que manda vértices en vértices.
Denotamos por 3(H) el conjunto de los conjuntos de aristas conexos y finitos
de H*. Definimos una relacién de equivalencia en X(H>) de la siguiente forma:

BlNB2<=>30'€Q, O'(Bl)=BQ
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Si A es un conjunto de representantes de (H*)/ ~ tal que cada B € A
contiene al vértice (0,0), entonces, intuitivamente, A cubre todas las posibles
formas que un conjunto normal puede tener.

A continuacién, definimos un conjunto I' de palabras que representen a to-
dos los conjuntos de aristas de X(H*)/ ~. Para ello utilizamos el alfabeto
{N,S,E,W}.

Etiquetamos la arista {(0,0), (0,1)} como N, la arista {(0,0),(1,0)} como E,
{(0,1),(—1,1)} desde (0,1) como W y {(0,0),(—1,0)} como S. Para cada B € A
existe una secuencia g sobre el alfabeto {N,S, E, W} tal que comenzando en
(0,0) y siguiendo las instrucciones dadas por vz las tnicas aristas cubiertas sean
las pertenecientes a B. Observar que una arista puede ser cubierta mas de una vez
y que la secuencia g no es tnica. Debido a que toda secuencia sobre el alfabeto
{N,S, E,W} no representa a un conjunto de A (por ejemplo, una secuencia con
dos etiquetas E consecutivas) vamos a establecer algunas restricciones sobre el
alfabeto:

(1) Ninguna secuencia puede comenzar con la etiqueta W.
(2) No pueden haber dos etiquetas E (anilogamente W) consecutivas.

(3) Si una secuencia comienza con la etiqueta N (andlogamente S), tiene que
haber un nimero impar de etiquetas N y S antes de tener una etiqueta W; y
un nimero par antes de tener una etiqueta E. Por tanto, tiene que haber un
nimero impar de etiquetas N y S entre dos etiquetas W y un niimero par entre
dos etiquetas F.

(4) Si una secuencia comienza con la etiqueta E, tiene que haber un nimero
impar de etiquetas N y S entre dos etiquetas £ y un ntimero par entre dos
etiquetas W.

Denotamos por I' el conjunto de palabras sobre el alfabeto {N, S, E, W} ve-
rificando las cuatro condiciones anteriores. Estas restricciones no modifican el
hecho de que cada B € A tiene una palabra g asociada, pero nos proporcionan
el reciproco, es decir, dada v € T existe B € A, tal que v = v5. A este conjunto
B € A lo denotaremos B(7).

El siguiente paso es asignar una palabra de I' a cada conjunto de aristas nor-
mal y conexo de una teselacién hexagonal, H. Fijamos una orientacién (v, v, e, f)
en H, siendo v € V(H) el vértice origen. Siguiendo el cédigo dado por v desde
v con orientacién (v,v’, e, f), se obtiene un conjunto de aristas AH (v, v,v, e, f),
que llamamos instancia de v en H. Decimos que (v,v/, e, f) es una orientacion de
la instancia. Una instancia de v puede tener diferentes orientaciones asociadas,
el nimero de ellas depende solamente de las simetrias de B(7y) y lo denotamos
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sym(7). Llamamos longitud de -y al nimero de etiquetas N, S, E, W que com-
ponen la secuencia .

Lema 7.3. Sea H una teselacion hezagonal y v € T. Sir(B(y)) = lg — 1y
|B(7)| < lu, entonces A”(y,v,v' e, f) es un conjunto normal de aristas y tiene
el mismo rango y tamano que B(y).

Demostracidn. Vamos a probar este resultado por induccién en la longitud de 7.
Si v tiene longitud igual a 1, el resultado es trivial. Sea 4’ la palabra resultante de
eliminar la dltima etiqueta de «. Por hipétesis de induccién A% (v, v, v, ¢, f) es
normal y tiene el mismo rango y tamafio que B(7'). Cuando anadimos la dltima
etiqueta de v a 7/, hay tres posibilidades en B(v'):

(1) Que estemos afiadiendo una arista entre dos vértices pertenecientes a
B(Y).

(2) Que estemos afiadiendo una arista cuyos extremos sean dos vértices, uno
perteneciente a B(Y') y el otro no.

(3) Que no estemos afiadiendo ninguna arista.

(1) Denotamos por z’ al dltimo vértice de AZ(y/,v,v e, f) cubierto por 7.
Teniendo en cuenta que A¥ (/,v,v/, ¢, f) es normal, todos sus vértices estdn orien-
tados sin ambigiiedad. Sea c la arista anadida. Esta arista est4 etiquetada o desde
' siguiendo la orientacién (v, v, e, f). Supongamos que A (y,v,7/,e, f) no es un
conjunto normal de aristas, entonces al afiadir la arista ¢ hemos creado un ciclo
esencial. Como |B(7)| < Uy, Af(y,v,7/, e, f) tiene que ser un ciclo esencial. B(7)
contiene al menos un ciclo porque ha sido obtenido uniendo dos vértices de B(v').
Por tanto, v contiene una subpalabra del tipo:

Bla™)p o
ﬁ(a—l)slg(a—l)tﬂ—larﬂ—l
Bla=)Ba) B a7ty B

(u otros casos andlogos a los dos dltimos) (Figura 7.4). Cambiamos estas subpa-
labras por S(a1)*7287 a2, (@ 1)t+eT, (o 1)+ respectivamente.

En cualquier caso, se obtiene una palabra * de longitud menor que la lon-
gitud de ~, por tanto A¥(y* ,v,v',e, f) es un conjunto normal de aristas y con-
tiene un ciclo. Si consideramos la regién simplemente conexa determinada por
AH(y* v 0 e, f) y afiadimos, dependiendo del caso, un hexagono o dos colum-
nas de hexagonos, se obtiene una regién simplemente conexa determinada por 7.
Como AH(y,v,v' e, f) es un ciclo esencial, al menos un vértice de los hex4dgonos
afladidos pertenece a Af(y*,v,v/,e, f). Asi, A¥(y,v,v/,e, f) contiene al menos
dos ciclos y obtenemos una contradiccién.
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a) b)

Figura 7.4: a) El camino etiquetado b(a™!)b(a1)2b~1ab™! se puede cambiar por
(a=1)?*1=1 b) El camino etiquetado abab(a~1)8h~'ab~! se puede cam-
biar por (a71)3

Queda probar la igualdad de rangos y tamafios. Por hipétesis de induccién:

r(A"(Y, 0,06, ) =r(B(Y)) v |A7(Y,v,7\e, f)] = [B(Y)]

Ademés |B(z)| = |B(Y)| +1y r(B(x)) = r(B(v)). Como AH(y,,v/,e, f) es
normal entonces:

T(AH(77 v’ vl) e? f)) = T(AH(’)//?U’ vl? e’ f))
A% (y,v,7, e, )| = |AH (¥, v, e, f)]| + 1

(2) y (8) Utilizando un razonamiento similar obtenemos que si A (v, v,v/, e, f)
no es un conjunto normal de aristas, entonces es un ciclo esencial. Pero un ciclo
esencial se crea uniendo dos vértices pertenecientes a B(v'). El tercer caso es tri-
vial pues si no afiadimos ninguna arista, A (y,v,v, e, f) = A¥ (v, v,v',e, f). O

Lema 7.4. Sea A C A(H) un conjunto de aristas normal y conero. Fijada una
orientacion (v,v' e, f) con v € V(A), existe un inico conjunto B C A(H™®) y un
tinico isomorfismo de grafos ¢ : V(A) — V(B) tal que:

(1) ¢(v) = (0,0).

(2) Sila arista {z,y} € A estd etiquetada o desde x, entonces {¢(z), p(y)}
estd etiquetada o desde p(x) de acuerdo con la orientacidn:

((0,0),{(0,0),(1,0)},{(0,0),(0,1)})
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Demostracién. Fijada una orientacién (v,v', e, f) con v € V(A), podemos asignar
coordenadas a los vértices de A. Como A es normal, esta asignacién no es ambigua.
Definimos ¢ : V(A) — V(H®™) tal que ¢(z) = (4,7) si en cada camino en A
uniendo v con z, ¢ es el nimero de etiquetas F menos el nimero de etiquetas
W'y j es el nimero de etiquetas N menos el nimero de etiquetas S. Ademaés,
definimos ¢ : A — A(H*°) como @({z,y}) = {¢(z), ¢(y)}. Tomando B = @(A),
es facil probar que ¢ es un isomorfismo de grafos y que @ es el isomorfismo
inducido sobre las aristas por .

(1) y (2) son consecuencia de la asignacién de coordenadas siguiendo la orien-
tacién (v,v', e, f) en una teselacién hexagonal H, y de la asignacién de etiquetas
en las aristas incidentes con el vértice origen v.

Demostramos la unicidad de B por induccién en m =max{d(v, z),z € V(A)}.
Supongamos que existe un par (¢', B') verificando el enunciado del lema. Si
m =1, d(v,z) = 1 Vz € V(A) con = # v; por tanto |A] < 3. Por (1) y (2),
es inmediato que B = B’. Supongamos cierto el resultado para m < [ y lo pro-
bamos para m =1 + 1.

Sean zi,...,z, € V(A) tales que d(v,z;) =l + 1y d(v,z) < |+ 1 para
todo z # z;. Por induccién en n demostramos que B es tnico para m = [ + 1.
Sin =1, sea z; el tnico vértice tal que d(v,z;) =1+ 1y A(x;) el conjunto de
aristas incidentes con z; y pertenecientes a A. Llamamos A’ al conjunto de aristas
normal conexo que resulta de eliminar el vértice z;. Por hipétesis de induccién,
existe un tinico par (¢, B) asociado a A’, entonces basta tomar B = BU@G(A(x1)).
Supongamos que B es unico para m = [ + 1 y teniendo n — 1 vértices tales que
d(v,z;) = |+ 1. Utilizando el mismo razonamiento que en el caso anterior es ficil
probar el resultado para n vértices. O

Lema 7.5. Dado un conjunto de aristas normal y conexo A C A(H), eziste una

inica palabra v € T' y una orientacion (v,v,e, f), no necesariamente tunica, tal
— AH /
queA—A (’y,v,v,e,f).

Demostracion. Fijamos u € V(A) y dos aristas adyacentes en u, denotémos-
las ¢’ y f'. Aplicando el Lema 7.4 a A con orientacién (u,u’, €', f') obtenemos
un par (¢, B). Sea B’ € A el representante de la clase de equivalencia de B y
o € Q el automorfismo de H*® que manda B’ en B. Definimos v como el vértice
¢~1((0,0)). Supongamos que o({(0,0), (1,0)}) estd etiquetado o desde o((0,0)),
entonces tomamos e como la arista etiquetada o desde v de acuerdo con la orien-
tacién (u,u’, €, f'). Andlogamente, si o({(0,0),(0,1)}) esté etiquetada 3 desde
a((0,0)), entonces f es la arista etiquetada [ desde v.
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Finalmente, tomamos v = g, entonces A = A#(y,v,v/, e, f). Para probar la
unicidad de -y, supongamos que existe B” € A tal que A = A" (ygn, w,w’, ", f").
Por definicién de instancia, cambiar la orientacién de la instancia solamente pro-
duce simetrias de B(), es decir, existe o’ € Q2 tal que o’/(B") satisface el Lema
7.4 cuando se aplica a A con orientacién (v,v, e, f). Por tanto, o/(B") = B/, es
decir, B,B’ y B" pertenecen a la misma clase de equivalencia. O

Lema 7.6. Para todo n > 0, el nimero de conjuntos de aristas normales y
conezros de rango n — 1 y tamario n es el mismo para toda teselacion heragonal
H con 2pq vértices y tal que n < lg.

Demostracion. Por el lema anterior, cada conjunto de aristas normal y conexo
A es la instancia de una tnica palabra v(A). Por el Lema 7.4, A es isomorfo a
B((A)) entonces tienen el mismo rango y tamafio. Por el Lema, 7.3, la instancia
de una palabra y(A) es un conjunto de aristas normal y conexo. Por tanto, el
niumero de conjuntos de aristas normales y conexos de rango n — 1 y tamafio
n es igual al nimero de distintas instancias de palabras correspondientes a los
conjuntos de aristas de H* de rango n — 1 y tamaiio n.

Para cada v fijada, podemos elegir 4pq orientaciones distintas. Sea I'™* el
conjunto de palabras de I' tales que r(B(y)) = r y |B(v)| = s. Entonces el
numero de conjuntos de aristas normales y conexos de rango n — 1 y tamafio n

€s: 4
q
Z 14

Jepnin SYTUY)

Como sym(y) depende solamente de la palabra, esta cantidad no depende del
grafo. O

Una versién no conexa de este lema se demuestra utilizando los mismos argu-
mentos que los usados por Marquez, Mier, Noy y Revuelta en [29] para los grafos
localmente cuadriculados.

Lema 7.7. Para todon >0 yt > 1, el nimero de conjuntos normales de aristas
de rango n—1, tamafio n y t componentes conezas es el mismo para toda teselacion
hezagonal H con 2pq vértices y tal que n < lj.
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Como una consecuencia de los Lemas 7.6 y 7.7, tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.8. Para todo n > 0. El nimero de conjuntos de aristas de rango n — 1
y tamano n que no contienen ciclos esenciales es el mismo para toda teselacion
hezagonal H con 2pq vértices y tal que n < lg.

Corolario 7.9. Sean H y H' un par de teselaciones hexagonales con 2pq vértices.
Entonces:

o Iy # ly implica T(H; x,y) # T(H'; z,y).

o Silg = lg pero H y H' no tienen el mismo nimero de ciclos esenciales de
longitud minima entonces T(H;z,y) # T(H';z,y).

Demostracion. Si ly < lys, hay ciclos esenciales de longitud g en H pero no
en H'. Como por el lema anterior, el nimero de conjuntos normales de aristas
de rango ly — 1 y tamafio Iy es el mismo en H y H', el coeficiente de x'# ~1y'#
en el polinomio generador de rango-tamafio es mayor en H que en H'. De forma
andloga, se demuestra el segundo punto. O

El procedimiento que hemos seguido para contar conjuntos normales de aris-
tas de tamafio menor que [z + 1, es mostrar que podemos pasar de conjuntos
normales de aristas en las teselaciones hexagonales a conjuntos de aristas conte-
nidos en A(H®°). El fijar un tamafio menor o igual que [y es para asegurar que en
esta correspondencia siempre manejamos conjuntos normales. Nuestro préximo
objetivo es demostrar que en ciertos casos podemos contar conjuntos normales de
aristas de tamano mayor que ly. Este hecho va a ser fundamental en la préxima
seccion.

Denotamos por N(v, H,n,r) al nimero de conjuntos normales de aristas con-
tenidos en A(H) de rango r, tamafio n y teniendo a B(7y) como subgrafo. Un
conjunto de aristas A C A(H) es un conjunto prohibido de aristas para v si
contiene un ciclo esencial y un subconjunto B C A isomorfo a B(7y).

Corolario 7.10. Sea v € I tal que B(7y) contiene al menos un ciclo. Entonces
N(v,H,n,r) es el mismo para toda teselacién hexagonal H con 2pq vértices,
que no contenga conjuntos prohibidos de aristas para v de tamafio n y tal que



152 7. Teselaciones Hexagonales y Grafos Localmente Cg: Tutte Unicidad

Demostracion. Con una revisién detallada de las demostraciones de todos los
lemas anteriores es facil comprobar que, para demostrar este resultado, basta
probar que fijada v € T" tal que B(y) contiene al menos un ciclo y dado ' € T tal
que B(y) € B(vY), r(B(Y")) = lu+2y |B(Y)| < lg+3, entonces AZ(y,v,7, e, f)
es un conjunto normal de aristas con igual rango y tamafio que B(Y'). Este
resultado es analogo al Lema 7.3 pero tomando tamaifio menor que Iz + 4.

Si B(y) € B(Y') entonces B(7y') contiene al menos un ciclo. Si n < Iy,
la demostracién es igual que la del Lema 7.3. Si n = Iy + 1, probamos que
AR (v v,9' e, f) tiene que ser un ciclo esencial (entonces el resto de la prueba
serfa andloga a la del Lema 7.3). Supongamos que A#(v',v,v', e, f) no es un ciclo
esencial, entonces A¥(y/,v,v, e, f) contiene un ciclo esencial y una arista més.
Como:

AH(V) v, ’Ul, e, f) = B(’Y) - B(’)/) = AH(717 v, U,a €, f)

A"(y',v,v',e, f) es un conjunto prohibido de aristas para v de tamafio n y ob-
tenemos una contradiccién. Los casos en los cuales n = lg +2y n =y + 3 se
demuestran de forma andloga. O

7.4. Tutte Unicidad

En esta seccién demostramos la Tutte unicidad de la teselacién hexagonal
toroidal Hy 0. La técnica utilizada se puede aplicar al resto de las teselacio-
nes hexagonales y a los grafos localmente Cs. En primer lugar probamos que el
polinomio de Tutte preserva la estructura local de las teselaciones hexagonales,
utilizando el siguiente lema.

Lema 7.11. [31] Si G es un grafo 2—conexo y simple, y H es Tutte equivalente a
G, entonces H es también simple y 2— conexo. Ademds, si G es un grafo 2— conezo
y simple, los siguientes pardmetros estdn determinados por su polinomio de Tutte:

(1) El nimero de vértices y aristas.
(2) La arista-conectividad.
(8) El nidmero de ciclos de longitud tres, cuatro y cinco.

A continuacién, demostraremos que hay al menos un coeficiente, en el cual, el
polinomio de Tutte asociado a Hy m o y el polinomio de Tutte asociado a cualquier
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otra teselacion hexagonal no isomorfa a Hy o difieren. Sabemos que el polinomio
de Tutte asociado a un grafo cualquiera H nos dice para cada i y j el niimero
de conjuntos de aristas que hay en H de rango ¢ y tamafio j. Estos conjuntos
de aristas se pueden clasificar en dos grupos: conjuntos normales de aristas (no
contienen ciclos esenciales) y conjuntos de aristas conteniendo al menos un ciclo
esencial.

Recordemos que en el Lema 6.2 del capitulo anterior, calculamos para cada
teselaciéon hexagonal la longitud minima de los ciclos esenciales y el nimero de
ciclos de dicha longitud; y en la seccién anterior hemos establecido un sistema
para poder contar, en determinados casos, conjuntos normales. Por tanto, estamos
en condiciones de evaluar el nimero de conjuntos de aristas de rango ¢ y tamafio
j para determinados i y j.

Teorema 7.12. Sea G un grafo Tutte equivalente a una teselacién hexagonal H,
entonces G es una teselacion hexagonal.

Demostracion. Por el Teorema 6.5 del capitulo anterior y el Lema 6.6, sabemos
que H tiene 2uv vértices para ciertos u, v; 3uv aristas y arista-conectividad igual
a tres. Por el Lema 7.11, G tiene los mismos pardmetros entonces, G es cibico,
tiene 2uv vértices y 3uv aristas. Como H es una teselacién hexagonal, la longitud
minima de un ciclo cualquiera de H es 6; por tanto, por el Lema 7.11 la longitud
minima de un ciclo cualquiera de G es al menos 6. Para probar que G es una
teselacién hexagonal, nos queda demostrar que ambos grafos tienen el mismo
nimero de ciclos de longitud 6 (hexdgonos). Como Gy H son Tutte equivalentes,
tienen el mismo ntumero de conjuntos de aristas de rango 5 y tamaio 6. Veamos
que estos conjuntos son los ciclos de longitud 6.

Sea C C A(G) un conjunto de aristas de rango 5 y tamafio 6. Si y es el niimero
de componentes conexas de C, entonces 5 = rg(C) = |V(C)| — y. Supongamos
que C no es un ciclo, como la longitud minima de un ciclo cualquiera en G y H
es al menos 6, tenemos que |V(C;)| = |A(C;)| + 1 donde C; es una componente
conexa de C. Asi, |V(C)| = y + 6 y obtenemos una contradiccién. O

Teorema 7.13. El grafo Hy mo es Tutte dnico param > 2 y k > 3.

Demostracidn. Sea G un grafo Tutte equivalente a Hy m o, s decir,

T(G;z,y) = T(Himo; T,Y)
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Por el Teorema 6.5 y el Lema 6.1 del capitulo anterior, G tiene que ser isomorfo
a uno y sélo uno de los siguientes grafos:

Hymtry Hoga, Himrny Hi o n

Veamos que G es isomorfo a Hy o con k = k' y m = m/'. Para ello vamos a
suponer que G es isomorfo a cada uno de los grafos anteriores y obtendremos una.
contradiccién en todos los casos, excepto en el anteriormente mencionado. Por
el Lema 7.9, sabemos que I, ., = l¢ ¥ que el nimero de vértices y el nimero
de ciclos esenciales de longitud minima tiene que coincidir en ambos grafos. El
procedimiento que vamos a seguir es analogo al de los grafos localmente cudricu-
lados (Capitulo 5). Comparamos Hp mo con cada uno de los grafos dados en el
listado anterior. En los casos en los cuales la longitud minima. de los ciclos esen-
ciales o el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud no coincida en ambos
grafos , tendremos demostrado que los grafos considerados no son Tutte equiva-
lentes. Si ambas cantidades coinciden utilizaremos otros métodos para demostrar
el resultado deseado.

Caso 1. G = Hyy v o cOn Ut o = 2K, by o = 2K k<m+1y kK <m' +1.

Por el Lema 7.9 es ficil comprobar que k = k' y m = m/. Hay dos casos m4s,
andlogos a este. El primero de ellos es G = Hyr g con k> m+1y k' > m/ +1;
yelsegundo es G = Hywoconk=m+1y k' =m' + 1.

Caso 2. G = Hy o con ly, ., = 2k, Ui vy = 2(m +1), bk <m+1y
E'>m'+1.

Sabemos que tienen que coincidir el nimero de vértices de ambos grafos, la
longitud minima de los ciclos esenciales y el ntimero de ciclos de dicha longitud.
Por tanto:

k(m+1) = Km +1)

2% = 2(m' +1)
o m' + 1
mtl = k(L(m’+1)/2J>
m' +1

L(m’ +1)/2]

A partir de estas expresiones se deduce que k' = k’ ( ) y obtenemos

la contradiccién deseada.
Anslogo a este caso es G = Hy ppocon k>m+1y k' <m/ + 1.

Caso 3. Supongamos G = Hys o cOn Um0 = 2k, ln,, ., = 2K = 2(m'+1),
k<m+lyk =m'+1(loscasosk=m+1yk<m+Lk>m+1y
K'=m'+1;k=m+1yk' >m +1 se pruehan de forma anloga).
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Por la igualdad del nimero de vértices y de la longitud minima de los ciclos
esenciales, obtenemos k =k'=m'+1=m+ 1 pero k <m+ 1.

Con estos casos hemos demostrado que T(Hymo;Z,y) # T(Hy'm0;%,y) s
k#Ek 6m# m'. A continuacién realizamos las comparaciones correspondientes
a Hy oy r conr > 0.

Caso 4. G = Hy gy, con r > 0, ly, . = 2k, Uy o = 2K, k<m+1y
E'<m'+1.

Como resultado del Lema 7.9, k = k' y m = m/. Vamos a demostrar que el
nimero de conjuntos de aristas de rango 2(m + 1) — 1 y tamafio 2(m + 1) es
diferente en cada grafo. Esto nos llevaria a una contradiccién ya que este ntimero
es el coeficiente de x2(M+1)~192(m+1) de] polinomio generador de rango-tamafio.

Si Hy o tiene k ( L(mm++1)1 /2] ) + z ciclos esenciales de longitud 2(m + 1),
m+1
[(m+1)/2 —r]
de ciclos esenciales de longitud 2(m+1) que generan las m+1 aristas exteriores que
dan lugar a los ciclos esenciales de longitud minima 2k. Por tanto, si demostramos
la existencia de una biyeccién entre los conjuntos de aristas de rango 2(m+1) —1
y tamafio 2(m + 1) que no sean ciclos esenciales, tendremos probado el resultado

deseado.

entonces Hy , , tiene x + ( > de estos ciclos, siendo z el nimero

Para cada a con 0 < o < m — 1, denotamos por A, al conjunto de aristas que
une un vértice del tipo (o, z) con un vértice del tipo (o + 1, z). Estos conjuntos
estan formados por k aristas.

Sea A un conjunto de aristas, no ciclo esencial, de rango 2(m + 1) — 1y
tamafio 2(m + 1) en Hy ;0. Definimos s(A) =min{a € [0,m — 1] ; AN A, = 0}.
Es facil comprobar que este minimo siempre existe para todo conjunto de aristas
contenido en A(Hj m0) 6 A(Hk,m,r) que no sea un ciclo esencial.

Para cada a con 0 < a < m—1 definimos una biyeccién, ¢, entre los siguientes
conjuntos de aristas:

{A C A(Hy,mo)|r(A)

—_ 317Gy

{A C A(Himr)r(A)

2(m+1) - 1,|A] =2(m +1),s(A) = a}
2(m+1) - 1,|A4] =2(m +1),s(A) = a}

Si A C A(Himo), or(A) = U{p({(i,7), (7', ) 1); {(3,4), (7', 5")} € A} donde
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{G,9), (0,39} si r+1<4,i <m
1/)({(%])7 (i/>jl)}) = {(%] - 2T)7 (i/njl)} si 1=0y i'=m
{(Z,] - 27"), (7,5 — 27‘)} si 1,7 € [O, ’I“]

Caso 5. G = Hy/ py» con 7 > 0, Wi = 2k, ln,, = =2(m'+1),k<m+1
yr<l(m'+1)/2] < |K'/2].
La demostracién de este caso es ansloga a la del caso 2.

Caso 6. 51 G = Hypr con >0, lp, , =2(m' + 147 — |[(m' +1)/2]),
k<m4+1ly|(m'+1)/2]<r< Lk’/2J
Como resultado del Lema 7.9 y de la igualdad del nimero de vértices tenemos:

r+ |(m +1)/2]

K(m' +1) = (m' + 147 — [(m +1)/2))K ( m’

> > K'(m' + 1)

Caso 7. G = Hy/pyyr con v > 0, Uy o = 2(m + 1), by v = 2(m’ + 1),
k>m+1lyr<|(m'+1)/2] < [K/2].

Por la igualdad en el ndmero de vértices y en las longitudes minimas de ciclos
esenciales, obtenemos k = k' y m = m/. Pero entonces no se puede producir la
igualdad en el niimero de ciclos esenciales de longitud minima ya que:

’ ( G+ 12 > > ( (4 /21 )

Caso 8. 51 G = Hypr con 7 >0, lpy, , =2(m' + 1471 - |(m' +1)/2]),
k>m+1y [(m' +1)/2] <r < |K/2].

Si m’ + 1 es par (el caso impar se prueba de la misma forma), a partir de las
siguientes expresiones:

k(m+1) = K(m'+1)
m+1 = m'+14+r—(m'+1)/2

k( L(mm++1)1/2j ) = ¥ ( r+(mn’;r 1)/2 )

deducimos que 2m 4+ 1 —r =m' <7+ (m’ +1)/2 = m + 1 entonces r > m pero
comom+1=m'+14+r— (m'+1)/2, se tiene que m +1 > r + 1 luego m > r
y obtenemos una contradiccién. El caso G & Hymrconr >0, k=m+1y
[(m' +1)/2] <r < |k'/2] se demuestra de forma ansloga.
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En el resto de los casos es trivial probar que no pueden coincidir el nimero
de vértices, las longitudes minimas de los ciclos esenciales y el niimero de ciclos
esenciales de dicha longitud.

Con estas comparaciones, hemos demostrado que Hgmo ¥ Hi'mr con r > 0
no pueden tener el mismo polinomio de Tutte. Realizamos ahora las compara-
ciones mas significativas correspondientes a Hys 4. Las comparaciones que no
especificamos es debido a que, al igual que en los casos anteriores, su demostracién
es trivial.

Caso 9. Supongamos G = Hy i g, ln,, ., = 2K, lay oo = 2k' con k<m+1
y k' <m'+ 1.

Los argumentos para probar que ambos grafos no tienen el mismo polinomio
de Tutte son analogos a los del caso 1. Queremos especificar dos cosas: el nimero
de ciclos esenciales de longitud 2(m + 1) en cada grafo, y la biyeccién entre los
conjuntos de aristas, no ciclos esenciales, de rango 2(m+1) —1 y tamaifio 2(m+1)
contenidos en cada grafo.

En Him, tenemos k aristas exteriores dando lugar a escaleras desplazadas
iXjeconi=m+1-75y0<j<k<m+1 (verla Seccién 2, Capitulo 6). Por
otra parte, en Hj 0 cada una de las k aristas exteriores determina una escalera
desplazada (m + 1)/2 x (m + 1)/2 si m impar 6 (m + 2)/2 x m/2 si m par. Por
tanto, haciendo uso de la siguiente propiedad:

<Z)<<|_pz/)2j>><zlj> st n< |p/2] <1

el nimero de ciclos esenciales de longitud 2(m + 1) en Hym, €S menor que en
Hp, m 0. Definimos la biyeccion ¢, entre los siguientes conjuntos de aristas:

{A C A(Himo)|r(A) =2m + 1,|A| = 2m + 2,s(A) = a}
{A C A(Higmo)lr(A) =2m +1,|A| = 2m + 2,s(A) = a}

St A C A(Hrmpo), ¢r(A) = U{({(i,5), (¢,5)}); {6 9), (¢, 57)} € A} donde
(4,7), @, 5} i,¢ € [r+1,m]

{
v({(5,5), (7)) = {(G,2k-1-35+3),(,5} i=0yi=m
(G,2k—1—j+3),(7,2k—1—4+3)} 4,¢€[0,r]
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Caso 10. Supongamos G = Hy/ g, lg, ..o = 2k, oy . = 2(m' + 1) con
k<m+1yk >m' +1.

Por el Lema 7.9, k = m/ + 1 y ¥ = m + 1. Vamos a demostrar que hay més
conjuntos de aristas de rango 2k + 2 y tamafio 2k + 3 en Hy o que en Hys g
Estos conjuntos se pueden clasificar en tres grupos:

1.- Ciclos esenciales de longitud 2k + 3.
2.- Conjuntos de aristas normales.

3.- Conjuntos conteniendo un ciclo esencial de longitud 2k y tres aristas més
(Figura 7.5).

a b c . d e f L] o
5

4 — — 4 — 3
4|
3

Y A )\ Y,

2 — 2 o
i —

1 — 1 — ¢
B

0 }— ’_‘0 o /
> 0 |

a b ¢ d e f

Figura 7.5: a) Ciclo esencial de longitud 2k m4s tres aristas en Hy,, 0 b) Ciclo
esencial de longitud 2k = 2(m’ + 1) més tres aristas en Hy v 4

(1) Por el Lema 6.1, Hy 1m0 y His v o Son bipartitos (tienen nimero cromético
igual a 2), entonces no pueden tener ciclos esenciales de longitud impar.

(2) Por el Corolario 7.10 sabemos que Hy, .0 ¥ Hy/ m o tienen el mismo niimero
de conjuntos de aristas normales de rango 2k+2 y tamaifio 2k+3 que no contienen
ciclos de longitud 6. Vamos a demostrar que el nimero de conjuntos normales
de aristas de rango 2k + 2 y tamafio 2k + 3 conteniendo un ciclo de longitud 6
es mayor en Hy o que en Hy po. No podemos demostrar directamente con el
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Corolario 7.10 que este niimero es igual en ambos grafos, ya que Hy n o contiene
conjuntos prohibidos de tamaifio 2k+3, que contienen un ciclo esencial de longitud
2m’ + 2 y un ciclo de longitud 6 (ver Figura 7.5b).

Otra vez por el Corolario 7.10, el nimero de conjuntos normales de aristas de
rango 2k + 1 y tamafio 2k + 2 conteniendo un hexdgono es el mismo en ambos
grafos, llamémosle sor41. Afiadimos una arista a cada uno de estos conjuntos a
fin de obtener un conjunto de tamafio 2k + 3. Este conjunto es de uno de los
siguientes tipos, dependiendo de como estemos afiadiendo la arista:

(A) Un conjunto normal de aristas de rango 2k + 2.

(B) Un conjunto normal de aristas conteniendo dos ciclos contractibles (no
esenciales) y por tanto de rango 2k + 1.

(C) Un conjunto de aristas conteniendo un ciclo esencial de longitud 2k y un
ciclo de longitud 6.

Sean A(H), B(H) y C(H) (donde H es Hgmo 6 Hi/m o) €l nimero de con-
juntos de aristas de H que pertenecen a los grupos A, B y C respectivamente.
A(H) + B(H) + C(H) es el nimero de posibilidades de afiadir una arista a los
conjuntos de aristas de tamano 2k+ 2 conteniendo un hexdgono y tal que la arista
afiadida no pertenezca a un hexdgono fijado.

32k+1(3k(m + 1) — 2k — 2)
2k+3-6

A(H) + B(H) + C(H) =

Veamos a continuacién que (2k — 3)B(H) = 3" pcp(s)(2k + 3 — 6(B)), donde
d(B) es el niimero de aristas de B que no pertenecen a todos los ciclos de longitud
6 de B. Para obtener un conjunto de aristas B € B(H) afiadimos una arista a
un conjunto de aristas de tamafo 2k + 2 que contiene un hexdgono, formando un
nuevo ciclo contractible. Como el ciclo es contractible, podemos considerar que
la arista ahadida tiene que pertenecer a un nuevo hexigono. Por tanto:

2 e (2k+3 - 0(B))

B(H) = 2%k +3—6

Si aplicamos el Corolario 7.10 para cada B € B(H), el nimero de conjuntos
normales de aristas de tamafio 2k + 3 — §(B) es igual en Hy 0y Hi,m,qo entonces:

Y @k+3-6B)= > (2k+3-4(B))

BeB(H,m,0) BEB(Hk’,m’,a)

A partir de todas las expresiones obtenidas y utilizando que C(Hjmpo) =0y
C(Hy ms ) # 0 (Figura 7.5) tenemos demostrado que A(Hy,mo) > A(Hy'm'a)-
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(3) En Hy, 1,0, cada ciclo esencial de longitud 2k m4s tres aristas tiene rango
2k+2 (Figura 7.5a), pero en Hys v, hay ciclos esenciales en los cuales si afiadimos
tres aristas obtenemos conjuntos de aristas de rango 2k + 1 (Figura 7.5b). Por
hipétesis, ambos grafos tienen el mismo ntimero de ciclos esenciales de longitud
minima por tanto el nimero de conjuntos de aristas en este caso es mayor en
Hk,m,O que en Hk’,m',a-

Caso 11. Supongamos G = Hy 4, Uy o = 2(m + 1), by . =2(m' +1)
conk>m+1yk' >m' +1.

Como m+1=m'+1y k(m+1) = K'(m' + 1) entonces k = k'. Por la
igualdad del nimero de ciclos esenciales de longitud minima y haciendo uso de
la propiedad especificada en el caso 9 tenemos que:

’“( (s /2 ) == ( il ) <

< (m+1) ( ]_(mm++1)1/2J ) < k( L (mm++1)l /2] )

Igual que este caso se demuestra el caso en que G = Hy/mi g, Igy, . o = 2(m+1),
by . =2(m'+1)conk=m+1yk=m'+1.

Caso 12. Supongamos G = Hy s, Um0 = 2K, lHk:’,m’,b =2k'conk <m+1
yk <m +1.

Probamos que hay més conjuntos de aristas de rango 2m+ 1 y tamafio 2m + 2
en Hy mo que en Hy 5. Como en el caso 1, se demuestra que el nimero de ciclos
esenciales de longitud 2(m + 1) en Hj pmyp es menor que en Hy 0. La biyeccién
pr entre:

{A C A(Himo)lr(A) = 2m +1,]A| = 2m + 2, s(A) = a}
{A C A(Himp)|r(A) = 2m + 1, |A| = 2m + 2, s(A) = a)

se define de la siguiente forma:

St A C A(Hymo), ¢r(4) = U{v({(,4), (¢, 5)});: {(i,5), (¥, 5")} € A} donde
{(i>j)7(i/7j/)} si r+1 Si,i/ <m

({69, @00 = { {26 -5), (7,5} si i=0yid=m
{(i,2k — j), (@, 2k — j)} si 0,4 €[0,7]
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Caso 13. Supongamos G = Hy/mip, ln,,.o = 2k, ln,, ,, = 2(m’'+ 1) con
E<m+1yk >m'+1.

Usamos los mismos argumentos que en el caso 10 para probar que Hy o tiene
mds conjuntos de aristas de rango 2k + 2 y tamafio 2k + 3 que Hy/ .

Caso 14. G = Hy/ s Uy, o = 2(m+1), 1, ,, =2(m'+ 1) con k >m+1
yk >m' +1.

Comom+1=m'+1y k(m+1) = k'(m’'+1) entonces k = k'. Por la igualdad
del nimero de ciclos esenciales de longitud minima tenemos que:

(s ) =2 (oo ) #5857 (-2 ) <

< (m+3) ( (mm++1)1/2 ) <k ( (mm++1)1 /2 )

La ultima desigualdad es consecuencia de que k es par, m es impary k > m+1,
luego £ > m+3. 851 G = Hyp con k =m+1y k' =m'+ 1 se obtiene una
contradiccién de forma andloga.

Hay tres comparaciones correspondientes a Hys v, con k' < m' — 1. De ellas
dos son triviales y la tercera, que seria considerar k < m+1 se demuestra siguiendo
el mismo proceso que en el caso 10, probando que Hy o tiene més conjuntos de
aristas de rango 2k + 2 y tamaiflo 2k + 3 que Hy/ my p. O

A continuacién y al igual que hicimos en el Capitulo 5, relativo a los grafos
localmente cuadriculados, ofrecemos una tabla en la que el lector podra ver facil-
mente el motivo por el cudl Hy o no tiene el mismo polinomio de Tutte que
cualquier otra teselacién hexagonal no isomorfa a él.

I significa que en los grafos correspondientes no pueden coincidir el nimero de
vértices, la longitud minima de los ciclos esenciales y el nimero de ciclos esenciales
de dicha longitud.

IT significa que aunque en los grafos correspondientes puedan coincidir las
cantidades anteriores, dichos grafos no tienen el mismo nimero de conjuntos de
aristas de rango s y tamafio s + 1. En cada casilla especificaremos el valor de s.

ITT significa que ambos grafos no tienen el mismo nimero cromatico.
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Como ejemplo, Hig120 ¥ Hio11,. no tienen el mismo polinomio de Tutte,
porque el elemento de la fila 9, columna 1 es I, lo cual quiere decir que no pueden
coincidir el niimero de vértices, la longitud minima de los ciclos esenciales y el
numero de ciclos esenciales de dicha longitud en ambos grafos.

L Himpo | k<m+1 [k=m+1[k>m+1|

E<m' +1 I I I

Hyt o 0 E=m+1 I I

K >m +1 I I I

K <m/+1 s=2m+1 I I

r<|(m' +1)/2] < [K/2] I I I

Hyporr>0

T [(m' +1)/2] <r < |K/2] I I I

K =m+1 I I I

F<m +1 s=2m+1 I I

Hy i a K =m+1 I I I

K >m +1 s=2k+2 I I

K <m +1 s=2m+1 I I

K=m+1,k>4 I I I

Hitimrp

K >m'+1 s =2k+2 I I

K =4,m =3 I I I
L Hemwe | | I [ | |
L Hewy | [ 1 [ [ ]
| Hemwg | [ m [ m [ 1|
| Hown | | s=2k+2 | I | I |

Por 1ltimo, queremos resaltar que la técnica empleada para demostrar la Tutte
unicidad de la teselacién hexagonal toroidal se puede aplicar de forma andloga. a
cualquier otra teselacién hexagonal. Adems4s esta técnica se puede reproducir en
los grafos localmente Cg calculando las longitudes minimas de los ciclos esenciales
y el nimero de ciclos esenciales de dicha longitud en esta familia de grafos. Debido
a que desde el punto de vista matemadtico no aportamos nada nuevo reproduciendo
esta técnica hemos iniciado la bisqueda de una técnica distinta para ofrecer una
demostracién de la Tutte unicidad de los grafos localmente C.



CAPITULO 8

Conclusiones y Problemas Abiertos

Con la demostracién de la Tutte unicidad de los grafos localmente cuadri-
culados, las teselaciones hexagonales y los grafos localmente Cs, es la primera
vez que se prueba que existen grandes familias de grafos Tutte tinicas. Como ya
hemos comentado, la Tutte unicidad en matroides ha sido muy estudiada y se
conocen grandes familias de matroides Tutte tinicas. En el caso de los grafos, se
ha estudiado la Tutte unicidad de algunas familias como los grafos multipartitos
completos, hipercubos etc [31]; pero los grafos localmente cuadriculados, las te-
selaciones hexagonales y los grafos localmente Cy se presentan como las primeras
grandes familias de grafos Tutte unicas.

Nos parece importante senalar que las dos familias de teselaciones hexagonales
construidas a partir de las estructuras definidas como cilindros hexagonales tor-
cidos, han completado el estudio realizado por Thomassen acerca de esta familia
de grafos. Ademas, la clasificacién de las teselaciones hexagonales permite la cla-
sificacién de los grafos localmente Cg; estableciéndose una relacién de menor muy
potente entre las tres familias de grafos estudiadas en esta parte de la memoria.

Queremos resaltar que aunque, en el Capitulo 7, hemos demostrado Gnicamen-
te la Tutte unicidad de la teselacién hexagonal toroidal, la técnica desarrollada
permite la demostracién de la Tutte unicidad del resto de las teselaciones hexa-
gonales. Adema4s, esta técnica se puede reproducir para los grafos localmente Cg,
calculando las longitudes minimas de los ciclos esenciales y el nimero de ciclos de
dicha longitud. Pero nos gustaria ir més allad y demostrar la Tutte unicidad de es-
tos grafos aprovechando la relacién de dualidad que mantiene con las teselaciones
hexagonales. En otras palabras, pensamos que al igual que en grafos planos, en
los cuales se demuestra que T'(G; z,y) = T(G*;y, ), podemos probar un relacién
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del tipo:
T(G;z,y) = f(z,y)T(G*, z,y)

siendo G un grafo localmente cuadriculado, una teselacién hexagonal o un grafo
localmente Cg; y f una funcién en dos variables que no dependa del grafo. Esta
creencia se basa en el hecho de que todos los grafos pertenecientes a estas tres
familias son localmente planos.

Por otra parte, demostramos que los grafos localmente cuadriculados son Tutte
tinico para p, ¢ > 6 pero nuestra técnica no se puede aplicar a los casos p = 3,4, 5.
g+6-1

)
2. Esta demostracién nos proporcionaria un resultado més general de la Tutte
unicidad de T | y Sp.q-

Ademds, serfa interesante demostrar que p’ no es una potencia de



APENDICE A

Instrucciones para el uso de los programas poltutte,
poltutte2 y poltutte3

En este apéndice se describe el uso de los programas poltutte, poltutte2 y
poltutte3 que sirven para generar férmulas recursivas para calcular el polinomio
de Tutte asociado a fragmentos de dimensién m x n de teselaciones del plano
mediante cuadrados, tridngulos, hexdgonos y combinaciones de estos poligonos
regulares.

§ A.0.1. Distribucién.— Los archivos que componen este paquete estan alma-
cenados en el archivo tutte.tar. Se debe instalar en un ordenador con el Sistema
Operativo Linux. Ha sido desarrollado para la versién Ret Hat 7.1 o superior y
Fedora versiones 1 y 2. No creemos que haya ningin problema para ejecutarlo en
otras versiones.

Para instalarlo se crea un directorio nuevo y se copia el archivo tutte.tar. A
continuacién se ejecuta el comando:

tar xf tutte.tar

Los archivos més importantes son:

poltutte - Programa para encontrar férmulas recursivas para calcular el polino-
mio de Tutte de un fragmento de teselacién cuyo grafo base tenga una sola
capa. No se toman en cuenta los grafos isomorfos que se presentan durante
el proceso de contraciéon y borrado.
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poltutte2 - Programa para encontrar férmulas recursivas para calcular el po-
linomio de Tutte de un fragmento de teselacién cuyo grafo base tenga una
sola capa. Se toman en cuenta algunos grafos isomorfos que se presentan al
realizar las operaciones de contraccién y borrado, de manera que se reduce
significativamente el tiempo de evaluacién.

poltutte3 - Programa para encontrar férmulas recursivas para calcular el poli-
nomio de Tutte de un fragmento de teselacién cuyo grafo base tenga varias
capas.

genegrid - Programa para generar la codificacién del grafo base de una malla
cuadrada m xn con un nimero de bandas dado como pardmetro. Un archivo
A que se obtenga como salida de este programa se pueden utilizar como
entrada para el programa poltutte2. Si en A se elimina manualmente la
linea 2 (que es donde tenemos en cuenta los grafos isomorfos producidos al
borrar y contraer) entonces el archivo resultante puede ser utilizado como
entrada al programa poltutte (el proceso se vuelve mucho més lento que
cuando se usa poltutte2).

genedgrid - Programa para generar la codificacién del grafo base de una malla
triangular m X n con un niimero de bandas dado como pardmetro, obtenida
al subdividir los cuadrados de la malla cuadrada. Un archivo A que se
obtenga como salida de este programa puede ser utilizado como entrada
para el programa poltutte o poltutte2.

genegrida - Programa ejecutable que genera la codificacién del grafo base de
una malla hexagonal m x n. El nimero de bandas se da como pardmetro.
Esta estructura también se puede determinar a partir de la estructura de
las teselaciones del tipo B generadas por el programa genegridb.

genegridb - Programa, ejecutable que genera fragmentos de teselaciones de tipo
B (el ntimero de bandas se da como pardmetro). Las teselaciones de tipo
B (Figura 2.4) son aquellas que pueden utilizar los tres tipos de poligonos
regulares: cuadrados, tridngulos y hexdgonos. Un archivo que se obtenga
como salida de este programa (o del programa genegrida) puede ser utilizado
como entrada para el programa poltutte3.

Los archivos fuente de estos programas son poltutte3.c, genegrida.c y gene-
gridb.c
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§ A.0.2. Compilacién.— En principio no es necesario compilar los programas
porque ya se estdn incluyendo los ejecutables; sin embargo, para hacer alguna
modificacién se deben dar los siguientes comandos (el directorio de trabajo debe
ser aquél donde se hizo la instalaci6n):

s Para compilar poltutte:
gee -g -1. /include -o poltutte poltutte.c pg.a

= Para compilar poltutte2:
gee -g -1./include -0 poltutte2 poltutte2.c pg.a

= Para compilar poltutte3:
gee -g -1./include -o poltutte3 poltutte3.c pg.a

= Para compilar genegrid:
gee -g -o genegrid genegrid.c

» Para compilar gene3grid:
gee -g -o genedgrid gene3grid.c

= Para compilar genegrida:
gece -g -0 genegrida genegrida.c

» Para compilar genegridb:
gec -g -o genegridb genegridb.c

§ A.0.3. Ejemplos.— A continuacién se muestran ejemplos sobre el uso de
los programas. En todos los casos el nimero 3 que aparece en “-s 3” puede ser
reemplazado por cualquier otro numero entero mayor que cero, esta cantidad
indica el nimero de bandas en el fragmento de la teselacién.

= Genera las férmulas de recursién del polinomio de Tutte de una malla cua-
drada con tres bandas:

./genegrid -s 3 | ./poltutte2

= Genera las férmulas de recursién del polinomio de Tutte de una malla trian-
gular con tres bandas:

./gene3grid -s 3 | ./poltutte



168 A. Instrucciones para el uso de los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3

» Genera las férmulas de recursién del polinomio de Tutte de una malla he-
xagonal con tres bandas:

./genegrida -s 3 | ./poltutte3

» Genera las férmulas de recursién del polinomio de Tutte de un fragmento
de teselacién del tipo B con tres bandas:

./genegridb ~s 3 | ./poltutte3

§ A.0.4. Codificacién de teselaciones planas.— Los programas genegrid,
genedgrid, genegrida y genegridb generan algunos fragmentos de las tesela-
ciones que pueden procesar los programas para construir las férmulas recursivas
del Polinomio de Tutte.

Los fragmentos de las teselaciones se pueden codificar de manera manual en
un archivo de texto siguiendo el formato que se explica en esta seccién o, como
en el caso de los programas genegrid, gene3grid, genegrida y genegridb, se
puede programar la codificacién considerando la estructura del grafo base del
fragmento de la teselacién.

Cada uno de los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3 tiene su pro-
pio esquema de codificacién, pero en principio, éstos son parecidos entre si. El
esquema de codificacién mds amplio es el del programa poltutte3 y es el que
presentamos primero.

Para codificar un fragmento de una teselacién plana primero tiene que deter-
minarse su grafo base; por ejemplo, la teselacién plana que aparece en la Figura
2.4 tiene como base la estructura de capas mostrada en la Figura 2.5. Esta base
contiene cuatro capas y las regiones que se han sombreado son las bandas, asi la
Figura 2.5 contiene 3 bandas.

Lo que hace el programa poltutte3 es generar las ecuaciones recursivas para
evaluar el polinomio de Tutte de un fragmento de teselacién plana con un cierto
numero de capas y un cierto nimero de bandas. Para codificar dicho fragmento
se especifican cada una de las capas de su grafo base de la siguiente forma: (lo
que sigue es la informacién que debe contener el archivo de especificacién)
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V = Nimero méaximo de vértices en una capa

P = Ntimero méximo de aristas paralelas en un menor (Cuando no
V C P , se sepa qué poner en este pardmetro coloque cualquier niimero (1,2,

3 6 4 preferentemente) e incremente hasta que el programa funcione)

C = Nuimero de capas

° El punto es un separador. Luego se codifica la primera capa

E S

P P ..P , . o
v, W, ndice del dltimo vértice en la parte inferior de la capa

F =
Vo Wy S = Indice del primer vértice en la parte superior de la capa
P,...P. = Permutacién de indices de los vértices de la capa

(v1,w1), (v2, wa), ..., (v, wy) = aristas en la capa
Vr Wi

e  } Aqui se codifica la segunda capa

e} Aqui se codifica la tercera capa

Con respecto a la permutacién de indices P;...P. queremos aclarar que es una
informacién que indica el movimiento (renombrado) de los vértices durante el
proceso de contraccién y borrado y que tiene que cumplir que la etiquetacién
de vértices obtenida mediante la permutacién tiene que dar lugar a la misma
estructura que teniamos con la etiquetacién original. Esta permutacién no tiene
por qué existir. Por ejemplo, la codificacién del grafo base mostrado en la Figura
2.5 con una banda es la siguiente:

En cada capa a lo mas hay 8 vértices
8 3 4 » El nimero méximo de aristas paralelas es menor o igual a 3
El nimero de capas es cuatro

Las capas se cuentan de abajo hacia arriba.
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i ; \ -«——— Capad

-«+—Capa 3

-«——— Capa 2

-+———Capal

Figura A.1: Capas del grafo base de la Figura 2.5 con una banda

(1) CODIFICACION DE LA CAPA 1.

Figura A.2: Capa 1 del grafo base de la Figura 2.5 con una banda

34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
04
15
37

La primera linea corresponde a las etiquetaciones del dltimo vértice de la parte
inferior de la capa y del primer vértice de la parte superior de la capa. Los —1's
significan que no hay permutacién. El resto de las lineas son la codificacién de
las aristas de la capa.

De forma andloga codificamos las demds capas.
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(2) CODIFICACION DE LA CAPA 2.

AN

0 1 2 3

Figura A.3: Capa 2 del grafo base de la Figura 2.5 con una banda

34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
04
14
25
26
37

(3) CODIFICACION DE LA CAPA 3.

0_5
W
=)

[ 3

O“
—_
N
w2

Figura A.4: Capa 3 del grafo base de la Figura 2.5 con una banda
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34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
15
26
25
26

(4) CODIFICACION DE LA CAPA 4.

Figura A.5: Capa 4 del grafo base de la Figura 2.5 con una banda

34
-1-1-1-1~-1-1-1-1
01
12
23
45
36
67
04
05
16
26
37

A. Instrucciones para el uso de los programas poltutte, poltutte2 y poltutte3
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Este archivo puede codificarse manualmente o generarse con el comando
./genegridb -s 1

El archivo que se obtiene es:
8§34

34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
04
15
37
34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
04
14
25
26
37
34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
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23
45
o6
67
15
26
34
-1-1-1-1-1-1-1-1
01
12
23
45
56
67
04
05
16
26
37

Para el programa poltutte2 el formato es parecido aunque més simple porque
s6lo trabaja con fragmentos de teselaciones cuyo grafo base tenga una sola capa.
El grafo base de la malla cuadrada Ls, (Figura A.6) se codifica asf:

3 4 5

Figura A.6: Grafo base de Ls,,

6223
210543
10

43

14

21

54
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25
03

En la primera linea el 6 indica el nimero de vértices del grafo base, el primer
2 corresponde al nimero maximo de aristas paralelas en un menor, el segundo
2 se asocia con el ltimo vértice en la parte inferior del grafo base y el 3 con el
primer vértice en la parte superior del grafo base. En la linea 2 se codifica una
permutacién de los vértices de la capa. A partir de la tercer linea se codifican las
aristas del grafo base.

Para el programa poltutte la codificacién es la misma, salvo que la permu-
tacién en la linea 2 no debe ser incluida para no tener en cuenta la existencia de
grafos isomorfos en el proceso de contraccién y borrado.
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Listados

A continuacién ofrecemos un listado que incluye los siguientes programas:

(1) PROGRAMAS PARA LA GENERACION DE TESELACIONES
genegrid

gene3grid

genegrida

genegridb

(2) PROGRAMAS PARA EL CALCULO DEL POLINOMIO DE TUTTE
poltutte

poltutte2

poltutte3

(3) ARCHIVOS NECESARIOS PARA (1) y (2)

A23.H ORDEN.H
AB.H UDE.H
ARCH.H LISTAS-D1.H
BTREE.C GRAF.H
BCC.H PERM.H
COLA.H PGERROR.H
COMB.H PILA.H
MARCAS.H TIEM.C

LD.H UTIL.H
MC.H

177
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PROGRAMA genegrid PARA GENERAR UNA MALLA CUADRADA

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <fcntl.h>
#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

int main(int argc, char *argv[]) {
int opt;
int size;
int i;

while ((opt = getopt(argc, argv, "s:")) != -1)
switch (opt) {
case 's':
size = atoi (optarg);
if (size < 0) {
printf("Tamafio de la malla fuera de rango\n");
exit(1);
}
break;

}

printf ("%d %d %d %d\n", size*2, 3, size-1, size);
for (i = 1; i < size; i++) {

printf("%d %d\n",1i,i-1);

printf ("$d %d\n",size+i, size+i-1);
printf("sd %d\n",i,i+size);

printf ("%d %d\n",i,size+i-1);

}
printf ("0 %d\n",size);
exit (0);

}

/*
gce -g -o genegrid genegrid.c

*/
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PROGRAMA gene3grid PARA GENERAR

MALLA TRIANGULAR

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <fcntl.h>
#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

int main(int argc, char *argv([]) {
int opt;
int size;
int i;

while (({opt = getopt(argc, argv, "s:")) != -1)
switch (opt) {
case 's':
size = atoi(optarg);
if (size < 0) {

printf("Tamafio de la malla fuera de rango\n");

exit (1) ;
}

break;

}

printf("sd %d %d %d\n", size*2, 2, size-1, size);

for (i = size-1; 1i >= 0; i--)
printf("sd ",1i);
for (1 = 2*size-1; i>= size; i--)

printf("sd ",1i);
printf ("\n");
for (i = 1; 1 < size; i++) {
printf ("%d %d\n",i,i-1);
printf ("%d %d\n",size+i, size+i-1);
printf ("%d %d\n",i,i+size);
}
printf ("0 %d\n",size);
exit (0);
}
/*

gcc —g -o genegrid genegrid.c
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PROGRAMA genegrida PARA GENERAR UNA
MALLA HEXAGONAL

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <fcntl.h>
#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

int main(int argc, char *argv[]) {
int opt;
int size;
int i;

while ((opt = getopt(argc, argv, "s:")) != -1)
switch (opt) {
case 's':
size = atoi (optarg);
if (size < 0) {
printf ("Tamafio de la malla fuera de rango\n");
exit (1);
}
break;

}

printf ("%d 3 2\n", size*2);

printf (".\n");

printf ("%d %d\n", size-1, size);

for (1 = 0; i < size*2; i++)
printf("%d ",-1);

printf ("\n");

for (1 = 1; i < size; i++) {
printf ("$d %d\n",1i,i-1);
printf ("%d %d\n",size+i, size+i-1);

(

printf ("%d %d\n",i+size,i);
if (1 % 2 == 0)
printf("%d %d\n",i-1l+size,i);
}
printf ("0 %d\n",size);

printf(".\n");
printf ("%d %d\n", size-1, size);

for (1 = 0; 1 < size*2; i++4)
printf("%d ",-1);
printf ("\n")
for (i = 1; i < size; i++) {
printf ("%d %d\n",i,i-1);
printf ("%d %d\n",size+i, size+i-1);
printf ("%d %d\n",i+size,i);
if (4 % 2 == 1)
printf ("%d %d\n",i-1,i+size);
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printf ("0 %d\n",size);
exit (0);
}

/*

gcc —-g -o genegrida genegrida.c

PROGRAMA gnegridb PARA GENERAR
TESELACIONES DEL TIPO B

"S

:"))

*/
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <fentl.h>
finclude <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>
int main(int argc, char *argv[]) {
int opt;
int size;
int 1;
while ((opt = getopt(argc, argv,
switch (opt) {
case 's':
size = atoi(optarg);
if (size < 0) {
printf ("Tamafio de la malla fuera de rango\n");
exit(1);
}
break;

}

printf ("$d %d 4\n", size*8, size*2);
printf(".\n");
printf ("%d %d\n", size*3, size*3+1);
for (1 = 0; 1 < size*8; i++)
printf("%d ",-1);
printf ("\n");
for (i = 0; 1 < size; 1i++) {
printf ("%d %d\n",i*3, 1*3+1);
printf ("%d %d\n",i*3+1, 1*3+2);
printf ("%d %d\n",i*3+2, i*3+43);
printf ("sd %d\n", (i+size)*3+1, (i+size)*3+2);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+2, (i+size)*3+3);
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printf ("%d %d\n", (i+size)*3+3, (i+size)*3+4);

printf ("%d %d\n",i*3, (i+size) *3+1);
printf ("%d %d\n",i*3+1, (i+size) *3+2);

}

printf ("%d %d\n",size*3,size*6+1);

printf(".\n");

printf ("%d %d\n", size*3, size*3+1);

for (i = 0; 1 < size*8; i++)
printf("%d ",-1);

printf("\n");

for (i = 0; i < size; i++) {
printf ("%d %d\n",i*3, 1*3+1);
printf ("%d %d\n",i*3+1 i*3+42);
printf ("%d %d\n":i*3+2: i*3+3;;
printf ("%d %d\n", (i+size) *3+1, (i+size)*3+2);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+2, (i+size)*3+3);
printf ("%d %d\n", (i+size) *3+3, (it+size)*3+4);
printf ("#d %d\n",i*3, (i+size)*3+1);
printf ("%d %d\n",i%*3+1, (i+size) *3+1);
printf ("%d %d\n",1*3+2, (i+size) *3+2);
printf ("%d %d\n",i*3+2, (i+size) *3+3);
}
printf ("%d %d\n",size*3,size*6+1);
printf(".\n");
printf ("%d %d\n", size*3, size*3+1);
for (i = 0; 1 < size*8; i++)
printf("%d ",-1);
printf ("\n");
for (i = 0; i < size; i++4) {
printf ("%d %d\n",i*3, i*3+1);
printf ("%d %d\n",1*3+1, 1*3+2);
printf ("%d %d\n",i*3+2, 1*343);
printf ("%d %d\n", (i+size) *3+1, (i+size)*3+2);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+2, (i+size)*3+3);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+3, (i+size)*3+4);
printf ("%d %d\n",1i*3+1, (i+size) *34+2);
printf ("%d %d\n",i*3+2, (i1+size) *3+3);
}
printf (".\n");
printf ("%d %d\n", size*3, size*3+1);
for (i = 0; i < size*8; i++)
printf("sd ",-1);
printf ("\n");
for (i = 0; i < size; i++) {
printf ("%d %d\n",i*3, 1*3+1);
printf ("%d %d\n",i*3+1, 1*3+2);
printf("%d %d\n",i*3+2, i*3+3);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+1, (i+size)*3+2);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+2, (i+size)*3+3);
printf ("%d %d\n", (i+size)*3+3, (i+size)*3+4);
printf ("%d %d\n",i*3, (i+size) *3+1);
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printf ("%d %d\n",i*3,

(i+size)*3+2);

printf ("sd %d\n", i*3+1, (i+size) *3+43);
printf ("%d %d\n",i*3+2, (i+size) *3+43);

}

printf("%d %d\n",size*3,size*6+1l);

exit (0) ;
}

/*

gcc —g -o genegridb genegridb.c

*/

PROGRAMA POLTUTTE PARA EL CALCULO DEL
POLINOMIO DE TUTTE

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#include "pgerror.h"

#include <fcntl.h>

#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

#include "mc.h"
#include "a23.h"
#include "1ld.h"

/* Numero m&ximo de vértices en una capa */

int maxvertex;

/* Nimero maximo de aristas paralelas que pueden aparecer */

int maxparallel;

/* Estructuras de datos fundamentales */

a23 MinDictionary;
1d waitingList;
que

ld printList;
polinomio */

mc *graphTemplate;

grafos */

unsigned *graphMod;
int endBottom = 2;

inferior

/*
/*

/*

/*

/*
/*

Diccionario de configuraciones minimales */
Lista de espera de los elementos minimales

esperan el proceso de generacién recursiva de
sus configuraciones minimales */
Auxiliar para la impresién final del

Descriptor de las matrices que guardan los

Médulo generador de los grafos */
Indice del ultimo vértice en la parte

del grafo base*/
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int startTop = 3;
superior del
grafo base*/

typedef struct tnode {

/* Indice del primer vértice en la parte

int ord; /* Etiqueta. Usado para nombrar a los grafos
minimales */

unsigned *graph; /* Grafo ascociado al nodo */

int x,y; /* Potencia de x e y con la que contribuye el
nedo */

struct tnode *con; /* Reduccién recursiva al contraer la arista
mayor */

struct tnode *del; /* Reduccidn recursiva al borrar la arista mayor
*/
} tnode; /* Representa un nodo en el Arbol de recursién
*/

/* Compara los arreglos de datos de dos matrices comprimidas */

int comp_mc(mc *e, unsigned *dl, unsigned *d2)

int r = 0;

int i;
for (1 = 0; 1 < e->t e; i++)
if ((r = d1[i] - d2[i]) != 0)

return r;
return(0);

}

int comp coefTutte(void *tl, void *t2) {
tnode **pl, **p2;
int r;
pl = (tnode **)tl;
p2 = (tnode **)t2;
if ((r = (*pl)->ord - (*p2)->ord) !'= 0)
return(r);
if ((r = (*p2)->x - (*pl)->x) != 0)
return(r);
return (*p2)->y - (*pl)->y;
}

int comp ord(veid *tl, void *t2) {
tnode **pl, **p2;
int r;
pl = (tnode **)tl;
p2 = (tnode **)t2;
return ((*pl)->ord - (*p2)->ord);
}

int comp aptnode(void *tl, wvoid *t2) ({
tnode **pl, **p2;
pl = (tnode **)tl;
p2 (tnode **)t2;

return (comp mc(graphTemplate, (*pl)->graph,

}

{

(*p2)->graph));
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void imp mc(mc *template, unsigned *mat) {
int 1i,3;

for (i=0; i<maxvertex; i++) {
for (§=0; j<maxvertex; j++)
putchar ('0'+elto mc(template,mat,i,j));
putchar('\n');
}
}

void imp tnode (tnode *t) {

/* printf("x = %d, y = %d %s\n",t->x, t->y, t->con == NULL ? ",
terminal" : "");*/

printf("x = 8d, v = %d, ord = %d\n",t->x, t->y,t->ord);

imp mc(graphTemplate, t->graph);
}

/* Crea un nodo nuevo */
tnode *newtnode (unsigned *model) {

tnode *t;

int 1,73;

if ((t = (tnode *) malloc(sizeof (tnode))) == NULL)
exit(l);

t->ord = 0;

t->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat mc(graphTemplate, t->graph, graphMod);
t->x = t->y = 0;
t->con = t->del = NULL;
if (model != NULL)

for (i=0; i<=endBottom; i++)

for (4=0; j<i; j++)
asg mc(graphTemplate, t->graph, elto mc(graphTemplate, model, i,
j), i+startTop, j+startTop):

return t;

}

/* Construye el simetrico de un nodo */
tnode *simetricNode (unsigned *model) {

tnode *t;

int i,73;

if ((t = (tnode *) malloc(sizeof{tnode))) == NULL)
exit (1) ;

t->ord = 0;

t->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat mc(graphTemplate, t->graph, graphMod);
t->x = t->y = 0;
t->con = t->del = NULL;
if (model != NULL)

for (i=0; i<=endBottom; i++)

for (3=0; j<i; J++)
asg_mc(graphTemplate, t->graph, elto mc({graphTemplate, model, 1,
j), maxvertex-1-j, maxvertex-1-i);
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return t;

}

void dest_tnode (tnode *node) {
destdat mc(node->graph);
free(node);

}

/* Duplica un tnode */

tnode *duptnode (tnode *node) {
tnode *t;
unsigned *aux;
int i,3,k;

if ((t = (tnode *) malloc(sizeof(tnode))) == NULL)
exit (1) ;

t->ord = 0;

t->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat mc(graphTemplate, t->graph, node->graph):
t->x = t->y = 0;

t->con = t->del = NULL;

return t;

}

/* Borra las hojas del grafo */

int delete pendant edges(unsigned *graph, int noBottom) {
int i,3;
int suma = 0;
int pendant edges = 0;

for (i = maxvertex-1; i > (noBottom ? endBottom : -1); i--) {
suma = 0;
for (3 = 0; j < i; j++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,i,j):
for (j = i+l; j < maxvertex; J++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,j,i);
if (suma == 1) {
pendant edges++;
for (j = 0; j < i; J++)
if (elto mc(graphTemplate, graph,i,j) == 1) {
asg_mc(graphTemplate, graph,0,1i,3);
i = maxvertex;

break;
}
for (j = i+1l; J < maxvertex; J++)
if (eltc mc(graphTemplate, graph,j,i) == 1) {

asg_mc(graphTemplate, graph,0,7,1);
i = maxvertex;
break;
}
}
}

return (pendant edges);
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/* Borra la arista con extremos i, j */

tnode *delete(tnode *node, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;

if (i<3) |

}
t = duptnode (node) ;

if (t == NULL)

exit(1);

asg_mc(graphTemplate, t->graph, elto mc(graphTemplate,node-
>graph,i,j)—1,i,j);

t->x = delete_pendant edges(t->graph, noBottom);

/*imp tnode (t);*/

return(t);

}

/* Borra los lazos del grafo */

int delete loops(unsigned *graph) {
int i,3,k;
int loops = 0;

for (i = 0; i< maxvertex; i++)
if ((k=elto mc(graphTemplate,graph,i,i)) > 0) {
loops += k;
asg _mc(graphTemplate, graph,0,i,1i);
}
return (loops);

}

/* Contrae la arista con extremos i, j */
tnode *contract (tnode *node, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;
int i1,31;
int k;

if (i<)) |
aux = i; 1 = j; J = aux;

}
t = duptnode (node) ;
if (t == NULL)
exit(1l);
asg_mc(graphTemplate, t->graph, elto mc{graphTemplate,node-
>graph,i,j)—1,i,j);
for (J1 = 0; j1 <= 7J; Jl++)
if ((k = elto mc(graphTemplate, t->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc(graphTemplate, t->graph, elto mc{graphTemplate, node-
>graph,j,jl)+k, j, 31);
asg_mc (graphTemplate, t->graph, 0, i, j1);:
}
for (J1 = j+1; j1 < i; j1++4)
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if ((k = elto mc(graphTemplate, t->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc (graphTemplate, t->graph, elto mc(graphTemplate, node-
>graph,jl,3)+k, 31,3);
asg_mc(graphTemplate, t->graph, 0, i, jl1);
}
t->y = delete loops(t->graph);
t->x = delete_ pendant edges(t->graph, noBottom);
/*imp tnode (t);*/
return t;

void process(tnode *raiz) {
int i,3j,print = 0;
/* Blsqueda de una arista fuera del nivel inferior */
if (print)
imp tnode(raiz);
for (i = maxvertex-1l; i > endBottom; i--)
for (j = i-1; j >= 0; j--)
if (elto mc(graphTemplate, raiz->graph,i,j) > 0) {
/* Se encontré */
process (raiz->del
process (raiz->con
return;

}

delete(raiz, i, j, 1));
contract(raiz, i, j, 1));

}

/* Procesa la base de la induccién involucrada en la
definicién del Polinomio de Tutte */

int print = 0;

void baseProcess(tnode *raiz) {

int 1,3
/* Busqueda de una arista */
if (print)

imp tnode(raiz);

for (i = maxvertex-1; i >= 0; i--)
for (j = i-1; 3 >= 0; j--)

if (elto mc(graphTemplate, raiz->graph,i,j) > 0) {

/* Se encontrd */
baseProcess(raiz->del delete(raiz, 1,3,0));
baseProcess(raiz->con = contract(raiz,i,j,0));
return;

}

i

}

void buildMinimal (tnode *n) {
tnode *t, *auxt;
tnode *s, *auxs;

if (n->del == NULL) {
auxt = t = newtnode (n->graph);
if (bus_a23(MinDictionary, &t) == NULL) {
auxs = s = simetricNode (n->graph);
if (bus_a23(MinDictionary, &s) == NULL) {

n->ord = t->ord = card_a23(MinDictionary)+1l;
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ins_a23(MinDictionary, &t);
insdes ld(waitingList, &t);
} else {
n->ord = s->ord;
dest_tnode (auxt);
}
dest tnode (auxs);
return;
}
n->ord = t->ord;
dest tnode (auxt);
} else {
buildMinimal (n->del);
buildMinimal (n->con) ;

}

/* Calcula las potencias en x e y. Prepara también
la lista de impresién */
void powersCalc(tnode *raiz, int acumx, int acumy) {
if (raiz == NULL)
return;
raiz->x += acumx;
raiz->y += acumy;
powersCalc(raiz->del, raiz->x, raiz->y):
powersCalc(raiz->con, raiz->x, raiz->y);
if (raiz->con == NULL)
insdes ld(printList, &raiz);

}

/* Imprime un coeficiente del polinomio de Tutte */
void printCoef (int coef, int x, int y) {

if (coef !=1 || (x == 0 && y == 0))
printf ("%d", coef);
if (x == 1)
printf("x");
if (x > 1)
printf ("x~%d", x);
if (y== 1)
printf ("y");
if (y > 1)

printf ("y*%d",y):
}

/* Imprime el contenido de la lista de impresién y
vacia la lista */
void printTutte (tnode *node) {
tnode **raiz;
int antord, antx,anty;
int coef = 0;
int quitarPrimerMas = 1;

antord = antx = anty = -1;
ord_ld(printList,comp_coefTutte);



191

LISTADOS

(*

}

printf ("T_{n+1l} (%d) = ",node->ord);

for (raiz = (tnode **)ini ld(printList); raiz != NULL; raiz =
sgt_ld(printlList)) {

if (antord == (*raiz)->ord && antx ==

raiz)->y) {

coef++;
continue;

}

if (antord == (*raiz)->ord) {
printf ("%s",
printCoef (coef, antx, anty);
quitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx = (*raiz)->x;
anty = (*raiz)->y;
continue;
}

if (antord != -1) {

printf("%s", quitarPrimerMas ? ""

printCoef (coef, antx, anty);

printf(")T n(%d) + (", antord);

quitarPrimerMas = 1;

coef = 1;

antord = (*raiz)->ord;
antx = (*raiz)->x;
anty = (*raiz)->y;

continue;

}

printf (" (");
quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;

antord = (*raiz)->ord;
antx = (*raiz)->x;
anty = (*raiz)->y;

}

printf ("%$s", quitarPrimerMas ? ""

printCoef (coef, antx, anty);
printf (")T _n(%d)\n", antord);
vacia ld(printList);

quitarPrimerMas ? ""

(*raiz)->x && anty ==

L + ") ;

" + ");

/* Imprime el contenido de la lista de impresién y
vacia la lista para los términos base. También

void printTutteBase (tnode *node)

vacia la lista */

tnode **raiz;
int antx,anty;

int coef = 0;
int quitarPrimerMas = 1;
antx = anty = -1;

ord_ld(printList,comp coefTutte);

printf ("T _1(%d) = ",node->ord);

{
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for (raiz = (tnode **)ini ld(printlList); raiz != NULL; raiz =
sgt_ld(printList)) {
if (antx == (*raiz)->x && anty == (*raiz)->y) {
coef++;

continue;
}
if {(antx != -1) {
printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);
quitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx (*raiz)->x;
anty = (*raiz)->y;
continue;

i

}

quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;
antx = (*raiz)->x;
anty = (*raiz)->y;
}
printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);
printf("\n");

vacia ld(printList);

}

void liberaMemRec (tnode *raiz) {
if (raiz != NULL) {
liberaMemRec (raiz->del);
liberaMemRec (raiz->con) ;
destdat mc(raiz->graph);
free(raiz);
}
}

/* Libera la memoria de todos los nodos que estan debajo de la raiz
de un grafo generador. */

void liberaMem(tnode *raiz) {
liberaMemRec (raiz->del) ;
liberaMemRec (raiz->con) ;
raiz->del = raiz->con = NULL;

}

void readInput (char *file) {

FILE *f;
int 1i,7;
if (file[0] != '\0")
f = fopen(file,"r");
else
f = stdin;
if (£ == NULL) {

printf ("Missing file %s\n",file);
exit(1);
}
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fscanf(f,"%d %d %d %d\n", émaxvertex, &maxparallel, &endBottom,

&startTop) ;

graphTemplate = creaenc mc (0, maxparallel, 2, maxvertex, maxvertex);

graphMod = creadat mc(graphTemplate);
inimin mc(graphTemplate, graphMod);

while (fscanf(f,"%d %d\n",&i,&j) != EOF) {
if (i > 3j)
asg_mc(graphTemplate, graphMod, 1, i, j);
else

asg mc(graphTemplate, graphMod, 1, 3j, 1i);
}
if (file[0] != '\0")
fclose (£f);
}

/* Deja sdélo la corona de un médulo */
void crownDown (tnode *raiz) {
int i,3,k;

for (i = 0; i < maxvertex; i++)

for (j = i-1; 3>=0; 3--)
if |

if (i <= endBottom || j <= endBottom)
asg_mc(graphTemplate, raiz->graph,0,1,]);

if (i >= startTop && j>=startTop) {
asg_mc (graphTemplate, raiz->graph, 0,1, J);
asg_mc(graphTemplate, raiz->graph, k, i-startTop,

}
}

}

int main(int argc, char *argv[]) {
char fileName[250];
int opt;

tnode *raiz; /* Raiz de la recursién */
tnode **apraiz;

fileName[0] = '\0';
while ((opt = getopt(argc, argv, "f:")) != -1) {
switch (opt) {

case 'f':
if (strlen(optarg) > 255) {

{k=elto _mc(graphTemplate,raiz->graph,i,j)) != 0) {

j-startTop);

(
fprintf (stderr,"File name %s too long\n",optargqg):;

exit (1)
}
strcpy(fileName, optarg);
break;
}
}

readInput (fileName) ;
raiz = newtnode (NULL) ;
raiz->ord = 1;
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/* Construccién del arbol de estructuras minimas,

de la cola de espera y de la cola de impresién */
MinDictionary = crea_a23(sizeof (unsigned *),comp_aptnode,0);
waitingList = crea ld(sizeof (unsigned *));
printList = crea_ ld(sizeof (unsigned *));
ins a23(MinDictionary, &raiz);
insdes ld(waitingList, &raiz);

while (card ld(waitingList) > 0) {
ord_ld{waitinglList,comp_ord);
ini ld(waitingList);
bor ld(waitingList, &raiz);
process (raiz);
buildMinimal (raiz);
powersCalc(raiz,0,0);
printTutte(raiz);
liberaMem(raiz);

}

/* Célculo del Polinomio de Tutte de los grafos generadores */
printf ("\n\n");
for (apraiz = min a23(MinDictionary,NULL); apraiz != NULL; apraiz =
sgt_a23(MinDictionary))
insdes ld(waitingList, apraiz);
ord_ld(waitingList, comp ord);
for (apraiz = ini ld(waitinglist); apraiz != NULL; apraiz =
sgt _ld(waitingList)) {
crownDown (*apraiz);
(*apraiz)->x = delete_pendant edges((*apraiz)->graph, 0);
(*apraiz)->y = delete loops((*apraiz)->graph);
baseProcess (*apraiz);
powersCalc (*apraiz, 0,0);
printTutteBase (*apraiz);
liberaMem(*apraiz);
}
exit (0);
}

/*
gec ~g -I/usr/include/pg -o poltutte poltutte.c $HOME/pg/lib/pg.a
*/
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PROGRAMA POLTUTTE2 PARA EL CALCULO
DEL POLINOMIO DE TUTTE

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "pgerror.h"
#include <fcntl.h>
#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

#include "mc.h"
#include "a23.h"
#include "1d.h"

/* Nuimero maximo de vértices en una capa */
int maxvertex;

/* Numero maximo de aristas paralelas que pueden aparecer */
int maxparallel;

/* Estructuras de datos fundamentales */

1d minList; /* Lista de configuraciones minimales */

aZ23 SchemeDictionary; /* Diccionario de grafos para las que se ha
hecho el proceso recursivo */

1d waitingList; /* Lista de espera de los elementos minimales

que
esperan el proceso de generacidén recursiva de
sus configuraciones minimales */

ld printList; /* Auxiliar para la impresién final del

polinomio */

mc *graphTemplate; /* Descriptor de las matrices que guardan los
grafos */

unsigned *graphMod; /* Médulo generador de los grafos */

int endBottom = 2; /* Indice del dltimo vértice en la parte
inferior

del grafo base */
int startTop = 3; /* Indice del primer vértice en la parte
superior del

grafo base */
int *permutacion; /* Permutacién para construir el simétrico de
configuracién dada */

int print = 0; /* Controla la impresion en process y
baseprocess */

typedef struct tuttenode ({
int ord; /* Etiqueta. Usado para nombrar a los grafos
generadores */
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unsigned *graph; /* Grafo asociado al nodo */
struct tnode *con; /* Reduccién recursiva al contraer la arista
mayor */

struct tnode *del; /* Reduccién recursiva al borrar la arista
mayor*/

int acumx,acumy; /* Para calcular potencias */
} tuttenode;

typedef struct tnode {

int x,y; /* Potencia de x e y con la que contribuye el
nodo */

tuttenode *node;
} tnode; /* Representa un nodo en el Arbol de recursién
*/

/* Compara los arreglos de datos de dos matrices comprimidas */
int comp mc(mc *e, unsigned *dl, unsigned *d2) {
int r = 0;

int i;
for (i = 0; 1 < e->t_e; i++)
if ((r = dl[i] - d2[i1) !'= 0)

return r;
return(0);

}

int comp_ coefTutte(void *tl, void *t2) {
tnode **pl, **p2;

int r;

pl = (tnode **)tl;

p2 = (tnode **)t2;

if ((r = (*pl)->node->ord - (*p2)->node->ord) != 0)
return(r);

if ((r = (*p2)->node->acumx - (*pl)->node->acumx) != 0)
return(r);

return (*p2)->node->acumy - (*pl)->node->acumy;

}

int comp ord(void *tl, void *t2) {

tnode **pl, **p2;

int r;

pl = (tnode **)tl;

P2 = {(tnode **)t2;

return ((*pl)->node->ord - (*p2)->node->ord);
}

int comp aptnode (void *tl, void *t2) {

tnode **pl, **p2;

pl = (tnode **)tl;

p2 = (tnode **)t2;

return (comp_mc(graphTemplate, (*pl)->node->graph, (*p2)->node-
>graph));
}

int comp aptuttenode(void *tl, void *t2) {
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tuttenode **pl, **p2;

pl = (tuttenode **)tl;

p2 (tuttenode **)t2;

return (comp mc(graphTemplate, (*pl)->graph, (*p2)->graph)):

}

void imp mc(mc *template, unsigned *mat) {
int 1i,3;

for (i=0; i<maxvertex; i++) {
for (j=0; j<maxvertex; j++)
putchar('0"+elto mc(template,mat,i,j)):
putchar('\n"');
}
}

void imp_ tnode (tnode *t) {

printf("x = %d, y = %d, ord = %d, acumx = %d, acumy = %d\n",t->x, t-
>y, t->node->ord, t->node->acumx, t->node->acumy) ;

imp mc(graphTemplate, t->node->graph);
}

/* Crea un nodo nuevo */
tnode *newtnode (unsigned *model) {

tnode *t;
int 1i,3;
if ((t = (tnode *) malloc(sizeof(tnode))) == NULL) {
printf ("***ERROR FATAL*** Se acabdé la memorial\n");
exit (1) ;
}
if ((t->node = (tuttenode *) malloc(sizeof (tuttenode))) == NULL) {
printf ("***ERROR FATAL*** Se acabd la memoria\n");
exit (1);

}
t->node->ord = 0;
t->node->graph = creadat mc(graphTemplate);
dupdat mc(graphTemplate, t->node->graph, graphMod);
t->x = t->y = t->node->acumx = t->node->acumx = 0;
t->node->con = t->node->del = NULL;
if (model != NULL)

for (i=0; i<=endBottom; i++)

for (3=0; j<i; j++)
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, elto _mc(graphTemplate,
model, i, j), i+startTop, j+startTop);

return t;

1

/* Construye la permutacién de un nodo */
unsigned *permuta (unsigned *model, int *permutacion) {
unsigned *t;
int i,3;
t = creadat_mc(graphTemplate);
if (model != NULL)
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for (i=0; i<maxvertex; i++)
for (3=0; j<i; J++)
if (permutacion[il > permutacion[j])
asg_mc(graphTemplate, t, elto mc(graphTemplate, model, i, j),
permutacion[i], permutacion{j]);
else
asg_mc (graphTemplate, t, elto mc{graphTemplate, model, i, j),
permutacion([j], permutacion[i]);
return t;

}

/* Este cbédigo se agregd con el fin de "compactar" el
grafo, por ejemplo, si el vértice 3 queda aislado y los
vértices 4, 5 y 6 forman parte del grafo entonces el
vértice 4 se renombra como 3, el 5 como 4 y el 6 como 5.
Esto sirve para minimizar el nuimero de esquemas que se
almacenan en el diccionario SchemeDiccionary */

void compress(unsigned *graph) {

int *p;

int i,3:;

int sgt,ult, suma;
unsigned *t;

if ((p = (int *)malloc (maxvertex*sizeof(int))) == NULL) {
printf ("***ERROR***, se acabdé la memoria\n");
exit (1) ;

}
for (i = 0; 1 <= endBottom; i++)
pli] = i;
for (ult = maxvertex-1, sgt = 1 = endBottom+l; i < maxvertex; i++)

suma = 0;
for (jJ = 0; j < i; j++)

suma += elto mc(graphTemplate, graph,i,j);
for (j = i+l; j < maxvertex; j++)

suma += elto mc(graphTemplate, graph,j,i);
if (suma > 0)

pli] = sgt++;
else

plil = ult--;

}

t = permuta(graph,p):

dupdat mc(graphTemplate, graph,t);

destdat mc(t);

free(p);

}

void dest tnode(tnode *n) {
destdat mc (n->node->graph) ;
free (n->node) ;
free(n);

}

/* Duplica un tnode */
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tnode *duptnode (tnode *node) {

tnode *t;
unsigned *aux;
int i,3,k;
if ((t = (tnode *) malloc{(sizeof(tnode))) == NULL ||
(t->node = (tuttenode *)malloc(sizeof (tuttenode))) == NULL)
exit (1) ;

}

t->node->ord = node->node->ord;

t->node->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat_mc (graphTemplate, t->node->graph, node->node->graph);
t->x = t->y = 0;

t->node->acumx = node->node->acumx;

t->node->acumy = node->node->acumy;

t->node->con = t->node->del = NULL;

return t;

}

/* Borra las hojas del grafo */

int delete_pendant edges (unsigned *graph, int noBottom) {
int 1i,3;
int suma = 0;
int pendant edges = 0;

for (i = maxvertex-1; i > (noBottom ? endBottom : -=1); i--) {
suma = 0;
for (j = 0; j < i; j++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,i,j);

for (j = i+l; j < maxvertex; j++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,j,1i):;
if (suma == 1) {

pendant_ edges++;
for (3 = 0; j < i; J++)

if (eltc mc(graphTemplate, graph,i,j) == 1) {
asg mc(graphTemplate, graph,0,1i,3);:
i = maxvertex;
break;
}
for (j = i+l; j < maxvertex; Jj++)
if (elto mc(graphTemplate, graph,j,i) == 1) {

asg_mc(graphTemplate, graph,0,3,1i);
1 = maxvertex;
break;

}

if (pendant edges > 0)
compress (graph) ;
return(pendant_edges);

1

/* Borra la arista con extremos i, 3§ */
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tnode *delete(tnode *node, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;

if (i<3) |
aux = i; i = 3; j = aux;
}
t = duptnode (node);
t->node->ord = 0;
if (t == NULL)
exit (1);
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,node-
>node->graph,i,j)-1,1,3);
t->x = delete_pendant edges(t->node->graph, noBottom);
/*imp tnode(t);*/
return(t);

}

/* Borra los lazos del grafo */

int delete loops(unsigned *graph) {
int 1i,3,k;
int loops = 0;

for (i = 0; i< maxvertex; i++)
if ((k=elto mc(graphTemplate,graph,i,i)) > 0) {
loops += k;
asg mc{graphTemplate, graph,0,i,1i):
}
return(loops);

}

/* Contrae la arista con extremos i, j */
tnode *contract (tnode *node, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;
int 1i1,31;
int k;

if (i<3) |
aux = i; 1 = J; J = aux;
}
t = duptnode (node) ;
t->node->ord = 0;
if (t == NULL)
exit (1) ;
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,node-
>node->graph,i,j)-1,1i,3);
for (31 = 0; j1 <= 3; J1+4+)
if ((k = elto mc(graphTemplate, t->node->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,
node->node->graph, j,jl)+k, j, j1);
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, 0, i, ji1):
}
for (31 = j+1; j1 < 1i; J1+4+)
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if ((k = elto mc(graphTemplate, t->node->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, elto mc{graphTemplate,
node->node->graph, jl,j)+k, 31,3);
asg _mc(graphTemplate, t->node->graph, 0, i, 31);
}
t->y = delete loops (t->node->graph);
t->x = delete_pendant edges(t->node->graph, noBottom);
/*imp tnode (t);*/
return t;

}

int nord = 0
void process
int 1i,3;
tuttenode *aptutte;
unsigned *sym, *aux;

int found = 0;
tnode *t;

(tnode *raiz) {

/* Busqueda de una arista fuera del nivel inferior */
if (print)
imp tnode(raiz);
aptutte = raiz->node;
found = (bus_a23(SchemeDictionary, &aptutte) != NULL);
if (!found) {
sym = permuta(raiz->node->graph, permutacion);
compress (sym) ;
aux = aptutte->graph;
aptutte->graph = sym;
found = (bus_a23(SchemeDictionary, &aptutte) != NULL);
raiz->node->graph = aux;
destdat mc(sym);
}
if (found) {
if (raiz->node->ord > 0)
aptutte->ord = raiz->node->ord;
destdat mc(raiz->node->graph);
free(raiz->node);
raiz->node = aptutte;
return;
}
aptutte = raiz->node;
for (i = maxvertex-1l; i > endBottom; i--)
for (3 = i-1; 3 >= 0; j--)
if (elto mc(graphTemplate, raiz->node->graph,i,j) > 0) {
process (raiz->node->del = delete(raiz, i, j, 1)):

process (raiz->node->con = contract(raiz, i, j, 1));
ins_a23(SchemeDictionary, &aptutte);
return;

}
ins a23(SchemeDictionary, &aptutte);
nord++;
raiz->node->ord = nord;
insdes ld(minList, &raiz);
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if (nord > 1) {
t = newtnode (raiz->node->graph);
raiz->node->ord = t->node->ord = nord;
insdes ld(waitingList, &t);
}
}

/* Procesa la base de la induccidén involucrada en la
definicién del Polinomio de Tutte */
void baseProcess(tnode *raiz) {

int 1,73,
/* Busqueda de una arista */
if (print)

imp tnode(raiz);
for (i = maxvertex-1; i >= 0; i--)
for (j = i-1; j >= 0; j--)
if (elto_mc(graphTemplate, raiz->node->graph,i,j) > 0) {
/* Se encontré */
baseProcess(raiz->node->del = delete(raiz, i,3,0));
baseProcess(raiz->node->con = contract(raiz,i,j,0));
return;
}
}

/* Calcula las potencias en x e y. Prepara también
la lista de impresién */
void powersCalc(tnode *raiz, int acumx, int acumy) {
tnode *t;
if (raiz == NULL)
return;
/*raiz->x += acumx;
raiz->y += acumy; */
raiz->node->acumx = acumx+raiz->x;
raiz->node->acumy = acumy+raiz->y;

if (print)
imp tnode(raiz);
if (raiz->node->con == NULL) ({

t = duptnode(raiz);

insdes ld(printList, &t);
}
powersCalc(raiz->node->del, raiz->node->acumx, raiz->node->acumy);
powersCalc(raiz->node->con, raiz->node->acumx, raiz->node->acumy) ;

}

/* Imprime un coeficiente del polinomio de Tutte */
void printCoef (int coef, int x, int y) {

if (coef !=1 || (x == 0 && y == 0))
printf ("%d", coef) ;

if (x == 1)
printf ("x");

if (x > 1)
printf ("x"~%d", x);

if (y== 1)

printf ("y");
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if (y > 1)
printf ("y"%d",v);
}

/* Imprime el contenido de la lista de impresién y

vacia la lista */
void printTutte (tnode *node) {
tnode **raiz;
int antord, antx,anty;
int coef = 0;

int quitarPrimerMas = 1;

antord = antx = anty = -1;

ord_ld(printList, comp coefTutte);

printf ("T {n+l} (%d) = ",node->node->ord);

for (raiz = (tnode **)ini ld(printList); raiz != NULL;
dest_tnode(*raiz), raiz = sgt_ ld(printList)) {

if (antord == (*raiz)->node->ord && antx == (*raiz)
&& anty == (*raiz)->node->acumy) {
coef++;

continue;

}

if (antord == (*raiz)->node->ord) {
printf("%$s", quitarPrimerMas ? "" : "
prlntCoef(coef, antx, anty);

quitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;

anty = (*raiz)->node->acumy;
continue;
}

if (antord != -1) {
printf("%s", quitarPrimerMas ? "" : "
printCoef (coef, antx, anty);
printf(")T n(%d) + (", antord);
quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;
antord = (*raiz)->node->ord;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty (*raiz)->node->acumy;
continue;

It

}

printf (" (");
quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;
antord = (* ralz) ->node->ord;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acuny;
}
printf ("%$s", quitarPrimerMas 2 "" : " + ");

prlntCoef(coef, antx, anty);
printf (")T n(%d)\n", antord);
vacia ld(printList);

->node->acumx
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/* Imprime el contenido de la lista de impresién vy
vacia la lista para los términos base. También

vacia la lista */

void printTutteBase (tnode *node) {

{

int quitarPrimerMas = 1;
antx = anty = -1;
ord_ld(printList,comp_coefTutte);
printf("T_l(%d) = ",node->node->ord) ;
for (raiz = (tnode **)ini ld(printList); raiz != NULL; raiz =
sgt_ld(printList)) {
if (antx == (*raiz)->node->acumx && anty == (*raiz)->node->acumy)
coef++;

tnode **raiz;
int antx,anty;
int coef = 0;

continue;

1

if (antx != -1) {
printf("%s", quitarPrimerMas ? "" "+,
printCoef (coef, antx, anty);
quitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acumy;
continue;
}
quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acumy;
}
printf("%$s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);
printf("\n");
vacia ld(printList);
}
void readInput (char *file) {
FILE *f;
int 1i,3;
if (file[0] != "\0")
f = fopen(file,"r");
else
f = stdin;
if (f == NULL) {
printf("Missing file %s\n",file);
exit(1l);
}
fscanf (f,"%d %d %d %d\n",&maxvertex, &maxparallel,

&startTop);
if ((permutacion = (int *) malloc(sizeof (int) *maxvertex)) == NULL)

&endBottom,

{
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printf ("***ERROR*** Memoria insuficiente\n");
1
graphTemplate = creaenc mc (0, maxparallel, 2, maxvertex, maxvertex);
graphMod = creadat mc(graphTemplate);
inimin mc(graphTemplate, graphMod);
for (1 = 0; 1 < maxvertex; i++)
fscanf (£, "%d",permutacion+i) ;
fscanf (£, "\n");

while (fscanf(f,"%d %d\n",&i, &j) != EOF) {
if (i > 3)
asg mc(graphTemplate, graphMod, 1, i, j);
else

asg _mc (graphTemplate, graphMod, 1, j, 1i):
}
if (file[0] t'= '\O")
fclose (f);
}

int main(int arge, char *argv([]) {
char fileName([250];
int opt;
int complexity = 0;

tnode *raiz; /* Raiz de la recursién */
tnode **apraiz;

fileName[0] = '\Q0"';

while ((opt = getopt(argc, argv, "f:c")) != -1) {
switch (opt) {
case 'f':

if (strlen(optarg) > 255) {
fprintf (stderr,"File name %s too long\n",optarg);
exit (1);
}
strcpy (fileName, optarg) ;
break;
case 'c': complexity = 1;
break;
}
}

readInput (fileName) ;
ralz = newtnode (NULL);
raiz->node->ord = 1;

/* Construccién del &rbol de estructuras minimas,
de la cola de espera y de la cola de impresidén */
minList = crea ld(sizeof (unsigned *));
SchemeDictionary = crea a23(sizeof(unsigned *),comp_aptuttenode,Q);
waitingList = crea ld(sizeof (unsigned *));
printList = crea_ld(sizeof (unsigned *));
insdes_ld(waitingList, &raiz);

while (card ld(waitingList) > 0) {
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ord_ld(waitingList, comp ord);
ini ld(waitingList);

bor ld(waitinglList, &raiz);
process (raiz);

/*buildMinimal (raiz);*/
powersCalc(raiz,0,0);
printTutte (raiz);

}

/* Calculo del Polinomio de Tutte de los grafos generadores */
printf ("\n\n") ;
ord ld(minList, comp ord) ;
for (apraiz = ini ld(minlist); apraiz != NULL; apraiz =
sgt_ld{(minList)) {
(*apraiz)->x = delete_pendant edges((*apraiz)->node->graph, 0);
(*apraiz)->y = delete loops|((*apraiz)->node->graph) ;
baseProcess (*apraiz);
powersCalc(*apraiz,0,0);
printTutteBase (*apraiz);

}

if (complexity = 1)
printf ("El diccionario de esquemas tiene %d
elementos\n", card a23(SchemeDictionary));
exit (0) ;
}

/%
gcc -g -I/usr/include/pg -o poltutte2 poltutte2.c $HOME/pg/lib/pg.a
*/
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PROGRAMA POLTUTTE3 PARA EL CALCULO DEL
POLINOMIO DE TUTTE

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "pgerror.h"
#include <fentl.h>
#include <sys/types.h>
#include <sys/stat.h>
#include <unistd.h>

#include "mc.h"
#include "a23.h"
#include "1ld.h"

int maxvertex; /* Namero maximo de vértices en una capa */
int maxmodule; /* Numero de capas en la teselacién */
int maxparallel; /* NOmero méximo de aristas paralelas */

/* Estructuras de datos fundamentales */

1d minList; /* Lista de configuraciones minimales */

az3 SchemeDictionary; /* Diccionario de grafos para los que se ha
hecho el proceso recursivo */

1d waitingList; /* Lista de espera de los grafos generadores que
esperan el proceso de generacidédn recursiva de
sus configuraciones minimales */

1d printlist; /* BAuxiliar para la impresién final del

polinomio */

mc *graphTemplate; /* Descriptor de las matrices gue guardan los
grafos */

int print = 0; /* Controla la impresion en process y
baseprocess */

typedef struct tmodule { /* Descriptor de las capas basicas que
componen la teselacidn */
unsigned *graphMod; /* Grafo base del médulo */
int endBottom; /* Indice del Ultimo vértice en la parte
inferior
del grafo base */
int startTop; /* Indice del primer vértice en la parte
superior del
grafo base */
int *permutacion; /* Permutacién para construir el simétrico de
configuracién dada */
} tmodule;

tmodule *module; /* Médulos en la red */
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int *nord; /* Usado en process para ordenar los polinomios
*/
int nmodule = 0; /* Mbédulo actualmente activo */

typedef struct tuttenode {

int ord; /* Etiqueta. Usado para nombrar a los grafos
generadores */

int nmodule; /* Numero de la capa */

unsigned *graph; /* Grafo asociado al nodo */

struct tnode *con; /* Reduccidén recursiva al contraer la arista
mayor */

struct tnode *del; /* Reduccién recursiva al borrar la arista mayor
*/

int acumx,acumy; /* Para calcular potencias */
} tuttenode;

typedef struct tnode {

int x,y; /* Potencia de x e y con la que contribuye el
nodo */

tuttenode *node;
} tnode; /* Representa un nodo en el &rbol de recursién
*/

/* Compara los arreglos de datos de dos matrices comprimidas */
int comp mc(mc *e, unsigned *dl, unsigned *d2) {

int r = 0;
int i;
for (i = 0; 1 < e->t e; i++)
if ((r = dl[i] - d2[i])) != 0)

return r;
return(0) ;

}

int comp coefTutte(void *tl, void *t2) {
tnode **pl, **p2;

int r;

pl = (tnode **)tl;

P2 = (tnode **)t2;

if ((r = (*pl)=->node->ord - (*p2)->node->ord) != 0)
return(r);

if ((r = (*pl)->node->nmodule - (*p2) ->node->nmodule) != 0)
return(r);

if ((r = (*p2)->node->acumx - (*pl)->node->acumx) != 0)
return(r);

return (*p2)->node->acumy - (*pl) ->node~->acunmy;

}

int comp ord(void *tl, void *t2) {
tnode **pl, **p2;

int r;
pl = (tnode **)tl;
P2 = (tnode **)t2;

return ((*pl)->node->ord - (*p2)->node->ord);
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int comp_aptnode(void *tl, void *t2) {

tnode **pl, **p2;

pl = (tnode **)tl;

p2 (tnode **)t2;

return (comp mc(graphTemplate, (*pl)->node->graph, (*p2)->node-
>graph) ) ;
}

int comp aptuttenode (void *tl, wvoid *t2) {

tuttenode **pl, **p2;

int r;

pl = (tuttenode **)til;

p2 = (tuttenode **)t2;

if ((r = (*pl)->nmodule - (*p2)->nmodule) != 0)

return r;

return (comp mc(graphTemplate, (*pl)->graph, (*p2)->graph));

}

void imp mc(mc *template, unsigned *mat) {
int i,3:

for (i=0; i<maxvertex; i++) {
for (j=0; j<maxvertex; j++)
putchar ('0'+elto mc(template,mat,i,]j));
putchar('\n');
}
}

void imp_tnode (tnode *t) {

printf("x = %d, y = %d, ord = %d, mod = %d, acumx = %d, acumy =
$d\n",t->x, t->y,t->node->ord, t->node->nmodule, t->node->acumx,t-
>node->acumy) ;

imp mc (graphTemplate, t->node->graph):;
}

/* Crea un nodo nuevo */
tnode *newtnode (unsigned *model, int nmod) {

tnode *t;
int i,3;
if ((t = (tnode *) malloc(sizeof(tnode))) == NULL) {
printf ("***ERROR FATAL*** Se acabd la memoria\n");
exit (1),
}
if {((t->node = (tuttenode *) malloc(sizeof (tuttenode))) == NULL) {
printf ("***ERROR FATAL*** Se acabdé la memoria\n");
exit (1);

}

t->node->ord = 0;

t->node->nmodule = nmod;

t->node->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat mc(graphTemplate, t->node->graph, module[nmod].graphMod);
t->x = t->y = t->node->acumx = t->node->acumx = 0;
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t->node->con = t->node->del = NULL;
if (model != NULL)
for (i=0; i<=module[ (nmod+maxmodule-1) % maxmodule].endBottom;
i++) /*~Revisar */
for (J=0; j<i; j++)
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,
model, i, 3),
i+module [nmod] .startTop, jt+module [nmod] .startTop) ;
return t;

}

/* Construye la permutacién de un nodo */
unsigned *permuta(unsigned *model, int *permutacion) {
unsigned *t;

int 1i,73;
t = creadat mc(graphTemplate);
if (model != NULL)

for (i=0; i<maxvertex; i++)
for (3=0; j<i; j++)
if (permutacion[i] > permutacion[j])
asg_mc(graphTemplate, t, elto mc{graphTemplate, model, i, j),
permutacion(i], permutacion([ij]);
else
asg_mc(graphTemplate, t, elto mc(graphTemplate, model, i, j),
permutacion(j], permutacion[i]);
return t;

}

/* Este cédigo se agregé con el fin de "compactar" el
grafo, por ejemplo, si el vértice 3 queda aislado y los
vértices 4, 5 y 6 forman parte del grafo entonces el
vértice 4 se renombra como 3, el 5 como 4 y el 6 como 5.
Esto sirve para minimizar el ntmero de esquemas que se
almacenan en el diccionario SchemeDiccionary */

void compress(unsigned *graph) {

int *p;

int 1,3

int sgt,ult, suma;
unsigned *t;

if ((p = (int *)malloc(maxvertex*sizeof(int))) == NULL) {
printf ("***ERROR***, se acabé la memorial\n");
exit (1);
}
for (i = 0; i <= module[nmodule].endBottom; i++)
pli] = i;
for (ult = maxvertex-1, sgt = i = module[nmodule].endBottom+1l; i <
maxvertex; i++) {
suma = 0;

for (3 = 0; j < i; j++)

suma += elto mc(graphTemplate, graph,i,]);
for (3 = i+l1l; j < maxvertex; j++)

suma += elto mc(graphTemplate, graph,j,i);
if (suma > 0)
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pli] = sgt++;
else
pli]l = ult--;

}
t = permuta(graph,p);
dupdat mc(graphTemplate,graph, t);
destdat mc(t);
free(p):
}

void dest tnode(tnode *n) {
destdat mc (n->node->graph) ;
free (n->node) ;
free(n);

}

/* Duplica un tnode */
tnode *duptnode (tnode *node) {

tnode *t;
unsigned *aux;
int i,3,k;
if ((t = (tnode *) malloc(sizeof(tnode))) == NULL ||
(t->node = (tuttenode *)malloc(sizeof (tuttenode))) == NULL)
exit (1):

}

t->node->ord = node->node->ord;

t->node->nmodule = node->node->nmodule;

t->node->graph = creadat mc(graphTemplate);

dupdat mc(graphTemplate, t->node->graph, node->node->graph);
t->x = t->y = 0;

t->node->acumx = node->node->acumx;

t->node->acumy = node->node->acumy;

t->node->con = t->node->del = NULL;

return t;

}

/* Borra las hojas del grafo */

int delete_ pendant edges(unsigned *graph, int noBottom) {
int i,3;
int suma = 0;
int pendant_edges = 0;

for (i = maxvertex-1; 1 > (noBottom ? module[nmodule].endBottom :
Ly i--) |
suma = 0;
for (3 = 0; j < i; j++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,i,j):
for (j = i+1l; Jj < maxvertex; j++)
suma += elto mc(graphTemplate, graph,j,i);
if (suma == 1) {
pendant_edges++;
for (J = 0; j < i; j++)

if (elto mc(graphTemplate, graph,i,j) == 1) {



212 LISTADOS

asg_mc (graphTemplate, graph,0,i,3);
1 = maxvertex;
break;

for (j = i+l; j < maxvertex; j++)
if (elto_mc(graphTemplate, graph,j,i) == 1) {
asg _mc(graphTemplate, graph,0,3j,1i);
1 = maxvertex;
break;

}

if (pendant edges > 0)
compress (graph) ;
return(pendant edges);

}

/* Borra la arista con extremos i, j */

tnode *delete(tnode *nocde, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;

if (1<) |
aux = i; i = 3; j = aux;
}
t = duptnode (node) ;
t->node->ord = 0;
if (t == NULL)
exit (1);
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate, node-
>node~->graph,i,j)-1,1i,7);
t->x = delete_pendant edges (t->node->graph, noBottom);
/*imp_tnode (t);*/
return(t);

}

/* Borra los lazos del grafo */

int delete loops (unsigned *graph) {
int i,73,k;
int loops = 0;

for (i = 0; i< maxvertex; i++)
if ((k=elto mc(graphTemplate,graph,i,i)) > 0) {
loops += k;
asg_mc(graphTemplate, graph,0,i,i);
}
return (loops) ;

}

/* Contrae la arista con extremos i, j */

tnode *contract (tnode *node, int i, int j, int noBottom) {
int aux;
tnode *t;
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int 1i1,31;
int k;
if (i<3) |
aux = i; i = j; J = aux;

}
t = duptnode (node) ;
t->node->ord = 0;
if (t == NULL)
exit (1) ;
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,node-
>node->graph,i,j)-1,1i,3);
for (J1 = 0; j1 <= j; jl4+)
if ((k = elto mc(graphTemplate, t->node->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc (graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,
node->node->graph, j,jl)+k, J, jl): '
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, 0, i, jl);
}
for (j1 = j+1; jl < i; Jji++)
if ((k = elto mc(graphTemplate, t->node->graph,i,jl)) > 0) {
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, elto mc(graphTemplate,
node->node->graph, jl,j)+k, J1,3);
asg_mc(graphTemplate, t->node->graph, 0, i, jl);:
}
t->y = delete loops(t->node->graph);
t->x = delete_pendant edges(t->node->graph, noBottom);
/*imp tnode (t);*/
return t;

}

void process(tnode *raiz) {
int i,3;
tuttenode *aptutte;
unsigned *sym, *aux;
int found = 0;
tnode *t;

/* Busqueda de una arista fuera del nivel inferior */
if (print)
imp tnode(raiz):
aptutte = raiz->node;
found = (bus_a23(SchemeDictionary, &aptutte) != NULL);
if (!found && module[nmodule].permutacion{[0] != -1) {
sym = permuta (raiz->node->graph,module [nmodule].permutacion};
compress (sym) ;
aux = aptutte->graph;
aptutte->graph = sym;
found = (bus_a23(SchemeDictionary, &aptutte) != NULL);
raiz->node->graph = aux;
destdat _mc(sym) ;
}
if (found) {
if (raiz->node->ord > 0)
aptutte->ord = raiz->node->ord;
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destdat mc(raiz->node->graph);
free(raiz->node);
raiz->node = aptutte;
return;
}
aptutte = raiz->node;
for (i = maxvertex-1; i > module[nmodule].endBottom; i--)
for (3 = i-1; J >= 0; j--)
if (elto_mc(graphTemplate, raiz->node->graph,i,j) > 0) {
process(raiz->node->del = delete(raiz, i, j, 1));
process(raiz->node->con = contract(raiz, i, j, 1));
ins_a23(SchemeDictionary, &aptutte);
return;
}

t = newtnode (raiz->node->graph, (nmodule+l) $% maxmodule);

if (comp_mc (graphTemplate, t->node->graph, module[0].graphMod) == 0
&& nmodule == maxmodule-1) {
raiz->node->ord = 1;

dest tnode(t);
}
else {
raiz->node->ord = t->node->ord = ++(nord[ (nmodule+maxmodule-
1) $maxmodulel) ;
insdes ld(waitingList, &t);
}
ins_a23(SchemeDictionary, &aptutte);
insdes ld(minList, &raiz);

1

/* Procesa la base de la induccién involucrada en la
definicién del Polinomio de Tutte */
void baseProcess (tnode *raiz) {

int i,73;
/* BlUsqueda de una arista */
if (print)

imp tnode(raiz);

for (i = maxvertex-1; i >= 0; i-=-)
for (j = i-1; J >= 0; j-=)

if (elto_mc(graphTemplate, raiz->node->graph,i,j) > 0) {

/* Se encontré */
baseProcess(raiz->node->del = delete(raiz, i,3j,0));
baseProcess (raiz->node->con contract{raiz,i,j,0));
return;

}

}

/* Calcula las potencias en x e y. Prepara también
la lista de impresién */
void powersCalc(tnode *raiz, int acumx, int acumy) {
tnode *t;
if (raiz == NULL)
return;
/*raiz->x += acumx;
raiz->y += acumy; */



215 LISTADOS

raiz->node->acumx
raiz->node->acumy

acumx+raiz->x;
acumy+raiz->y;

if (print)
imp tnode(raiz);
if (raiz->node->con == NULL) ({

t = duptnode(raiz);

insdes ld(printList, &t);
}
powersCalc(raiz->node->del, raiz~>node->acumx, raiz->node->acumy);
powersCalc(raiz->node~>con, raiz->node->acumx, raiz->node->acumy);

}

/* Imprime un coeficiente del polinomio de Tutte */
void printCoef (int coef, int x, int y) {
if (coef !=1 || (x == 0 && y == 0))

printf ("%d", coef);
if (x == 1)
printf ("x");
if (x > 1)
printf ("x"%d", x);
if (y== 1)
printf ("y");
if (y > 1)
printf ("y sd",vy);
}

/* Imprime el contenido de la lista de impresién y
vacia la lista */
void printTutte (tnode *node) {
tnode **raiz;
int antord, antmod, antx, anty;
int coef = 0;

int quitarPrimerMas = 1;
antord = antmod = antx = anty = -1;
ord_ld(printList, comp coefTutte);
printf("T {n+1} (%d, %d) = ",node->node->ord, node->node->nmodule);
for (raiz = (tnode **)ini ld(printList); raiz != NULL;
dest_tnode(*raiz), raiz = sgt ld(printList)) {
if (antord == (*raiz)->node->ord && antmod == (*raiz)->node-
>nmodule &&
antx == (*raiz)->node->acumx && anty == (*raiz)->node->acumy) {
coef++;

continue;

}

if (antord == (*raiz)->node->ord) {
printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty):;
quitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acumy;

continue;

}
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if (antord != -1) {
printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);

printf(")T n(%d,%d) + (", antord, (antmod+maxmodule-

1) %maxmodule) ;
guitarPrimerMas = 1;
coef = 1;

antord = (*raiz)->node->ord;
antmod = (*raiz)->node->nmodule;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acuny;
continue;

}

printf (" (");

quitarPrimerMas = 1;

coef = 1;

antord = (*raiz)->node->ord;

antmod = (*raiz)->node->nmodule;

antx = (*raiz)->node->acumx;

anty = (*raiz)->node->acumy;

}
printf("%s", quitarPrimerMas 2 "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);

printf (")T n(%d,%d)\n", antord, (antmod+maxmodule-1)$%maxmodule);

vacia ld(printList);

}

/* Imprime el contenido de la lista de impresién vy
vacia la lista para los términos base. También
vacia la lista */

void printTutteBase (tnode *node) {

tnode **raiz;
int antx,anty;

int coef = 0;

int quitarPrimerMas = 1;

antx = anty = -1;

ord_ld(printList, comp_ coefTutte);

printf("T_1(%d,%d) = ",node->node->ord, node->node->nmodule) ;
for (raiz = (tnode **)ini ld(printlList); raiz !'= NULL; raiz =

sgt ld(printList)) {
if (antx == (*raiz)->node->acumx && anty == (*raiz)
{
coef++;
continue;

}

if (antx = -1) {
printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");
printCoef (coef, antx, anty);
guitarPrimerMas = 0;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acumy;

continue;

->node->acumy)
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}
quitarPrimerMas = 1;
coef = 1;
antx = (*raiz)->node->acumx;
anty = (*raiz)->node->acumy;

}

printf ("%s", quitarPrimerMas ? "" : " + ");

printCoef (coef, antx, anty);
printf ("\n");
vacia_ld{printList);

}

/* ~Revisar */

void readInput (char *file) {
FILE *f;
int i,73;
char c¢;

if

(file[0] != '\O")

f = fopen(file,"r");
else
f = stdin;

if (f == NULL) {
printf("Missing file %s\n",file);
exit (1) ;

}

fscanf (f,"%d %d %d\n", &émaxvertex, &maxparallel, &maxmodule);

if ((module = (tmodule *) malloc(sizeof (tmodule)*maxmodule)) ==
NULL) {
printf ("***ERROR*** Memoria insuficiente en readInput\n");
exit (1) ;

}

graphTemplate = creaenc mc (0, maxparallel, 2, maxvertex, maxvertex);
while ((c = getch(f)) != EOF) {
scanf ("%d %d\n", &module [nmodule].endBottom,
&module [nmodule] .startTop) ;

if ((module[nmodule].permutacion = (int *)
malloc(sizeof (int) *maxvertex)) == NULL) {
printf ("***ERROR*** Memoria insuficiente en readInput\n");
exit (1);

}
module [nmodule] .graphMod = creadat mc{graphTemplate);

inimin mc(graphTemplate, module[nmodule].graphMod);
for (1 = 0; 1 < maxvertex; i++)

fscanf (f, "%d",module [nmodule] .permutacion+i) ;
fscanf (£, "\n");

while (fscanf(f,"%d %d\n",&i,&j) == 2) {
if (1 > 3)

asg mc(graphTemplate, module{nmodule].graphMod, 1, i, 3j);
else

asg mc(graphTemplate, module[nmodule].graphMod, 1, j, 1i):
}

nmodule++;

}

nmodule = 0;
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if (file[0] t!t= '\0")
fclose (f);
}

int main(int argc, char *argv([]) {
char fileName[250];
int i,opt;
int complexity = 0;

tnode *raiz; /* Raiz de la recursién */
tnode **apraiz;

fileName[0] = '\O';

while ((opt = getopt(argc, argv, "f:c")) != -1) {
switch (opt) {
case 'f':

if (strlen(optarg) > 255) {
fprintf (stderr,"File name %s too long\n",optarg);
exit (1) ;
}
strcpy(fileName, optarg) ;
break;
case 'c': complexity = 1;
break;
}
}

readInput (fileName) ;

if ((nord = (int *)malloc(sizeof (int)*maxmodule)) == NULL) {
printf ("***ERROR***, Memoria insuficiente en main\n");
exit (1);

}

nord[0] = 1;

for (i=1; i<maxmodule; i++)
nord[i] = 0;

raiz = newtnode (NULL, 0);

raiz->node->ord = 1;

/* Construccién del &rbol de estructuras minimas,
de la cola de espera y de la cola de impresién */
minList = crea ld(sizeof (unsigned *));
SchemeDictionary = crea_a23(sizeof (unsigned *),comp_aptuttenode,0);
waitingList = crea ld(sizeof (unsigned *));
printList = crea_ld(sizeof (unsigned *));
insdes ld(waitingList, &raiz);

while (card ld(waitingList) > 0) {
ord_ld(waitinglList, comp ord);
ini ld(waitingList);
bor ld(waitingList, &raiz);
nmodule = raiz->node->nmodule;
process(raiz);
/*buildMinimal (raiz);*/
powersCalc(raiz,0,0);
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printTutte (raiz);

}

/* Calculo del Polinomio de Tutte de los grafos generadores */
printf ("\n\n");
ord ld(minList, comp ord);
for (apraiz = ini ld{(minlist); apraiz != NULL; apraiz =
sgt_ld(minList)) {
(*apraiz)->x = delete pendant edges((*apraiz)->node->graph, 0);
(*apraiz)->y delete loops((*apraiz)->node->graph);
baseProcess (*apraiz);
powersCalc (*apraiz,0,0);
printTutteBase (*apraiz);

}

if (complexity = 1)
printf ("El diccionario de esquemas tiene %d
elementos\n", card_a23(SchemeDictionary));
exit (0);
}

/*
gcc —-g -I/usr/include/pg -o poltuttel3 poltutte3.c SHOME/pg/lib/pg.a
*/
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ARCHIVO A23.H

#ifndef ARB23
#define _ARB23

#define NODO 100 /* Para identificar los nodos interiores */
#define HOJA 99 /* " " los nodos hoja */
#define DUP 1 /* Se aceptan duplicados */
#define NO DUP O /* No se aceptan duplicados */
#define ARBOL 1 /* Para el identificar Un rbol*/
#define COLAC 2 /* " " " Una Cola
Concatenable */
#define CONJC 3 /* " " " Un conj. de colas */
#define a23 vacio(a) ({(a)->raiz == NULL || ((a)->raiz->ident == NODO
&& (a)->raiz->n_hijos == 0))
typedef struct nd230{ /* Estructura para un nodo interno */
short ident; /* Tipo de nodo (siempre es igual a NODO)
*/
struct nd230 “*padre; /* Apuntador al nodo padre */
void *dato[4]:; /* Dato[0]=*L, dato[l]=*M. (Segfn

referencia) */
/* Se anexa el campo dato[2]=*R (m ximo elto.
en el sub rbol*/
struct nd230 *hijos[4]; /* BApuntadores a los descendientes */
/* Se agrega el campo hijos[3] para facilitar
las operaciones de inserci¢n y borrado */
int n _hijos; /* Nfmerc de descendientes */
}nd23 , *nd23;

typedef struct hoja23 { /* Estructura para una hoja */
short ident; /* Tipo del nodo (siempre es igual a HOJA)
*/
nd23 padre; /* Apuntador al nodo padre */
void *dato; /* Apuntador al dato */
struct hoja23_ *sgt; /* Apuntador a la hoja siguiente */
struct hoja23_ *ant; /* Apuntador a la hoja anterior */

thoja23 , *hoja23;

typedef struct arbol23{ /* Descriptor del rbol 2-3 */

short ident; /* 1 : Arbol 2-3, 2 : Cola Concatenable */

int t d; /* Tamaro de los datos */

int altura; /* Altura del rbol */

nd23 raiz; /* Apuntador a la rajz del rbol */

char dup; /* Indicador de la aceptacion de
duplicades */

int (*comp) (); /* Funci¢n de comparaci¢n de dos datos */

void *ult bor; /* Apuntador al £ltimo dato borrado */
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hoja23 act; /* Apuntador a la hoja actual */

int n_datos; /* Nfmero de datos en el rbol */

void* clase; /* Apuntador al conjunto al que forma
parte */

}a23 , *a23;

typedef struct cc23 { /* Estructura para un conj. de
colas concatenables */
short ident; /* CONJC : Conjunto de colas */
int t _d; /* Tamaro de los datos */
int (*comp) (void*, void*); /* Funci¢n que compara dos datos */
a23 dicdat; /* Diccionario de datos */
a23 diccon; /* Diccionario de colas concatenables */

}c23 , *c23;

az23 crea a23(int tam, int (*comp) (), char dup);
void dest_a23(a23 a);
void  vacia_a23(a23 a);

{
(
(
void imp a23(a23 a, void (*imp) ()):
(
(

void *bus az23(a23 a, void *dato);

void *busmen a23(a23 a, void *dato, void* dt);
void *mod a23(a23 a, void *dato);

void *ins_a23(a23 a, void *dato);

int checa a23(a23 a);

void *bor_a23(a23 a, void *dato);

void rec_az23(a23 a, void (*f) (void *dato));
void *min_a23(a23 a, void *dato);

void *bormin a23(a23 a, void *dato);
void implant a23(a23 al, a23 a2, a23 a3);:
void div_a23(a23 al, a23 a2, a23 a3, void* dato);

(
void* max az23(a23 a, void * dt);
void* actual_a23(a23 a, void* dt);
void* ant a23(a23 a);
void* sgt_a23(a23 a);
int card a23(a23 a);

fendif
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ARCHIVO AB.H

#ifndef AB
#define AB

typedef void *ab; /* Tipo rbol balanceado */
/* Funciones del m¢dulo. */

ab crea ab int t d, int (*comp) ()}, int dup);
void dest ab ab arbol);

ab  vacia ab ab arbol);

int ab vacio ab arbol);

void imp ab ab arbol, void (*imp
void *bus ab ab arbol, void *dato

(

(

(

(

( ()):

_ ( ;
void *mod_ab (ab arbol, void *dato

{

{

(

(

(

(

(

4

void *ins_ab ab arbol, void *dato
vold *bor ab
int checa_ab
void rec_ab_ino
void rec_ab pre
void rec_ab pos
void *min ab
#endif

)

)i

)i

):

ab arbol, void *dato):

ab arbol, int *profundldad, int *nelementos);
ab arbol, void (*f) ());:
ab arbol, void (* V)

V)i

)

)
ab arbol, void (*f)
ab arbol, void *dat

I’

(
(
O
ARCHIVO ARCH.H

#ifndef ARCH
fdefine ARCH

#include <stdio.h>
finclude <ctype.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

tdefine MAX NOMBRE 80 /*Longitud m xima permitido para el nombres
de archivos */
#define FIN CAD "\x0' /*Marca que nos indica el final de una

cadena. */

......................................................................
......................................................................
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OFFSET Se refiere al tamaro en bytes del encabezado del
archivo.
Apartir del byte NO. OFFSET inician los registros del
archivo.Esta area contiene:

Del byte 0-3: El nfimero de registros en el archivo (No_Reg).
Del byte 4-7: El nfmero de registros no borrados en el archivo
(Borrados) .

Del byte 8-9: El tamano de los registros almacenados.

Del byte 12-23: La cadena de autentificaci¢n.

......................................................................
......................................................................

typedef struct archivo{ /* Descriptor del archivo en memoria. */
long no_reg; /* Nfmero de registros del archivo. */
long borrados; /* Nfmero de registros borrados a nivel
l¢gico. */

long reg actual; /* Nfmero de registros. */

int tama; /* Tamaro en bytes de los registros. */

char *inf; /* Apuntador al buffer de datos. */

char nombre[MAX NOMBRE]; /* Nombre del archivo. */

char ext[4]; /* Extensi¢n del archivo. */

FILE *desc; /* BApuntador al archivo. */
}arch ;

/* Funciones empleados en el modulo */

arch_ *abre arch(char nombre [MAX NOMBRE], char extensioni{4]);
int cierra_arch(arch *a);

void “*lee_arch(arch *a,long p, void *buf, char *bor);

void *ins_arch(arch_ *a,void *b);

void *mod_arch({arch *a,long p, void *b);

int rec_arch(arch *a,void (*fimp) (void *));
int dest_arch(arch_ *a);
int checa_arch(arch *a);

/*int crea_arch(char nombre[MAX NOMBRE], char extension[4], int
t,int (*existe arch) (char *)); */

int crea_arch(char nombre[MAX NOMBRE], char extension[4], int t, int
(existe arch) (char *));

int existe arch(char *nombre);

int merge_sort(long ini, long fin,arch *a,FILE *f, double

(*comp) (void *, void *) ); /*sacar */

int intercala(long ini,long fin,long mitad,arch *a,FILE *f,double
(*comp) (void *, wvoid *) ); /*sacar */

void “*comprime_arch(arch *a);

void *fin_archf arch *a, void *b, char *bor):;
void *ini arch( arch_ *a, void *b, char *bor);
void *ant arch( arch *a, void *b, char *bor);
void *sgte_arch( arch_ *a, void *b, char *bor);
)

void “*actual arch(arch_ *a, void *b, char *bor
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int arch fin(arch *a);

int arch_ini{arch_*a);

int bor_arch(arch_ *a, long p);

int desbor_arch(arch_ *a, long p);

int vacia_arch(arch_ *a);

void *ord _arch(arch *a, double (*comp) (void *, void *));
int tama_arch(arch_ *in);

#endif

ARCHIVO BTREE.C

#define MAX BCAM 5
#define ASCENDENTE 1
#define DESCENDENTE -1

/* ---- Estructura para representar una lista de campos en un b- rbol
_——— */
typedef struct blist
{
int length; /* Longitud del campo */
int dom; /* Dominio al que pertenece el campo */
int tipo_ orden; /* Puede ser ASCENDENTE ¢ DESCENDENTE */
} blist;

void construye ba(char *name, int nc, blist *c);
int inicializa_ba(char *ndx_name);

int cierra ba(int tree);

int inserta_ba(int tree, char *x, long ad, int unique);
long busca ba(int tree, char *k);

int borra ba(int tree, char *x, long ad);

long primera llave(int tree);

long ultima llave(int tree);

long sgte llave(int tree);

long prev_llave(int tree);

void val llave(int tree, char *ky);

long actual llave (int tree);

ARCHIVO BCC.H

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
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#include <string.h>

$ifndef BCC
#define BCC_

typedef void *bcc;

/* Funciones del m¢dulo */
bcc  crea bce (int t_d, int t e, int np);

void dest _bcc bece b);
void *vacia bcc (bcc b);
int bcc_vacio bece b);

(
(
(
void *actual bcc (bce b, void *dato, int np);
(
(
(
{

void *ins bcc bcec b, void *dato);

void *bor bcc bce b, void *dato, int n proc);

void *ini bcc bce b, int n_proc);

void rec_bcc bce b, void (*fun) ());

/*

Notas: - El par metro entero gue aparce en agunas funciones indica:

Para crea bcc indica el nfmero de procesos que comparten el
buffer.

Para actual_bcc, bor_bcc e ini bee, indican que la operacicn

correspondiente ser realizada respecto al proceso np.

- En la funci¢n ins_bcc el error EST_LLENA no se activa porque

un
BCC es una estructura est tica circular.

*/

#endif/* ~———---cmm—- BTREE.H —-===wweeme e — */

#define TURBOC 8 /* Turbo C */

#define ERROR -1
#define OK 0

#ifndef TRUE
#define TRUE 1
#define FALSE 0
#endif

#include <errno.h>
#include <fcntl.h>
#include <ctype.h>
#include <sys\types.h>
#include <sys\stat.h>

#define OPENMODE O_RDWR+O_BINARY /*Modo de lectura y de escritura
simult neoc */

#define CMODE S IWRITE /*Escritura y lectura permitida en archivos
nuevos */

#define NODE 512 /* Longitud de un nodo de un B-Arbol*/
#define RPTR long /* Nodo de un b- rbol. Tipo guardado en un
nodo */
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long lseek();
extern int errno;

/% —mm e Valores de error------ */

#define D NF 1 /* Registro no encontrado */
#define D _PRIOR 2 /* No hay registro previo */
#define D_EOF 3 /* Fin de archivo */
#define D BOF 4 /* Principio de archivo */
#define D DUPL 5 /* Llave duplicada */
#define E_FM 6 /* Memoria agotada */
#define D_INDXC 7 /* Indice alterado */
#define D IOERR 8 /* Error de e/s */
#define MXKEYLEN 80 /* Longitud maxima de una llave */

ARCHIVO COLA.H

#ifndef COLA
#define _COLA
typedef void* cola; /* Tipo cola */

/* Funciones para manipulaci¢n de colas */
cola crea cola int t_c, int t d);

void dest cola cola c);
int cola vacia cola c);
cola vacia cola cola c);

void *actual cola
void *ins cola
void *bor cola
void rec cola
#endif

cola ¢, void *dato);
cola ¢, void *dato):;
cola ¢, void *dato);
cola ¢, void (*funcion) ()):

(
{
(
(
(
(
{
{
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ARCHIVO COMB.H

int comb_itera(int *a, int n, int k, int inicio);

ARCHIVO MARCAS.H

Este m¢dulo permite el manejo de conjuntos no disjuntos contenidos en

un universo finito dado, suponemos que este universo estd formado por

'n' elementos y sus nombres son 0,1,...,n-1. La operaciones del mé¢dulo
son: crear el unverso, insertar y borrar un elemento, preguntar si un

elemento pertenece a un conjunto.

*/

#ifndef CONJUNTO
#define CONJUNTO

extern "C" {
#include "1d.h"
#include "pg.h"
#include "dossim.h"

}

class Conjunto {

private:
unsigned int *marcas;// Arreglo para las marcas
int nmarcas; // Nfmero de elementos en el arreglo
ld 1m; // Lista de marcas

void marcalnt(int 1i);// Funcién para marcar internamente un
elemento
void berralnt (int 1);// Funcidén para borrar internamente un
elemento
public:
Conjunto(int n);
~Conjunto (void)

14

void ins(int i); // Inserta en el conjunto el i-ésimo elemento

void insdes(int i); // Inserta después del elemento actual

void insant(int i); // Inserta antes del elemento actual

void bor () ; // Borra del conjunto al i-ésimo elemento

int pert(int 1i); // Predicado, inidica la pertenencia del elto.
i.

void vacia(void); // Vacia el conjunto

int actual (void); // Regresa el elemento actual

void inv{(); // Invierte la lista de elementos

int *compactal(); // Guarda en una lista doble los elementos del
conjunto,

// la funcién crea la lista doble
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void expande (int *1);// Expande las marcas compactadas en una lista
doble
// Se destruye la lista doble
void copia(Conjunto *a); // Copia a *a el conjunto

void imp (char *s); // Imprime el contenido del conjunto
int tamano () : // Regresa el numero de elementos en el
universo
int esvacio(); // Indica si o no el conjunto es vacio
int card(); // Regresa la cardinalidad del conjunto
int ini(); // Indice del primer elemento insertado en el
conjunto
int fin(); // Trae el ultimo elemento marcado
int sgt(); // Regresa el siguiente elemento marcado
int ant(); // Regresa el elemento anterior
}i
#endif
#define N DOM 10 /* Nimero mé&ximo de dominios */
#define INT 0 /* DEFINICION DE LA TABLA DE DOMINIOS */

$define CHAR 1
#define FLOAT 2
#define STRING 3
#define LONG 4

typedef struct /* Tipo base de la tabla de dominios */

{

int tam; /* Nimero de bytes que ocupa, 0 indica
long. wvar*/

void (*string a dom) (); /* Convierte de cadena de caracteres al
dominio */

void (*dom a string) (); /* Convierte de dominio a cadena de
caracteres */

int (*comp) (); /* Compara dos elementos del dominio */

} tab dom;

/* Funciones para la conversi¢n de valores del dominio al que
corresponden, a
cadenas de caracteres y viceversa.

*/

void string a int (int *i, char *s H
void string_a float (float *f, char *s );
void string_a char (char *c, char *s ;

void string a string ;
void string a long

void int _a string
void float a string
void char a string
void long a string

)
)
)
char *s2, char *sl);:
long *i, char *s );
)y
)
)
)

char *s, int *i
char *s, float *f
char *s, char *c

char *s, long *i

’

.
’

.
’

(
(
(
(
(
(
/* Tabla de Dominios
*/

extern tab_dom t_d[N DOM];
extern int n dom;#ifdef UNIX
void clrscr(void);
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unsigned coreleft (void);
char getch(void);

void init keyboard(void);
void clese keyboard(void);
int kbdhit (void);

int readch (void);

#endif

ARCHIVO LISTA D1.H

*/

$ifndef LD
#define LD

typedef void *1d; /* Tipo lista doblemente encadenada. */

$endif

ARCHIVO GRAF.H

Este archivo contiene la programacién de varios algoritmos en Teoria
de Grafos.

*/

int acopla bipgraf(short **a, int *ren, int *col, int nren, int n, int
inicio);
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ARCHIVO LD.H

*/

#ifndef LD
fdefine LD

typedef void *1d; /* Tipo lista doblemente encadenada. */
int 1d vacia (ld 1);
void *ini 1d (1d 1);
void *fin 1d (1d 1);
void *sgt_ 1ld (1d 1) ;
void *ant_ 1d (1d 1) ;

void *actual 1d
void rec 1d

1d 1, void *dato);
1d 1, void (*f) ()

~— o~
~

ld  crea 1d int t_d);
void dest 1d 1d 1);
ld  vacia 1ld 1d 1);

void *insant 1ld (1d 1, void *dato);

(
(
(
(
(
(
(
void *bor 1d (1d
{
{
(
(
(
{
(

void *insdes 1ld (1d 1, void *dato);
1, void *dato);
void *bus_1d 1d 1, void *dato, int (*compara) ());:
void *mod 1d 1d 1, void *dato);
void ord 1d 1d 1, int (*compara) ());
int card 1ld 1d 1);
void inv_1d 1d 1);
void *1d fin 1d 1);
void *1d ini 1d 1);
/*
Notas: - Las funciones 'insant' e 'insdes' son casos particulares de

la operacidén 'inserta'.

- La funcidén 'bor_ld' trata de mover el apuntador del nodo
actual al siguiente nodo, si no se puede lo trata de mover al
anterior, y si nuevamente no se puede lo pone apuntando a NULL.
*/

#endif
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#include <stdio.h>

#ifndef MC_
ftdefine MC_
typedef struct
{
int *dims,
*aux,
max,
min,
rango,
dim,
por_entero;
long t_e;
unsigned *pot;
} me;

mc *creaenc mc
void destenc_mc
unsigned *creadat mc
void destdat mc
void dupdat mc
void asg_mc
int elto mc
void inimin mc
#endif

*/

#ifndef ORDEN_
#define _ORDEN_

/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*

ARCHIVO mc.h

Arreglo de dimensiones */

Auxiliar, usado en asigna mc y elto mc */
Valor maximo en la matriz */

Valor minimo en la matriz */

max-min+l */

Numero de dimensiones */

Numero de elementos por entero */

Tamanc de los arreglos de datos */
Arreglo de potencias de rango */

int min, int max, int dim, ...);

*e, unsigned *destino, unsigned *fuente);
*e, unsigned *d, int wvalor, ...);

*e, unsigned *d, ...);

*e, unsigned *d);

ARCHIVO ORDEN.H

/* M,todos de ordenamiento: */

void *insdir ord
void *seldir ord
void *mont_ord
void *rap ord
void *sac_ord

void *insdiriter ord

(void *a, int n, int t_d, int (
(void *a, int n, int t d, int (
(void *a, int n, int t_d, int (
(void *a, int n, int t d, int (
(void *a, int n, int t d, int (
( *

void *a, int max, int

ndatos,




232 LISTADOS
int (*compara) (), void *dato, void (*dest) (void

*)):

int min_ord (char *a,int n, int t _d, int (*comp) ());

void elimbup_ord (char *a, int *n, int t_d);

/* Estad\'isticas de orden */

#endif

ARCHIVO PERM.H

#ifndef _PERM

#define PERM

int perm (char *a,
int perm itera (char *a,
int subperm itera (char *a,
#endif

#ifdef DOS

#include <mem.h>
$include <alloc.h>
#include <conio.h>
#include <dos.h>
#include <process.h>
#include <bios.h>
#include <dir.h>
#include <io.h>

int n, int t d, void (*f) (void *,int));
int n, int t d, int **m);
int n, int t d, int **m, int *s, int ns);

#include "\pg\pgerror\pgerror.h"

#endif

#ifdef UNIX

#include "pgerror.h"
#include "dossim.h"
tendif
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ARCHIVO PGERROR.H
#ifndef PGERROR_
#define PGERROR_
#include <stdarg.h>
/*#define MEDIO_ INSEGURO // Esta definicion se quita*/

/* cuando no se quiere hacer
la verificacion de errores */

......................................................................
......................................................................

CODIGOS DE ERROR

*/

#define SIN_DATOS 0001 /* ADVERTENCIAS */
#define FIN EST 0002

#define INI_EST 0003

#define NO VACIA 0004

#define ADVERTENCIA 0005
/* ERRORES */
#define NO_HALLADO 1003
#define DATO DUP 1004
#define ERROR DISCO 1007

#define EST LLENA 2001 /* ERRORES FATALES */
#define FALTA MEM 2002
#define MAL PAR 2005
#$define MAL AMB 2006

$define FALTA ARCH 2008
#define ERROR FATAL 3000

/* Manejador de usuario de errores */

extern void * (*pguerror) (int nerror, char *merror, ...);
int pgnerror (void) ;

char *pgmerror (void);

void *pgerror (int nerror, char *merror, ...);

void *imp error (int n, char *m, ...);

void pglimpia (void) ;

#endif
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#ifndef PILA
#define PILA

typedef void*_pila;

ARCHIVO PILA.H

/* Tipo

pila */

/* Funciones para manipulaci¢n de pilas */
(int t_p, int t d);

pila crea pila
void dest pila
int pila vacia
void *actual pila
pila vacia pila
void *ins pila
void *bor pila
void rec pila
#endif

#ifndef TIEM
#fdefine TIEM

void inicia tiem()

(pila
(pila
(pila
(pila
(pila
(pila
(pila

’

Pl
p);
p, void
Pl
p, void
p, void
p, void

*dato) ;

*dato);
*dato);
(*£) ()

ARCHIVO TIEM.C

void tiem trans(int *horas, int *minutos, int *segundos, int

*milisegundos) ;

#endif

#ifndef UDE_
#define UDE
typedef void* ude;

ude creaenc_ude
void inidat ude
int enc_ude
void union ude
void desunion ude
int card_ude

void destenc_ude
#endif

(int
(ude
(ude
(ude
(ude
(ude
(ude

ARCHIVO ude.h

/* Tipo ude */

t_e, int t d, int d p):

u, void
u, void
u, void
u, void
u, void

*a);

*a, int elto);

*a, int cl,
*a, int cl,
*a);

int c2,
int c2);

int c¢3);
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ARCHIVO UTIL.H

$ifndef UTIL
#define UTIL

/* Funciones del m¢dulo */

void imp_ent (int *i);

void imp car(char *c);

int comp ent(int *el, int *e2);

int comp_car(char *cl, char *c2);

int existe arch(char *nombre):;

void genera nombre_aleatorio(char *aleatorio);

#endif
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