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Resumen

El objetivo de la presente memoria es introducir los elementos basicos de la teorfa
del grado en espacios de dimensién finita (grado de Brouwer) e infinita (grado
de Leray-Schauder). Nos centramos especialmente en mostrar su relacién con
la existencia de solucién y la dependencia respecto de los datos para sistemas
de ecuaciones no lineales. Muy especialmente consideramos las aplicaciones a
la resolucién de problemas diferenciales. En este sentido, usamos la teoria en
dimensién finita para probar la existencia de soluciones periédicas y de puntos
de equilibrio para sistemas ordinarios. La teoria infinito-dimensional es usada
para obtener un resultado bastante general de existencia de solucion local para
un problema de Cauchy correspondiente a un Sistema Diferencial Ordinario y

para probar la existencia de solucién débil para el sistema de Navier-Stokes.






Abstract

The goal of the present work is to introduce the basic elements of the degree
theory in spaces of finite (Brouwer theory) and infinite (Leray-Schauder theory)
dimension. We are mainly interested in showing the relationship with the exis-
tence of solution and the dependence with respect to the data for systems of
non-linear equations. Specially, we consider the application to the resolution of
differential problems. Namely, the finite-dimensional theory is used to show the
existence of periodic solutions and critical points for ordinary differential sys-
tems. The infinite-dimensional theory is used to get a very general result about
the existence of local solution for a Cauchy problem relative to an ordinary diffe-
rential system and to show the existence of weak solution for the Navier-Stokes

system.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria del grado fue establecida por Luitzen Egbertus Jan Brouwer en
1912 en el caso de funciones continuas f definidas en la clausura de un abierto
Q de R™, con valores en R™. Se trata de una herramienta topolégica relacionada
con la existencia de solucién y su dependencia respecto a los datos para sistemas
de ecuaciones no lineales del tipo f(z) = y. En su origen la idea es generalizar
al menos en cierto sentido el resultado clasico para una funcién analitica en un
dominio del plano complejo que nos dice que si tenemos una curva continua
cerrada I' contenida en un abierto conexo €2 C C y una funcién analitica f en

) entonces para todo a € C\I'" se tiene

1 ') _
5 /F mdz = zk:w(F,zk)ak €z,

donde los valores zj, son las raices de la ecuacién f(z) = a, w(T, i) el nimero de
giros que describe I' en torno a a y oy su multiplicidad. Varios resultados acerca
de la dependencia continua de este valor con respecto a f, a y I' son conocidos
y han sido estudiados en la asignatura Funciones de una Variable Compleja de
tercer curso del grado de Matematicas. La teoria del grado va a proporcionar
una herramienta similar pero en abiertos de R™ y para funciones que sélo nece-
sitan ser continuas. Dados un conjunto abierto y acotado 2 C R™, una funcién
continua en Q y un valor y ¢ f(99), el grado d(f, €, y) es un valor entero asocia-
do a la tripleta (f, 2, y) relacionado con el nimero de soluciones de la ecuacién

y = f(z) v que depende de forma continua con respecto a f e y, més concre-



Introduccion

tamente es invariante por homotopias. El grado tiene una gran importancia en
topologia donde proporciona demostraciones relativamente simples de resulta-
dos de gran complejidad como el teorema de la curva cerrada de Jordan y sus
extensiones al caso de hipersuperficies en R"™. En el presente trabajo estamos
maés interesados en su relacién con la existencia de solucién para la ecuacion
f(x) = y. El resultado principal en este sentido se basa en que si esta ecuacién
no tiene solucién entonces d(f,,y) = 0. Probar por tanto que el grado es no
nulo implica la existencia de solucién del sistema no lineal. La idea principal
para ello consiste en deformar la ecuacién f(x) = y en otra ecuacién més simple
usando una homotopia, para la cual es facil calcular el grado. Asi por ejemplo
es facil probar con estas ideas el teorema del punto fijo de Brouwer que es una
de las herramientas mas importantes a la hora de probar la existencia de pun-
tos fijos para una funcién en R™ con aplicaciones por ejemplo a la existencia
de soluciones periédicas y de puntos de equilibrio para sistemas diferenciales
ordinarios.

La teoria del grado de Brouwer fue extendida en los anos 20 a espacios de
dimensién infinita por los matematicos Jean Leray Schauder y Juliusz Schauder
usando un resultado de éste 1ltimo que permite aproximar una funcién compacta
por una funcién valuada en un espacio finito dimensional. Estas ideas permiten
extender los resultados correspondientes a la teoria del grado de Brouwer al caso
de perturbaciones compactas de la unidad.

La presente memoria esta organizada de la siguiente forma:

= En el tercer capitulo introducimos la teoria del grado de Brouwer, mostran-
do como se construye y recordando algunos de los resultados fundamen-
tales de esta teoria, especialmente el teorema del punto fijo de Brouwer.
Como aplicaciéon obtenemos un resultado de existencia periédica para so-
luciones de sistemas diferenciales no lineales del tipo ¥’ = f(¢,y) con f
peridédica con respecto a la variable ¢t. En el caso de sistemas auténomos
mostramos como este resulado permite obtener la existencia de puntos
de equilibrio bajo ciertas condiciones en la funciéon f. Recordar que esto
es equivalente a probar la existencia de solucion para el sistema no li-
neal f(y) = 0. El resultado provee en particular una extensién del bien

conocido teorema de Bolzano relativo a la existencia de ceros para una
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Introduccion

funcién real continua definida en un intervalo cerrado de R. Como con-
secuencia importante obtenemos también una condicién suficiente para la

sobreyectividad de una funcién continua de R™ en R".

En el cuarto capitulo mostramos como los resultados del capitulo anterior
se pueden extender al caso de funciones definidas de un abierto de un es-
pacio de Banach en si mismo las cuales son de la forma I — F' con F' una
apliacién compacta. Se trata de la teoria del grado de Leray-Schauder. Co-
mo aplicacién importante obtenemos el teorema del punto fijo de Schauder
y alguna generalizacion de este resultado que puede resultar mas intere-

sante desde el punto de vista de las aplicaciones. Ver el teorema 4.9.

El capitulo 5 esta dedicado a la aplicacién de la teoria del grado de Leray-
Schauder a la existencia de soluciones de problemas diferenciales. Con-
cretamente llevamos a cabo dos aplicaciones. La primera se refiere a un
teorema de existencia de solucién local para un sistema diferencial ordina-
rio y' = f(t,y) con condiciones iniciales en el caso en que la funcién f es
s6lo medible con respecto a la variable ¢ y verifica ciertas propiedades de
continuidad respecto de y. Este resultado extiende el teorema de Picard
que se estudi6 en la asignatura FEcuaciones Diferenciales Ordinarias del
segundo curso del grado en Matemadticas y, mas generalemente, extiende
el Teorema de Peano que corresponde al caso en que f es continua respecto
a (t,y). La segunda aplicacién se refiere a la existencia de solucién para
el sistema de Navier-Stokes incomprensible estacionario, el cual recorda-
mos consiste en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que rigen
el comportamiento de un fluido viscoso incomprensible en un abierto de
R™ (usualmente n = 2, 3). Las ecuaciones correspondientes representan la
conservacion de la cantidad de movimiento y el volumen y proporcionan
la velocidad y la presion del fluido. En ambas aplicaciones el problema
es mostrar la existencia de punto fijo para un cierto operador definido en

espacios de Banach.

11



Introduccion

12



Capitulo 2

Notaciones

1 i=j
0 i#y

» C(B) es el espacio de f : B — R" continua, siendo B C R™.

» Bl simbolo de L.Kronecker se define como d;; = {

* [flo = maxp[f(x)| para f € C(B).

= C*(Q) conjunto de f: Q — R™, el cual es continuamente diferenciable en

Q, donde C*(0) = CH(Q) N C(@Q) y T () = () T"(Q)
E>1

L] Sf(Q) = {.’K eQ: Jf(i)?()) = 0}
= 4, denota la medida de Lebesgue n-dimensional.

v oz, A) = ml’g dist(z,y), Vo € R™, VA C R"
ye
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Capitulo 3

Grado Topoldgico en

Dimension Finita

En este capitulo introducimos el grado en un espacio de dimensién finita.
Exponemos sus propiedades y presentamos varios de los resultados fundamen-
tales. El grado es una importante herramienta topologica relacionada con la
existencia y dependencia continua de las soluciones de un sistema no lineal de n
ecuaciones con n incognitas. Las ecuaciones estan definidas a través de funciones

continuas.

3.1. Unicidad del Grado

El objetivo principal de esta seccidén es probar el teorema que presentamos

a continuaciéon que muestra la existencia y unicidad del grado topolégico en R™

Teorema 3.1. Eziste una unica funcion
d:{(f,Qy): QCR"™ abierto, acotado, f : @ — R"continua,y € R"\ f(0N)} — Z

que satisface:

(d1) d(id,Q,y) =1 para y € Q

(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) + d(f,Qa,y) si Q1,Qo son subconjuntos abiertos
disjuntos de Q) tales que y & f(Q\(21 U QD))
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Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

(d3) d(h(t,.),Q,y(t)) es independiente de t € J = [0,1] si h : J x Q@ — R"
continua, y : J — R™ continua e y(t) ¢ h(t,00), VteJ.

A fin de demostrar el Teorema 3.1, la idea es definir primero éste para funcio-
nes f mas regulares que sélo continuas y puntos y de R™\ f(2) con propiedades
especiales. El resultado general se muestra posteriormente mostrando como las
definiciones correspondientes a casos especiales se extienden por continuidad.
El proceso correspondiente es llevado a cabo a través de una serie de resultados

que presentamos a continuacién.

3.1.1. De C(Q) a C7(Q)

El primer paso de esta reducciéon es probar que d ya estd determinada de

so. . — 00
manera Unica por sus valores en funciones de clase C' . Para ello, usamos

Proposicién 3.1. Sea A C R™ compacto y f : A — R™ continua. Entonces

f puede ser extendida continuamente a R™, es decir, 3 f: R™ — R”™ tal que

f(x)=f(x) para z € A .
Proposicion 3.2.

1. Sea A C R™ compacto, f € C(A) ye > 0. Entonces existe una funcion
g € C®(R") tal que |f(z) — g(z)| < e en A.

2. Sean f Gél(ﬂ),s >0y d>0 tal que Q5 :={x € Q: o(x,00) > § # 0},
entonces existe g € C*°(R™) tal que |f — glo + mix If(z) —¢'(x)| <e.
5
Demostracion: Sea funa extension continua de f en R™ y sea

folw) = [ F©pale—a)ie, R a>0

donde (4 )aso es la familia de “mollifiers” ¢, : R™ — R definida por

c-exp(—ﬁ) si|z| <1
0 si |zl >1

p1(z) =

con ¢ > 0 tal que / v1(z)dr =1,y pa(x) = a "p1(xz/a). Entonces, tenemos

n

16



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

0o € C°(R"), / ©Ya(r)dr =1y B,(0) es el soporte de ¢, i.e.

n

sop(pa) = {z € R : po(x) # 0} = B,(0), a>0

Por lo tanto, f, € C*°(R™) y lima_,0 fo(z) = f(x).
Finalmente, g = f, con « suficientemente pequena prueba el primer apar-

tado. El segundo apartado sigue por la diferenciacion de

fal@) = | F(E+x)pa(§)dE

RTL

para x € Q5 y a < 4. O

Sean ahora f € C(Q) e y € f(09Q). Entonces a = o(y, f(92)) > 0 y por
tanto existe g € C (Q) tal que |f — glo < a. La funcién h : [0,1] x Q@ — R",
definida por h(t,z) = (1 — t)f(z) + tg(x) es continua y verifica |h(t,z)| >
|f(x) —y| = |f — glo > 0, para todo t € [0, 1], z € 9. Por lo tanto, si existe el

grado, aplicando (d3) con y(t) = y se debe tener

d(f,Q,y) = d(g,Q,y)

Basta entonces definir el grado para funciones en C - ()

3.1.2. De valores singulares a valores regulares

Definicién 3.1. Sea f € 61((2), un punto y ¢ f(9Q) se dice regular si para
todo = € Q tal que f(x) =y se tiene Jy(x) # 0.

Sean f € C () ey ¢ f(ON). Siy es un valor regular de f entonces f(z) =y

tiene a lo sumo un numero finito de soluciones. Para ver esto, recordamos:

Proposicién 3.3 (Teorema de la funcién inversa). Sea f € C1(Q) y Jp(xo) # 0
para algin xo € Q. Entonces existe un entorno abierto U de xqo tal que fiy es

un difeomorfismo en un entorno abierto de f(xg).

Si y es regular entonces, por definicién, Jy(z) # 0 para todo z € Q con
f(x) = y. La Proposicién 3.3 implica entonces que estas soluciones son aisladas,

es decir, para xg € f~1(y) existe U(xg) entorno abierto de z tal que f~1(y) N

17



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

U(zo) = {xo}. En consecuencia, f~!(y) es un conjunto finito. En caso contrario,
habria un punto de acumulacién zo € Q de soluciones, por la compacidad de
Q. Ya que f es continua esto implicarfa f(zg) = y y por lo tanto zop € Q ya
que y ¢ f(0R). Pero entonces xq es aislado, lo cual contradice la existencia de
soluciones de f(x) =y convergiendo a zg.

Ahora, sea yo ¢ f(9€2) cualquier punto. Entonces, para a = o(yo, f(OR2)) se
tiene By, (yo)Uf(92) = (0. Por tanto, (d3) con h(t,z) = f(x),y(t) = tyo+(1—1t)y

v y € Ba(yo) implicaria
d(f,y) = d(f,Qyo) paracada y € Ba(yo)

Ya que la siguiente proposicién garantiza en particular que B, (yo) contiene

valores regulares de f, serd suficiente definir el grado para valores regulares.
Proposicién 3.4. Sea 2 C R™ abierto y f € CY(Q). Entonces un(f(Sy)) = 0.

Observamos que la Proposicién 3.4 es un caso especial del Lema de Sard :

Si  C R™ es abierto, f € C1(Q) y Q* C Q medible, entonces f(Q*) es medible
Y (@) < [ Vy(a)ide

3.1.3. De aplicaciones de clase C*™ a aplicaciones lineales

En esta seccién solo necesitamos considerar f € C* (Q) e y ¢ f(IQU Sy).

Supongamos f~!(y) = 0.

A partir de (d2) con Q; = Q y Q3 = () obtenemos d(f,?,y) = 0. Por lo
tanto d(f,Q,y) = d(f,Q1,y) si Q1 es un subconjunto abierto de Q tal que y ¢
F(O\Q1). En particular, esto implica que si f~!(y) = 0, entonces d(f,Q,y) =
d(f,0,y) = 0. En el caso de que f~!(y) = {x!,...,2"}, elegimos entornos
disjuntos U; de z° y a partir de (d2) obtenemos

i=1

Ahora, calculamos d(f, U;, y):

Sea A = f'(x"), se tiene
f(z)=y+ A(x —2") + o(|zr — 2*]) cuando |z —2'| =0

18



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

Supongamos detA # 0, sabemos entonces que A~! existe y por lo tanto |z| =
|A71Az| < |A71||Az|, es decir, |Az| > ¢|z| en R™ para algtn ¢ > 0. A través
de esta estimacién, vemos que y(t) = ty y h(t,x) = tf(z) + (1 — t)A(z — 2?)

satisface:
h(t,x) —y(t)] = |A(z — ") + t - o(|lz — 2°[)] > c|lz — 27| — o]z — 2']) > 0

para todo t € [0, 1] siempre que |z — 2%| < § con § > 0 suficientemente pequefio.
Por lo tanto d(f, Bs(z%),y) = d(A — Ax', Bs(z*),0) por (d3). Como f(z) # y en
U;\Bs(z%), se tiene ademés d(f,U;,y) = d(f, Bs(z%),y) por (d2), y por lo tanto

d(f,Ui,y) = d(A — Aa', Bs(2"),0),
Por otra parte, como 2’ es la tinica solucién de Ax — Az® = 0, (d2) implica
d(A — Az’ Bs(x%),0) = d(A — Az', B.(0),0) para B,.(0) D Bs(z")

tomando ademés h(t,z) = A(x — tz*) # 0 en [0,1] x B,(0) podemos aplicar

(d3) para obtener finalmente
d(f.Us,y) = d(f'(z"), B,(0),0).

3.1.4. Algebra lineal puede ayudar

Vamos a probar ahora que d(A4, B,-(0), 0) estd determinada de manera inequivo-
casi A es una aplicacién lineal con det A # 0. De hecho se tiene para todo abierto
QCR"con0e€N

d(A,Q,0) = sgn(detA).

Sea A una matriz real n X n con detA # 0, sean Aq,...,\,, los autovalores
negativos de A y ay,...,a,, sus multiplicidades como ceros de det(A — Aid).
Anélogamente tomamos 1, . .., y;; los autovalores positivos y 1 ... 8;; su mul-
tiplicidad. Sabemos que podemos descomponer R"™ como R™ = N & M siendo

N, M subespacios de R" tales que

1. N y M son invariantes bajo A.

19



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

2. Ay tiene solo los autovalores A1, ..., Ay, v Ajpy los autovalores Sy, . .., B

3.dim N=> ay
k=1

Se tiene detA = (—1)% H [Ag|* H u?-’ con . = Zak = dimN.
k=1 j=1 k=1
Por tanto

sgndetA = (—1)“.

Consideremos el caso N # {0} ya que en el caso de que A sélo tenga au-
tovalores positivos det(tA + (1 — t)id) # 0 en [0,1] y por (d3) y (d1) se tiene
d(A, B-(0),0) = d(id, B,(0),0) = 1 = sgndetA.

Sea o« =dimN. Para cada z € R" se tiene una tnica representacién z = Pyx+
Pox con Pix € Ny Pox € M. Definimos las proyecciones lineales P; : R — N
y P, =1id— P, : R" - M. Entonces A = AP; + AP, es descomposicién directa
de A ya que A(N) C Ny A(M) C M por a). Ahora vamos a probar

h(t,z) = tAz + (1 —t)(—~Pz+ Pyx) #0 en [0,1] x 9B,(0) (3.1)

En primer lugar, vemos que h(0,2) = 0 implica Pix = Px y por lo tanto
Pz = Pbx € NN M = {0} y = 0. Por otra parte H(t,z) = 0 con t # 0

significa
APix =MPix e N 'y AP,z =-AP,x €M con A= t_l(l —-t)>0

lo cual solo es posible para Pix = Pox = 0, por la observacion sobre los autova-

lores de AP, y AP,. Por lo tanto, (3.1) y (d3) implica
d(A, B,(0),0) = d(—Py + P, B,-(0),0).
A partir de este resultado, nuestro problema ahora es probar
d(—Py + P, B.(0),0) = (—1)~. (3.2)
Usando una homotopia es facil comprobar que podemos siempre suponer

Plx:(xlv"' ,l‘a,(),"' 50)7 PQI:(Ov 70793(14-17"' azn)a

20



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

de forma que
(_Pl +P2)Jj - (_xla oty Ty a1yttt 7xn)-

Vamos a probar (3.2) por induccién en «. Si o = 0 ya sabemos que el resultado
es cierto. Supongamos entonces el resultado cierto para un cierto « € IN N {0}
y probemos que entonces también es cierto para {a + 1}.

Definimos H|0,1] x B1(0) — R" por

2
T -1
H(z,t) = (—z1,- - ,_xwL

2 +t7x(x+27”' ,-Tn).

Como H(z,t) # 0 para todo (z,t) € B2(0) x [0,1] tenemos entonces
d(H(17 ')a B2(O)7 O) = d(H(07 ')a 32(0)7 O)a

pero la ecuacién H(1,x) = 0 no tiene solucién de forma que d(H(1,-), B2(0),0)

y por tanto tenemos también

d(H(0,-), B2(0),0) = 0.
Por otra parte, la ecuacion

H(0,z) =0, x € By(0)

tiene por soluciones

T =teqt1

con ey41 €l vector cuya componente o + 1 es uno y las demas nulas. Por lo ya

probado, deducimos entonces que para todo r > 0, se tiene

0= d(H(0,-), B1(0),0) (3.3)
= d(D,H(0, ea+t1), B, (0),0) + d(DyH (0, —ea1), B,(0),0), .

donde

DI}H(Ov ea+1)(x) = (_1'1» oy T Ly a1, Tat2y 0 71.71)7
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Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

D.LH(07 _€a+1)(m) - (_Jf‘lv oy T las a1, a2, " 7xn)-
Como (3.3) prueba
d(D,H(0,—en+1), Br(0),0) = —=d(D,H(0, en+1), B:(0),0),
y la hip6tesis de induccién se deduce entonces que (3.2) es cierto para «a + 1.

Los resultados expuestos anteriormente prueban

Teorema 3.2. Sea
M ={(f,Qy) QcRNabierto y acotado, f € C(Q), yecR"\f(0N)}

Entonces existe a lo sumo una funcion d : M — Z. con las propiedades (d1)-(d3).

3.2. Construccion del Grado

Al estudiar la unicidad del grado hemos visto como debe definirse. Los re-

sultados en esta seccién muestran que la correspondiente definicién es correcta.

3.2.1. Caso Regular

Definicién 3.2. Sea 2 C R™ abierto y acotado, f € ' (Q) ey e R\ f(OQQU

S¢). Entonces definimos
a(f,Q,y) = Z sgnJ¢(x). (3.4)
zef~1(y)

La primera dificultad serd deshacernos de la suposicén y ¢ f(Sr). Ya sabe-
mos que f(Sy) tiene medida nula y por tanto las integrales en este conjunto se

anulan. La idea va a ser remplazar la definicién 3.2 por una integral. Se prueba

Proposicién 3.5. Sea Q2 € R™ abierto y acotado, f € ' Q) ,
y € R\ f(OQU Sf) y sea (pc)es0 los mollifiers de la prueba de la proposicion

3.2 . Entonces existe eg = eo(y, f) tal que

a(f,Q,y) = /ngg(f(x) —y)Jp(z)dx para 0<e <eo. (3.5)
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3.2.2. De valores Regulares a valores Singulares

Consideramos f € 62(9) eyo ¢ f(ON). Sea a = o(yo, f(0Q)) y supongamos
yt,y? € Ba(yo) dos valores regulares de f.
Sea § = a —max{|y’ —y°| : i = 1,2}. Por la Proposicién 3.5 encontramos € < §
tal que
A1.09) = [ @) =) pla)dn para =12,

Ahora, vamos a probar que d(f,Q,y') = d(f,Q,y?).

Una vez probado el resultado podemos definir d(f,Q, o) como d(f,,y") ya
que sabemos que existe algin valor regular y! en B,(yo). Para probar que la
diferencia de las integrales que definen d(f,Q,y'), d(f,Q,y?) es cero, primero

usamos

e (2 —y°) — p(z —y') = div w(z)
para w(z) = (4 — 1) / pelz — ' 4ty —y?))dt.

Ademiés sop w C B,(yg) parar = a — (§ —€) < a, ya que sop ¢. = B.(0).
Esto implica que f(9Q)N sop w = (). Esta propiedad nos permite encontrar una

aplicacion v € C1(R") tal que sop v C Q y

[pe(f(z) = y*) = p(f(2z) —y")]Js(2) = divo(z) en Q

de forma que por el teorema de la divergencia se tiene d(f,Q2,y1) —d(f,Q,y2) =
Jo div v(z)dz =0

Para definir v usamos

Proposicién 3.6. Sea Q C R" abierto, f € C?(Q) yd;; el cofactor de dfj(x)/0x;

en Jy(x), entonces

=0 para j=1,...,n.

i1 89:1

Ahora, definimos v;(z) = Z w;(f(z))dij(z) en Q y vi(x) = 0 en R"\Q para
j=1
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i=1,...,n. Entonces sop w C B,(y9) C Ba(yo) implica sop v C Q y se tiene

n

Oivi(x) = Y dij(x)Opw; (f ()0 fro(x +ng x))0id;j ().

jk=1

Lo que usando Z dij(2)0; fx(x) = 01 J(x) con d,; de Kronecker, junto con la

i=1
Proposicién 3.6 nos proporciona

divo(x Z Oww;(f(2))d1Jf(x) = divw(f(x))J;(x)

k.j=1

En consecuencia hemos justificado la siguiente definicion.

Definicién 3.3. Sea 2 C R™ abierto y acotado, f € 62(9) yy € f(OQ).
Entonces definimos d(f,Q,y) = d(f,Q,y'), donde y! es cualquier valor regular

de f tal que |y* —y| < o(y, f(02)).

3.2.3. De C(Q) a C(Q)

En esta secion mostramos que el grado de la Definiciéon 3.3 coincide para
toda funcién de clase C2?(Q) suficientemente cerca a una aplicacién continua

dada. Usamos la proposicién siguiente que damos sin demostrar.

Proposicién 3.7. Sea f € 62(9), y ¢ f(0R2). Entonces, para g € éQ(Q) existe
6 =0(f,y,9) >0 tal que d(f +tg,Q,y) = d(f,Q,y) para |t| <.

Sea entonces f € C(Q),y & f(0Q) y a = o(y, f(0Q)). Consideremos dos
funciones g,g € ° tal que g — flo < ay |g— flo < a, y tomamos h(t,z) =
9(2) + 1G(@) — g(x)), 9(t) = d(h(t,),2,y) para t € [0,1]. Ya que h(t,-) =
h(to,-)+ (t—1t0)(g—g), la Proposicién 3.7 nos dice que es localmente constante.
Como ¢([0,1]) es un intervalo cerrado se tiene entonces que ¢([0,1]) se reduce

a un punto y por tanto d(g,Q,y) = d(g,Q,y).

Definicién 3.4. Sea f € C(Q) ey € R™\ f(012). Entonces definimos d(f, 2, y) :=
d(g,Q,y) donde g € 62(9) es cualquier aplicacién tal que |g — flo < o(y, f(0R2))
y d(g,Q,y) viene dado por la Definicién 3.3.
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3.3. Otras Propiedades de el Grado

3.3.1. Consecuencias de (d1), (d2), d(3)

Las propiedades bésicas (d1)-(d3) implica algunas consecuencias importantes

que vamos a enumerar como (d4)-(d7) en el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean M = {(f,Q,y) : Q@ C R™ abierto y acotado, f € C(),
y & f(ON} yd: M — Z el grado topoldgico definido por la Definicién 3.4.
Entonces d tiene las propiedades siguientes.

(d4) d(f,Q,y) # 0 implica f~'(y) # 0

(d5) d(-,Q,y) y d(f,Q,-) son constantes en {g € C(Q) : |g — flo < 7} y
B.(y) € R™, respectivamente, donde r = o(y, f(OQ)). Ademds, d(f,Q,-) es
constante en cada componente conexa de R™\ f(0€).

(d6) d(g,9,y) = d(f,92,y) si gjoa = flon

(d7) d(f,Q,y) = d(f,,y) para cada subconjunto abierto Oy de Q tal que

yé¢ f(ﬁ\gh)

Demostracion: Al comienzo de la Subseccién 3.1.3 vimos que (d2) implica (d7)
y d(f,Q,y) =0si f~*(y) = 0 lo que también prueba (d4). Por otra parte, (d6)
resulta de (d3) con y(t) =y y h(t,-) = tf+ (1 —t)g. La primera de las dos partes
de (d5) se deduce también usando (d3). Para la dltima parte , recordamos que
las componentes conexas de R™\ f(92) son abiertas y que los conjuntos conexos
y abiertos de R™ son conexos por arcos. Por lo tanto, si C' es una componente
de R™\ f(99) e y',y? son dos puntos de C, entonces existe una curva continua
y:[0,1] — C con y(0) = y* e y(1) = y2. Por lo tanto, el resultado es nuevamente
consecuencia de (d3). O

Vamos a estudiar ahora varios resultados relacionados con la existencia de

solucion de ecuaciones no lineales que se deducen de la teorfa del grado.

3.3.2. Teorema de Brouwer y consecuencias

Una de las aplicaciones mas importantes de la teoria del grado es que permite
obtener una demostracién simple del teorema del punto fijo de Brouwer, herra-
mienta basica para demostrar la existencia de un punto fijo para una funcién

no lineal en RY. Se recuerda,
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Definicién 3.5. Dado un conjunto X y una funcién f: C C X — X, se dice

que un punto zg € C' es un punto fijo de f si f(xg) = xo.

En el caso en que C esté dotado de una topologia podemos introducir la

siguiente definicién.

Definicién 3.6. Sea C' un espacio topoldgico. Se dice que C tiene la propiedad

del punto fijo si toda funcién continua f : C' — C tiene un punto fijo.

El interés de la definicién anterior viene dado por la siguiente proposicion,

que muestra que la propiedad del punto fijo es una propiedad topolégica.

Proposiciéon 3.8. Sea C' un espacio topoldgico que posee la propiedad del punto

fijo. Entonces todo espacio C homeomorfo a C tiene esta propiedad.

Demostracién: Como C es homeomorfo a C, existe una aplicacién ¢ : C — C
continua, biyectiva y con inversa continua. Dada entonces f : C — C una
aplicacién continua, podemos definir f = ¢~ 1o fo ¢ : C — C, la cual es una
funcién continua de C' en C. Como C' tiene la propiedad del punto fijo, sabemos

entonces que existe g € C tal que f(z9) =0, i.e

o~ (F(8(20)) ) = 20 = F(6(x0)) = 6(x0)

Esto muestra que Zj := ¢(x¢) es un punto de J?, lo que por la arbitrariedad de
fmuestra que C tiene la propiedad del punto fijo. (I

El teorema de Brouwer establece

Teorema 3.4. La bola cerrada de centro cero y radio uno en R™ tiene la pro-

piedad del punto fijo.

Demostracién: Sea By la bola abierta de centro cero y radio uno, B; su clausura
y f : Bi — B una aplicacién continua. Tenemos que probar que f tiene un
punto fijo. Si existe zo € dB; tal que f(x) = x¢, entonces zg es un punto fijo
de f. En otro caso, observemos que para todo A € [0,1] y para todo = € 9B; se

tiene

M) #

ya que si existe z € 9B, tal que Af(z) = =, entonces \|f(z)| = |z| = 1. En
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particular, A 20 y
€ [1,00).

> =

[f(2)] =

Como por hipétesis |f(z)] < 1, la dnica posibilidad es entonces A = 1 lo que
significa f(x) = x con |z|] = 1 que también es contradiccién ya que estamos
suponiendo que f no tiene puntos fijos en 0B;.

Consideremos entonces H : [0,1] x B; — B; definida por
H(\z)=2—-\f(z), Vo€ B, VAe[0,1]

Como no existen A € [0,1], x € OB, tales que Af(z) = = entonces H(\, x) # 0

para todo A € [0, 1], z € OBy, lo que implica
d(id — f, B1,0) = d(H(1,-), B1,0) = d(H(0, ), B1,0) = d(id, B1,0) = 1
y por tanto existe zg € By C B; tal que

(id — f)(w0) = 0 <= f(x0) = wo.

|
Teniendo en cuenta la Proposicién 3.8, se puede ahora obtener la siguiente ge-

neralizacion del Teorema de Brouwer.

Teorema 3.5. Sea C C R™ un conjunto convexo, cerrado no vacio, entonces

toda funcion f: C — C continua tiene un punto fijo.

Demostracion: Si C' se reduce a un punto el resultado es evidente. Podemos
por tanto suponer que C contiene més de un punto. En este caso, sustituyendo
R™ por el menor espacio vectorial que contiene C podemos suponer que C'
tiene interior no vacio. Sea entonces Z un punto del interior de C' y definamos

¥ =R" = [0,00) como el funcional de Minkowski

r—z
1/1(9:)—m1’n{/\20: )\OEC}.
Es facil ver que v es una funcién continua, convexa tal que

reC<=Y(x)<1, z=z9<=Px)=0
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Definiendo entonces ¢ : R™ — R™ por

Y(z) \Ziﬁm si x # xg

0 si z=uxg

p(x) =

se tiene que ¢ es un homeomorfismo de C' en B;. Esto prueba que C es ho-
meomorfo a la bola cerrada de centro cero y radio uno y por tanto la tesis del

Teorema 3.5 sigue del Teorema 3.4 y la Proposiciéon 3.8. (]

Observacién 3.1. A partir del Teorema 3.5 se puede pensar que el teorema
de Brouwer estd ligado a la convexidad del conjunto C' pero esto no es asi.
Por ejemplo, es conocido que en dimension 2, si tomamos C como el conjunto
interior de una curva de Jordan arbitraria junto con la propia curva, entonces C'
es homeomorfo a la bola cerrada de centro cero y radio uno. Gracias al Teorema
3.4 y a la Proposicién 3.8 se tiene entonces que C verifica la propiedad del
punto fijo. Esto muestra que el hecho de que toda funcién continua que aplica
C' en si mismo tenga un punto fijo estd mas ligado al hecho de que C' no tiene
“agujeros” (junto con la compacidad de C). Asi, la siguiente Proposicién muestra
como la existencia de “agujeros” conlleva que C' no verifique la propiedad del

punto fijo.

Ejemplo 3.3.1. Sea C' C R™, n > 2 no vacio verificando las siguientes propie-

dades:

» Si (21,29,23,...,2,) € C, entonces (y1,y2,x3,...,2%,) € C para todo

(y1,y2) tal que |(y1,y2)| = |(z1, z2)].

= 0 ¢ C, entonces C no verifica la propiedad del punto fijo.

Demostracién: Basta tomar como f un giro de éngulo 6 € (0, 27), i.e

flx1, o, 23, ..., x,) = (cosOxy — sin Oxo, sin Oxy + cosOxa, x3, ..., Ty).

O

Observacion 3.2. Gracias a la Proposicién 3.8 se tiene que un conjunto C' en
las condiciones del ejemplo 3.3.1 no pueda ser homeomorfo a una bola cerrada

en R¥ para ningtin k& € IN. Como ejemplos de conjuntos compactos que verifican
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esta propiedad tenemos por ejemplo el caso de una bola cerrada a la que se le

quita una bola abierta mas pequena, i.e
C={zxeR":a<|z| <)}

con 0 <a<hb.
En R? podemos también citar por ejemplo el caso de un cilindro al que se

le quita otro cilindro interior
C ={(x1,22,23) € R}: a< |(z1,22)| <b, 0<ux3<I}
con 0 < a<b,0<I, otambién el caso de un toro
C={xcR®:dist(x;S) = Ry} con S ={(x1,72,0) € R®:|(x1,29)| = R1},

para 0 < Ry < Ry.
Veamos algunas aplicaciones interesantes del teorema de Brouwer realacio-

nadas con la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Ejemplo 3.3.2. Dado un conjunto abierto no vacio D ¢ R* y f € C°(R x

D)™ N Lipioe(D), consideremos el sistema diferencial
u = f(t,u). (3.6)
Suponiendo que existe w > 0 tal que f es w—peridédica con respecto a t, i.e,
ft+w,z) = f(t,x), VteR, VzeD,

una cuestién interesante es saber si el sistema (3.6) tiene soluciones periddicas.

En este sentido, se tiene

Teorema 3.6. En las condiciones anteriores, supongamos que existe un con-
jgunto C homeomorfo a By C R™, el cual es positivamente invariante para el
sistema (3.6), entonces existe al menos un solucion del sistema (3.6) que toma

valores en C' y que es w—periddica.
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Demostracion: Para x € C consideramos el problema de Cauchy

u' = f(t,u)
u(0) =z

(3.7)

Teniendo en cuenta que C' es compacto (ya que es homeomorfo a un compacto) y
positivamente invariante, sabemos que la solucién maximal t — ¢(t, 0, z) de este

problema estd definida en un intervalo abierto que contiene a [0,00) y cumple

o(t,0,z) € C, Vt>0.

Podemos entonces definir la aplicacion “de Poincaré 7 f: C — C por

f(x) = (p(wa O,l‘), YV S C.

Gracias al teorema de continuidad respecto de los datos iniciales, se tiene en-
tonces que f es una funcién continua de C' en C'y por tanto, el teorema 3.4 y la
Proposicion 3.8 implican que existe un punto fijo para f, i.e., existe zg € C tal
que p(w, 0, z9) = xo. Es entonces inmediato comprobar que la funcién u : R — R

definida por

u(t) = p(t — kw,0,2¢), Vt € [kw, (k+ 1)w),Vk € Z,

es una solucién periddica de (3.6). O

Ejemplo 3.3.3. Como una consecuencia del ejemplo anterior, consideramos

ahora el caso de un sistema auténomo, i.e.

W = f(u) (3.8)

siendo f una funcién localmente Lipschitziana definida en un conjunto abierto
D c R". Suponiendo la existencia de un conjunto C' homeomorfo a B; C R”,
positivamente invariante, el Teorema 3.6 aplicado a w > 0 arbitrario prueba que
existen soluciones peridédicas de periodo arbitrario. Esto nos hace pensar en la
existencia de un punto de equilibrio para f (lo que proporcionard entonces una

solucién periédica de periodo cualquiera). Enunciamos el resultado correspon-
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diente en el siguiente Teorema

Teorema 3.7. Sea D C R" abierto, f € Lipjoc(D; RN ) y supongamos que existe
un conjunto C homeomorfo a By C R", el cual es positivamente invariante para

el sistema (3.8), entonces C tiene al menos un punto de equilibrio.

Demostracion: Gracias al Teorema 3.6 sabemos que para todo w > 0 existe
z, € C tal que la funcién t — ¢(¢,0,z,) solucién maximal del problema de
Cauchy

u' = f(t,u)

u(0) = z,,

esta definida en todo R y verifica
ot +w,0,z,) = ¢t 0,z,), VteR. (3.9)

Como z,, € C'y C es compacto, existe una sucesién w,, > 0 convergiendo a cero
tal que z,,, converge a un punto zy € C. Vamos a ver que z es un equilibrio

de (3.8). Dado t € R, consideramos k,, € Z tal que
knwn <t < (kp + Dwp,.

Se tiene entonces que k,w, converge a t con lo que usando el teorema de conti-
nuidad respecto a datos iniciales y (3.9), se deduce
©(0,0,20) = 9 = lim z,, = lim ¢(0,0,z,,)
n—oo n—oo

= lim)go(knwn,(),an) = ¢(t,0,xzp),

n—oo

lo que prueba que la funcién t — (¢, 0, z¢) estd definida en todo R y es constante

con valor xg, i.e. xg es un equilibrio de (3.8). O

Observaciéon 3.3. Recordemos el teorema de Poincaré-Bendixon que se vio
en la asignatura de Ampliacién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y que
establecia que si para n = 2 existe un conjunto compacto C' C D positivamente
invariante para el sistema (3.8), el cual no contiene puntos de equilibrio, enton-
ces existe una Orbita periédica no trivial del sistema contenido en C. Teniendo

en cuenta el Teorema 3.7 deducimos entonces que C no puede ser homeomorfo
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a la bola unidad cerrada en R2, i.e. C' debe tener algtin “agujero”.

Observacién 3.4. En los teoremas 3.6 y 3.7 hemos hablado por fijar ideas
de conjuntos positivamente invariantes. Claramente los resultados son también

ciertos para conjuntos negativamente invariantes.

Relacionado con la existencia de solucién de una ecuacién no lineal en R"™
podemos ahora probar como consecuencia de la teoria del grado los siguientes

resultados.

Teorema 3.8. Sea Q un conjunto abierto de clase C' tal que Q es homeomorfo

a una bola en R™ y sea f: Q — R™ continua tal que
flx)-v(x) >0, VxedQ, (3.10)

con v la normal exterior unitaria a §). Entonces existe v € §) tal que f(xg) =0

Demostracion: Por la proposicién 3.1 podemos suponer que f estd en realidad
definida en todo R™. Supongamos primero que f es localmente Lipschitziana en
R™ y que se verifica

f(z) -v(z) >0, Vred.

En este caso, es facil probar que {2 es positivamente invariante para la ecuacion

y por tanto el resultado es consecuencia del Teorema 3.6.

Consideremos ahora el caso general. Primero observemos que gracias a la
proposicién 3.1 existe una extensién de v que seguimos denotando por v a una
funcién definida en todo R™. En este caso, tomando f,, = f + v/n, se tiene que

fn verifica

1

fa(@) - v(@) = f(2) - v(@) + —|p(@)]* >~ Vo€ dQ.

S|

Como f,, € C°(Q), existen ahora g, € C®(R") tales que

1

n - Jn < .
90 = fa llo< 5
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Se tiene entonces

1 _
gn(2) - v(2) = ful@) - v(2) + (9n(2) = fal2)) - v(2) 2 5, Ve e

Por tanto, por lo ya probado existe z,, € Q tal que g,(z,) = 0. Como Q es
compacto, extrayendo una subsucesién si es necesario, podemos suponer que x,
converge a un punto xg € Q, se tiene entonces

f(wo) = lim (f(0) = Flan) + gwn) = f(w2)) = 0.

n—oo

O

Observaciéon 3.5. Como caso particular del Teorema 3.8 se tiene el bien cono-
cido Teorema de Bolzano. Observar que si f : [a,b] — R es continua y es tal que
f(a) <0, f(b) > 0 entonces [a,b] es homeomorfo a [—1,1] y teniendo en cuenta
que v(a) = —1, v(b) = 1, se tiene que se cumple (3.10), por tanto el Teorema
3.8 da la existencia de un punto zq € [a,b] tal que f(z¢) = 0. En el caso en que
f(a) >0, f(b) <0 basta con aplicar el resultado a —f.

Podemos también usar el Teorema 3.5 para obtener algtiin resultado de so-
breyectividad para una funcién en R™ y por tanto de la existencia de solucién

de la ecuacién f(x) = y para todo y € R™. Se tiene por ejemplo

Teorema 3.9. Sea f: R™ — R"™ continua, tal que

lm fmf 18T o (3.11)

z—>00 |x|

entonces f es sobreyectiva.

Demostracion: Sea y € R™. Gracias a (3.11), existe R > 0 tal que

flz)-x
||

> lyl, vrzeR" |z| >R

Sea entonces g = f — y definida en By y observamos que para todo = € 0B,

se tiene

o) v =gla) =L B0

Aplicando el Teorema 3.8 se tiene la existencia de x¢ € B, tal que g(zo) =0 o

33



Capitulo 3. Grado Topoldgico en Dimensién Finita

equivalentemente f(xq) = xo. O

3.4. Teorema de Borsuk

Si queremos probar mediante la teoria del grado que f(x) = y tiene una
solucién en {2, tenemos que verificar que d(f,,y) # 0. El siguiente resultado

de Borsuk ayuda mucho.

Recordamos que €2 es simétrico con respecto al origen si Q = —€, y una

aplicacién f en  es impar si f(—z) = —f(x) para todo z € Q.

Teorema 3.10. Sea 2 C R™ abierto, acotado, simétrico con 0 € 2. Sea f €
C(Q) impar y 0 & f(9K). Entonces d(f,2,0) es impar.

Corolario 3.1. Sea Q) C R™ abierto, acotado, simétrico y 0 € Q. Sea f € C(Q)
tal que 0 ¢ f(O) y f(—x) # Af(z) en OQ para todo X > 1. Entonces d(f,$2,0)

es impar-.
Como aplicacion se tiene

Teorema 3.11. Sea 2 C R™ abierto y f : Q@ — R™ continua y localmente

inyectiva. Entonces f es una aplicacion abierta.

Demostracion: Basta probar que para todo xg € Q existe B,.(xg) tal que f (B, (o))
contiene una bola con centro f(zq). Pasando a Q—z¢ y f(z) = f(z+z0) — f(20)
para x € §) — xo, si es necesario, podemos suponer o = 0y f(0) = 0. Elegimos

r > 0 tal que f ‘Er(o) es inyectiva y consideramos

h(t,z) = f(%ﬂx) —f(— 1ita:) para t € (0,1, € B.(0).

Tenemos que h es continua en (¢,z), h(0,-) = f y h(l,z) = f(32) — f(—32) es

impar. Si h(t,z) = 0 para algin (¢,z) € [0, 1] x 9B,(0), entonces

ya que f es inyectiva, i.e. x = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

d(f,Br(0),y) =d(h(1,-),B,(0),0) 20 paracada y en B.(0). (3.12)
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Entonces se tiene B,.(0) C f(B(0)). O

Como consecuencia se tiene

Corolario 3.2. Un conjunto abierto de R™ no puede ser homeomorfo a un

abierto de RX si K # n.

3.5. La Férmula Producto

En esta seccién mostraremos una féormula que relaciona el grado de una
aplicacién compuesta f o g a partir de g y f. Por medio de esta férmula es facil

probar por ejemplo el teorema de la curva de Jordan.

Sea  C R™ abierto y f € C(Q). Por (d5) sabemos que d(f,€,y) es el mis-
mo entero para cada y en una componente conexa K de R™\ f(99). Usaremos
entonces la notacién d(f,Q, K). Ya que f(92) es compacto, tenemos una com-
ponente ilimitada ko de R™\f(99Q) si n > 1y dos si n=1. En estel caso ks
denotard la unién de estas dos.

Se tiene

Teorema 3.12. Sea 2 C R™ abierto y acotado, f € C(Q), g € C(R") y K; las
componentes conexas acotadas de R™\ f(0Q). Supongamos que y & (go f)(0£).

FEntonces

d(go f,Qy) = Z d(f,Q, K;)d(g, Ki,y)

donde solo un numero finito de términos son distintos de cero.

Recordamos el teorema de la Curva de Jordan, el cual dice que una curva
simple y cerrada C' en el plano lo divide en dos regiones Gy y Go tales que
C = 0G; = 0Gy y Gy = R?\G;. Ya que tal curva es homeomorfa a una
circuferencia unidad 9B;(0), y ya que B1(0) y R?\B;(0) son componentes de
R2\0B1(0), el teorema de la curva también puede formularse de la siguiente
manera: si C C R? es homeomorfa a 9B1(0), entonces R?\C tiene precisamente

dos componentes. Esta versién puede extenderse a R, es decir, tenemos

Teorema 3.13. Sean 23 C R™ y Qs C R™ conjuntos compactos, los cuales son
homeomorfos . Entonces R™"\Q1 y R™\Qs tiene el mismo ndmero de componen-

tes conezxas.
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Capitulo 4

Grado Topoldgico en

Dimension Infinita

En este capitulo veremos el grado en un espacio de dimensién infinita. In-

troducimos sus propiedades y varios resultados fundamentales.

4.1. Aplicaciones compactas.

Vamos a extender la teoria del grado a funciones definidas en espacios nor-

mados. Estas funciones seran de la forma I — F con F' compacta.

Sean X e Y dos espacios de Banach, 2 un subconjunto de X y F una

aplicacion de 2 en Y.

Definicién 4.1. F se dice compacta si F' es continua y F'(A) es relativamente

compacto para todo A C Q acotado.

H(£2,Y) denotara la clase de las aplicaciones compactas de Q2 en Y y escribiremos
H(Q) en vez de H(Q, X).

Una propiedad importante de las aplicaciones compactas es como se com-
portan respecto a la composicion. El resultado correspondiente viene recogido

por la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1. Sean X,Y,Z tres espacios de Banach, Q@ C X, © C Y,
F:Q—-0,G:0 — Z. 8 F es compacta y G es continua entonces G o F es
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compacta. Si F' es continua y transforma acotados en acotados y G es compacta

entonces G o F' es compacta.

Definicién 4.2. Si F(2) estd contenido en un subespacio finito dimensional de

Y, entonces diremos que F es finito dimensional.

F(Q,Y) denotara la clase de las aplicaciones compactas finitamente dimensio-

nales y escribiremos F(Q2) en vez de F(£, X).

En el caso de aplicaciones lineales se tiene que si F' : X — Y es lineal y

compacta entonces es continua, y si es finito dimesional entonces es compacta.

4.1.1. Propiedades de aplicaciones compactas.

La siguiente proposicién junto con el grado para espacios de dimensién fi-
nita serd muy util para obtener un grado para perturbaciones compactas de la

identidad.

Proposicién 4.2. Sean X e Y dos espacios de Banach y B C X cerrado y

acotado. Entonces,

1. F(B,Y) es denso en H(B,Y) con respecto a la norma del supremo, es
decir, para F € H(B,Y) ye > 0 existe F. € F(B,Y) tal que sup |Fx —
B

F.z| <e.

2. Si F € H(B) entonces I — F es propia, es decir la imagen inversa de un

compacto es compacta.

Demostracion:

1. Dado F € H(B,Y) y € > 0, consideramos y1,- - ,¥, tales que F(B) C

p
U Be(w)- Sea ily) = mix{0.e — |y — wil}, 0ily) = 5Ly para

=1

y € F(B). Definimos F.(z) = Y%, ¢;(Fx)y; para x € B. Entonces
F. es continua, F.(B) C span{yi, - ,yn}, F: relativamente compacta

y supg |Fex — Fz| < e.

2. Sea {z,} C (I — F)7Y(K). Como {F(z,)} C F(B) que es relativamente
compacto, existe una subsucesiéon {x,, } de {x,} tal que F(x,,) es con-

vergente. Como z,, — F(z,) € K y K es compacto, tambien podemos
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suponer x,, — F(z,,) convergente, entonces ,, = (x — F(x,,)) + F(zn,)

es convergente. O

Proposicién 4.3. Sean X e Y dos espacios de Banach, Q@ C X abierto, F €
H(Q,Y) y F diferenciable en xy € Q. Entonces F'(xo) es compacta.

Proposicion 4.4. Sean X, Y espacios de Banach, A C X acotado, cerrado y
F € H(A,Y). Entonces F tiene una extension F € H(X,Y) tal que F(X) C
conv F(A).

4.1.2. El grado Leray-Schauder.

Sea X un espacio de Banach, 2 C X abierto y acotado, F' € H(Q)) e y ¢
(I —F)(09). En estas tripletas (I — F, ), y) queremos definir una funcién D con
valores Z que satisface las condiciones correspondientes a (d1)-(d3) del grado
de Brouwer, esto es,
(D1) D(I,Q,y) = 1 paray € Q;
(D2) D(I-F,Q,y) = D(I-F,Qq,y)+D(I-F,Qa,y) si Q1 y Qs son subcojuntos
abiertos disjuntos de (2 tales que y ¢ (I — F)(Q\(Q1 UQ2));
(D3) D(I — H{(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € [0,1] si H : [0,1] x @ — X
es compacto, y : [0,1] = X es continuo e y(t) ¢ (I — H(t,-))(0R) en [0, 1].

Vamos a reducir el problema al caso de aplicaciones finitamente dimensio-
nales en lugar de las diferenciables como en el capitulo anterior. En primer
lugar, como G = I — F es propia e y ¢ G(99), tenemos o(y, G(OQ)) > 0,

y si elegimos Fy € F(Q) tal que sup{|Fiz — Fz| : * € Q} < o, entonces
H(t,x) = Fr + t(Fiz — Fx) satisface (D3) con y(t) =y, y por tanto

D(17F797y):D(IfFlvﬂay)'

Luego, como Fi(f2) esta contenido en un subespacio finitamente dimensional,

elegimos un subespacio X; con dim X; < oo tal que y € X7 y F1(Q) C X;.
Entonces x — Fyx = y para x € ) implica que z estd en N X7 y esto indica

que D(I—F,Q,y) ya estd determinada por el grado de Brouwer de (I — F) [ga%

con respecto a Q N X; e y. En particular, por (D2) se tiene que QN X; =
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implica

D(I-F,Q,y)=D(I—-F,Q,y) =0.
Ahora obeservamos que existe una proyeccién continua de X a X;. Entonces
X = X1 ® X,, donde Xo = Po(X), P, =1 — P; y Xo es cerrado ya que P; es
continua. Sea Q; = QNX; #0y F: X1 — X cualquier extensién continua de
I |, - Entonces por medio de (D3) aplicado a H(t,z) = tFiz + (1 — t)F1 Pz e
y(t) = y se tiene

D(I - F1,Q,y) = DI — F1P,,Q,y).

Pero todas las soluciones en §2 de x — ﬁl Pyx = y pertenecen a )1 y por lo tanto
(D2) nos indica que podemos reemplazar 2 por cualquier conjunto abierto y
acotado, el cual contiene a £, por ejemplo 1 + B1(0), donde B;(0) es la bola

unidad de X5. Por lo tanto, tenemos

D(I — F,Q,y) = D(I — F\,Q,y) = D(I — F1P1,Q, + B1(0),) W)
= D(I — F1P1,Q1 + Bl(O),y)

Ahora, dado cualquier conjunto abierto acotado ; C X, f € Q1 — X, conti-
nua e y € X1\ f(0€) definimos

dO(faﬂlzy) = D(I_ (I_f)Pth +Bl(0)7y)

= D(fP1 + P>, + B1(0),y).

Entonces (D1)-(D3) implica que dy satisface (d1)-(d3), y por tanto dg es el grado

de Brouwer para X;. En particular, eligiendo f = (I — F1) [gr%; obtenemos
D(I — F1,Qy) = do((I — F) |g,, 2, 9y).
Teorema 4.1. Sea X un espacio real de Banach y
M = {(I - F,Q,y) : Q C Xabierto y acotado, F € H(Q),y & (I — F)(0Q)}.

Entonces existe exactamente una funcion D : M — Z., el grado Leray-Schauder
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satisfaciendo (D1)-(D3). El entero D(I — F,$Q,y) viene dado por

d((I - Fl) |Q13917y)7

donde Fy es una aplicacion en F(Q) tal que

Slip|F1.§U—Fl'| < Q(ya (I—F)(@Q)),
Q

Q1 =QN X, y X1 es cualquier subespacio de X tal que dimX; < oo, y € X3,
F (ﬁ) C X1 y d es el grado de Brouwer de X;.

4.1.3. Propiedades del grado Leray-Schauder.

El siguiente teorema proporciona otras propiedades importantes del grado.

Teorema 4.2. Ademds de (D1)-(D3), el grado Leray-Schauder tiene las si-
guientes propiedades

(D4) D(I — F,Q,y) # 0 implica (I — F)~Y(y) # 0;

(D5) D(I —G,Q,y) = D(I — F,Q,y) para G € H(Q) N B.(F) y D(I — F,Q,")
es constante en By (y), donde r = o(y, (I — F)(0R)). Adn mds, D(I — F,(,-) es
constante en cada componente conexa de X\(I — F)(0);

(D6) D(I — G, 9, y) = D(I — F,9,y) i G |so= F |oo;

(D7) D(I — F,Q,y) = D(I — F,Q4,y) para cada subconjunto abierto 1 de Q
tal que y & (I — F)(Q\Q).

Se tienen también las siguientes extensiones de los resultados que vimos para

el grado de Brouwer.

Teorema 4.3. (Borsuk) Sea Q C X abierto, acotado y simétrico con respecto
a0€Q, FEHQ),G=I1I—-F,0¢ GOQ) yG(—x) # \Gx en 0, VA > 1.

Entonces D(I—F,Q,0) es impar. En particular, esto es cierto si F' |gq es impar.

Teorema 4.4. Sea Q) C X abierto, F : Q — X continua y I — F localmente

inyectiva. Entonces I — F' es abierta.

Teorema 4.5. Sean Q C X abierto y acotado, Fy € H(Q) y F = I — Fy,
Go: X = X continua y G =1—Gy, y ¢ GoF(IQ) y (Kx\)rea las componentes
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conexas de X\F(09)). Entonces

D(GoF,Q,y) = Y D(F,Q,K\)D(G, Kx,y),
AEA
donde solo un nimero finito de términos son distintos de cero y D(F,Q, K)) se

define como D(F, ), z) para cualquier z € K.

Teorema 4.6. Sean A y B subconjuntos cerrados y acotados del espacio de
Banach X tales que existe un homeomorfismo G =1 —F de A a B, con F €

H(A). Entonces X\A y X\B tienen el mismo nimero de componentes.

Teorema 4.7. Sea Xg un subespacio cerrado de X, Q0 C X abierto y acotado,

F:Q — Xo compacta, G =1—F, y € Xy ey & G(0). Entonces,
D(G,Q,y) = D(G |grx;)

Demostracion: Tenemos o = o(y, G(92)) > 0 y encontramos F; € F(Q, Xo)
tal que sup |Fiz — Fx| < o. Sea X7 un subespacio de X tal que dimX; < oo,
Q

Fi(Q) Cc Xy,y€e X1, yseaQy=0NXyy Q1 = QN Xq. Como 99y C 99,
tenemos sup{|Fiz — Fz| : 2 € Qo} < o(y, G(0Qy)). Luego, Xo N X1 es un

candidato para X; en el Teorema 4.1 y por tanto,

D(G,Q,y) = d((I_Fl) |§17917y) = D(G ‘507907:’/)~

4.1.4. Teorema del Punto Fijo de Schauder.

El Teorema 3.5 fue extendido a aplicaciones compactas por Schauder. Se

tiene

Teorema 4.8. Sea X un espacio de Banach, C C X wun conjunto convexo,

acotado, cerrado no vacio, entonces toda funcion F : C'— C' compacta tiene un

punto fijo.

La demostracién de este teorema puede ser probado como la del Teorema

3.5.
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Un resultado similar al teorema de Schauder que se prueba con las mismas

ideas y que resulta interesante para las aplicaciones es el siguiente.

Teorema 4.9. Sean X un espacio de Banach, Q@ C X un conjunto abierto y
acotado con 0 € Q y F : Q — X compacta. Supongamos que no existen A > 1,

x € 00 tales que F(x) = Az, entonces F tiene un punto fijo.

Demostracion: Si existe xg € 09 tal que F(xg) = xo entonces no hay nada que
probar. Supongamos por tanto que para todo xg € 01, se tiene F(xg) # xo.

Definimos H : [0,1] x X — X por
H(t,x) =tF(z), Vtel0,1], VzeQ,
entonces H es compacta y
x—H(t,xz) #0, Vze o,
ya que otro caso tenemos que existe zy € 0f1 tal que
1
zo = tF(z0) <= F(z) = ;F(xo),

lo cual contradice a la hipétesis del teorema junto con el hecho de que estamos
suponiendo que F' no tiene puntos fijos en 02. Usando las propiedades del grado

tenemos entonces
d([*F,Q,O) = d([*H(l,),Q,O) = d([*H(O,),Q,O) = d(IvﬂaO) = 17

lo que implica que existe zg € Q tal que x¢g — F(xg) = 0, i.e. 2 es un punto fijo

de F. (]
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Capitulo 5

Aplicaciones del grado en

dimension finita.

En este apartado vamos a dar dos ejemplos que muestran como la teoria
del grado en dimensién infinita y sus consecuencias se aplican a la teoria de

Ecuaciones Diferenciales tanto Ordinarias como Parciales.

5.1. Ejemplo 1.

Nuestro primer ejemplo se refiere a la resolucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias con hipdtesis méas generales que las que se establecieron
en la asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Necesitaremos el teore-
ma de Ascoli-Arzela que caracteriza los conjuntos relativamente compactos en

C(K;RY), con K un espacio métrico compacto.

Definicién 5.1. Sea K un espacio métrico compacto. Una familia {F;};cr de

K en RY se dice equicontinua si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que
d(F;(z1), Fi(z2)) <&, Vri1,79 € K con d(z1,72) <6,Vi € 1.

Observaciéon 5.1. Recordamos que una funciéon F' continua de un espacio

métrico K en otro espacio métrico Y es uniformemente continua, i.e. para todo

45



Capitulo 5. Aplicaciones del grado en dimensién finita.

€ > 0 existe § > 0 tal que
d(F(z1), F(x2)) <&, Vwy,z0 € K con d(zy,z2) <.

El hecho de que una familia sea equicontinua es equivalente a decir que el valor

0 se puede elegir el mismo para todo elemento de la familia.
El teorema de Ascoli-Arzela establece

Teorema 5.1. (Ascoli-Arzela). Sea K un espacio métrico compacto. Una fa-
milia {F;} C C(K;RY) es relativamente compacta si y sélo si es acotada y

equicontinua.

Demostracion: Supongamos que la familia es relativamente compacta. Vamos
a probar que es acotada y equicontinua. La acotacion es evidente ya que todo
conjunto compacto es cerrado y acotado lo que unido a m compacto implica
{Fi}icr C {Fi}ier acotado.

Para probar que la familia es equicontinua, consideramos € > 0 y usamos

que como {F;};ecr es compacto, entonces existen i1, ...,4, € I tales que
o n
{F}Yicr € {F}ier € | B(F;,/3). (5.1)
j=1

Por otra parte como las funciones F;, son uniformemente continuas, para cada

j€{l,...,n} existen §; > 0 tales que
5
|Fi, (z1) — F(z2)] < 3 Vai,zp € K con d(x1,x2) < 9.

Sea encontes § = min{dy,...,0,} y tomemos i € I, 21,29 € K con d(x1,x2) < 9.

Gracias a (5.1) podemos tomar j € {1,...,n} tal que F; € B(F},,¢), i.e.
|Fi(z) — Fj;(z)| <&, VoekK.
Se tiene entonces
|Fi(21) = Fi(z2)| < |Fi(w1) = Fy; (21)[+|F, (21) — F5 (2) |+ Fy; (22) = Fi(22)] <e.
Esto prueba la equicontinuidad.
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Para probar el reciproco consideremos ahora una familia acotada y equicon-
tinua, queremos probar que es relativamente compacta lo cual es equivalente
a probar que tiene una subsucesién convergente en CO(K;RY). Como K es
compacto entonces es separable. Tomemos entonces {z,} un conjunto denso
y numerable de K. Como F estd acotada, entonces F(x1) es acotado y por
tanto existe una subsucesion {k1}rew = {11,21,31,... } tal que Fy, (z1) conver-
ge a un punto y;. Usando ahora que {Fy, (z2)} estd acotada podemos extraer
otra subsucesién {ko}ren de {k1}ren tal que Fy,(z) converge a un punto yo.
Siguiendo con este proceso tenemos la existencia de sucesiones {k;}ren para
todo j € IN y vectores y; € RY tales que {kj+1}ren es una subsucesién de
{kj}rew, Fr,(z;) converge a y; para todo j € IN. Consideramos entonces la
sucesion Fy, que por simplificar la notacién notamos como Fj. Observando que
{Fr(zj)}h>; = {Fr.(25)}r>j(x;) es una subsucesion de Fy,(x;) tenemos que
Fy(z;) converge a y; para todo j € IN. Vamos a ver que de hecho Fj(z) es una
sucesion convergente para todo x € K. Basta probar que es una sucesién de
Cauchy. Sea entonces € > 0 y usando la equicontinuidad tomemos ¢ > 0 tal que

para todos z, 2’ € K con d(z,z') < § y para todo i € T se tiene
|Fy(z) — Fy(a')| < % (5.2)

Tomemos ahora z € K y tomemos z; tal que d(z,z;) < § y usando que F(z;) es
convergente y por tanto de Cauchy, tomemos m € N tal que para todo k,l > m
se tiene

| By (25) — Fi(z;)] < %

Para todos k,1 > m se tiene entonces
|Fi(x) — Fi(z)| < |Fip(x) — Fy(z;)| + |Fi(z;) — Fi(z))| + |Fi(z;) — Fi(z)| <e.

Esto prueba que Fi(x) es de Cauchy y por tanto convergente. Definimos F' :
K — RY por
F(z) = lim Fj(x), VYxe K.

k—o0

Para terminar la demostraciéon vamos a probar que F}, converge uniformemente

a F' (lo que en particular mostrard que F es continua en K). Sea ¢ > 0 y usando
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la equicontinuidad tomemos ¢ > 0 tal que para todos z, 2’ € K con d(z,z’) < §
y para todo ¢ € I se tiene (5.2). En particular, tomando ¢ = k y haciendo k
converger a infinito, se tiene también

|F(x) = F(2')] <

Wl ™

Tomando este § > 0 y usando que K es compacto, tomemos z1, ..., z, tales que

K c | B(z,0).
j=1

Para cada j € {1,...,n} existe ahora m; € IN tal que si k > m; entonces
|Fi(z;) — F(z)] < e

Sea m = max{m;} y consideremos z € K, k € IN tal que k > m. Tomando z;

tal que d(z, z;) < 4, se tiene entonces
|Fi(z) — F(2)| < |Fr(z) = Fr(z)] + [Fi(z5) — F(z))] + |F(z) — F(z)] <e,
lo que prueba que Fj converge uniformemente a F. (I

Vamos a estudiar la existencia de solucién local de un sistema de Cauchy

y = f(ty)

(5.3)
y(to) = yo,

donde dado un conjunto Q ¢ RN*! abierto , se supone que (¢, yo) es un punto
de Qy que f:Q— RN verifica:
Sea (t,7) € Q y consideramos p,r > 0 tales que [t — p,t + p] x B(7,r) C Q,

entonces se tiene

f(t,-) € C°(B(m,r);RY), ect te(t—pt+p), (5.4)
fCy) € LNE—p, T+ pRY), VyeB,r), (5.5)
sup |f('7y1)_f('7y2)| ELl(f—p,f—‘y—p;RN% (56)

y1,y2€B(Y,r)
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Ve > 0,36 >0 tal que

t+p
5.7
/ sup [f(ty1) — f(t,y2)|dt < e. (5.7)
t—p y1,y2€B(y,r)
[y1—y2|<6

La definicién de solucién local de (5.3) es la siguiente

Definicién 5.2. Se dice que una pareja (I, ¢) es una solucién local de (5.3) si
I es un intervalo de R que contiene a § como punto interior, ¢ es una funcién

continua de I en RY y se verifica

(t,p(t) € Q, Vtel. (5.8)

t
o(t) = yo + t f(s,¢(s))ds, Vtel (5.9)
0
Observacién 5.2. Teniendo en cuenta las propiedadades (5.4), (5.5), (5.6) y
(5.7), se deduce que si ¢ € CO(I; RY) verifica (5.8), entonces la funcién s € I —
f(s,0(s)) estd en L*(I;RY) con lo cual la integral en (5.9) estd bien definida.
Ademas, sabemos de la asignatura de Anélisis Funcional y EDP que la condicién
(5.9) es equivalente al hecho de que se verifica la ecuacién ¢’ = f(t,¢) en el
sentido de las distribuciones en el intervalo int([).

Las condiciones (5.4), (5.5) y (5.7) se cumplen en particular si f es una
funcién continua de  en RY. En ese caso, el teorema de existencia que presen-
tamos a continuacion es lo que se conoce como teorema de Peano. Suponiendo f
continua, las soluciones locales de (5.3) son funciones de clase uno en su interva-
lo de definicién. Nuestro resultado generaliza el teorema de Peano permitiendo
considerar funciones f = f(¢,y) que no son continuas respecto a t.

A diferencia del Teorema de Picard que se establece en la asignatura de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, las hipotesis anteriores no implican la uni-
cidad de solucién de (5.3). Para ello es necesario introducir alguna hipdtesis
de Lipschitzianidad respecto de y. En este sentido podriamos haber sustitui-
do (5.6), (5.7) por una hipétesis més restrictiva como es la existencia de una

constante L que depende de ,7, p y r tal que

|f(t7y1)7f(t7y2)| SL|yl*y2|7 VyleJZGE@aT)v ect te (i*p,f#»p)
Como ejemplo que muestra que la unicidad no se tiene en general con las hipdte-
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sis (5.4),(5.5),(5.6) y (5.7) o incluso suponiendo f continua en 2, podemos con-

siderar el problema

yl = \/mv y(O) =0.

Claramente, una solucién viene dada por la funcién nula pero también cualquier

funcién del tipo

whhn D

p(t) =

V(E—=p)?  en [B,00)
V(ae—1t)3 en (—o0,q]

Wi

con o, € R, o <0< pf, es una solucién del problema.
Aunque en la definicién anterior y en el teorema que viene a continuacion
s6lo nos referimos a soluciones locales, se puede también probar la existencia de

soluciones maximales.

El resultado principal que obtenemos relativo a la existencia de solucién para

(5.3) es el siguiente

Teorema 5.2. Dados Q2 C RVT! abierto, (tg, z0) € Qy f : Q — RY werificando
(5.4),(5.5),(5.6) y (5.7), existe al menos una solucion local de problema (5.3).

Demostracion: Consideremos p,r > 0 tales que [t—p, t+p] x B(y,r) C Q. Vamos

a buscar 7 < p tal que definiendo
K ={peC%to— 7.t + 71 RY), [ — yolo < 7},
se tiene que la aplicacion

F:ap—)yo—l—/t f(s,0(s))ds

tiene un punto fijo, lo que teniendo en cuenta la Definicién 5.2 implicard que
este punto fijo es una solucién local de (5.3). Con este fin vamos a aplicar el
teorema de Schauder. Teniendo en cuenta que K no es otra cosa que la bola
cerrada de centro la funcién constante yg y radio r, tenemos que K es convexo
y cerrado sea quien sea 7. Por tanto para aplicar el teorema de Schauder nos

basta probar que F aplica K en K y es compacta.
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Vamos a escoger 7 de forma que F aplique K en K. Observamos que si

¢ € K, entonces para todo t € [tg — 7,to + 7], se tiene

)0 =yl = | (s, o(s))ds]

to+7
< [ (1wl + feple) - feaml)ds  610)

to—T

S/tOH(\f(S’yo)H sup \f(&y)—f(&yo)!)d&

to—T ly—yol|<r

Por otra parte, como la funcién

s— |f(s,y0)| + sup |f(s,y) — f(s,90) (5.11)

ly—yo|<r

es integrable, se tiene

to+T1

tim [ ([fGsp0)| + s [F(s,y) = F(s,p0)])ds =0,

=0 Jto—7 ly—yol<r

y por tanto podemos escoger 7 suficientemente pequenio para que

to+71
[ (el + s #o) — fo)])ds <

0—T ly—yo|<r

En este caso la desigualdad (5.10) prueba que F(p) € K para toda ¢ € K.
Vamos ahora a probar que F es compacta, i.e. que es continua y que la
imagen de K por F es un conjunto relativamente compacto en CO(K;RYN).
Para la continuidad, tomemos una sucesién ¢, € K que converge a una funcién
@ en C%([tg — 7,to + 7]; RY). Tenemos que probar que F(ip,,) converge a F(¢)
en C%([tg — 7,to + 7); RY). Tomemos € > 0 y usando (5.7) consideremos & > 0

tal que
to+T1
[ s i) - ftalit <=
t

o—7T Y1,Y2€B(yo,T)
ly1—y2|<6

Como ¢, converge uniformemente a gy podemos ahora tomar m € IN tal que

lon(t) — ()| < 9§, Vte[to—T7to+7], Yn>m.
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Para todo ¢ € [tg — 7,19 + 7] ¥ para todo n > m, se tiene entonces

Flen)) = FOI = | [ (10a0) = Fls. s

to+T1
< / 1£(5, 00 (5)) — £(5,0(5))|ds

0—T

to+71
< / sup  |f(tn) — f(t,ya)ldt < c.
t

0o—7 Y1,¥2€B(yo,T)
ly1—y2|<

Esto prueba que F(y,,) converge a F(p) en CO([tg — 7,to + 7]; RY) y por tanto
la continuidad de F.

Veamos por ultimo que F(K) es relativamente compacto en C°([tg — 7,0 +
7]; RY). Por el teorema de Ascoli-Arzela basta ver que F(K) es acotado y equi-
continuo. Como ya sabemos que F(K) C K y K es acotado se tiene que F(K)
es acotado. Para la equicontinuidad, tomemos € > 0 y usando que la funcién
definida por (5.11) es integrable, consideremos ¢ > 0 tal que para todos t1,tg

contg—7 <ty <ty <tyg+T,ts—1t1 <9, se tenga

/t2 (If(s,yo)| + sup |f(s,y) — f(s,y0)|)d3 <.

ty ly—yol|<r

Se tiene entonces, para toda funciéon ¢ € K y para todos t1,ts en las condiciones

anteriores

F)(0) = F@)t)l = | [ fpls)as

< [ (1565100 + 155690 — S0l )as < =

t1

lo que prueba la equicontinuidad de F'(K). O

5.2. Ejemplo 2

Como segundo ejemplo vamos a considerar el sistema de Navier-Stokes es-
tacionario incompresible en un conjunto abierto, acotado, conexo y regular

Qc RN con N =256 3, i.e. del sistema de EDP
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—vAu+pu-Viu+Vp=f en Q
divu =0 en (5.12)
u=0 sobre S

Este sistema modela el movimiento de un liquido que se encuentra confinado en
Q y que ha alcanzado una posicién de equilibrio. Recordamos que u = u(x) es
una funcién con valores en R que nos proporciona la velocidad de la particula
que en el instante considerado se encuentra en la posicién x. La funcién p = p(x)
es una funcién escalar que representa la presién del fluido en el punto z. La
funcién f = f(r) es una funcién con valores en R™ que representa la fuerza
exterior que se estd aplicando a la particula que en el instante considerado
ocupa la posicién z. La constante p > 0 es la densidad del fluido y la constante
v > 0 es la constante de viscosidad del fluido. El término (u - V)u estd definido
como el vector

[(w-V)u]; =u-Vu;,, 1<i<N,

o equivalentemente por

(u-V)u = (Du)u,

donde Du representa la matriz jacobiana de w.

Decimos que el fluido ha alcanzado un equilibrio en el sentido de que las
funciones v y p no dependen de la variable temporal. Observar que esto no
significa que el fluido no se esté moviendo (lo que equivaldria a u nula) sino tan
sélo que la velocidad que tiene la particula que en un determinado instante se
encuentra en la posicién x no depende del instante, tan solo de x y andlogamente
para la presién.

En (5.12) tenemos un sistema N+1 ecuaciones y N+1 incégnitas (uq1, ..., un)
y p. De hecho, la primera ecuacién en (5.12) corresponde a las N ecuaciones es-

calares

N
—vAu; + pZ(uj(‘?jui) +0p=/fi en Q, 1<i<N.
j=1

Vamos a buscar u en el espacio Hi (Q;RY) y p en L?(Q2) donde recordamos

que H(2;RY) representa el espacio de funciones L?(£; RY) tales que su deri-

53



Capitulo 5. Aplicaciones del grado en dimensién finita.

vada distribucional estd en L?(€2; RV*"). Se trata de un espacio de Hilbert con

la norma

||UHH1(Q;]RN) = \/”uH%Q(Q;RN) + ||Du||%2(Q;]RN)’ (5.13)

El espacio H}(Q;RY) se define como el cierre en H'(Q;RY) del espacio de
funciones de clase infinito con soporte compacto en 2 que notamos por D(£; RY)

y una norma equivalente a la de H'(£2;RY) en este espacio viene dada por

[ull g (umryy = 1Dul[2(@r).- (5.14)

El espacio dual de Hg(Q; RY) se denota por H~1(;RY).

Recordar que al considerar que la funcién u se encuentra en el espacio
HY(Q;RY) ya estamos diciendo que la funcién se anula en la frontera de € (por
ejemplo en el sentido de que su traza es nula). Otras propiedades del espacio
H}(RY) que serdn importantes para estudiar la existencia de solucién de (5.12)
se encuentran contenidas en el siguiente resultado que resulta de unir el teorema

de inyeccion de Sobolev y el teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov.

Teorema 5.3. Si N = 2 el espacio H}(Q;R?) se inyecta de forma compacta
en LP(Q;R?) para todo p € [1,00).
Si N =3 el espacio HE(;R3) se inyecta de forma continua en LS(Q;R?).

La inyeccién es compacta sobre LP(Q; R?) para todo p € [1,6).

El sistema (5.12) debera verificarse en el sentido de las distribuciones, pa-
ra ello mas generalmente que tomar f como una funcién podremos tomar f
simplemente como una distribucién en el espacio H~1(Q; R"). Observamos que

escribir la primera ecuacion en el sentido de las distribuciones es equivalente a

/Q(I/Du : Do+ pl(u-V)u] - o — pdivyp)de = (f,¢) Vo € D(ERY), (5.15)

donde dadas las matrices A, B € RN*Y de coeficientes ai; y b;j definimos A : B
POr >y <, j<n ijbij. Teniendo en cuenta que D(; RY) es denso en H}(;RY)

tenemos que la igualdad anterior implica que de hecho u, p deben verificar

/Q(I/Du : Dv+ pl(u-Vu] -v — pdive)dz = (f,v) Yo € HJ(Q;RYN). (5.16)
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Para ello observar que

N
[(u-Vu]-v= Z u;0ju;v;
i,j=1
donde gracias al Teorema 5.3, en cada uno de los sumandos las funciones u;, v;
pertenecen a LP() con p < oo si N =2, L%(Q) si N = 2. Usando también que
dju; pertenece a L?(9), podemos aplicar la desigualdad de Holder para deducir:
Si N = 2, la igualdad
1 1 1 4+4p

p 2 p 2
implica tomando p tan grande como queramos que [(u - V)u| - v pertenece a
L1(Q) para todo g € [1,2).
Si N = 3, la igualdad
1 1 1 5

672766

implica que [(u - V)u] - v pertenece a L5 ().

En particular, tenemos en cualquier caso que [(u-V)u]-v pertenece a L' (Q)V
lo cual implica que la integral de la funcién [(u - V)u] - v que aparece en (5.16)
esta bien definida. De hecho el Teorema 5.3 y la desigualdad de Holder prueban

que existe una constante C' > 0 tal que

H[(uV)u]v‘

L) = C||U\@15(Q;RN)||”HH(}(Q;1RN)7 Vu,v € Hy(%RY). (5.17)

Como consecuencia, se deduce que fijado u € H}(Q; RY), la aplicacién
ve Hy (G RY) — / [(w-V)u] - vdz (5.18)
Q

define un elemento de H~1(Q; RY), resultado que hemos usado cuando hemos
dicho que podiamos pasar de (5.15) a (5.16) por densidad. Resultados similares
se usan para pasar al limite por densidad en los distintos términos que aparecen
en (5.15) aunque son algo més ficiles al tratarse de términos que estdn definidos
como productos de dos factores y no de tres.

Tomando en (5.16) la funcién v con divergencia nula, tenemos que si (u, p)

es solucién de (5.12) entonces se debe cumplir
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uw€ Hi(QRY), divu=0 en Q
/(uDu:Dv—i—p[(u-V)u]~v)dx:<f,v> (5.19)
Q

Vo € HYQ;RY), dive=0 en £,

lo que proporciona una ecuacién variacional para la velocidad u en la cual no
aparece la presion p. Vamos a comenzar por tanto probando la existencia de

una solucién para (5.19). Necesitaremos antes el siguiente resultado

Teorema 5.4. Para cada g € H-Y(Q;RY) existe una tnica solucion del pro-

blema
u€ HY(QRY), divu=0 en Q

v [, Du: Dvdz = (g,v) (5.20)
Vo€ HI (S RYN), divv=0 en Q,

Ademds la aplicacién g € H Y RY) +— u € H(Q;RY) solucién de
(5.20) es lineal y continua.

Demostracion: Definimos V' por
V={ve Hy(GRY):divv=0 en Q}. (5.21)

Teniendo en cuenta que la divergencia es un operador continuo en el espacio de
distribuciones y por tanto en H} (Q;IRN ) se tiene que V (nucleo del operador
divergencia) es un subespacio cerrado de H}(Q; RY) y por tanto un espacio de
Hilbert si lo dotamos de la misma topologfa que H}(€2;RY), i.e. del producto

escalar

(u,v)y = / Du : Dvdzx, Vu,veV. (5.22)
Q

Por otra parte, como g es un elemento de H~1(Q; R"), entonces su restric-
ci6n a V define un elemento de V'. En particular g/v es un elemento de V.

Observando entonces que (5.20) se puede escribir como

uevV
(5.23)

(uaU)V: <%g,’l}>, YoeV

el teorema es una simple consecuencia del teorema de Riesz (también se puede
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usar Lax-Milgram) que prueba que dado g/v € V' existe un dnico elemento
u € V verificando (5.23). Ademads la aplicaciéon g € V' — u € V es lineal y

continua. De hecho, se tiene

1
lullo = —ligllv. (5.24)

Estamos en posicién de probar
Teorema 5.5. El problema (5.19) admite al menos una solucidn.

Demostracion: Para V dado por (5.21) definimos F : V — V por F(u) = z con

z solucién del problema

zeV

v Dz:Dvdxz<f,v>—p/[(u-V)u]-vda:, Yo eV,
Q Q

(5.25)

donde observamos que z existe y es tnica gracias al Teorema 5.4 aplicado a

g:f*p[’UJV]u,

el cual es un elemento de H~(£;RY). Tenemos por tanto que F estd bien
definida. Ademas, teniendo en cuenta su definicién tenemos que las posibles
soluciones de (5.19) son puntos fijos para F. Nuestro problema consiste por
tanto en probar la existencia de un punto fijo para F'. Para este fin vamos a
aplicar el Teorema 4.9 con 2 reemplazado por la bola de centro cero y radio R
enV, ie.

B={ueV:|v| <R}

con R > 0 a elegir.
Tenemos que probar que F es compacta en B. Para ello observamos que si

u, v tiene divergencia nula, entonces integrando por partes se tiene
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N

¢ ij=1"7%
= Z /Q(aj(uluj)vz —uiaju]-vi)dx
i,j=1
N N N
= — Z /(Uin)ajUidl‘ — Z/ uivi(zajvj)dl‘
ij=1"9 =179 =
N
=— Z /(Uiuj)ajvidl‘ = _/(u®u) : Dvdz,
i,j=1"7% Q

donde u ® u es la matriz producto tensorial de u por u definida por (u ® u);; =

u;uj. Esto signifca que podemos escribir (5.25) como

zeV

(5.26)
u/Dz:Dvdac:(f,v)—p/(u@u):Dvalas7 Yo eV,
Q )

con la ventaja de que ahora para probar la existencia de z solucién de este proble-
ma basta con u € L*(Q; RY) de forma que u®u pertenece a L?(Q; RV*N). Esto
permite entonces extender F' a un funcional que notamos por F : L4 (Q)N — v
definido por F(u) = z con z la dnica solucién de (5.26). Vamos a probar que F
es continua sobre L*(Q; RY). Gracias al Teorema 5.4 basta ver que si una suce-
sién u,, converge a u en L*(Q;RY) entonces los funcionales g, € H~1(Q;RY)

definidos por
(gn,v) = / (Un @ up) = Dudz, Yo € Hi(QRY)
Q

(i.e. gn = — div (u, ® u,)) convergen en la topologia de H~1(Q; RY) hacia g
definida por

(g,v) :/(u@u) : Dvdz, Yv e HY(RY).
Q

Para ello observamos que gracias a la desigualdad de Holder, para toda v €

HE(;RY) se tiene
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{gn — g,0v)| = ‘ / ((un ® Up) — (u® u)) : Dvd:c’
Q
< / |(tn — u) @ uy||Dvlda Jr/ lu ® (up, — u)||Dv|dz
Q Q
< lun — ullps@rny (lull Lamyy + unll L@y 10l g @)~
lo que prueba
lgn — gllz-1ry) < llun — ullps@ryy (Il a@mryy + lunll La@myy) = 0
si n — oo, gracias a la convergencia de u, a u en L*(; RY) y por tanto
gn — g en H Y LRY).

Esto prueba que F es continua. Teniendo en cuenta que F' = F o3 con i la inyec-
cién de V en L*(Q;RY) y que i es compacta gracias al Teorema 5.4 podemos
entonces aplicar la Proposicién 4.1 para deducir que F' es compacta.

Para poder aplicar el Teorema 4.9 basta entonces con probar que podemos
tomar R > 0 tal que no existe A > 1y u € V con |lu]ly = R verificando
F(u) = Au. Razonemos por contradiccién suponiendo que existen A y u en las

condiciones anteriores y observemos que F'(u) = A\u es equivalente a
1/)\/QDu : Dudz = (f,v) —p/ﬂ[(u-V)u] ~vdx, YveV.
Tomando en particular v = u e integrando por partes tenemos entonces
l/)\/Q |Duf?dx = (f,u) — ,o/Q[(u -V)u] - udz, (5.27)

donde

N N 9
u;

u - Vu| - udr = E /uﬁ-uiuidz = g /u-al—z dx
/;)[( ) ] O V] Q V] 2

ij=1 ij=1

_ _;/ﬂ (;ajuj)gdxzo
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de forma que (5.27) se escribe como

1/)\/ |Dul?dxz = (f,u).
Q
Esto implica
vl < N f - mmy llullv

y por tanto, usando A > 1

1 1
flullv < ;”f”H*l(Q;]RN) < ;”f”H*l(Q;]RNy

Tomando entonces R tal que

1
R > ;Hf”H*l(Q;]RN)a
llegamos a contradiccién con la suposicién ||ul|y = R, lo que concluye la demos-
tracién del resultado. (]
Observacién 5.3. La equivalencia que hemos probado entre (5.25), (5.26) pro-

viene del hecho bien conocido de que el problema (5.12) es equivalente a

—vAu+pdiviu®@u)+Vp=f en Q
divu =0 en
u=0 sobre 0N

donde recordamos que la divergencia de una funcién matricial es el vector re-

sultante de calcular la divergencia de cada fila de la matriz.

Observacién 5.4. Utilizando v = u en (5.19) se deduce como al final de la
demostracién del Teorema que toda solucién u de (5.19) verifica la igualdad de

la energia

v [ 1Dupde = (s.u)
Q
lo cual implica a su vez que u verifica
1
llullv < ;Hf”H*l(Q;]RN)- (5.28)
El resultado anterior prueba la existencia de una solucién para el problema

60



Capitulo 5. Aplicaciones del grado en dimensién finita.

(5.19). Sin embargo, recordemos que el problema que queremos resolver es en-
contrar u € V., p € L*(Q) tales que se cumple (5.16), (formulacién variacional de

(5.12)). Esto es consecuencia del teorema siguiente que damos sin demostracién.

Teorema 5.6. Eziste una constante C > 0 tal que para todo h € H=1(Q; RY)

que verifica

(h,v) =0, YvevV,

se tiene que existe p € L?(Q) tal que Vp = g, ademds tomando p con integral

nula (p estd definido salvo constante) se tiene

IPllz2@) < Cllfllz-1(@r~)-

Corolario 5.1. El problema (5.12) tiene al menos una solucién (u,p) € Ha(Q; RN)x

L2(Q).

Demostracion: Consideremos u € V' una solucién del problema (5.19) y defina-

mos h € H=H(;RY) por
(h,v) = —/(VDu :Dv A p[(u-Vu] -v)de + (f,v), Voe Hiy(RY),
o

y observemos que como u es solucién de (5.19) entonces (h,v) = 0 para toda
v € V. Aplicando el Teorema (5.6) tenemos entonces que existe p € L?((2)

(tnica salvo constante aditiva) tal que se verifica
—/ pdivodz = (Vp,v) = (h,v), Yo € Hi(QRN).
Q

lo cual implica que se cumple (5.15).

Observacién 5.5. En el Teorema 5.4 probamos que existe una solucién de
(5.20). Unido al Teorema 5.6 se deduce la existencia de u € V, p € L?(Q)

solucién de

/(l/Du : Dv — pdivv)dz = (g,v), Yov € HJ(Q;RY),
Q
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lo que en el sentido de las distribuciones prueba que u,p es soluciéon de

—vAu+Vp=g en
divu=0 en (5.29)
u=0 sobre Of.

Esto es lo que se conoce como problema de Stokes y consiste en un modelo
simplificado de (5.12) donde se ha eliminado el término no lineal p(u - V)u

( ahora estamos llamando a la fuerza g). Este modelo supone que el fluido es
altamente viscoso, es decir la constante v es muy grande de forma que en (5.12)
el segundo término es despreciable respecto al primero. Se usa por ejemplo para
modelar fluidos como aceite mientras que (5.12) se usa por ejemplo para el caso
del agua. En el caso del problema (5.29) la funcién u es tinica mientras que p
estd definida salvo una constante aditiva. En el caso del problema (5.12) no se

conoce un resultado de unicidad general (si se sabe por ejemplo que hay unicidad

si || fllz-1(m~) es pequena).
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