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Abstract

The main purpose of the Theory of Representations of finite groups is
the description and classification the different representations of a finite
group GG. We begin with the analysis of irreducible representations, which
allows us to obtain all the representations of G. To calculate them, use
the Character Theory, which will help us to reduce the complexity of this
problem. As part of this area, we present a series of orthogonality results
and what we will call character table. Once all this is analyzed, we focus
on the symmetric group more closely and its irreducible representations.
We will define Young’s diagrams, the main piece for the classification of
the irreducible representations of S,,. Finally, we will see some results of the
Theory of Representations with more detail, such as the Schur indicator, the
Frobenius formula or the Burnside Theorem. This last theorem is a result
related to Group Theory in which tools of the Theory of Representations
are required for their proof.






Resumen

El principal objetivo de la Teoria de Representaciones de grupos finitos
es la descripcién y clasificacién de las distintas representaciones de un grupo
finito G. Comenzaremos con el andlisis de las representaciones irreducibles,
que nos permitird obtener todas las representaciones del mismo. Para
calcularlas, estudiaremos la Teoria de Caracteres, que nos servird para
reducir la complejidad de este problema. Dentro de este &mbito, daremos una
serie de resultados de ortogonalidad y lo que llamaremos tabla de caracteres.
Una vez analizado todo esto, nos centramos con mas detalle en el grupo
simétrico y sus representaciones irreducibles. Definiremos los diagramas de
Young, pieza clave para la clasificacién de las representaciones irreducibles
de S,. Para finalizar, abordaremos algunos resultados mas profundos de
la Teoria de Representaciones como pueden ser el indicador de Schur, la
férmula de Frobenius o bien el Teorema de Burnside. Este ultimo teorema
es un importante resultado relacionado con Teoria de Grupos en el que se
requieren herramientas de la Teoria de Representaciones para su prueba.






Introduccion

Hasta el siglo XIX no se tenia claro el concepto de grupo abstracto. Los
comienzos llegaron de la mano de Gauss con varios grupos pero hasta el
ano 1896 no se introdujo la Teoria de Representaciones en el mundo de
las matematicas. El gran pionero de esto fue Ferdinand Georg Frobenius,
quién se centré en el estudio de caracteres de grupos finitos (en parti-
cular, grupos no abelianos). Otros nombres a destacar por ejemplo son
Hermann Weyl, Michael Artin e Issai Schur, quienes desarrollaron impor-
tantes resultados posteriormente.

Durante el siglo XX se siguié profundizando en esta rama algebraica que
consiste en la descripcién de un grupo (en general no necesariamente finito)
como grupo concreto de transformaciones (o grupo de automorfismos) de un
cierto objeto matematico, obteniendo de esta forma resultados muy signifi-
cativos sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Otro resultado a destacar
es por ejemplo las relaciones de ortogonalidad en los caracteres de grupos
finitos que analizaremos mas adelante. Tiempo después, esta teoria se exten-
dié a otros objetos como por ejemplo definir las representaciones de algebras
definidas sobre un cuerpo k.

Ademas, gracias a la Teoria de Representaciones se han obtenido otros
resultados muy importantes, como por ejemplo el Teorema de Burnside, lle-
vado a cabo por William Burnside a principios del siglo XX. Uno de los
objetivos de nuestro trabajo ha sido estudiar dicho resultado, que se anali-
zard posterioremente en el Capitulo 5.

Por otra parte, esta teoria se aplica en distintos ambitos de las ma-
tematicas. Por ejemplo, en la teoria de cédigos de correcién de errores y
en combinatoria, la Teoria de Representaciones entra en juego. Esta teoria
también sirve como aplicacién en otras ciencias como por ejemplo la crista-
lografia.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos una serie de herramientas necesarias para el
objetivo de nuestro trabajo, describir las representaciones de un grupo finito
G. Para ello definiremos las representaciones de algebras y daremos unos
resultados para cuyas pruebas remitiremos a [1].

1.1 Definicién de algebra

Definicién 1.1. Sea (A, +) un espacio vectorial sobre un cuerpo k dotado
de la operacion:

AxA— A
(z,y) — -y

donde se cumplen las propiedades distributivas y asociativas sobre A:

(+y)-z=z-24+y-z (az)y = a(zy)
r-(y+z2)=x-y+x-2 z(by) = (xb)y

Yabz,yzeA

Entonces, dadas estas condiciones, se dice que A es una k-dlgebra.

Definicion 1.2. Una k-dlgebra con elemento unidad es un dlgebra A
sobre k donde existe un dnico elemento e € A tal que ea = ae = a Ya € A.

Nosotros siempre consideraremos k-algebras con elemento unidad.

Definicion 1.3. Sean A y B dos dlgebras definidas sobre un cuerpo k.
Entonces un homomorfismo entre k-dlgebras es una aplicacion k-lineal
con respecto a la multiplicacion ¢ : A — B que conserva el elemento
unidad, i.e., una aplicacion que verifica:

p(zy) = p(z)p(y) o(1a) = 1p
Vz,y € A.
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Un caso particular de una k-algebra es la que genera un grupo finito G
sobre k, que se define de la siguiente forma:

k[G) = @occk -0 = {Zaga; Qg Ek} (1.1)

ceG

asociandole la multiplicacion siguiente:

(s o) (o) 5 (5 o) 5 (Lot ) 05

oceG o’'eG T7€EG \o-0'=T TEG \oc€G

De esta forma, podemos considerar la aplicacion que define cualquier
elemento Z aso € k|G|
ceG
f:G—k
o— ay

Dado un elemento de k [G], la aplicacién f nos asocia el valor a, € k que
corresponde a cada elemento o € G.

Por tanto, dadas dos aplicaciones f y g:

f:G—k g:G—k
o— ay o' — by

podemos definir de forma equivalente a (1.2), el producto entre dos
elementos de k [G] como sigue:

() (o) = (S0 ) () -

= < 3 f(a)g(a’)T) =3 (Z f(a)g(017)7>

T7€G \o-0o'=T TEG \o€G

Esto nos permite definir la convolucién de dos aplicaciones:

(f*g9)(m) =) _ flo)glo™"7) Vre G (1.3)
ceG
La importacia de algebras en la Teoria de Representaciones de Grupos
Finitos reside en el hecho de que las representaciones de un grupo finito GG
coinciden con los k [G]-médulos a la izquierda.
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1.2 Representaciones de algebras

Definicién 1.4. Una representacion de un dlgebra A (también llamado
A-mdédulo a izquierda) es un espacio vectorial V' equipado con un homomor-

fismo de k-dlgebras p : A — Endg(V).

Ademsds, dadas dos representaciones de A que llamaremos Vi y V5,
tenemos que V; @ V5 también es una representacién de A, dada por:

a(vy & ve) = (avy) & (avy) (1.4)
Yo € Vi, v9 € Vo vy a € A

De la misma manera se puede definir una subrepresentacion de una
representaciéon V' como un subespacio U C V el cual es p-invariante por A.

Definicion 1.5. Una representacion V' de una k-dlgebra A se dice
irreducible si sus unicas subrepresentaciones son 0y V.

Definicién 1.6. Una representacion V de una k-dlgebra A se dice
que es completamente reducible si es suma directa de representaciones
irreducibles.

Definicién 1.7. Sean Vi y Vo dos representaciones de un dlgebra A.
Entonces un homomorfismo de representaciones de dlgebras
¢ : Vi — Vo es una aplicacion k-lineal que verifica:

P(av) = ag(v) (1.5)
Ya e A, veV.

Ademss, el conjunto de homomorfismos entre dos representaciones Vj
y Va forman un k-espacio vectorial que llamaremos Homy (V7, V2). Después
veremos que este espacio vectorial se puede considerar como una represen-
tacion de un grupo finito G bajo una accién determinada.

De esta forma, se define un isomorfismo de representaciones como
un homomorfismo de representaciones biyectivo.

Ejemplo: Sea V una representacién irreducible de una k-dlgebra A de
dimensién n y consideramos el k-espacio vectorial Endg (V). Veamos que
dicho espacio define una representaciéon completamente reducible en A bajo
la accién del mismo con la multiplicacién a izquierda, es decir, dado a € A,
h € Endg(V), tenemos que ah € Endg (V). Por tanto:

(ah)(v) = ah(v)

10
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YveV.

Por un lado, para simplificar notacién, definimosnV =V eV eV &--- V.

n

Por otro lado, sea (v1, va, ..., v,) una base de V. Dadas estas condiciones,
definimos la aplicacién:

E : Endg(V) — nV
h+— (h(vl), h(’l)g), ceey h(vn))

Veamos que E es un isomorfismo. Al ser (vi,ve,...,v,) una base de V,
tenemos que la aplicaciéon E es un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Por tanto, falta ver que E se trata de un homomorfismo de represen-
taciones. Al generar la multiplicacién a izquierda en A, tenemos que E es
un homomorfismo de representaciones. Por tanto, E es un isomorfismo de
representaciones.

Teorema 1.2.1 (Lema de Schur). Sean Vi y Va representaciones de un
dalgebra A sobre un cuerpo F' (no necesariamente algebraicamente cerrado).
Sea ¢ : Vi — Vo un homomorfismo de representaciones distinto del
homomorfismo nulo. Entonces:

1. Si Vq es irreducible, ¢ es inyectiva.

2. Si Va es irreducible, ¢ es sobreyectiva.

Ademds, si tanto Vi como Vo son irreducibles, ¢ es un isomorfismo.

Demostracion:

1. Tenemos que V; es una representacion irreducible, por tanto por
definicién tenemos que las tinicas subrepresentaciones de V; son o bien
el propio Vi, o bien 0. Méas adelante en el Capitulo 2, probaremos
que el nicleo K de un homomorfismo de representaciones es una
subrepresentacion de Vi. Como ¢ # 0, tenemos entonces que K = 0
= ¢ inyectiva.

2. También veremos en el Capitulo 2 que la imagen de un homomorfismo
de representaciones I es una subrepresentacién de Vs. Al ser V5
irreducible y ¢ # 0, tenemos que I no puede ser 0. Por tanto I = V4
= ¢ sobreyectivo.

11
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Gracias a 1 y 2, obtenemos que si Vi y V5 son irreducibles, entonces ¢
es un isomorfismo. [J

Corolario 1.2.2 (Lema de Schur para cuerpos algebraicamente cerrados).
Sea V' una representacion irreducible de dimension finita de un dlgebra A
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, y sea ¢ : V — V una aplicacion.
Entonces, ¢ = A1d para algin X\ € k.

Demostracién:

Sea A una autovalor de ¢, que sabemos que existe ya que k es un cuer-
po algebraicamente cerrado. Consideramos la aplicacién ¢ — AId que tie-
ne nucleo distinto de cero. Entonces, por el teorema anterior, tenemos que

¢ —\d = 0.0

Sin embargo, este resultado no se puede aplicar en general para el cuerpo
de los nimeros reales, ya que R no es algebraicamente cerrado.

Como ya hemos comentado antes, dado una k-dlgebra A y dadas dos
representaciones Vi y Vb, tenemos que Vi @ V5 es una representacién de A.
Veamos que ocurre para productos tensoriales de k-algebras:

Teorema 1.2.3. Sean A y B dlgebras:

1. Sea V una representacion irreducible de dimension finita de A y W una
representacion irreducible de dimension finita de B. Entonces V @ W
es una representacion irreducible de A ®y B.

2. Cualquier representacion irreducible de dimension finita M de ARy B
tiene la forma (1) para un dnico V.y W.

Veamos otros resultados importantes de las representaciones de algebras:

Definicion 1.8. El radical de un dlgebra de dimension finita A es el
conjunto de todos los elementos de A los cuales actian como 0 en todas las
representaciones irreducibles de A. Se denota por Rad(A).

Definicion 1.9. Un dlgebra de dimension finita A se dice que es
semisimple si Rad(A) =0

Teorema 1.2.4. Una k-dlgebra A de dimension finita tiene un numero finito
de representaciones irreducibles V; salvo isomorfismo. Estas representacio-
nes son de dimension finita y verifica:

A/Rad(A) = @; End(V;) (1.6)

12
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Proposicién 1.2.5. Para cualquier dlgebra de dimension finita A, los
stguientes resultados son equivalentes:

1. A es semisimple.
2. > ;(dimV;) = dim A, siendo V; las representaciones irreducibles de A.
3. A = @; Maty, (k) para algin d;.

4. Cualquier representacion de dimension finita A es completamente
reducible.

5. A es representacion completamente reducible de A.

Las pruebas de estos resultados pueden encontrarse en [1].

1.3 Caracteres de representaciones de algebras

Sea A una k-dlgebra y (V, p) una representacién de A. Entonces el caracter
de V es la funcién lineal:

XV . A— k
ar— T |y (p(a))

Definimos el subespacio vectorial:
[A, Al = ([z,y] [z,ye A) C A

siendo [z, y] = zy —yx Vz,y € A. De esta forma, podemos ver los caracteres
de una representacién como una aplicacién yy : A/ [A, A] — k.

Teorema 1.3.1. 1. Los caracteres de distintas representaciones irredu-
cibles de dimension finita de A son linealmente independientes.

2. Si A es un algebra semisimple de dimension finita, entonces estos
caracteres forman una base de (A/[A, A])*.

La prueba de este resultado se puede ver en [1].

13



Capitulo 2

Representaciones de grupos
finitos

El objetivo de este capitulo es definir el concepto de representacion de un
grupo finito G, asi como algunos resultados importantes que nos permitiran
describir todas las representaciones de dicho grupo.

2.1 Representaciones lineales de grupos

Consideramos un cuerpo k y un espacio vectorial V definido sobre dicho
cuerpo.

Definicién 2.1. Sea G un grupo (no necesiaremente finito). Entonces, da-
das estas condiciones, se define una representacion lineal de G sobre k
como un par (V, p) donde:

e V es un espacio vectorial sobre k.
e p homomorfismo de grupos:

p:G— GL(V)
siendo GL(V') el grupo de automorfismos de V.

Si ademds tenemos que la dimensién de V es d € ZT U {0}, entonces
mediante la elecciéon de una base de V', tenemos un isomorfismo de grupos
GL(V) ~ GL(d,k) (conjunto de matrices invertibles de orden d con coefi-
cientes en el cuerpo k).

Por tanto, de la misma forma podemos definir una representacion matricial
de un grupo G sobre k como un homomorfismo de grupos:

14
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p: G — GL(d,k).

Observacién: Toda representacion matricial de G de orden d determina
una representacién lineal en el espacio vectorial V= k<.

Por cuestiones de notacién, dada una representacién (V, p) de G, nota-
remos:

gv:=p(g)(v), Yge GVYveV (2.1)
de manera que se verifica que 1v = v, g(hv) = (gh)v, g,h € G,v € V.
Veamos algunos ejemplos de representaciones de grupos:
1. Representacién unidad

Para cualquier grupo G, la representacion unidad viene dada por:

p: G — GL(V)

gr— Idv
Un caso particular de la representacién unidad es la representacién trivial

(o nula), que es el caso en el que V = {0}:

p: G — GL({0})
2. Representacion signo:

p:S, — GL(1,k) ~ k*

g — signo(g)
Recordemos que el signo(g) es (-1) elevado al niimero de transposicio-
nes.

3. Representacién estandar
Sea G = 5, el grupo simétrico. Consideramos la aplicaciéon p : S,, —
GL(n,k) de forma que a cada permutacién o se le asocia la matriz
identidad con las filas permutadas segiin o~ !. Es decir:

p: Sy — GL(TL, k)

o — (0-13i).5)) = (0,0()))

Por ejemplo, sea 0=(123) € S3. Entonces, p(o) =

S = O

0
0
1

O O =

15
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Veamos que se trata de un homomorfismo de grupos. Sean o,7 € S,
cualesquiera. Quiero ver que p(o1) = p(o)p(7).

Por definicién, tenemos que p(o7) = (d(;4r(j)))- Por otra parte,
estudiemos con mas detalle p(o)p(7). Por un lado, sabemos que

p(0) = (0(i,0(j))) ¥ P(T) = (8¢i+(j)))- Por tanto, tenemos:

p(o)p(r) = (Z(5(i,0(k)))(5(k,a(j)))) = <Z(5(a—1(i),k))(5(k,a(j)))> =

k=1 k=1

= (8o—1(i),7())) = Ogior(j))) = ploT) = p(o)p(T).

Luego, p es un homomorfismo de grupos. !

Segun la observacién anterior, este ejemplo nos proporciona una re-
presentacién en k3.

2.2 G-homomorfismos de representaciones

FEn esta seccién introduciremos el concepto de homomorfismo de represen-
taciones de un grupo G, concepto que ya se introdujo en el Capitulo 1 pero
con algebras. En un principio, lo definiremos con una visién mas general, sin
considerar que G sea finito.

Dadas estas condiciones, sean (V, p) y (W, \) dos representaciones de un
grupo G sobre el cuerpo k.

Definicion 2.2. Un G-homomorfismo u homomorfismo de representa-
ciones es un homomorfismo lineal T : V. — W compatible con p y A, i.e

T(gv) =9gT(v) Yge G yVYveV.

Noétese que un homomorfismo de representaciones es un homomorfismo en-
tre espacios vectoriales mientras que el homomorfismo de una representacion
lineal de un grupo G es un homomorfismo de grupos.

Ejemplos :

1. La aplicacién identidad es un G-homomorfismo.

La necesidad de utilizar o—!

homomorfismo.

en lugar de o se debe al hecho de que p sea un

16
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2. La composiciéon de G-homomorfismos es un G-homomorfismo.

3. El inverso de un G-homomorfismo biyectivo es también un G-
homomorfismo. De esta forma, diremos que es un G-isomorfismo y
que las representaciones correspondientes son G-isomorfas.

Ademsds, como ya vimos en el Capitulo 1 para algebras, podemos con-
siderar el conjunto de G-homomorfismos entre dos representaciones (V, p)
y (W, ) con G grupo finito. Dicho conjunto tiene estructura de k-espacio
vectorial y lo denotaremos Homg (V, W) C Homy(V, W).

La principal diferencia entre Homg(V, W) y Homy(V, W) reside en el
hecho de que Homyg (V, W) lo podemos considerar como una representacion
de G, asocidandole la accién:

(99)(v) = gd(g~ ') (2.2)

Vg € G, ¢ € Homy(V,W) y v € V. De esta forma, Homy(V, W) es una
representacion de G bajo dicha accién.

Nos centramos en el concepto de subrepresentacion de un grupo finito

G.

Definicion 2.3. Dado un endomorfismo f: V— V de un k-espacio vectorial
V, un subespacio W de V se dice que es invariante para f si f(W) C W.

Definicién 2.4. (W, \) es subrepresentacion de V si:
o W C V subespacio vectorial.

o W es un subespacio invariante para p(g) Vg € G (i.e., gw € W Vg €
G,Yw e W).

De esta forma, si W es un subespacio invariante de (V, p), tenemos que
la aplicacion:

9 € G p(g)lw € GL(W)
es una representacién de G.

Ejemplos:

1. Es trivial ver que tanto el espacio vectorial V' como el subespacio
vectorial nulo W = {0}, son subespacios invariantes para p sobre V' y
por tanto, inducen subrepresentaciones de V.

2. Sean el grupo G = Z y V = C? considerando la representacién
matricial (V, p):

17
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p:Z — GL(2,C)
n+— A"

11
A =
(0 1)
Veamos que W = ((0,1)) C V es una subrepresentacion. Es trivial ver
que es un subespacio vectorial de V. Ademas:

o0 (g1 )=0y

Por tanto, W es una subrepresentacién es V.

siendo

3. Consideramos el G-homomorfismo T : V — W. Entonces ker T e Im
T son subrepresentaciones de V' y W respectivamente.

En primer lugar, probemos que ker T" es subrepresentacién de V. Para
ello, probamos que es un subespacio invariante.

e ker T' C V subespacio vectorial.

e Sean h € kerT, g € G. Tenemos que ver si gh € kerT. Como h €
kerT'= T'(h) = 0. Por tanto, T(gh) = ¢gT'(h) =0 = gh € kerT.

Luego, ker T es subrepresentacion de V.
Veamos ahora que Im T es subrepresentacion de W.

e Im 7' C W subespacio vectorial.

e Seani € ImT,g € G. Veamos que gi € Im T. Como ¢ € Im T =
Jv eV /T(v) =i. Por tanto, gi = ¢gT'(v) = T(gv) € W = gi €
Im T.

2.3 Relacién entre representaciones y k-algebras

Consideramos la k-algebra sobre un grupo finito G:

k[G]—@Uegk-a—{ZaU-o; agek}

ceG

18
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En particular, las representaciones de G son concretamente k [G]-médu-
los a la izquierda. De esta forma, toda representaciéon de G tiene estructura
de k [G]-médulos a la izquierda con la multiplicacién externa definida de la
siguiente forma:

(Z a(,a> ‘v =) ag(ov)
ceqG
De la misma manera, una subrepresentacién tiene estructura de sub-k-[G]-

médulo, un G-homomorfismo se puede considerar como un homomorfismo
de k-|G]-médulos.

A partir de ahora, introducimos el concepto de representacion irreducible
desde el punto de vista de representaciones de grupos finitos.

Definiciéon 2.5. Dado un grupo G y un cuerpo k, una representacion V.
sobre G en k se dice irreducible si las unicas subrepresentaciones de V' son
la representacion trivial y ella misma.

Por ejemplo, la representacion trivial es claramente una representacion
irreducible. En general, toda representacion de dimensién 1 es irreducible.
Se puede probar que toda representacién irreducible de dimensién finita de
un grupo abeliano sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es de dimension
1. Este resultado lo probaremos para k = C maés adelante en el Capitulo 3.

Definiciéon 2.6. Dado un grupo G y un cuerpo k, una representacion
V de G sobre k se dice completamente reducible si es suma directa de
representaciones irreducibles.

Como vemos, estas definiciones son similares a las de las representacio-
nes de algebras. En lo que sigue, veremos una serie de resultados que nos
ayudaran en la biisqueda de representaciones irreducibles de cualquier grupo
finito, en particular para el grupo simétrico S, (n > 3).

Teorema 2.3.1 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y sea k
un cuerpo cuya caracteristica no divide al |G|. Entonces:

1. El dlgebra k [G] es semisimple.

2. Ezxiste un isomorfismo de dlgebras:

19
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Y k[G] - @;End V;
g = @i gly

donde V; son las representaciones irreducibles de G. En particular,
esto es un isomorfismo de representaciones de G (donde G actia en
ambos lados con la multiplicacion a izquierdas). Por consiguiente, k |G|
se descompone en representaciones irreducibles como @; dim(V;)V;.
Ademds se verifica la siguiente féormula:

dimy,(k [G]) = |G| = Z dim(V; (2.3)

Demostracion:

Se tiene por la Proposicién 1.2.5.

Por definicién de élgebra semisimple, para probar que k [G] es
semisimple tenemos que ver que cualquier representacién de G que llama-
remos V se puede expresar como descomposicién en suma directa de subre-
presentaciones del propio V (i.e. V.= W @ W’ desde el punto de vista de
representaciones).

Por tanto, consideramos una subrepresentaciéon (W, \) de (V, p) (subes-
pacio invariante para p) y sea W’ un complemento directo de W tal que
V =W @ W’ visto como espacios vectoriales. Veremos que subespacios re-
presentan.

Consideramos la aplicacién P : V — V la proyeccién de V hacia W
(i.e. P?2 = P, por ser el proyector de V a W).

De esta forma, P(v) =vsive W = Ply =1d
P(v)=0siveW = W' =ker P
Consideramos ahora la aplicacion:

PV —YV
]G\Zg (970)
geG

En primer lugar, veamos que P es un homomorfismo de representaciones.
Sean h € Gy v € V. Por tanto, tenemos:

P(hv) e ZgP 1hv
e | i
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1

Consideramos el cambio de variable /=1 = g~'v, obteniendo:

P(hv) GZMPE v —h?ZEPe L) = hP(v)
6l =

Luego, P es un homomorfismo de representaciones.

Vamos a probar que P también define una proyeccién de V hacia W.
Por un lado, dado v € W, tenemos:?

P(v) ‘G’Zg (g ) = Zgg v = |]G|U—v

geG gEG

Luego, Plyy = Id = W C Im P. Veamos la otra contencién. Sea
v € V. Utilizando que P es un proyector de V hacia W y que W es una
subrepresentaciéon de V', obtenemos:

= ZgP(gilv) ew

geG

Por tanto, tenemos que Im P C W.

Luego, Im P = W. Esto hace que P =P y prueba que P es
una proyecciéon de V hacia W. Debido a esto, obtenemos la siguiente
descomposicién de V:

V=ImP@®kerP=W @ W"

Obtenemos que ImW = P y W” = ker P. Por tanto, hemos definido
V como suma directa de W y ker P (como espacios vectoriales). Pero como
hemos visto antes, el nicleo de un homomorfismo de representaciones es una
subrepresentacién de V, luego ker P es una subrepresentacién de V.

Por lo tanto, V.= W @& W” como representaciones = Cualquier re-
presentacién de k[G] es completamente reducible = k[G] es un élgebra
semisimple. O

Corolario 2.3.2. Consideramos un grupo finito G de forma que la
caracteristica de k no divide a |G|. Entonces, G tiene un nimero finito de
representaciones irreducibles.

2Recordemos que W C V es un subespacio invariante, luego g~ v € W Vg € G
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Demostracion:

Por el Teorema de Maschke, se tiene que |G| = ", dim(V;)?. Como G es
un grupo finito, entonces |G| es un ndmero finito = G tiene un numero
finito de representaciones irreducibles salvo isomorfismo. [

Veamos que el reciproco del Teorema de Maschke también se verifica:

Proposicién 2.3.3. Si k[G] es semisimple, entonces la caracteristica de k
no divide a |G|.

Demostracion:
Consideramos los espacios vectoriales:

e Homg(k,k[G]) ={f:k — k|G| | f es homomorfismo}
e Hom¢g(k[G],k) ={g: k|G| = k| g es homomorfismo}

Como k [G] es semisimple, por el Teorema de Maschke:

k[G] :EbEndVi :k@éEndVi :kz@édm
=1 =2 =2

siendo k la representaciéon unidad y d; = dim V; Vi. Por tanto:

1. Homg(k, k [G]) = Homg (k ke P dm> = Homg (k, k)® (@ d; Homg(k, V;)
1=2 =2

Veamos que Homg(k,V;) = 0 Vi = 2,...,r. Por el Lema de Schur, al
ser k y V; representaciones irreducibles para todo ¢ = 2, ..., r, tenemos
que Vf € Homg(k, V;), f es un isomorfismo.

Por tanto, V; = k y esto hace que f = 0 Vf € Homg(k,V;). Luego
Homg(k, Vi) =0Vi=2,...,r = Homg(k, k [G]) = Homg(k, k).

Como dim(Homg(k, k)) = 1, basta considerar un homomorfismo para
obtener una base de Homg(k, k [G]) = Homg(k, k [G]) = kA.

Consideramos la aplicacién:
Ak — k[G]

1b—>Zg

geG
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Veamos que A es un homomorfismo de representaciones. En primer
lugar, es trivial ver que A # 0.

Por otro lado, hay que probar que A(hl) = hA(1) Yh € G. Tenemos:

Ahl)=> "hg=> g

geG geG

hA(L)=hY g=> hg=) g

geG geG geG
Luego A es un homomorfismo de representaciones con A # 0.
2. Homg(k [G], k) = Homg (k& @ diVi, k) = Homg (k, k)& €P d; Home(Vi, k)
i=2 1=2

De nuevo, aplicando el Lema de Schur, al obtener ¢ € Homg(k [G] , k),
tendremos una base de dicha representacién. Por tanto:

Homg(k [G], k) = ke

con € # 0.

Consideramos la aplicacién:
e k[G] — k
Z Agg — Z Ag
geG

Por tanto, £(g) = 1 Vg € G. Veamos que ¢ € Homg(k [G], k). Tene-
mos que € # 0. Hay que probar que e(Ao) = Ae(0) Vo € k[G] y VA € k.

Como o € k[G] = 3\, € ktalque o = Z Agg. Veamos que se cumple

geG
la propiedad:

e(Aa) =MD Agg) =D Mgg) =D A

geG geG
Ae(0) = XD Xgg) =AD Ag =D AN
geG

Por tanto, ¢ homomorfismo de representaciones de forma que ¢ # 0.
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Entonces, dadas estas condiciones:

80A(1k):€ Zg :1k+1k+'--+1k:‘G|'1k
geaq ‘a

Se tiene por tanto que la caracteristica de k divide a |G| <= |G|-1;, = 0.

Por un lado tenemos que k es sumando directo de k [G], por tanto po-
demos considerar la aplicacién inclusién i : k — k[G] el cual posee una
inversa a derecha 7 : k[G] — k (m # 0) siendo m un homomorfismo de
representaciones de forma que m o4 = Idy.

Como dim(Homg(k, k[G)) = 1, = i = aA con a € k\ {0}. Aplicando
el mismo razonamiento, como dim(Homg(k [G],k)) = 1, entonces tenemos
que 7 = be con b € k\ {0}. Dadas estas condiciones, obtenemos:

Idy =7moi= (am)o (a ') = (am) o A

Por tanto, A es invertible a izquierda. Por otro lado, tenemos que
(eoN)(1) = (b7tw) o (a7 i) (1) = a= 161 1dy.

Que entra en contradicciéon con el hecho de que la caracteristica de k
divida a |G|, ya que tanto a y b son no nulos. Por tanto, se tiene que la
caracteristica de k no divide a |G|. O

Veamos que ocurre en el caso en el que consideremos un cuerpo k cuya
caracteristica divida al |G|.

Teorema 2.3.4. Sea p un numero primo, y consideramos un cuerpo K con
caracteristica p y sea G un grupo de orden potencia de p. Entonces, todo
K [G]-médulo no nulo contiene a un submddulo no nulo trivial (es decir,
tal que G deja invariantes a todos sus elementos). Por consiguiente, todo
K [G]-mddulo irreducible es isomorfo a K con la estructura de K [G]-mddulo
trivial.

Demostracion:

Antes de comenzar la prueba, definimos el concepto de érbita de un
elemento x € X. Consideramos una accién de G sobre un conjunto X.
Entonces se define la siguiente relacion de equivalencia:

x ~ gy siy solo si existe un o tal que ox =y

Entonces llamaremos a la érbita de x € X como a la clase de equivalen-
cia dada por esta relacién.
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Consideramos un K [G]-mdédulo no nulo V' y sea por ejemplo k = Z/Zp C
K.

Podemos considerar V' como k-espacio vectorial (tal vez de dimensién
infinita). Sea vg € V' no nulo y definimos el k-espacio vectorial Vj (de di-
mension finita) generado por {ovy | o € G}.

Como Vj se descompone en suma directa de copias de k, tenemos que
su cardinal es potencia de p. Por otra parte, tenemos que si v € Vj se tiene
que do’ € G tal que v = o’vg. Por tanto se verifica que ov € Vj, para algin
o € G. Esto determina una accién de G sobre V), respecto a la cual, la 6rbita
de 0 se reduce a {0}. No serd la tnica érbita con un solo elemento, ya que
como las orbitas de un elemento v dividen al cardinal de Vj, al ser p primo,
dichas érbitas o bien tienen cardinal uno o potencia de p. Luego deberian
de existir p — 1 elementos v; € Vj tales que ov; = v; Vi = 1...p — 1, es decir,
p — 1 elementos v; € Vj tales que sus 6rbitas se reduzcan a {v;}.

Por lo tanto, el K-espacio vectorial W generado por v es un K [G]-
submodulo trivial de V' . Si V' es irreducible, entonces ha de ser V = W.[

Ejemplo: Sea G = Z/Zp y k un cuerpo de caracteristica p. Entonces,
aplicando el teorema anterior y la similitud entre k [G]-mddulos a izquierda
y representaciones sobre GG, obtenemos que cualquier representacién irredu-
cible de Z/Zp es la representacién trivial.

2.4 Ejemplos de representaciones

Representacién dual

Sean V' y W representaciones de G. Veamos que el espacio dual de una
representacion de G es también una representacion.

Consideramos el espacio de las aplicaciones lineales Homy(V,W).
Recordemos que dicho espacio viene dado por una representacion de G bajo
la accién (2.2).

Definicion 2.7. Dadas estas condiciones, si W = k es la representacion
unidad, entonces la representacion dual de V wviene dada por V* =
Homy (V. k), verificando:

(g (v) =g ), YeV* veV,ged. (2.4)
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Producto tensorial de representaciones

Definicion 2.8. Sean V y W dos representaciones de G sobre k. Entonces
el producto tensorial V Q, W es una representacion de G de la siguiente
forma:

gvew)=(9v)® (gw) VgeGYveVyYweW (2.5)

Veamos una serie de resultados relacionados con el producto tensorial de
representaciones irreducibles.

Teorema 2.4.1. Sean G,H grupos finitos, {Vi},c; las representaciones
irreducibles de G sobre el cuerpo k (con cualquier caracteristica) y {W;},c ;
las representaciones irreducibles de H sobre k. Entonces las representaciones
irreducibles de G x H sobre k son {V; ® Wj}iel,jeJ
Demostraciéon:

La prueba es un caso particular del Teorema 1.2.3 [J

Representaciones unitarias

Definicion 2.9. Una representacion unitaria de dimension finita de un
grupo G es una representacion de G en un espacio vectorial de dimension
finita 'V sobre C equipado con una forma Hermitiana® definida positiva
G-invarinte ( , ), i.e., pv(g) son operadores unitarios: {py(g)v, pv(g)w) =

{gv, gw) = (v, w).

Teorema 2.4.2. Si G es finito, entonces cualquier representacion de
dimension finita de G sobre C tiene una estructura unitaria. Ademds, si la
representacion es irreducible, dicha estructura es unica salvo multiplicacion
por un escalar positivo.

Demostracién:

Sea V' una representacién de G sobre C (no necesariamente irreducible) y
consideramos cualquier forma bilineal Hermitiana definida positiva B en V'
y definimos otra forma B:

B(v,w) = 3 Blgv, gu)

geG

3Tenemos que las formas Hermitianas son lineales en el primer argumento y
sesquilineales en el segundo
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Por las propiedades que verifica B, al ser una forma bilineal Hermitiana defi-
nida, positiva y por la propia construccién de B, se tiene que B también lo es.

Por otro lado, es facil ver que B es un operador G-invariante. Sea g € G.
Tenemos:

B(go,gw) = »_ Blpv(9)gv, pv(9)gw) = Y _ Blov(9)pv (G)v, pv (9)pv (g)w)
geG geG

=Y B(pv(gg)v. pv(ggw) = > Blpy (v, pv(h)w) = B(v,w)
geG gg=heG

Por tanto, hemos encontrado una forma Hermitiana definida postiva G-
invariante de V sobre C. Por tanto, V' posee una estructura unitaria.

Ademas, si V es una representacion irreducible y By, By son dos formas
Hermitianas definida positiva en V, entonces Bi(v,w) = Ba(Av,w) para
algin homomorfismo de representaciones A : V' — V (ya que cualquier for-
ma bilineal Hermitiana definidas positivas es no degenerada). Como se trata
de un homomorfismo de representaciones irreducibles, por el corolario del
Lema de Schur, A = Ald, y claramente A > 0. Por tanto, B; y Bs constitu-
yen la misma forma Hermitiana bilineal definida positiva salvo escalar.

Luego, si V, es una representacion irreducible, entonces dicha estructura
es Unica (salvo escalar estrictamente positivo). [J

Observacion: El teorema anterior implica que si V' es una representacion
de un grupo finito G, entonces la representacion conjugada compleja V
(i.e., el mismo espacio V' con las mismas propiedades para la suma como es-
pacio vectorial pero con accién conjugada para escalares) es isomorfo a la
representacién dual V*

Teorema 2.4.3. Una representacion compleja de dimension finita V de
cualquier grupo G es completamente reducible.

Demostracion:

Sea W una subrepresentaciéon de V. Sea W+ el complemento ortogonal
de W en V bajo el producto interno Hermitiano. Entonces W+ es una
subrepresentacién de W,y V =W @ W+,

Esto implica que V' es completamente reducible. [
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Representaciones virtuales

Definiciéon 2.10. Una representacion virtual de un grupo finito G
es una combinacion lineal formal de representaciones irreducibles de G,
V =5 n;Vi, n; € Z (i.e., n; pueden ser negativos).

Representaciones inducidas

Consideramos una representacién V' de un grupo G y un subgrupo H C G.

Definicion 2.11. La restriccion de 'V a H, Resg V' es la representacion
dada por el espacio vectorial V, y la accion PResG. v = PV|H-

Ahora vamos a construir una representaciéon de G a partir de una repre-
sentacion de H C G.

Definicion 2.12. Si G es un grupo, H C G, y V es una representacion de
H, entonces la representacion inducida IndgV es una representacion

de G con:

md%V ={f:G —= V| f(hz) = pv(h)f(z) = hf(z) Yoz € G,h € H}

y la accion (gf)(x) = f(xg) Vf € Ind%V yVr,g € G.

Por definicién, tenemos que Indfl V es un espacio vectorial al ser una
representaciéon de G. Por tanto, dicho espacio debe de verificar una serie de
propiedades con respecto a la suma y el producto.

Nota :Veamos que IndgV esté bien definido como un representacion.

Tenemos:
g(f)(hx) = f(hxg) = pv(h)f(zg) = pv(h)g(f)(z)

9(d ()(@) = ¢'(f)(zg) = f(zgg") = (99")(f)(z)
Vg, x € Gyhe H
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Proposicién 2.4.4. Ind% V es isomorfo a la representacion Hompy (k [G], V).

Demostraciéon:
Consideramos la aplicacién:

E :Ind%V — Hompy (k[G],V)

f s
siendo s la aplicacion:
s:k[G] —V
o= Z)‘gg'—> Z)‘gf(g)
geG geqG

con \g € k.
Veamos que E se trata de un isomorfismo de representaciones.

En primer lugar, consideramos f € Indg V. Queremos ver que la imagen
de f mediante la aplicacién E estd en Hompg (k [G], V).

Sea o = Z Agg € k[G]. Tenemos:
geG

E(f)(0) =s(0) =Y _ Aflg) €V

geqG

Por tanto, tenemos que ver si s € Hompg(k[G],V). Sean o € k[G] y
T € k[H]. Quiero ver si s(70) = 75(0).

s(ro) = s Mh Y Agg) =50 Mudghg) =D Mudgf(hg) =

heH gelG

= MAghf(g) =D Mh D A flg) = Ts(0)

geG

Por tanto, s € Hompg(k [G], V). Por tanto, hemos visto que para todo

G
fend% V, E(f) € Homy(k[G],V). Luego, E esta bien definida.

Veamos que E es un homomorfismo. Dado h € G, basta probar que
E(hf) = hE(f) Vf € Ind% V. Sea o € k[G]. Por un lado, tenemos:

E(hf)(o) VY g | =D Mnf(9) = A f(hg)

geG geG geG
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Por otro lado:

hE(f)(c) = hE(f) Z Agg | = hz)‘gf(g) = Z Aghf(g) = Z Agf(hg)

geG geCG geG geG

Por tanto, como E(hf)(c) = hE(f)(c) Yo € k[G], entonces E(hf) =
hE(f) = FE es un homomorfismo en G.

Por ultimo, falta probar que E es una aplicacién biyectiva. Para ello
consideramos la aplicacién:

E':Hompy(k[G],V) — Ind% V
1 >t
siendo t la aplicacién:

t:G—V
g—i(g)

Tengo que ver que E’ es la aplicacién inversa de E. Con ello tendré pro-
bado la biyectividad.

En primer lugar, veamos que F o E' = Iduomy (k@) v)- Sean @ €
Hompg(k[G],V)y g €G.

Entonces:

Eo E'(i)(g9) = E(E'(i)(9)) = E((9)) = E(i(g9)) = s(9) = i(9)

Por tanto, E o E'(i)(g) = i(g9) Vi € Homg(k[G],V) y Vg € G =
Eo E' = Idyom,, (k[a],v)

Finalmente, vamos a probar que £’ o E = Idlndg v Sean f € Ind% Vy
o€ k|Gl

Entonces tenemos:

E' o E(f)(0) = E'(E(f)(0)) = E'(s(0)) = E' [ s [ D Ngg | | =

geG
=B (E Agf(g)) =F ((f) (Z Ang)) =f (Z Agg) = f(o)
geG geG geqG
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Por tanto, E' o E(f)(c) = f(o) Vf € md%V y Yo € k[G] =
E' oE =1d; ¢
Imd§ v

Luego, obtenemos que la aplicacién E es un isomorfismo de representaciones.[]

Observacién: Tenemos que si elegimos un representante z, de cada
clase a derecha H de G, entonces cualquier f € Ind%V estd Unicamente
determinado por {f(zs)}.

Por esta razon, tenemos:

dim(Ind%V) = dim V - ||g||

2.5 Algunos tipos de representaciones

Definicion 2.13. Sea G un grupo finito y V' una representacion irreducible
de G sobre C.
Entonces V' es de tipo:

e Complejo si V£ V* (como representaciones)

e Real si V tiene una forma no degenearada simétrica invariante bajo
G(i.e. 3h : V. xV — C tal que : si h(v,w) = 0Vw € V = v =
0y h(v,w)=hw,v)Vo,weV).

e Quaternionico si V tiene una forma no degenerada antisimétrica
invariante bajo G (i.e. 3h:V xV — C tal que : si h(v,w) =0VYw €
V=v=0y h(v,w)=—h(w,v)Vv,weV)

Mas adelante, analizaremos los tipos de representaciones irreducibles de
algunos grupos finitos.

2.6 Ejemplo de S3

1. Sea G = S3 grupo simétrico. Veamos todas las representaciones
irreducibles de Sjs.

e En primer lugar, es trivial ver que la representacion unidad:

p:S3— C* = GL(C*)
g—1

es una representacién irreducible de dimensioén 1.

e Por otra parte, tenemos la representacion signo:
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p: Sy — {1,—1} C C* = GL(C¥)
g — p(g) = signo(g)

e Finalmente, veamos que el espacio vectorial:
V = {(Ul,vz,vg) e 3 | v1 4+ vo 4 v3 = 0}

y el homomorfismo p : S5 — GL(V') dado por:

p(g)(vla V2, U3) = ('Ugfl(l), vgfl(Q)a ’Ug,l(g))

forma una representacion irreducible de Ss.

Lo demostramos restringuiendo p a dos subgrupos de S3. Sean
7= (123),y H = (1) C Ss. Llamaremos T = p(1).

Por tanto, tenemos:

T: 'V — V
(v1,v2,v3) —> T'(v1, v2,v3) =
= p(7)(v1,v2,v3) = (v3,v1, V2)

Como ord(1) = 3 = T3 = p?(1) = Idy = T diagonalizable
y el conjunto de autovalores de T son las raices terceras de la
unidad: {w,w2,w3 = 1}, con w! = 2™/3 Wi =1,2.

Entonces consideramos la suma directa V =V, & V,, & V,,2. Vea-
mos que V,,i = ker(w'ld — T).

Sea v € Vi <= T(v) = wv <= wv —T) = 0 <
w'v — p(T)v = 0 <= (w'ld — p(7))v = 0 <= v € Ker(w'ld — T).
Luego, V,,; = ker(w'ld — T).

Se comprueba facilmente, si T'(v) = v, entonces v = 0.
Sea (Ul,vg,vg) eV | T(Ul,vz,vg,) = (’1)1,’1)2,’1)3).

Por tanto tenemos: (vi.vg,v3) = T'(v1,v2,v3) = p(7)(v1,v2,v3) =
(v3,v1,v2). Luego, v1 = v3,v2 = v1 y v3 = va.

Como (v1,v9,v3) € V = v1 +va +v3 = 0 = (v1,v2,v3) =
(0,0,0).

Sin embargo, v,2 := (1, w,w?) es un autovector para el autovalor
2
w”:
T(vy2) = T(1,w,w?) = p(7)(1,w,w?) = (w?,1,w)
2

; )
w?(1,w, w?) = (w?,1,w)
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Ademas, (v,2) C V es estable para T

Sea ahora o = (12). Sabemos que 70 = 072, luego debe verificarse
que:
T(ov) = 7(ov) = (10)v = (67)v) = o(7%v) =

= oT%*(v) = o((w?)*v) = o(wv) = w(ov) Yv € Ve

Por tanto, ov es autovector del autovalor w = ov € V,, Yv € V2.

De manera andloga, se prueba que oV,, C V,2, y por tanto
oV =V v Vi, V2 # 0.

Como hemos visto antes, V; = 0, luego V = V,, & V2. Como V
es de dimensién 2, cada uno de los sumandos es de dimensién 1.
Ahora bien, esta suma directa no es una suma directa de subrepre-
sentaciones, puesto que oV,,2 C V,,. Como V,, y V,,2 son los tinicos
subespacios propios estables por la accién de o (o de T'), deduci-
mos que V no tiene subrepresentaciones triviales y por tanto V'
es irreducible. Ademads, como V es de dimensién 2, no es isomorfa
ni a la representacion unidad ni a la representacion signo.

Hemos encontrado tres representaciones irreducibles en Ss.
Ademads, por (2.3), tenemos:

|S5] = dim(V;)?
i€l
donde Vj; son las representaciones irreducibles de S
Como 6 = |S3| =22+ 12+ 1% = ), ., dim(V;)*> = No existen

mas representaciones irreducibles en Sj3.

Por tanto, se obtienen tres representaciones irreducibles, Cy, Cy
y C?. Dichas representaciones se tienen que son de tipo real.
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Capitulo 3

Teoria de caracteres

En este capitulo nos centramos con mas profundidad en el estudio de todas
las representaciones irreducibles de cualquier grupo finito G.

3.1 Caracteres

Definicion 3.1. Sea V una representacion de dimension finita de un grupo
finito G. Entonces se define el cardcter de V como la aplicacion:

Xv - G—k
g — Try(p(g))

Ademas, la imagen del cardcter de una representaciéon V constituye una
serie de funciones de clases, de forma que dos elementos de G perten-
cen a la misma clase si se encuentran en la misma clase de conjugacion.
Por lo tanto, xy(g) sélo depende de la clase de conjugacién de g; i.e.,

xv(hgh™) = xv(g).

De esta forma, denotaremos F(G, k) como el espacio de funciones de G
aky F.(G,k) C F(G,k) el subespacio de funciones de clases.

Teorema 3.1.1. Si la caracteristica de k no divide a |G|, entonces los
caracteres de las representaciones irreducibles de G forman una base en el
subespacio F.(G, k).

Demostracion:

Como la caracteristica de k no divide a |G|, por el Teorema de Maschke,
se tiene que k[G] es semisimple, luego por el Teorema 1.3.1, los caracteres
son linealmente independientes y son bases de (A4/ [A, A])*, donde A = k [G].
Basta senalar que, como espacio vectorial sobre k,

(A/[A,A)* = {p € Homg(k [G], k) | gh—hg € kerp VYg,h € G}
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= {f e F(G,k) | f(gh) = f(hg) Vg,h € G}

que es precisamente F.(G, k). O

Corolario 3.1.2. Si la caracteristica de k no divide a |G|, el nimero de cla-
ses de isomorfismo de representaciones irreducibles de G es igual al nimero
de clases de conjugacion de G (si |G| # 0).

Luego, el problema de encontrar el niimero de representaciones irredu-
cibles de un grupo finito G se reduce a calcular el niimero de clases de
conjugaciones de dicho grupo.

Corolario 3.1.3. Cualquier representacion de G estd determinada por su
cardcter si k tiene caracteristica 0 (es decir, xy = xw implica V=W )

Teorema 3.1.4. Sea k = C. Entonces G es un grupo finito abeliano si y
so6lo st todas las representaciones irreducibles de G son de dimension 1.

Demostracion:
G abeliano < dado g € G cualquiera: g = gr~ 'z = 27 'gz Vo € G <
[9] = g Vg € G < el nimero de clases de conjugaciones de G es igual a |G|
IG|
& |G| =) dim(V;)* & dim(V;) = 1Vi=1,...,|G|. O
i=1

1

Ejemplos:

1. Consideramos los grupos abelianos de la forma: G = Z/Zny x - - - x
Z.]Zny. Buscamos las representaciones irreducibles de G sobre C. En
primer lugar, sea GV la coleccién de todas las representaciones irredu-
cibles de G.

Por el Teorema 3.1.4, tenemos que cada elemento de G forma una
clase de conjugacién, luego |GV| = |G| y esto implica que dichas
representaciones sean de dimensién 1 (ya que C es un cuerpo al-
gebraicamente cerrado). Por consiguiente, GV es un grupo abeliano:
si p1,p2 : G — C* son representaciones irreducibles, entonces estan
las representaciones p1(g)p2(g9) v p1(g)~t. El grupo GV es llamado
grupo dual o grupo caracter de G.

Para n > 1, definimos p : Z/Zn — C* tal que p(m) = e*>7m/n,
Entonces Z/Zn" = {p* : k = 0,...,n — 1}, asi tenemos que Z/Zn" =
Z./7Zn. En general,

(Gr x Gy x ---Gp) =Gy xGY x---xGY,
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luego, GV = @ para cualquier grupo abeliano G. Sin embargo, este
isomorfismo es no canénico. La descomposicién particular de G como
Z.)Zny X - - - X Z.,/Zny, no es Unica.

2. Consideramos el grupo simétrico S3. En el capitulo anterior calcula-
mos todas sus representaciones irreducibles. Ahora las calcularemos
aplicando teoria de caracteres.

En primer lugar calculamos las clases de conjugacién de S3:

S3 = {1d, (12), (13),(23), (123), (132) }

La clase de conjugacién de un elemento g € Ss viene dada por el con-
junto [g] = {xgac_l, x € 53}. Desarrollando los calculos llegamos a que
[(12)] = [(13)] = [(23)] y [(123)] = [(132)] = S5 tiene tres clases de con-
jugacion = S3 tiene tres representaciones irreducibles. Por el Teorema
de Maschke, 6 = |S3| = d3 + d3 + d3, donde d; = dim(v;) Vi =1,2,3.
Por tanto, tenemos dos representaciones irreducibles de dimensién 1
y una de dimensién 2. Las representaciones unidimensaionales vienen
dadas por la representacion unidad Cy y la representacion signo Co,
mientras que la representacién de dimensién 2 es la representacion cal-
culada en el capitulo anterior C2.

3.2 Caracteres de algunas representaciones

En el capitulo anterior, destacamos algunas representaciones importantes.
FEn esta seccién definiremos los caracteres de dichas representaciones.

3.2.1 Caracter de la representaciéon dual y del producto
tensorial de representaciones

e Caracter de la representaciéon dual: Consideramos una represen-
tacién V' de G. Recordemos que V* también es una representaciéon de
G. Entonces, el caracter de la representacién dual viene dada por la
aplicacion yy+ : G — k tal que xv+(g) = xv(g~!). Vedmoslo con més
detalle:

Tenemos que yy(g) = Y. A, donde \; son los autovalores de g en
V. Ademsds, estos autovalores deben ser las raices de la unidad ya
que p(¢)/¢l = p(gl€l) = p(e) = Id. Por tanto, para representaciones
complejas:

xve(@)=xvig ™)=Y N"=> N=> N=xvlg) (31
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En particular, V' 2 V* como representaciones si y sélo si xy(g) €
R Vge G

e Caracteres de suma directa y producto tensorial de representaciones :
Sean V' y W dos representaciones de G. Tenemos que los autovalores de
gen V@& W vienen dados por {\; + p;} = xvew(g) = > (N + i) =
YN+ > i =xv(g) + xw(g) Vg € G. Por tanto:

xvew(9) = xv(g9) +xwl(g) Vg € G. (3.2)
Por su parte, los autovalores de g en VW son {\; - 11} = xvew(g9) =

(i~ ) = xv(g) - xw(g). Luego:

xvew(9) =xv(g) - xw(g) Vg€ G (3.3)

3.2.2 Caracter de las representaciones virtuales e inducidas

e Caracter de las representaciones virtuales : Sea V una represen-
tacién virtual de G = V = > " n;V;, n; € Z. Entonces, el ciracter de
V se define como xv(g) = > nixv,(g9) Vg € G

e Caracter de las representaciones inducidas: Sea V' una repre-
sentacién de H, siendo H C (. Consideramos la representacion in-
ducida Ind% V. Veamos su carécter:

Teorema 3.2.1. Para cada clase a derechas H\G = {Hg | g € G} (de
forma que g ~ ¢’ < g'g~! € H) elegimos un representante x, .
Entonces se tiene:

x(g) = > xv(zogz;") (3.4)

c€H\G : xgg:c;le H

Esta formula se denomina formula de Frobenius.

Demostracién:
Para una clase a derecha o, definimos:

Vo={femdfV | f(9)=0Vg¢o}=
~{f:0— V| f(hg) =hf(g)Vh € H Vg€ o}

Es decir, podemos interpretar este espacio como el conjunto de
aplicaciones de Ind%V restringuidas a cualquier ¢ € H\G. Entonces
tenemos:
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md%V = PV,

= ZXU(Q)

donde x,(g) es la traza de la diagonal de p(g) correspondiente a V.

Veamos el valor de x,(g) Vo € H\G. Para ello, enumeramos el conjunto
de clases a derechas de H\G:

H\G ={o1,...,0,}

Una vez etiquetado cada una de las clases, podemos definir una base a
Vo, : {fijli=1,.,8} Vi = 1,....r. Esto nos define una base en Ind% V,
que viene definida por la unién de todas estas bases.

Dadas estas condiciones, existe una matriz que define a p(g) mediante
esta base, que llamaremos M(p(9),B) = A = (a;jre). Dado g € G,
consideramos los siguientes casos:

1. Consideramos una clase o; € H\G tal que 0,9 # 0;. Veamos que
Xo; (g) =0.

Tenemos que xo,,(g9) = Tr(A4) = Zaij’ij' Por otra parte, dado un j
ij
fijo, utilizando que 0,9 # 0; y que f € Indg V', tenemos:

> aijnefre(@) = plg)(fis) (@) = fij(wg) =0 (3.5)
74
Vo € g; 1

Por otro lado, como = € o, tenemos que fxo(z) = 0 Vk # i. Por
tanto, Za” ke fre(x Zalmgflg . Atendiendo a (3.5), tenemos

que Zaw wfie(z) = 0. Al ser {fi} una base de V,, en particular

tenemos que es un conjunto linealmente independiente. Por tanto, esto
implica que a;;,, = 0 V{ = 1, .., 5;. Luego, obtenemos que xo,(g) = 0.

'En particular vale para cualquier z € oy, ya que al ser las clases de conjugaciones
disjuntas, tenemos que o;g N o = (.
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2. Ahora asumimos que o; = o0;9. Entonces z,,9 = hx,, donde h =
To,90," € H. Consideramos la aplicacién o : Vy, — V definida por
a(f) = f(zs;). Ya que f € V, estd tnicamente determinado por

f(zs,), a es un isomorfismo. Tenemos:

a(gf) = 9(f)(@e,) = f(25,9) = f(hzo,) = pv(h)f(z5;) = ha(f)

vy gf = a tha(f). Esto significa que x,,(9) = xv(h). Por lo tanto,
obtenemos (3.4)

g
Observacidn: Si la caracteristica de k no divide a |H|, entonces (3.4) puede
escribirse como:

| .
x(9) = 17 > xvlzga™ (3.6)

z€G : xgr—leH

Teorema 3.2.2. Sean H C G grupos y sean V una representacion de G
y W una representacion de H. Entonces, el espacio Homg(V, Ind%’} W) es
isomorfo a HomH(Resg V,W') como espacios vectoriales.

Demostraciéon:
Sean E = Homg(V,Ind% W) y E' = Hompy(Res% V,W). Definimos las
aplicaciones:

F:E—FE F' B — E
a— F(a) B F'(B)
con
Fla):V —W F'(B):V — IndG W
v— a(v)(e) v F'(B)(v)

siendo e el elemento neutro de G, x € Gy F'(3)(v) la aplicacién:

F(Bw):G—V
x — B(zv)

El objetivo es ver que tanto F' como F’ inducen isomorfismos entre estos
dos espacios vectoriales. En primer lugar, veamos que estan bien definidas.

e Por un lado, tenemos que F(a)(v) = a(v)(e) € W Vv € V.

Veamos ahora que esta aplicacién es un homomorfismo en H, es decir,
que F(a)(hv) = hF(a)(v) Yh € G y Vv € V. Utilizando que « es un
homomorfismo en GG, obtenemos:
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F(a)(hv) = a(hv)(e) = ha(v)(e) = hF(a)(v)
Por tanto, Va € E, F(a) € E'. Por otro lado, es trivial ver que la

aplicacién F' es una aplicacién k-lineal: Dados o,/ € E y \ € k,
tenemos:

YveV.

Por tanto, tenemos la linealidad de F'.

e Por otro lado, tenemos que F'(3)(v)(z) = B(av) Vv € V y Vx € G.

Veamos que F'(B)(v) € IndG W VB € E'. Hay que probar que
F'(B)(v)(hz) = hF'(B)(v)(z) Yz € Gy Vh € H. Dado € E’ tenemos:

F'(B)(v)(hx) = B(hav) = hf(zv) = hF'(B)(v)(x)

Por tanto, F'(B)(v) € Indf] W V3 € E'. Veamos que V3 € E', F'(8) €
E, es decir veamos que F’(3) es un G-homomorfismo. Consideramos
BeFE ,veVygegG:

F'(B)(gv)(x) = B(zgv) = F'(B)(v)(zg) = gF'(8)(v)(z)

Luego F'(3) es un G-homomorfismo.

Al igual que antes, se fdcil probar la linealidad de F'(8). Dados
B,8 € E' y X € k, tenemos:

F(B+8)(v)(x) = (B+8") (av) = B(zv)+5'(xv) = F'(B)(0)(x)+F"(8) (v)(x)

F'(AB)(v)(z) = (AB)(zv) = AB(av) = AF'(B)(v) ()

Vv € V y Vz € G. Por tanto, tenemos la linealidad de F”.
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e Para finalizar, veamos que una es la inversa de la otra.
Por un lado, veamos que F o I’ = Idgs. Sea 3 € E'. Entonces:

F(F'(8)(v) = F'(B)(v)(e) = B(v)
Por tltimo, vamos a probar que F’ o F' = Idg. Sea o € E’. Por tanto:
F'(F(a))(v)(x) = F(a)(zv) = (axv)(e) = za(v)(e) = (a(v))(z)
= Fl=FyF)'=F

Por lo tanto, la aplicacién F nos induce un isomorfismo entre E y E’. O

3.3 Ortogonalidad de caracteres

Definimos un producto interno definida positiva en F.(G, C):
(f1, f2) = Zfl Vfi, f2 € Fe(G, C) (3.7)
gEG

El siguiente teorema nos dira que los caracteres de las representaciones
irreducibles de G forman una base ortonormal de F.(G,C) bajo este
producto interno.

Teorema 3.3.1. Para cualesquiera representaciones V.y W, tenemos:

(xv, xw) = dim Homg (V, W) (3.8)
Y
1 st V=W
(xv,xw) = (3.9)
0 si VZW

st V iy W son irreducibles.

Demostraciéon:
Por definicién del producto interno definido positivo:

(v, xw) |G| ZXV 9)xw(9) =G ZXV Jxw+(g) =

ge@ geG
Z xvews(9) = Tr lvew=(P),
gEG
donde P = Z g € Z(C[G]) (donde Z(C[G]) es el centro de C [G]).

gEG
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Veamos que P es la proyeccién de cualquier representacién X hacia
X% = {z € X |gr =2 Vg €G}. En primer lugar, supongamos que x =

P(w) Z gw. Entonces, para cualquier h € G,

geG
1 1
‘ | geG ‘ | g=hgeqG

Gl

Por tanto, z € X“. Luego, la imagen de P estd contenida en X©. Para

1
la otra contencién, si z € X<, entonces P(z) = — Sz = z, por tanto
G|

X% ¢ ImP. De aqui se obtiene que P2 = P. Por tanto, tenemos que P es
un proyector de X hacia X©. Entonces:

Id si Y=X¢
Ply =
0 si Y #XC¢

Finalmente, antes de terminar la prueba, es necesario tener en cuenta
las siguientes igualdades:

e Tr|x(P) = dim X¢

e X% =Homg(C, X). Veamos que se verifica esta igualdad. Tenemos:

Homg(C,X) ={f:C — X | flineal y f(gc) = gf(c) Vg € G,Vc € C}

Entonces, si consideramos la aplicacion entre dichos espacios de forma
que a cada f € Homg(C, X) lo envia a f(1) € X, dicha aplicacién es
un isomorfismo. Por tanto, se tiene la igualdad.

o V @, W* = Homy(W,V), ya que al considerar la aplicacién:

f:V xW* — Homy(W, V)
(v, 0) — f(v)(0)

con f(v)(#)(w) = 6O(w)(v), se tiene que esta aplicaciéon es un
isomorfismo.

En consecuencia, obtenemos:

Tr lyew+ (P) = dim(V @ W*)¢ = dim(Homy, (W, V))¢ = dim Homg (W, V)
O

Por el teorema anterior, podemos ver si una representacién compleja de
un grupo G es irreducible.
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Corolario 3.3.2. Dado un grupo finito G y una representacion sobre
dicho grupo que llamaremos V. Entonces, V es irreducible si y solo si

(xv,xv)=1.

Teorema 3.3.3. Sean g, h € G, y denotaremos Z, el centralizador de g en
G (Z,={x € G; xg = gz}). Entonces:

|Zg| si g es conjugado de h
> xvigxv(h) = (3.10)
%

0 en caso contrario

donde se considera la suma de todas las representaciones irreducibles de G.

Demostracién:
Por (3.1), tenemos que xy(h) = xy=(h). Por tanto:

D xv@xv(h) = xv(g)xv=(h) = Tr[gpvev-(g® (A7) =
\% \%

= Tr|gyenav (z — grh™') = Tr lejay (@ = grh™h)

Si g y h no son conjugados entre ellos, esta traza claramente es cero, ya
que la matriz del operador x — gzh~! en la base de elementos de un grupo
tiene ceros en las diagonales. Por otro lado, si g y h estan en la misma clase
de conjugacién, la traza es igual al nimero de elementos z / x = grh™!, i.e.,
el orden del centralizador de g en G. [J

3.4 Tabla de caracteres

En esta seccién, veremos que los caracteres de todas las representacio-
nes irreducibles de un grupo finito G se pueden expresar como una
tabla de caracteres.

Dicha tabla contiene las clases de conjugaciones de G en sus columnas,
siendo la primera fila el cardinal de las distintas clases de conjugaciones,
mientras que el resto de las filas constituyen el caracter de una representa-
cién irreducible V en las clases de conjugacion.

Por otra parte, la fila correspondiente a la representacién unidad estd
constituida por unos y la columna correspondiente al elemento neutro la
forman las dimensiones de las representaciones.

En particular, por los teoremas 3.3.1 y 3.3.3, las filas y las columnas
de la tabla de caracteres son ortonormales con respecto al producto interno
definido anteriormente. Como consecuencia de esto, para cualquier g € G,
se obtiene:
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> dimVyy(g) =0 (3.11)
VelrrG
Ejemplo: Consideramos G = S3. Construimos la tabla de caracteres

asociada a S3. Como vimos en el capitulo anterior, las representaciones
irreducibles de S3 vienen dadas por:

e C; (representacion unidad) = p(c) =1 Vo € S3
e C; (representacion signo) = p(o) = signo(o) Vo € Sz

e Por 1ltimo, la representacién bidimensional, C?. Esta representacién
puede verse como las simetrias de un tridngulo equilatero con vértices
1, 2 y 3 y los puntos (cos 120°, sen 120°), (cos240°, sen 240°), (1,0)
respectivamente.

\

Por tanto:
pe(Id) = 1 pe2((12)) = < (1) (11 >

cos 120°  —sen120°
pez((123)) = < senl120°  cos 120° )

Luego, la tabla de caracteres asociada a S3 viene dada por:

Sy | Id | (12) | (123)
# 1 3 2
C: | 1 1 1
Cy | 1 -1 1
Cc?| 2 0 -1

Como hemos comentado antes, la columna asociada al elemento neutro
de S5 nos indica las dimensiones de las representaciones irreducibles de dicho

grupo.
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3.5 Ejemplos

El objetivo de esta seccién es calcular todas las representaciones irreducibles
de un grupo finito G implantando los métodos desarrollados en este capitulo.

1. Consideramos el grupo de cuaterniones Qg = {=£1,+i,+j, tk} de
forma que:

i=jk=—kj, j=ki=—ik, k=1ij = —ji, -1 =i*=32=k* (3.12)

Dadas estas condiciones, veamos todas sus representaciones irreduci-
bles. En primer lugar calculamos las clases de conjugaciones mediante
el programa SAGE.

QuaternionGroup()
= G.conjugacy_classes_representatives()
len(Ca)

De esta forma, obtenemos cinco clases de conjugacion de (Js. Por tanto,
existen cinco representaciones irreducibles en @Qg. Denotando V; (i =
1,...,5) a las representaciones irreducibles de Qg, por (2.3), tenemos:

5
8 =|Qs| =D dim(V})?

=1

Luego, Qg tiene cuatro representaciones irreducibles de dimensiéon 1 y
otra de dimensién 2.

En este ejemplo, veremos dos caminos diferentes para describir las
representaciones irreducibles unidimensionales de Q)s.

e En primer lugar, para describirlas con més detalle, calculamos
Z(Qg). Por (3.12), tenemos que Z(Qg) = {£1}.

Por tanto, tenemos que Z(Qg) es {£1}. Por otro lado, Qs/Z(Qs)
es isomorfo al grupo de Klein, que a su vez es isomorfo a

Z.]72 x 7,/7:2. Las cuatro representaciones unidimensionales de
7.]7.2 x 7.] 7.2 pueden ser los ”pull back.2 Qg. Esto es, si ¢ : Qg —
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Qs/Z(Qsg) es la aplicacién cociente y p es cualquier representa-
cién de Qg/Z(Qs), entonces p o ¢ da una representaciéon de Qs.

Calculamos las representaciones irreducibles de Z/7Z2 x 7./7.2.
Para ello, calculamos las representaciones de Z/Z2. Al igual que
en el ejemplo anterior, definimos la aplicacién p : Z/Z2 — C*
tal que p(m) = e2™™/"_ De esta forma, obtenemos que Z/Z2" =

{p*:k=0,1}
Por tanto, las representaciones de Z/Z2 x Z/7.2 vienen dadas
por:

(Z)72 x 7.]72)" = (Z.]72)" x (Z.]7.2)"

Por tanto, si p es una representacion irreducible de Z/7Z2 x 7./ 7.2,
entonces p o ¢ serd una representacién irreducible de Qg, siendo ¢
la aplicacién cociente.

e Veamos otra forma para obtener estas representaciones:

Una de estas representaciones ha de ser la representaciéon uni-
dad. Para definir las tres restantes observamos que (g contiene
tres subgrupos normales maximales, los subgrupos ciclicos gene-
rados por i, j y k. Para cada subgrupo normal definimos una
representacion, de forma que el homomorfismo que define dicha
representacién envia a los elementos del subgrupo el valor 1 y a
los elementos que no lo estén el -1.

Por otro lado, la representacién bidimensional es V = C?, dada por

p(=1) =-Idy
=% 5)

N [ V-1 0
() ( T (3.13)
(0 —V1
Como 8 = [Qs| =22 +12+12+ 12+ 1% = 3., dim(V;)* = No
existen mas representaciones irreducibles en Qg.

Todas las representaciones unidimensionales son de tipo real, mientras
que la representaciéon bidimensional es de tipo quaterniénico.

Una vez descritas todas sus representaciones irreducibles, la tabla de
caracteres asociada a Qg es:
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Qs [1]-1] 1] 3] k
g 1] 1] 2] 2] 2
C; 1] 1] 1] 1] 1
Co 1] 1] 1]-1]-1
Cs 1] 1]-1] 1]-1
Cy 1] 1]-1]-1]1
c?l2]-2]0]0

2. Sea G = Sy. Tenemos que |Sy| = 4! = 24. Recordemos que el niimero
de representaciones irreducibles de G es igual al nimero de clases de
conjugaciones del mismo. Calculamos por tanto, el nimero de clases
de conjugaciones de Sy.

Mediante SAGE, vemos que Sy tiene cinco clases de conjugaciones: 1d,
(12), (123), (1234) y (12)(34). Por tanto, por (2.3), tenemos:

di +dj +dj + di + d2 = 24

Teniendo en cuenta que tendremos la representacion unidad y la
representacion signo, las tres representaciones restantes han de tener
dimensiones 2, 3 y 3.

La representacién bidimensional se obtiene a partir de la represen-
tacién bidimensional de S3 mediante un homomorfismo sobreyectivo
S4 — S3, el cual permite obtener el cardcter de la representacion de
5S4 a partir de la de S3 calculada anteriormente.

Por otra parte, veamos las representaciones de dimensién 3. Una de
ellas se puede obtener mediante las rotaciones de un cubo. En particu-
lar, Sy permuta las diagonales principales. Luego, (12) es la rotacién
en 180° de un eje que es perpendicular a dos bordes opuestos, (12)(34)
es la rotacién en 180° alrededor de un eje que es perpendicular a dos
caras opuestas, (123) es la rotacién alrededor de una diagonal princi-
pal en 120° y (1234) es la rotacién en 90° alrededor de un eje que es
perpendicular a dos caras opuestas; Esto permite calcular las trazas
facilmente, usando que la traza de una rotaciéon por el dngulo ¢ en
R3 es 1+ 2cos ¢. La otra representacién de dimensién 3 resulta multi-
plicando los caracteres obtenidos en la representacion anterior por el
caracter de la representacién signo. Esto quiere decir que dicha repre-
sentacion la constituye el producto tensorial de estas representaciones.

Por tanto, su tabla de caracteres viene dada por:
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Sy Id | (12) | (12)(34) | (123) | (1234)
i 1 6 3 8 6
C, 1 1 1 1 1
Cy 1] -1 1 1 -1
C? 2 0 2 -1 0
C3 3] -1 -1 0 1
Co2Ci| 3 1 -1 0 -1

Por el corolario 3.3.2, tenemos que V' es una representacién compleja
irreducible < (xv,xv) = 1 (bajo el producto interno definido por
(3.7)). Veamos que se verifica para cada representacién irreducible.

[ ] VZCl

(XC17XC1 |G‘ ZXCI XCl g ‘G| Z‘ ’ XCl )XCl (g) -

geG

1
~—(1-1-146-1-14+3-1-148-1-146-1-1) =1

24
.V:CQ
1
(X2 XCs) = 24(1 1-146-(=1)-(=1)+3-1-1+8-1-1+
6 (1) (-1) =1
.‘/v:qj2
1
(XC%XCZ):22(1'2-2+6~0-0+3-2-2+8.(_1).(_1)+
+6-0-0) =
.V:C?

(X@,XC%):5(1.3-3%-(_1).(—1)+3-(—1).(—1)+8-o-0+

4+6-1-1)=1
o V=C3=0C,®C3
—(1-3-346-1-143-(=1)-(=1)+8-0-0+

+6-(-1)-(-1) =1
Por tanto, todas estas representaciones son irreducibles. Ademads,

dadas V', W representaciones cualesquiera de S,, de forma que V22 W,
se debe de verificar que (xv, xw) = 0, por el Teorema 3.3.1.
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3. Consideramos ahora el grupo de permutaciones pares A4. Tenemos que

4! . . .
|A4] = — = 12. Para ver el nimero de representaciones irreducibles

de Ay, calculamos las clases de conjugaciones del grupo alternado.
Tenemos que A4 tiene cuatro clases de conjugaciones. Tres de ellas
provienen de las representaciones de:

Ayg/{1d, (12)(34),(13)(24), (14)(23)} =2 Z/Z.3

Ya que existen, cuatro representaciones irreducibles, obtenemos una
representacion mas de dimensién 3 (por (2.3)). Por tanto, aplicando
dicha férmula y (3.3.1), tenemos la tabla:

Ay | Id | (123) | (132) | (12)(34)

: 1 4 4 3

C 1 1 1 1

C. 1 € 2 1

Co| 1 € € 1

cd | 3 0 0 -1
siendo € = exp (?)

También podemos ver la representacion irreducible de dimension 3
como el grupo de rotaciones de un tetraedro regular. En este caso,
(123) y (132) son las rotaciones en 120° y 240° respectivamente de
una de su caras, mientras que (12)(34) son las rotaciones en 180° de
los bordes opuestos de dos aristas del tetraedro.
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Capitulo 4

Representaciones de ),

En este capitulo daremos una descripciéon mas completa de las representa-
ciones del grupo simétrico S,, para cualquier n (n > 1).

Definicion 4.1. Una particion A de n es una representacion de n de la
forma
n=MA+X+..+X (4.1)

donde \; son enteros positivos y ademds \; > Aiy1 para todo 1.

4.1 Diagrama de Young

Para cada particién A consideraremos su diagrama de Young correspon-
diente, que los denotaremos Y). Dicho diagrama se constituye por la unién
de rectangulos en el plano de la forma —i <y < —i4+ 1, 0 < z < )\; para
todo ¢ = 1,...,p. Dada esta construccién, obtenemos n cuadrados unidad.
Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Sea G = S3 y la particién sobre n = 3 dada por A = (2,1).
Entonces, el diagrama de Young asociado a esta particién viene dado por:

Figura 4.1: Diagrama de Young de una representacién de S3
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Como vemos en la figura, al desarrollar Y), obtenemos n = 3 cuadrados
unidad.

Por otra parte, la tabla de Young de una particién A (que lo
denotaremos T) consiste en rellenar los cuadrados resultantes de Y) con los
ntumeros 1, ..., n. Este proceso no permite repeticiones entre dichos ntimeros,
de forma que vienen numeradas en orden creciente de izquierda a derecha y
de arriba hacia abajo . Volviendo al ejemplo anterior, obtenemos:

f

Figura 4.2: Tabla de Young de una representacion de Ss

Podemos definir dos subgrupos de S, correspondientes a T):

e El subgrupo fila Py: Es el subgrupo formado por los elementos de .S,
que dejan invariantes cada una de las filas de Ty al permutar dichos
elementos.

e El subgrupo columna Q)y: Es el subgrupo formado por los elementos de
Sn que dejan invariantes cada una de las columnas de T) al permutar
dichos elementos.

En nuestro ejemplo:
Py={oc€eS; | o(1),0(3) € {1,3};0(2) € {2}} = {e, (13)}
Qrx={oe 83 [ o(1),0(2) €{1,2};0(3) € {3}} = {e, (12)}

Ademsds, para cualquier particién A, siempre se verifica que Py N Qy =

{e}.

Definicion 4.2. Dada una particion A de n, se define los proyectores de
Young como:

1
b= 5 O sigolg)y € O[S (43)
@il 25,

'En realidad, se puede establecer cualquier orden, siempre y cuando no se realicen
repeticiones
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Ademas, sea ¢y = ayby. Como Py N Q) = {e}, este elemento es distinto
de cero. A este elemento se le llama el simetrizador de Young.

Teorema 4.1.1 (Teorema de clasificacién para representaciones de
Sn). El subespacio Vy := C[Sy] cx de C[S,] es una representacion irreducible
de Sy, bajo la multiplicacion a izquierda. Cada representacion irreducible de
Sn es isomorfo a Vy para un dnico \.

Por tanto, tendremos tantas representaciones irreducibles de S, como
particiones sobre n. La prueba de este teorema lo analizaremos con méas de-
talle en la proxima seccién.

Los médulos V), son llamados los médulos de Specht. Antes de ver la
prueba de este teorema, veamos un ejemplo y una serie de resultados:

Ejemplo:

1. Consideramos la particién A = (n) = P, = S,, y @, = e. En este caso,
dicha particién nos induce la representacion unidad.
Si consideramos la particién sobre n A = (1,...,1), entonces Py = ey
Q»x = S,. Por tanto, c) es el antisimetrizador y esto hace que V) sea
la representacion signo.

2. Hagamos una descripcion mas precisa de las representaciones irredu-
cibles de S, para n < 4.

o n =2
Sean A\; = (2) y A2 = (1,1) las tnicas particiones sobre n = 2,
cuyas diagramas vienen dados de la forma:

O

Figura 4.3: Diagramas de Young para A1 y As respectivamente

Por tanto, por el Teorema 4.1.1 y por lo comentado en el apartado
anterior, dichas particiones nos definen la representaciéon unidad
y la representacion signo.

o n=3J.
En el Capitulo 2, obtuvimos tres representaciones irreducibles
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de S3. Por tanto, deben existir tres particiones sobre 3, que son
A1 = (3), A2 = (1,1,1) y A3 = (2,1). Luego, obtenemos los
diagramas:

[T 1]

Figura 4.4: Diagramas de Young para A1 y A2 y A3 respectivamente

Como ya hemos comentado antes, las particiones A = (3) y
A = (1,1) nos describen la representacién unidad y la repre-
sentacién signo respectivamente. Para A = (2, 1), obtenemos la
representacién restante, Vy, = C2.

e n=4.
En el Capitulo 3 encontramos cinco representaciones irreduci-
bles de S; = Tenemos las particiones \; = (4), Ao = (1,1,1,1),
Az =1(2,2), M =(3,1) y As = (2,1, 1). Por tanto, sus respectivos
diagramas vendran dados por:

Figura 4.5: Diagramas de Young para A1, A2, A3, Ay ¥ A5 respectivamente

Para \3 = (2,2) = V), = C; para \y = (3,1) = V), = C3 y para
As=(2,1,1) = V), = C3.

Corolario 4.1.2. Todas las representaciones irreducibles de S, se pueden
definir con matrices con coeficientes racionales.
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Por tanto, dado (V), p) una representacién irreducible de Sy, se tiene que
Vo € Sy, p(o) € GL(d, Q).

4.2 Prueba del teorema de clasificacion para
representaciones de S,

Veamos la prueba del Teorema 4.4.1. Para ello, probaremos una serie de
resultados que nos conducira al resultado enunciado en dicho teorema.

Lema 4.2.1. Sea x € C[S,]. Entonces ayxby = €x(x)cy, donde £y es una
funcion lineal.

Demostracién:
Sea g € S, cualquiera. Dadas estas condiciones, consideramos dos casos:

e Sea g € P\Q)\ = J'p € P,y q € Q) tales que g = pq. Entonces,
veamos que a)gby = signo(q)cy. Tenemos:

axghy = | 157 Z g | ra m > signo(g')g' | =
g'€Py

= |P] Z g'p ]Q [ . Z signo(g = (—1)%,

g'EP,

Este dltimo paso se da por el hecho de que tanto Py como @) tienen
estructura de subgrupo de S, luego la operaciéon es interna.

e Consideramos ahora que g ¢ P\Q). Veamos que a)gb\ = 0. Para pro-
bar esto, tenemos que encontrar una transposicién ¢t tal que t € Py y

g 'tg € Qx.

En primer lugar, vamos a suponer que existe. Entonces, obtenemos:

axgby = axtgby = axg(g 'tg)by = signo(g~tg)argby = —axgby
= aygby = 0.
Vamos a ver que existe. Basta con encontrar 7,5 = 1,...,n que se en-
cuentren en la misma fila de la tabla de Young T"= T}, y en la misma

columna de la tabla T = ¢gT (siendo ¢gT la tabla resultante al permu-
tar los elementos de la tabla de Young T segiin la permutacién g). En
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consecuencia, es suficiente probar que si dicho par no existe, entonces
g € P\Q,, ie., existe p € Py, ¢’ € Q) := gQxg~! tal que pT = ¢'T"
(estoes g =pg ' g =g""d'g € Qn).

Dos elementos cualesquiera de la primera fila de T deben estar en
diferentes columnas de 7”. Luego, existe ¢; € @ que hace que todos
estos elementos pasen a la primera fila. Por tanto, existe p; € Py de
forma que p1T = ¢1 T’ tengan la misma primera fila. Ahora, aplicando
el mismo procedimiento con la segunda columna, tenemos que existen
p2, ¢4 tales que pap1T vy ¢4qi T’ tienen las dos primeras filas iguales.
De esta forma, construimos los elementos p y ¢'.

Por tanto, hemos encontrado una expresion para axgby en funcién de ¢y =
arxby = f)\(l‘)CA Ve C [Sn] [l

Introduzcamos el orden lexicografico para particiones:

Definicion 4.3. Dadas dos particiones X y p se dice que X > p segun el
orden lexicogrdfico si y solo si la primera coordenada no nula de \; — u; es
positiva.

Lema 4.2.2. si A > pu, entonces a\C [S,] b, = 0.

Demostracién:
La prueba de este teorema es similar al del Lema 4.2.1. Es suficiente pro-
bar que para cualquier g € S, existe una transposicién t € P, tal que

g 'tg € Q.

Sean T'=T\ y T" = gT},. Veamos que existen dos elementos de la tabla
T que estén en la misma fila y ademds, que estén en la misma columna de
T'. Tenemos que A > p siguiendo el orden lexicografico. Entonces, tenemos
que considerar dos casos:

e Si A\ > pup = Ay > 2. Por tanto, puedo encontrar una transposicién
t € P\,.2 Entonces en estas condiciones, consideraremos g € S, de
forma que haga que los niimeros que conforman la transposicién ¢ se
encuentren en la misma columna de 7".

e Si A\; = pu1, por el lema anterior, sabemos que existen p; € Py y
q; € gQug~! tales que p1T y ¢{T’ tienen la misma primera fila y
repite el argumento para la segunda fila.

Por la misma razoén, si al hacer 7 — 1 pasos de forma que A\; = u; para
todo j =1,...,4 — 1 y en el i-ésimo paso obtenemos que \; > p;, esto

2Como minimo, podemos tener que Ay = 2. En tal caso, podremos decir que ¢ es la
transposicién formada por aquellos enteros que ocupan las casillas de la primera fila de T'
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significara que al menos existiran dos nimeros enteros tales que estén
en la i-ésima fila de la primera tabla y que estén en la misma columna
de la segunda, completando la prueba.

O

Len'la 4.2.3. ¢y es proporcional a un idempotente. Especificamente, c?\ =
n!

dim vy

Demostracion:

El Lema 4.2.1 implica que ¢3 es proporcional a cy. También, es facil ver
que la traza de ¢y en una representacion regular es igual a n! (ya que el
coeficiente del elemento identidad es 1). Esto implica el resultado. O

Lema 4.2.4. Sea A un dlgebra y sea e wun elemento idempotente
de A. Entonces para cualquier A-mddulo a izquierda M, tenemos que
Homy(Ae, M) = eM (mas especificamente, x € eM corresponde a f; :
Ae — M dado por fry(a) = ax, a € Ae).

Demostracion:

Notamos que 1 — e es también un elemento idempotente en A. Por tanto,
el resultado se tiene debido al hecho de que Hom4 (A, M) = M y la descom-
posicién A = Ae d A(1 —e). O

Corolario 4.2.5. El numero de clases de conjugaciones en S, es el niumero
de particiones sobre n.

Demostracion:

Cada estructura de ciclos esta determinada por sus longitudes ¢, ..., {5 (te-
niendo en cuenta los posibles ciclos de longitud 1), siendo ¢; + ... + £ = n.
Por tanto, cada tipo de ciclos de S,, constituye una particién de n distinta.
Para n pequeno, las particiones de n pueden hallarse de manera sencilla
empezando por la que consta de un sumando (es decir, la particién n) y
descendiendo hasta la particién 1+ ... + 1 con n sumandos iguales a 1.

Dadas estas condiciones, veamos la prueba del Teorema 4.1.1. Conside-
ramos A > u. Entonces, por los lemas 4.2.3 y 4.2.4, tenemos:

Homg, (V), V) = Homg, (C [S,] cx, C [Sn] cu) =3eAC [S,] Cu

3Realmente utilizamos el Lema 4.2.3 para decir que ¢y es proporcional a un idempotente
ya que por hipdtesis necesitamos que lo sea
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Por el Lema 4.2.2, tenemos que para A > u, cxC[Sy] ¢, = 0. Para el caso
A = p, dicha expresién es unidimensional por los lemas 4.2.1 y 4.2.3.

Sin embargo, los V) son irreducibles y V) no es isomorfo a V), en el
caso en el que A # . Ya que el nimero de particiones es igual al nimero
de clases de conjugaciones en S,, las representaciones V) definen todas las
representaciones irreducibles de S,,. Por tanto, queda probado el teorema.
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Capitulo 5

Resultados importantes de la
Teoria de Representaciones

En este capitulo profundizaremos en resultados mas complejos de la Teoria
de Representaciones como es la divisibilidad de Frobenius. Incluso veremos
el Teorema de Burnside, teorema relacionado con Teoria de Grupos en el que
utilizaremos los resultados vistos en los capitulos anteriores para probarlo.

5.1 Indicador de Frobenius-Schur

Definicién 5.1. El indicador de Frobenius-Schur FS(V) de una re-
presentacion irreducible V es 0 si es de tipo complejo, 1 si es de tipo real y
-1 si es de tipo quaternionico.

Teorema 5.1.1 (Frobenius-Schur). El nimero de involuciones (elemen-
tos de orden < 2) en G es igual a ), dim(V)FS(V), i.e., la suma de las
dimensiones de todas las representaciones irreducibles de G de tipo real me-
nos la suma de las dimensiones de todas las representaciones irreducibles de
G de tipo quaternionico.

Demostracion:
Consideramos la aplicacion A : V' — V, cuyo operador tiene autovalores
AL, A2, ooy Ape

Sea S%2(V) =V ® V/ ~, donde ~ viene dada por la relacién: v,w € V
estan relacionados si y sélo si v @ w = w ® v.
Por otra parte, sea A?(V) =V ®@V/ ~, donde ~ define la relacién: v,w € V
estan relacionados si y sélo si v Aw = —w Aw, siendo A el producto exterior.
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Por tanto, tenemos:

Tr |20 (A® A) = Y A

1<j

Tr[pery(A® A) =) A

1<j
Luego, Tr[s2(v)(A® A) = Trp2qn(A® A) = > A} = Tr(4?).
1<i<n
Por tanto, dado g € GG, tenemos:
xv(9?) = xs200)(9) — xaz(v)(9) (5.1)

1
Definimos P = @l >_gec 9- Luego, si aplicamos (5.1) a P, obtenemos:

XV (>~ 9°) = xs2 () (P) = xa2)(P) = dim(5*(V))“ — dim(A*(V))“ =
geG

1 si V es de tipo real
=< 0 si V es de tipo complejo

—1 si V es de tipo quaterniénico

Por consiguiente, el niimero de involuciones en G es igual a:

]G| ZdnnVXv Zg Z dimV — Z dim V'

geG real.V' quat.V’
g

Corolario 5.1.2. Sea G un grupo finito de forma que todas sus representa-
ciones estan definidas sobre nimeros reales (i.e., todas sus representaciones
irreducibles son de tipo real). Entonces, el nimero de involuciones de G es
tgual a la suma de las dimensiones de las representaciones irreducibles del
mismo.

Demostracién:

Como todas las representaciones irreducibles son de tipo real = F.S(V) =
1 para toda representacién irreducible. Por tanto, por el Teorema 5.1.1, se
obtiene el resultado. [J

Proposicion 5.1.3. La suma de las dimensiones de las representaciones

[n/2] |
irreducibles de Sy, es igual a Z "

2k (n — 2k) k!
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Demostracion:
En primer lugar, tenemos que probar que todas las representaciones de
Sy son de tipo real.

Consideramos (V),p) una representacién irreducible de S, bajo la
particién \ 1:

p: Sn — GL(V,\)

Para la prueba consideraremos que la dimensién de V) = d. Para ver que
es una representacion real tenemos que ver que 3 b : Vy, x V), — C tal que
b sea una aplicacién simétrica, no degenerada y G-invariante.

Consideramos una base de V), B = {ey,...,eq}. Por el Corolario 4.1.2,
todas las representaciones irreducibles de 5, se pueden definir como matrices
con coeficientes racionales, en particular, para coeficientes reales. Por tanto:

M(p(o),B) € GL(d,R) Vo € S,

Como ya comentamos en el Capitulo 2, dada una base de V) se tiene
un isomorfismo Vy = C¢ que llamaremos E. Esto implica que admite una
representacién matricial:

p S, — GL(d,R)
o — M(p(9),"B))

Dadas estas condiciones, definimos el siguiente operador:

(, )Y :R'xR* — R
(ww) = > {p(0)(v), 0 (o) (w))

O'ES'VL

siendo ( , ) el producto escalar estandar en R¢. Por tanto, por defini-
cién { , ) es un producto escalar, es decir, es una forma bilineal simétrica.

En particular, Vz,y € R = (x,y) = zAy!, siendo A € GL(d,R) una
matriz simétrica y definida positiva (det(4)>0). De esta forma, pasamos
del espacio vectorial (R%, ( , }’) al mismo espacio vectorial definido sobre
el cuerpo de los niimeros compejos de dimensién d, ((C4, ( , ).

Este operador sobre C es simétrico y no degenerado, ya que al ser su
determinate distinto de cero, hereda la propiedad generada en R. Ademds,

'Recordemos que estas particiones nos permiten clasificar cada una de las representa-
ciones del grupo simétrico. Ademads se tiene que Vi = C [Sy] ¢, por tanto tenemos que Vi
es un espacio vectorial sobre C
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por definicién del producto escalar estdndar, tenemos que { , )’ es invaiante
para p'.

Por tanto, hemos encontrado una forma bilineal simétrica no degenerada
y G-invariante sobre C?. Como V) = C% basta considerar un tercer
operador:

( R >”2V)\><V)\—>(D
(v, w) — (E(v), E(w))’

que tiene por definicién las mismas propiedades que ( , )'. Por tanto,
hemos encontrado una forma sobre V) que es bilineal, simétrica, no degene-
rada e invariante bajo la accién de G = V) es una representacién real.

Al ser todas las representaciones reales, tenemos que el indicador de
Frobenius-Shur asociado a cada una de las representaciones irreducibles de
Sp es igual a 1 (FS(V) = 1). Luego, por el Corolario 5.1.2, la suma de
las dimensiones de todas las representaciones irreducibles de S, es igual al
numero de involuciones de S,,. Calculamos el nimero de involuciones.

Los elementos de orden 2 de S, vienen dados por productos de s ciclos
n
disjuntos (s € {1, s L—J}) Considerando también el elemento neutro e,

tenemos que el nimero de elementos de orden menor o igual que dos es de
la forma:

C
2 S o (52)
k=0

En consecuencia, la suma de las dimensiones de las representaciones
irreducibles de S, viene dada por (5.2). O

5.2 Divisibilidad de Frobenius

En esta seccién estudiaremos un resultado muy importante como es el de la
divisibilidad de Frobenius. Nos ayudara a considerar las posibles dimensio-
nes de las distintas representaciones irreducibles de un grupo finito G. Antes,
veremos unos resultados que se utilizardn para probar dicho resultado.

Definicién 5.2. z € C es un numero algebraico (respectivamente un
entero algebraico) si z es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes
racionales (enteros respectivamente).

Una definicién equivalente a la definicién anterior es la siguiente: z € C
es un nimero algebraico (respectivamente entero algebraico), si z es
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un autovalor de una matriz con coeficientes racionales (enteros respectiva-
mente).

Denotaremos A como el conjunto de enteros algebraicos.

Proposiciéon 5.2.1. A es un anillo.

Demostracién:

Sea « autovalor de A € Mat,(C) con autovecor v, y sea 3 autovalor
de B € Mat,,(C) con autovector w. Entonces o £+ 5 es autovalor de
A ® Id,+Id, ® By af es autovalor de A ® B, de forma que el
correspondiente autovector en ambos casos sea v ® w. Esto prueba que A es
un anillo. [J

Proposicion 5.2.2. ANQ =7.

Demostracién:
Sea z € A = z es raiz del polinomio ménico:

plx) =2" +aa" '+ . a7 +ay a; €7 Vi

Suponemos que z es de la forma: z = P Q donde ged(p, q) = 1=z € ANQ.
q

Dadas estas condiciones, veamos que z € Z. Sustituyendo z en el polinomio,
dicha expresion tendra en el coeficiente lider como denominador ¢™, mientras

que los demas términos tendrdn una potencia de ¢ menor. Por tanto, si
pn n—1

p
q # +1 = p(z) = pr +a1qn_1
contradiccion porque z € A = g=1o0gq=-1=2€Z U0

+ ...+ an_lg +a, ¢ Z y esto es una
q

Teorema 5.2.3 (Divisibilidad de Frobenius). Sea G un grupo finito y
sea V una representacion irreducible de G sobre C. Entonces:

dimV divide a |G|

Demostracion:
Sean (7, Cq,..., Cp las clases de conjugaciones de G. Sea g¢, los
representantes de cada una de las clases de conjugaciones. Definimos:

|Ci]
dimV

Xi = xv(gc,)

Proposicion 5.2.4. Los numeros \; son enteros algebraicos para todo i.
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Demostracion:
Sea C una clase de conjugacién de G, y sea P = Z h. Entonces P es un

heC
elemento central de Z [G], asi que actia en V como un escalar, el cual es un

entero algebrico. (siendo Z [G] una Z-médulo finitamente generado). Luego,
tomando la traza de P en V y teniendo en cuenta que |C|xy(g) = Adim V'

C
con g € C, obtenemos que A = xy(g) d" |V es un entero algebraico. [
im
Ahora consideramos
S v (ge,) € A (5.3)
i

que es un entero algebraico ya que:

e )\; es también un entero algebraico para todo i por la proposicién
anterior.

e xv(gc;) es la suma de las raices de la unidad (es la suma de los
G|

autovalores de p(gc,), y ya que 9o, = e en G, los autovalores de
p(gc;) son las raices de la unidad).
e A es un anillo.

Por otra parte, por definicion de A;:

— |Cilxv (9c,)xv(gc;)
> " dixv(ge,) =D : Y=
= xXvigc

dimV

)

~—xv@xvle)  1Gl(xv, xv)
_Z dimV ~  dimV

geG
Como V es una representacién irreducible, por el Corolario 3.3.2:
— _ |G|
A )=

G
Tenemos que la expresién (5.3) estd en A y d" |V € Q. Como ANQ =7
im

G
= ’ | €7 = dimV divide a |G|. O
dim V

Gracias a este resultado podemos sacar por ejemplo que las posibles
dimensiones de las representaciones irreducibles de S, sélo pueden ser
aquellos nimeros que dividan a n!.
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5.3 Teorema de Burnside

En esta seccién veremos un resultado relacionado con Teoria de Grupos cuya
prueba requerira de herramientas de la Teoria de Representaciones.

Definicion 5.3. Un grupo G se llama soluble si exristen una serie de
subgrupos normales de la forma

{e} =G1<G2<...<4G, =G

donde Gi+1/G; es abeliano para todo 1 <i <mn —1.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Burnside). Cualquier grupo G de orden
p?q® es soluble, siendo p y q primos y a,b > 0.

Antes de comenzar con la prueba del Teorema de Burnside, es necesario
probar una serie de resultados que nos ayudaran para demostar dicho
resultado.

Teorema 5.3.2. Sea V una representacion irreducible de un grupo finito G
y sea C una clase de conugacion de G con ged(|C|,dim(V)) = 1. Entonces
para cualquier g € C, o bien xy(g) = 0 o bien g actia como un escalar en
V.

La prueba se basara en el siguiente lema

Lema 5.3.3. Si €1, e9,,..., €, son raices de la unidad de forma que
1 . .

—(e1+e2+...4€p) es un entero algebraico, entonces o biene) =9 = ... = g,
n

o biene; +ea+ ...+, =0.

Demostracion:

Sea a = —(g1 + €2 + ... + €5). Supongamos el caso en el que no todos los

-
€; son iguales.

1
Al no ser todos iguales, esto implica que |a| = —|e; +e2 + ... + &,] < 1,

ya que la igualdad se da en el caso en el que |g;| =1Vi=1,...,n.

Ademsds, tenemos que cualquier conjugado algebraico de una raiz de la
unidad es también raiz de la unidad, luego |a’| < 1 para cualquier conjugado
algebraico a’ de a.

Por otra parte, como a es un entero algebraico, 3 p € P™(z) polinomio
minimo de a:
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p(z) = 2" + a1 + ..+ ayx + ag

Por tanto, p(a) = 0. De esta forma, el producto de a y de todos los
conjugados algebraicos del mismo es un numero entero, que es ag. Como
la| < 1y |d'| <1, entonces esto implica que este producto es cero y por tan-

1
to llegamos aque a = 0= —(e14+e2+...+e,) =0=e14+e2+...+6, = 0. O
n

Veamos la prueba del Teorema 5.3.2:

Demostracién:
Sea dim V' = n. Sean €1, €2, ..., €, los autovalores de py(g). Estas son las
raices de la unidad, luego xv(g) es un entero algebraico. Por otro lado, tene-

mos por la Proposiciéon 5.2.4 que —|C|xy (g) es también un entero algebraico.
n

Por hipétesis sabemos que n y |C| son primos entre si, luego por la
identidad de Bézout, existen unos enteros a y b tales que:

alCl+bn=1

xv(9)

Esto implica que = —(e1 + &2+ ... + £,) es un entero algebraico.
n

Por tanto, aplicando el Lema 5.3.3 o bien €1 = ¢ = ... = g, o bien
€1+ &2+ ... + &, = 0. En el primer caso, py(G) es diagonalizable, debe ser
un escalar. En el segundo caso, xy(g) = 0. O

Teorema 5.3.4. Sea G un grupo finito, y sea C una clase de conjugacion
de G de orden p* donde p es primo y k>0. Entonces G tiene un subgrupo
normal no trivial propio (i.e. G no es simple).

Demostracion:
Elegimos un elemento g € C donde g # e, ya que C no es la clase trivial.
Por (3.11) tenemos:

Z dimVxy(9) =0 (5.4)
VelrrG

Podemos dividir Irr G en tres partes:

1. La representacion trivial.

2. El conjunto de representaciones irreducibles de G cuya dimension es
divisible por p, que denotaremos D.
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3. El conjunto de representaciones irreducibles las cuales su dimension
no es divisible por p, que denotaremos N.

Dadas estas condiciones:

Lema 5.3.5. Ezxiste V € N tal que xv(g) # 0.

Demostracion: )
Consideramos V' € D. De esta forma, es facil ver que — dim(V)xy(g) es

un entero algebraico. Esto implica que a = Z —dim(V)xv(g) es un entero

VeD
algebraico.

Ahora por (5.4) tenemos:

0=xe(g)+ Y dmVxy(g)+ Y dimVxy(g) = 14+pa+ Y dim Vv (g).
VeD VeN VeN

De esta expresion obtenemos que el ultimo sumando es distinto de cero,
lo que prueba el resultado. [J

Consideramos ahora V € N tal que xy(g) # 0, que sabemos que existe
por el lema anterior. Por el Teorema 5.3.2, al ser xy(g) # 0, g actiia como
un escalar (en general, cualquier g € C'). Por otra parte, sea H el subgrupo
de G generado por los elementos ab~!, a y b € C. H es un subgrupo normal
y actia trivialmente en V', asi que H # G. También H # 1, ya que |C| > 1.0

Vamos ahora con la prueba del Teorema de Burnside:

Demostracion:

En primer lugar, asumimos que el Teorema de Burnside es falso, esto quie-
re decir que consideramos que no existe ningtin grupo soluble G de orden
p®q®. Entonces G es simple. Por el Teorema 5.3.4, no existe ninguna clase
de conjugacién C de G de orden p* o ¢* con k > 0.

Por tanto, si consideramos una clase de conjugacién C, el orden de dicha
clase o bien es 1 o bien es divisible por pq.

Finalmente, tenemos que:

> lol=p"¢

ceG
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siendo G el conjunto de representantes de cada clase de conjugacién de G.
Por tanto, existe mas de una clase de conjugacién con mas de un elemento

= ( tiene un centro no trivial, por tanto, llegamos a una contradiccion.
Luego, se verifica el Teorema de Burnside.[]
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