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Abstract.

The classical systems traditionally accepted within formal mathematical reasoning coexists
with other branches of logic that are based on constructive aspects of deduction processes. Mini-
mal logic and intuitionistic logic stand out from among these branches. The present study offers
an analysis of these two logics, based on a series of deduction systems and varied semantics.
Thus, some of their most characteristic features can be successfully proved, such as the Sound-
ness Theorem and the Completeness Theorem. Moreover, the relationship between classic logic
and these two branches of constructive logic will also be considered in order to assess whether
a verifiable result in the former can also be verified by any of the two latter ones. For this pur-
pose, Godel-Gentzen’s negative translation will be presented together with Glivenko’s Theorem,
among others.



Resumen

Ademads de los sistemas cldsicos habitualmente aceptados para el razonamiento mateméatico
formal, existen otras ramas de la logica que se basan en los aspectos constructivos de los procesos
de deduccion. Entre éstos destacan la légica minimal y la légica intuicionista. A lo largo de este
trabajo se realiza un estudio de estas logicas, presentando diversos calculos deductivos y distintas
semanticas que nos permiten demostrar algunas de sus propiedades més importantes, como son
el Teorema de Correcciéon y el Teorema de Completitud. Asi mismo, se estudia la relacién
existente entre estas dos légicas constructivas y la logica clasica con el fin de determinar cuando
una férmula vélida en logica clasica lo es también en logica intuicionista o minimal. Para ello,
presentamos la traduccién negativa de Godel-Gentzen y el Teorema de Glivenko, entre otros.



“Las proposiciones nos dicen que las cosas
son de una determinada manera y al mismo tiempo
muestran su forma légica con la del hecho que
representan.” — A. Deanio (1972)
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Introduccion.

La légica matematica es una de las ramas de las mateméticas més interesantes debido a su
utilidad a la hora de representar resultados matematicos. Precisamente es este deseo de escribir
formalmente un resultado matematico la base que impulsa la aparicién de una rama dentro de
la légica formal. Esta rama se centra en traducir los razonamientos matemadticos a un nuevo
lenguaje con el que se pueda trabajar.

A lo largo de este trabajo estudiaremos algunos tipos de légica que van surgiendo segun la
linea de razonamiento seguida para resolver los problemas que se nos plantean. Presentaremos
por tanto las bases de la ldgica intuicionista y la 1égica minimal, que son dos tipos de légica que
siguen una linea de razonamiento constructivista. Esta linea de pensamiento esta enfrentada a la
que se sigue para la légica clasica. Una vez presentadas las bases de estas logicas, presentaremos
distintos célculos y seméanticas para cada una de ellas que nos servirdn como herramienta para
probar ciertos resultados de interés. Entre estos resultados de interés se encuentran la prueba de
los teoremas de Correccién y de Completitud para cada una de las logicas, asi como la traduccién
de Godel-Gentzen o el teorema de Glivenko, que nos permiten ver las diferencias existentes entre
cada una de ellas y las caracteristicas que comparten.

Serd necesario para el total entendimiento de lo expuesto a continuacion que el lector tenga
un conocimiento bésico de la légica clasica, tanto proposicional como de primer orden, pues
habra resultados de légica intuicionista y minimal que compartan caracteristicas con ésta, pero
siempre manteniéndose en contraposicién con la idea seguida en légica clasica por la cual todo
enunciado debe ser obligatoriamente cierto o falso. Esta idea traducida a un lenguaje légico es
conocida como principio del tercio excluido, es decir, pV —p. Por tanto, esta regla no serd incluida
a la hora de presentar la légica minimal y la légica intuicionista.

A lo largo de los dos primeros capitulos se realizard un estudio en detalle de la légica intuicio-
nista. Durante el primer capitulo trabajaremos en el caso proposicional. Se comenzaré presentado
la motivacién que incité la aparicién de esta légica, para luego presentar en detalle su lenguaje,
asi como el calculo utilizado, que sera la deduccién natural, con el cual trabajaremos a lo largo
del capitulo. Se hard también una breve introduccién a otro tipo de calculo mediante sistemas
de Hilbert. Continuaremos presentado la seméantica algebraica mediante algebras de Heyting y
la semantica de Kripke, que son dos de las semanticas mas importantes de esta légica. Junto
a éstas se probaran una serie de resultados que nos llevaran a la prueba de los teoremas de
Correccién y Completitud para cada una de las seméanticas. Asi mismo, se presentardn algunos
resultados que nos permitiran establecer una relacién de equivalencia entre las dos semanticas
estudiadas. Estos mismos resultados nos ayudan a relacionar las dlgebras de Heyting con espa-
cios topoldgicos, lo que nos permite comprobar que existe otra linea de estudio que podria haber
sido seguida en el trabajo para estudiar en profundidad estos resultados y que nos permitiria
ampliar conocimientos sobre lo aqui ya expuesto.

En el segundo capitulo pasaremos a trabajar en légica de primer orden, presentando el
lenguaje, el calculo y los resultados necesarios para complementar los ya estudiados en el primer
capitulo. Serd en la seméantica donde nos centraremos tnicamente en la de Kripke, de modo que

111



se presentaran los resultados necesarios para realizar la prueba de los teoremas de Correccién y
Completitud en este caso.

Una vez estudiada la logica intuicionista, pasaremos al capitulo tres, en el cual presentaremos
una nueva légica: la légica minimal. Esta serd presentada a partir de la légica intuicionista,
descartando una de las reglas que si se consideraba vélida en légica intuicionista. Esta regla
es la conocida como regla de ex falso quodlibet, y nos aportaba informacion sobre la constante
1, que en légica minimal no tendremos. Partiendo de esta idea, estableceremos el lenguaje y
el calculo eliminando dicha regla. Se presentard entonces una nueva semantica para esta logica
basada en las estructuras de Beth, que guarda cierta similitud con la seméntica de Kripke vista
anteriormente. Para finalizar el capitulo, probaremos los resultados necesarios hasta llegar a
probar los teoremas de Correcciéon y Completitud en este caso.

Tras realizar esta introduccion de ambas légicas, pasaremos a finalizar el documento con un
cuarto capitulo dedicado a comparar estas dos légicas con la ya conocida légica clésica. Estudia-
remos entonces bajo qué condiciones una féormula valida en una de éstas légicas es también valida
en otra. Asi mismo, se presentaran una serie de resultados de interés sobre légica intuicionista
que ponen de manifiesto la diferencia clara entre ésta y la logica clasica, y que nos ayudaran a
decidir cudndo una férmula es vélida en el caso intuicionista.

Por otro lado, la légica matematica se ha presentado precisamente como un método para
traducir un pensamiento matemaético, pero a lo largo del documento no se ha trabajado en
ningin momento con resultados matemaéaticos que debiésemos traducir a nuestro lenguaje logico.
Por eso mismo, no se llega a poner de manifiesto el gran interés que tiene la logica intuicionista
sobre la clasica. Si se hubiese seguido un estudio enfocado en formalizar pruebas mateméaticas
mediante légica, habriamos podido comprobar que la légica intuicionista nos permite obtener
un algoritmo que construye un objeto explicito que prueba lo que deseamos. De este modo,
si conseguimos obtener una prueba de un enunciado en légica intuicionista, podemos obtener
directamente de ella un objeto que prueba que en efecto dicho enunciado se verifica. Habria
resultado interesante por tanto investigar sobre este algoritmo.

Este documento es una introducciéon bésica a la nueva linea seguida por estas légicas, siendo
por tanto el primer paso a dar para realizar un proyecto de investigacién mayor, en el cual seria
posible adentrarnos en profundidad en nuevas lineas de estudios, entre las que se encuentran las
comentadas anteriormente.
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Capitulo 1

Logica intuicionista proposicional.

1.1. Contexto histérico. ;Cémo surge la logica intuicionista?

La légica formal se considera un método muy eficaz para formalizar un razonamiento ma-
tematico. Cualquier razonamiento que se haga puede ser traducido en un lenguaje légico. Por
este motivo, la logica se ve muy afectada por los cambios de pensamiento que van surgiendo
con el paso del tiempo. Es esto mismo lo que genera un gran cambio en la légica a finales del
siglo XIX y comienzos del siglo XX, debido a la aparicién de una nueva rama del pensamiento
matematico, el conocido como pensamiento constructivista.

Vamos a ponernos en situacion para intentar comprender un poco mejor el motivo de la apa-
ricién de esta nueva rama del pensamiento. En la segunda mitad del siglo XIX las matematicas
sufren un gran cambio. A medida que se iban desarrollando nuevas areas de las matemaéticas,
la busqueda de resultados iba convirtiéndose en un trabajo cada vez mas abstracto. En lugar
de obtenerse resultados concretos, comenzaron a crearse nuevos objetos abstractos con los que
trabajar. Este nuevo método de trabajo provoco ciertas dudas con respecto a la consistencia de
las matemaéticas. Es entonces cuando, debido al descubrimiento de las llamadas paradojas en la
teoria de conjuntos, algunos expertos de la época expresan la necesidad que sienten de resolver
esta duda y probar la solidez de los resultados mateméaticos. Nos encontramos entonces frente a
una crisis en el &mbito del pensamiento matematico. ;Qué es real? ;Qué no lo es? ;Puedo creer
en todo lo que he supuesto cierto hasta ahora?

A finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX existe un intenso movimiento en el ambito
de las matematicas con el fin de lograr establecer las bases de la mateméatica moderna. Una de
las ramas de pensamiento que surge en un intento por encontrar esas bases es la conocida como
rama intuicionista o constructivista. Las raices de las matematicas constructivistas se localizan
en realidad al comienzo del siglo XIX o incluso antes, siendo la figura de Immanuel Kant (1724-
1804) una de las que inspiré la idea del constructivismo. Aun asi, es a principios del siglo XX
cuando comienza a tomar mayor importancia este movimiento, que concierne sobretodo a la
rama de la légica.

La légica que se utilizaba hasta el momento, la que denominaremos a partir de ahora como
l6gica clésica, tiene como base la idea de que todo enunciado debe ser estrictamente verdadero o
falso. Por tanto, si demuestro que un suceso es imposible, entonces su contrario es directamente
cierto. Mediante esta manera de pensar, muchos resultados matematicos se demuestran probando
que su contrario es falso, pero nunca llegando a probar explicitamente que el resultado en
si mismo se verifica. Este método es el conocido como reduccién al absurdo.

Veamos a continuacién un ejemplo clasico de este tipo de razonamiento:



2 CAPITULO 1. LOGICA INTUICIONISTA PROPOSICIONAL.

Nos planteamos la siguiente cuestién: ;FEzisten dos nimeros irracionales, a y b, tales que a’

sea un numero ractonal?

Razonamos del siguiente modo:

. 2 . , ,
Suponemos primero que ﬂf es racional. Asf pues, tomando a = v/2 y b = /2 tendrfamos
la solucién al problema.

Supongamos ahora que \/5\/5 es irracional. Entonces (\/5\/5)‘/i es racional. Si ahora tomamos
a= \/ﬁ\/5 y b= V2 tendriamos la solucién.

Este ejemplo sigue el tipico razonamiento de reduccién al absurdo, por el cual obtenemos
una respuesta a la pregunta planteada, pero no obtenemos una solucién explicita del problema

que se nos plantea. En ningtin momento hemos fijado que v/2" ~ sea racional o irracional.

Con la aparicién de esta nueva légica, la conocida como 16gica contructivista (que engloba en
ella tanto la 16gica intuicionista como la minimal, de las cuales hablaremos a lo largo del trabajo),
restringimos algunos de los métodos utilizados en la logica clasica e intentamos realizar nuestras
pruebas sin estos métodos. Los enunciados ya no son estrictamente verdaderos o falsos, como en
el caso clasico. Ya no podemos dar por hecho que si el contrario a un enunciado es falso, entonces
este enunciado es directamente cierto. Ahora exijimos una prueba directa, una construccién que
nos demuestre que efectivamente se verifica aquello que queremos probar.

La primera vez que se formularon los principios que sigue el intuicionismo fue en la tésis
de Luitzen Egbertus Brouwer (1881-1966) escrita en 1907. Asi mismo, la creacién del término
intuicionismo también se le asigna a Brouwer, que buscaba un término opuesto al formalismo
presentado por Hilbert. Brouwer se oponia a la idea de reducir las matematicas a puros calculos
formales, donde se trabaja de manera muy abstracta con conceptos muy complicados. El postu-
lado principal de Brouwer era el siguiente: Una verdad matematica solo puede lograrse mediante
una prueba o construccién explicita. Por todo esto, es a Brouwer junto con L. Kronecker a los
que se les considera los padres fundadores de las matematicas constructivistas.

Atn asi, Brouwer no pretendia en ningiin momento que la légica intuicionista formase parte
de la l6gica matematica. Brouwer no quiso formalizar las ideas que habia expuesto sobre la logica
intuicionista. Fueron los estudios de Kolmogorov, Glivenko y Heyting en los afios 1925-1930 los
que permitieron formalizar todas las ideas filosdficas que habia planteado éste sobre la logica
intuicionista y asi convertirla en una nueva rama de la légica matematica.

La aparicion de esta logica constructivista nos permite obtener construcciones que nos ofrecen
una solucién explicita del problema planteado. Nuestro deseo a lo largo de este trabajo es estudiar
qué serie de cambios y ajustes debemos aplicar a las pruebas de légica clasica para transformarlas
en pruebas validas en légica constructivista.

1.2. Lenguaje de la l6gica intuicionista proposicional.

El siguiente paso es encontrar un método para poder trabajar con estas logicas de forma
eficaz. Nuestro fin es obtener demostraciones, y para ello debemos trabajar con un lenguaje
formal, a partir del cudl realizaremos una serie de calculos.

El lenguaje de la logica intuicionista proposicional es el mismo que el lenguaje de la 16gi-
ca clasica proposicional, que suponemos ya conocido por el lector. Aun asi, lo explicaremos
brevemente, basdndonos en la presentacion del lenguaje de la légica cldsica presentada en [1]:



1.2. LENGUAJE DE LA LOGICA INTUICIONISTA PROPOSICIONAL. 3

= Alfabeto proposicional: En primer lugar tendremos nuestro alfabeto proposicional, que
estard formado por:

e Variables proposicionales (VP): pg, p1, p2,... . A lo largo de las demostraciones seran
cominmente nombradas como p, g y r.
e Conectivas légicas: Estas conectivas pueden ser de tres tipos:

o Constantes: Se trata de la constante L (falsum).

o Binarias: Este tipo de conectiva afecta a dos elementos. Los dos elementos afec-
tados son los que se encuentran a cada uno de los lados de la conectiva. Son las
siguientes:

Conjuncién: A Disyuncién: V Condicional: — .

e Simbolos auxiliares: Que nos sirven para englobar distintas variables proposicionales
e indicarnos el alcance de las conectivas logicas. Son los paréntesis: ‘(" y ‘) .

= Férmulas proposicionales: Dado un conjunto infinito de variables proposicionales, defini-
mos el conjunto de férmulas proposicionales Prop como el menor conjunto de expresiones!
® que verifique:

e Cada una de las variables proposicionales y la constante L estan en ®. (Las variables
proposicionales y | se denominan férmulas atdmicas).

e Sipy e d, entonces (¢ — V), (p V), (p AY) € P.

En resumen, nuestras conectivas bésicas son la implicacion, la disyuncion, la conjuncién y la
constante falsum. La negacién (—) y la bicondicional (++) pueden ser vistas como abreviaturas
de férmulas con las conectivas anteriores, al igual que la constante T ( que significa ‘verdadero’).
Veamos como seria la forma no abreviada:

» —p es la abreviatura de (¢ —L1).
» (p > 1) es la abreviatura de ((p — V) A (¢ — ¢)).

» T es la abreviatura de (L—1).

Recordemos también que una subférmula ¢ de una férmula ¢ es una subexpresién de ¢ tal
que v en si misma también es férmula.

Para trabajar con mayor facilidad con las férmulas, vamos a establecer el siguiente convenio:

1. La implicacién asocia de derecha a izquierda, es decir, se escribird ¢ — ¥ — ¥ en lugar de
@ = (b =)

2. La negacién es la conectiva con mayor prioridad, seguido de la conjuncién, la disyuncién
y, por ultimo, la implicacién. Por tanto, si escribimos pV ¢ — —r At — s nos referimos a
(pVaq) = ((r At) = s).

3. Los paréntesis exteriores nunca los escribiremos.

1Se considera una expresién a una sucesién de simbolos del alfabeto proposicional.



4 CAPITULO 1. LOGICA INTUICIONISTA PROPOSICIONAL.

Se presenta ahora una interpretacién conocida como interpretacion BHK, cuyo nombre pro-
viene de las iniciales de los tres matematicos que la introdujeron: Brouwer, Heyting y Kolmo-
gorov. Es una interpretacion con una semantica semiinformal. El punto de partida es saber que
una afirmacién ¢ se considera verdadera sélo si poseemos una prueba que la ratifique, es decir,
solo consideraremos ¢ verdadera cuando exista una construccién o prueba matemaética a que
dé como resultado nuestra afirmacién . Diremos entonces que a prueba . Esta idea puede ser
contrastada con la de la légica clasica, cuyo punto de partida es que toda afirmacion ¢ debe ser
verdadera o falsa.

A partir de este primer punto, vamos a estudiar las siguientes expresiones para ver c¢émo
seria su correcta interpretacion.

(—) Si existe una construccién a tal que cualquier prueba p de ¢ proporciona una prueba a(p)
de v, se verifica p — 1.

(A) Si existe un par de construcciones a = (b, ¢) tales que b prueba ¢ y ¢ prueba v, entonces
se verifica ¢ A .

(V) Siexiste un par de construcciones a = (b, ¢) de modo que b es un niimero natural y tal que
si b = 0, entonces ¢ prueba ¢ mientras que si b # 0, entonces ¢ prueba 1), se verfica ¢ V 1.

(L) No existe ninguna construccién a de L.

Se observa que en ninguno de los casos se especifica cudl es la construccion exacta. Esto se
debe a que para conocer la construccion exacta debemos conocer cudl es la afirmaciéon que se
estd dando en cada caso. Por tanto, la construccién dependerd de la afirmacién dada. Por el
contrario, si que sabemos que la constante | representa una afirmacién que no posee ninguna
construccion posible.

Sabemos también que - es una abreviatura de ¢ — 1. Por tanto, una construccion de —
debe ser un método que convierta cualquier construccion a de ¢ en un objeto inexistente.

A partir de estas construcciones béasicas podemos ver algunos ejemplos que muestran de un
modo informal cémo trabajarfamos en légica intuicionista:

Ejemplo 1.1

1. Veamos que ¢ A9 — @ es cierto. Sea el par (a,b) tal que (a,b) prueba ¢ A 1. Entonces la
construccion ¢ tal que ¢(a,b) = a convierte una prueba de ¢ A 1 en una prueba de . Por
tanto, ¢ prueba ¢ A — .

2. Veamos que (¢ A — o) — (¢ — (1 — 0)) es cierto. Sea a tal que a prueba ¢ A1) — 0.
Es decir, a convierte cada prueba (b,c) de ¢ A ¢ en una prueba a(b,c) de o. La prueba
p que buscamos de ¢ — (1) — o) es una construccién que convierta cada prueba b de ¢
en una prueba p(b) de ¢y — o. Por tanto, p(b) es una construccién que convierte cualquier
prueba ¢ de ¥ en una prueba (p(b))(c) de o. Pero nosotros ya tenemos una prueba de o,
a(b, ¢), por lo tanto (p(b))(c) = a(b,c). Consideremos ¢ tal que ¢(c) = a(b, c). Entonces, p
estd definida como p(b) = ¢. La construccién anterior es una descripcién de cémo obtener
una construccién que convierta a en una prueba p de ¢ — (¢ — o).



1.3. CALCULOS EN LA LOGICA INTUICIONISTA PROPOSICIONAL. 5

1.3. Calculos en la légica intuicionista proposicional.

Todo lo que hemos visto en el ejemplo 1.1 es algo puramente informal, pero tal y como se
explicé al comienzo del capitulo, nuestro deseo es realizar una presentacion mas completa. Para
poder formalizar completamente la légica intuicionista proposicional y proceder a trabajar de
manera explicita con ella vamos a fijar un célculo. El célculo fijado serd la deducciéon natural.
Existen también otros calculos, como es el caso de los sistemas de Hilbert, del que daremos una
breve descripcion.

Deduccién Natural.

Las reglas de la deduccion natural expresan de un modo muy preciso las ideas que hemos
expresado en el apartado 1.2 de un modo mas informal.

Definiciéon 1.2 En deduccién natural se denomina argumento a un par I' F ¢, que se lee como I’
prueba ¢, constituido por un conjunto finito de férmulas (denotadas por I') y una tnica férmula
(denotada por ¢).

Nota 1.3 Cuando trabajemos con varios argumentos, se realizaran algunas simplificaciones en
la notacién. Por ejemplo, escribiremos ¢1, @2 F 9 en lugar de {p1, @2} F 9. Del mismo modo, se
escribird I'; A en lugar de ' U A, o I', p en lugar de I' U {}. En particular, cuando escribimos
¢ estaremos refiriéndonos a 0 - .

Para construir las pruebas utilizaremos una serie de axiomas y reglas. Para cada conectiva
légica (a excepcion de la constante L) se tendrdn una o dos reglas de introduccién y una o dos
reglas de eliminacién. Las reglas de introduccién para una conectiva binaria o nos indica cémo
podemos llegar a una conclusién de la forma ¢ o 1. Las reglas de eliminaciéon describen cémo
podemos obtener otras férmulas derivadas de la expresién ¢ o 1.

A continuacién vamos a ver como funcionan las reglas de introduccién y eliminacion con las

distintas conectivas légicas, asf como su representacién?:

Llamaremos axioma a cualquier argumento de la forma: I', ¢ F .

Regla de introduccion de la implicacién:

Lok

S A S

Regla de eliminacion de la implicacion:

'+ I'F
(— E) (p:fw 14

Regla de introduccion de la conjuncién:

2Este célculo ha sido extraido de [6].
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Reglas de eliminacion de la conjuncion:

oAy oAy
NE —_— ANE R S
Reglas de introduccién de la disyuncién:
'k 'k
VL) ——f (VL) _I'Fy
'kFepvay F'kFevy

Regla de eliminacion de la disyuncidn:

T,pF9 T,F9 TV

VvV E
(VE) kv
Eliminacién del falsum (Ez falso quodlibet): Se le conoce también como “principio de ex-
plosién”.
'L
1 E —_—
( ) | R )

Nota 1.4 El cédlculo de la logica clasica, tanto en el caso proposicional como en primer orden,
se obtiene afiadiendo a las reglas anteriores la regla de reduccion al absurdo:

I',—pFL
L'y °

Definicion 1.5 Una prueba formal o derivacién de I' F ¢ es un arbol finito cuyos nodos estan
etiquetados por argumentos que cumplen las siguientes condiciones:

= La etiqueta de la raiz del arbol es I' I ¢.
= Las hojas son axiomas, es decir, argumentos de la forma A, ¢ F 1 para ciertos A y 9.

= La etiqueta de cada uno de los nodos padre se obtiene a partir de las etiquetas de sus
nodos hijos, usando alguna de las reglas presentadas.

Si tenemos F ¢, entonces decimos que @ es un teorema de la légica intuicionista.

Nota 1.6 Si la prueba de la que hablamos existe, entonces decimos que el argumento I' - ¢ es
demostrable o derivable, y escribimos I' Fy ¢. Cuando I' es infinito, escribimos I' Fy ¢ para
referirnos a que existe un subconjunto finito I'g de I, tal que I'g Fn ¢.

Nota 1.7 A partir de este momento, se omitird en muchas ocasiones el subindice N en la
expresion . A pesar de que la expresién I' F ¢ tendria dos posibles signficados, el significado
adecuado quedara claro por el contexto en el que lo estemos usando.

A continuacidn ilustraremos el uso de estas reglas con algunos ejemplos:

Lema 1.8 Las siguientes féormulas son teoremas de la légica intuicionista.

(1) p A =P A
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Demostracion:
Vamos a probar los apartados (1), (2), (5), (6) y (9):

(1) Veremos tnicamente la implicacién hacia la derecha (la otra es andloga). Por tanto, debe-
mos probar F @ A — Y Ap. SeaT' = {p A}

oAy
Trg B TR
pANYED AN (
AN e AN

(2) Veremos tnicamente la implicacién hacia la derecha (la otra es andloga). Debemos probar
FoViy =9V Seal' ={pVi}

Lok o Lyky
Torove ) FTorove Y regve o
pVYEPVe

Fovgsgve D

(5) Debemos probar - ¢ — ——p. Esto es equivalente a decir - ¢ — ((¢ —L) —L1). Sea
I'={p, =L}

'ty T —1
p,p—> L1
eF(p—l)—=L
Fo—((¢g—Ll)—1)

(= 1)
(= 1)

(6) Debemos probar que F (p — (¢ — o)) <> (@ A — o).

En primer lugar veremos la implicaciéon hacia la derecha. Por tanto, debemos probar que
Flo—= W —0) = (@AY —=o0).Seal ={p = (Y —=0) 0N}

I'FpA
'Fy— (Y —o) Fclfcpw(/\El)
TFo —o (=
p—= W —=o0),pANYEo
o= W —=0)FpANY =0
Flp—= @ —0)) = (eAY—o0)

T'FpAY
Tk

(= 1)
(=D

(ANEg)
(— E)
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Vamos a ver la otra implicacion.

FleAY —=0)—=(p—= (W —0)).Seal' ={pAp = 0,00}

't T'HyY A
F'Feny (AT) T'FpAY —o B
Y RAT, =B
(— 1)
PANY > o, =0
(— 1)
ANy = ok p— (Y— o) (1)
FleAY —0) = (p— (¥ —0))

(9) Queremos probar que - (¢ — 1) — (=) — —p). Sabemos que esto es equivalente a probar
Flp—=v) = (v —=L1) = (¢ —=L1)). Sea ' ={p = ¥, =L, p}:

'Cp—=v Thkop
T A ]
TrL (
=P = Lobl
=P, =>1lkFp—1 (=1 I
P S oD )
Fle =)= (v —=L) = (p—1))

— E)

Lema 1.9 La ldgica intuicionista proposicional es cerrada bajo debilitamiento y sustituticion,
es decir,

Debilitamiento: SiI' - ¢, entonces I', ¢ - .

Sustitucién: I'[p := ¥] F [p := 9], donde la expresién [p := 9] denota la sustitucién en cada
una de las ocurrencias de la variable proposicional p por la formula .

Estas dos reglas son conocidas como reglas derivadas o admisibles, pues podrian anadirse a
las reglas presentadas anteriormente sin anadir nuevos teoremas.

Demostracién:

Vamos a centrarnos en demostrar la regla de debilitamiento, aunque el método que se emplea
para probar sustitucion sera el mismo. Dicho método consiste en una prueba por induccién sobre
la altura de la demostracion. Para ello, supongamos que tenemos una prueba de altura m + 1.
Supondremos que el resultado que queremos probar se verifica para todos los argumentos con
demostracién de altura < m. Por tanto, queremos probar que a altura m + 1 también se verifica,
teniendo en cuenta la regla utilizada a dicha altura.

Vamos a probar por tanto que dado I' F ¢, entonces I', ¢ F ¢ siguiendo este método.

(T, F ¢) El caso base es el caso en el que tenemos un axioma. Por tanto, I, F ¢. Es inmediato
entonces que I', p, 9 - .

(— I) Tenemos entonces lo siguiente:
Fa ¥1 - P2
I'E o1 — 2
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(VI)

(VE)

Queremos ver que se verifica que I';9 - @1 — 2. Hemos obtenido I', 1 F @9 a altura
< m, luego por hipétesis de induccién I', ), o1 - 2. Basta aplicar entonces la regla de
introduccién de la implicacién (— I) a lo anterior para obtener I';¢ F @1 — @2 como
deseabamos.

Cuando a altura m + 1 aplicamos esta regla tenemos lo siguiente:

'y —9s T'Fyr
FI—(pQ

Queremos ver entonces I', 1) F o. A altura < m tenemos I' F o1 — w9 y I' F 1, luego por
hipétesis de induccién tenemos I', ¢ F o1 — @9 y I, 9 F 1. Aplicandole a esto la regla de
eliminacién de la implicacién (— E) tenemos el resultado deseado.

Cuando la ultima regla utilizada es ésta, tenemos lo siguiente:

F"g@l FI‘(pz
I'Ew1 Ay

Queremos ver entonces que si I' F o1 A @9, entonces ;9 F o1 A @o. Por hipétesis de
induccién, como a altura < m hemos obtenido I' - 1 y I' = 2, la regla de debilitamiento
se verifica, luego tendriamos I';¢ - 1 v ', 9 = 9. Si aplicamos a esto ultimo la regla de
introduccion de la conjuncién tendriamos I', ¥ = @1 A 2.

Si la regla utilizada a altura m + 1 es la siguiente tenemos:

C'F o1 Aps
'k

Vamos a verlo para I' - 1, siendo andlogo para el caso I' F ¢s. Queremos ver entonces que
se verifica I', 9 F ¢1. Como a altura < m tenemos I' - 1 A g, por hipétesis de induccién
tenemos I',% F o1 A @9, v aplicando la regla de eliminacién de la conjuncién llegamos a

F)w - P1-

A altura m 4 1 nos encontrariamos entonces lo siguiente:

'k
'V

Lo vemos para el caso (V 1), siendo andlogo para el caso (V Iz). Queremos ver entonces que
se verifica I', ¢ I @1 V 9. Como a altura < m tenemos I' F @1, por hipdtesis de induccién
tenemos I', 1) F 1, luego si le aplicamos la regla (V1;) tenemos I', 9 F 1 V po.

Tendriamos en el ultimo paso de nuestra demostracién lo siguiente:

FoporFws Topabez T'Eer Vs
I'F s

Queremos ver entonces que si I' F 3, se cumple I';¢ F 3. A altura < m tenemos
Ty F s, Twa -3y I 1 Ve, luego por hipotesis de induccién tenemos I'; ¢, 1 F @3,
T, 00 F w3y Ty F @1 Vs, Por tanto, si a esto le aplicamos la regla de eliminacion de
la disyuncién tenemos I', ¢ F 3.
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(L E) Sia altura m + 1 tenemos lo siguiente:

T'-L
|

Queremos ver que se verifica I',¢ = . Por hipdtesis de induccién, como a altura < m
tenemos I' -1, entonces se verifica I', ¢ -1, y aplicando la regla de eliminacién del falsum
(L E) tendriamos I', 9 F .

Habriamos realizado entonces una prueba mediante induccién sobre la altura de la demostracion.
Este tipo de prueba sera muy utilizada a lo largo del trabajo.
]

El resultado anterior también puede ser expresado del siguiente modo:

I'kFe ke
T,gF ¢ > Tlp=g|F glp =y

Las reglas son admisibles.

Lema 1.10 A partir de los resultados del Lema 1.8 obtenemos que las siguientes férmulas son
teoremas:

Demostracion:
Vamos a probar los apartados (1), (2) y (3):

(1) Queremos probar b —p <> ~——p.

En primer lugar veremos la implicacién hacia la derecha, es decir, queremos probar que

Este resultado es inmediato aplicando la regla de sustitucién al apartado (5) del lema 1.8.

Veamos entonces la implicacion hacia la izquierda. Queremos probar - ———=p — —p. Esto
es equivalente a = (—-—p — 1) — (p —L). Sea I' = {—~—p =L, p}:

Fo— -

[ — (Debilitamiento)

'
j— (= E) LEome ol
L
- =1l kL

(== —1) = (¢ —1)

— E)

(2) Queremos probar - (o A =) — —(@ — ). Tenemos que esto es equivalente a probar que
FleA @ —=1) = ((p =) =L). Seal'={pA (¥ —L1), ¢ = ¢}
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oAy —l)

(AE1)
'k e — PEYA@R—L)
TF o I (_fg;EZ)
PN =)=y bl 1)
n oD oL P

Flen(—=L1)) = (¢ = ¢) =1)

(3) Queremos probar - (p — ) — (-—¢ — ——)). Se observa que esto es equivalente a
probar que - (¢ = ¥) = (((¢ —L) =-L1) — ((¢» —L) —1)). Consideramos el conjunto
F={¢ =9 (p =) 2Ly =L}

Vamos a ver la prueba en dos partes debido a la gran extensién que tiene. En primer lugar
vamos a probar lo deseado partiendo de que ' F ¢ -1 y I' F (p —1) =1, y luego
veremos cémo hemos llegado a I' - ¢ — L.

-1l TkH(p—l)—L
o=, (p—=l) >l —1FL
o= (p 1) 5Lk (b —1) =L (%(2 N
oo b (oD D> @D >0 L
Flp—=9¢) = (g —=L) =L) = (¥ —»1) =1))

(= E)

Veamos ahora como hemos llegado a I' - ¢ —1:

F'Fyp—yY

TooFo— o (Debilitamiento)

Lok

F,gol—cp<_>E) 'y —1

TooF o o1 (Debilitamiento)

(— E)

oL
TFgoL D

Sistemas de Hilbert.

Vamos a presentar brevemente los sistemas de tipo Hilbert, aunque no sera el calculo que
luego utilizaremos. La gran diferencia entre sistemas de Hilbert y deduccién natural es que en
deduccién natural partimos de pocos axiomas, y aplicamos las reglas anteriormente presentadas
haciendo explicitos una serie de supuestos que debemos descargar a medida que vamos realizando
nuestra prueba, mientras que en sistemas de Hilbert partimos de una gran cantidad de axiomas,
y sOlo con la necesidad de anadir una regla seremos capaces de desarrollar nuestras pruebas.

Los axiomas de nuestro sistema de Hilbert vienen dados por los siguientes esquemas:

—>—AX'{ 80—>(17Z}_>30)7
L= W =9) = (e = ¥) = (v = 9));
eANY =,
A— Ax : YAY =P,
o= (Y = (P AY));
© = Vi,
V— Ax : Y= eV,

(p =) = (= 9) = (pVip = 9));
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1L —Ax : L= .

Siendo ¢, y ¥ féormulas proposicionales cualesquiera.

Una vez presentados estos axiomas, la Unica regla necesaria seria la de modus ponens, que
funciona del siguiente modo para cualesquiera férmulas ¢, 1.

0, =Y
—

Definicién 1.11 Dado un conjunto de férmulas I' U {¢}, una deduccién formal de ¢ a partir
de T' es una sucesién de férmulas @1, ..., @, tal que ¢, es ¢ y para cada ¢ < n se verifican uno
de los tres casos:

= p; €', 0 bien
= ; es una instancia de un esquema de Hilbert, o bien

= Existen j,k < 1 tales que @; se obtiene a partir de ¢; y ¢} usando modus ponens.

1.4. Semantica algebraica. Algebras de Heyting.

Vamos a introducir a continuaciéon dos seménticas distintas para la légica intuicionista pro-
posicional: la seméntica algebraica, donde utilizaremos &algebras de Heyting, y, mas tarde, la
semantica de Kripke.

Tras la introduccién de las distintas semaénticas, estudiaremos dos de los resultados més
interesantes de esta légica en cada una de dichas semdanticas. Estos resultados son los conocidos
como Teorema de Correcion y Teorema de Completitud.

Vamos a desarrollar la seméantica algebraica para la 1égica intuicionista proposicional. Para
ello, vamos a analizar las propiedades algebraicas que tienen las férmulas que empleamos con
respecto a su demostrabilidad.

En primer lugar, se observa que una implicacién que es demostrable se comporta de un
modo parecido a una relaciéon de orden entre las férmulas, es decir, es reflexiva y transitiva. En
concreto, se tiene que para cada I se verifica:

» I'Fy ¢ — ¢. (Propiedad reflexiva)

» SiTky o =y 'y Y — 0, entonces T' -y ¢ — 0. (Propiedad transitiva)

Esta relacién no es antisimétrica, pero podemos convertirla en un orden parcial si identifica-
mos férmulas equivalentes. Para precisar estas ideas vamos a introducir la siguiente definicién:

Definicién 1.12 Sea I' un conjunto de férmulas proposicionales (este conjunto puede ser el
conjunto vacio). Se define la relacién ~p entre férmulas proposicionales como:

o~y siysdlosi 'kFyp—v v ThEyyv— .

Nota 1.13 A partir de ahora, omitiremos el subindice I' de la expresién ~r.
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Se observa que ~ es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de férmulas Prop. Dado
¢, se denota por [¢].. a la clase de equivalencia bajo esta relacién. Se observa entonces:

[L~={e[TEn -0} v [Tl ={e|TFxN e}

Definicién 1.14 Sea Lr el conjunto cociente Prop/ ~= {[¢]~ | ¢ € Prop}. Se define la
relacién < como:

[p]~ <r [¥]~ siysolosi T'Fyn@— .
La construccion Lr es conocida como dlgebra de Lindenbaum.

<r esta bien definido pues no depende del representante y es un orden parcial sobre Lr.
Ademids, tenemos la siguiente equivalencia trivial:

[Pl =[]~ siysdlosi [pl <r [¢]~ vy [¥]~ <r [#]~.

El siguiente paso es comprobar que el orden parcial (Lr, <) es un reticulo. Para ello, veamos
en primer lugar la definicion de reticulo.

Definicién 1.15 Un reticulo es un orden parcial (A, <) tal que cada subconjunto de dos ele-
mentos {a,b} de A poseen un supremo y un infimo en A. Se usa la expresién a b para hablar
del supremo de {a,b} en A (también denotado supa{a,b}) y a U b para hablar del infimo de
{a,b} en A (que denotamos infa{a,b}). Si existe el supremo del reticulo, éste serda denotado con
un 1. Del mismo modo, si existe el infimo del reticulo, éste serd denotado con un 0.

Por lo tanto, conociendo la definicién de reticulo, nos queda ver que efectivamente el orden
parcial (Lr, <) verifica las condiciones para serlo.

Definicion 1.16 Se definen las siguientes operaciones:

[Pl U Y] = [ VY]
[Pl T[]~ = [0 Al

Estas operaciones estan bien definidas, pues son demostrables:

Flp e d) = (<) = (eVY) < (¢ VYY)
Flp e @) = (o) = (pAY) < (¢ AY)))

Se comprueba facilmente que [¢]~ L[]~ es el supremo del conjunto {[¢]~, [¢]~} y del mismo
modo [p]~ M []~ es el infimo de dicho conjunto. Andlogamente, podemos comprobar que no
sélo (Lr, <) es un reticulo, sino que [T]~ es el supremo y [L]. es el infimo.

Ademas, Lr es un reticulo distributivo, es decir, satisface que para todo a,b,c € Lp:

afl(bUe)=(anb)U(aMe) y al(bMec)=(allb)M(alc).

Nos acercamos al concepto que queremos definir, que es el concepto de Algebra de Heyting.
Para ello, vamos a introducir un concepto previo que nos sera necesario:
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Definicion 1.17 Dado un elemento ¢ de un reticulo, se dice que ¢ es un pseudo-complemento
relativo de a con respecto a b si y sélo si ¢ es el mayor elemento tal que aMc < b. El pseudo-
complemento relativo, siempre que exista, es Uinico y se denota como a = b. Existe un caso
especial denotado como —a que es el caso —a = a = 0.

En el caso del reticulo con el que estamos trabajando, es decir L, siempre existe el pseudo-
complemento relativo, concretamente,

[P~ = [l = [p = Y]~
Es este hecho el que nos define el concepto de algebra de Heyting.

Definiciéon 1.18 Un algebra de Heyting es un reticulo distributivo H, el cual posee supremo e
infimo, y tal que para todo a,b € H existe el pseudo-complemento relativo a = b.

Veremos a continuacién algunos resultados interesantes de las dlgebras de Heyting.

Lema 1.19 Dado un algebra de Heyting, se verifica:
(1) @ < b= cesequivalente a aMb < c.

(2) @ < b es equivalente a a = b= 1.

Demostracién:

Veamos en primer lugar (1). Sea d el pseudo-complemento relativo de b con respecto a ¢, es
decir, d = b = c¢. Por definicion, d es el mayor elemento tal que b d < c. Por tanto, si a < d,
entonces alb < dmnb < ¢, tal como queriamos probar.

Para el caso (2) basta ver que si a < b, entonces todo elemento ¢ del reticulo verifica aMe < b,
luego a = b es en efecto el supremo del conjunto. O

Definicién 1.20 Sea H = (H, <) un algebra de Heyting. Una evaluacién en # es una funcién
v: VP — H. Dada una evaluacién v en H, se define el valor [¢], de una férmula ¢ con respecto
a v del siguiente modo:

[plo = v(p) parape VP
IIJ—]]U =0;
e VYl = [e]o U]
[ Al = []o M [0 ;
[ = ¥]o = [w]o = [¥]v-

Nota 1.21 Sea H un algebra de Heyting. Utilizaremos la siguiente notacién:
= Si v es una evaluaciéon en H y [¢], = 1 se escribird H,v = .
» Cuando H,v = ¢ para todo evaluacién v en H, se escribird H = .
» Cuando H,v |= ¢ para toda férmula ¢ € I', se escribird H,v =T

» Cuando H,v =T para toda evaluacién v en H, se escribird H =T
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» Cuando H,v | ¢ para toda dlgebra de Heyting H y toda evaluacién v en H, se escri-
bird = .

» Cuando H,v =T implique H, v |= ¢ para toda algebra de Heyting H y toda evaluacién v
en H, se escribird I' = ¢.

Si se verifica |= ¢, se dice que ¢ es una tautologia intuicionista.
Tras esta presentacién de las dlgebras de Heyting y de la semantica algebraica, estamos
preparados para probar los siguientes resultados:

Teorema 1.22 (Teorema de Correccién) Sean I' C Prop finito y ¢ € Prop. Si T by ¢,
entonces se verifica que I' = .

Demostracién:
Fijemos un algebra de Heyting H, y sea v una evaluacién en H. Tomemos I' = {¢1,...,9,}.
Sea [I'], = [¢¥1]y M- - M [9,],. Bastaria probar que para todo v evaluacién en H, se verifica:

Si 'k ¢, entonces [I'], < [¢]o-

En particular, el caso que nos interesa es el caso [I'], = 1, pues en tal caso [['], = 1 nos
dard [¢], = 1. Vamos a realizar una prueba por induccién sobre la altura de la demostracién.

ok Se considera el caso base, en el cual tenemos un axioma de la forma I', ¢ F . Consideremos
pre pre
el conjunto IV = {¥1,...,9,,¢}. Queremos probar que entonces se verifica [I"], < [¢]o,
pero [, = [P1]o T+ T [9n]w T [¢]lo < [¢]w, probando asi lo que desedbamos.

(— I) Por definicién, se verifica 1 — ¢2]v = [¢1]v = [¢2]v- Recordemos que [p1], = [¢2]v
es el pseudo-complemento relativo, por lo tanto es el mayor elemento del reticulo tal que
[eilloM([e1le = [w2llv) < [@2]v- Por hipétesis de induccidn, si tenemos I', g1 F @2 entonces
[T M [e1]e < [p2]o- Por ser [¢1], = [¢2]v €l pseudo-complemento relativo, se verifica
entonces que [[']y, < ([¢1]o = [w2]v) = [w1 — @20

(— E) Si la regla utilizada a altura m + 1 es la regla de eliminacién de la implicacién tenemos:

Fl—g01—>g02 F}—(pl
FFQOQ

Se observa que para aplicar la regla de eliminacién de la implicacién hemos demostrado a
lo largo de la prueba I' - (o1 — p2) y T' F ¢1, para llegar como resultado a I' - 5. Por
hipétesis de induccién, si tenemos I' F ¢ — @9 entonces se verifica [I'], < [¢1 — p2]e.
Del mismo modo, cuando tenemos I' - ¢ se verifica [I'], < [¢i1]v. Lo que deseamos

probar es [I'], < [¢2]v. Puesto que [I'], < [v1 — w2lv = [e1]v = [¢2]v, se tiene
entonces [p1]y M [Ty < [p2]v- Ademds, tenemos [I'], < [¢1],. Por tanto, se verifica

[Tl = [w1]o M [Tlw < [@2]o-
(AI) Queremos probar [I'], < [¢1 A @2].-
Por definicién, sabemos que se verifica [¢1 A p2]u = [@1]v M [¢2]v, luego lo que queremos
probar es [I'], < [e1]o M [w2]o-
Recordemos el funcionamiento de la regla de introduccién de la conjuncion:

Fl—gol Fl—(pQ
I'Fp1 A
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Por tanto, por hipétesis de induccién se verifica [I'], < [¢1]v v [I']v < [@2]0-

Tendriamos entonces [I'], M [w2]ls < [e1]e M [e2]v ¥ [Tle M [e1]v < [w2lo M [@1]v, luego

[]o 1 [2llo T [T]w T 1] = [Tlo < [e1]o M {p2lo T [w2]o T e1le = [e1]s M [e2]0, tal
como queriamos demostrar.

Al aplicar por ultimo la regla de eliminacién de la conjuncién, tenemos I' F ©1 A @9, v
vamos a llegar a I' - 1 y I' F ¢. Por tanto, queremos probar que se verifica [I'], < [¢1]

y [ITo < [p2]o-
Por hipdétesis de induccion, [[F]]v < [[‘Pl A (PZ]]U = [[‘Pl]]v r [[902]]1)7 y [[‘Pl]]v r [[‘PQ]]v < [[801]]11 s
[e1]o M [p2]v < [@2]o- Por tanto, [T], < [w1]v v [T < [w2]o-

Queremos probar [I'], < [¢1 V @2],. Por definicién sabemos que se verifica lo siguiente:
[e1 vV @2llo = 1] U [02]o-

Recordemos el funcionamiento de la regla de introduccién de la disyuncién:

Pl—(pl Fl—gog
' p1 Vs I'Fp1 Vs

Vamos a realizar la prueba suponiendo que tenemos probado I' = ¢; (el caso I' - @9 es
analogo). Tenemos entonces que se verifica [I'], < [p1],. Es trivial ver que se verifica

[[(Pl]]v < [[(Pl]]v U [[(P2]]va por tanto [[F]]v < [[801]]1) < [[Solﬂv U [[902]]1) = [[(Pl V (PZ]]U-

Cuando la iltima regla que utilizamos es la eliminacién de la disyuncién, llegamos a I' - (3
a partir de la siguiente expresion:

FoorFes Topablps TV
FI—Lp3

Queremos probar por tanto que [I'], < [¢3]o-

Tenemos I', o1 F @3, luego [I'], N [e1]v < [ws]e-

Del mismo modo, tenemos I, p2 F @3, luego [I'], M [v2]s < [¢s]o-

Por dltimo, tenemos I' - @1 V @9, luego [I'], < [¢1 V w2]v < [w1]v U [¢2]0-

De esto ultimo obtendriamos [I'], M ([e1]s U [¢2]v) = [T']w, luego finalmente tendriamos
[T]o = [T 11 ([ea]lo U [w2lle) = ([TTw T {e1]lw) U ([T T {p2]lv) < [@s]e U (@3] = (@3-
Quedaria probado entonces [I'], < [ps].

Si esta es la tultima regla utilizada, entonces tenemos que [I'], < [L], ¥y queremos probar
que [I']y < [¢]o- Por definicién, [L], = 0, luego el resultado es inmediato.

Todos estos casos los hemos demostrado para un v arbitrario, de modo que queda probado
para todo v, y por tanto si I' F ¢, entonces I' = . O

Corolario 1.23 El resultado del teorema 1.22 se verifica en caso de I' infinito. Basta con tomar
un subconjunto I'g C I finito para realizar la prueba.

Teorema 1.24 (Teorema de Completitud) Sean I' C Prop y ¢ € Prop. Si I" = ¢ entonces
se verifica I' - .
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Demostracién:
Para probar esta implicacion, basta recordar la construccién que hemos hecho de nuestra
algebra de Lindenbaum y aplicar reduccién al absurdo.

Supongamos que, en efecto, I' = ¢ pero I' I/ ¢. Entonces, ¢ +#r T, es decir, [p]. # 1 en
Lr. Definimos una evaluacién v en Lr como v(p) = [p]~. Mediante induccién sobre férmulas, se
prueba que [¢], = [¢]~ para todo 1, luego para todo ¥ € I se tiene [¥], = 1. Sin embargo, se
sigue que [, = [¢]~ # 1, luego I |~ ¢, llevandonos esto a contradiccién. Por tanto, si I' = ¢,
entonces I' F ¢. O

Corolario 1.25 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) T'F .
(2) Tk

1.5. Semantica de Kripke.

Definiciéon 1.26 Un modelo de Kripke es una tripleta de la forma:

M= (K, <,IF),

donde K es un conjunto no vacio, cuyos elementos llamaremos estados o mundos posibles, < es un
orden parcial en K y I es una relacién binaria entre elementos de K y variables proposicionales.
La relacién I (que leeremos como“fuerza’”) debe verificar la siguiente condicién de monotonia:

Sik <k ykl-p, entonces k' I p.

En esta nueva seméntica partimos uinicamente de las proposiciones que ya sabemos ciertas,
y vamos anadiendo la informacién que vamos obteniendo a lo largo de la prueba como nuevas
proposiciones que podran ser utilizadas a partir de ese momento. La idea es que los elementos
del modelo representan distintos estados de conocimiento. La relacion < indica cémo vamos
extendiendo a distintos estados a medida que vamos ganando conocimiento, y la relacién I- de-
termina que variables proposicionales pueden asumirse dado un estado en concreto. Extendemos
esta relacién para proporcionar un significado a todas las formulas proposicionales del siguiente
modo:
Definicién 1.27 Dado un modelo de Kripke M = (K, <,I), entonces para cada k € K,

m klF@pVysiysolosikl-poklkay;

s kIFpAyYsiysolosiklFopyklIF;

s k@ — 1) siy solosi k' I para todo k' > k con k' I+ ¢;

= kIFL1 no ocurre nunca.

Nota 1.28 La definicién anterior implica la siguiente regla para la negacién:

s kI = siy sélosi k' | ¢ para todo k' > k.
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Nota 1.29 Dado un modelo de Kripke M = (K, <,IF), la notacién |- puede ser usada de
distintas maneras. Introducimos la siguiente notacion:

= KEscribimos M, k IF ¢ para dejar claro el modelo que estamos usando.

s Escribimos M IF ¢ cuando k I+ ¢ para todo k € M.

Cuando aparece escrito k IF I', queremos decir que k I- ¢ para todo @ € T'.

= Cuando escribimos M IF I" queremos decir que se verifica k IF ¢ para todo k € M, ¢ € .

La expresiéon I' IF ¢ quiere decir que para todo modelo de Kripke M y todo estado k£ de
M, la condicién M, k I T implica M, k I .

La condiciéon de monotonia impuesta a la relacién IF se puede generalizar del siguiente modo
aplicando induccién sobre férmulas:

Lema 1.30 Si k < k' y kI ¢, entonces k' IF .

Demostracién:

La demostracién de este lema es una clara demostracién mediante induccién sobre féormulas.
El caso base en este caso seria el caso en el que k IF p, siendo p una variable proposicional. En
este caso, por definicién ya tendriamos k' I- p para todo k' > k.

Vamos a ver cOmo se irfa realizando la demostraciéon mediante induccién sobre férmulas.
Veremos algunos casos, dejando el resto al lector.

(V) Si ¢ es 1 V pa. Entonces k IF @1 V ¢y. Por definicién, entonces k IF p; o k IF 9. Si
k I+ o1, entonces por hipétesis de induccién para todo k' > k, k' IF 1, luego k' IF o1 V s.
Andlogamente ocurriria para s.

(A) Sipespr Apa, y klIF @i Aps, por definicién k IF o1 y k IF ¢2. Por tanto, como k IF ¢1,
entonces por hipdtesis de induccién para k' > k se verifica k' IF o1, y del mismo modo como
k I @9, entonces por hipétesis de induccién k' IF g para k' > k. Por tanto, k' I 1 A po.

Los casos restantes se dejan al lector. 0
Vamos a ver a continuacién un ejemplo de un modelo de Kripke.
Ejemplo 1.31 Sea K = {k,k',k"}, tal que k < k', k" pero k', k” no pueden ser comparados.

Tomemos ahora el modelo de Kripke M = (K, <,IF), de modo que k' I p , k" IF ¢ y k I p,q.
Este modelo puede representarse del siguiente modo:

v
N\

q

Se observa que, por ejemplo, tenemos k|- =—=(pV q) y kIF (p — q) — ¢, pero k If pV —p.

Teorema 1.32 (Teorema de Correccién) Sean I' C Prop finito y ¢ € Prop. Si T by ¢,
entonces se verifica que I' I- ¢.
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Demostracién:
Vamos a probarlo por induccién sobre la altura de la demostracién, viendo cual ha sido la
ultima regla utilizada.

(Lo ko)

(= 1)

(— E)

(AT

)

Es el caso base. Queremos ver que dado I',p ¢, entonces se verifica I', ¢ IF ¢. Por
tanto, quiero ver que dado k IF T', ¢, entonces k IF ¢, pero esto se tiene directamente por
definicién.

FEn este caso, querriamos probar que I' F o1 — @9 implica I' IF o1 — 2. Por tanto, quiero
ver que dado k IF I, entonces k IF o1 — .

Supongamos que hemos obtenido I' F 1 — o de la expresién I', o1 F po. Sea k IF T,
tomo k' > k tal que &’ IF ¢1. Por monotonia, tenemos que k' I+ T, 1. Por lo tanto, basta
verificar que en este caso k' I oo para obtener el resultado deseado.

Puesto que k' IF T',1 y I', o1 IF 2, por hipétesis de induccién &' I 9 y por tanto
k I+ ©1 — P2.

FEn este caso queremos probar que I' I @9 teniendo como ultimo paso de nuestra prueba
lo siguiente:
I'tpr =92 T'Eogy
' g2

Tomamos k IF I'. Entonces por hipétesis de induccién tenemos que k IF 3 — @2 v que
k I+ 1. Tomamos k' > k. Por monotonia sabemos que k' I 1, y como k IF o1 — o,
obtenemos que k' IF o9 para todo k' > k, luego k IF po.

En el dltimo paso de la prueba tendriamos lo siguiente:

F'Fer Tk o
I'F o1 A

Queremos probar que I' F @1 A o implica I' IF 1 A 9. Por tanto, queremos ver que dado
kIF T, entonces k IF @1 A pa.

Para ver que se cumple k IF @1 Ao basta ver que se cumple k |- @1 v k IF 9, pero tenemos
I'F 1y ' s, luego por hipétesis de induccién para k IF I" tenemos k I- @1 v k IF .

Tendriamos lo siguiente:
i Apa T'FEoeiAps
Ther ° TF g

Queremos ver que en este caso I' - ¢ implica I' IF @1 y I' F @9 implica I' IF 5. Basta
probar entonces que dado k IF T'; se verifica k IF o1 v k IF 2. Por hipdtesis de induccion,
dado k IF T se verifica k IF @1 A @a, v por definicion tenemos k IF ¢1 v k IF @a.

En el dltimo paso de la prueba tendriamos:

Pl—gol
I'F o1V

Vamos a verlo para (V I), siendo anédlogo para (V Iz). Queremos ver que I' F ¢ V9 implica
' IF @1 V 9, es decir, que dado k I+ T' se verifica k |- ¢1 V @s. Por hipdtesis de induccién
tenemos que para k IF I" entonces k I 1, y por definicién de |- tenemos k IF @1 V ¢o.
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(VE) Supongamos que nuestro tultimo paso en la prueba es este:

Lot s Tipabes T'Ee1 Vs

vV E
Fl—tpg ( )

Por tanto, habiendo obtenido I' - ¢3 de la expresién anterior, queremos probar que esto
implica I' IF ¢3. Es decir, queremos probar que dado k IFF I" entonces k IF 3.

En primer lugar tenemos que dado k I I, ¢1 entonces k IF ¢3. Del mismo modo, si tenemos
k IF T, 9, entonces k I 3. Por tanto, basta probar que para k I I también se verifica
k- @1 0k lIF po.

Pero por otro lado, tenemos I' - 1 V 9, luego dado k I T, o bien k IF 1 o bien & IF @9,
llegando asi a lo que necesitdbamos para probar que, efectivamente, I' I- 3.

(L E) Queremos ver que I' F ¢ implica I' IF ¢ teniendo ya probado I' L. Por tanto, ya tenemos
T'IFL, y esto s6lo quiere decir que es imposible que ocurra k I- T', luego podemos decir que
I" IF ¢ sin problema.

Corolario 1.33 El resultado del teorema 1.32 se verifica en caso de I' infinito. Basta con tomar
un subconjunto I'g C T finito para realizar la prueba.

Una vez presentada la semantica de Kripke y el teorema de Correccion, vamos a presentar
unos resultados que prueban que toda algebra de Heyting puede ser transformada en un modelo
de Kripke, y del mismo modo todo modelo de Kripke puede ser transformado en un dlgebra de
Heyting.

Vamos a ver en primer lugar que dado un modelo de Kripke, podemos transformarlo en un
algebra de Heyting.

Teorema 1.34 Dado un modelo de Kripke M = (K, <,IFF), existe un dlgebra de Heyting H y
una evaluacién v en H tal que las condiciones M Ik ¢ v H, v |= ¢ son equivalentes para todo .

Demostracién:

A lo largo de la demostracion, utilizaremos la expresién < para referirnos a dos relaciones de
orden parcial distintas. Por tanto, la expresién <j se referira al orden parcial en el conjunto H,
mientras que <g se referird al orden parcial del conjunto K.

Consideremos el modelo de Kripke M = (K, <g,IF). Queremos probar que puede ser trans-
formado en un &lgebra de Heyting H. Para ello, vamos a considerar el siguiente modelo alge-
braico:

<H7 SH7U>'

Nuestro deseo es construir H, <y y v de modo que el modelo algebraico sea, en efecto, un algebra
de Heyting H.
Para ello, la funcién v de nuestro conjunto debe verificar:

v(p) = [¢]s = 1 siy sélo si para todo k € K, kI ¢.
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Ademas, la estructura (H, <p) debe ser un reticulo distributivo que posea supremo, infimo
y con pseudo-complemento relativo para todo elemento a, b del conjunto.

El primer paso es ver cémo construir H y <pg.

Dado K' C K, se dice que K’ es cerrado con respecto a <k para todo k € K’ si dado
k' >k k entonces k' € K’'. Vamos a considerar ahora el conjunto H como el conjunto de todos
los K’ cerrados con respecto a <p. Del mismo modo, consideramos que el orden parcial <p es
la inclusion.

Definimos ahora la funcién v como v(p) = [¢], = {k € K | k IF ¢}.

En primer lugar, debemos ver que (H, <p) verifica las condiciones para ser un algebra de
Heyting. Es facil comprobar que efectivamente existen el supremo y el infimo, pues en este
caso L y M se refieren a la union y la interseccién de cerrados, y como se verifica que tanto la
unién como la intereseccién de cerrados es cerrada, nuestro supremo corresponderia a la unién
y nuestro infimo a la interseccion. Del mismo modo, es muy sencillo comprobar que el menor
elemento es ) € H.

Si que vamos a probar que para todo elemento a, b € H existe el pseudo-complemento relativo
a = b, es decir, existe ¢ € H tal que c es el mayor elemento que verifica a M ¢ <pg b. Para ello,
consideramos el conjunto P como el mayor subconjunto de (K\a) Lb cerrado bajo <p. Basta
ver entonces que para todo ¢ € H, se verifica:

c<gPsiysolosialc<ghb.

(=) Supongamos ¢ <y P. En este caso, tendriamos que <y es en realidad C, Mes Ny Ues U.
Por tanto ¢ C P, luego ¢ C (K\a)Ub, o lo que es lo mismo, ¢ <y (K\a)Ub. Si intersecamos
ahora con a, tenemos aMc <y al[(K\a)Ub], que por teoria de conjuntos serfa igual a
allc<gallb. Tenemos que aMb <y b, luego alMc <gb.

(<) Supongamos ahora a M ¢ <pg b. Por teoria de conjuntos, si unimos con (c\a) tenemos
(aMe)U(c\a) <g bU(c\a), que seria (a U (c\a)) M (cU (c\a)) <g bU(c\a), o lo que es lo
mismo, ¢ <y bl (c\a). Por tanto, ¢ <g bU (K\a).

Ademas, sabemos que ¢ € H, luego ¢ es cerrado bajo <p. Por tanto,
c<pyg P.

Una vez visto que efectivamente (H, <p) verifica las condiciones anteriores, nos queda ver
que v verifica la condicién necesaria. Para ello, basta comprobar que v verifica las siguientes

condiciones:
1. [L], = 0;
2. o vele = [elo U [¢];
3. [e Ay]w = [e]o M Y] ;
4. o = ¥]o = [@lo = [¥]o-

Las tres primeras condiciones son triviales, siguiendo a continuacién la prueba de la cuarta
condicion.

Debemos probar por tanto que [¢ — ¥], = [¢]s = [¢]v, es decir, que [ — 9], es
efectivamente el mayor ¢ € H que verifica:

lelo Me <m [W]o.
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Veamos en primer lugar que se verifica [¢], M [¢ — ¢]y <g [¢]y». Por la definicién, esto
seria equivalente a:

{k|lklFp}n{k|klFo—v} C{k]|kIFy}.

Y ver que se verifica es trivial, pues por definicién si k IF ¢ y k IF ¢ — 1, entonces k I 1.

Lo tnico que queda ver es que es el mayor elemento que lo verifica. Vamos a proceder por
reduccién al absurdo. Supongamos que existe un elemento d € H tal que [¢], Md <g [¢],
de modo que [¢ — Y], <g d. Debe existir entonces algun estado k € K tal que k € d pero
k & [¢ — 9], Esto es lo mismo que decir k I ¢ — 1. Sabemos entonces que existe k' > k,
tal que k' IF ¢ y K’ IF 1. Como d es cerrado bajo <y, entonces k' € d. Por otra parte, tenemos
que k' € [¢]y, luego k' € [p], Nd. Por tanto, tendrfamos k" € [¢],, luego k" I 1), llegando asf a
contradiccion.

Hemos probado entonces que v verifica todas las condiciones necesarias, luego (H,<p,v)
seria un dlgebra de Heyting que verificaria:

v(p) = [¢]s =1 siy sélo si para todo k € K,k IF ¢,
probando asi la equivalencia deseada. O
Nota 1.35 El dlgebra de Heyting construida en el resultado anterior es el dlgebra de los abiertos
de un cierto espacio topoldgico.

De hecho, si (H,<) es un orden parcial entonces O = {K C H | K es cerrado bajo <} es
una topologia sobre H que denominamos la topologia de Alexandroff.

Teorema 1.36 Sea T' = (X, O) una topologia sobre el conjunto X. H = (O, C) es un algebra
de Heyting en el cual se verifica:

= Las operaciones LI, son la union y la interseccién de conjuntos habituales;
» A= B = Int(—AU B) siendo A, B conjuntos abiertos arbitrarios;

» ~ A= 1Int(—A), siendo — el complementario del conjunto A.

Particularmente se tiene:

Teorema 1.37 Sea H el algebra de todos los subconjuntos abiertos de:
= Kl conjunto de los ntimeros reales R, o
= Kl conjunto de los ntimeros racionales Q, o
» Cualquier producto cartesiano de los anteriores, como por ejemplo R?.

Entonces H = ¢ si y s6lo si ¢ es una férmula vélida.

Ahora veremos la construcciéon en direccién contraria, es decir, veremos cé6mo obtener un
modelo de Kripke a partir de un dlgebra de Heyting dada. Para ello, presentaremos una serie de
resultados que seran necesarios. Estos resultados nos seran ttiles en la prueba del teorema de
Completitud.

Definicién 1.38 Un filtro en un dlgebra de Heyting H = (H, <) es un subcojunto no vacio F
de H, tal que verifica:
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m a,b€ F implica alb € F,
m g€ Fya<bimplicabe F.

Diremos que un filtro F es propio si y sélo si F' # H. Diremos que F es primo si y sélo si
alUb e F implica que o bien a € F' o bien b € F'.

Lema 1.39 Se considera un subconjunto A de un algebra de Heyting H = (H, <) y definimos
el conjunto F' como F = {a € H | Existen ay,...,a; € A,a > a1 M---Mag}. Este conjunto es el
menor filtro que contiene a A. Si ademds se verifica aj M ---Mag # 0 para todos los conjuntos
finitos {ai,...,ax} C A, el filtro F es propio.

Demostracién:
Vamos a ver que el conjunto F' = {a € H | a > a3 M---May para algunos ay,...,a; € A} es
un filtro. Para ello, debe cumplir las dos condiciones de la definicién.

» Tomemos a,b € F. Para que F sea un filtro debe verificarse que a b € F. Dado a € F,
entonces a > a1 M ---May para ay,...,ar € A. Del mismo modo, dado b € F, entonces
b>ajM---Maj, paraal,...,a); € A. Si ahora calculamos a1b, a partir de lo anterior nos
quedaalb>a M- -MagMNa)M---May, luego aMb € F tal como querfamos probar.

= Queremos probar que dado a € F'y tomando b > a, entonces b € F. Dado a € F, se verifica
a>ayMN---Mag para ay,...,a;r € A. Tenemos que b > a, luego b > a > a1 M---Mag para
ai,...,ar € A, obteniéndose entonces b € F'.

Ver que F' es en efecto el menor filtro que contiene a A es muy sencillo. Consideremos
cualquier filtro F’ que contenga a A. Por definicién de filtro, a1M- - -May € F’' para aq,...,a € A,
y del mismo modo, para todo elemento a tal que a > a1 M---Mag con ay,...,a; € A, se verifica
a € F'. Por tanto, FF C F". o

Lema 1.40 Sea F' un filtro propio en ‘H y tomemos a tal que a € F. Entonces existe un filtro
primo G tal que F C Gy a ¢ G.

Demostracién:

Sea F = {E C H| Eesfiltroy F C E,a ¢ E}. Es ficil ver que la unién de una cadena
arbitraria de F es en si mismo un elemento de F. Por tanto, cualquier cadena de F tiene
una cota superior en F. El lema de Kuratowski-Zorn dice que dado un conjunto parcialmente
ordenado P tal que verifique que toda cadena del mismo posee una cota superior, entonces
existe al menos un elemento maximal del conjunto. Aplicdndolo ahora a nuestro conjunto F, se
concluye que F tiene un elemento maximal con respecto a la inclusion, G. Veremos que G es,
en efecto, un filtro primo.

Tomemos y € H, y consideremos G, como Gy = {z | ¢ > g My, para algin g € G}. Por
el lema 1.39, sabemos que cada Gy es un filtro y G C G,. Ademsés, y € Gy. Lo que nosotros
queremos que se verifique es que si bl ¢ € G, entonces o bien Gy o bien G, pertenece a F.
G C Gy € F implica G = G, por tanto, o bien b € G o bien ¢ € G, ya que hemos dicho que G
es maximal. Vamos a verlo por reduccién al absurdo.

Supongamos que, por el contrario, ni Gy ni G, pertenecen a F. Nuestro a verificaria entonces
que a € Gy N G.. Sabemos que existen g1,92 € G tales que g1 M b < ayge Mc < aycomo
allc e G, se tiene (g1 M go)M (b U c) €G.

Por otro lado, se verificaa=a U a> (g1 M gaMb)U(g1 MgaMec)=(g1 Mga)(bUc),y
(g1 M g2) M (b Uec) € G, lo que implicaria que a € G, llegando asi a una contradiccién. o



24 CAPITULO 1. LOGICA INTUICIONISTA PROPOSICIONAL.

Lema 1.41 Sea v una evaluacién en un algebra de Heyting H tal que 0 # 1. Entonces existe un
modelo de Kripke M = (K, <,IF) tal que las condiciones H,v = ¢ y M IF ¢ son equivalentes
para todo .

Demostracién:

Tomemos como K el conjunto de todos los filtros primos de H. La relacién < es realmente la
inclusién, y diremos F' IF p si y sélo si v(p) € F. Vamos a probar que para toda férmula 1) se
verifica:

F I siy sélosi [¢], € F. (1.1)

Lo veremos por induccién sobre . El nico caso no trivial es el caso en el que 9 es 1 — ¥s.
Los otros casos se dejan al lector, haciendo notar que el caso de la disyuncién es el caso que nos
exige que el filtro sea primo, pues si no lo fuese no tendria por qué verificarse.

(=) Vamos a ver en primer lugar la implicacién hacia la derecha. Vamos a probarla por reduc-
cién al absurdo.

Supongamos que F I 11 — 19, pero [¢1 — ¥o]y = [W1]o = [¢2]v € F.

Tomemos el menor filtro G’ que contenga F U {[11],}. Por el lema 1.39, G’ verifica que
G ={b|b> fn[iY1], para algin f € F}. Ademds, [i2], € G’ ya que de otro modo
tendrfamos f € F tal que [¢2], > f M [¥1]y v por tanto f < [ = [w2], € F, lo cual es
absurdo. En particular, G’ es propio.

Aplicando el lema 1.40, vamos a extender nuestro filtro G’ a un filtro primo G, de manera
que G no contenga a [12],. Por hipétesis de induccién, G I+ 11, pues [¢1], € G, pero
como F' Ik ¢y — g, se tendria que G IF 12, luego por hipétesis de induccién [¢2], € G,
llegando asi a una contradiccién.

(<) Vamos a ver ahora la implicacién hacia la izquierda.

Vamos a asumir que [¢); — 2], € F'y F C G IF ¢1. Mediante hipétesis de induccién
obtenemos que [¢1], € G, y como sabemos que se verifica ' C G, entonces tenemos

[t1]s = [¥2]v € G. Por tanto, [wa]l, > [¢1]e N ([¥1]e = [¢2]v) € G, luego [¥2], € G. De
nuevo por hipdtesis de induccién tenemos G IF 5.

Habiendo probado (1.1), supongamos que H, v & ¢, es decir, [¢], # 1. Entonces el filtro {1}
puede ser extendido a un filtro primo G de modo que [¢], € G, luego M, G I ¢. Del mismo
modo, si tenemos H,v |= ¢, entonces [¢], =1, y 1 estd en todos los filtros de H. o

Corolario 1.42 Dada una férmula ¢, entonces ¢ es vélida en algin modelo de Kripke si y sélo
si ¢ es vélida en algtin algebra de Heyting.

Corolario 1.43 Una férmula ¢ es véalida en todo modelo de Kripke si y sélo si ¢ es valida en

todo algebra de Heyting.

Teorema 1.44 (Teorema de Completitud) Sean I' C Propy ¢ € Prop. SiT' I ¢, entonces
se verifica que I' - ¢.
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Demostracién:

Queremos ver que si I' I ¢ entonces I' = . Hemos establecido una relacion entre las algebras
de Heyting y los modelos de Kripke, de modo que una férmula ¢ es valida en uno si y sélo si lo
es en el otro. Es decir, I'IF ¢ si y sélosi I' = .

Supongamos que I' ¥ . Tenemos por el teorema de Completitud 1.24 que entonces existe
H,v =Ty H,v [~ . Por tanto, existe un modelo de Kripke M tal que MIFT y M If ¢. g

Nota 1.45 El teorema de Correccién 1.32 podria haberse demostrado directamente utilizando
los resultados que nos relacionan un modelo de Kripke con un algebra de Heyting, pudiendo
probarse entonces aplicando el teorema de Correccion 1.22; que ya ha sido demostrado.

Corolario 1.46 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) TF .

(2) T'IF .

Corolario 1.47 Las siguientes condiciones son equivalentes:

Para todo algebra de Heyting H de un espacio topoldgico y toda evaluacién v en H, si
H,v =T entonces H,v = .

Demostracion:

Vamos a ver (4) = (1). Supongamos que se verifica (4). Si T' I/ ¢ entonces T' I ¢. Por la
prueba del teorema 1.34 existe un dlgebra de Heyting H que proviene de un espacio topoldgico
tal que H,v =T pero H,v [~ ¢. o
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Capitulo 2

Loégica intuicionista de primer orden.

2.1. Lenguaje de la légica intuicionista de primer orden.

En el capitulo anterior hemos trabajado con la légica intuiconista proposicional. El siguiente
paso es extender estos resultados a la légica de primer orden. Para ello, vamos a trabajar sobre
la base que hemos planteado en la légica proposicional, introduciendo al lenguaje ya presentado
nuevos simbolos l6gicos conocidos como cuantificadores que nos permitiran ampliar las expre-
siones que podremos traducir a un lenguaje matematico y que, a su vez, hardn que aparezcan
nuevos resultados interesantes. Vamos a recurrir a mucho de lo ya presentado anteriormente, y
simplemente iremos indicando los nuevos resultados que proporcionan estas nuevas conectivas,
siendo todo lo probado en légica proposicional cierto también en légica de primer orden. Esto
nos muesta la idea de que esta primera logica estd contenida dentro de la segunda.

Un lenguaje L de primer orden consta de los siguientes simbolos:

= Simbolos légicos:

e Variables: z,y,2,...,%1,%2,... .

e Conectivas légicas: L, A,V,— (Trabajaremos con las mismas conectivas que en la
légica intuicionista proposicional).

e Cuantificadores:

Para todo: V  Existe: 3.

e Simbolo de igualdad: =.
= Simbolos propios:

e Simbolos de constantes: a,b,c,...,a1,az2,... .
e Simbolos de predicado (con aridad): P,Q, R, ..., Py, Ps,... .
e Simbolos de funcién (con aridad): f,g,h,..., fi, fo,... .

= Simbolos auxiliares: Al igual que en el caso de la légica proposicional, nuestros simbolos
auxiliares seran los paréntesis ‘(’ y ¢)’.

s Términos:

e Las variables.
e Las constantes.

e f(t1,...,ty), siendo ty,...,t, términos del lenguaje y f una funcién n-aria del len-
guaje.

27
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s Férmulas atémicas:

e Dados t1 y to términos, entonces t; = to es una férmula atémica.
e Si P es un simbolo de predicado n-aria, y t1, .. ., t, son términos, entonces P(ty, ..., t,)

es una formula atémica.

» Férmulas: Consideramos el conjunto de férmulas de un lenguaje Form(L) como el menor
conjunto de expresiones ¢ que verifique:

e Todas las férmulas atémicas y la constante | dadas anteriormente pertenecen a ®.

e Si oy € D, entonces (¢ — V), (@ V), (p Ap) € & (Al igual que en el caso
proposicional, la expresién —p serfa la abreviatura de ¢ —_1, que estd en ®).

e Sip € @, entonces Vr p,Jx p € .
Nota 2.1 Vamos a seguir la siguiente notacion:

w [, Ly, Lo, ... representa lenguajes de primer orden.

Var(L) representa el conjunto de variables de un lenguaje L.
» Term(L) representa el conjunto de términos de un lenguaje L.

» At(L) representa el conjunto de férmulas atémicas de un lenguaje L.

Ademsds, los simbolos de predicado cuya aridad sea mayor que 1 se denominardn también
relaciones.

Definicion 2.2 Una aparicién de la variable z en una férmula ¢ se considera ligada si aparece
en una subférmula ¢ de ¢ de la forma Vz ¢ 6 Jx 1. Es decir, una aparicién de la variable x se
considera ligada cuando estd en una subférmula en la que aparece cuantificada. Una aparicién
de la variable x se considera libre si no es ligada.

Definicién 2.3 La variable x se considera libre en ¢ si tiene una aparicion libre en . Del mismo
modo, se considera ligada si tiene una aparicion ligada. Una férmula cerrada es una férmula sin
variables libres.

Definicién 2.4 Dado un lenguaje L, sean ¢ € Form(L) y t € Term(L). Se dice que la variable
x es sustituible por t en ¢ si:

(1) ¢ es un término cerrado, es decir, ¢ no tiene variables o

(2) t tiene variables, pero ninguna de ellas es ligada en p[z/t].

Nota 2.5 La expresién ¢[z/t] denota la sustitucién de la variable = por el término ¢ en cada
una de sus apariciones en la férmula ¢, siendo x sustituible por ¢. Para simplificar notacién se
representard como ¢(t).

Nota 2.6 Al conjunto de férmulas cerradas de un lenguaje dado L se le denotard como Sent(L).
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2.2. C(Calculos en la légica intuicionista de primer orden.

Tal y como hicimos anteriormente con la logica intuicionista proposicional, vamos a proceder
a fijar un calculo para la légica intuicionista de primer orden. El calculo fijado serd, al igual que
en la logica intuicionista proposicional, la deduccién natural. Podemos hacernos una idea de que
el modo de trabajar con este calculo serd muy similar al empleado en proposicional, como ya
ocurrié con el lenguaje, y sélo presentara ciertos cambios debido a la aparicién de las reglas de
introduccién y eliminacién de los cuantificadores. También se hard una breve introduccién a los
sistemas de Hilbert en primer orden.

Deduccién Natural.

La deduccién natural en légica intuicionista de primer orden no es més que una ampliacion
de aquello que ya se estudié sobre deduccion natural en légica intuicionista proposicional. Por
eso mismo, las reglas de deduccién natural que presentaremos a continuacién seran aquellas
que presenten algo nuevo con respecto a lo ya estudiado anteriormente, sabiendo que todas las
presentadas anteriormente seguirdn siendo validas.

Tenemos axiomas como en el caso proposicional, es decir, I', ¢ I ¢.

Regla de introduccion del cuantificador universal:

I'F olz/u]

(V1) I'F V2 p(z)

tal que uw no aparece libre en I'.

Regla de eliminacién del cuantificador universal:

re=v
(VE) m para t € Term(L) tal que x es sustituible por ¢ en ¢.
olx

Regla de introduccién del cuantificador existencial:

'k t
(37 F}_g;p[x/(]) para t € Term(L) tal que x es sustituible por ¢ en ¢.
zp(z

Regla de eliminacién del cuantificador existencial:

F'F3zp(z) T,¢z/ulkFy
TF ¢

(3E) tal que u no aparece libre en ', p(z) y 9.

Todos los resultados presentados anteriormente en deduccién natural son igualmente véalidos
ahora. Lo tinico que vamos a hacer es anadir a los ya presentados anteriormente algunos nuevos
resultados:

Lema 2.7 Podemos completar el lema 1.8 con los siguientes resultados:
(1) F =3z p(z) > Vo —p(x).
(2) F Iz —p(z) = —Vae(z).

(3) F 3z(p(x) Vi(x)) > Jxp(z) V Iz (x).
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Demostracion:
Vamos a probar el apartado (3).
Queremos probar F Jx(e(x) V ¢(x)) <> Jrp(r) V 3xip(r). En primer lugar veremos la
implicacién hacia la derecha, es decir, F Jx(p(z) V¥ (x)) — Fz p(x) V Iz ().
Sea I' = {Jz(p(x) V ¥(x)), (u) V ¥(u)}, vamos a ver la prueba en dos partes debido a su

extension. En primer lugar, veremos que si I' - 3z ¢(x) V 3z 1) (z) entonces se prueba el resultado
deseado.

Ja(p(x) Vp(x)) - Fax(p(x) Vip(r)) Fr(e(x) V() e(u) Vo (u) b T3z p(z) V Iz ()

S(ea) V 0{0) P 32 ) V300 =o
F3z(p(x) Vip(z)) — Jxo(z) V Iz (x)
Ahora veremos cémo hemos llegado a I' - 3z ¢(x) V Jzp(x):
I p(u) - p(u) L y(u) F(u)
@1 @1
Cpw Toe 2D T S D

L' o(u)Vip(u) T,e(u) b dze(z)VIzy(x) L ¢(u) B 3z p(x) vV Iz () (VE
Fz(p(z) V() ¢(u) V(u) - 3z p(z) V ()

~

Veamos ahora la implicacién hacia la izquierda. Por tanto, lo que deseamos probar ahora es
F 3z e(x) vV Izy(x)) — Jx(e(x) V(x)). Sea T' = {Fz p(z) V x ()}, en primer lugar vamos

a probar que si I', 3z ¢(x) F Jz(p(x) V(x)) y ', Jz(z) - Fz(p(z) V (x)) entonces tenemos
el resultado deseado.

F'E3ze(z)VIzy(x) T,3zxe(z) - 3x(e(z) V(x)) T,3xp(z) - Jz(p(x) V(z))

50 pl0) V3 (o) F Il VI)
= e p@) VI 9(@) = Falp(@) v 9(@))

(VE)

A continuacién, vamos a ver que efectivamente se verifica I', 3z p(z) F Jz(p(z) V ¢ (z)):

L', p(u) = p(u)
T, o(u) F o(u) Vip(u)
T, o(u) - 3x(p(z) V i(z))
U3z p(x) -3z p(x) T,3zp(x),p(u) F 3z(p(r) VY(r))
T, 3z ¢(z) - 3z(p(z) V (z))

(VL)
31

(Debilitamiento)
(3E)

De forma anéloga, veremos I', 3z ¢ (x) F Jz(p(x) V ¢(z)):

() = (u)
L, ip(u) - o(u) Vo (u)
I ¢(u) F 32(e(z) vV o (2))
U3z y(x) F 3z ep(z) T, 3x¢(x),d(u) - Jx(e(z) v i(x))
[, 3z p(z) B Jx(p(x) V ()

(VI2)
(31

(Debilitamiento)
(3E)

Lema 2.8 Del mismo modo, podriamos completar el lema 1.10 con el siguiente resultado:
F—=Vz p(x) = Ve-—p().
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Demostracion:
Este resultado se obtiene directamente aplicando resultados vistos anteriormente:
Partimos del resultado obtenido en el lema 2.7 (2), es decir, - Jx—¢(x) — Vo ¢(x). Apli-

cando el resultado del lema 1.8 (9) tenemos - ——Vxp(r) — —Jr—p(x) sy Vz——p(z). Por
tanto, tenemos F ——=Vzp(x) — Vr——p(x).
O

Sistemas de Hilbert.

Del mismo modo, vamos a comentar como deberiamos completar lo presentado anteriormen-
te para sistemas de Hilbert de modo que se pueda aplicar este calculo a la légica intuicionista
de primer orden. Para ello, serd necesario introducir los axiomas correspondientes a los cuanti-
ficadores, asi como una nueva regla. Dado un lenguaje L anadimos los siguientes axiomas:

Vo p(x) = ¢(t) con t € Term(L) tal que x es sustituible por ¢.

V—Ax : Va(y = ) = (¥ = Yy o(y))
tal que x no aparece libre en ¢, y es o y no aparece libre en .

o(t) = Jxp(x) con t € Term(L) tal que z es sustituible por .

I-Ax Jz(p =) = (Fyely) = ¥)
tal que x no aparece libre en ¥, y es x o y no aparece libre en ¢.

Bastaria entonces anadir a la regla anterior la regla de generalizacién, que funciona del
siguiente modo:

plz/u]

Va p(x)’

siguiendo ciertas restricciones que se veran en la definicién siguiente.

Definicién 2.9 Dado un conjunto de férmulas I' U {(}, una deduccién formal de ¢ a partir de
I' es una sucesién de férmulas 1, ..., @, tal que @, es @ y para cada i < n se verifica uno de
los cuatro casos:

= p; €T, 0 bien
= (p; es una instancia de un esquema de Hilbert, o bien
» Existen j,k < i tales que ¢; es obtenido a partir de ¢; y ¢ usando modus ponens, o bien

= Existe j < ¢ tal que ¢; es ¥(u) con u no libre en ¢y, para todo k < i, y tal que ¢; es
Va ¥ (z).

2.3. Semantica de Kripke.

Ahora vamos a presentar la seméntica de la légica intuicionista de primer orden. Al igual
que en légica intuicionista proposicional, veremos la seméantica de Kripke y presentaremos los
resultados obtenidos anteriormente ampliandolos ahora al caso de primer orden.

En el caso concreto de la semantica de Kripke, veremos que la estructura que presentaremos
cambia con respecto a la presentada en légica proposicional. Aun asi, el modo de trabajar con
esta semdantica serd muy similar al anterior.

En este caso, presentaremos los resultados considerando que siempre trabajamos con un
lenguaje L que sélo posee predicados puros, por lo que no tendremos ni simbolos de funcién ni
el simbolo de igualdad.
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Definiciéon 2.10 Un modelo de Kripke para la logica intuicionista de primer orden es una
cuddrupla de la forma:
M= (K, <, D,lH),

de modo que K, <y IF verifican las mismas condiciones que en el caso proposicional, es decir, K
es un conjunto no vacio, < es un orden parcial en K y IF es una relacion binaria ya presentada
anteriormente, que relaciona los elementos de K con férmulas atémicas. El tinico elemento nuevo
en este caso es D. D es una funcién que denominaremos funcién dominio, y que asignara a cada
elemento k € K un conjunto D(k) no vacio. D debe cumplir la condicién de monotonia, es decir:

Para todo k y k', si k < k', entonces D(k) C D(k').

Debido a la introduccion de la funcién dominio, el significado de la relacién |- variard un poco
con respecto al visto en légica proposicional.

Sea D = (Jpcx D(k). Se define L(ID) = L + {d | d € D} siendo d una nueva constante para
cada d € D. Entonces I C K x P(At(L(D))) y tal que verifica:

Si kI P(dy,...,d,), entonces d; € D(k) para 1 <i <n,

» Un

Si k- P(dy,...,d,) y k <k, entonces k' |- P(d,,...,d,).

» U

La segunda condiciéon impuesta es la conocida como condicion de monotonia.

Nota 2.11 Para simplificar la notacién, utilizaremos d para referirnos tanto a d € D(k) como
ade L(D).

Definicién 2.12 Dado un modelo de Kriple M = (K, <, D, ), las condiciones de la definicién
1.27 se verifican para cada ¢ € Sent(L(ID)), y se le deben anadir los siguientes resultados para
los cuantificadores:

» k- Vap(z) siy sélo si para todo k' > k y para todo d € D(k') se verifica k" I+ ¢(d).
» k- 3z () siy sélo si existe d € D(k) tal que k |- ¢(d).

Definicién 2.13 Sea I' C Form(L) finito y ¢ € Form(L). La expresion I I- ¢ nos indica que
para todo modelo de Kripke M y todo estado k, si M,k I- ' entonces M,k IF . SiT'y ¢
no son férmulas cerradas y {x1,...,z,} es el conjunto de variables entre las que se encuentran

—
todas las variables libres de I' y ¢, entonces I'(z1, ..., x,) IF ¢(z1,...,2,) si para todo d€ D(k)

—

si M,k IF T'(d) entonces M,k I+ 90(3) Cuando T es infinito, I'(x1,...,2zy,) Ik @(x1,...,2y)

expresa que si {z1,...,2,} son las variables libres de ¢, para todo dy,...,d, € Dy todo estado
— —

k, si M,k IFT(d) entonces M, k I- ¢(d) independientemente de cémo se sustituyan las demas
variables libres de I' por constantes de D.

Nota 2.14 Se puede generalizar la condicién de monotonia, de modo que para toda férmula
@ € Sent(L(D)) se verifica:
Si k' >ky kIl ¢, entonces k' I- .

Una vez vista la semantica de Kripke y sus propiedades en la légica intuicionista de primer
orden, estamos preparados para ver los teoremas de Correccién y Completitud en primer orden.

Teorema 2.15 (Teorema de Correccién) Sean I' C Form(L) finito y ¢ € Form(L). Si
I' Fn ¢ entonces se verifica I' IF ¢.



2.3. SEMANTICA DE KRIPKE. 33

Demostracion:

Esta prueba se va a basar en la prueba del teorema 1.32. Por tanto, seguiremos una prueba
por induccién sobre la altura de la demostracion. Existen ciertos casos cuya demostracion es
andloga a la del teorema 1.32. Dichos casos son (— I),(— E), (AD),(AE), (VI),(VE), (L E),
luego dejaremos su prueba al lector.

Veamos los casos que nos faltan, es decir, los casos en los que finalizamos la prueba con una
regla de cuantificadores. Haremos explicitas las variables de I' y ¢:

(VI) Sea ésta la ultima regla utilizada:

D(z1,...,zn) Fo(u,x1,...,20)
D(z1,...,zn) FVz (2, 21,. .., 20)

Por hipétesis de induccién dado k y 36 D(k) con k IF F(g), para cada k' > k y cada
— —
ee€ D(K), K- (e, d), luego k I- Vo p(z, d).

(VE) Si la dltima regla de la prueba es ésta, tenemos:

D(z1,...,zn) E VT p(x,21,. .., 2p)
D(z1,...,2n) Fo(u,x1,...,20)

Por hipétesis de induccién dado k y 36 D(k) con k IF F(Z) se tiene k I- Vx o(z, 2), luego
—
por definicién para cada k' > k y para e € D(K’) se verifica k' I (e, d).

(1) Si la dltima regla utilizada es ésta, queremos probar que dado k y Z con k IF F(g)
entonces k IF 3z ¢(x, :i)) Por hipétesis de induccién tenemos que dado k I+ F(Z{), entonces
k- o(u, 2) Esto quiere decir que existe e € D(k) tal que k I ¢(e, :1)), luego por definicién
k Ik 3z o(x, <_1>)

(3E) Cuando en el dltimo paso de nuestra prueba tenemos lo siguiente:

D(xy,...,zp) F Iz, z1,. . xn) D(xg,..o zn), e(u, 21,0 xn) B (a0 zy)
C(z1,...,xn) F(zr,. .0 @)

Por hipétesis de induccién dado k y 26 D(k) con k I F(g) se tiene k I Jzp(x, Z) Por
= — —
definicidn, existe e € D(k) tal que k IF (e, d). Por monotonia k I+ I'(d), p(e, d) y por
—

hipétesis de induccién se tiene k I- ¥(d).

Con esto hemos probado los casos que nos faltaban para probar este teorema. 0

Corolario 2.16 El resultado del teorema 2.15 se verifica en caso de I' infinito. Basta con tomar
un subconjuto I'yg C I finito para realizar la prueba.

Recordemos que en el caso proposicional fue necesario introducir una serie de resultados
previos que serian necesarios para probar el teorema de Completitud. Del mismo modo, sera ne-
cesario ahora introducir una serie de resultados para realizar la prueba en primer orden, que se
basard en la prueba de Henkin de la légica claisca.
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Definicién 2.17 Sean I', A conjuntos de férmulas de un lenguaje dado. El par (I', A) es con-
sistente si y s6lo si no existen subconjuntos finitos I'o C T''y Ag C A tal que F ATy — \/ Ay,
siendo AD =T y V0 = L. As{ mismo, se dice que T es consistente si y sélo si el par (T',0) es
consistente, es decir, no existe ningin subconjunto finito I'y C T tal que F ATy — L.

Definicion 2.18 Dado un conjunto de constantes C', decimos que I' es C-saturado si y solo si
verifica las siguientes condiciones:

1) T es consistente.

2) SiT'F ¢, entonces ¢ € I'.

3) SiT'F ¢V, entonces o bien I' - ¢ o bien I' - 9.

(1)
(2)
(3)
(4) SiT'F 3z p(z), entonces para algin ¢ € C, ¢(c) € T

El lema que veremos a constinuacién nos presentara la construccién que se realizara para ob-
tener extensiones L(C')-saturadas para cualquier conjunto I' € Form(L), siendo C' un conjunto
infinito numerable de nuevas constantes.

Lema 2.19 (Lema de Saturacién) Supongamos I' I/ ¢ con I' € Form(L) y ¥ € Form(L).
Consideremos un conjunto C' = {¢p,c1, ...} de constantes, de modo que ¢; ¢ L para todo i.
Denotamos por L(C) al lenguaje L extendido con las constantes C. Entonces existe I'“ tal que:

(1) T cT%.

(2) T'“ es C-saturado.

(3) T¥ /9.
Demostracion:

I'“ se obtiene como |J(I'* | k € IN), siendo T'” = T. Se tiene que T'* extiende a 'Y (I'" C T*) y
I"\I'? es finito. Vamos a obtener una definicién de T'y por recursién.

Sea g(n) el primer ¢ tal que la constante ¢; no ocurre en I'™\I'. Sean (i1 V ¥;2)ien ¥

(x ¢i(7))ien una enumeracioén con infinitas repeticiones de todas las férmulas pertenecientes a

L(C) tales que poseen en ellas la disyuncién y /o el cuantificador existencial. Tenemos que definir
I'* por casos, segtn si k es par o impar:

(1) Supongamos k par, es decir, k = 2n. I'* - 3z ¢,,(x). Decimos que
20 = T2 U {on(com) 15
(2) Supongamos k impar, es decir, k = 2n+ 1. I' - 4, 1 V 1, 2. Entonces decimos que

F2n+2 — F2n+1 U {wnl}’
siendo 4 el menor del conjunto {1,2} de manera que ['*"*1 U {¢,,;} I/ 9.

(3) Si ninguno de los dos casos anteriores se verifica, decimos que I'y11 = T'.

Debido a que esto se repite infinitas veces, es facil ver que I'Y es efectivamente C-saturado,
y que 'Y H/ 9. 0
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Definicion 2.20 Sean Cy, C', ... una sucesién de conjuntos numerables de constantes disjuntos
entre si y con L. Consideremos C}f = CoUC1U---UC,. Dado ' C Form(L(C)), se define L(T")
como:

L(T") = L(C}) siendo n el menor entero m tal que I' C Form(L(Cy)).

Definicién 2.21 (Construccién del Modelo Canénico) Consideremos I'y C Form(L) un
conjunto arbitrario. Definimos:

M= (K,C,IF D),
del siguiente modo:

(1) K esta formado por todos los conjuntos de férmulas I" tales que Iy C T, siendo I saturado
con respecto a C} para algin n.

(2) SiT es Ck-saturado, entonces D(I') = C.

(3) Para una férmula atémica p en L(D(T')), tenemos I' Ik p si y sélo si p € T

Lema 2.22 Para todo I' € K y cada férmula cerrada de L(D(I")),

IN'kFesiysolosipel.

Demostracion:
Vamos a realizar la prueba por induccién sobre la férmula .

H
(P(t)) Si¢ es una férmula atémica, entonces la prueba es directa por la definicién.

(V) SipestVentonces I' IF 9 VI, y esto ocurre si y sélo si o bien I' IF ¢ o bien T I- 9. Por
tanto, o bien ¢ € I' o bien ¥ € T". Asi pues, llegamos a ¢ V¥ € T' (esto se debe a que I es
saturado).

(1 A9) Sip es b A9 la prueba en este caso es inmediata.

(v — ) Siges — 9,y supongamos I IF 1) — 9. Entonces, para todos los I saturados tales que
' C TV tenemos si I I 1) entonces IV IF 9. Supongamos T' 1/ 1) — 6, entonces I' U {1y} I/ 9.
Sea ahora I una extensién saturada de T' U {¢} tal que I” I/ 4, entonces I I 9 pero
IV I 9. Pero T' Ik ¢ — 99, llegando asi a contradiccién. Por tanto, I' F 1) — 4.

(Vz(x)) Si ¢ es Yaxp(z), y supongamos I' IF Vzi)(z), pero I' I/ Vzi)(x), siendo I' Cj-saturado.
Entonces para algiin ¢ € C; | se tiene I' I/ ¢)(c). Sabemos entonces que es posible encontrar
IV Cr  -saturado con I' C I de modo que I' I/ 9(c). Por tanto, I Iff ¢(c), llegando asf a

n
una contradiccion, luego I' IF Vz ) (x).

(Fxp(x)) Sip es Jz(x), si T IF Jxp(z) entonces T' IF ¢(c) para algin ¢ € D(T'). Por induccién,
entonces ¥ (c) € I' para algin ¢ € D(I'), y por las propiedades que debe cumplir I" al ser
saturado esto es equivalente a decir Jz ¢ (x) € I

Hemos visto todos los casos posibles, luego queda probado I' IF ¢ si y sélo si ¢ € T'. O

Teorema 2.23 (Teorema de Completitud) Sean I' C Form(L) y ¢ € Form(L). SiT |- ¢
entonces se verifica I' - .
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Demostracién:
Supongamos I' F/ ¢, y sea I'g una extension saturada de I'. Sabemos por el lema 2.19 que
@ & I'y. Debido a la construccion realizada anteriormente, se verifica entonces I'g I . O

Corolario 2.24 Las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) TF .
(2) T'IF .

Nota 2.25 Si se trabajase en légica intuicionista de primer orden donde el lenguaje ademaés de
simbolos de relaciéon {P; | i € I} posee también el simbolo de igualdad y simbolos de constantes
y de funcién {f; | j € J}, teniendo P; n(i) argumentos y f; m(j) argumentos, definirfamos la
siguiente estructura:

T= (D7N7{Pi ’ i EI},{fj ‘]G J})7
siendo D un conjunto no Va(:10 ~ una relamon de equlvalen(na en D que se interpreta como la
igualdad, P; ¢ D™ tal que si dwd y de P; entonces d cPylfje D™U) — D tal que si dwd’

entonces fj( ) — fj(d’)
Entonces, un modelo de Kripke es una estructura del siguiente modo:

M = <K7§7{({D(k)7Nka{Pl,k ‘ (S I}a{fj,k ‘ .7 € J}) | ke K}>7
de modo que satisface las siguientes condiciones de monotonia dados k < k'

= D(k) C D(K');

de d’ :>de/ d/;

Py C P s

graph(f;x) C graph(fj), siendo graph la gréfica de la funcién.



Capitulo 3
Loégica minimal.

La logica minimal pertenece, al igual que la légica intuicionista, a la rama de la logica
constructivista. Esto quiere decir que la base ideoldgica que fomentd la aparicion de ésta logica
es la misma que la de la logica intuicionista.

Vamos a considerar la l6gica minimal como el fragmento positivo de la légica intuicionista, es
decir, la 16gica minimal se obtiene a partir de la intuicionista eliminando toda la infomacién que
se posee sobre la constante |. Esto quiere decir que los simbolos 16gicos =, I tienen entonces un
signficado mas débil. Ya no conocemos nada acerca de la contradiccién, simplemente tenemos
la expresion ¢ — L, sin saber realmente qué representa esa constante .

A continuacién, presentaremos la légica minimal de un modo maés formal, trabajando direc-
tamente con primer orden, pues ya vimos anteriormente que el caso proposicional estd contenido
en este.

3.1. Lenguaje de la légica minimal.

Un lenguaje L en logica minimal vendra expresado del mismo modo que en légica intuicionista
de primer orden pero sin simbolos de igualdad.

Nota 3.1 El conjunto de términos sin variables de un lenguaje L se denotard Termq(L).
La expresién - sera la abreviatura de la expresiéon ¢ — 1. Por tanto, el simbolo — serd nuestra
negacion en légica minimal, entendiéndose ésta de un modo més débil que en el caso intuicionista.

Se sigue la misma notacién que en logica intuicionista de primer orden para referirnos a
los lenguajes, al conjunto de variables de dicho lenguaje y al conjunto de términos, férmulas
atémicas y férmulas cerradas de un lenguaje.

3.2. Calculos en la légica minimal.
Tal como ya ocurrié con la légica intuicionista, el calculo fijado para trabajar con légica

minimal serd la deduccién natural, aunque haremos una breve introduccién a los sistemas de
Hilbert.

37
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Deduccién Natural.

El hecho de no tener ninguna informacion sobre la constante | se traduce en que una de
las reglas de deducciéon natural presentadas en légica intuicionista no sera valida. En concreto,
la regla ex falso quodlibet o eliminacién del falsum ya no serd considerada valida, quedandonos
con el resto de reglas vistas anteriormente.

Utilizaremos la notacién I' k3, ¢ para expresar que el argumento I' - ¢ es demostrable en
l6gica minimal. Cuando esté claro por el contexto, omitiremos el subindice M y escribiremos
'k .

Sistemas de Hilbert.

Del mismo modo que hemos hecho con deduccion natural, vamos a ver cémo se traduce en el
calculo de los sistemas de Hilbert el hecho de que la 16gica minimal sea el fragmento positivo de
la 16gica intuicionista. Ya que ahora no poseemos informacién sobre la constante L, los sistemas
de Hilbert para la légica minimal no podran poseer el axioma | — . Nos quedaremos entonces
con el resto de axiomas vistos anteriormente.

Las reglas utilizadas serian las mismas que las presentadas en légica intuicionista, es decir,
modus ponens y regla de generalizacion. Asi mismo, la definicién dada para una deduccién formal
de ¢ mediante sistemas de Hilbert tampoco sufrird ningin cambio.

3.3. Semantica de la légica minimal. Estructuras de Beth.

La seméntica que vamos a introducir para la légica minimal estd basada en las llamadas
estructuras de Beth.

Una vez introducidas estas estructuras, explicaremos cémo se trabaja con ellas y presenta-
remos los resultados de los teoremas de Correccién y Completitud para la légica minimal.

En todo momento vamos a trabajar en un lenguaje de primer orden donde consideraremos
simbolos de relacién y simbolos de funciéon pero no simbolos de igualdad, a diferencia del caso
que trabajamos en logica intuicionista, donde era un lenguaje de predicados puro.

Vamos a considerar un conjunto parcialmente ordenado de mundos posibles. Estos mundos
seran representados mediante nodos, que formaran parte de un arbol de ramificacién finita.
Realmente estos mundos seran considerados posibles estados de conocimiento de un investigador
matematico idealizado, de modo que dado un nodo k todos los nodos siguientes a k se consideran
las distintas posibilidades en las que se puede desarrollar k en un futuro. Ademas, dado un estado
k tal que una férmula atémica p se verifica en k, entonces p debe verificarse en todos los mundos
o estados que siguen a k.

De un modo maés formal, cada estructura de Beth esta basada sobre un arbol de ramificacion
finita T'. Veamos los detalles:

Definicién 3.2 Sea S un conjunto. Un nodo k sobre S es una sucesién k = (ag,...,an—1) de
elementos de S.

Definicién 3.3 Dado un nodo k sobre S, consideraremos In(k) la longitud del estado k.
Definicién 3.4 Dados k, k' nodos sobre S, escribiremos k < k' si k es un segmento inicial de

k', es decir, si dados k = (ag,...,an—1) y k' = (bo, ..., bm—1) con n < m, se verifica a; = b; para
todo 7 < n.
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Definicion 3.5 Un drbol T sobre S serd un conjunto de nodos de S cerrado bajo segmentos
iniciales.

Definiciéon 3.6 Sea T un arbol sobre un conjunto S:

= Diremos que T es de ramificacion finita si cada nodo k € T tiene un numero finito de
sucesores inmediatos, es decir, para cada k € T existe un conjunto finito de nodos k¥’ € T
tales que k < k' con In(k') = In(k) + 1.

= Diremos que T es no acotado cuando para cada n € IN existe un nodo k& € T tal que
In(k) = n.

= Una hoja del arbol T es un nodo que no posee ningiin sucesor en 7.

A partir de ahora, y para el desarrollo de las pruebas de los teoremas de Correccién y
Completitud, nos bastarda con trabajar con estructuras de Beth basadas en arboles binarios
({0,1}). Los nodos seran entonces todas las posibles sucesiones finitas de ceros y unos. La raiz
del arbol sera considerada la sucesién vacia, y consideraremos la sucesion k0 como la sucesion
k' con In(k') = In(k) + 1, k < k' cuyo tltimo elemento es 0. Ocurrird de forma andloga con la
sucesion k1.

Definicién 3.7 Sea (T, <) un arbol de ramificacién finita, una estructura de Beth B = (D, Iy, I1)
sobre T' consta de un conjunto no vacio D, una funcion Iy que para cada simbolo de funcién
n-ario del leguaje L define una funcién Iy(f) : D™ — D, y una funcién I; que para cada simbolo
de relacién n-ario del lenguaje L y para cada nodo k € T define un conjunto I (P, k) C D". Esta
funcién I; asigna valores de D de modo que se conserve la monotonia, es decir, debe verificarse:

Si k <k, entonces I (P, k) C I, (P, k).

Nota 3.8 En el caso especial en el que nuestro simbolo de relacién P sea 0-ario, es decir, n = 0,
Ii(P,k) es o bien 1 “verdadero” o bien 0 “falso”, y por tanto se sigue por la condicién de
monotonfa que si k < k" y I(P, k) = 1, entonces I (P, k') = 1.

Nota 3.9 Dada B = (D, Iy, I1), se denotard por |B| al dominio D de B.

Definicién 3.10 Dada una estructura de Beth B = (D, Iy, I1), se define el conjunto de cons-
tantes D como D = {d | d € D}.
Si t € Termgo(L(D)), se define 3 por recursién del siguiente modo:

= Sitesd, tP =d;
= Sit es una constante de L, C, C8 = I(C);

= Sites f(tlv'”7fn)7 8 = IO(f)U?? : 7tg)

Nota 3.11 Al igual que en el caso de la seméntica de Kripke en légica intuicionista de primer
orden, utilizaremos d para referirnos tanto a d € D como a d € D.

Definicién 3.12 Se define L(D) = L+ {d | d € D}.

Definicién 3.13 Sean ¢, € Sent(L(ID)). La expresiéon B, k I ¢ se lee como B fuerza ¢ en el
nodo k, y se define de manera inductiva tal y como veremos a continuaciéon. Diremos que una
propiedad se verifica para todo k' =, k cuando dicha propiedad se verifique para todo k' = k
tal que In(k') = In(k) + n. Vamos a ver como quedaria definida la expresién dada:
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» Si P no es O-aria, B,k IF P(t1,...,t,) si y sblo si existe n tal que para todo k' =, k, se
verifica que (tf...,t5) € I (P, }/).

» Si P es O-aria, B,k |- P si y sélo si existe n tal que para todo k' =, k, I, (P, k') = 1.

s B kI @V siy solo si existe n tal que para todo k' =, k o bien k" I ¢ o bien k' I ).
s BklFoAwsiysolosiklFgy k-,

» B kI @ — 1 siy sélo si para todo k' = k tal que k' IF p, se tiene k' I- ).

» B,k IFVap(z) siy sélo si para todo d € D, k IF ¢(d).

» B, kI 3z p(x) siy sblo si existe n tal que para todo k' =, k, existe d € D tal que k" IF p(d).

Nota 3.14 Al igual que ya hicimos en los sistemas de Kripke para la l6gica intuicionista, escri-
biremos k I ¢ cuando quede claro por el contexto cudl es la estructura B utilizada.

Definicién 3.15 Dado un lenguaje L, sea I' C Form(L) finito y ¢ € Form(L). La expresién
I' Ik ¢ quiere decir que para toda estructura de Beth B sobre un arbol 1"y todo nodo k € T,
la condicién B,k Ik T' implica B,k I ¢. Si I' ¢ Sent(L), ¢ & Sent(L), y {z1,...,2,} es el
conjunto de variables entre las que se encuentran todas las variables libres de I' y ¢, entonces
%
D(x1,...,zn) IF @(z1,...,2,) si para todo dy,...,d, € D si B,k IF I'(d) entonces se verifica
H
B,k IF ¢(d). Cuando T es infinito, I'(x1, ..., z,) Ik ¢(z1, ..., z,) expresa que si {x1,...,2z,} son
— —
las variables libres de ¢, para todo dy,...,d, € Dy k€ T, si B,k IFT'(d) entonces B,k IF ¢(d)
independientemente de cémo se sustituyan las demés variables libres de I por constantes de D.

Lema 3.16 (Lema de recubrimiento) Sea B una estructura de Beth sobre un arbol Ty
@ € Sent(L(D)). Entonces para cada nodo k de T se verifica:

(1) Dado B,k - ¢y k <K', entonces B, k' IF .

(2) Si para todo k' =, k se tiene B, k" IF ¢, entonces B, k I .

Demostracion:

(1) Se prueba por induccién sobre la férmula . Para el caso atémico es trivial debido a c6mo
hemos definido B y a la propiedad de monotonia que debe cumplir. El resto de casos se
deja al lector, siendo esta prueba muy similar a la prueba del lema 1.30.

(2) Vamos a verlo por induccién sobre la féormula .
%

(P(t)) Supongamos que existe n tal que para todo k' =, k se verifica k" |- P(ty,...,t,). Por
definicién, existe m tal que para todo k" =, k" entonces (t%,...,t5) € I;(P,k"). Por
ser T un arbol de ramificacién finita, existe [ tal que para todo k' =; k se verifica
(B, ... tB) € I1(P k), luego k IF P(ty,..., t,).

De modo similar se realizaran las pruebas para ¢ V ¢ y para 3z ¢(z).



3.3. SEMANTICA DE LA LOGICA MINIMAL. ESTRUCTURAS DE BETH. 41

(o — 1) Supongamos k' I ¢ — 1) para todo k' > k tal que In(k’) = In(k) + n. Veamos
que para todo [ = k tal que [ IF ¢ tenemos [ I+ ¢. Sea | = k y | IF . Enton-
ces queremos ver [ IF 1. Para ello, aplicamos hipdtesis de induccién sobre . Sea
m = mazx (In(k) + n,In(l)), consideremos I’ = [ tal que In(l') = m. Basta entonces
con ver I' Ik 1. Si In(l") = In(l), entonces I’ = [ y por tanto ya tendriamos el resultado
deseado. Si In(l") = In(k) +n > In(l) entonces I’ es una extensién tanto de I como
de k. Ademés, In(l') = In(k) + n, luego ' IF ¢ — 1. Ademés, como I" = L y I IF ¢
entonces I’ I ¢. Por tanto, se sigue que I’ I 1.

Los casos ¢ Ay Va ¢(x) son inmediatos. O

Fl resultado técnico presentado a continuacién nos serd de utilidad para la demostracién de
los teoremas de Correcciéon y Completitud. Su prueba se realiza mediante induccién sobre la
formula dada:

Lema 3.17 Sea B una estructura de Beth sobre un drbol de ramificacién finita T', ¢ € Sent(L(D)),d €
Dy t € Termo(L(D)), de modo que t¥ = d. Entonces dado k € T

B,k I ¢(d) siy sélosi B,k IF o(t).

Teorema 3.18 (Teorema de Correccién) Sean I' C Form(L) finito y ¢ € Form(L). Si
I' Fas o entonces se verifica que I' - .

Demostracién:

Vamos a demostrarlo por induccién sobre la altura de la demostracién. Debido a la gran
similitud con la prueba del teorema 2.15, algunos de los casos se dejardn al lector. Del mismo
modo que en el caso de la légica intuicionista, haremos explicitas las variables libres de I" y ¢.

(— I) Sea ésta la tltima regla utilizada, queremos ver que dado k I T, entonces k IF o1 — ¢o.
Por hipétesis de induccién si dy, . ..,d, € Dy kx| T'(dy,...,dy), p1(d1,...,d,) entonces
%

kx I @a(dy,...,dy,). Dado k' = k tal que k' I ¢1(d), por monotonia k" IF F(;i), luego
- - -

K IFT(d),¢1(d). Por tanto, k' I ¢o. Entonces para todo k' = k si k' IF ¢1(d) entonces
— — >

E'IF @a(d), luego k' I @1(d) = wa(d).

(— E) Supongamos k |- I'. Por hipétesis de induccién, dado k I+ T' ya tendriamos probado
k- o1 — ooy kI 1. Por tanto, para todo k' > k tal que k' I 1 entonces k' I+ ¢o. Por
monotonia, como k I- o1, todo k' = k verifica k" I ¢1, luego todo k' = k verifica k' I- s.
Por tanto, directamente tendriamos £ I+ (s.

(VI) Dado k IF I', queremos ver que se verifica k I Vx ¢(x) con x no libre en I'. Es decir,
queremos ver que k Ik ¢(d) para todo d € D. Por hipétesis de induccién tenemos k |- ¢(d)
para d € D, por tanto k IF Va o(z).

(VE) Queremos probar que I'(x1, ..., xz,) IF o(t(x1,...,2pn), 21, ..., Ty) para cierto t € Term(L)
supuesto I' - Vx o(z1, ..., x,). Sea k tal que k |- I'(dy, ..., d,) para ciertos dy, . ..,d, € D.

— — —
Por hipétesis de induccién k IF Va o(z, d). En particular, si e = t(d)?, k I- ¢(e, d). Por el

—

lema 3.17, k IF o(t(d), :i)) como querfamos.



42 CAPITULO 3. LOGICA MINIMAL.

Corolario 3.19 El resultado del teorema 3.18 se verifica en caso de I' infinito. Basta con tomar
un subconjuto I'yg C I finito para realizar la prueba.

Teorema 3.20 (Teorema de Completitud) Sean I' C Form(L) y ¢ € Form(L). SiT IF ¢
entonces se verifica que I' 7 .

Demostracién:

Para realizar la prueba vamos a aplicar un técnica desarrollada por Harvey Friedman. Se
construye una estructura de Beth B sobre el arbol (7', <) de las sucesiones finitas de ceros y
unos, con la propiedad de que I' -y 9 es equivalente a B, () I ).

Para definir B necesitaremos una enumeracion g, @1, ... de las férmulas del lenguaje de
I', de modo que cada férmula ocurre un nimero numerable de veces. Ademds tendremos una
enumeracién xg, z1,... de las variables. Consideremos ahora I' = (J,,I';, como una unién de
conjuntos [', finitos de modo que se verifica I'y, C 'y, 41. A cada nodo k € T le asociaremos un
conjunto finito de férmulas A mediante induccién en la longitud de k.

En primer lugar consideramos Ay = (). Tomemos un nodo k tal que In(k) = n, y supongamos
que Ay ya estd definido. Escribiremos A b, ¢ para indicar que A F v es demostrable con una
prueba que tiene a lo sumo altura n. Definimos Ay v Ay del siguiente modo:

(1) Si Ty, Ak p @n. Entonces:
Ago = Ak ¥y Ap1 = Ap U{pn}.
(2) SiTh, Apbp on y ©n es ¢l V. Entonces:
Ao = Ak U{pn, 0} v Ak = Ap U {pn, o5 }-
(3) SiTy, Ak bFn ony pn es 3z ). Entonces:

AkO = Akl = Ak U {90717 SD;L[x = xl]}?

siendo z; la primera variable tal que no pertenece al conjunto de variables libres de
(L'ny s Ag).

(4) Si Ty, Ak Fpn ©n ¥ @n 10 es ni la disyuncién ni una férmula cuantificada existencialmente
entonces Ay = Ax1 = A U {pn}-

Obviamente, tenemos que k& < k' implica Ay, C Ay. Se observa entonces lo siguiente:
Si para todo k' =, k se tiene I', Ay - 9 entonces I', Ay, = 1. (3.1)

Para probar esto, es suficiente con probar que siI', Ay F ¥ y I', Agp F 9 entonces I', Ay 1.
En los casos (1) y (4) esto es trivial. En los casos (2) y (3) se obtiene inmediatamente aplicando
las reglas de eliminacién de la disyuncion y de eliminacién del cuantificador existencial.

Lo siguiente que tenemos que ver es:

Si I', A - 1) entonces existe n tal que para todo k' =, k,1 € Ay. (3.2)

Para ello escogemos n tal que n > In(k), de modo que ¥ = ¢, v I'y,, Ap by, . Para todo
K =k, siln(k') = n+ 1, entonces ¢, € Ay.
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Usando el conjunto Ay podemos definir una estructura de Beth B como el conjunto (D, I, I7)
— —
considerando ahora como D el conjunto de términos del lenguaje utilizado L, Io(f)(t) = f(t
y Il(P, k?) = {(tl, R ,tr) S (Term(L))T ‘ P(tl, e ,tr) S Ak}
Dado que D = Term(L), D ={t |t € Term(L)}.

Por tanto realmente queremos probar lo siguiente, si 1, ..., z, son las variables libres de v,

)

L, Ag F(z, ..., x,p) siy solosi B k- (zy,...,x,). (3.3)

Lo haremos por induccién en la complejidad de .

» Si g, es P(?) y IAg + P(?) entonces por (3.2) y (3.1) existe n tal que para todo
k' = k,P(?) € Ay. Por tanto, existe n tal que para todo k' >, k,?e Li(PK") (por
definicién de B). Entonces tenemos k I P (?)

= Sip, es (¢ VY): En este caso y en los siguientes, como t(z1,...,z,)% = t(z1,...,z,) = 5,

no haremos distincién durante la demostracién entre t(z,...,z,) v t.

= Supongamos I', A - ¢ vV 0. Se elige n > In(k) tal que Iy, Ag Fp 0n v @n s ¢ V 0.
Entonces para todo k' = k tal que In(k’") = n se sigue que Apg = Ap U{p VI, ¥}y
Ay = A U{Y vV 9,9}, Por hip6tesis de induccién, identificando ¢ (x4, ..., z,) con
o(x1,...,2,) (v de forma similar para 1), tenemos k'0 IF ¢ y k'1 |- ¢. Por definicién,
tenemos que k I- ¢ V 9.

< Sik Ik V1, entonces existe n tal que para todo k' =, k, o bien &’ I- v o bien k' I 1.
Por hipdtesis de induccién esto se traduce en que existe n tal que para todo k' =, k
o bien I', Ay = 9 o bien I', A;, F 9. Por tanto, existe n tal que para todo k' =, k
Ay FyY Vv, luego I, Ap H o v

= Sip, es ¢ A es trivial, pues si lo tenemos para v y para 1 se tiene para la conjuncion.
= Sip, esp =

= Sea I',; Ay F ¢ — 9. Queremos ver k IF ¢ — ¢, es decir, deseamos probar que para
todo k' = k tal que k' I 1), entonces k' I- 9.
Sea k' = k tal que k' I- 1. Por hipétesis de induccién se sigue que I', Ay + 9, y por
tanto I', A} 9. Por tanto se sigue k" I+ 9.

< Sea k IF 9y — 19, es decir, para todo k' = k tal que k' IF ¢, entonces k' IF 9. Queremos
ver que I', A 19 — 0. Para ello, vamos a aplicar (3.1). Tomamos un n > In(k) de
modo que ¢ = ¢,,. Sea ahora k' =, k de modo que m = n — In(k). Queremos probar
que I'Ap F Y — 9. Si I, A, ©n, entonces k' IF 1) por hipétesis de induccién.
Entonces tenemos k' I- 9, luego I', Ay =19 y por tanto I', Ay = o — 9.
Si T, Akt ¢n, por definiciéon Agq = A U {9}, luego tenemos I', Agq F 9, y por
hipétesis de induccién k'l Ik ). Por tanto, tenemos k'l I ¢, luego obtenemos de
nuevo por hipotesis de induccion I'; Apq F 9. Como Apy = Apr U 9, se sigue que
I, Ak/ H 1/} — .

En los siguientes casos, si que haremos explicito cuando estamos trabajando con elementos
de D y cuando estamos trabajando con elementos de Term(L).

» Si o, es Veo(z), si I, A b Vaxi(x) para todo t(z1,...,x,.) € Term(L) se tiene en-

tonces I', Ag = ¢(t(x1,...,x,)). Por hipétesis de induccién k I+ ¢ (t(zy,...,x,)). Por el
lema 3.17, como (¢ (.Z‘l,..., T))B = t(x1,...,z), k Ik Y(t(z1,...,2.)), luego para todo
d € D= Term(L) tenemos k I 1)(d). Por definicién de |- tenemos que k I V¢ (x).
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» Si g, es Jxip(x) (este caso es similar al caso de la disyuncién V).

= Sea I', Ax F Jx¢p(x). Sea n > In(k) tal que T'y, Ax Fp ©n v @n es Jx1p(x). Entonces
para todo k' = k tal que In(k') = n se tiene:

Apo = Ap1 = Ag U {3z ¢ (2), (i)},
siendo z; variable no libre en Ay U {3z (z)}. Por hipétesis de induccién entonces
tenemos k0 I ¢(x;) y K'1 IF ¢ (z;), luego por definicién se tiene k IF Jz ().

1]
< Sea k IF x¢p(x). Sabemos entonces que existe n tal que para todo k' =, k existe
t(z1,...,2n) € Term(L) tal que k' Ik 9(¢), que por el lema 3.17 es equivalente a
E'I-(t(zy, ..., z,)). Por hipdtesis de induccién Ty Ags = 1(t(21, . . ., 2,,)) v aplicando
(3.1) se tiene I', Ay F Jzp(x).

O

Nota 3.21 Se observa que la construccién utilizada para demostrar el teorema anterior es muy
similar a la construccion ya utilizada en logica intuicionista.

Definiciéon 3.22 Una estructura de Beth intuicionista es aquella en la que se verifica que para
todo nodo k € T se tiene I;(L, k) = 0.

Teorema 3.23 Sean I' C Form(L)y ¢ € Form(L). Los teoremas de Correccién y Completitud
para légica intuicionista pueden reformularse del siguiente modo:

'y @siysélosiT'IF
(definiendo T IF ¢ respecto de estructuras de Beth intuicionistas).

Demostracion:
Dado I' C Form(L) y ¢ € Form(L), observemos que:

(1) Tk ¢ siy sélo si T'Efq(L) Fas @, siendo Efq(L) = {L— 9 | ¥ € At(L)}.

(2) Si B es una estructura de Beth tal que para todo k, B,k IF Efq(L), definamos B’ como la
estructura de Beth intuicionista obtenida a partir de B eliminando de T' todos los nodos
k donde I;(L, k) = 1. Entonces para toda férmula ¢, se tiene:

Si para todo nodo k' de B', B, k' I ¢, entonces para todo nodo k de B, B, k IF .

Légica minimal como fragmento positivo de la l6gica intuicionista.

Sea B una estructura de Beth para la 16gica minimal y I' C Form(L). Consideremos una
estructura de Beth Bt como la estructura B en la cual obligamos a que I1(L, k) = 0 para todo
k. Esta estructura sera una estructura de Beth para la légica intuicionista. Consideremos una
férmula ¢ que no contenga la constante L. Dicha férmula serd valida en B+ si y sélo si es valida
en B.

Por tanto, dada ¢ positiva tal que I' -y ¢, entonces tenemos que B+ I ¢. Por ser ¢ positiva,
B I ¢ para toda estructura de Beth B, luego por completitud se tiene I' Fp; .

Corolario 3.24 Toda férmula ¢ positiva (que no posee la constante 1) valida en légica intui-
cionista es valida en légica minimal.



Capitulo 4

Comparacion entre las légicas.

Hemos observado que la légica minimal se construye eliminando las reglas presentadas en
légica intuicionista sobre la constante . La construccion de la légica minimal de este modo
nos muestra que estd contenida dentro de la légica intuicionista, pues la construimos tomando
el fragmento de la légica intuicionista que no contiene ninguna informacion sobre 1. Esto nos
permite presentar la l6gica minimal como el fragmento positivo de la légica intuicionista.

Del mismo modo, se observa que la légica clasica no es mas que una extensién de la logica
intuicionista, anadiendo a ésta el principio del tercio excluido: F ¢ V —p.

Se observa entonces cierta relacién de inclusién entre las distintas l6gicas. A lo largo de este
capitulo presentaremos ciertos resultados y traducciones que nos mostrardn la relacion existente
entre la demostrabilidad de una férmula en las distintas légicas.

Nota 4.1 A lo largo del capitulo, vamos a trabajar conjuntamente con légica clasica, intui-
cionista y minimal, por tanto debemos introducir un subindice a F para saber con respecto a
qué légica estamos indicando su demostrabilidad. F¢ nos indicard la demostrabilidad en légica
clasica, Fy en légica intuicionista y s en l6gica minimal.

4.1. Légica clasica y minimal.

Dada una féormula ¢ demostrable en légica clasica, queremos ver qué condiciones debe cumplir
para que también sea demostrable en légica intuicionista y légica minimal.

Definicion 4.2 Sea ¢ una férmula sin las conectivas V,3. Se dice que ¢ es negativa si cada
formula atémica de ¢ distinta a | aparece negada.

Lema 4.3 Sea ¢ negativa, entonces ;s =—¢ — ¢, y por tanto, -y —=—¢ — .

Demostracién:

La prueba se realiza mediante induccién sobre la férmula ¢. Durante toda la prueba haremos
uso de los resultados presentados en los lemas 1.8 y 1.10. A pesar de que estos resultados estan
probados para logica intuicionista, como no se hace uso de la regla de eliminacién del falsum
también se verifican para légica minimal.

— — —
= Si p es =P(t) siendo P(t) una férmula atémica, aplicando a P(t) el lema 1.10 (1),
tenemos s ﬂﬂ—'P(7) — —|P(?), Por tanto, se verifica -3, == — .

45
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» Sipes @1 Ape, por el lema 1.10 (5) tenemos by == (o1 Ap2) — =91 A—=—pe. Por hip6tesis
de induccién Fy; =1 — 01 ¥ Far e — o, luego Fapr 71 A e — o1 A pa.

» Sipes p1 — o, por el lema 1.10 (4) Far == (v1 — @2) = (=1 — ——ps). Por
hipétesis de induccién Fyr =@y — @9 v por el lema 1.8 (5) Fas o1 — ——¢yp. Por tanto
Fa (1 = @2) = (01 = 2).

(L) Si ¢ es L, entonces el resultado es directo porque =— L es (L—1) -1, yesoes T —1,
luego L, luego Fpy —— L—1.

O

El lema anterior funciona restringido a férmulas que no posean V,d. Por tanto, a partir de
ahora se considerara el lenguaje cuyas tinicas conectivas légicas son A, —, 1, V.

Definicién 4.4 (Traduccién negativa de Godel-Gentzen) Dado un lenguaje L, se define
g : Form(L) — Form(L) del siguiente modo:

Definicién 4.5 Sea I' un conjunto de férmulas, se define ¢g(I") como:

g(T) ={g(p) | p€T}.

Una vez presentada la traduccién de Godel-Gentzen, vamos a ver los resultados que relacio-
nan la demostrabilidad en légica clasica con la demostrabilidad en minimal y con la demostra-
bilidad en intuicionista.

Teorema 4.6 Dado un conjunto de formulas I' y una férmula ¢, se verifica:
(1) Fo e+ g(e).
(2) T'Fe @ siy sélosi g(T) Far g(p).

Demostracion:

(1) En logica clasica se verifica ¢ =—¢ — ¢ para toda férmula ¢. Asi mismo, en el lema
1.8 hemos probado -y ¢ — ——p para légica intuicionsita, y por ser la logica clasica una
extension de la légica intuicionista, tendriamos F¢ ¢ — ==, luego F¢ ¢ < ——w. La
expresion g(p) esencialmente transforma una férmula ¢ en ——¢p, luego Fo ¢ <> g(p). Se
probaria facilmente por induccién en la férmula .

(2) (<) Directo de (1) usando que si -y 1 entonces ¢ 1.

(=) Vamos a realizar una prueba por induccién sobre la altura de la demostracién de
I'to .
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(Lo ko)

(= 1)

(— E)

(AT)

(AE)

(V)

(VE)

Consideremos el caso base en el que tenemos un axioma I', ¢ ¢ ¢. Aplicando
ahora la traduccién de Godel-Gentzen se obtiene g(I'),g(¢) Fo g(p), que es
también un axioma, y por tanto g(I'), g(¢) Far g(¢).

Supongamos que a la altura m + 1 de la prueba hemos obtenido I' ¢ 1 — 9
aplicando (— I). Queremos ver entonces que se cumple g(I') ks g(¢1 — p2). Por
hipétesis de induccién, dado T', 1 Fo 2 se tiene g(I', 1) Far g(p1). Por tanto,
tendriamos ¢g(T'), g(p1) Far g(p2), v aplicando ahora la regla de introduccién de
la implicacién para la 16gica minimal se tendria g(I') Far g(@1) — g(p2). Por
definicién de g tendriamos entonces g(T') Far g1 — ¢2).

La ultima regla aplicada es la siguiente:

F'Fopr =2 T'hoer
I't=c @2

Queremos probar entonces que se verifica g(I') b g(¢2). Por hipétesis de in-
duccién, dado I" Fo @1 — @2 entonces g(I') Fas g(p1 — @2) y dado I' Fo ¢
entonces g(I') Fas g(p1). De g(T') Far g(ewr — @2) se obtiene por definicién
de g, g(T') Far g(¢1) — g(v2), v aplicando ahora la regla de eliminacién de la
implicacién para légica minimal, tendriamos g(I") ks g(p2) como desedbamos.
Supongamos que tengo una prueba I' Fo 1 A po obtenida mediante (AT). Por
hipétesis de induccién, dado I' F¢ 1 entonces ¢g(T') Far g(p1), y dado I' k¢ o
entonces I' Fys g(p2). Aplicando ahora la regla de introduccién de la conjuncién
tendriamos ¢(T") Fas g(p1) A g(p2), que por definicién de g es equivalente a
9(I) Far g(e1 A p2).

Supongamos que el iltimo paso de la prueba es el siguiente:

I'Fo o1 A g2
' 1

Queremos probar entonces que se verifica g(I') Fas g(¢1). Por hipétesis de induc-
cién, dado T' ¢ 1 A pe, entonces g(T') Far g(p1 A @2), que por definicién de g es
equivalente a g(I') Far g(¢1) A g(¢2). Aplicando ahora la regla de eliminacién de
la conjuncién se obtiene g(I') Fas g(¢1). Para I' F¢o 2 obtenida mediante (A E)
la prueba seria analoga.

Dada una prueba I' F¢ Va ¢(x) obtenida aplicando (VI), queremos probar que
se verifica g(I') Far g(Vz p(z)). Por hipétesis de induccién, dado I' Fas ¢(u)
tendremos ¢(I') Far g(¢(u)) tal que u no aparece libre en I', g(I"). Aplicando la
regla de introduccién del cuantificador universal para la 16gica minimal se tendria
g(I) Far Yz g(p(z)), que es equivalente a g(I') Far g(Va p(z)).

Queremos ver que dada una prueba I' k¢ ¢(t) siendo ¢ un término, obteni-
da aplicando (VE), entonces se verifica g(I') Far g(e(t)). Por hipétesis de in-
duccién dado T' Fj; Vo o(x) se tiene g(T') by g(Va o(x)), que es equivalente a
g(T) Far Vo g(p(x)). Aplicando la regla de eliminacién del cuantificador univer-
sal tendrimos entonces ¢g(I') Fas g(p(t)) siendo ¢ un término, tal como querfamos
probar.

O

Teorema 4.7 (Teorema de Sustitucién) Sea I' C Form(L) finito, ¢1, 2,9 € Form(L) y
9 una subférmula atéomica de 1 tales que las variables libres de @1 y (2 no aparecen ligadas en
I',% y las variables ligadas de v no aparecen libres en I'. Entonces:

SiT' F @1 <> @9 entonces I' - [0/ 1] > ¥[P/ 2],



48 CAPITULO 4. COMPARACION ENTRE LAS LOGICAS.

siendo 1[¥/¢;] la férmula obtenida sustituyendo cada aparicién de ¥ en 9 por ;.
Corolario 4.8 Para ¢ negativa,

Fo @ siysélosi Fas .

Demostracién:
Para probar este resultado bastaria probar que si ¢ es negativa entonces Fys g(¢) <> ¢, pues
por el teorema 4.6 tenemos k¢ ¢ si 'y sélo si Far g(p).
Vamos a verlo por induccién sobre la féormula ¢:
— —
» Si p es =P(t), entonces ks g(p) es por definicién 3 =———P(t). Por el lema 1.10 (1)

—

c
Far === P(1) 4 ~P(1), lego Far g(p) < .

» Sipes o1 A pe, entonces Fyr g(p1 A w2), es decir, Far g(@1) A g(p2). Por hipdtesis de
induccion Far g(p1) < 01y Far g(p2) < 2. Aplicando ahora el teorema 4.7 se tiene

Farg(p1) A glpe) < @1 A pa.

Los casos restantes se tratan igual. O

Un resultado importante que se puede observar es que toda férmula ¢ es equivalente en
logica cldsica a una férmula negativa, de modo que es posible la inmersion de la légica clasica
en la minimal.

4.2. Lébgica clasica e intuicionista.

Todos estos resultados probados en légica minimal se han considerado teniendo en cuenta
que en logica minimal no se conocia nada sobre L, y por tanto — se usa de un modo formal.
Sin embargo, en ldogica intuicionista si que conocemos informaciéon sobre L, y por tanto la
negacion si que posee un signficado. Por eso mismo, para el caso intuicionista vamos a anadir a
la traduccién de Godel-Gentzen los casos en los que la férmula si posee V, 3, considerando éstas
en un sentido mas débil.

Definicion 4.9 La definicién 4.4 se completard en el caso intuicionista del siguiente modo:
(6) g(e V) =-(=g(e) A=g(¥));
(7) 9Bz p(z)) = ~Veg(p(x)).

Teorema 4.10 Para todo ¢ se verifica:

I'Fo ¢ siysélosi g(T) Fn g(e).

Demostracion:

(<) Puesto que g(p) es una férmula negativa en la que no aparece 3 ni V, el resultado es directo
por el corolario 4.8.

(=) Vamos a realizar una prueba por induccién sobre la férmula . Sélo veremos los casos
correspondientes a V y 3, pues el resto es andlogo a la prueba del teorema 4.6.
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(VI)

(VE)

Supongamos que la ultima regla utilizada es esta:

e er

——— (Anédlogo para I' ¢
Fl—cgpl\/gog( g0 p ©2)

Queremos probar que se verifica g(I') Fn g(p1 V ¢2). Por hipétesis de induccidn,
dado I' F¢ ¢1 entonces g(I') Fn g(¢1), luego g(I') Fx ——g(p1). Aplicando la regla
de introduccién de la disyuncién, esto es equivalente a g(I') Fxy ——g(¢1) V 7—g(p2).
Aplicando ahora el lema 1.8 (8), g(T') Fx —(=g(1) A =g(¢2)), que por defincién es
9(I) F g1V p2).

Supongamos que la ultima regla aplicada es esta:

Fobed Dyked ThopVy
Tk
Queremos ver que se verifica g(I') Fx g(¢9). Por hipétesis de induccién, dado I', ¢ F¢o 0

tenemos ¢(I'), g(¢) Fn ¢g(¥¥). Del mismo modo, por hipétesis de induccién, dado
I'¢ ¢ 9 entonces g(I'),g(¢) Fn g¢(¥). Por tltimo, dado I" F¢ ¢ V ¢ entonces

g(T) Fn g(e V ¥), que por definicién de g seria g(I') F —(—g(v) A —g(v)). Por
el lema 4.3, como g(p) es negativa se tiene Fys g(¢) + ——g(p), y andlogamente

Far g(¥) € ~=g(9).

Se tiene entonces:

g(T) Fn =(=g(p) A =g(1))
g(I') Fn —~g(p) V =g(2))
(

(1.8 (7))

(Sustitucién)
VE)

9(I'), g() Fn g(9) 9(T) Fx g(p) V g(2)
g(T) Fu g(0)

Y por tanto queda probado ¢g(T') Fxn g(19).

Supongamos que la dltima regla utilizada es:

I'Fo ()
I'te 3z o(x)

Queremos ver que entonces se verifica g(I') Fn g(3x ¢(x)). Por definicién, esto es equi-
valente a ver que g(I') Fn —Vz—g(p(z)). Por hipétesis de induccién, dado I' ¢ ¢(t)
entonces g(I') Fn g(¢(t)). Por el lema 1.8 (5), ¢g(I') Fn ——g(¢(t)) y aplicando
(31), g(T') Fn Fz——g(p(x)). Por el lema 2.7 (2), g(T') Fny =V —(g(p(x))), es de-

cir, g(I') Fn g(3x o(2)).
Sea la tltima regla utilizada:

I'Fe dzp(x) L' o(u) Fo
I'ke @

Por hipétesis de induccién I' F¢ 3z ¢(x) nos da g(T') Fy =V —g(p(z)) y T, o(u) Fo 0
nos da g(T'), g(p(u)) Fn g(?), luego g(T'), g(p(u)), ~g(¥) FnL. Por introduccién de la
implicacién, g(I'), =g(9) Fn g(p(w)) v por (VI), g(I'), 7g(¥) Fn Vz—g(p(z)). Como
g(I') Fx =Vz—g(p(x)), tenemos g(T'), ~g(J) FnL, luego ¢g(T") Fn ——g(9). Por susti-
tucién tenemos g(I') F g(9¥) ya que g(¢¥) es negativa y podemos aplicar entonces el
lema 4.3.

u no libre en T', p(z) y 9.

Corolario 4.11 Para ¢ negativa,

Fo @ siysoélosi Fy .



50 CAPITULO 4. COMPARACION ENTRE LAS LOGICAS.

Demostracion:
La prueba es andloga a la prueba del corolario 4.8 sutituyendo Fj; por Fy. 0

Teorema 4.12 (Teorema de Glivenko) Dada una férmula ¢ proposicional, ¢ es tautologia
clasica si y solo si == es tautologia intuicionista, es decir,

Fo @ siy sélosi Fy ——e.

Demostracién:
Para probar este teorema basta probar by g(¢) <> =—¢ mediante induccién sobre la férmula

©.
» Si p es atémica, g(p) = =~y por definicion.

» Sipes 1V, g1 V) = 2(mg(e1) A —g(e2)), que por hipétesis de induccién y
aplicando el teorema 4.7 es equivalente a —(—=——¢p1 A =——p9). Aplicando ahora el lema
1.10 (5) se tiene lque ésto es equivalente a =——(—p1 A —g3). Por el lema 1.10 (1), tenemos
—(—p1 A —p2). Aplicando ahora el lema 1.8 (7) llegamos a —=—(p1 V p2).

n Sipespr Apa, g1 Ap2 = g(p1) Ag(p2), que por hipdtesis de induccién y el teorema 4.7
es equivalente a = —p; A 79, Aplicando el lema 1.10 (5) tenemos =—(p1 A @2).

= Sipes o1 = g2, g1 = p2) = g(1) = g(p2), que por definicién es =—p1 — ——ps.
Aplicando el lema 1.10 (4) llegamos a =—(p1 — ©2).

Una vez visto esto, bastaria aplicar el teorema 4.10. O

Nota 4.13 El teorema 4.12 sélo es valido en el caso proposicional. Vamos a ver un ejemplo que
corrobora lo dicho en la nota 4.13.

Sea ——Vz(p(x) V —p(z)). Se observa que Fo ——Vz(p(x) V —p(z)). Sin embargo, dado
———=Vz(p(z) V —p(x)), que aplicando el lema 1.10 (1) es equivalente a ==V (p(z) V —p(x)), se
tiene K/n == Va(p(z) V = p(z)).

4.3. Disyuncién y decidibilidad en légica intuicionista.

Teorema 4.14 (Propiedad de la disyuncién) Para ¢, férmulas cualesquiera, si by ¢ V)
entonces o bien Fy ¢ o bien Fy .

Demostracién:

Vamos a verlo por reduccién al absurdo solo en el caso proposicional. Supongamos t ¢ y I 1.
Entonces existen dos modelos de Kripke My = (K7, <1,IF1) y Mo = (Ks, <9,lF2) y dos estados
k1 € K1y ko € Ky tales que ky Iff1 ¢ y ko o 7). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que k1, ko son los menores elementos de K7, K5 respectivamente, y que K1NKy = (). Construimos
ahora un nuevo modelo de Kripke K = (K7 U Ko U {ko}, <,IF) de modo que ky ¢ K; U Ks. El
orden < no es més que la unién de los ordenes <; y <5, y la relacion I+ es la suma de Iy y IFs.
En particular, kg If p para toda variable p. Es facilmente comprobable que K es un modelo de
Kripke. Ademas, se verifica que IC, k1 IF 9 si y sélo si K1, k1 IF ¢ para una féormula 9 arbitraria,
y del mismo modo IC, ks IF ¢ si y sélo si Kg, ko IF 1) para una férmula ¢ arbitraria.
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Supongamos entonces - ¢ V1. Por el teorema de Correccion 1.32 tenemos kg I- ¢ V9, y por
tanto o bien kg IF ¢ o bien kg IF % por definicién de I-. Esto significa que o bien ki IF ¢ o bien
ko IF 7 por monotonia, llegando asi a contradiccion. O

Tal como se comentd al introducir por primera vez la légica intuicionista, la diferencia entre
ésta y la logica clasica es que en logica clasica todos los resultados deben ser obligatoriamente
verdaderos o falsos, algo que en légica intuicionista no ocurre. En légica clasica se podia com-
probar facilmente cudndo una férmula era valida, pues podiamos trabajar en todo momento con
un algebra Booleana concreta e ir construyendo nuestras tablas de verdad con ceros y unos para
obtener una respuesta. En cambio esto no es posible en légica intuicionsita. Resulta de interés
entonces encontrar un método que nos permita comprobar si una férmula ¢ es valida en logica
intuicionista.

A continuacién, veremos un de resultado que nos ayudard a comprobar cuiando ¢ es valida
en légica intuicionista.

Definicién 4.15 Se define la longitud de una férmula ¢, In(y), de forma recursiva como:
= Si ¢ es atémica, In(p) = 1;

= Sea v una subférmula de ¢ tal que ¢ = %9, siendo * una conectiva logica monaria. Entonces

In(p) = In(y) + 1;

= Sean dos subférmulas ¢, ¥ de ¢, tal que ¢ = ¥R¥ siendo R una conectiva légica binaria.
Entonces In(p) = In(y) + In(9) + 1.

Teorema 4.16 Una férmula ¢ de longitud n es valida si y sélo si es valida en todo dlgebra de
Heyting cuyo cardinal sea a lo sumo 22".

Demostracién:

Dada una férmula ¢, supongamos que ¢ no es valida. Existe entonces un algebra de Heyting
H = (H,<) tal que H,v [~ ¢. Vamos a reemplazar H por un &lgebra finita. Sean ¢1,...,¢n
todas las subférmulas de ¢ (m < n) y sea a; = [¢;], parai = 1,...,m. Consideremos ahora una
subdlgebra L de (H, <) generada por ay, ..., an,. El cardinal de L ser4 a lo sumo 22" elementos,
pues existen 2" posibles intersecciones entre sus generadores. Se verifica que L es un algebra de
Heyting, pues todo reticulo finito distributivo es un algebra de Heyting 3. Pero la definicién del
pseudo-complemento relativo de L no tiene por qué ser la misma que la de H, luego L no tiene
por qué ser una subélgebra de Heyting de H. Como puede llevar a confusion utilizar = para
dos cosas distintas, a partir de ahora denotaremos = para referirnos al que pertenece a L y
del mismo modo utilizaremos =-3; para el de H.

No es entonces necesario que se verifique [1]% = []% para un v arbitrario, pero esto sf que
se verifica para todas las subféormulas de ¢ incluyéndose a la misma . Esta afirmacién se
prueba por induccién, siguiendo la idea de que si ¥; — 9 es una subférmula de ¢, entonces
[illt =n [t = [ — ¥o]t € L. Esto implica entonces

[l =n [l = [l =1 [l
Por tanto, tendriamos [¢]?f = [0]%, luego [¢]L # 1, y por tanto L,v [~ . 0

Corolario 4.17 La logica intuicionista proposicional es decidible.

3Para el lector interesado en esta prueba, dirigirse a [8], lema 2.4.3(iii)
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