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Abstract

In first place, the goal of this work is to get a result which guarantees that the
Cauchy problem, with certain conditions of analyticity, has a unique analytical
solution, and its power series can be obtained.

We will also provide a result, the Cauchy-Kowalewski theorem, to guarantee
that, in a Cauchy problem defined by a partial differential equation, and with
certain hypotheses of analyticity, the analytical solution exists and it is unique,
too. We will prove these results by the majorant method.

Finally, in last chapter, we will see how to apply the previous result on a Cauchy
problem defined by a higher-order PDE. Then, we will study certain surfaces
where the initial conditions can’t be given. These surfaces are called
characteristic surfaces, and the problem isn’t well defined on them.

In order to achieve these objetives, we will need to introduce some notions and
results of infinitesimal calculus, as well as the concepts of analytical and majo-
rant functions. We will also provide other results which we will use throughout

the project.






Resumen

El objetivo de este trabajo es obtener, en primer lugar, un resultado que
garantice la existencia y unicidad de solucién analitica del problema de Cauchy
en el que la funcién de la ecuacion diferencial ordinaria que define el proble-
ma es analitica en un cierto entorno, concepto que introduciremos en el primer
capitulo. Teniendo en cuenta esta hipdtesis de analiticidad, se quiere llegar a
la conclusién de que el problema posee una unica solucién analitica, y, ademads,
puede obtenerse su desarrollo de Taylor término a término.

Por otro lado, gracias al teorema de Cauchy—Kowalewski, garantizaremos la
existencia y unicidad de solucién analitica del problema de Cauchy con la par-
ticularidad de que, en este caso, la ecuaciéon que define el problema vendra dada
por una ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden. Todo ello
bajo ciertas condiciones, la mas importante es que los datos iniciales o de Cauchy,
y los coeficientes de la ecuacién en derivadas parciales son funciones analiticas,
y, por tanto, la soluciéon del problema también lo sera.

Para finalizar, en el ultimo capitulo se vera, en primer lugar, como aplicar el
resultado anterior sobre un problema de Cauchy definido por una EDP de or-
den superior al primero. Por otro lado, estudiaremos ciertas superficies donde
no pueden darse lo datos iniciales del problema general de Cauchy, esto es, de-
finido por una EDP en forma implicita. Veremos que estas superficies son las
denominadas superficies caracteristicas, y sobre ellas el problema no esta bien
planteado.

Para llevar a cabo estos objetivos necesitamos conocer algunas nociones del
calculo infinitesimal, como son los conceptos de serie nimerica y de potencias, y
algunos resultados de convergencia de éstas; asi como los conceptos de funcién
analitica y funcién mayorante. También los teoremas de la funcién inversa e

implicita, a los cuales tendremos que recurrir a lo largo del trabajo.
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Introduccion

Se debe a Augustin Louis Cauchy (1789-1857) el estudio por primera vez
de la convergencia de las soluciones de ciertas clases de ecuaciones diferenciales
obtenidas mediante desarrollos en serie por la técnica de los coeficientes inde-
terminados. Cauchy veia un paralelismo entre el papel desempenado por los
ntimeros complejos en el estudio de las ecuaciones algebraicas y el que presentia
que jugaria la teoria de las funciones de variable compleja en el campo de las
ecuaciones diferenciales. Estaba convencido de que se podia establecer en este
campo un teorema analogo al fundamental del algebra, que cabria enunciar asi:
toda ecuacion diferencial con coeficientes analiticos posee una solucion analitica.
Para ello ideé el conocido hoy como método de las funciones mayorantes.

Con este procedimiento, Cauchy estudié en 1842 la existencia de soluciones de
una clase amplia de ecuaciones en derivadas parciales cuasilineales de primer or-
den, si bien es cierto que no traté cuestiones como la unicidad y la prolongacién
de soluciones, ni demostré -lo dié por hecho- que las condiciones iniciales deter-
minan las soluciones. Auin asi, se denomina problema de Cauchy al planteado
mediante una ecuacién diferencial, ordinaria o en derivadas parciales, acom-

panada de ciertos datos iniciales.

Weierstrass también estuvo interesado en este tipo de problemas por aquellos
mismos anos. Lo que al matematico alemén le atraia de las ecuaciones diferen-
ciales era, precisamente, la posibilidad de definir funciones analiticas a partir
de sus soluciones. Por métodos andlogos, pero independientemente de Cauchy,
estudié sistemas de ecuaciones diferenciales, destacando dos detalles novedosos:
las condiciones iniciales determinan univocamente las soluciones y la prolon-

gacién de éstas. As{ pues, le propuso a Sofia Kovalevskaya (1850-1891), cuyo



Introduccion

apellido se solia transcribir Kowalewski, que investigara méas profundamente es-
te campo. Esta lo hizo en su trabajo 7 Sobre la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales”, el cual formo parte de su tesis doctoral y fue muy bien acogido por
la comunidad matematica, desempenando todavia un papel fundamental en la

teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.



Capitulo 1

Conceptos previos

En este capitulo introducimos los resultados sobre series numéricas y series

de potencias que vamos a necesitar para los siguientes capitulos.

1.1. Series numéricas

Efectuamos en este apartado una recapitulacién de algunos conceptos y teo-
remas que el lector probablemente conoce del cédlculo infinitesimal elemental.
En concreto, se refieren a las series de niimeros reales, por tanto, no se daran
las demostraciones. Estas pueden encontrarse en [1]. Nuestro objetivo es que los
resultados que se recopilan se puedan usar con comodidad en el resto de este

proyecto.

Denotaremos por IN el conjunto {0,1,2,3,...} de los nimeros naturales, y
R el conjunto de los ntmeros reales. Consideremos una sucesion de nimeros
reales, es decir, una aplicacion ¢ : n € N — a, € R, representada como es

habitual por ag,a1,as2..., {an}22,, o bien simplemente {a,}.

Definicién 1.1 (Serie numérica). Se llama serie asociada o generada por {a, }

a la sucesién {S,} de sumas parciales de dicha sucesién, es decir,

Sn:Zak:a0+a1+~-~+an, Vn € IN.
k=0

Se representa por >~ an.
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Definicién 1.2. Dada una sucesién {a,}n>0 de nimeros reales, se define la

suma de la serie Y 2 a, como

o m
g a, = lim E an
m— 00

n=0 n=0

si este limite existe.

Definicién 1.3. Se define el producto (de Cauchy) de las series Y.~ jan y

5722 by, como:
n=0 "N .

o0 oo o0 n
E ay - E b, = E C, Con  Cp = E ar - bn—k
n=0 n=0

n=0 k=0

1.1.1. Resultados de convergencia para series numéricas

En este apartado se usan los conceptos definidos anteriormente:

Definicién 1.4. Se dice que la serie Y " a, es convergente cuando {S,}
converge, esto es, cuando existe un numero S € R, necesariamente tnico, tal
n—oo o0 .
que S, — S. Este hecho se representa por >~ ja, = S,y se dice en tal

caso que S es la suma de la serie.
Teorema 1.1. Si la serie ZZOZO an converge, entonces lim,, o a, — 0.

Definicién 1.5. Se dice que la serie ZZOZO a, es absolutamente convergente

si > o lan] < oo (ndtese que al ser la sucesion {>° 7 |an|} mondtona

m>0

creciente, tiene siempre limite finito o 400).
Teorema 1.2. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Nota 1.1. El reciproco del teorema no es cierto. Un ejemplo de ello es el

caso de la siguiente serie, conocida como serie armdnica alternada:

-1 n+1
>

n>1

la cual no es absolutamente convergente, pues >, -, =51 2, que

es divergente. Sin embargo, es convergente por el criterio de Leibniz.

(71)n+1
n




Capitulo 1. Conceptos previos

Nota 1.2. Una propiedad importante es que si una serie es absolutamente
convergente, entonces su suma no varia si se efectiia una permutacion cualquiera

de sus indices; es decir, que si j : IN = IN es una biyeccién, entonces:

) 9]
E :an = E :aj(ﬂ)
n=0 n=0

Teniendo en cuenta la definicién de producto de Cauchy (1.3)), introducimos

el siguiente resultado:

Teorema 1.3 (de Mertens). Si una de las series Y~ g an 0 Y oo oby €s ab-
solutamente convergente y la otra convergente, entonces la serie producto es
convergente al producto de las sumas de las series. Ademds, si las dos series
son absolutamente convergentes, la serie producto es absolutamente convergen-
te. Esto es, si Y. oan — Ay > 2 a, — B absolutamente, entonces

Yo o n Do by — A B.

1.2. Series de potencias

En este apartado trataremos las series de potencias. Comenzaremos recor-
dando que la convergencia de una serie de potencias depende exclusivamente
del radio de convergencia, el cual se obtiene a través del calculo de un cierto
limite. Por otro lado, estudiaremos también la continuidad y derivabilidad de
la funcién limite de una serie de potencias definida en el intervalo de conver-
gencia. Finalizaremos el apartado definiendo las funciones analiticas y viendo
condiciones suficientes que garanticen que una funcién infinitamente derivable

es analitica.

Definicién 1.6. Una serie de potencias de coeficientes reales relativa a g € R

es una expresion de la forma
o0
Zan(:ﬂ—xo)”:ao+a1(m—xo)+a2(x—xo)2+-~- , a, €R VnelN
n=0

El punto zq se dice que es el centro de la serie de potencias, mientras que los

nameros a,, se conocen como los coeficientes de la serie.
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Nota 1.3. Al darle valores a la variable indeterminada, x, la serie de potencias

se convierte en una serie numérica.

1.2.1. Convergencia de series de potencias. Derivabilidad
y analiticidad de funciones

Teorema 1.4 (Férmula de Cauchy-Hadamard). Sea Y - an(z — zo)™ una
serie de potencias centrada en g, y sea A = lim {/|a,|. Denotemos R := % al
radio de convergencia de la serie de potencias, de modo que R =0 st A = 400
y R =400 si A =0. Se verifica:
(a) Si A es finito y no nulo, la serie converge absolutamente para

v €R: |z —wo| < %, y diverge para x € R : [x — x| > 1.
(b) Si A =0, la serie converge absolutamente Vz € R.

(c) Si X\ = +o0, la serie diverge Ve € R — {z,}.
Asi pues, si A < +00, tiene sentido definir la funcién

1
f:{xGIR:|x—J:O|<X}—>R

x— f(x) = Zan(:p — )"
n=0

La funcién asi definida tiene las importantes propiedades siguientes:

Teorema 1.5. La funcidn f(x) anterior es de clase C* en su intervalo de
definicion y se tiene que, Yk € IN,

- 1
) (x) = Zn(n— D.o.(n—k+Dap(z—20)" ", VexeR:|r—x< X
n=~k

En particular

fk)(xo) =klay <= ar = %fk)(l’o)

Procediendo ahora al revés, consideremos una funcién f: Q2 C R — R que
sea de clase C*° en un entorno de zy. Es posible construir la serie potencial

formal

> L) -

n=0
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que se llamard serie de Taylor relativa a f en zy. Cabe preguntarse si se

verificard que

oo
1 n n
f(z) = Zﬁf )(330) (7 — z0)
n=0 "
en algtin entorno de xg.

Definicién 1.7. Se dird que f es analitica en g € Q, f € C(xg) si verifica

las dos condiciones siguientes:

(1) f € C>(xo)
(11) 3r > 0:Vz € B(zg,r) NS, se tiene que

o0

F@) =3 o) wo)"
n=0 '

Nota 1.4. La anterior definicién toma todo su sentido porque se prueba que si
la funcidn es igual a alguna serie potencial en un entorno de zg, ha de ser igual

a la de Taylor.

Nota 1.5. El cardcter indefinidamente derivable de la funcién (en un entorno
de z) e incluso la convergencia absoluta de la serie de Taylor en dicho entorno,

no implican la igualdad anterior.

Ejemplo 1.1.
fiR—R

e~ /e’ x#0
0 =0

x— f(x) =

Esta funcion es infinitamente derivable para cualquier x € R, y, en parti-
cular, todas sus derivadas en 0 son nulas: f™(0) = 0. Por tanto, su serie de
Taylor alrededor de 0 es identicamente nula, y en ninguin entorno de dicho

punto coinciden la funcién y la serie de Taylor, por lo que no es analitica.

10
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1.3. Resultados para sucesiones con subindice
multiple

Consideremos ahora una coleccién de nimeros reales que tienen por

subindice més de un niimero entero {ay,..py }(po...pn)eNN+1-
N1

—
Esta coleccién es una auténtica sucesion porque el conjunto IN x --- x IN es

numerable, es decir, porque existe una biyeccion

N+1
——
JN+1ZIN><~'~><IN—>IN

que permite poner la coleccién de niimeros uno detras de otro de modo que cada

elemento tenga uno siguiente. Por tanto, tiene sentido definir

(oo}

o0
Z |apy..p| = Z |aJN(;D0-~;DN)‘
0

po-..pn=0

y decir que la serie es absolutamente convergente si la anterior serie tiene

suma finita. En este caso, se define sin ambigiiedad

oo oo
E : Apo..pn = E AJN(po...pN)
po-..pN=0 0

cualquiera que sea la biyeccién que se escoja.

Definicién 1.8. Definimos el producto de dos series absolutamente convergentes

o0 o0
Z Apo..pn Y Z bqo...qN
po-..pn=0 qo---gqn=0

del modo siguiente. Ya que el orden de sumacién de los términos de la serie es

irrelevante, se tiene que

o0 oo o0 oo
g Apgy..pn = E A,y E bgo...an = E :B”
Po.-pn=0 n=0 dorr-an =0 n=0

11
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siendo respectivamente

Ay = E Apg...pNn

(Po-..PN)€Eln yecon I, ={(ro,...,r5y) e NV pg 4+ 4 ry =n)
B" = Z blIo--~QN
(g0---qn)EIn
Pues bien, se define
o oo o oo
> @ows D baax =3 An- Y Ba
Po...pn=0 qo...qn=0 n=0 n=0

Definicién 1.9. Se llama serie potencial formal de coeficientes reales relativa

a (20,90) = (T00, Y01, - - -, Yon) € RN¥*! a una expresién de la forma
oo
Z pg..pn * (@ = 200)"° (y1 — Yo1)** - (yn — yon )PV
po...pn=0
Al darle valores a las indeterminadas, =, y1,...,ynN, la serie formal se con-

vierte en una serie numérica multiple.

En particular, si x = xg, la serie trivialmente vale aq. . Se tiene
Proposicién 1.1. Sea (Z,7) € RVT! un punto de convergencia absoluta de la
serie potencial formal. Entonces, la serie numérica

o

> apepn - (@ = 200)” (11 — yo1)" - (un — Yon)PN
po...pN=0

es absolutamente convergente
V(x,y) €ER= {(amy) € IR,N+1 : |£C—{E00| < |T—.’E00|,|yi _y0i| < |E—y0i|, 1= ].N}

Denotaremos por Q2 el interior del conjunto de convergencia absoluta de la
serie que resulta ser no vacio si [T —zgo| #0 v |07 —woi| #0,i=1...N,y

conexo. Se puede definir

filey) € fmy) = Y apypy (@=200)™ (y1—y01)"" - (yn—yon)?Y € R

po-..pN=0

Se tiene:

12
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Proposicion 1.2. La anterior aplicacion tiene las siguientes propiedades:
(a) Es de clase C* en Q: f € C®(Q).
(b) se tiene que

1 Gro+-+pN

f(wo,y0)

a = .
PPN polpy -t BxPedyl - - OyRY

De forma similar al caso unidimensional, si se considera una funcién
F:Qc RN — R tal que f € C*(xg,%0), cabe construir la serie potencial
formal

> 1 Hpo+--+pN

> polprl -l Dt O B f(@o, yo) (@—=w00)” (Y1 —y01)"" - - - (yn—yon )"
po-..pN=0 i ’ 1 "

que llamaremos serie de Taylor relativa a f en (xg,yo). Cabe preguntarse

por la igualdad de esta serie con la funcién. Asi, se define:

Definicién 1.10. Se dird que f es analitica en (zg,y0) € Q, f € C®(xg, yo) si

verifica las dos condiciones siguientes:

(1) f€C™(x0,y0)

(1) Ir > 0: VY(z,y) € B((x0,¥0),7) C §, se tiene:

[ee] ap0+“‘+pN

1
flz,y) = : P1 PN f(=o, yo)(x—xoo)po (11 —?401)1)1 ce (?—,IN—ZION)pN
polpi!---pn! OxPeOyi* --- Oy
. . . 1 n

po---pPN=0

Se dird que f es analitica en 2 si lo es en cada punto de €.

Definicién 1.11. Sea f : Q ¢ R¥*! — RN, Se dird que f es analitica en

(z0,y0) € Q (0 en Q) si lo son respectivamente cada una de sus componentes.

Teorema 1.6. Sea f: Q C RN — RY. Entonces f es analitica en Q si y
solo si f € C* y para cada compacto K C ) existen M > 0, r > 0 tales que,
V(z,y) € K,

opot+pN
axpoay:fl - 8y

o f(,y)| < Mpolpi!- - pylr= PotPrttx) 0 y(pg o py) € NNVH
n

13



Capitulo 1. Conceptos previos

Basandonos en este teorema, se dan dos propiedades que necesitaremos:

Proposicién 1.3. Sean f: Q — R y g: Q@ — R analiticas en (zo,y) € Q.
Entonces, f-g: Q2 — R es analitica en (xg,y0) y el desarrollo de f - g se

encuentra mediante el producto de Cauchy descrito anteriormente.

Teorema 1.7 (Sustitucién). Sea f: Q C RNt — R analitica en (x9,y0) €
yV¥: (29—0,10+6) — RN tal que ¥ es analitica en xo y ¥(xo) = yo. Entonces

f(z,¥(x)) es analitica en xg.

1.4. Otros resultados de utilidad

En este apartado vamos a enunciar dos teoremas a los que vamos a recurrir
a lo largo de este proyecto. Las demostraciones de ambos pueden verse en [I]:

El Teorema de la Funcién Inversa proporciona las condiciones suficientes
para que una funcion sea invertible localmente en un entorno de un cierto punto
p en términos de su derivada en dicho punto. Se trata, pues, de un teorema de

existencia local de la funcién inversa:

Teorema 1.8 (de la funcién inversa). Sea A C R™ un conjunto abierto, f :
A—Rryac A Sif esdeclase Ct en A ydet(Df(a)) # 0, entonces existe
un entorno abierto de @ € A y uno de b = f(a) en el que la funcion f tiene

inversa local: f~!: B — A. Ademds:
Df Yy =[Df@)]"!, VgeB, cony= [f(T)

Intrinsecamente conectado con este teorema, esta el llamado Teorema de la
Funcion Implicita: en muchas ocasiones podemos encontrar relaciones funcio-
nales o ecuaciones en las que las variables dependientes no se expresan explici-
tamente como funciones de las independientes. Se trata ahora de estudiar si
detras de cada una de estas relaciones existe una relacién funcional implicita
que permita definir una o mas de sus variables como funcién del resto de las

variables:

Teorema 1.9 (de la funcién implicita). Supongamos una relacion implicita

del tipo f(x1,22,...,2,) = c. Esta ecuacion define implicitamente a xy como

14
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funcion de las demds variables, en notacion xy = V(x1,...,Tp—1,Thtl,--,Tn)

en un entorno de un punto @ = (a,...,a,) si y sdlo si:

a) f(ai,...,an) = c (es decir, el punto verifica la relacidn implicita).

b) La funcion f y sus n parciales son continuas en un entorno de a.

T

) 2L @ #0.

axk

En caso afirmativo, la derivada parcial de xy Tespecto a otra variable x; se

obtiene mediante:

Org ggi: (@)
axz( )=- ngk (a)

15
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Teorema de Cauchy

El siguiente teorema de Cauchy es histéricamente la primera prueba de exis-

tencia y unicidad de solucién para el problema de Cauchy

y/ = f(xay>

y(wo) = Yo

(PC)

con una funcién de hipétesis bastante generales. Ademds del interés intrin-
seco del Teorema, presenta el de obtener término a término el desarrollo de

Taylor de la solucién analitica:

Teorema 2.1 (Analiticidad de las soluciones del (PC)). Sean 2 C RV+!
abierto, y (xo,yo) € Q. Supongamos que f es analitica en un entorno de (xq, yo)-

Entonces ¢(+;x0,y0) es analitica en un entorno de xg.

Demostracion:

Por simplicidad de la notacién, efectuaremos en primer lugar la demostracién
para el caso N = 1. Supondremos ademés que xg = yo = 0, lo que no implica
restriccién alguna, pues basta hacer una traslacién. Asi pues, (0,0) € Q y el

(PC) planteado es

16
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Por hipoétesis,

oo
Fp>0:lal<plyl<p= Y lapp|lz[lyl* < +oo,
po,p1=0

i 1 Hpro+p1

E Po P1 —

f(.’L‘ y Apop, 7Y con Apep, =
Po,p1=0

m wf(xo, Yo)
Se debe probar que, denotando ¢ = ¢(-;0,0):

Ir>0:|z) <r=2e€I(0,0), >, lcnllz]* <+oo 'y

(oo}
n 1 dr 0)
gng CnT con ¢, =— —¢
— n! da™
Comenzaremos suponiendo que hay soluciéon analitica y determinaremos los
coeficientes que debe tener su desarrollo en serie. Probaremos después que la

serie que tiene esos coeficientes define efectivamente una funcién analitica que

es solucién del (PC).

(pl(.%') = f($750(x)) Va e 1(070)

Como 7
»(0)=0
co=p(0)=0

resulta 1 dn 1 g1
Cp = ﬁ d.]?” SD(O) = ﬁ Wf( @(x)) . paran > 1

Desarrollando estas féormulas, queda:
"y = 90(0) =0

= c1 = f(0,¢(0)) = f(0,0) = ago

_1d of
=g g e@)| _ =30

of
(0,0)+ 5, (0,0): (0)} =

z=0

= §(a10 + ao1 - ago)

d? d|o 0
=g galew) —galdeSow] -
=0 =0
o2 8? Nz P ,
— 5 (G 0.0+ 25 0.0 0+ 5L 0.0 O+ 5 0.0170)) =

17
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1
= 5[2! aso + 2a11 - ago + 2! ags - ady + ao1(aro + ao1 - ago)),

y asi sucesivamente.

Es decir, los coeficientes ¢, estan determinados de manera univoca mediante
expresiones polindémicas con coeficientes > 0 de los coeficientes ay,p, . Los coefi-
cientes de la expresién polinémica son independientes de f.

Con estos coeficientes ¢, se puede construir una serie de potencias formal,
ZZO:O cpx™, que probaremos define una funcién en cierto entorno de x¢p = 0

que es solucién del (PC).

Supongamos por un momento que

o0
|z <7, Z len] - |x]™ < 400 (2.1)
n=0
(oo}
En tal caso se puede definir ¥(z) = Z cn-x"  para |z| < T,
n=0

que es analitica. Su derivada también lo es en |z| < 7 y asimismo lo es f(z,¥(z))

en un entorno de (0,0), ya que ¥(0) = ¢g = 0 (Teorema [1.7).

La igualdad ¥'(x) = f(z,¥(z)) sigue de lo siguiente. Nétese que la funcién o(x)
(solucién del (PC)) y W(x) verifican ambas que

d
—nle, = —y
dxnso(o) nlen = 7o (0)

Entonces, W (z)= Z nepz™ Tt = Z(n + Deppra™,
n=1 n=0
1 dr

o0
. . . n S1 -
mientras que  f(z,¥(x)) = nE—o anz”  siendo  an = n! dom

Este cdlculo depende solo de las derivadas parciales de f en (0,0) y de ¥ en 0;

coincide, por tanto, con el efectuado anteriormente, y:

L

1 a
S )| =

= @) =+ Dears

=0 x=0
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

Asi pues

V= f(z,¥(x))
Y(0) =0

Ir>0:|z|<r, z€I(0,0) y

De la unicidad de coeficientes se sigue la unicidad de solucién analitica del (PC),

y de ahi que
Ir>0:|zl<r, 2€I(0,0) v ¢x)=Y¥Y()

Por tanto, hay que probar (2.1]).

Se denomina mayorante de f (en (0,0)) a cualquier F' de la clase C* en un

entorno de (0,0) tal que

Po+Dp1
\ A | (0,0) V(po,p1) € N?

opotri
S 00 <

- axpo aypl
Si F es una mayorante se puede considerar lo que se denomina un (PC) mayo-

rante del dado
y = F(x,y)

(PC),,
y(0) =0

Supongamos que se encuentra una F mayorante analitica y tal que el (PC),,

tiene solucién analitica, ®, en un entorno de zg = 0. En este caso
o0
I >0:|a| <F = ()= Cp-a”
n=0

Pero teniendo en cuenta que los coeficientes de la solucién el problema de Cauchy
(del (PC) y del (PC),,) se obtienen mediante la misma expresién polinémica de

coeficientes positivos, resultara

len] < Cp V>0

y de ahi seguird la convergencia de la serie pedida en (2.1)). Asi pues, el problema
se reduce a hallar una mayorante analitica de f, F', tal que la solucién del (PC),y,,

®, sea analitica en un entorno de xg = 0.
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

Ya que

oo
Jp>0:z|<p |y <p = Z |apop, |27 y|"t < 400
po,p1=0

se sigue que

AN>0,3IM >0 |app, [\ < M,

y por tanto que

apoerlf p0!p1!
- 4 — | |
i 0.0 =it o < 02
Consideremos
F(a,y) = —————— para [a] < A,Jyl < A
1-%)@1-%)

F es analitica en el origen y

e Ly > M
= . . — Po, ,P1
F(x,y) =M z A\Po Z A\P1 Z APo+p1 Ty
po=0 p1=0 po,p1=0

para |z| < A, ly| < A por la Proposicién Esta es la mayorante analitica

de f, puesto que

opotpPL M
P — | |-
OxPo OyPr (0,0) = polpi! A\po+p1
Resolvamos ahora
, M
(PC).. 1-%0-%)
y(0)=0
Si|z] < A,
Yy ’ M Yy y/ 2 M Integrando Yy
1_7) - :>—2(1—f vy__=z. g (1—f
(1=3)v 1-z i3 1_Z Y
A
_ 2
:2-M~ln(1—§)yg§01+0t6202>(1—%) —1:2-M-1n(1—
_ _z _ T y(0)=0
_i\/l—i—QMln( A):,y_A<1i\/1+21\41n(1 A) i

:,q>(x):A(1—\/1+2M1n(1—§)>,
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

funcién que es analitica en el origen con desarrollo valido si

|z] < A
|2M1n(1—§) <1

es decir, si

lz| <A lz] < A
<~
—1<\2M1n(1—§)|<1 e—%M<1_§<ez—lM

por la monotonia de la funcién exponencial. La condicién es, pues:

|z] < A
A(l—e*ﬁ)<x<)\<l—eﬁ)

Pero A ‘1 — e

<)\‘176ﬁ ,

por tanto, basta tomar |z| < A (1 — e*ﬁ> .

Veamos ahora qué ocurre cuando N = n, donde n > 1.
El problema en este caso seria de la forma
yi(@) = filz,y1(2), ... yn(@), i=1,...,n (2.2)
yi(zo) = y’go)’ i1=1,...,n
Igual que para el caso N = 1, suponemos en primer lugar que las condiciones
iniciales del sistema son xy = ygo) — .= y,(LO) =0.

Entonces tendremos

POsees Pn=0
donde
+-+pn £,
ald = ! AT Y o, 0)
Po---Pn pO'pl' .. pnl axpoﬁyzfl e 6yn" ’ ’

y supondremos que las series son convergentes para |z| < r; |y;| < t,
1=1,2,...,n

El procedimiento es andlago al caso N = 1, probando que las funciones y; (x)
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

que constituyen la solucién del sistema (2.2]) son analiticas, es decir, que estan
determinadas de manera tnica por unos coeficientes ¢, que hay que calcular.

En otras palabras, que pueden expresarse por:

yi(z) = Z D gn (2.4)

con

Falta ver que dichas series sean convergentes, para lo cual hay que encontrar

una funcién mayorante, F', de clase C*°, en un entorno de (0,0) tal que

HPotpitetpn) £ HPot+pit-+pn)
} i) (0,...,0)| < : 0,...,0)
axpoayll e ayn” 8$p08y11 N ayn"

Procedemos entonces a mostrar que es posible encontrar una funcién mayo-
rante I'. Por la convergencia absoluta de las series por |z| <7, |y <t, se

sigue que existe una constante M tal que V pg, p1,...,pn se tiene

(2.5)

QWPotpitetpn) £ ( polp1!- - pn!
QxpoQyPt - Oy | T ppogpat e dpn

Consideramos ahora la funcion

F(z,y1, .. yn) = (130)(1314).“(1%) =M Y (%)p“(%l)“<

t P0o---pn=0

Esta tltima serie es convergente para |x| <, |y;| <t,i=1,...,n. La funcién
F(z,y1,...,yn) es por tanto analitica para tales valores de las variables, y se

cumple, ademds, que

a(P0+P1+"'+Pn)F(0) ~ polpil- e pn!

6xp0 8yi}1 cee 8y7€" - rpotp1+---+pn
De se sigue que, efectivamente, la funcién F'(z,y1,...,y,) €s una mayorante
de las funciones f;(x,y1,...,Yn).
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

Por tanto, el problema mayorante en este caso seria

|
=
I

Como el miembro derecho de la ecuacién diferencial no depende de 4, y teniendo

en cuenta las condiciones iniciales, se tiene

Mediante separacién de variables, obtenemos la solucién

D)= = pale) = yla) =1 [1‘ s s (1 f)l ,

donde la raiz debe tomarse en valor absoluto, y estd bien definida para
T < r(l — e_m).

La raiz puede desarrollarse en una serie binomial si

n+
t

1Mr|log (1 — §)| <1,

es decir, si

r(l—em) <x<r(1—eﬁ)

y, por tanto, si

|z| <r(1—e_m) (2.6)

ya que

r(l - em) < —r(l - eﬁ)
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

De hecho, de

2
¢ ¢ ¢ ¢
eIDMr | o~ FDMr — 9 = |:62(n+1)M7‘) —e 2<n+1)Mr)] >0

se tiene

+ —t
1 — et Mr < — (1 — e('n«#l)]%'r')

De este modo, en el intervalo (2.6]) se tiene

et (1) =2 () () s3]

s=1

donde

1
<n+1

:l..[n—1|—1.(%4—1_1).(n—1|—1_2).”(n—1|—1_(s_1))]’

y como log (1 - %) se puede desarrollar en una serie de MacLaurin en el mismo

intervalo, la solucién {y;(x)} puede desarrollarse andlogamente.

(]

Ejemplo 2.1 (Aplicacién del teorema ). Counsideremos el problema de

Cauchy

y' =y +2
y(0)=0,4'(0) =1

(PC)

Se trata de encontrar la solucién sabiendo que ha de ser analitica seguin el

teorema 211

Se tiene que

con

o0
p(z) = ch:p" para |z|<T
n=0
oo oo
= Z nep,x” y ¢"(z)= Z n(n —1)cp,z™ 2
n=1 n=2
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Capitulo 2. Teorema de Cauchy

Sustituyendo en la EDO:

o0 oo o0
E n(n — l)cnx"*2 = E ne,a™ 4+ E 2c, 1" =
n=2 n=1 n=0

= Z(n +2)(n — 1)cppoa” = Zn =0%(n+ 2)c,a"

n=0

Identificando coeficientes:

¢, VYn >0,

cn+2:n+1

y por tanto

=0 = ¢, =0 VkelN
-1 -t a3 = L vken
T T ) PO 2k )]

_OO L ook1 _ — 1 (a? k_ z2/2
go(x)fzyck!x *SEZE 5 =ze
k=0

b
I
o
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Capitulo 3

Teorema de

Cauchy-Kowalewski

Este capitulo lo vamos a dedicar a estudiar un resultado cldsico. Para una
ecuacion diferencial ordinaria particular cuyo segundo miembro es expresable
como la suma de una serie de potencias, Cauchy obtuvo la solucién del problema
como una serie, calculdndose los coeficientes como se mencioné en el capitulo
anterior.

El caso de las ecuaciones en derivadas parciales es debido a Cauchy y a Sofia
Kovalevskaya, mas conocida por Kowalewski.

El teorema de Cauchy-Kovalévskaya formaba parte del trabajo por el que
Kowalewski obtuvo el doctorado. Fue publicado en Crelle’s Journal. Es un teore-
ma de existencia y unicidad de soluciones de una ecuacién en derivadas parciales
de orden n con condiciones iniciales para funciones analiticas. En 1842 Cauchy
habia demostrado la existencia de solucién de una ecuacién en derivadas par-
ciales lineales de primer orden. En la misma época, Weierstrass, que no conocia
los trabajos de Cauchy, demostro la existencia y “unicidad” de la solucién para
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y propone a Sonia extender
estos resultados a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Este teore-
ma, elaborado independientemente del de Cauchy, generaliza sus resultados y
establece unas demostraciones tan simples, completas y elegantes que son las

que se exponen en la actualidad en los libros de analisis.
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

3.1. Problema de Cauchy restringido

Denotando por u la funcién incégnita, de mas de una variable; supondremos
u=u(t,z1,...,2T,), donde t es la incégnita respecto de la cual la derivada ocupa

un lugar privilegiado en el planteamiento del problema.

Denotaremos

ou ou 1
— =u — =p;, t=1,...,n.
6t t Yy T Di,s

Una ecuacién en derivadas parciales de primer orden , en forma normal o

”kovalevskiana”, es una expresion del tipo
Uy = F(tvxh ey Ty Uy Py 7pn)

De forma sintética, podemos escribir u; = F'(¢,z,u,p), donde ¢ y u son variables

escalares, y x y p son variables vectoriales.

Definicién 3.1. Diremos que (t,z1,...,2,) € D — u = f(t,z) € R es
solucién de la E.D.P. si f admite derivadas parciales de todos los érdenes. Como

F ha de ser al menos continua, pediremos que f € C!, y ha de ocurrir que:

1. V(t,z) € D Cc R™ ((t , x , f(t,2), filt,z),..., fult,2)) € R2HD
~ "~ ——

1 n

pertenezca al conjunto de definicién de F'.

n

2. V(t,z) € D, fi(t,x)=F(t,x, f(t,x), fr(t,x),..., [o(t,x)).

LLamaremos condicion restringida de Cauchy a lo siguiente: consiste en
agregarle a la ecuacién u; = F(t, z,u,p) el dato u(ty,z) = ¢(z). Este dato se
llama también condicién inicial, por semejanza con el problema de Cauchy para

una ecuacién diferencial en forma normal y' = F(z,y).

Conocido el ya nombrado problema de Cauchy restringido y la correspon-

diente notacion, introducimos el teorema:

Teorema 3.1 (de Cauchy-Kowalewski). Denotamos por C" el conjunto de las
funciones analiticas. Sea ¢ € C%¥(xg), y llamemos uy = ©(xg) y
%jjo) = Poi, siendo po = (Po1,---,Pon). Sea F € C*(to,xo,uo,po). Entonces

existe una funcion f € C"(tg,x0) que verifica:
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

1. FEs solucién de uy = F(t,z,u,p), en un entorno de (tg,xo).
2. Verifica la condicion de Cauchy: f(to,z) = ¢(x).

3. Es dnica, esto es, si f1 € C%(tg,xg) y fa € C™(to,x0) con las condiciones
anteriores en el menor de los entornos en que estan definidas, entonces

f1 y fo son iguales.

Demostracion:
Plantearemos la posibilidad de encontrar f a partir de un desarrollo en serie

en un entorno de (tg, zg), de modo que si existe serd:

f(t.z) = Z Cma(t —t0)™ (o — 201)™" -+ (Tn — Ton)™",

(z—z0)

donde o = (ayq, ..., ay), definiendo asi |a] = a; + -+ + .

El problema quedarfa resuelto al determinar ¢,,, para que f (¢, x) verifique todas

las condiciones que queremos.

Forzando a que la serie cumpla estas condiciones (mediante un método recur-
sivo), obtendremos una serie formal que, a priori, no ha de converger mas que
en (tg, o). La principal dificultad del teorema va a estar en probar que la serie
representa una funcién. Si esto se cumple, tendremos f (¢, ) = ¢(z) (condicién

de Cauchy).

() es analitica en xg, luego,

o0
o(z) = Z Co(x — 9)® en un entorno de xg,siendo ¢, = mD“(p(xo);
o ! n!

f(to,x) = Z Cma(t —t0)" (& — 29)* =

= f(to,z) = Z coa( — 20)* = p(x) = Z Colx — 20)%,

|a|=0 |a|=0
y como los coeficientes del mismo grado han de ser iguales, se tiene que ¢y = Cq

(coeficientes univocamente determinados).
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

Vamos a obtener los coeficientes de la forma c1,. Sabemos que:

1 af(to, 1'0) si f es solucién de la EDP
€10.0 = 70T 01 Bt = F(to, wo, f(to, %0), po1, - - -
t 0
ya que f(t,2) = w(z) =po, i=1,...,n.
O (to,zo) O (z==0)

Obtenemos cj q;,...,a,, de la manera siguiente:

1 oMol f(tg, o) (x1)
Hag!- - ap! Otz - Oz B

(#1) Se puede derivar en cualquier orden por ser las funciones de clase infinito

(. ol (ﬁ) _
Tl an! 9rS0x N Ot (towe)

1 olel of (t,x) of (t,x)
Tl 0x - ren (F(t,ac,f(t,x), oz, 77 Oz ))(to,ro)

Asi, por ejemplo,

0 aof(t,x) of (t,r)
0x; (t,m, f(t, ), Oxy 7 Oz, ) Ox; Ou Oz + Op1 Oz; tos

donde las derivadas de F' respecto de sus argumentos son conocidas. Los demés

_OF OF 0f  OF 0p

términos de la suma son conocidos por lo siguiente:

f(to, x) = p(x) = W

_ Op(x

~

; vy andlogamente

=0 =T

Of(to,r) Oy N df (to, o) 0%p(x)

=T

Si necesitdramos derivar la suma respecto de otro argumento, obtenemos una
suma cuyos términos son derivadas de F' respecto de varios argumentos y deriva-
das de f respecto de varios argumentos, también en f(tg,z). De igual manera

que en el caso anterior, esto se sigue de la igualdad f(tg, z) = ¢(z).

Los coeficientes son pues sumas de produtos cuyos factores son derivadas suce-
sivas de F' y . Las derivadas sucesivas de ¢ son, salvo coeficientes, igual a los
Ca = Coa- De modo que en la obtencion de los coeficientes ¢, intervienen las

derivadas sucesivas de F' y los coeficientes de la forma cgq.
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

Para la obtencién de los coeficientes de la forma co, se procede de manera

analoga:
1 02 f (to, z0) 1 0 af(t,x) of (t,x)
€20 0—5'7—5'(% (F(t7$1af(ta37)7 9z ' Bz, ))(t :
0,Z0
_1JoF 87F.8f(t,x)+6F(t,x).82F(t,x) “-+8F(t7x).82f(t,x)
T2 ot ou ot Ipr otox, Ipn otoz,,

donde las derivadas de F respecto de sus argumentos son conocidos. Los demés

of(t,
términos también lo son: M = F(t,z, f(t,x),p1,...,Dn), y €l resto de

ot

coeficientes se calculan de forma analoga al caso anterior.

El coeficiente de la forma

1 PHf(to,x9) 1 ol <32f(t,x)

C2ay,...,ap — . = .
! © 2ol ! 0202 -0z 20! Ot - Oz ot?

, v el problema se reduce a la derivacién respecto de z; del corchete anterior.

El resultado es que los coeficientes de la forma ¢z 4, ..o, dependen de las deri-
vadas de F'y de los coeficientes de la forma cj q,...a, - Los coeficientes, pues, se

obtienen de manera unica.

Si la serie que hemos construido define una funcién, ésta es solucién de este

problema de Cauchy. Haremos las simplificaciones siguientes:

1. Supondremos que (to,zo) = (0,0), que no introduce la menor restriccion,
. tr=t—t,
pues se trata de un cambio:
¥ =x—x9
2. Podemos suponer también que el dato inicial ¢(z) = 0 sea la funcién
0; esto puede hacerse, pues bastard tomar como nueva funcién incognita

v(t,x) = u(t, z) — p(x), luego: v(to, z) = u(to, z) — @(z) = 0.

Ademaés

v Ou Ou dv Oy

[ B n ov dp
ot ot ) oz, 0w, @ Ox,

..,axi+8%,...):

= :F(t,z,erap,.

30
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

la ecuacién es de la misma clase que la anterior, y el problema de Cauchy
se reduce a otro totalmente analogo con el dato inicial nulo. El hecho de

que el dato inicial sea nulo quiere decir que ¢, =0 = cgo = 0.

. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que F'(to, o, ug,po) = O.

Esto introducirfa la simplificacién ¢ . o = 0. De ser F(to, o, uo,po) = k,

tomamos como nueva incégnita w(t, z) = u(t, z) — kt, y entonces

ow  Ou
E—E—k = Wt+k—F(t7xuw+kt’

Ow+kt)  Ow+ ki)
el Bm ) =
O(w + kt) o(w + kt)) g
dry 7 0wy, ’

= wt:F(t,z,w+kt,

del mismo tipo anterior y tal que

a(wo + kto) 8(w0 + kto)
0x, L 0z,

F(to,xo,w0+kto, )7]{:0

De modo que el problema de Cauchy es relativo a la ecuacién u; = F'(t, x, u,p)

con la condicién inicial u(tg, ) = 0, con F € C*(to, xg, uo, Po)-
Hay que ver que la serie
o0

flt,z) = Z Cmalt™aTt T

m=0,|a|=0

define una funcién en un entorno del origen.

Vamos a buscar una mayorante convergente de dicha serie. Le asociaremos al

problema de Cauchy un problema llamado mayorante, que probaremos tiene

solucion analitica.
El problema mayorante consiste en el problema de Cauchy relativo a

Uy = ‘P(t,x,u,p),
u(to, ) =0, )

O(to, x0,uo,po) =0

siendo ® mayorante de F'. Lo que haremos es cambiar la condicién de Cauchy,

de modo que el problema, que ya no serd de Cauchy, tenga solucién.
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Como funciones mayorantes ® tomaremos uno de los tres tipos siguientes:

1

a) ®1(t,x,u,p) =M

it <[ftl,  |ul <[ul
donde

lz:| <|Zil, |pil <[Pil, Vi=1,...,n
El 1 se resta para anular el término independiente de la fraccién, 1, ya que
F(0,0,0,0) = 0. Basta que los términos de grado no nulo mayoren a los

correspondientes del desarrollo de F'.

1
T1 T2
r1 = min ([t|, |Z1],...,|Zn], |€
o =i (L, )
ro = min (|p1l, ..., [Pn])

El 1 se resta por igual razén que en el caso anterior. La validez del cardcter

[t4+x1+- Fa,+u <r
mayorante de ® respecto de F' es para .

Ip1 + -+ pnl <72

El caracter mayorante se prueba igual que se hizo en el estudio de las mayo-

rantes.

1
c) ®3(t,z,u,p) =M 5 -1,
(17 E+w1+--~+xn+u)<17p1+~~-+pn)
T2

1

con 0<k<l1.

Llamaremos a
Uy = (I)(t7 xZ, u’p)a

(PP),, 4 u(0,2) =0, ,
©(0,0,0,0) = 0
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Capitulo 3. Teorema de Cauchy-Kowalewski

problema mayorante del problema de partida,

Uy = F(t,.’L',’LL,p),
(PP) ¢ w(0,2) =0, ,
£(0,6,0,0) =0

Supongamos que repetimos lo que hemos hecho con el problema inicial: llega-
rifamos a la obtencion de una serie formal de coeficientes C, . Si se puede justi-
ficar que esta serie es mayorante de la serie formal solucién del primer problema,

queda aclarado el nombre de mayorante dado a este problema.

Habria que probar:

2. |Cma| < Cma

Los coeficientes Cy,, valen todos 0, pues no varia la condicién inicial:
COa = Cqo = 0= Coey-

Los términos del desarrollo de ®, que salvo constantes son derivadas sucesi-
vas de @, son todos mayores o iguales que 0, por ser la serie mayorante de F'. Los
términos c¢1, eran suma de productos de derivadas sucesivas de F' (de & para
C1a) vy los coeficientes de la etapa anterior. Sigue que C, > 0 por ser suma de
producto cuyos factores son positivos (derivadas de ® > 0); y, andlogamente,

Cina > 0 reiterando el razonamiento.

Comparando lo que hacemos con F' y con @, resulta que sumando a suman-
do, los sumandos que constituyen los coeficientes C,,,, son mayores que los que
constituyen los coeficientes ¢4, de donde se tiene |¢pa| < Cra.

Pero estamos en las mismas condiciones que tenfamos, ya que
o0
Z Crnat™x]t -+ zo™ es también formal, que no consta que sea conver-

m=0,|a|=0
gente; ademads, probar su convergencia es igual de complicado que probarlo para

el problema de partida.

Vamos a plantearnos ahora otro problema: se trata de determinar una solu-
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cién analitica,

oo
E Crotmalt - zon de ug = O(¢, z,u,p),
m=0,|a|=0
con la tnica condicién Cj, > 0. Entonces probaremos que esta serie es ma-
orante de la del segundo problema or tanto, del primero: C,,, < C¥ .
y b) y7 b) maoa
Resolveremos el problema, esto es, probaremos que la solucién es convertente
b )

en algun sitio distinto del origen:

= El problema es mayorante del segundo:
Ya que C, > 0y Coo = 0, se tiene C§,, > Co,. El resto de los factores que

intervienen en la obtencién de C*

“ . .
e son los ¢f, v las derivadas sucesivas

de ® (que son las que aparecen en la obtecién de Cpq ).

= Vamos a resolver ahora el tercer problema:
Usaremos la mayorante del tipo | con 0 < k < 1. Vamos a buscar una
t
solucién particular de este problema. Si llamamos X = — + 21 + -+ + 2y,

k

buscaremos la solucién bajo la forma u = h(X).
1

w=h(X) -

En este caso <0 k
1,

pi=h(X)1, i=1,...n

Entonces, si el procedimiento vale, vamos a considerar la EDO de primer

orden siguiente:

1
(1-50-5)

donde la incégnita es h, y la variable X.

1
—h =M
k

Ordenando el resultado en potencias de h', se obtiene:
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M

_ X+h
1 =

:>Lh/2*(1 Mn

e L

- (3.1)

Aplicando ahora la férmula de ecuaciones de segundo grado de la forma

az? + bz + ¢ = 0, que viene dada por x = =bEvb—dac W, nos queda:

(-2 (i—ﬂg)Q“*%(l_lw‘l)
h' )
T

Tomando como datos iniciales
X=0h=0h=0

llegamos a que la solucién valida de la ecuacién |3.1| es la que viene dada

con el signo —,

(1_@)_ (l_@)2_4ﬂ LI
k T2 k T2 kTQ 1_XT741rh

n

]fT‘Q
pues es la unica que se anula al tomar los datos iniciales anteriores.
Ademas, se trata de una funcién analitica, ya que es una funcién C*°
y, por como esta definida, puede expresarse en forma de serie de poten-

cias, luego la solucién dnica también lo es (lo cudl hemos probado en el

capitulo anterior).

Por tanto, h(X) es analitica en el origen, luego

h(X) =Y dX', d;==h"0).
i=0

di = h(0) =0

Sabemos que 1
dy = Fh’(()) =0

= h(X):d2X2+d3X3+

Probando que d; > 0, habremos encontrado la solucién del tercer proble-

ma. En efecto:
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MX)=®(é+$r%~+$02+¢%£+$r%~+x03+n.

los coeficientes C7,, seran todos positivos, no solo los Cf,.

1
Para probar d; > 0, elegimos k£ de modo que % > ne (coeficiente de

T2
h' #0), con lo cual:

(g (O

P = 2
k T9 kra 1 rs

1
dy = §h2) (0). Basta ver que h”(0) > 0. Derivando arriba:

1 aMN,, n_.,., 1+n  2(X+h)(1+h)
- — =-—2 M
(k: 9 )h kro W ( 1 * r? + )
Para X = 0:
1 nM 1+0 M M 1
- — n'(0)=0+M 0)=— h'(0)= ——=+>0
(k r2>() * (7"1+) ?”1:> () Tl%*%>
En general, derivando n — 1 veces,
(*1)
1 nM n /(7 N
- X)W = —( R(X)R (X
(k 7‘2)() k’/'2<() ()+
-1 -2
+<”1 >h(X)”1)h(X)2)+(n2 )h(X)"2>h(X)3>+...)+M[ }
———
(%2) (*3)

(#1) Vale 0 cuando X=0.
(#2) Suma de sumandos > 0 para X = 0.

(x3) Sélo aparece hasta h" ™!, y es suma de sumandos > 0 para X = 0.

Por tanto, h”)(O) >0 =d,>0.

Asi pues, existe una funcién (¢, z) — f(t, ) analitica en (tg,z¢), solucién del
problema de Cauchy
Uy = F(t,x,u,p)

u(to, ) = p(x)

con hipétesis de analiticidad de F' y .
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Observacién 3.1. El teorema nos garantiza la existencia y unicidad locales
de solucién analitica de un problema de Cauchy con datos iniciales, siempre
que se verifique que la EDP es normal y que tanto la EDP como los datos
iniciales dependan analiticamente de las variables independientes, es decir, se
asegura existencia y unicidad de solucién analitica en el entorno ¢ = 0. Esto
es, no excluye la posibilidad de que existan otras soluciones no analiticas, ni
de que una solucién analitica deje de serlo, o de que incluso deje de existir a
cierta distancia de la superficie inicial. Un ejemplo de esto tltimo es el caso del

problema de valores iniciales para la ecuacién de Burgers:

U + Uy =0, 2 €ER, >0
u(z,0) = f(z), z € R

Calculando la soluciéon mediante el método de las caracteristicas, puede suceder
que dos caracteristicas que arrancan de dos puntos xy y x1 respectivamente
se corten en un punto (x,t), y en dicho punto la solucién tendria que tomar
dos valores diferentes. Esto ocurriria en el caso de que el dato inicial dado sea
positivo y decreciente, es decir, si se cumple f(z) - 0 cuando = — —oc0 ¥y

f(z) = 1. Ver [6].

Nota 3.1. El Teorema de C-K garantiza la unicidad de solucién analitica en
el marco de problemas de Cauchy con datos y coeficientes analiticos. Sin em-
bargo, el resultado de unicidad que dicho teorema proporciona no siempre es de
aplicacion, pues frecuentemente los datos del problema no son analiticos.

Conviene pues desarrollar una herramienta que permita abordar el problema
de la unicidad de manera mas sistematica, como es el Teorema de Holmgren, el

cual es un corolario del Teorema de Cauchy-Kowalewski:

Teorema 3.2 (de Holmgren). En el marco del Teorema de C-K, es decir, para
ecuaciones con coeficientes y datos analiticos, la solucion proporcionada por el
Teorema de C-K es la inica no solo en la clase de funciones analiticas, sino que

es unica en toda la clase de funciones localmente integrables.

La importancia del Teorema de Holmgren radica en que, para problemas de
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Cauchy en los que el Teorema de C-K es aplicable, no puede existir otra solucién

que no sea la funcién analitica que C-K proporciona.

Nota 3.2. El problema restringido de Cauchy puede resolverse para un sistema

de igual nimero de ecuaciones que de incégnitas. Sea entonces

U:(Ul,...,’um)
3ui
Dij =
J 8.13]'
Un sistema seria:

Oui __
atl —Fl(taxh--~71'7““1’-~-aum7p115-~-apmn)
Oy
T = Fo(t, 21, Ty ULy - Uiy P11 - - Pran)

donde las funciones dependen de 1 + n + m + nm argumentos.

uy(to, z) = p1(7)

Las condiciones de Cauchy serian
Um (to, ) = om(z)

El teorema vale exactamente igual que para una sola ecuacion, con las

hipétesis

o= (p1,---,0m) € C*(x0)

F= (Fl, s 7Fm) € Cw(th Zo, 901(390)7 sy (Pm(m()),pll(fo), s ;Pmn(iﬂo))
se afirma existencia, unicidad y analiticidad de la solucién f = (f1,..., fm).
El procedimiento de la demostracion es el mismo: se parte de unas series

potenciales formales a las que se les exige que sean soluciones del problema

restringido de Cauchy

3 Calt—to) (@ — wo1)™ - (@ — @on)" = filt, @),
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y luego se prueba mediante un problema mayorante (pasar a sistema mayoran-
te) que definen efectivamente una funcién.

Las mayorantes serian

; 1
Oui = ®;(t,z,u,p) > M - -1

T1i

24

Ejemplo 3.1.
U =uy, (t,x) € R?

u(0,z) = e*

Consideremos el poblema

La EDP u; = wu; es normal respecto de t y se cumplen las condiciones de
dependencia analitica en todo R?. Busquemos una solucién local alrededor del

punto (¢,2) = (0,0):

_ - 1 8n+m n,_m
ulta) = D it e O

Derivamos la condicién inicial respecto de x:

0™Mu _Ome”

oxrm (0’ O) B oxm - 6I|m—0 - 60 =1 (32)
=0
Derivando ahora respecto de t la EDP:
an+1u an+1u
ot~ opor "2
e iterando este resultado se obtiene
oty ontly oty oty
ot T otnox ot 1ox?  Qantl
(1) (2)
Derivando en (1) y (2) respecto de z nos queda
an-‘rm-‘rlu an+m+1u
o iggm — ggrimri "m0
Por tanto,
8n+m+1u B 8n+m+1u " )
otn+19gm o T Qgntmtl 0 -
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Luego, la solucion serd

ult, z) = Zon!m!'atnaxm(o’o)t = D gt =
n,m= N—_—————’ n,m=0
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Capitulo 4

El problema general de

Cauchy

Varian algo las cosas al estudiar las ecuaciones o sistemas de orden superior
al primero. Vamos a estudiar las llamadas ecuaciones kovalevskianas, las cuales
son de la forma:

Ok )
otk 02 o)

(4.1)

o"u
o = F(t,xl,...,xn,u,..

con k =ko+ -+ k,, cumpliendo las siguientes caracteristicas:

1. En el segundo miembro de la ecuacion no aparecen derivadas de u de orden

superior a r: k <.

2. En el segundo miembro de la ecuaciéon no puede aparecer una derivada de

orden r, solo respeto de t, kg < r.

Fijando las condiciones iniciales iniciales de Cauchy

u(to, z) = po(x)

Ou(to,x)
o @
0" tu(ty, v)
8t7-_1 = QOT—l(x)
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y anadiéndolas a la EDP (4.1), nos queda el problema de valores iniciales

(‘3’“u LN

8tr —F(t,xl,...,xn,u,...,m,...>
u(to, x) = o(x)

Ou(to, x)

— 5 = i)

0" tu(ty, r)

o1 = or—1(z)

El método para resolver este tipo de problemas es el mismo que se usa para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior, esto es, convirtien-
do el problema en un sistema de primer orden que sea equivalente al problema
original.

Usaremos la siguiente notacién: ug, ...k, , donde kg nos va a indicar las deri-
vadas de u respecto de la variable ¢, v k; las derivadas de u respecto de la
variable x;, i=1,...,n,

0<ko+ki+ --+k,<r—1, k<r.

Vamos a plantear como ejemplo uy = F(t,x,u, us, g, Uty Uzy ), la forma
mas general de una ecuacién kovalevskiana de segundo orden con dos variables

independientes, con condiciones iniciales

uy = F(t, z, u, g, Uy, Uiy, Ugs)
u(0,2) = po(x) (4.2)
ut(07$) = QOl(iE)

Transformamos el problema (4.2)) de la manera siguiente:

uoo(t, ) = u(t,x) wio(t,z) = w(t,x) wor(t, ) = ug(t, x)

El sistema asociado es (kovalevskiano de primer orden):

Ougo —u

5 = o

OQuor _ Ougg

ot Oz ’
Juig

5 = F(t,,uo0, u10, o1, Y01, , U10, )
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y las condiciones iniciales en este ltimo son

oo (0, ) = po(w)
ulO(O, Z‘) = @1(1‘) )
u01(0, ) = ¢p()

Por tanto, se obtiene el problema

0
ggo = U10 (43&)
Oupr  Ouig
= 4.3b
ot ox ( )
ou
a;o = F(t,z,u00, u10, Uo1, o1, , Y10, )

oo (0, ) = @o(x)

u10(0,7) = ¢1(2)

uo1(0, ) = ()
el cual, supuesta probada la equivalencia entre este 1ltimo y el problema

original (4.2)), se resuelve por el teorema de C-K.

La prueba de la equivalencia entre ambos problemas de Cauchy se harfa del

modo siguiente:

Si u es la tunica solucién analitica del problema original , que existe
por Cauchy-Kowalewski, el vector (ugo, w10, %01) = (u, %, %) es solucién del
problema equivalente . Y reciprocamente, si (ugg, u10, uo1) €s solucién de
7 la funcién u = wugg es soluciéon del problema original .

La primera implicacién es inmediata por la construccién del sistema y la
determinacién que se ha hecho de las condiciones iniciales. Es algo més compli-

cado en el otro sentido:

9 Ly NP 5
"0 _ tor g _ oy _ou _
ox U01 T30 = ot (uoy 8:6) 0= uo ox ¥ (z)
ot (4.3b))
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Haciendo ¢t = 0:

ou(0,z) Opo(x)  Opo(x) _
uo1(0,2) — 0 = U(z) = o = U(z) = ¥(z) =0 =
— 7’& =0 Unl = 7’&
Uo1 or = Uo1 oz’

con lo que queda probada la equivalencia entre ambos problemas.

4.1. El problema general de Cauchy. Variedades

caracteristicas

En este apartado vamos a estudiar el problema general de Cauchy, es decir,
en el que no hay variables distinguidas. Vamos a plantear la ecuacion modelo

de partida de segundo orden con dos variables independientes

ou Ou O*u *u 0%y )—O

q)( ) YWy STy 9. 9 9. 99 a 99 44
0,21, U Oxg’ Oxy’ 023 023’ OwoOxy (4.4)

Sea S una curva (hipersuperficie unidimensional del espacio R? ). A cada
punto de la curva se le asocia una curva "transversal”’, de modo que a puntos
préximos corresponderdn curvas proximas. El problema de Cauchy es el estu-
dio de existencia, unicidad y propiedades de las soluciones del problema que
verifiquen las siguientes condiciones iniciales: el valor de la incégnita u, y sus
derivadas direccionales segun la direccién de las curvas en cada punto de la
hipersuperficie S.

Si S es una hipersuperficie regular, unidimensional en R?, queremos decir lo

b b

siguiente: si S tiene la ecuacion
o(xg,z1) =0

(una sola ecuacién, pues su dimensién es una unidad menos que el espacio), ésta

admite una parametrizacién regular, esto es:

45



Capitulo 4. El problema general de Cauchy

de forma que

o(o(¥n), 1(y1)) =0 Yy € G
, verificandose que:
= ; biyectiva, i=1,2

» 0, € CHQG), i=1,2
3@0(?!1)

= Si,Vy1 € G, M= 8;)1%/1) es la matriz jacobiana de la parame-

0
trizacion, de dimension 2><1:l,/1e1 rango de M ha de ser 1.

Como hemos mencionado anteriormente, por cada punto de la curva S pasa
una curva transversal: se trata de describir todos los puntos de todas las curvas.
Para ello, afiadimos un nuevo parametro yy a la parametrizacion. Asi, varian-
do y; determinamos un punto de la variedad, y, por tanto, seleccionamos una
curva, y al variar yp nos movemos a lo largo de los distintos puntos de la curva
transversal determinada por y;.

Los puntos los determinamos mediante el corte de la curva transversal con las
curvas de nivel (o ”paralelas”) relativas a o. Entonces, llamemos o (o, 21) = 4o

(S estd caracterizada por yo = 0), que es regular. Entonces

zo = Po(Yo, Y1)
1 = ®1(yo, Y1)

Para cada valor de yo, ®;(yo,y1), @ = 1,2 es biyectiva: a puntos proximos
de la curva S corresponden curvas préximas por continuidad de ®;, i = 1,2
respecto de estos 1ltimos argumentos.

Interesa poder describir facilmente en términos de yq, y1 la hipersuperficie y
las curvas. La hipersuperficie es yg = 0. Las curvas se obtienen fijando y; = ¢1,
que determina un punto de la curva, y, por tanto, una curva transversal.

El hecho geométrico que caracteriza las curvas regulares es la existencia en
cada punto del vector tangente, que varia con continuidad. Vamos a suponer
®; € Cl(y1), i = 1,2 (es decir, que el rango de la matriz M definidad ante-

riormente tengo rango maximo) y ®; € C*(yo), i = 1,2, pues queremos que
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las curvas transversales sean también regulares. Ademas, gz’g, i = 1,2 no son

simultdneamente nulos.

Queda por expresar analiticamente el cardcter ”transversal”. Construimos

la matriz
0%0(0,1)  O¢o(y1)
_ Yo Oy
N=1 00,0,51) 0¢1(1)
Yo oy1

en la que el primer vector columna es el vector tangente a la curva en el punto
de corte con la superficie, y el segundo vector columna es el vector tangente a
la curva S.

La matriz N es cuadrada de orden 2. Lo que se pide es que el vector tangente
a la curva transversal no coincida con el vector tangente a la curva S en ningin

punto, es decir, Vy; € G, rg (N) = 2.

Una vez impuesto esto, la resolucion del problema de Cauchy se va a intentar
mediante la sustitucion de las variables yg, y1 como nuevas coordenadas en un
entorno de la curva S.

Para ello, basta asegurar que el sistema
zo = Po(yo,y1)
z1 = ®1(yo0, Y1)
define g, y1 como funciones implicitas de zq, x1.

Nota 4.1. El cambio de variable es licito en un entorno de (yo,y1) (cardcter
local del teorema de la funcion inversa (1.8))), pero como yo = 0 es S, se sigue

que el cambio es vélido en un entorno de S.

Observemos que se cumplen las hipétesis del teorema de la funcion

implicita (L.9)):
1. &g, &, € C?

2. No anulacién del determinante de la matriz jacobiana en un entorno de S,
es decir, de la matriz N para yo = 0; y det(N) # 0 sobre la superficie S.
Pero el determinante es suma algebraica de productos de sus términos, y,

como son continuos en un entorno, el determinante es no nulo.
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Por tanto, podemos llamar
Yo = Yo(zo, 1)
y1 = V1(zo,21)
y pasamos a hacer el cambio de variables en la ecuacién original (4.4)),

(p(l,xu%%@@ 521&),
O 52’ Oxy 0x3’ 023’ Owolx1/

de forma que vamos a intentar despejar las derivadas de orden maéaximo
respecto de yo para obtener un sistema kovalevskiano respecto de yq, si las

condiciones iniciales lo permiten. Esto es, queremos expresar (4.4) en funcién

de las nuevas variables o, y1:

Para ello, pasamos a calcular cada una de ellas:
= yo = Yo(zo, 1)
=y = Uy (z0,71)

= u(yo,y1) = U(‘IJO(%’%)’ ‘1’1(5807561))

8u_%.3\1'0+87u.3\1/1 i=1.2
ox;, Oyo Ox; Oy Ox;

0%u 0 (8u> 0 (8u>8\110 0 (8u)8\111

" 927 " Bwg\Bwg) By \Dwo) Dy Gy \Omo) By
fi[%.%+@.%}%+i[%.% @.%}%f
78y0 8y0 8.’170 8y1 8$0 al‘o 8y1 8y0 81’0 8y1 83:0 8.’170 o

2 U 2
— ?);g (%)2 + ... (no hay mds sumandos en los que aparezca qug)

2
= El calculo de —g es analogo.
Oxf

0%u 0 /Ou 0 7 ou\ 0¥ 0 7 Ou\ 0¥,
" Owgday 870(87) - 870(871)87() 87y1<871)870
0 [Ou ovy  Ou %} AN 0 [8u 0¥y  Ou 8‘111} 0¥,

S [ S0 o
Oyo LOyo Oz Oy Oxy Oyo Oz  Oy1 Oxy

Oxg Ay Oxg -
Ou 0y 0¥y + (no hay mas sumandos en los que aparezca —BQU)
- = = e 7z
dyz Oz Oz Y que ap 012
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Una vez calculado esto, vamos a estudiarlo al detalle para el caso de una
ecuacion de segundo orden casi lineal con dos variables independientes en forma
general, de forma que los coeficientes de las derivadas sean conocidos (ya que
en (4.4) no los conocemos). Supongamos que (4.4)) es de la forma:

( )32u +an ) 0%u + aoa )82u B du Ou
a20(xo, 1) == + a11(xo, 1) =——=— + ap2 (o, x1) = = b(xg, x1,u, —, —

20(Z0, L1 922 140, ) g ey 02(Zo, L1 02 0,8t 5 By

Asi, teniendo en cuenta los cédlculos realizados anteriormente, y, ya que
Uo(xg,x1) = o(x0,x1), el coeficiente transformado de la derivada de orden maxi-
mo de u respecto de yq es:

do Oo do )2} 0%u

9o\ 2
PZO(@OQI)(&T;) —I—an(‘bo,‘l’ﬁafxlaTcO—|—aoz(‘I)o,(IH)(aTc1 o2
0

donde, por simplicidad de la notacién, omitimos que las ®; son funciones de

Yo, Y1, esto €s, q)i(y07y1)a 1= 172

Denotando

9o \ 2
Azazo(q’o,q’ﬂ(ai;o) + a11(Po, 1)

0o Oo 0o \2
871‘187560+a02(q>0’@1)(87331) )

2
la posibilidad de despejar 8—1; depende de que su coeficiente A4 no sea nulo: en
Y

0
2

ese caso, despejando —— y cambiando las variables = por las y resulta una

0y0

ecuacion en forma kovalevskiana. Tenemos ya pues una restriccién de la curva
o: debemos excluir las curvas que verifiquen A = 0, que es una EDP de primer
orden.

En este caso, se dice que la curva es caracteristica, y no se puede tomar como
soporte de los datos iniciales (en tal caso, la ecuacién no podria expresarse en

forma normal o kovalevskiana, y no podriamos aplicar el teorema de C-K).

Por tanto, cumpliéndose todo lo anterior, basta exigir las hipétesis de analiti-
cidad de coeficientes y datos iniciales sobre ¢ para aplicar el teorema de Cauchy-
Kowalewski sobre el problema, pudiendo asi probar la existencia y unicidad de

solucién analitica en un entorno de una curva analitica no caracteristica.
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