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Abstract

In order to study some number theoretical problems, algebraic number fields
and their ring of integers have being introduced. In this dissertation rings of inte-
gers and their arithmetic properties will be studied. Since they don’t have unique
factorization, in the second chapter ideals will be used to generalize it as unique
factorization of ideals. This will be proved in the more general case of Dedekind
domains. Afterwards, it will be given a measure of “how far” they are from being
principal ideal domains called the class number.

Since the moment all those concepts are introduced, the objective of this dis-
sertation will be to give a formula which relates the class number with the zeta
functions. In order to do this, in chapter 3, it will be proved Minkowski theorem
which will be used to find a bound to the discriminant (an invariant of the number
fields) and in chapter 4 it will be proved the Dirichlet’s unit theorem which gives
the structure of the group of units in the ring of integers. Finally, in chapter 5 we
get the formula.






Resumen

Para estudiar algunos problemas de teoria de nimeros, se han introducido
los cuerpos de numeros algebraicos y sus anillos de enteros. En esta memoria se
estudiaran los anillos de enteros y sus propiedades aritméticas. Como estos no
tienen necesariamente factorizacién tunica, en el segundo capitulo se usaran los
ideales para generalizarlo como factorizaciéon tnica de ideales. Se probard en el
caso mas general de dominios de Dedekind. Después, se dara una medida de “como
de lejos” estan de ser dominio de ideales principales llamada nimero de clases.

Desde el momento en el que todos estos conceptos se han introducido, el obje-
tivo de la memoria serd el de dar una férmula que relacione el nimero de clases
con las funciones zeta. Para hacer esto, en el capitulo 3, se probara el teorema de
Minkowski que serd usado para encontrar una cota del discriminante (un invarian-
te de los cuerpos de nimeros) y en el capitulo 4, se probara el teorema de Dirichlet
que da la estructura del grupo de unidades en el anillo de enteros. Finalmente, en
el capitulo 5 obtendremos la férumla.






Enteros Algebraicos

1.1. Motivacion.

Antes de nada, se definirda que es un cuerpo de nimeros algebraicos y su anillo
de enteros comprobandose que efectivamente es un anillo. Luego se estudiaran
algunas propiedades.

Definicién 1.1.1. Se llamard cuerpo de nimeros algebraicos a cualquier extension
finita K de Q

Ejemplos 1.1.2. 1. FEl caso trivial es Q.

2. Sea « solucion de un polinomio f € Q[z] irreducible de grado 2, enton-
ces Q(a) es un cuerpo de nimeros algebraicos. Estos cuerpos se llamardn
cuadrdticos. En este caso [Q(a) : Q] = 2.

3. Sea m un entero positivo y sea Gy, = €2™/™. Se tiene que C, es raiz de t™—1.
Por tanto, [Q((m) : Q] < m. Ademds x™—1 = (z—1)(z—C(y)...(x—C™71). Por
tanto, es el cuerpo de descomposicion del polindmio y por esto Q(()/Q es
una extension de Galois. Este tipo de cuerpos se llama cuerpos ciclotomicos.

El objetivo primero es, dado un cuerpo de niimeros algebraicos K, definir un
anillo de enteros Ok que sea “muy parecido a Z”.

Por ejemplo, si K = Q(V/d), se podria pensar en usar Ox = Z[v/d]. Esto,
fue usado con d=-1 por Gauss para estudiar cudndo un nimero entero se podia
escribir como suma de cuadrados [HW, Teorema 366]. Sin embargo, esta forma de
definir el anillo, no sera siempre la mejor.

Entonces, se buscaran una serie de condiciones que se quiere que cumpla ese
anillo de enteros:
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1. Ok es un Z-médulo finitamente generado sobre K
2. El cuerpo de fracciones de Ok es K
3. Ok NQ =%

Realmente, estas condiciones no son suficientes para determinar el anillo de for-
ma satisfactoria dado que existen muchos anillos que cumplen esto. Para encontrar
el anillo de enteros se prodria pensar de dos formas.

1. Ok: = el subanillo de K generado por U A
ACK
A cumple 1.,2. y 3.
2. Ok: = el subanillo de K generado por N A
ACK

A cumple 1.,2. y 3.

Sin embargo, estos anillos, no cumplen las propiedades anteriores. Para evitar
este problema se puede tener en cuenta que si K/Q es una extensién de Galois
y Gal(K/Q) = {oy,...,0,} su grupo de Galois, entonces serfa interesante que
01(Ok) = ... = 0,(0Ok) = Og. El préximo lema serd buena ayuda para encontrar
el anillo de enteros.

Lema 1.1.3. Sea L/M una extension de Galois con grupo de Galois Gal(L/M).
Sea R C L un subanillo tal que o(R) = R para todo o € Gal(L/M). Entonces, el
polinomio minimo de cualquier elemento de R tiene coeficientes en RN M

Demostracion. Sea o« € R, sea H: = {0 € Gal(L/M): o(a) = a}. Entonces, el
nimero de conjugados distintos en L que tiene o es s: = |Gal(L/M)/H|. Sean
afq, ..., a los conjugados. El polinomio minimo de « sobre M es:

S

f@): =T - o)

i=1

Ademas, como Vo € Gal(L/M) o(R) = R, entonces, los coeficientes de f estan en
R. Por tanto, los coeficientes de f estan en RN M O

Definicién 1.1.4. Dado un cuerpo K, un subanillo A de K y o € K, se dice que
a es integro sobre A si es la raiz de un polinomio monico con coeficientes en A.
En el caso en el que A =7 se dice que o es un entero algebraico.

Definicion 1.1.5. Sea A un subanillo de un anillo C. El anillo C se dice integro
sobre A si cada elemento de C es integro sobre A.

El lema anterior motiva la posibilidad de definir los enteros algebraicos entorno
a esta definicién. Se plantean dos posibilidades:
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1. Ok es el menor subanillo de K que contiene todos los enteros algebraicos de

K

2. Ok es el menor subanillo de K que contiene todos los subanillos R de K que
son integros sobre Z

Si definimos R; como el anillo descrito en 1. y Ry como el anillo descrito en 2.,
demostrando que el conjunto de todos los enteros algebraicos de K forman un anillo,
se tiene que Ry = Ry y por tanto, da una buena motivacién para la definicién de

Ok.

Proposicion 1.1.6. Sea L un cuerpo. Sea A un subanillo de L. Sea o € L. En-
tonces, son equivalentes:

1. « es integro sobre A.

2. El subanillo Ala] de L es un A-mddulo finitamente generado

3. Existe un A-Mdodulo M finitamente generado tal que aM C M
Demostracion. [DL, prop 2.10] ]

Corolario 1.1.7. Sea L un cuerpo. Sea A un subanillo de L. El conjunto B cuyos
elementos son los elementos de L integros sobre A es un anillo.

Demostracion. [DL, cor 2.11] O

Se puede notar ahora que las dos posibles definiciones anteriores son equivalen-
tes. Por tanto, ya estamos en condiciones de definir anillo de enteros algebraicos

Definicién 1.1.8. Sea L un cuerpo. Sea A un subanillo de L. La clausura inte-
gra de A es el anillo que tiene todos los elementos de L que son integros sobre
A. Si A es un dominio de integridad y en su cuerpo de fracciones es igual a su
clausura integra se llama integramente cerrado.

Definicién 1.1.9. Dada una extension finita K/Q, se define el anillo de enteros
de K (y se denotard Ok ) como la clausura integra de 7 en K.

Ahora falta comprobar que efectivamente esta es la definicion que nos interesa.
Es decir, falta ver que tiene todas las caracteristicas que buscabamos.

Proposicion 1.1.10. Sean A,B,C tres dominios de integridad tales que A C B C

C. Entonces C es integro sobre A si y solo si C es integro sobre B y B es integro
sobre A

Demostracion. [DL, prop 2.18] ]
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Ahora, en un caso mas general que el de los niimeros algebraicos, se probara que
se cumplen las condiciones que queriamos que cumpliesen los anillos de enteros.

Proposicion 1.1.11. Sea A un dominio de integridad. Sea K su cuerpo de frac-
ciones. Sea L/ K una extension finita. Sea B la clausura integra de A en L.

1. Sea o € L. Existeb € B ya € A tales que o« = b/a. Por tanto, L es el cuerpo
de fracciones de B.

2. B es integramente cerrado.

3. Si A es integramente cerrado, entonces BN K = A

4. Si L/K es Galois, entonces 7(B) = B VY1 € G = Gal(L/K). De hecho, si A

es integramente cerrado, A = B®
Demostracion. [DL, prop I 2.19] O

Para ver que los enteros algebraicos son un caso particular de la proposicién
sélo hay que ver que dada una extension finita K/Q se tiene que Z es dominio
de integridad, Q@ es su cuerpo de fracciones, que Ok es la clausura integra de
Z, y para usar el apartado 3. hay que ver que Z es integramente cerrado. Que
Z, es un dominio de integridad es una de las primeras cosas que se demuestran
en matematicas, y el resto de cosas excepto que Z es integramente cerrado son
definiciones. Esto ultimo es consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1.12. Todo dominio de factorizacion unica es integramente cerra-
do

Demostracion. [DL, Lema I 2.16] O

Finalmente, se tiene la siguiente proposicion que se demostrard mas adelante
para el caso de enteros algebraicos.

Proposicion 1.1.13. Sea A un dominio de ideales principales. Sea K su cuerpo de
fracciones. Sea L/K una extension finita y separable. Entonces la clausura integra
de A en L es un A-mddulo finitamente generado.

Este teorema se puede encontrar con toda su generalidad en [DL, cor 4.9]. La
prueba es interesante, pero para los objetivos que tenemos aqui quizds sea mas
interesante seguir otro camino y dar la demostracion en el caso particular de los
anillos de enteros.
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1.2. Algunas Herramientas.

En esta seccion se considerara que K es un cuerpo con caracteristica 0. Se
introduciran unas herramientas que serviran para el estudio de propiedades de los
enteros algebraicos.

Dada una extensién finita L/K con dimensién [L: K] = n, se buscaran unas
funciones que a cada elemento de L le asigne un elemento de K. Para relacionar L
con K se puede usar una base B = {ay, ..., } de L/K.

Sea a € L, se define el automorfismo ¢: L — L dado por ¢(5) = afVf5 € L.

Sea aq; = Z?:@ a;ja; Vo =1,...,n. Entonces la matriz de ¢ respecto de la base
Bes M = (a;;). Si B = {fh, ..., Bn} es otra base, se llama C' a la matriz de cambio
de base de B’ a B entonces, si b € L se denota como bp a b con coordenadas
respecto a B’ y bg el mismo vector respecto a la base B. Lo mismo se hace con
#(b). Entonces, ¢(b)g = Mbg = MCbg y por tanto, ¢(b)g = C~1MCbp:. Asi que
la matriz de ¢ respecto de la base B’ es C~'MC.

Como L es un cuerpo ¢ es biyectiva. Por tanto, tanto M como C~'MC son
invertibles. Por tanto, su determinante y su traza dependen tnicamente de los
autovalores, pero los autovalores son los mismos y por tanto ni el determinante ni
la traza dependen de la base que se elija.

Definicién 1.2.1. La norma de « se define como N i (a) := det(M) y la traza
de a se define como tr k(o) := tr(M). Si no hay confusion se denotardn N (o) y
t(a).

A continuancién se demostraran algunas propiedades.
Proposicion 1.2.2. Sean o, € L ya € K:
1. N(aB) = N(@)N(8) y ta + B) = t{a) + H(B)
2. N(aa) = a"N(«) y t(aa) = at(«a)
3. sia#0, Na™)=N(a)™!
4. N(1)=1vy si a # 0, entonces N(a) # 0
5. t no es idénticamente 0
Demostracion. [IR] O

El problema de estas definiciones es que no son las mas faciles con las que se
puede trabajar en muchos casos. La siguiente proposicién proporciona una expre-
sién que puede ser muy util.
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Proposicién 1.2.3. Sea L/K una extension separable. Sean o, ...,0, los n iso-
morfismos distintos de L en una clausura algebrdica de K que dejan K fijo. Sea

a € L. Se denota oW: = o;(a). Con esta notacion, t(a) = a4+ ..+ o™ y
N(a) = aW..aM
Demostracion. [DL, lema IV 2.5] O

Corolario 1.2.4. Si K/Q es una extension finita sea o € Op, entonces N(«),
t(a) € Z.

Demostracion. Como se vio en la demostracion del lema 1.1.3 si « tiene s conju-
gados distintos, siendo estos oY, ..., a(® entonces, el polinémio minimo de a es
f(x) =[I_,(z — o). Entonces, si f(r) = 2° + a;_12°7' + ... + @12 + ap se tiene
que ag = (—1)*a®..a® vy a,_; = a® + ..+ a® y por tanto a’* = (—=1)"/*N(a)
y a1-n/s = t(a). Como se verd en el lema 1.3.4. como « es integro sobre Z se tiene
que f € Z[x]. O

Se definird una tultima herramienta.

Definicién 1.2.5. Sea L/K una extension finita. Sean ay, ..., € L . Se define
el discriminante A(ay, ..., a,,): = det(q;ay).

Proposicién 1.2.6. Si A(ay, ..., o) # 0, entonces aq, ..., o, es una base de L/K.
Ademds, si L/K es separable y aq, ..., ay, es una base, entonces Aoy, ..., ap,) # 0.

Demostracion. [IR, prop 12.1.1.] O

Proposicién 1.2.7. Sean ay, ..., a, y f1..., Bn dos bases de L/K. Sea o; = Z?Zl a;;B;,
con a;; € K. Entonces Alay, ..., a,) = det(ai;)*A(Bu, ..., Bn)

Demostracion. [IR, prop 12.1.2.] O

En cuerpos de nimeros se trabaja en extensiones separables. Adema&s, como
consecuencia del teorema de Artin las extensiones seran de la forma Q(f) para
algin § € C. Asi que serd interesante tener las siguientes proposiciones que dan
expresiones faciles de calcular para el discriminante.

Proposicién 1.2.8. Sea L/K una extension separable. Sean ay, ..., € L. En-
tonces A(ay, ..., ) = det(agj))Q

Demostracion. [IR, prop 12.2.2] ]

Proposicién 1.2.9. Sea L/K una extension separable. Sean 1,53,...0"~" elementos

de L linealmente independientes sobre K. Sea f € K|z| el polinomio minimo de 3
sobre K. Entonces A(1, B3,...07 1) = (=1)"=D2N(f(3))

Demostracion. [IR, prop 12.2.4] O
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1.3. Numeros algebraicos

En este apartado, se aplicaran las herramientas anteriores al caso concreto de
los nimeros algebraicos. Se demostrard que los anillos de enteros algebraicos son
un Z-médulo finitamente generado, se aplicard al caso particular de los cuerpos
cuadraticos y estos se determinaran completamente. Finalmente se comprobara
que estos no necesariamente tienen las propiedades aritméticas que Z. No tienen
factorizacion unica, pero eso se empezara a suplir en el capitulo siguiente.

Dado un cuerpo de nimeros K, como se tiene que K es el cuerpo de fracciones
de Ok si ay, ..., a, es una base de K sobre QQ, usando el teorema 1.1.11. apartado
1, existe a € Z no nulo tal que aay,...,aq,, € Og. Ademas son base de K. El
resultado se puede incluso hacer mas fuerte. Sea I un ideal no nulo de Of. Sea
b € I. Entonces, por las propiedades del ideal aba; € I para cada ¢ = 1,...,n.
Ademas abay, ..., aba, es una base de K sobre (Q dado que es la imagen de ayq, ..., a,
por el homomorfismo ¢: L — L definido por ¢(f) = abf. Lo interesante, es que
para cada ideal I de Ok, una base contenida en I lo genera como Z-médulo. Esto
viene dado en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.3.1. Sea K/Q una extension finita. Sea I un ideal en Q. Sean
aq,...,, € I elementos que forman una base de K sobre Q con |A(ay,...,an)|
mainimal. Entonces, aq, ..., oy, genera I como Z-modulo.

Demostracion. [IR, prop 12.2.2] ]

A partir de ahora se notara que en concreto Ok es un ideal de Og. Por tanto
es un Z-médulo fintamente generado. Si ay, ..., a, es una base de K/Q que genera
Ok como Z-médulo, entonces se llamara base integra de I. Como |A(ay, ..., ay,)|
da numeros naturales cuando los «; estan en Ok, entonces siempre se alcanza
ese minimo. A ese valor minimo de |A(qq, ..., o, )| para aq,...,a, € I se llama
discriminante de I y se denota A(I).

Definicién 1.3.2. Dada una extension finita K/Q, se llamard discriminante
de K a g = A(Ok)

El lema siguiente, permitira calcular el discriminante de un ideal conociendo
una base integra.

Lema 1.3.3. Dada dos base integras aq, ..., y 51, ..., Bn de un ideal I, se tiene

que A(aq, ..., ) = A(B1, -, Bn)

Demostracion. Sea «; = Z;;l aijB;, con a;; € Z. Entonces A(ay, ..., ap,) = det(ay;)2A(Ba, ..., Bn)
por el teorema 1.2.7. Como cada a,; es entero, entonces det(aij)Q > 1 por tanto,
Aoy, ...,a) > A(By, ..., Brn). Andlogamente sale la otra desigualdad ]
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Ahora estamos en disposiciéon de determinar los anillos de enteros en cuerpos
cuadraticos y su discriminante. Lo primero es considerar el cuerpo K := Q(\/E)
Sin pérdida de generalidad y para simplificar la tarea, se considerara d € Z y libre
de cuadrados. Se buscard una base integra de Og. Para ello, primero se tendra en
cuenta que 1y v/d son una base de Q(v/d) sobre Q. Por tanto, existe un sistema
generador de O con dos elementos. Sea o = a + bv/d con a,b € Q. El siguiente
lema ayudara a ver como son a y b.

Lema 1.3.4. Sea A un dominio de factorizacion unica. Sea K el cuerpo de frac-
ciones de A. Sea L/K una extension finita. Sea o € L. Sea g € K|[z] el polinomio
minimo de « sobre K. Entonces, « es integro sobre A si y sdlo si g € Alx].

Demostracion. [DL, Remark 2.6] O

Corolario 1.3.5. Sea d un entero libre de cuadrados. Sea o € Q(v/d). a es integro
sobre Z si y sdlo sit(a), N(«a) € Z

Usando el corolario anterior, como t(a) = oY 4+ a® = 2a y N(a) = aVa® =

a®—b%d entonces o € O siysélosi2a € Zy a?—b*d € Z. Si se multiplica por -4 la
segunda condicién y se suma 4a?, como Z es un anillo, se tiene que 4b*d € Z. Como
d es libre de cuadrados, entonces se tiene que cumplir que 2b € Z. Se distinguiran
dos casos:

1. Sid = 1(mod 4), entonces, 4a*> — d4b* = 4a?® — 4b*> = 0(mod 4). Por tanto 2a
y 2b tienen la misma paridad. Entonces, como a = a +bv/d = (2a + 2b) /2 +
b((=14/d)/2) € Z+7Z((=1++/d)/2). Entonces O C Z+Z((—14++/d)/2).
Para la otra contencién sélo hay que notar que 1y (—1++/d)/2) pertenecen
a Of. 1 pertenece claramente, y (—1-+1+/d)/2) es raiz de 22 +x+(—1+d)/4 €
Z[z], por tanto también pertenece a O

2. si d = 2,3(mod 4), entonces, o (4a?) + 2(40?) = 0(mod 4) o 4a® + 4b* =
O(mod 4). Se tiene asi que tanto 2a como 2b son pares. Por tanto, a y
b e Z. Asi que o € Z + v/dZ implicando que Ox C Z + VdZ . Para la
otra implicacién hay que ver que 1y v/d € Ok. 1 € O es trivial porque es
entero, y vVd € Ok ya que el polinémio minimo es z2 — d € Z|x).

Asi que se tiene el siguiente resultado

Proposicién 1.3.6. Sea K = Q(v/d)
1. Sid=1(mod 4) entonces, Ox =7 + Z((—1 4 V/d)/2) = Z[(—1 + Vd) /2]
2. Sid=2,3(mod 4) entonces, Ox = 7+ Z\/d = Z[/d]
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Ahora que se tiene Ok como Z—mébdulo, se puede plantear buscar el discrimi-

nante.

Proposicién 1.3.7. Sea K = Q(V/d). Entonces:
1. Sid=1(mod 4), entonces, 0o, = d.
2. Sid=2,3(mod 4), entonces, 0o, = 4d.

Demostracion. [IR, prop 13.1.2] ]
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Propiedades de los ideales

2.1. Factorizacion de ideales

La mayoria de las facilidades que se tienen al trabajar en Z vienen de que es un
dominio euclideo. Los anillos de enteros no tienen necesariamente esta propiedad.
Por ejemplo, el anillo de enteros de Q(v/—5) es Z[v/—5].Se puede comprobar que
este anillo no tiene factorizacién tnica. De hecho, se tiene que 6 = 2 -3 = (1 +
vV=5)(1 — v/=5). Si se prueba que 2,3,1 + /—5,1 — /=5 son irreducibles y que
no son asociados, entonces se tienen dos factorizaciones en irreducibles.

2 es irreducible porque por reduccién al absurdo, si 2 lo es, Ja,b € Z[v/—5]
tal que 2 = ab. Tomando norma, se tendria 4 = N(2) = N(a)N(b). Como a y b
son enteros algebraicos, sus normas son ntimeros enteros. Por tanto, se tiene que
N(a) = N(b) = £2. En el capitulo 4 se probard que para a entero algebraico,
N(a) = +£1 siy sélo si a es una unidad. Ademds, es imposible que la norma de un
elemento de Z[v/=5] sea £2 dado que N(x ++/=5y) = 2% +5y? Va,y € Z. Es facil
comprobar que eso no tiene solucién probando primero que no tiene soluciéon con
y diferente de 0 y luego que 2 no es un cuadrado perfecto.

Las normas de las unidades son +1. Por tanto, si 2+ +/—5y es unidad, entonces,
x? + 5y? = £1. Las soluciones a esta ecuacion son x = +1,y = 0. Ahora, por
tanteo, se puede probar que los elementos no son asociados y por tanto 6 tiene dos
factorizaciones.

A veces vendria muy bien la factorizacion inica. Un ejemplo de esto es el intento
de demostrar el teorema de Fermat de Gabriel Lamé factorizando a? + y” en Z[(]
donde ¢ = €*™/? como 2? + y? = [['_,(x + ('y). Luego se factoriza 2P y se ve
que las factorizaciones son distintas. Por desgracia el anillo en el que se factoriza
no siempre tiene factorizacion unica. La pregunta es: ;Se puede generalizar esto?
Aqui aparecen los anillos de Dedekind. Estos anillos solucionan parcialmente este
problema con la factorizaciéon tnica de ideales. Préximamente se definiran estos

19
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anillos y se verda cémo se factorizan los ideales en el caso de anillos de enteros
algebraicos.

Definicién 2.1.1. Sea A un anillo. Se dice que tiene dimension 1 si no es el
anillo trivial y si los ideales primos no nulos son ideales maximales.

Esta no es la definicién de dimensién habitual pero es equivalente para el caso
de dimensién 1.

Hay que tener en cuenta que los ideales maximales son primos. Por tanto, esta
definicién lo que dice es que los ideales maximales y los primos son lo mismo.

Definicién 2.1.2. Sea A un dominio de integridad, se dice que A es un dominio
de Dedekind si cumple:

1. A es noetheriano
2. A tiene dimension 1

3. A es integramente cerrado sobre su cuerpo de fracciones.

Los anillos de enteros son dominios de Dedekind. Lo que nos interesa es ver
que eso implica factorizacion tnica de ideales.

El resultado se obtendra poco a poco. Se iran demostrando resultados mas
débiles y usando estos se llegara a el resultado importante.

Lema 2.1.3. Sea P un ideal primo. Sea I y J ideales tal que P O 1.J. Entonces
PO>OIoPDOJ

Demostracion. Por reduccion al absurdo, si P O IJ pero P 2 Iy P 2 J, entonces,
existen x € I\P,y € J\P. Como P D IJ, entonces, xy € P. Sin embargo x,y & P
contradiciendo que P sea primo. O

Lema 2.1.4. Sea A un anillo conmutativo. Sean I, ..., I, ideales coprimos dos a
dos de A. Entonces:

1. I...15 es coprimo con I, Vs =1,....n—1

2. L., =LHN..NI,

Demostracion. 1. Seanx; € I ey; € Iy41 contalesque x;+y; =1Vj =1,..., s,
entonces, 1 = [[°_, (z; +y;) € Lop1 + 1.1
2. Por induccién en n:
Sin=2I;-I, C I)NI5 es claro. Sea x € I,+ 15, como I e I son coprimos, sean
y€ Il yz € Itales que y+2z = 1, entonces, x = z(y+2) = zy+xz € I - .
Si es cierto para n, entonces Iy...I,- Iy = (I1...1,) Iny1 = (LhN...N1,) Ly =
LNn..Nnl,NI,,
n
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Proposicion 2.1.5. Sea I un ideal no trivial de un anillo noetheriano A. Entonces,
existen ideales primos Py, ..., Ps y enteros positivos ay, ..., as tales que Py'*...Pd C
ICPN..NPFP;.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, sea Y el conjunto de ideales que no tienen
la propiedad de la proposicién, se supondra que es no vacio. Como A es noetheriano,
existe un ideal I maximal en Y. I no es primo porque entonces I C I C [ y seria
una contradiccién. Sean x,y € A tales que zy € I pero x,y & I, sea I, = (I, z) e
I, = (I,y). Entonces, I.I, = (I*,(z)I,(y)],zy) C I C I, N1,

Estd claro que I, I, ¢ ¥ dado que entonces I no seria un elemento maximal.
Por tanto, existen P, ..., P, Q1,...,Q, ideales primos y ag, ..., as, by, ..., bs enteros
no negativos tales que:

PO PEQN QY C LI, CTCPN.NPNQIN...NQ,

Contradiciendo la hipédtesis de que I € X. O]

Corolario 2.1.6. Sea A un dominio de integridad de dimension 1. Sea I un ideal
cualquiera no trivial. Entonces, el conjunto de ideales maximales que contienen
a I es finito. Sea M, ..., My ese conjunto, entonces, existen ai,...,as tales que
M. M2 C T C M N..n M

Demostracion. Por la proposicién anterior y dado que la dimensiéon del anillo
es 1, queda demostrada la existencia de ideales maximales M, ..., M, tales que
M. M2 C T CMN...N M.

Por la contencion tdltima My, ..., M, es un subconjunto de ideales maximales
que contienen a [I. Falta ver que son todos. Sea M un ideal maximal que contiene
a I, entonces Si se localiza en M la contenciéon I C M; N ... N M, se tiene que
Iy C(MyN o0 Mg)ar = My 0 ..o N Mgy Como I € M se tiene que I es no
vacio. Por tanto, My, N...N Mgy es no vacio. Eso sélo puede ser si existe un ¢ con
1 <i < stal que My # 0 y eso s6lo ocurre si M; € M. Como ambos son ideales
maximales, eso s6lo ocurre si M; = M. Es decir, si M € My, ..., M,

O

Ahora se estudiard el problema en el caso en el caso particular de que el anillo
sea local (es decir, que tenga un sélo ideal maximal) y se generalizaré.

Proposicion 2.1.7. Sea A un anillo conmutativo. Son equivalentes:
1. A es un dominio de ideales principales
2. Todo ideal primo de A es principal
Demostracion. [DL, prop 11.8.2] ]

Proposicion 2.1.8. Sea A un dominio local de dimension 1 con ideal mazximal
M. Son equivalentes:
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1. A tiene factorizacion unica de ideales.
2. A es un dominio de ideales principales.
3. A es integramente cerrado.

Demostracién. 1 = 2 Sea x € M\ M?. Entonces (x) = M™ para algiin n por la
propiedad de factorizacién tnica. Como x & M?, entonces, v € M"™ Vn > 2 dado
que M™ C M? Vn > 2. Por tanto, (z) # M™ Vn > 2. La tnica opcién que queda es
(x) = M Como el tnico ideal primo es un ideal principal, entonces es un dominio
de ideales principales.

2 = 1 Dado n, si z no es una unidad, entonces x € M™\ M"*!. Se probard
que M™ = (x). Sea M = (m), entonces, M™ = (m™). Como = € (m™) entonces
m" | z. Por tanto, x = mt para algiun t € A. Falta ver que ¢ es una unidad. Es
decir, que t no estda en M. Por reduccién al absurdo, t € M si y s6lo si t=mr para
algtin r € A. Por tanto, x = m™*!r pero esto no puede ser porque z ¢ M".

2 — 3 [DL, lema 12.16]

3 = 2Seax € M.Si M = (x) el resultado es consecuencia de la proposicién
anterior. Si M # (x), por el corolario 2.1.6. existe un n natural tal que M" C (z).
Sea y € M"!'\(x) tal que y ¢ (x). Por tanto, y/x no pertenece a A. Como
A es integramente cerrado sobre su cuerpo de fracciones, entonces, y/x no es
integro sobre A. Como A es noetheriano, entonces M es un A-mdédulo finitamente
generado. Por la proposicién 1.1.6. se tiene que (y/x)M ¢ M. Comoy-M C M™ C
(x), entonces, se tiene que (y/x)M es un ideal de A que no estd contenido en M.
Por tanto, (y/x)M = Ay eso implica que M = (z/y)A es un ideal principal y por
la proposicién anterior A es un dominio de ideales principales. O

Proposiciéon 2.1.9. Sea A un dominio noetheriano de dimension 1. Son equiva-
lentes.

1. A tiene la propiedad de factorizacion unica de ideales.

2. Apg tiene la propiedad de factorizacion unica de ideales para todo ideal ma-
ximal M de A.

Demostracion. 1 = 2 Sea M un ideal maximal de A, se considera la aplicacién
natural ¢: A — Ay Sea I € Ay un ideal. Se considera el ideal J: = ¢~1(I). Este
ideal se puede factorizar como J = M{"*...M¢. Ahora bien, como J C M entonces,
existe un ¢ tal que M; C M. De hecho son iguales por ser maximales. Por tanto,
Jy = (M) teniendo asi una factorizaciéon de I. Para ver que es tnica, como el
ideal maximal de Ay, es My, hay que ver que dado a y b dos naturales distintos
entonces (Mj;)® # (My)®. Esto es por el lema que viene a continuacién dado que
M® £ MP.
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2 = 1 Sea I C A un ideal no nulo. Sea Mj,..., M, el conjunto de ideales
maximales que contienen a I, entonces si Iy, se puede factorizar como Iy, = My,
para cada ¢ = 1,...,s con a; entero no negativo. Se vera que [ se factoriza en A
de forma tinica como I = Mj*...M¢s. Esta claro que I C ¢(My,, ) N ... Nd(M ).
Ademés, se tiene que M C ¢; ' ((M;p,)®). Como M; es el tinico ideal maximal
de A que contiene M;", el lema siguiente implica que M;" = ¢; ' (M}, ). Como los
ideales M son coprimos dos a dos, se tiene que: M{" N ... N M = M. M.

Se sigue que I € M{"...M¢Z=. Por tanto, como Iy, = My, = (M{"... M), Vi =
1,..., s, por el lema siguiente se tiene que I = Mj"...M?2. Para ver que la facto-
rizacion es unica, se supondra que I = Mfl...Mi,’S. Localizando en cada M;, la
factorizacién unica de Ay, da que a; = b; para todo i =1,...,s.

m

Lema 2.1.10. Sean J C I dos ideales de un anillo A tales que el conjunto de
ideales mazimales que contienen a J es finito. Entonces J=I si y solo si Jy, = Ly,
para J siendo My, ..., My el conjunto de ideales mazximales que contienen a J.

Demostracion. [DL, lema III 1.3] O
Por fin estamos en disposicion de demostrar el teorema que nos interesa.
Teorema 2.1.11. Sea un dominio noetheriano de dimension 1. Son equivalentes:
1. A es un domino de Dedekind
2. A tiene factorizacion unica de ideales

Demostracion. 1 =—> 2 Sea M un ideal maximal de A, con demostrar que Ay,
tiene factorizacién unica necesariamente, entonces la implicaciéon es cierta. A; es
un anillo local asi que sélo es necesario demostrar que es integramente cerrado
sobre su cuerpo de fracciones. Los elementos del cuerpo de fracciones de Aj; son
de la forma a/b con a € Ay; y b € M. Por reduccién al absurdo, si (a/b) & Ay es
integro sobre Ay, entonces existen cy, ..., ¢, € Ay tales que (a/b)" + ¢1(a/b)" ! +
. + ¢, = 0. cada ¢; se puede escribir como a;/m; con a; € Ay m; ¢ M. Sea m
el minimo comun multiplo de los m; entonces, multiplicando por m™ se tiene que
(am/b)" + cym(am/b)" ™t + ... + ¢,m™ = 0. Por tanto, am/b es integro sobre A.
Falta ver que am/b ¢ A. Eso es porque si b | m entonces, como m ¢ M, entonces
b serfa una unidad en Ay; y por tanto, a/b € A,,

2 = 1 A tiene factorizacion unica de ideales si y s6lo si A, tiene factorizacion
unica de ideales para todo ideal maximal M. Eso es cierto si y sélo si Ay, es
integramente cerrado para todo ideal maximal M. Falta ver que A es integramente
cerrado si Ay lo es para todo ideal maximal M. Sean a,b € A tal que a/b ¢ A
esto implica que b no es una unidad. Si a/b es integro sobre A, entonces existen
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ai,...,a, € A tal que (a/b)" + ai(a/b)" ' + ... + a,. Como b no es una unidad,
entonces, existe un ideal maximal M que contiene a b. Eso implica que (a/b) & Ay
pero estd en su cuerpo de fracciones. Sin embargo esto es una contradiccién porque
con el mismo polinomio, a/b seria integro sobre A,,. O

Conocido que los ideales se pueden factorizar, ahora se estudiard como es esa
factorizacion. En el caso de enteros algebraicos, se conoce cémo se factorizan los
ideales en Z dado que es equivalente a la factorizacion del generador del ideal.
Dado un cuerpo de ntimeros algebraicos K se intentard exportar ese conocimiento
a OK.

Para hacer el estudio en general se considerarda A un dominio de Dedekind,
con cuerpo de fracciones F y B la clausura integra de A en una extension finita
y separable K de F. Como queremos estudiar la factorizacién de ideales en B
conocida la factorizacion en A, nos interesaremos por la factorizacién de los ideales
que surgen de extender los ideales maximales de A en B. Para ello, primero nos
fijaremos en el siguiente lema:

Lema 2.1.12. Con la notacion anterior, sea P un ideal mazximal de A, entonces

PB + B.
Demostracion. [DL, lema I11.3.1] O

Este lema, sirve para poder escribir PB = M;'...M¢. Y con esta notacién, se
pueden definir los siguientes términos bastante importantes.

Definicién 2.1.13. Con la notacion anterior, se llama indice de ramificacion
de M; sobre P al entero ey, /p := €;

Como P es un ideal maximal de A, A/P es un cuerpo. Como M; N A es un ideal
de A distinto del total que contiene a P y P es maximal, M;NA = P. Como ademés
A C B, entonces se define un homomorfismo natural por inclusién i: A/P —
B/M;. Como M; es un ideal maximal, B/M; es un cuerpo. El homomorfismo,
entonces define una extesion de cuerpos. Como B es un A-médulo finitamente
generado, entonces, define una extension finita.

Definicién 2.1.14. Se define el grado residual de M; sobre P como el entero

El objetivo sera relacionar los indices de ramificacién con los grados residuales.

Lo primero que se puede notar es que como los M;* son primos dos a dos,
se tiene que, denotando PB a la extensiéon de P como ideal en B, B/(PB) &
B/M7* x ... x B/M¢. La idea es considerar B/(PB) y cada B/M;* como A/P-
espacios vectoriales. Por tanto, se tiene que dim(B/(PB)) = dim(B/M;*') + ... +
dim(B/M¢¢). El paso légico ahora serfa intentar escribir dim(B/M;") en funcién
de dim(B/M;) para cada i = 1, ..., s. Esto nos lo dard el siguiente lema.
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Lema 2.1.15. Sea A un dominio de Dedekind. Sea P un ideal mazimal de A.
Entonces, Y¥n € N el A-mddulo P"~'/P™ es isomorfo a A/P. En particular, si
A/P es finito, se tiene que #(A/P™) = (#A/P)".

Demostracion. [DL, lema 3.4] O
Corolario 2.1.16. dim(B/M;") = e;dim(B/M,)

Demostracion. Como A/ P es finito, sea r el nimero de elementos, un A/ P-espacio
vectorial de dimensién d tiene r? elementos. Por tanto, B/M; tiene rdim(B/M:)
elementos. Por tanto, r8™B/Mi") = L(B/M) = (#B/M;)% = redim(B/M:) O

Asf que se puede escribir dim(B/(PB)) = e;dim(B/M;) + ... + e, dim(B/M,).
Esta expresién se puede mejorar un poco maés si se usa el siguiente lema.

Lema 2.1.17. dim(B/(PB))=/K:F]

Demostracion. Este lema se probara en el caso en el que P sea un ideal principal.

Sea [K : F] = n. Como B es un A-médulo libre de rango n [DL, lema 1.4.10]
entonces, B = A®...®A. Si p es un generador de P, entonces PB = PA®..®PA =
P&...®P. Por tanto, B/(PB) = (A®..®A)/(P®...& P) = (A/P)". Por tanto,
dim(B/(PB)) =n O

Asi que se ha demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.18. Sea A un dominio de Dedekind. Sea F su cuerpo de fraccio-
nes. Sea L/K una extension finita de F con [K:F]=n. Sea B la clausura integra de
A en K. Sea P C A un ideal primo tal que en B se cumple que P = M;*...M¢S.
Entonces, n = e fi + ... + esfs donde fi; = fur,/p.

Este resultado, ya da informacién que restringe la factorizacién y tiene aplica-
clones.

Sea A un dominio de Dedekind sea F su cuerpo de funciones. Sea f € Afy] un
polinomio irreducible. Entonces, K := F[y|/(f) es una extensién finita de F de
grado n. Si f es tal que la clausura integra de A en K es B := A[y]/(f), entonces,
se puede intentar usar la proposicién anterior para, dado un ideal primo P C A,
factorizar PB. Se llamard f a la reduccién de f en (A/P)[y]

Se tiene B/PB = (Aly]/{f))/PB = Alyl/(P, f) = (A/P)[y]/{f) )

Como PB no siempre tiene que ser maximal, se tiene que (A/P)[y]/(f) no
siempre serd un cuerpo y por tanto, cuando no lo sea, f se podrd factorizar.
Puesto, el hecho de que PB se pueda factorizar implica que f se puede factorizar,
seria interesante ver si la factorizacién de PB tiene que ver con la factorizacion de

3
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Sean §i,...,gs € (A/P)[y] polinomios irreducibles tales que existen enteros
e, ..., € tales que [[7_, §;i% = f. Sean gi,...,g; € A polinomios tales que su re-
duccién en (A/P)[y] es ¢, ..., Gs, entonces se tiene que existe h € PA[y| tal que
f=9" ... 9> +h.

Como un breve paréntesis, ahora se abusard de la notaciéon y se llamaréd g;
tanto, al polinomio en Afy] como a su clase en B y se distinguird por el contexto.
También ocurrird lo mismo con g;. Segun el contexto denotard al polinomio en
(A/P)[y] o ala clase de equivalencia en (A/P)[y]/{f).

Se consideraran los ideales M; = (PB, g;). Entonces, se tiene que: Mj* - ... -
Mg C(PB,gi"-...-g¢). Como h € PA[y| entonces su clase en B estd en PB. Por
tanto, (PB,g7" - ... - ¢5) = (PB,g{* - ... - ¢ — h) = (PB, f) = PB.

Ahora falta ver que PB = M{"-...- M$. Si PB = M" - ...- M. La contencién
que tenemos antes dice que a1 < ey, ..., a5 < e;.Hay que demostrar la igualdad.

Por la proposicién 2.1.18. se tiene que n = a1 f1+...+asfs. Vamos a calcular f;.
B/M, = B/{PB.g)) = (Al)/{f))/{PB.g})) = Alz)/(P. f. ;) = (A] P)lal /(. g:) =
(A/P)[x]/(g:). Por tanto, f; = [B/M; : A/P] = deg(g;). Como se tiene que
n = deg(f) = erdeg(g1) + ... + esdeg(gs) = e1fi + ... + esfs, debe ocurrir que
e; = a; para todoi =1, ..., s.

Esto se puede resumir en la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1.19. Con la notacion anterior PB = M* --- M¢. Ademds f; =
deg g;

Esto se puede usar por ejemplo para factorizar ideales en cuerpos cuadraticos:

Proposicién 2.1.20. Sea K = Q(\/d).con d € Z libre de cuadrados y d # 1. Sea

p € Z un numero primo. Entonces (p) se factoriza en Ok como:
1. Sip|d se tiene que (p) = (p,/d)?
2. 8i2¢+d

es primo st d =5 mod 8
(2) =< (2, (1+Vd)/2)(2,(1 —d)/2) sid=1 mod 8
(2,14 Vd)? si d=3 mod 4

3. Siptdyp#2, entonces:

(p) = es primo st d no es un cuadrado mod p
d {p, Vd +n)(p,v/d—n) sin®>=d mod 8

Demostracion. El apartado 3 estd demostrado en [DL, ejemplo I11.4.4]. En general
estd demostrado en [IR, prop 13.1.3 y prop 13.1.4]. Aqui se demostrara el apartado



2.2. GRUPO DE CLASE 27

3 cuando d # 1 mod 4 usando la idea anterior para ejemplificar cémo se puede
aplicar.

Lo primero es que en este caso Ox = Z[v/d]. Ademés Z[z]/(z* — d) = Ok via
el isomorfismo ¢: Z[z] — Ok dado por ¢(f(z)) = f(V/d). f es irreducible. Para
usar la idea anterior se vera cémo se factoriza su clase (f) en Z/(p)[x]. Como f
es de grado 2 se factoriza si y sélo si tiene una raiz en Z/(p). Es decir, si d es un
cuadrado médulo p. Por tanto si d no es un cuadrado médulo p se tiene que (p) es
primo en Z[z]/{f). Por tanto, (p) es primo en Ok. Veamos en el otro caso.

Si n* & d mod p entonces f = (xz — n)(x + n). Por tanto, en Z[x]/(f) se tiene
que (p) = (p,z—n)(p,z+n). El resultado se tiene de aplicar el isomorfismo ¢. [

2.2. Grupo de clase

Si los anillos de enteros no tienen por qué tener factorizacion unica, entonces,
tampoco se puede esperar que sean dominios de ideales principales. El objetivo, a
partir de ahora serd “medir” cémo de lejos estd un anillo de ser dominio de ideales
principales. En particular se estudiara el caso de los anillos de enteros.

La idea de esto, serd hacer una relacion de equivalencia segtin la cual una de
las clases sea la de los ideales principales y se medira la cantidad de clases que hay.

Definicién 2.2.1. Dado un anillo conmutativo A, que sea dominio de integridad,
sea M(A) el conjunto de ideales no nulos. Sean I,J € M(A) se considera la
relacion de equivalencia siguiente:

I~ J siy solo si da,b e A tal que (a)l = (b)J.

Se define C1(A) como el conjunto de clases de equivalecia junto con la operacion
stguiente:

Sean I,J € M(A), sean 1,.J la clase de equivalencia de I y de J respectiva-
mente, se define la operacion I.J = 1J.

Cuando sea un grupo se llamard grupo de clase.

La operacién esta bien definida y con esa operaciéon Cl(A) es un semigrupo.
Ahora se comprobaran algunas cosas para ver que efectivamente, el grupo de clases
de ideales es interesante.

Lema 2.2.2. Sea A un anillo conmutativo y dominio de integridad. Si I € M(A)
entonces I ~ A si y solo si I es un ideal principal

Demostracion. Si A ~ I, entonces, existen a,b € A tales que (a)A = (b)I. Como
a € (b)I entonces, existe ¢ € I tal que a=bc. Sea d € I, entonces, bd € (a) por
tanto, dz € A tal que bd = ax. Comoa = bc, se tiene que bd = bcx. Como es un
dominio de integridad, se puede cancelar y se tiene: d = cx. Por tanto, I = (¢) y
por tanto, es un ideal principal.

Si I es un ideal principal es trivial que I ~ A. m
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La primera duda que uno puede tener es si dado un anillo dado un ideal [
siempre se puede pedir que exista un ideal J tal que IJ es principal. La respues-
ta es no. Por ejemplo, en el anillo de polindmios en infinitas variables sobre un
cuerpo k, es decir k[{z;};cn] tiene un ideal que es el ideal ({z;}icnr) que vale de
contraejemplo. Afortunadamente, en los casos que nos interesan, si ocurre como se
puede ver en el siguiente lema.

Lema 2.2.3. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces, CI(A) es un grupo con
elemento neutro 1 := A.

Demostracion. Hay que demostrar que cada elemento tiene inverso. Sea J € M (A),
y sea a € J, entonces como (a) C J, y el anillo tiene factorizacion tnica de ideales,
debe existir I € M(A) tal que (a) = I.J = JI. Por tanto, I.J = JI = 1.
Probar que efectivamente 1 es el elemento neutro es trivial puesto que Al =
IA=TA=1
O

Para entender Cl(A) como una medida de lo lejos que estd A de ser dominio
de ideales principales, hay que notar que cuando CI(A) sélo tiene un elemento,
entonces A es un dominio de ideales principales. De hecho, por el lema 2.2.2; A es
un dominio de ideales principales si y sélo si Cl(A) tiene un elemento. Adem4s, si
Cl(A) es finito esa “lejania”se puede medir por el nimero de elementos.

Definicién 2.2.4. Sea A un dominio de integridad conmutativo tal que CI(A) es
finito. Entonces, se define el numero de clases hy: = #CL(A)

Esto, es interesante, dado que si Cl(A) es finito, entonces, el teorema de La-
grange asegura que dado J un ideal de A, entonces J"4 = 1.

Para que esto sea 1til, sera interesante saber si efectivamente C1(A) es finito o
no. De aqui en adelante, nos preocuparemos de ver cuando es finito, se comprobara
que este es el caso de los anillos de enteros algebraicos y el objetivo serd buscar
formas de calcular hp, para los distintos cuerpos de nimeros algebraicos K.

Definicién 2.2.5. Sea A un dominio de Dedekind. Se dice que A tiene cocientes
finitos si A/M tiene un nimero finito de elementos para todo ideal mazximal M

de A.

Definicién 2.2.6. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos, entonces,
dado un ideal I, se define su norma ||I|, = #A/I.

Se ha comprobard que #A/1 es un nimero entero en el lema 2.2.7 y dado que
A/INJ = A/l x A/J sily Json primos entre si. Cuando se sepa por el contexto
el anillo en el que se estd trabajando solo se escribird ||1]].
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Lema 2.2.7. Sea A un dominio de Dedekind con cocientes finitos. Entonces, la
norma de cualquier ideal no nulo es un nimero entero y ademds es una funcion
multiplicativa.

Demostracion. [DL, lema 3.5] O

Ahora, se enunciaran varios lemas con el objetivo de encontrar una propiedad
en las normas de ideales para comprobar, en anillos de enteros algebraicos, si el
grupo de clase es finito o no.

Lema 2.2.8. Los enteros algebraicos tienen cocientes finitos.

Demostracion. Dado un cuerpo de ntimeros algebraicos K, si M es un ideal ma-
ximal entonces, existe un primo p € Z tal que (p) = M N Z con los M; ideales
maximales. Como Ok /M es una extensién finita de Z/(p) entonces #(Ox /M) =

#(Z)(p)|Ok /M : 7/ {p)] O

Como los anillos de enteros tienen cocientes finitos, la norma de los ideales
es finita. En el siguiente capitulo se comprobara que efectivamente, los anillos de
entero tienen grupo de clase finito.

A partir de aqui, se considerard que K/Q es una extensién finita.

Lema 2.2.9. Dado a € R. El niimero de ideales I de Ok tal que ||I]| < a es finito.

Demostracion. Como ||-|| es multiplicativa, s6lo hay que probarlo para los idea-
les maximales. Sea M un ideal maximal de Ok. Como se tiene que [|M||, =

|M N Z||£M/MﬁZ > ||M N Z||,, entonces sélo hay que probar el lema para Z.

Sea un ideal primo de Z es un ideal principal generado por un ntimero primo.
Dado un nimero primo p € Z, se tiene que #(Z/(p)) = p por tanto, ya se tiene el
lema. O

Lema 2.2.10. Cl(Ok) es finito si y sdlo si, existe un nimero a € R tal que para
toda clase C' € Cl(Ok) existe un ideal I € C' con ||I]| < a.

Demostracion. Si Cl(Of) es finito, sea Cl(Ok) = {C4, ...,Cy}, se elige un ideal
I, € C;paracada i =1,...,ny se elige a = max{|| 1], ..., ||| }-

Si existe un a con la propiedad anterior, como sélo hay un ntmero finito de
ideales con norma menor que a, entonces el nimero de clases de equivalencia debe
ser finito.

O

Lema 2.2.11. Dado a € R entonces,toda clase de ideales de Ok contiene un
ideal I tal que ||I|| < a si todo ideal no nulo J contiene un elemento b tal que

1O < allJ]]-
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Demostracion. Dado una clase de ideales C' € Cl(A), como Ok es un dominio
de dedekind, tiene inversa C~! sea J € C~! y sea B € J tal que [[(b)|| < a|J].
Entonces, como Of tiene factorizacién unica, debe existir un ideal I tal que (b) =
IJ. Por tanto, ||I]|||J|| = ||[IJ]| < al|J|| teniendose asi que ||| < a. Como C es la
inversa de C~!, entonces, I € C. O

Finalmente se notara que [[(b)|| = |N(b)| para todo b € Ok [RIB, capitulo 8

Los esfuerzos en el siguiente capitulo iran dirigidos a encontrar un a tal que
cumpla la desigualdad del tema anterior. Existen varias formas de encontrarlo.
Esta no sera la mas directa, pero sin embargo servira mas tarde para encontrar
una férmula asintética para el niimero de clases.



Teorema de minkowski y cotas del dicriminante.

3.1. Teorema de Minkowski

Definicion 3.1.1. Un reticulo A en R™ es el conjunto de todas las combinaciones
lineales sobre Z de n elementos ay, ..., a, linealmente independientes

El paralelotopo fundamental de A es el conjunto IT = {>~}_, zpa; | 2, € R,0 <
xp < k=1,...,n}. Se denotara el volumen de II por u = p(II)

Definicién 3.1.2. Un subconjunto S C R" es convexo siVy,y € S yVA € [0,1],
se tiene que Ay + (1 — Ny’ € S

Definicién 3.1.3. 57 S C R" es un conjunto y a € R, se define la homotecia de
S con radio a al conjunto aS = {ax | x € S}.

SiSesconvexoy x,z’ € aS entonces existen v,y € Stalquex = ay y 2’ = ay'.
Dado A € [0, 1], se tiene que Az + (1 =)z’ = day+ (1 —N)ay’ = a(Ay+(1—-N)y) €
aS. Por tanto, aS es convexo Va € R.

Definicién 3.1.4. S5i S C R" es convexo, cerrado y acotado, se dird que es un
CUuerpo convexo.

Definicién 3.1.5. 5i S C R" es tal que y € S si y sdlo st —y € S, se dice que S
es simétrico.

Lema 3.1.6. Sea S un conjunto convexo. Sean y,y’ € int(S), entonces, todo punto
del segmento que une y e y’ estd en el interior de S

Demostracion. Como tanto y como y’ estan en int(S), existe un ¢ € R.q tal que
B(y,¢) €Sy B(y,c) C Ssiendo B(a,r) ={x | ||z —al <7}
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Sea y” un punto del segmento que une y e y’, entonces, IA € [0,1] tal que
y" = Ay + (1 — N)y'. Se probara que B(y”,c) C S.

Sea z € B(y, "), entonces, ||z — y"|| < ¢. Sea z = x—y", entonces, x = z+y" =
2+ M+ 1 =Ny =Az+y)+ (1 =N(z+79).

Si se prueba que z +y € Sy z+y € 5, como S es convexo se tiene que
z €S (z+y)—yl = |zl = [lz —y"|| < ¢ Por tanto, z +y € B(y,c) C S.
Andlogamente con z+y’. Por tanto, x C S. O]

Teorema 3.1.7. (Minkowski). Sea A C R"™ un reticulo. Sea p el volumen del
paralelotopo fundamental de A.

Si S es un cuerpo convexo y simétrico tal que vol(S) > 2", entonces eziste un
punto de A distinto del origen que pertenece al interior de S.

Si vol(S) = 2™, no se puede asequrar que el punto esté en el interior pero si
que existe uno.

Demostracion. Se supondré que S N A = {0}.

Sea y € A, se considera Sy =y + 1/25 = {y + 1/2x | x € S}. Sy es convexo
porque es suma de conjuntos convexos.

Siy,y € A son distintos y x € int(Sy), entonces, z ¢ int(Sy’). En otro caso,
r—y € int(1/25) y x—y' € int(1/25). Entonces, como 1/2S es convexo y simétrico,
se tendria que 1/2(x —y) +1/2(y' — z) € 1/2S. Por tanto, 1/2(y' —y) € 1/2S. Es
decir, (v —y) € S siendo esto una contradiccién porque SN A = {0}. Por tanto,
dados y,y € A, los interiores de Sy y de Sy’ son disjuntos.

Sea aq,...,a, € R" los generadores de A. Dado m > 0 se define A,, =
500 yiai | —m <y <m,y; € Z,i =1,...,n}. Claramente, #A,, = (2m + 1)".

Como S estd acotado, existe v > 0 tal que si © = Y ' | x;a; € S, entonces,
|z;| <~y Vi=1,..,n Portanto, Yy € A,,, se tiene que |y; + 1/2z;| < |y;|+1/2]z;] <
m+1/2-y Vr € S. Por tanto, A,, +1/25 CII' = {} 7 zja; | |v;] <m+1/2-7}.

Entonces, como A, +1/28 =, ¢4, [y+1/25] = U, 4, Sy, Como los Sy tienen
los interiores disjuntos, y como las translaciones dejan los voliimenes invariantes,
se tiene que:

Vol(Ap+1/28) =37 4 vol(1/28y) = - 4 (1/2")vol(Sy) = > ca,, vol(S) =
# A, (1/2Mvol(S) = ((2m + 1)™/2")vol(S) < ((2m +~)"/2")p.

Entonces:
vol(S) < ((2m+)"/2m+1)")2"u Vm € Zsy

Si se hace tender m a infinito se tiene que vol(S) < 2"u. Por tanto, si vol(S) >
2", entonces tiene un elemento del reticulo en su interior.

Para el caso en que vol(S) = 2"u, se tiene que Vn > 1 wol((1 4+ 1/n)S) >
vol(S) = 2*. Por tanto Jx,, € (141/n)SN A no nulo. Como cada (1+1/n)S C 2S5,
entonces, esta acotado. Por tanto, 25N A es finito. Por tanto, existen n; < ng < ....
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tal que z,, = z,, Vk € N. Entonces, z,,, € S dado que dado m € Z, entonces,
existe k tal que ny > m. Asf que z,,, = z,,, € (1 4+ 1/n,)S C (1 4+ 1/m)S. Por
tanto, como S = (J,,c5(1 +1/m)S, se tiene que z; € S.

[

Este teorema es muy util a la hora de demostrar la existencia de soluciones en
ecuaciones diofanticas.

Se usara aqui para demostrar la existencia de soluciones en sistemas lineales
de desigualdades.

Proposicién 3.1.8. Sea n > 1. Sea Li(xy,...,x,) = Y iy aiz; = 1,....n con
a; ERYi=1,...n j=1,..,n, tal que d = det(a;;) # 0. Sean t, ..., t, nimeros
positivos conty, ..., t, > |d|. Dado iy con 1 < iy < n, entonces, existen by, ..., b, € Z
no todos nulos, con |L;(by,...,b,)| < t; sii #io y |Liy(b1, ..., n)| <t

Demostracion. Sin pérdida de generalidad iy = n.

Si n=1 entonces |L1(1)| = |a11| = d < t,.

Si n > 1 se hard por reducciéon al absurdo. Si la proposicién no es cierta,
entonces V1, ...,x, € Z se tiene una de las siguientes afirmaciones:

1. Jicon1<i<n-—1rtalque |L(z1,....x,)| > t;
2. Vital que 1 <i<n—1|Lj(xy,...,z,)| < t; pero |L,(z1,...,x,)| > tp

Sea T = {(x1,...,xn) | (w1, ..., x,) satisfacen 2.}. Si T # 0, sea (x1,...,x,) € T
y sea t tal que |L,(xq,...,z,)| < t.

Se considera 7" = {(x1,...,x,) € T | |Ln(x1,...,x,)| < t}. Entonces T" es
no vacio y T’ es finito porque es un subcojunto acotado de Z". Por tanto, A =
{|Ln(z1, .oy z0)| | (21, ..., 2,) € T"}. tiene minimo.

Sea § = t, — min(A), por la condicién 2. se tiene que 6 > 0. Si T' = 0,
entonces, 0 puede tomar cualquier valor. Por tanto, existe § tal que V(xy, ..., z,) €
Z™ no nulo, se tiene que o bien |L;(xy,...,x,)| > t; para algin i=1,...,n-1 o bien
|Ln(x1, .oy py)| > t, + 0.

Se define el homomorfismo siguiente. Sea x € R”, se define #: R" — R" com
0(x) = (Li(z), ..., Ly(z). Sea e; el vector que es 1 en la filaiy 0 en el resto, entonces,
0 transforma ey, ..., e, en los vectores linealmente independientes 6(ey), ..., 0(e,).
Sea A el reticulo definido con estos vectores, entonces, es p = |d| el volumen del
paralelotopo fundamental.

Sea S el conjunto de los elementos = = (1, ...,x,) € R" tal que |z;| < ¢; para
i=1,..,n—1y |z,| <t,+3. Entonces, S es un cuerpo convexo simétrico que tiene
volumen vol(S) = 2¢;..,2t,,12(t, +0) > 2"ty...t,, > 2"|d| > 2" . Por el teorema de
Minkiowski, existe un punto #(y) € A no nulo en el interior de S. Es decir, existen
Y1, ---s Yn, 1O todos numlos tal que |L;(y)| < t; para i=1,..n-1y |L,(y)| < t, + 6,
lo que es una contradiccion. O
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Proposicién 3.1.9. Sea n > 1 y sea Li(x1,...,2,) = > ., a;;x; para todo i =
L,...,n una forma lineal con a;; € C con d = det(a;;) # 0. Suponiendo que

para todo i existe un indice i’ tal que Li(x1,...,1,) = Z?Zla_ijxj es iqual a Ly,
(si L; tiene coeficientes reales i=i’). Sean ty,...,t, numeros reales positivos con
t; =ty si Ly = Ly. Sity,...,t, > |d|, dado cualquier indice iy tal que Ly, = L,
existen enteros w1, ...,x, no todos nulos tal que Li(xy,...,x,) < t; si i # iy ¥y
|LZ'O|(ZE1, ceey ZL‘n) S tio

Demostracion. [RIB, B cap 9] O
Finalmente, tenemos los resultados para probar la cota que buscabamos.

Proposicién 3.1.10. Dado un cuerpo de nimeros algebraicos, para todo ideal J
no nulo de Ok existe un elemento a € J, a # 0, tal que |N(a)| < ||J|[\/]6| siendo
0 el discriminante de K.

Demostracion. Sea ay, ..., a, una base de K sobre Q tal que es un sistema generador
de J como Z-médulo. Se considera las n forma lineales L; = 7, ag-l)a:j Vi =
1,...,n. ‘
Como d = det(ag-l)) = || J|\/]0] se puede coger t; = ... = t, = d'/™ para usar
la proposiciéon anterior, que dice que existen x1, ..., z, € Z no todos nulos tal que
3
‘Z?:l ajZ)xj
Sea a = Z?Zl zja; € J, se tiene que a # 0 porque no todos los x; son nulos.

Ademas N(a) =TT, (a) = [T, (X0, 2;0)") < d = ||7]\/19]. O

De aqui ya tenemos que Cl(Ok) es finito

< dY™ Vi =1,...,n. Con al menos una desigualdad estricta.




Unidades

4.1. Raices de la unidad.

Ya hemos tenido un contacto con las unidades cuando probamos que Z[y/—5]
no tenia factorizacién unica. Para intuir que seran interesantes a la hora de calcular
el nimero de clases, se notara que si K es un cuerpo de niimeros algebraicos, J es
un ideal de Ok y a,b € Ok son asociados, es decir, existe una unidad u tal que
a = ub, entonces, se tiene que a € J si y sélo si b € J. De hecho, a y b generan el
mismo ideal.

Se denotard U(Ok) (o U si se sobreentiende por el contexto), al grupo de
unidades de Og. De nuevo, nos adelantamos a un resultado diciendo que es un
grupo. Pero de hecho, no es complicado probar que lo es con el producto, ya que
cada elemento tiene inverso por definicién de unidad, si v y v son unidades entonces
wv lo es porque su elemento inverso es v~ 'u~! y hereda el resto de propiedades de
que el producto es un grupo en O.

En este capitulo se estudiara qué estructura tiene ese grupo.

Las unidades mas simples son las raices de la unidad. es decir, las raices de
polinomios de la forma ™ — 1 donde m > 1. Estas unidades forman un subgrupo
yva que 1 es una raiz de la unidad porque es raiz del polinomio con m = 1, si ¢
es una raiz de la unidad (! también lo es dado que ("1™ = ((™)! =1y el
producto de raices de a unidad es una raiz de la unidad porque si  y (' son tales
que (" =1y ("™ = 1 entonces, ((¢")" = 1. El grupo de raices de la unidad de Ok
se denotard como W (QOk) v si el contexto es claro, se dejard en W.

La primera pregunta es ;W es finito o infinito?. Lo primero es caracterizar las
raices de unidad de una forma que sea facil de contar. Como si a € Ok es raiz
de la unidad, entonces, existe m tal que a™ = 1, se tiene que |a™| = 1 teniendo
que |a|™ = 1y por tanto |a|] = 1 Hay que notar que un conjugado de a también
es raiz de la unidad puesto que si o es un endomorfismo, entonces, se tiene que
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o(a)™ = o(a™) = o(1) = 1. La otra implicacién también se tiene. Es decir, a es
raiz de la unidad si y sélo si !a(i)| = 1 para todo conjugado a de a. Esto se vera
luego, pero antes, veamos la finitud de W con la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1. Sea ¢ un numero real positivo. Sea K un cuerpo de niumeros
algebraicos. Entonces, existe un niumero finito de enteros algebraicos x en K tal
que ‘x(i)‘ < ¢ para todo conjugado z'9 de x.

Demostracion. Sea [K : Q] = n. Sean s;(xq,...,x,) = >
1,...,n.

La idea sera encontrar un conjunto finito de polinomios F tal que si x € Ok vy
‘x(i)| < ¢ para todo conjugado () de x, entonces, hay un polinomio del que x es
raiz.

Lo primero que se notard es que f(z) = [/, (z —2®9) = 2" +
S (=1)is(a®, L, 2() 2"t Luego, como z es un entero algebraico, cada
si(zM, ..., 2() es un niimero entero. Finalmente, si(:x(l),...,x("))} < (?)cz Sea
r = max{ (?)cZ | i = 1,...,n}. Entonces, si F es el conjunto de los polinémios
ménicos de grado n con coeficientes enteros que en valor absoluto son menores o
iguales que r, entonces F tiene las propiedades que buscamos. Como F es finito,
entonces, el conjunto S = {z | f(z) =0f € F'} es finito y el resultado se da. [

1< <gi T+ Lji Vi =

Teniendo este resultado y teniendo en cuenta que si x es raiz de la unidad,
entonces, a:'(i)| = 1 para todo conjugado (¥ de x. Por tanto, hay un niimero finito
de raices de la unidad. Para caracterizarlas completamente, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 4.1.2. Dado un cuerpo de nimeros algebraicos K y x € O, enton-
ces, v € W si y solo si x es un entero algebraico de K tal que ‘x(i)’ =1 para todo
conjugado =9 de z

Demostracion. Six € W, se ha probado que se tiene la implicacion.

Para probar la otra implicacion, simplemente, hay que notar que si x no es una
raiz de la unidad, entonces, suponiendo que |z| = 1, se tiene que |z"| = 1 para
todo r natural. Por la proposicién anterior, deben existir dos exponentes a > b tal
que 2% = 2. Esto contradice que no sea raiz de la unidad porque como estamos
en un dominio de integridad, se tiene que 2% = 1. O]

Usando el teorema de Lagrange, se tiene que si W tiene h elementos, entonces
el orden de cada elemento de W divide a h. Por tanto, todo elemento de W es
raiz de " — 1. Como las raices de ese polinomio son el grupo ciclico generado por
e?™/" entonces, como todo subgrupo de un grupo ciclico es un grupo ciclico, se
tiene que W es un grupo ciclico.
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4.2. (Caso cuadratico

En esta seccion se estudiara el caso particular de los cuerpos cuadraticos. Sea
K = @(\/8) Estudiar las unidades no es demasiado complicado dado que una
condicién suficiente y necesaria para que u € O sea una unidad es que N(u) = +1
dado que |N(z)| = ||(z)|| = #(Ok/{x)) = 1 si y s6lo si x es una unidad.

Proposicion 4.2.1. Si d < 0, entonces:
1. Si d=-1, entonces U(Ok) = {1, 1,1, —i}

2. Si d=-3, entonces U(Ok) = {1, -1, (14+v/=3)/2, (1—v/=3) /2, (—14++/-3) /2,
(—1-+v=3)/2}

3. En ontro caso U(Ok) = {1,—-1}
Ademds, todas las unidades son raices de la unidad.

Demostracion. Lo primero es notar que como d < 0 si & = a + bv/d € K con
a,b € Q entonces N(x) =a* —db* =0 siy sélosia=>b=0.

Sid = 2(mod 4) o d = 3(mod 4), entonces, dado u € O se tiene que Ja, b € Z
tales que u = a + bv/d. El conjugado es @ = a — bv/d. Por tanto, N(u) = uii =
a? — db?® y u es una unidad si y sélo si a? — db?® = 1. Si b = 0, entonces a = +1.
Si b # 0, entonces 1 = a®? — db?® > a®. Por tanto, a = 0 y entonces, se tiene que si
d=-1 entonces b = 41 y en otro valor de d no hay solucién.

Si d = 1(mod 4) se tiene que si u € Ok, entonces, Ja,b € Z con la misma
paridad tales que u = (a + bv/d) /2. El conjugado de u es @ = (a — bv/d)/2. Como
N(u) = ut se tiene que u es unidad si y sélo si a* — db* = 4. Si a = +1 entonces
hay que resolver —db? = 3. Si d=-3 entonces, tiene solucién para b = £1. En otro
caso no hay solucién. Si a=0, hay que resolver db?> = 4. Esto no tiene solucién
puesto que d = 1(mod 4). O

El caso con d > 0 se demostrara a la misma vez que el teorema de Dirichlet.
Se tendra que U = W x C' con C un grupo ciclico infinito. La forma de encontrar
un generador de C y de W se explica en [RIB, capitulo 10]. En concreto se tiene
que W = {1, -1}

4.3. Teorema de Dirichlet

Ahora, el ojetivo, ya se centrara completamente en encontrar la estructura de
las unidades. Ya sabemos como es W. Antes de nada, hay que introducir algunos
conceptos.
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Lo primero es notar que como K/Q es una extension separable finita, por el
teorema de Artin debe existir un ¢ € C tal que K = Q(t). Si [K:Q]=n entonces,
t tiene n conjugados. Sean estos t(M, ...t entonces, se dird que los conjugados
de K son K®=Q(t®) para i=1,...,n . Se dird que K es un conjugado real si ¢
es real v si no se dird que es un conjugado complejo. Hay que notar que si K es
un conjugado complejo , entonces existe un 7’ # i tal que K® = K@) Por tanto,
el numero de conjugados complejos es par. Ademas, si hay r; conjugados reales y
2ro conjugados complejos, entonces, 7| + 2ry = n.

Se seguird la notacién en la que KW, ..., K son los conjugados reales,
KT+ K™ vy ademés, K (#7219 es el conjugado de K (" F9) y se podra denotar
K(r+3) para todo j = 1,...,m. Si € K, entoces,z(n+i) = g(m+m24i) para j =
]_, ey T

A partir de ahora se definira la siguiente aplicacién que da una interpretacion
geométrica a las unidades. \: U — R” siendo 1, + 5 — 1 se define como A(u) =
(log [uM], ..., log |u(])

Lo primero es ver déonde manda esta aplicacion a los elementos de W que son
de los que tenemos més informacién ahora mismo.

Proposicién 4.3.1. Sea u € U. Entonces, u € W si y sdlo si A\(u) = (0, ...,0).

Demostracion. Siu € W esta claro.
Si AM(u) = (0,...,0), entonces, x(")‘ =0 Vi = 1..r. Se nota que ‘x(““)’ =
’x(””2+j| Vj =1,...,m5. Por tanto, !x(”“”j)‘ =0 Vj=1,..,7ry—1.
Finalmente, como u es una unidad, |N(u)| = 1. Tomando logaritmo, eso queda
como Y log ’x(i)| = 2logz("*72) = (. Por tanto, x(i)‘ Vi=1,...,n. Asi que u
es una unidad. O]

Se introduciré el siguiente lema que se usard luego.

Lema 4.3.2. Sean uy, ...,ux € U tales que A(uy), ..., \(ug). Sea G = {(aq, ..., ax) |
Jv € Utal que A\(v) = ar\(uy) + ... + apX(ug)}. Entonces ZF C G y ademds G/ Z*
es un grupo finito.

Demostracion. [RIB, lema 5, capitulo 10] O

Si queremos conocer como son las unidades de un anillos de enteros habria que
ver como son los sistemas generadores de U y ademas, seria interesante comprobar
si existe un sistema generador que genere unidades de forma tnica.

Definicién 4.3.3. Dado un conjunto de unidades uy,...,ur, se dice que e€s un
sistema independiente de unidades si no existen mq,....,my € Z no todos
nulos tal que ui"..uj™ = 1.

Hay que notar que en estos sistemas no hay raices de la unidad.
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Lema 4.3.4. Sean uq, ..., ur, unidades de O . Son equivalentes:
1. uq,...,ur son un sistema independiente de unidades
2. Muy), ..., M(ug) son linealmente independientes sobre Q
3. Muq), ..., \M(ug) son linealmente independientes sobre R

Demostracion. 1 = 2 Suponiendo que A(uy), ..., A(uy) son linealmente indepen-
dientes sobre Q. Entonces, existen ¢, ...,t; € Q no todos nulos tal que t;A(u;) +
..+t A(ug) = 0. Eliminando denominadores, se puede encontrar my, ..., my € Z no
todos nulos tal que myA(uy) + ... + mgA(uy) = 0. Entonces, A([]F_, u™) = 0. Eso
implica que Hle u;" es una raiz de la unidad y eso implica que existe un h € N
tal que Hle ufm Asi que uyq, ..., u no es un sistema independiente de unidades.

2 = 3 Sean A(uy), ..., A(ug) linealmente independientes sobre @, por reduc-
cion al absurdo se supone que no son linealmente independientes sobre R. Ademaés,
sin pérdida de generalidad se puede suponer que A(uy), ..., A(ux_1) son linealmente
independientes sobre r porque se puede elegir el minimo k tal que la implicacién
no se cumple y k£ > 1. Sin péridida de generalidad existen aq,...,ap_1 € R ta-
les que M(ug) = a;A(ug) + ... + ag_1A(ug—1). Por el lema 4.3.2 se tiene que como
A(u1), ...y M(ug—1) son linealmente independientes, entonces con la notacién del le-
ma G /ZF es finito. Por tano, existe un h tal que a;h € Z para todoi = 1,....,k — 1.
Por tanto a; € Q para todo i = 1,...,k — 1 contradiciendo que A(uy), ..., A(ux) son
linealmente independientes sobre Q.

3 = 1Siuy,...,u; no es un sistema independiente, existen my, ..., my € Z no
todos nulos tal que uy™...u; " = 1. La implicacién sales de tomar logaritmos. [

El teorema mas importante, que es el que da la existencia de un sistema de
generadores como el que buscdbamos es el siguiente:

Teorema 4.3.5. (Teorema de Dirichlet) Dado un cuerpo de nimeros algebraicos
K. Entonces se tiene que:

U(OK)%’WXC’l X ... X C.

Siendo W el grupo de las unidades, cada C; un grupo ciclico infinito y r =
T +7T9 — 1

Demostracion. Si r=0, entonces, r; + ro = 1. Eso es posible si o bien r; = 1, en
cuyo caso [K : Q] = 1y por tanto K = Q y Ox = Z donde U = {£1} o bien
75 = 1, teniendose que [K : Q] = 2. Por tanto K = Q(+/d) con d < 0. Este caso se
ha comprobado en la proposicién 4.2.1.

Para el resto de casos la prueba de este teorema se basard en los siguientes
lemas:
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Lema 4.3.6. Existe k <r tal que U(Og) =W X C} X ... X Cy

Demostracion. Por el lema 4.3.4. si uq, ..., uj es un sistema independiente de unida-
des, entonces se tiene que A(uq), ..., AM(ug) € R” son R-linealmente independientes.
Por tanto k£ < r.

Sea G = {(ay,...,a;) € R | Fv € Utal queA(v) = 3¢ | a;\(u;)}. Entonces, G es
un grupo con la suma y Z¥ C G dado que dado ay, ..., aj, € Z se tiene que uf’...up*
es una unidad. Por el lema 4.3.2 G /ZF es un grupo finito con h elementos.

Dado u € U con u # u; para i =1, ..., k, como uq, ..., ux es un sistema indepen-
diente maximal de unidades se tiene que u, uq, ..., ug no es un sistema independiente
y por tanto, A(u), A(uq), ..., A(ug) son linealmente dependientes sobre Q, Por tanto,
existen a, ai, ...,ar € Q no todos nulos tales que aA(u) = a1 A\(uy) + ... + apA(ug).
En concreto a # 0 dado que A(uy), ..., A(ux) son linealmente independientes. Por
tanto, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que a = 1.

Como (ay, ...,ax) € G, por el teorema de Lagrange (hay, ..., hay) es un represen-
tante del 0 en G/Z*. Por tanto, (hay, ..., hay) € Z*. Ahora bien, se tiene \(u") =
hA(u) = hayA(uy) 4 ... + hapA(ug) = Muh™ .. .ul™). Es decir, A(u="ul™ ..ul™) = 0.
Por el lema 4.3.1 ocurre que existe z € W tal que u = zu}fal...uz’“’“.

Sea z; una raiz de 2" — 2 y sea t; una raiz de 2" — u; para cada i=1,....k y sea
w = #W. Se tiene que u” = (2[5, #7)". Por tanto, existe 2, tal que 25 = 1y
u=zz []1_, 1", Como 2l =1y 2zl =1, en concreto se tiene (zp21)"™ = 1.

Sea z3 una raiz hw-ésima primitiva de la unidad. Sea U’ el grupo generado por
23,t1,...,tx y W’ el subgrupo de unidades se tiene entonces, que U C U’. Si z € W,
como 7z es una raiz w-ésima de la unidad, entonces es una potencia de Z3 por tanto,
estda en W', Por tanto W C W' NU. Si z € W' NU, por estar en W’ es una raiz de
la unidad y esta en U. Por tanto z € W. Asi que W/ NU C W teniendo finalmente
W'NU = W. Por tanto, U/W =U/(W'NU) C U'/W'. Como U'/W' es un grupo
libre de rango k, entonces, U/W es un grupo libre de rango como mucho k. Como
Uy, ..., U son unidades independientes, entonces es un grupo libre de rango k.

m

Ahora, falta probar que hay un sistema independiente de r unidades. Para ello,
se introduce el siguiente lema

Lema 4.3.7. Sir >= 0 c,...,¢, € R no son todos nulos, existe u € U tal que
>oiocilog [u®| #£0

Demostracion. [RIB, teorema 1 capitulo 10] O

Lo que se necesita es encontrar un sistema independiente de r unidades. Eso
es equivalente a encontrar uy, ...,u, € U tales que A(uy), ..., A(u,) son linealmente
independientes sobre Q. Esto es equivalente a que:
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o 4 2] . 1)
log ‘ugl) ) log ‘U(QQ)‘ - log ‘“;T) 7& 0
log ‘ m ‘ log‘ 2>’ . 10% ‘Ugr)

Se demostrara por induccion en k que para todo 1 < k£ < r existen k unidades
tales que un determinante de ese tipo (Sustituyendo r por k)
Sik=1seeligeci =1yc¢ =0V = ,r. Entonces, existe u; tal

que log ‘ul ‘ #= 0. Si para k es cierto, si Kk + 1 > r entonces, el enunciado es
trivialmente cierto. Si k + 1 < r, entonces, existen k unidades uq, ..., u; tales que:

log ‘ui” ‘ log ‘u?)’ ... log ‘ugk)’
log ‘ug)‘ log ‘u(;)’ log ‘uék)’ 7£ 0
log ‘;1561) ‘ log ‘u,(f)’ log ‘u,(cml

Si se elige ¢; = det((—1)"4;) donde A; es la matriz que surge de eliminar la
columna i a la matriz

log ‘ugl)’ log ‘u?)‘ ... log ’u§k+1)‘
A — log‘uS)’ log‘ug%‘ log)uéwrl)‘
log ‘ug)’ log ‘u,(f)‘ log )ul(ck+1)‘
log‘ (1)‘ log‘ (2)‘ log‘u(lk_"l)‘
. . 10g‘ (1)‘ log‘ (2)‘ log‘u;kJrl)‘
Entonces ¢; # 0y se tiene por el lema anterior que =
log‘uk_H’ log’ul(ﬁl‘ log‘uk+11)’

k i
(—1) S e og [l | # 0
Como se cumple para k=r se tiene lo que buscabamos.
m

Por tanto, existe una raiz de la unidad ¢ y r unidades uq, ..., u, tal que cada
unidad u se puede escribir de fomra unica como u = (“ui'...u¢” donde 0 < ey < w
siendo w el orden de ( y ey, ...,e, € Z.

Definicién 4.3.8. A cualquier conjunto de r unidades uq, ..., u, tal que cumple lo
anterior, se llama sistema fundamental de unidades.

Siuy, ..., U, v v, ..., v, son dos sistemas fundamentales de unidades entonces se
puede escribir cada v; en funcién de los u; de forma tinica como v; = CYuf*...ud.

De la misma forma se puede hacer al contrario y tener u; = Cb;vf“...vgl”. Como
ULy eey Uy ¥ V1, ..., U SON conjuntos independientes de unidades, entonces A(uy), ..., A(u,)
y A(v1), ..., A(v,-) son linealmente independientso sobre Q. Ademads generan el mis-
mo espacio vectorial, y la matrices de cambio de base son (a;;) ¥ (a;;)’, que deben
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ser inversas. Por tanto, det(a;;)det(al;) = 1. Teniendo que |det(ay;)||det(al;)| = 1.
@] _
=

) = (ai;)(log

Y como a;; € Z se tiene que |det(a;;)| = ‘det(agj)‘ = 1. Como ademas log ‘v
(%)

Yj

0

).

Y h1 Gnjlog ‘uﬁf) ‘ Esto se puede ver de forma matricial como (log
Y tomando determiante se tiene que:

()
U

’det(log v](»i)

)‘ = ‘det(log

)

Entonces, podemos definir una invariante:

Definicién 4.3.9. Sea uq, ..., u, un sistema fundamental de unidades de Ok. Se
define el regulador de Ok como:

R= ‘det(log )(

Como antes habiamos visto, el regulador esta bien definido.

ut




Expresiones asintdticas.

5.1. Expresiones asintéticas

Durante estos capitulos, hemos profundizado en nuestro conocimiento de los
anillos de enteros y encontrado una visiéon geométrica de ellos. En este capitulo
se relacionara el nimero de clases con las funciones zeta. Hasta ahora, sobre este
numero sabiamos que era finito y nada mas. Antes de nada se dardan unas defi-
niciones y se recordaran algunos conceptos previos que se usaran para encontrar
estas expresiones.

Definicién 5.1.1. Se define la aplicacion v: Ry — N como
v(im) = #{J ideal de Ok | ||J|| = m}

Se recuerda que como se probé en el la proposicién 4.1.1 v(m) esta bien definida.

Sean (1, ....,C}, las h clases de ideales de K, se demostro en el lema 2.2.10 para
todo i=1,...,h existe un ideal J € C; tal que ||J|| < v/6. Ademés los ideales de I C;
cumplen que existen a,b € Ok tal que (a)I = (b)I. Por tanto, ||I|| = |N(a/b)|||J||

Dado un t € Ry, se define o(¢; C;) = #{I € C; | ||I|| < t}. Por la misma razén
que v, o siempre estd bien definido (el conjunto siempre es finito).

Se considerara r; como el nimero de conjugados reales de K y 2ry el niimero
de conjugados complejos. Se denotard r = 11 +ry — 1 y como siempre [K : Q| = n.
Sedenotard Iy = ... =1, =1y 11 = .. = Loy = 2.

Se denotara w = #W. y sera uq, ..., u, un sistema fundamental de unidades.

Sea ay, ..., a, una base de K sobre Q que genera Ok como Z-médulo. Sea x € K,
entonces, existen by, ...,b, € Q tal que z =Y., bia,.

Como el sistema de unidades es intependiente, se V), ..., (™ no son 0, existen

43
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nameros reales aq, ..., a,. Uinicos tal que:

> aylog (ugp\ — log ‘x<z’>/|$<1> OIS
k=1

a1, ..., oy se llaman exponentes de (I, ..., 2™ con respecto del sistema funda-
mental de unidades uq, ..., u,.

Si v es una unidad de Ok enntonces, se puede escribir v = (uf™...u"". con los
m; € 7. En este caso los mq, ..., m, son los exponentes de v.

Teorema 5.1.2. Dada una clase de ideales C) se tiene:
tlim o(t;C)/t = (2" 272 R) /(w/|d])
—00

Demostracién. Sea C~! la inversa de la clase C'y sea J € C~!. Entonces, se tiene
una correspondecia biunivoca entre: ¢, = {I € C' | ||[I|| <t} y e, = {(x) | 0 #
(x) C JIN()| < ]I}

Efectivamente, la aplicacién ¢: ¢, — ¢, dada por ¢(I) = I.J es inyectiva por
ser K un dominio de Dedekind. Ademés esta bien definida porque si IJ = (z),
entonces, N(z) = ||z|| = || IJ]| = [ I||I|J]| < t||J]|. Ademés si (z) € €, como (z) C J
entonces, existe I tal que (z) = IJ. La aplicacién ¢: ¢, — €; que envia (x) a ese I
es inyectiva también por la factorizacion unica. Por tanto, existe una biyeccion.

El primer problema para calcular #¢; viene porque cada ideal principal puede
generarse por distintos elementos, normalmente infinitos. Dado que (z) = (y) siy
sOlo si existe una unidad v tal que x = vy. Se intentara asociar a cada ideal un
numero finito de elementos. La idea sera coger de cada ideal un generador y los
que se obtienen de él multiplicaindolo por una raiz de la unidad.

., Cémo se hace esto? Se coge un sistema independiente de r unidades {u, ..., u, }
Se considera #¢/ = {x | (z) € €] y si ay, ..., a, son los exponentes
respecto de{uy, ..., u,} se tiene que 0 < a; < 1Vi=1...,r}.

.Se ha conseguido el objetivo? Si x,y € €/ y (x) = (y). Entonces, existe una
unidad u tal que x = uy. Si ay, ..., a, son los exponentes de x, by,...,b. los de y y
my, ..., m, los de u. Entonces, para cadat = 1, ..., se tiene que 0 < a; = b;+m; < 1.
Como 0 < b; < 1y m,; es entero, entonces m; = 0 para todo i = 1,...,7. Si x € €/
y z es una unidad, entonces (z) = (zzx) y ademds, como los exponentes de z son
todos 0, tienen los mismos exponentes y por tanto, zz € €/. Finalmente, se probara
que si (x) € €, entonces, existe un y € €, que genera (z). Si los exponentes de x son
ai, ..., a,, entonces, qualJ...u; lar) 2 debe estar en ¢/ dado que los exponentes son
0 <a;—|a;| <1y ademés genera (x) € €. Por todo esto se tiene que #¢€; = w#e,.

Ahora, hay que buscar una forma de contar el nimero de elmentos de €.
Para ello, se haran corresponder sus elementos con puntos de R” y el niimero de
elementos se aproximara.
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Sea {ay, ..., a, } una base de J como Z-mdédulo. Dada una n-upla (by, ..., b,) € R"
se le asocia () = 37" bjag-z)

Se define E; como el conjunto de n-uplas (b1, ..., b,) tales que:

para cada i=1,...,n.

LO<I[, =@ <|lJ| -t
2. Los exponentes aq, ..., a, cumplen 0 < oy, < 1 para cada k =1..n

E; es un conjunto acotado. Si (by, ...,b,) € Ey, entonces:
i 1/n r i 1/n
|20] = [zq) - 2] / exp( @kl(’g’%(g)’) < |z -z / exp(rM) <

[17]] - #*"eap(r)

Donde M = méx{log u,gj) |k=1,....,n;k=1,...,1r}.
Si se considera 0: R" — R" la el homomorfismo que envia (by,...,b,) en
(x® ..., ™) entonces, como {ai,...,a,} es un conjunto linealmente indepen-

diente, se tiene que ‘det(a,&j))‘ = |A(ay, ..., a,| # 0 y por tanto, 6 es invertible. Por
esto, como 0(E;) estd acotado, se tiene que E; estd acotado.

Para conseguir un conjunto cerrado, se considera el conjunto E; = {(b, ..., b,) |
Jie {1...n} tal que z® =37, bka,(f) =0yVje{l...n}a® <||J| - t|""exp(rM)}
y entonces se usara el conjunto D; = E; U E;. Entonces, D; es cerrado y acotado.

Los elementos de €/ estan en biyeccién con los puntos no nulos D, con coor-
denadas enteras dado que si x = Y ,_, mya;, € €/ entonces, my,...,m, € Z por
estar x en J. Entonces, se considera la correspondencia © — (my,...,m,) es bi-
yectiva. Como aq, ..., a, es una base de J como Z-mddulo se tiene la inyectividad.
Y si (mq,...,my) € Dy, como my,...,m, € Z entonces (mq,...,m,) € E;. Por las
condiciones 1y 2 de Ey, x = Y7 mja; € €.

Por tanto, el nimero de coordenadas enteras de D;, que se denotara como # Dy
es 1+ €.

Entonces, por lo que tenemos ahora:

lim; 00 wo (t; C) /t = limyoo[1+wo (t; C)]/t = limyoo[1+€t”] /t = lmy o0 # D¢ /1.

Se probara que lim;_ o, #D,/t = vol(D;).. Para cada t > 0 se considera la apli-
cacién lineal definida por 60;(by, ..., b,) = (b1/ Ut b/ {/t. Entonces, Dy = 0,(Dy).
Ademds, cada hipercubo H con centro en (my,...,m,) lo manda a un hipercubo
de lado 1/4/t, es decir, volumen 1/t y centro 6,(my, ..., m,). Entonces 1 + #(¢/ es
el nimero de hipercubos descritos anteriormente con centro en D; y lado 1/¢. Por
tanto (1/t)(1 + #(€})) es una aproximacién para el volumen de D;. Por tanto:

vol(Dy) = limy_1 1/t#(Dy)

Se calculard entonces vol(D;) = f Dy db; ...db,. Para ello, se haran cambios de
variables.
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Primero se usaran las variables (j ... (, dadas por el cambio:

Py 1bkak =(;paraj=1.
> ke 1bkak)_CJ + 1y Pafa]—T1+1 Tl )

Por tanto:
=3 bkak' pamj =1.
= Yo bl + afz*“)/z) para j =1y + 1.7 + 73
Cj+r2 =2 ket bk((ak ]+T2)/2) para j =71+ 1...1m + 7.
El valor absoluto del Jacobiano es: ‘det(dczﬂ =27 det( ‘”)‘ =272 J|\/]4]
Entonces, por el teorema de cambio de variables:
Jpydby . dby = [, det(gg_) (dgl dGy = [ 2 /(TG - dC

Donde D] es el conjunto obtenido de D; por el cambio de variables.
Ahora, se cambia a polares.

G=p;jparaj=1...r
(j =pjcosg; paraj =11+ 1...7 + 1y
Ciary = Py SINQ;

El Jacobiano es el determinante de la matriz

I, 0
0 |M
Donde
COS ¢r1+1 0 0 —Pri+1 sin ¢r1+1 0 0
0 COs ¢r1 +2 0 0 —Pri42 sin ¢r1+2 0
S ¢T1+1 0 0 Pri+1 COS ¢T1+1 0 0
0 sin ¢r1 +2 0 0 Pri+2 COS Cbm +2 0

E I,, es la matriz identidad de orden 7. El valor absoluto del determinante es

Pri+1 " Pritry
Después de este cambio, D se combierte en el conjunto D} dado por:

r1+ro l;
{0<H 2 ol < |1l

log |p;| = 1/nlog [T, o™ + > or Ok logué) con 0 < ay <1

Por tanto:
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VOl(Dl) = 2T2/(||JH BV, |5|) fpfl Pri+1° P11+ rodpy - - - dpr1+r2d¢7’1+1 T d¢r1+r2 =
22 /(| T1-A/161) Sy dpr -+ Apryrydrya -+ dbry gy = 227072 /([[T]]-4/10]) [y dpr -+ - dpry g,
Se considera D" a la parte del dominio de integracién donde p; > 0,...,p,, >

0. Entonces:
fD’l’ dpl T dpr1+7”2d¢1”1+1 e d¢1”1+7”2 =2" fDi” dpl o dp?“l-‘rTQ'

Se define el cambio de variable 7; = pé-j paraj=1,..,r+rpconly =..=10,y
lyy4+1 = ... = l; +r,. El valor absoluto del Jacobiano es 2_7"2/);11+1 e prt . Ademas,

el conjunto D/’ se convierte en el conjunto D% de 10s puntos (71, ..., Ty 4rs Ory 115 s Pry g
con 7; > 0 para j = 1,...,1 + 19, 0 < ¢; < 27w para j = r; + 1,...,11 + 79,

T T < 1 Tog(r) = L /mlog(r1 -+ i ) + 1y Sy e log ([,

Por tanto:
vol(Dy) = 2r*72a2 /(||| - \/16]) [ dri -+ ATy
Se considera ahora el conjunto de variables oy, ..., QW = T1 - Try drgy Ory 1y oeey Orytrrg -
Asi se tiene: "
4)

log7; = 1;/nlog(w) +1;> 1, o log< uy;
) y 1/ -drj/dw =1;/n-1/w.

Por tanto:
Asi que la matriz del jacobiano es:

1/7j - drj/day = log(‘ug)
A(TL, ooy Tritrgs Prisds ooy Prora) L Tryery ( M |0 )

d(ala'“aara(leJrla"'7¢T1+T’2) w 0 ‘ I
Donde
l; log ugl) _ l; log utV li/n
M- I log ( |u!® e Iy log ( [uf” la/n

) l7‘1+7'2'/n

) .. lr1+r2 10g< usfﬁ-m)

oo

NY? )
,(j) " entonces Z;S{” l log( ugj) ) —

0. Ademas n = Z;:;m [;. Por tanto, el valor absoluto del determinante es igual al
regulador. Por tanto:

vol(Dy) = 222 R /(|17 - /10]) [ dw [ ) day - - - da,

Por tanto, finalmente se tiene

limy o o(t;C)/t = <2T1+T27TTQR>/<U)\/W)

[RIB, A, cap 23.1] ]

Corolario 5.1.3. limy . o(t)/t = h- (27272 R) /(w+/]0])

ri+r2

Como se tiene que 1 = [N (u;)| = [},
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Se ha encontrado por fin, una expresion asintotica en la que aparece h multi-
plicando. Si se consigue calcular el limite, 1,75, R, w y d, entonces ya se tiene el
nimero de clases. Lo que realmente es complicado de calcular en la mayoria de los
casos es el limite.

Lo primero que se nota es que o(t) = Zw v(m). Se considerad > 0y s > 1+9,
entonces, Vn € N, se tiene que |y, v(i)/i*| =
o1 >+zz 2(0(i) — oli — 1)/ =
v(1) ; a< >/n —0(1) + Y o)1/ =1/ — 1)°)] < [o()llo(n) /n*+lo(1)]+
> (e (@) (/i —1/(@—1))\

Se t1ene que |v(1)] estd acotado, |o(n)/n®| estd acotado puesto que converge
cuando n tiende a 0o, |o(1)| también estd acotado, asi que para ver que |y 1, v(i) /|
converge uniformemente para s € (1 + §,00) ¥§ > 0 hay que comprobar que
‘Z o(i —1)(1/i* — 1/(i — 1)*))| estéd acotado.

Pr1mero se tiene que como o(n)/n converge, entonces existe un a > 0 tal que
lo(n)/n| < a Vn € N. A partir de este dato P o(i)(1/)i5 —1/(i — 1)9)| <

S @I/ =1/ = 1)) < 15 |ilal (16— 1/~ 1))] <
Zmauwl—l/( i 1>>|<z \ <s—1><1/ts>dt)<

o [ == DA/ dt = S0 L (s = 1)1 /t)dt = [T (s — 1)(1/t%)dt <
fl s — 1)(1/t%)dt < oo dado que s > 0.

Entonces, Y ., v(4)/i® converge uniformemente en (1+4, c0) ¥o > 0. Se llamara
Cr(s) = Y i v(i)/i® esta es la funcién zeta de Dedekind. Se puede notar que
(o = ¢ (la de Riemman). Para lo que la necesitamos, s6lo serd necesario que esté
definida en R > 1. Por tanto, s6lo nos preocuparemos de la serie de Dirichlet.

El siguiente resultado nos dara la relacion que tiene con la expresion asintotica
anterior.

Proposicién 5.1.4. Dada na sucesion de nimeros reales {a;}ien. Sea S(m) =
ar + oo+ . Silimy,, oo S(m)/m = ¢, entonces, la serie de dirichlet Y | a,/n®
converge para s > 1 y ademds limy_y1(s — 1)(D>_°7, an/n®) = c.

Demostracion. [RIB, E cap 22] O
Aplicando el resultado para el caso de a; = v(i) se tiene :
Proposicién 5.1.5. lim,_,1(s — 1)Cx(s) = h- (27272 R) /(w+/|0]).

Entonces, ya tenemos una expresion que relaciona la funcién ¢ con el nimero
de clases. Lo que nos interesa finalmente, es encontrar una expresion de la funciéon
como producto de Euler.

Se definira el conjunto P como el conjunto de ideales primos de Ok y se definira
J como el conjunto de ideales no nulos en Ok. Se tiene la tltima proposicion.
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Proposicion 5.1.6. Con P y J definidos como anteriormente, se tiene que
[Ipep(I=1/||P|°)~" converge absolutamente para s > 1 y se tiene que [[pep(1—

VIPI) ™ =2 res VI
Demostracion. [RIB, D cap 23.2] O

Finalmente, como consecuencia de todo esto, se tiene el siguiente teorema que
da h.

wy/|9]

Teorema 5.1.7. h = g% im 1 (s — 1) [[pep(1 — 1/||P[]°) 71
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