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Resumen: El estudio presente forma la base tedrica de la implementacién de un cédigo
del Método de los Elementos de Contorno (MEC) Simétrico para el andlisis tensional de
materiales anisétropos homogéneos en estados de defomacion plana generalizada o tensién
plana. Se discuten algunas ventajas que tiene el MEC Simétrico frente al enfoque conven-
cional. Se desarrolla un planteamiento débil y simétrico de las Ecuaciones Integrales de
Contorno (EIC) para un problema eldstico mixto. Se introducen expresiones explicilas para
los nucleos integrales que aparccen en estas EIC. Se desarrolla un procedimiento simple para
la regularizacidn de la integral hipersingular que se precisa para un calculo eficaz de la forma
cuadratica correspondiente.

Abstract: The present study provides the theoretical basis for an implementation of a

Symmetrical Boundary Element Method (SBEM) code for stress analysis of anisotropic ho-
| mogencous materials subjected to a generalised plane deformation or plane stress state.
Some advantages of SBEM over the conventional approach are discussed. A weak symmetri-
cal formulation of Boundary Integral Equations for a mixed elastic problem is given. Explicit
expressions of the integral kernels are introduced. A simple procedure of regularization of
the hypersingular integral, required for an efficient evaluation of the corresponding quadratic
form, is developed.

1 Introduccién

El Método de los Elementos de Contorno (MEC) se ha mostrado como una herramicnta
eficiente para el andlisis tensional de estructuras que se pueden modelar desde un punto de
vista macroscépico como homogéneas. El desarrollo del MEC para materiales anisétropos en
el estado de tension plana o deformacién plana generalizada fue promovido, desde los trabajos
originales de Rizzo y Shippy [13] y Cruse y Swedlow [5], por sus aplicaciones a materiales
compuestos, particularmente a laminados modelados como una limina equivalente.

Los recientes trabajos de los autores y sus colaboradores en el MEC en relacion con
materiales anisétropos en dos dimensiones (2D) se han concentrado en el desarrollo de las
formulaciones de las Ecuaciones Integrales de Contorno (EIC) para estos materiales (7, 8, 9]
y en las aplicaciones del MEC en su version convencional, colocacional y no-simétrica, a
problemas con concentraciones y singularidades de las tensiones [1, 12] y con el contacto
entre dos solidos [11], y finalmente en el estudio de ciertos aspectos numéricos de estas
aplicaciones (como por ejemplo la velocidad de convergencia a la solucién analitica) [2, 3].
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La posibilidad de desarrollo de una formulacién débil y simétrica del MEC (tambig
llamada de Galerkin) que tiene ciertas ventajas frente al método convencional ha inspiradn
recientemente muchos trabajos dedicados al estudio y a las aplicaciones de este métodq 4
diferentes problemas. 1

Las ventajas principales de este nuevo enfoque son las siguientes:

® La simetria del sistema de ecuaciones lineales que permite guardar sélo la mitad de Ia
matriz correspondiente y aplicar los algoritmos de resolucién mas eficazes,

e Facilita la aplicacién de la ecuacién hipersingular al anélisis de las grietas,

e Proporciona resultados significativamente més precisos en’el interior del dominio,

Evita dificultades con la sobreabundancia de incégnitas,

Permite, siendo una formulacién débil y simétrica, un acoplamiento con el Método de
los Elementos Finitos (MEF) mas coherente,

Permite la aplicacién de los métodos matematicos bien desarrollados para el estudio
de la convergencia del error.

Hay que mencionar que, por ahora, la desventaja principal de este enfoque, doble inte-
gracién sobre el contorno, hace més lenta su amplia utilizacién en la ingenierfa. Sin embargo
recientes estudios demuestran que para problemas grandes en cuanto al nimero de elemen.,
tos de contorno este nuevo enfoque puede ser ya actualmente mas eficaz que el enfoque
convencional.

El propésito de este trabajo es basicamente completar la formulacién débil simétrica del
MEC para materiales anisétropos en 2D en base a los recientes resultados de Bonnet [4], Sir-
tori y otros [14] y de los autores [8, 9]. El énfasis est4 en una derivacién sencilla basada en un
principio mecénico, en la introduccién de las expresiones explicitas de los nicleos integrales
que aparecen en las EIC de esta formulacién y finalmente en la regularizacién de la integral
hipersingular. Estos dos tltimos resultados son fundamentales para la implementacién de
este método en un cddigo basado en el MEC.

2 Funciones de Green

La teorfa moderna de materiales anisétropos (véase [16]) sometidos a los estados de: de-
formacién plana generalizada (d = 3, desplazamientos u; (¢t = 1,2,3) dependen sélo de las
coordenadas planas), deformacién plana (d = 2) de un material monoclinico con el plano
de simetria 23 = 0 y tensién plana (d = 2), estd basada en la siguiente representacién de
Stroh [15] del vector de los desplazamientos, u, y del vector de la funcién de tension, ¢:

[9083 ] = R{[ 5 ] [f(xﬂ}, (1)

donde x = (21,22) € IR? es un punto en coordenadas cartesianas planas y
A,BeC™,  f(x)=[filz:(x)),..., fa(za(x))]T € CY, (2)

2o(X) = 1 + pas, e €C, Imp, >0, a=1,...,d (3)
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Re and Im designan las partes reales e imaginarias de un nimero complejo, C' es el conjunto

de los numeros complejos, f, son funciones complejas analiticas de las variables complejas

transformadas z,, 1, son las raices complejas de la ecuacién caracteristica del material. Las

matrices A y B dependen de las propiedades elasticas del material. El estudio presente est4

restringido a los materiales no degenerados matematicamente [16] con pq # po para a # o',
El vector tensién t y el tensor de tensiones o;; se calculan como:

b) = —22 ), o35(x) = —e30 22 ), (4)

= —Eia——
0s, 0z,

donde i =1,...,d, j = 1,2, €;, estd definido como €15 = —€31 =1 y €11 = €92 = 0. 9/0s, =
54(x)0/ 0z, define la derivada tangencial con respecto a un contorno de los vectores unitarios
tangencial, s(x) € IR?, y normal exterior, n(x) € IR?, estando s(x) y n(x) relacionados por
sq(x) = nj(x)ejq. Si es necesario, la componente o33 se calcula a partir de las restantes
componentes de tensién, utilizando la condicién Quz/dz; = 0.

Recientemente, los autores han presentado una nueva representacién simétrica de ten-
siones [8]:

d
0ij(x) = Re {Z Ba‘aBjaﬂafé(Za(X))} ) ()
a=1
con el rango de los indices 7,7 = 1,...,d y (¢,7) # (3,3), donde k4 = 1/ By, son los llamados
coeficientes de normalizacién, designando la prima la derivada con respecto a la variable
compleja. Esta representacion ha permitido una derivacién sencilla de las funciones de
Green (también llamadas funciones de influencia) que aparecen en las EIC de la formulacién
simétrica, que se presentan a continuacién.

En este trabajo se utilizard la siguiente notacién sistemdtica de las funciones de Green.
Una funcién de Green es un tensor bi-punto designado como F°(x,x;) y un elemento de
él como F}; (xs,%,). F designa la variable de campo (es decir desplazamientos si ' = U,
funcién tensién si F' = ®, vector tensién si F' = T') causada por una fuente de singularidad.
El superindice s especifica la fuente de singularidad a través de la cantidad conjugada por
el trabajo (en el sentido de trabajo virtual): fuerza unidad si s = u, dislocacién unidad si
s = ¢, discontinuidad unitaria de desplazamientos (un dipolo de dislocaciones) si s = t). Los
subindices ‘2f’ y ‘s’ respectivamente son los indices pertinentes de las variables de campo
y de la fuente, y x; € IR* y x, € IR? designan respectivamente los puntos del campo y de
la fuente. En el caso de deformacién plana (generalizada) la fuente de la singularidad esta
situada a lo largo de una linea infinita paralela al eje z3 que pasa a través del punto x;.

Basandose en un resultado fundamental de Stroh [16] (véase Tabla la), y utilizando
la representacién (5) se han derivado en [9] las expresiones de las funciones de Green que
aparecen en la formulacién simétrica de las EIC (véase Tabla 1b). Las funciones de Green
se presentan aqui en la forma de matrices 2 x 2 que reflejan las relaciones de reciprocidad
entre las funciones de Green situadas simétricamente frente a la diagonal (una discusién
detallada y las referencias al respecto se pueden encontrar en [9] ) y que se pueden escribir
en la siguiente forma:

By is(xp,%,) = S:’fsij(xnxf)' (6)
Hay que mencionar que U¥ y ®* tienen una linea de discontinuidad, que pasa desde la fuente
de la singularidad hasta el infinito, y que, por consiguiente, en la relacién de reciprocidad (6)
aplicada a estas dos funciones aparece una constante. Este hecho tiene cierta trascendencia
a la hora de regularizar las integrales fuertemente singulares mediante la integracién por
partes en la formulacién simétrica de EIC.
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Tabla 1: a) Funciones de Green bésicas y sus expresiones derivadas por Stroh. b) Funciones

fle Green de la formulacién simétrica de EIC y sus expresiones. z, designa z,(x —y)
ib=1,.. dvili=1% '

3 Identidades de Somigliana

Sea 2 C IR? un dominio abierto con contorno I'. Partiendo de las Identidades de Somigliana
de fiesplazarTﬁentos y de tensiones en la interpretacién indirecta derivadas en [9], se pueden
derivar mediante un procedimiento estandar y aplicando las relaciones de Stroh (comparese
con [7, 9]), las siguientes Identidades de Somigliana para todos los puntos x € R? ex-
cluyendo las esquinas del contorno I'. Para simplificar las formulas presentadas aqui no se
van considerar las fuerzas de volumen.

Cooux) = [UEeyBEEE) - £ Ukt yuy)dre), (M)
CoOt() = f TheYLEIIE) - f ThixYuly)arw), )

donfie C(x)=1 para x € Q, paraxelyOsixe R*\(QUT). § y F designan
las 1nte‘grales en el sentido del Valor Principal de Cauchy y la Parte Finita de Hadamard
respectivamente y son de aplicacién sélo si x € T'.

4 Formulacién Débil Simétrica de las Ecuaciones Integrales de
Contorno (EIC)

(Sjonsideremos ahc.)r.a un problema elastico en un dominio Q acotado y simplemente conexo.
upongamos la divisién del contorno I' en dos partes disjuntas, I' = T', UT, y que sobre I'y
estan prescritos los desplazamientos T y sobre I'; el vector tensién . Es conveniente suponer

que U representa a la vez alguna prolongacién del modo continuo de la condicién de contorno
sobre I', a todo el contorno T'.

4.1 Una formulacién integral del problema elastico

partiendo del segundo Teorema de Betti de la reciprocidad de trabajos y utilizando la e-
sistencia y unicidad de la solucién de un problema elastico se puede demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 1. La condicién necesaria y suficiente para que un campo de desplazamientos
u + 1 definido sobre T', ulor, = 0, y el campo del vector tensién t definido sobre I'y, sean
respectivamente las restricciones de los desplazamientos y del vector tensién del problema

4stico sobre las pertinentes partes del contorno es que se cumpla la ecuacién:

el
[ 69N~ wEOTATE) = [HOTF I~ [ H6mere
I T r I; o)
para todo campo de desplazamientos continuo v definido sobre T', siendo T"(v) el vector
m]

tensién correspondiente.

4.2 Una representacién de los desplazamientos

Teorema 2. Cualquier campo de desplazamientos v que cumple las ecuaciones de equilibrio

en ) se puede representar como:

w0 = [ UAGVGEIMIE) — [ UkloVui)Ire), (10)

donde x € Q, cumpliéndose u*|sr, = 0. O

En la demostracién del teorema se utiliza un procedimiento estandar en la Teoria de
las EIC que consiste en considerar dos problemas elasticos, uno en Q) con condiciones de
contorno v|r, y T"(v)|r,, y otro en el dominio complementario IR*\ (QUT) con condiciones
de contorno v|r, y =T"(V)Ir,-

Sumando las Identidades de Somigliana (7) para los dos problemas en un punto x € Q se
obtiene (10) con u* y t* definidas como las diferencias entre los desplazamientos y el vector
tensién de los problemas elasticos sobre el dominio original y el complementario.

Realizando ahora el paso al limite del interior del dominio al contorno se obtienen de la
representacién (10) las siguientes EIC para x € I, excluyendo los puntos esquina de I':

w0 = [ UL EONIE) - [ UG, xeln o (1)
vi(x)
T3 (v)()

T} (v)(x)

Il

[ UG E)) + 59509 — f, Uy iy)dre), x € T2

L) + . Ta0oEONI) — [ T, x € Tulld)

[ TEEENT) - £, T, xeTe (14

Il

4.3 TFormulacién débil simétrica de las EIC

Sustituyendo las ecuaciones (11)-(14) en (9) se obtiene finalmente la siguiente formulacion
débil simétrica de las EIC.

Teorema 8. La condicién necesaria y suficiente para que un campo de desplazamientos
u + T definido sobre Ty, ular, = 0, y el campo del vector tensién t definido sobre I', sean
las restricciones de los desplazamientos y del vector tensién del problema eléstico sobre las




pertinentes partes del contorno es que se cumplan las siguientes ecuaciones para todo Campo
u* definido sobre I'y, u*|sr, = 0, y todo campo t* definido sobre I'y:

Buu(t5 t* ) + Btu(u, t* ) fu(t*) (15)
Buy(t,u*) + By(u,u”) Fi(u*) (16)

donde las formas cuadréticas Beg (e, 8 = u, 1), se definen como:
Bu(t,t) = [ 4(x) [ Uk y)(y)Ar(y)areo), (1)
= [ w0 [ T6)t)dr()Areo), (18)
Bu(tu) = = [ 460 || Us(x,y)ui(y)dr(y)ar(o), (19)
Bu(wu) = [ ui()f, Thloxyui(y)dr(y)dreo) (20)

y las formas lineales F, (a = u,t) como:
Ful 2/ x)dT(x +/u, ][ U (x, y)t1(y)dl(y)dl(x) -

/F () [ UbGoy)ti(y)dr(y)dr(x), (21

Fiw) == [0 F, ThloyuiMrE)re) - 5 [ Le0u6dreo+

L 560) £, Ultoe, y)ui ()T (v)dr ). (22)

0O

Las relaciones de reciprocidad entre los niicleos integrales (6) y el hecho de que el orden de
integracion se pueda cambiar en todas las integrales que aparecen en las formas cuadraticas
(para la forma con la integral hipersingular este hecho se demostraré en el apartado siguiente)
implican la simetria de la formulacién de las EIC presentada.

Si se cambia el orden de integracién en todas las integrales se puede observar, teniendo
en cuenta las relaciones de reciprocidad (6), que la ecuacién (15) representa en realidad
el residuo de la Identidad de Somigliana en desplazamientos para el problema analizado
multiplicado en I'y por el campo proyectante t* y la ecuacién (16) el residuo de la Identidad
de Somigliana del vector tensién multiplicado en T'; por el campo proyectante u*. Por esta
posibilidad de interpretacién (y de obtencién) la formulacién presentada se llama muchas
veces formulacién simétrica de Galerkin de las EIC.

La discretizacién de (15)-(16) por el MEC se realiza de una manera estindar. La tnica
dificultad que puede presentarse es el cilculo de las integrales dobles con caricter de singula-
ridad débil, fuerte o hiper. Aqui hay que mencionar que la utilizacién de las representaciones
de los nicleos integrales T*, U’ y T* (Tabla 1b), como derivadas tangenciales de las fun-
ciones de Green bdsicas con el orden de singularidad més bajo, puede facilitar el célculo
de estas integrales, utilizando la integracién por partes sobre cada elemento. Otro enfoque
es regularizar previamente, integrando por partes, las integrales sobre todo el contorno y
después discretizar. Mientras que la regularizacién de las integrales fuertemente singulares
que incluyen los niicleos T* y U* resulta dar ciertas complicaciones causadas por la linea de
discontinuidad de las funciones de Green ®“ y U¥ (véase la Seccién 2 y [6, 9, 17]), la regu-
larizacién de la integral hipersingular que incluye el niicleo T* proporciona una expresién de
la forma cuadratica By, sencilla, ficil de discretizar de una manera eficaz desde el punto de
vista del calculo de las integrales. Esta regularizacién se desarrolla en el apartado siguiente.

Il

Btuut =
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4.4 Regularizacién de la integral hipersingular

Fl siguiente procedimiento desarrolla una idea de Nedelec [10] originalmente aplicada a
materiales isétropos y a la formulacién de EIC indirecta.

Supongamos que el campo de desplazamientos u se define sobre todo el contorno T'
tomando valor cero sobre Iy, y que estd definido en el dominio 2 donde cumple la ecuacién
de equilibrio. Entonces, suponiendo en (14) que t* = 0, se puede escribir:

Bu(u,u) = = [w(ITF(v)(ATE) = = [ ui;(x)o(v)(dA),  (23)

donde v estd definido por (10). Teniendo en cuenta la relacién entre T* y ®¢, Tabla 1b, y
las expresiones (4) se obtiene que:

0 9%%.(x,y) IF;(x)
” = iy ]\ i Ly = TN 24
7 (V)0 = ez, [ o TRY) = e (24)
donde F(x) se puede expresar, para x € {0, utilizando la integracién por partes como:
Oui(y)
— @ k Y 25
[, #5003 =5 40 () (25)

Sustituyendo (24) en (23) se obtiene:

J vis9e5e ZLa) = [ eama(uss GORGT() =
i) 4r(y)dr).  (26)

Qui(x) -, [ Oui(x) 5 0
~Jr 0Bs, Blxjdl'ix) = r. Os;, Jr, ALY Jsy

La dltima expresién obtenida es la nueva expresién de By (u,u*) la cual contiene sélo una
integral con la singularidad débil. Este resultado en primer lugar facilita el célculo de las
integrales y en segundo lugar implica que el orden de integracién en la forma cuadratica By
se puede cambiar. Ello, unido al cardcter simétrico de ®¥, implica la simetria de esta forma
cuadratica.

5 Conclusiones

Se ha desarrollado la formulacién débil de las Ecuaciones Integrales de Contorno (EIC)
de un problema eldstico mixto para un material anisétropo en el estado de defomacién
plana (generalizada) o tensién plana. Con base en el formalismo de Stroh para materiales
anisétropos y en un nuevo enfoque para la representacién de tensiones en este formalismo, se
han introducido las expresiones explicitas en variable compleja de todos los nicleos integrales
que aparecen en estas EIC. La utilizacién de variable compleja facilitard el calculo analitico
de las integrales sobre los elementos de contorno rectilineos. La mayor contribucién de este
trabajo desde el punto de vista tedrico y computacional es la regularlzaaon de la integral
hipersingular. Los resultados de este estudio son la base para la programacién de un codigo
basado en el MEC que permitiré el analisis tensional de laminados de materiales compuestos
modelados como una ldmina equivalente anisétropa.
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