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Resumen: £l desarrollo de las aplicaciones de los materiales compuesios requiere
cadp vez mds aplicaciones de los métodos numéricos, y en particular del Método de
los Elementos de Contorno (MEC), al andlisis tensional de los materiales
anisétropos eldsticos, para modelar desde un punto de vista macroscdpico los
materiales compuestos. El MEC se aplica a la resolucién numérica de la Ecuaciones
Integrales de Contorno (EIC) correspondientes a un problema eldstico. El presente
trabajo desarrolla una formulacion general de una de estas EIC, Hamada Identidad
de Somigliana de Tensiones, considerdndola no sélo en los puntos de contorno
suaves sino también en las esquinas. Resultado de un andlisis asintético es lan
Jormulacion de esta EIC en forma de suma de términos libres y una integral en el
sentido de Parte Finita de Hadamard. Las formulas analiticas que se presentan de
los tensores coeficientes de los términos libres pueden implementarse con facilidad
en codigos basados en el MEC.

1.- INTRODUCCION

El presente trabajo se enmarca en la aplicacidn del Método de los Elementos de
Contorno (MEC) al andlisis tensional de laminados con una disposicién simétrica de
las ldminas y que se modelan como una l4mina equivalente ortétropa o anisétropa.
En este caso el efecto laja estd desacoplado del efecto placa en las ecuaciones de
placa delgada'? y por consiguiente ambos efectos se pueden analizar por separado.
En particular en este trabajo se estudia el caso de una ldmina anisétropa sometida a
un estado de tensién plana.

El propésito de este trabajo es presentar una nueva formulacidn general de la
Ecuvacién Integral de Contorno de tensiones (0-EIC), llamada Identidad de
Somigliana de tensiones, en materiales homogéneos eldsticos anisétropos sometidos
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a un estado de tensidn plana. Si la 0-EIC es considerada en los puntos del interior de
un sélido eldstico se puede interpretar como una representacién de las tensiones en el
interior del sélido mediante una integral sobre el contorno del sélido que incluye
solamente los valores de los desplazamientos y del vector tensién en el contorno. La
0-EIC, en su forma particular de la EIC de vector tensién, es una herramienta bédsica
en un andlisis de tensiones en presencia de grietas mediante el MEC. También se
utiliza como una representacién de las tensiones en el dominio y en ¢l contorno en la
fase del postprocesado del MEC,

Una formulacién explicita y un andlisis bastante exhaustivo de la 6-EIC para
puntos internos de un sélido anisétropo sometido a un estado de tensiones
bidimensional fue recientemente presentada por los autores®. Por consiguiente, aqui
se presenta una formulacién general de la G-EIC considerada solamente en los
puntos del contorno del sélido incluyendo las esquinas del mismo. Esto require un
andlisis asintdtico de la integral de contorno hipersingular cuyo resultado son varios
términos libres y una integral hipersingular, que debe ser interpretada en el sentido
de la Parte Finita de Hadamard (PFH)*’. El nombre "integral hipersingular" esta
asociado al hecho de que un nicleo de esta integral curvilinea tiene la singularidad
de orden de O(™), r denota Ia distancia entre el punto de evaluacidn (también
llamado de colocacion} y un punto de integracién genérico. Teniendo en cuenta que
para el célculo de la PFH de una integral hipersingular existen procedimientos
numéricos bien establecidos®, el presente trabajo estd dedicado principalmente a la
evaluacién de los términos libres. En general, un término libre de una EIC es un
producto de un tensor coeficiente por el valor de una variable del problema. El tensor
coeficiente de un término libre depende de la geometria local del contorng en el
punto de evaluacion y de los nicleos integrales singulares de la EIC, lamados
también funciones de Green.

Existen varias posibilidades sobre ¢c6mo tratar términos libres en una EIC, siendo
la evaluacién analitica del tensor coeficiente la més directa. Mientras las férmulas
analiticas de los términos libres de las EIC de elasticidad isétropa son conocidas para
la EIC de desplazamientos y también para la EIC del gradiente de desplazamientos,
en 2D y en 3D; para la elasticidad anisétropa se conocen solamente para la EIC de
desplazamientos en 2D, El objetivo particular de este trabajo es derivar férmulas
analiticas de los tensores coeficientes de los términos libres en la 6-EIC en 2D.

2.- TENSION PLANA EN UNA LAMINA ANISOTROPA

La ley de comportamiento de una ldmina anisétropa sometida al estado de tensién
plana se puede expresar mediante las flexibilidades Sy, (i.j,p.g=1,2), en la notacién
tensorial, o mediante flexibilidades s; (i,j=1.2,6), en la notacién de Voigt, de la

siguiente forma:

€, S Sz Sis || Ok
€5 =800 g, |=|8 S» Sil|{ O, (1)
2, 516 S Seod[Cwy
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donde, en la situacién general, se cbserva un acoplamiento entre las deformaciones
normales y tensiones tangenciales y vice versa.

Basindose en la teorfa modema de la elasticidad anisGtropa’®, los
desplazamientos u y el vector de la funcién de tensidn ¢ se expresan como:

u(x)=Re{Af(x)} @(x)=Re{Bf(x)} '5))

donde x =(x,,x,)eR’; A,BeC™ son las matrices de Lekhnitskii-Stroh en
variable compleja; f(x)=I[f,(z,(x),f,(z,(x)]", f, (0:=1,2) son funciones complejas
analfticas de las variables complejas 2 (x)=x, + 1 X,. B, Imp, >0, p, #Ll,, son
las raices complejas de la ecuacién caracteristica de Lekhnitskii del material:

Sl = 25,6 + (28, #8417 — 28,1 +5,, =0 2)
Si definimos los coeficientes de normalizacién x,, como:
K = =205, L5 —Sy6ld + 26 —$yHy) (3)

entonces las matrices de Lekhnitskii-Stroh se expresan como:

A, = (Sul-li-smuu +8)/ K, B, = -u,/x,
_ 2 _ (4)
[ A2u - (821“'& - slouu +S22)l Kul“'a BZu - llKu
El vector tensidn, t(x), y el tensor de tensionesg, c;{x), se calculan como:
tx) = P310) B z .
(x)= ~ % (x)  o,(x)=Re ;BwB Kol o (2o (X)) (5)

donde s(x} es un vector unitario tangencial a un contorno con la normal exterior n(x),

§, =—M,,s, =1n,, y la prima designa la derivada con respecto a la variable compleja.
En la obtencién de las expresiones analiticas de los tensores coeficientes de

términos libres se necesitard una expresion de ¥, f;(z,(x)) en términos de 0, (x) ¥y

de Ja rotacién infinitesimal W=, 0, =0.5(u;; —u,;). Derivando la expresi6n'®;
f(x) = ATp(x)+ B u(x) (6)

con respecto a X; y Xz, utilizando la relacién u, =g, +o

i la ley de
1]
comportamiento en forma tensorial (1); y la relacién (5), particularizada para las

direcciones de los ejes coordenados, se obtiene:

f; = A0+ Biusi]pqcpq -B,,w 7

“’uf:: = _Aia0i|+BiuSi2w0w+Blﬂw

La relacion deseada se obtiene de (7) sustituyendo las expresiones (4):
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¥ fr(Z2,(x) =V, 0, -0 (8

donde Vk1u=V,ku Y

1 S 1
Vi =S t58  Vaza = S g
" 2
_ 1 2 1
Vi = 2 WaSi— 2,815 +8;, + 5366 %)

i, r 1
=_E(P-a S22~ 2Mg Sa5 TSy +2366]

3.- NUCLEOS INTEGRALES DE LA ¢-EIC. FUNCIONES DE GREEN

Las expresiones de las funciones de Green bdsicas para estados de tensién
bidimensionales, que representan los desplazamientos u y el vector de la funcién de
tensidn ¢ ambos originados por una fuerza de lmea y una dislocacién de linea, fueron
derivadas para un material anisétropo por Stroh''. A partir de estas expresiones de
Stroh y la representacion (5),, se pueden obtener las siguientes expresiones de las
funciones de Green que aparecen en la 6-EIC bidimensional como niicleos integrales
singulares™:

U (y~x)

—Re{ ZAm B }

Cl-l

(10)

2
ng(y?x) nl(y)Re{_-szaB]uBmBjn ;}
pu ot z,
donde 7z, =(y,~X,)+U,(y,~X;). Suponiendo un medic anisétropo infinito,
Uf,j(y—x) representa el desplazamiento en direccién "k" y ku() x)el vector

tensi6n en direccién "k" ambos provocados en el punto y por una deformacién
impuesta concentrada {0, en otros términos, un dipolo de dislocacién) definida en

direcciones "i" y "}" y situada en el punto x.

4.- TENSORES COEFICIENTES DE LOS TERMINOS LIBRES EN LA 6-EIC

4.1 Formulacién de la 6-EIC
Sea una l4mina anis6tropa representada por un dominio abierto €2 < R*con un
contorno I suave a trozos. Sea un punto x € I” fijo. Definimos un entorno circular de

este punto como B.(X)= {y,[y -—x| < e} y su contorno como S (x)=dB, (x).
Consideremos en el teorema de Betti de reciprocidad de trabajos aplicado al dominio
Q con el entorno By(x) excluido, denominado como Q\AB_(x), dos estados eldsticos,
el estado actual (u,(y)t,(y)) y ¢l estado auxiliar definido por (u (y),t,(y)=
(U iy —x)Tg (y, x)). El teorema de Betti para este caso adopta la siguiente forma:
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[l TS0 -t UGy -lds, () +

R Tatt]

[l TS0 -t UGy~ 0ldr(y) =0

B, (x)

(11)

donde la integral sobre el contorno del dominio QAB, (x)estd dividida en dos. La
primera integral para € — 0, dard lugar a términos libres y la segunda a una integral

hipersingular sobre I. Como no existe el limite de ninguna de estas integrales se
tomar4 su PFH’. De aqui en adelante vamos a dedicarnos al clculo de los términos
libres. Para eso se precisan las siguientes expansiones en serie de desplazamientos y
veclor tensién en el entorno del punto x:

3
uk(y)=uk(x)+Re{ZAm s (y))}+0(e )

Js

Y

ho (2o (¥)) =fa (2, (X)) (za (y — X))

tk(y):_aRe{szuha(za(y))}+o(e) (12)
o=l

Para simplificar las manipulaciones a realizar se utilizarn las siguicntes
expresiones de los niicleos integrales:

.

Ugy-x)= —Re{EAmgu(zu(y))}

=]

3
TS . %) :a_a_ Re{Z B (Z (y))} (13)
¥ =1
Ky
= B B, -
Bz = i BuBi 5

La primera integral en (11) se puede descomponer utilizando (12) y (13) como:

j (Re{hTAT}asr Re{Bg} -9, Re{hTBT}Re{Ag})dsE (y)

S (2)f2

+ J kij (Y’ x)dsﬁ (Y)u (X) + (14)

S, (x}n(2

+ I Ty (v, x)0E"™) - U}, (y—x)O(E")ldSE(y)

Sglx)nde

El integrando de ]a primera integral es proporcional a £, pero como dS, =g, esta

integral tiene un limite que corresponde a dos términos libres, uno asociado a Gu(x) y
otro a x). El integrando de la segunda integral es proporcional a g’ que
multiplicado por dS, =& da una integral cuyo valor diverge como £, Sin embargo

la PFH de su expansién en funcion de € puede ser no nula y representard el termino



e
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libre asociado a los desplazamientos. La tercera integral, que incluye los remanentes
de las expansiones de (12}, tiene un limite igual a cero para e — 0, .

Para evaluar los términos libres se precisan algunos conceptos geométricos
asociados a §;(x) "€ en un punto xe T que en general puede estar situado en una
esquina®®. Los vectores unitarios tangenciales a T" en x con el origen en x se denotan
como 1V y r®. La parte del Se(x) situada entre ¥ y r® y orientada al interior del
s6lido se denomina como Sy(x,Q2) y su longitud es exactamente proporcional a €.
Para el valor particular de =1, es decir S;(x,Q2), se denomina como el arco
caracteristico  del punto  x. Sea S/(x,)=S,(x)NQ\S,(x,Q) ¥
S;(x, ) =8,(x,D\8,(x)N Q. La longitud de estos arcos diferencias es del orden

de O(£%) y estd basicamente definida por las curvaturas k™ y k® de T a los dos lados
del punto x.

4.2 Férmulas analiticas de los tensores C° Yy c”
Teniendo en cuenta que las longitudes de S;(x,Q)son del orden de O(?), el
limite de la primera integral en (14) se puede escribir como:

lim J'(Re{hTAT 19, Re(Bg}-9, Re{hTBT}Re{Ag})dSS(y) =

8, (x)nQ

g_%{ I[.]dSE (y)+ O(e)} = I[.]dS, (y) = {integrando por partes}=

S(x.0) 5;{(x.02)

- [3, Relh™B" IRe{Ag))ds, ()

$(x,0)
+ % _[Re{hT(ATB +B'AR, g +H'(A"B+ BTA)Bs,g}dS, (y)= (15)
5, (x5}
~Refh"B" JRefAg] + % J’ Re‘ﬁlTasyg}dS, )
8 (x,)
Finalmente, utilizando la relacién z (y — x)as, 7 (y—-x)= E)sr log(z;’ y- x)) v (8

se obtienen las expresiones explicitas de los términos libres que involucran a o;(x) y
o(x):

o

© 2 1 3
C2 (06, () +CP (x)0o(x) = ZRc{EZBmB - ;g}}nf%k, (x)+
e=] =l

¥
(1) Z(U

14 z 1<
+Re{ni E BB Vi logZ(—‘;)}Gk,(x)—Re{E E B, B, log—5; }(n(x) (16)
a=I o=l

{
o Zy

(e} _ (&) O]
donde z;' =" +p 5" .

Para el caso particular de un punto x situado en una parte de T suave se tiene que:

C;}u (x}= % (aiksjl + Silsjk ) Ci? (x)=0 (17

4.3 Férmula analitica del tensor B"
La segunda integral en (14) se puede descomponer de la siguiente manera:

[ Toymds = [ @00+ [raOTge.0ds,» (8
Ss(x)nn Se(x.ﬂ) S;(x.ﬂ)usg(x.ﬂ)
donde %,(y)=+lparaxe y —1paraxe€). La primera integral del segundo
miembro en (18) es exactamente proporcional a g'dela siguiente forma:

] T 0ds, @) (19)
£

Sz

lo que implica que su PFH es cero. La segunda integral del segundo miembro en (18)
tiene un limite que se puede expresar como’:

2
B}, (x)=1 > kTG, x) (20)
e=1

donde y“=x+r' son los puntos extremos de los vectores tangentes al T en x.

Sustituyendo (10)2 en (20) se obtiene la expresion final del tensor coeficiente del
término libre que involucra ug(x).
2

u 2 e 1 2 K e
B (x}= '%Ek( 'Re —-zBiquuBkaBlu @7 5 20
e=1 ™ =1 (2‘,‘:' )

Para el caso particular de un punto x situado en una parte de T suave se tiene que:

B, (x) =0 (22)

5.- RESUMEN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Una formulacién general de la ¢-EIC para los puntos x del contorno en una limina
anisétropa homogénea sometida al estado de tensién plana adopta la siguiente forma:

Ciu(x)a, (x) + Cj (x)w(x) + By, (x)u, (x) = PFH J‘(tk WUy —x)—u, (Y)T 5 (y - x)}il"y

MB, (x)

(23)

Se han presentado las expresiones para los niicleos integrales y los tensores
coeficientes de los términos libres de esta formulaci6én. Se puede observar que en el
caso de una esquina aparece un término libre que involucra la rotacién infinitesimal
w. La aplicacién de ¢-EIC en esle caso puede requerir su combinacién con la @-EIC.
El enfoque utilizado es de aplicacién directa a otras EIC hipersingulares como serfa
el caso del gradiente de los desplazamientos y de la rotacién infinitesimal. Los
tensores coeficientes de los términos libres derivados aqui son de aplicacién directa
también a la o-EIC en elastodindmica y a las ¢-EIC con funciones de Green
especiales (como por ejemplo del semiplano, etc) que tienen el mismo
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comportamiento singular asintdtico que las funciones de Green del medio infinito
aquf utilizadas.
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