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INTRODUCCION

En la génesis de esta memoria, estdn los siguientes problemas plantea-
dos en un determinado espacio de distribuciones:

Sea u una distribucién temperada de soporte posit’ivo.

a) Consideremos el sistema ortonormal en L?[0,+o00) formado a par-
tir de los polinomios de Laguerre (Ln(t)e_'%)n. Puesto que las funciones
Ln(t)e_!'f son de decrecimiento ripido en R, podemos darle un sentido
razonable y natural a < u,Ln(t)e_!ﬂ“ > (1), obteniendo unos coefi-
cientes a, asociados a cada distribucién temperada de soporte positivo.

a.l) ; Se podran caracterizar los coeficientes (an)n ?

a.2) | Serdu =), anLn(t)e_%X[0,+oo) en el espacio de las distribu-
ciones temperadas? ‘

b) Dado z € C si Sz < 0, la funcién f(t) = e"2***! es de decrecimiento
rapido en R*, en consecuencia se le puede dar un sentido similar a (1) a
< u(t),e2mixt > (2), definiendose una funcién i(z) en Sz < 0.

b.1) { Que relacién tendra esta funcién con la transformada de Fourier
de u?

b.2) ; Se podran caracterizar las funciones @(z) asi obtenidas 7 (por
ejemplo ‘en el sentido que aparece en [RUDIN] (1) para caracterizar las
transformadas de Fourier de distribuciones de soporte compacto ).

Un problema similar al a) se puede encontrar en [SCHWARTZ] . En el
se considera el sistema ortonormal en LZ(R), formado por los polinomios
de Hermite (H,(t)e=™"),. Puesto que Hn(t)e™™" € S, dada u € §'
podemos considerar a, =< u,Hn(t)e‘"t2 >. En este caso se obtiene

de forma facil (por las caracteristicas de los polinomios de Hermite) que



u=>y a,,H,,(t)e""t2 en S' y que u € S’ si y sélo si (ap), es una sucesiéon

acotada por una potencia de n, i. e. (an)n € 8.

También se pueden encontrar en [ZEMANIAN], desarrollos en serie
para diversos sistemas ortonormales de elementos de ciertos espacios. Sin
embargo, por la forma en que este autor define los espacios y sus topologias,
éstos son poco reconocibles. Aqui se encuentran desarrollos en serie para
elementos de un cierto espacio en el sistema ortonormal de Laguerre. Aun-
que no se sabe si estos desarrollos son validos para distribuciones temper-
adas con soporte positivo, pues no se prueba que el espacio donde se hacen
estos desarrollos contengan a estas distribuciones. También se pueden en-
contrar los desarrollos de SCHWARTZ antes citados para los polinomios de
Hermite. En este caso, el autor sf remite a una prueba de que los desarrol-
los son validos para las distribuciones temperadas. Es decir el espacio que

el autor maneja coincide con S’.

En cuanto al problema b), la funcién que se obtiene & a partir de u
resulta ser analitica en Sz < 0. En cierta manera se intuye que la trans-
formada de Fourier de u, % pudiera interpretarse como el “ valor frontera
” (en un cierto sentido) de la funcién 4. Esta idea puede relacionar el
problema con los resultados de [TILLMANN], donde interpreta las dis-
tribuciones temperadas como los “ valores frontera ” de un cierto conjunto

de funciones analiticas. M4s adelante, veremos que esta relacién existe.

La primera parte del Capitulo 1, estd destinada a definir de forma
precisa el espacio de distribuciones donde trabajaremos. De esta forma
se introduce el espacio de funciones S* (1.1) restriccién a [0, +00) de las
funciones de decrecimiento ripido. Identificando su dual (S*)' con las
distribuciones temperadas de soporte positivo y puesto que La(t)e™% € St,
y si Sz < 0, f(t) = e72™*t ¢ §+ obtenemos de forma precisa el sentido

razonable y natural de (1) y (2). Ademads puesto que Lo(t)e™% € (St)', el
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problema a.2) equivale a:

i Serdu=3 anLn(t)e”% en (5)'7.

En la segunda parte del capitulo 1, se resuelva el problema b.1) (Teo-
rema 1.16). En efecto, dada u € (S*)', la funcién i(2) =< u(t),e™2™** >
(que resulta ser analitica en Sz < 0 (1.31)) se relaciona con la transformada
de Fourier de u en la siguiente forma:

Para caday € R, y < 0, @(z +1y) € S’ y @ es el limite en S’ de las
distribuciones @(z + ty) cuando y tiende a 0~.

Como ya intuiamos al plantear el problema b), existe una relacién
entre este problema y los resultados de [TILLMANN]. Efectivamente, la
forma en que nosotros interpretamos la transformada de Fourier de u como
“ valor frontera ” de i, coincide como este autor interpreta una distribucion

“ valor frontera ” de una determinada funcién analitica.

temperada como
" Enel capitulo 2, abordamos el problema a) en una forma mas general:

Sea L2(t) = (F—(Eﬁw—l))%t%e‘éLg(t) que forma un sistema ortonormal
en L2[0,+00) y t# 5t = {t%¢ : ¢ € St}. Puesto que L2(t) € t? ST dada
u € (t251) estudiamos los coeficientes a, =< u,£3(t) >. Para a = 0
obtenemos el problema a).

El resultado més importante es el siguiente (Teoremas 2.6 y 2.7):

Sea ¢ € t5St y ap = 0+°° #(t)L2(t) dt. Entonces (an)n € sy ¢(t) =
>, anL2(t) en t$5t. Y reciprocamerte, dado (as)n € s existe ¢ € £35S+
verificando a, = 0+°° ¢(t)L2(t) dt. Y en consecuencia 3 St 2 s.

Dualizando este resultado y particularizando para a = 0 resolvemos
de forma completa el problema a): La aplicacién que a cada u € (S*)' le
asocia (an)n = (< 4, Lye~% >), es un isomorfismo de (St)' en s' y por
tanto u =) anLn,e~% en (St).

Damos algunos ejemplos ejemplos de desarrollos (2.12), algunos cono-

cidos y otros nuevos.

1ii



Se completa el capitulo aplicando los resultados anteriores para exten-
der de forma muy simple algunos operadores integrales a los espacios (S%)’
y (¢55H)".

En el capitulo 3 caracterizamos los espacios de funciones analiticas que
se obtienen al considerar @(z) con u € (S*)' ( que denotaremos A'(II7))
y #(z) con ¢ € St (que denotaremos A(II7)), con lo cual resolvemos el

problema b.2).
—%+2wh
-12-+21riz

el semiplano II~™ en el disco unidad D, obtenemos dos nuevos espacios

Si hacemos la transformacién bilineal W(z) = que transforma
de funciones analiticas en el disco unidad a partir de A(II™) y A'(II7)
que denotaremos respectivamente A(D) y A'(D). Teniendo en cuenta los
resultados del capitulo 2, estos tltimos espacios quedan caracterizados de
forma inmediata (teorema 3.4 y 3.5). Utilizando estas caracterizaciones ob-
tenemos como resultado principal del capitulo la caracterizacién de A(II7)
y A'(II7) (Teoremas 3.6 y 3.7).

El problema b.2) queda resuelto del siguiente modo:

f € A'(I™)si y solo si existen M > 0, n € N tales que

1f(2) < M1+ [2*)"

|5z |*

Como consecuencia se obtiene uno de los teoremas de [TILLMANN].
Encontramos pues, otra relacién més entre el problema b) y el trabajo
de [TILLMANN], pues el espacio A'(II”) coincide (salvo las diferencias
producidas al considerarse en [TILLMANN] el espacio S’ y nosotros (S+)’)
con el que maneja el autor para interpretar las distribuciones temperadas
como “ valor frontera ” de un conjunto de funciones analiticas en C \ R.

Debemos resefiar sin embargo, que tanto el planteamiento del proble-
ma, como su resolucién en [TILLMANN] son totalmente diferentes a nuestro

Caso.

iv



Aplicando algunos resultados obtenidos en este capitulo, damos condi-
ciones necesarias y suficientes para la prolongacion analitica de las funciones
de A'(IT7).

Asi mismo, y aplicando los desarrollos obtenidos en el capitulo 2,
damos una prueba muy simple de que el producto de convolucién de dos
distribuciones de (S*)' es otra distribucién de (S1)'. (Comparesela con la
prueba que da [VO-KHAC-KHOAN] [2] pag. 115).

La solucién del problema b), sugiere este otro:

c) Consideramos el conjunto de funciones méas amplio para las que
tenga sentido definir unos coeficientes como en (1), esto es f : [0, +00) = C
verificando f(t)Ln(t)e~% € L'[0,+00). ; Podremos caracterizar los coefi-
cientes para este grupo de funciones?

Resolvemos el problema en el capitulo 4.

En primer lugar definimos el espacio de funciones
X = Np(l 4 t¥)""efL'[0,400) (4.1). Claramente se observa que
F(t)La(t)e™% € L0, +o00) si y sélo si f € X.

El resultado més importante del capitulo es el siguiente (teorema 4.9):

Dada una sucesién de nimeros complejos cualquiera, (a,)n, existe ¢ €
St tal que fo #(t)Ln(t) dt = ay,.

Este teorema, que se obtiene utilizando la caracterizaciéon de las fun-
ciones de A(D), obtenida en el capitulo 3 y un resultado referente a fun-
ciones holomorfas en dominios regulares, resuelve el problema c), puesto que
si € ST es claro que ¢(t)e% € X, en consecuencia se deduce que la apli-
cacién de X en CN que a cada funcién f asocia la sucesién
(f0+°° $(t)Ln(t)e~% dt), es sobreyectiva.

El problema c) lo podemos escribir como un problema de momentos
de Stieljes:

Dada (a,)n. de nimeros complejos j existe una funcién f : (0, +o00) —
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C tal que f0+°° f(H)trdt = ap?

Este problema clésico est4 tratado en [SHOAT-TAMARKIN], nosotros
aportamos la novedad de que la solucién que encontramos es una funcién
de S+.

Se completa el capitulo, probando que el dual fuerte de X es isomorfo
aY = Un(l + 2)"e~ 3 L>[0, +00) (teorema 4.21).

En el capitulo 3 y para resolver el problema b.2) se introducen los espa-
cios de funciones analiticas en el disco unidad A(D), A'(D). Nos pianteamos
los siguientes problemas:

d.1) Al igual que ocurre en otros espacios de funciones analiticas en el
disco (H? con p > 1,y el espacio de Nevanlinna N ) j verifican los ceros de
las funciones de A(D) y A'(D) que >_,(1 — |an|) < oo?.

d.2) Caso de verificarlo, se puede definir un producto de Blaschke para
estos ceros, i.e. B(z) =[], l_—u?’;"'-ll_%?;

i Se verificard que si f € A(D)(A'(D)) entonces -]g € A(D)(A'(D))?
(Como ocurre en HP,p > 1, y el espacio de Nevanlinna N).

Tratamos estos problemas en el capitulo 5. (N6tese que los problemas
se pueden trasladar al semiplano inferior y considerarlos para las funciones
de A(II7)) y A'(II7)).

En la primera parte de este capitulo y previamente a tratar las cues-
tiones anteriores, estudiamos los ceros de las funciones enteras obtenidas
a partir de las distribuciones de soporte compacto (no necesariamente con
soporte positivo) de la forma @(z) =< u(t),e”2"** >. En este sentido
damos en el teorema 5.9 algunas condiciones necesarias que deben verificar
los ceros de estas funciones.

También relacionamos el problema de la totalidad del sistema (z'*"),
en ciertos espacios de funciones con la existencia de una distribucién de

soporte compacto u tal que %(z,) = 0 (teorema 5.12).
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Se dan asimismo, algunas condiciones suficientes sobre una sucesién
de nimeros complejos (z,), para que exista una distribucién de soporte
compacto u, tal que #(z,) = 0 (teorema 5.15), y relacionamos una cierta
densidad de los (2,), con el didmetro del soporte de la distribucién u.

Se completa esta parte probando que tanto el problema d.1) como el
d.2) se contestan afirmativamente para el espacio de funciones analiticas
transformadas de Fourier de las distribuciones £' (teoremas 5.14 y 5.15).

En la segunda parte del capitulo 5, abordamos los problemas d.1) y
d.2), obteniendo los siguientes resultados:

Las funciones de A(D) efectivamente verifican d.1) (lema 5.20). Sin
embargo las de A'(D) no. En este caso, probamos una propiedad maés
débil para los ceros de las funciones de A'(D) (teormea 5.26) y damos un
contraejemplo de una funcién f € A'(D) que no verifica d.1) (ejemplo 5.27).

En cuanto al problema d.2) (que sélo tiene sentido plantearlo en A(D))
queda abierto, aunque se dan algunos resultados parciales (teoremas 5.24
y 5.25).

Por tltimo, el problema (5.30) (que solucionamos parcialmente), surgié
al probar el corolario 5.29. Aunque queda un poco alejado del contexto de

la memoria, lo incluimos por su posible interés.
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0.1

CAPITULO 0

PRELIMINARES

Los resultados basicos que aparecen en la memoria sobre la teoria de dis-
tribuciones se pueden encontrar en [SCHWARTZ], [VO-KHAC-KHOAN]
([1] vy [2]), [FRIEDLANDER], [RUDIN] [1]. En particular, apareceran los
siguientes espacios de funciones test: D de funciones indefinidamente dife-
renciables y con soporte compacto. S de funciones indefinidamente diferen-
ciables y de decrecimiento répido, i.e. funciones f : R — C de clase C*,
tales que para todo k,n € N verifican lim;—.oo [t¥f(™ ()] = 0. Y los espa-
cios de distribuciones D', §' (de distribuciones temperadas), £'(de distribu-
ciones de soporte compacto). Se usard que el producto de convolucién de
dos distribuciones temperadas de soporte positivo es otra distribucién tem-
perada de soporte positivo (véase la prueba que da [VO-KHAC-KHOAN]
[2] pag.115).

Especial interés tendra, la caracterizacién dada en [RUDIN] [1] 7.23 de las
transformadas de Fourier de distribuciones de soporte compacto, y la que
aparece en [RUDIN] [2] 19.3 para las transformadas de Fourier de funciones
de L?(R) y soporte compacto. Estas son (el exponente 27 nos aparece por

la diferente definicién de la transformada de Fourier):

TEOREMA. Sea u € &', sop u C [-r,r]. Entonces la funcién

ii(z) =< u(t),e” 2™ > es entera, la restriccién a R es la transformada



0.2

Preliminares 2

de Fourier & y existen v > 0 y N € N verificando
la(2) < y(1 4+ )V (1)

Reciprocamente, si f es una funcién entera verificando (1), existe u € £’

con soporte en |—r,r| verificando f(z) = i(z).

TEOREMA. Sif € L?[—A, A] entonces la funcién f(z) = ffA f(t)e=2m=t dt
es entera, su restriccién a R es f y |f(z)| < Ce*™I*| para cierta constan-
te C > 0 (1). Reciprocamente, si g es entera verificando (1), existe

f € L?[—A, A] verificando g(z) = f(z).

A continuacién, comentaremos algunas propiedades de los polinomios de
Laguerre que nos seran de utilidad a lo largo de la memoria.
Los polinomios de Laguerre, serdn denotados por Lg(t) y se definen del

siguiente modo:

L e —$\k
Le(t) = (’::Z)i—k?— con a>-1 (0.3)
k=0 ) )

Para a = 0 los polinomios se designan por L,(t) y se tiene:

n

Latt) = Y0 ()¢ (0.4)

k=0
Los polinomios de Laguerre, admiten un peso que los convierte en un sis-
tema ortonormal en L2[0,+00). Al sistema ortonormal lo denotamos por

L3(t) y vale:
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n!
In+a+1)

Los polinomios de Laguerre se pueden obtener a partir de la siguiente

L£2(8) = ( VRe~$1%L2(1) ‘ (0.5)

funcién generatriz:

t—a t dn

L.(t) = n! dtn

S (mree) (0.6)

Ademas se verifican las siguientes relaciones entre ellos :

d o — a+1
4 (Law) = L3t (0.7
La(t) = Ly*' () - L3ty (1) (0.8)
d2 o d o a _
L) + (4 - (LaW) +rLE0 =0 (09)
d,d o a+l t o’ s a,
dt( —(e” 551 )+ (n+ 5~ 1" 4t)e t2L3(t)=0 (0.10)
Si @ # —1 se verifica que:
(1- ) (e+) =325 =1 4 Zw"L" (0.11)

donde la serie es absolutamente convergente para jw| <1yt € R.

Estos resultados, se pueden encontrar en [SANSONE] Capitulo IV, o también
en [ERDELYT ...] [2] 10.12. En este wltimo libro se da una férmula para la
transformada de Laplace de t*L%(t) cuando a > —1 y s > 0:

/ P e reetdr = et nt D )" (0.12)
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Nos sera de utilidad en la memoria para s = £ + 2niz con Sz < 0 i.e.

I'(a+n+1)(—3 +2miz)"
n!(% + 2miz)otntl

+oc0
/ t2L2(t)e~ Ye~2mist gt = (0.13)
0

Nétese que para z € R la férmula anterior nos da la transformada de Fourier

de t°La(t)e™ %, y teniendo en cuenta la definicién de £2(t) obtenemos:

P (a+n+ 1)1 (F+ 2miz)"
t2 Lot 0.14
2 n( )( ) ( ) (2 + 271'i:1,')a+n+1 ' ( )
En [WIDDER] pag. 168 se da la siguiente acotacién para Ly(t):
|IL.(t)| < e* paratodoneN t>0 (0.15)

Por s denotamos el espacio de sucesiones:

s={(an)n:an € C yparatodokeN anlanl < 400}
n

dotado con la topologia que generan las seminormas |(an)nllx = 22, n*la,|.

Es claro que

s = {(an)n: an € C y para todo k € N lim n*a, = 0},

71— 00

El espacio s es un espacio de Fréchet y su dual es
s' = {{an)n: existe @ >0 k € N verificando |an| < a(n + 1)"’}

De forma trivial se verifica que:
Si P es un polinomio y (a,)n € s, entonces (P(n)an)s € s.

Los siguientes lemas serdn usados en la memoria.
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0.16 LEMA. Sea f una funcién analitica en el disco unidad. Son equivalentes:

0.17

a) Existen (ap), € ' tal que g(w) = (1 — 2 anw"

b) Existen C > 0 y k € N tal que |g(w)| < m conw € D.
DEMOSTRACION

a)=>b)Seag(w)=(1-w) Y o =Y o o bnw" y obviamente (b,)n €
s'i. e existea>0ykeN tal que Ib | < a(n 4+ 1)k~ en consecuencia
existe M > 0 tal que |b,| < M("+k '} y de aqui

SIED SURCESTS ol (S
-y (D) - i

b) = a) Bastard probar que si g(w) = Y oo a,w™ entonces (an)n € $'.
Pero a, = 2,“ fr iEa d§ donde T es la circunferencia de centro 0 y radio
r. Entonces |a,| < Wr—"‘ Hallando el méaximo de (1 — r)*r™ en [0,1] se

en consecuencia

M
( _n+k) ( )
<Mek(l+%)

; — n_
obtiene r = s

|an‘ <

= M+ D)+ D) <

y en consecuencia (anp)yn € s'.

LEMA.

a) Sea (an)n € sya € Ccon |a] > 1. 8i Y22 jana™™ = 0, entonces la
sucesion b, = Y p_, ara™ ¥ estd en s.
b) Sea (an)n € s' ya€ Ccon |a| > 1. Si Y oo

sucesién b, = Y 7_, ara™ % estd en s'.

oo Gna~™ = 0, entonces la
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DEMOSTRACION
a) Puesto que Y oo  ana™" = 0 resulta

n n o0 oo

b, = _;_ ara™F = q" E ara ¥ =—a" E ara ¥ =— E ara™ "k

k=0 k=0 k=n+1 k=n+1

Sea r € N, al ser (an)n € s existe N tal que si k > N entonces |ax| < 57

Tomando~n > N resulta

- —k
bl =1= 3wt S fadlle<e Y g

k=n+1 k=n+1 k=n+1

y por lo tanto

n"|b,| < n'e Z k"+2_e Z (k kz__e Z k—2-§ctee

k=n+1 k=n+1 k=n+1

luego dado r € N limp—oe n"|bs| = 0 ie. (bpn)n € s.

n—k

b) Procediendo como en a) obtenemos b, = — 3 .., aka™ . Por ser

(ax)k € s’ existe @ > 0 y r € N verificando |ai| < a(k + 1) de donde

= k+1 o
bal <@ D (k+1)a** =a(n+1) Z( la|"~* =

k=n+1 k=n+1
k + 1 —k—1 —-k-1
=a(n+1)" Z(l-}- )" |al <a(n+1 z(k-{-Q )7|al

k=0
= cte(n + 1)

y en consecuencia (by,), € §'.

LEMA. Si (an)n € sy (ba)n € s',  entonces
Cn = Z:=o ap-k(bk — be-1) € 8.
DEMOSTRACION
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En efecto, de ser (a,)n,(bn)n € s' obtenemos a > 0 y m € N verificando

lan|, [bn| < @(n 4+ 1)™, en consecuencia
leal = 1Y anck(be = biot)| £ Y 0% (n— k+ 1)™((k+1)™ + k™) <
k=0 k=0

<) 2% (n+1)*™ < 203 (n + 1)
k=0

!

y de aqui (cp)n € '

En el capitulo III, se usa la siguiente férmula de derivacién de una funcién
compuesta:

Sea y = ¢(u) y u = f(z), entonces

. 4" d*
d:v" Z( Z( 1) (a) " Eu—z (0.19)

que se ha tomado de [SCHWATT] pag. 12 7.

Se considerara durante la memoria, la siguiente transformacién bilineal que
transforma el semiplano inferior II~ = {z € C : 3z < 0} en el disco unidad

D= {weC:|w| <1} dada por:

—4 4 27miz
W(z) = 4——— 0.20
() % + 2miz ( )
Esta transformacién lleva, z = 400, z = 0, z = ;;r'- enw=1,w=-1y
Lltw

w = 0. La transformacién inversa es Z(w) = g3 15w
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Dada una funcién analitica f(z) en II™, mediante la transformacién ante-
rior, obtenemos una nueva funcién analitica f(Z(w)) en el disco unidad.
Haremos la siguiente notacién: f(w) = f(Z(w)).

Nos seran de utilidad los siguientes resultados.

1
(o) = 1 — ———— 0.21
W) =1 T2z (0.21)

21
W'(z) = ————— = 271i(1 — W(2))? 0.22
(2) @+ 2zriz)? mi( (2)) (0.22)
_ _ 2

g, = 11wl (0.23)

T dr |1 - w|?

Dada una sucesién (wy), de nimeros complejos de médulo menor que 1,
wy, # 0 si verifican Y- (1 — |wa|) < oo, se define el producto de Blaschke

para (wp)n del siguiente modo:

Bw) =] —Wn W~ Wn (0.24)

lwn| 1 — waw
y se verifica [B(w)| < 1. Adema4s existe el limite radial de B(w) para casi
todo 6 € [0,27] y lim,—., |B(re*®)| =1 . |
Lo anterior se ha tomado de [GARNETT] II 2.

Considerando la transformacién (0.20) obtenemos para una sucesién de

puntos (z,)n en el semiplano inferior B(W (2)), que es el producto de las

) 140w ,
funciones f, que aplican z, en 0 2, en co y T3 en |w,| = I'—%ﬁ%%l, asl
pues ‘ :
1 2-2
a 47 —
B(W(z)) = I, A" 2n 2= 7 (0.25)

"=01L 4 4n222| 2 - 2,
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y la condicién Y n2 (1 — |wy]) < oo se transforma en 3,77, ———ﬂ—-l;iil, < oo

(cuando 0 no es punto de acumulacién de (z,)n queda Y oo, T—:—I’# < 00).

Sea 2 un dominio regular en C i.e. §2 coincide con el interior de su clausura,
y sea G(9) las funciones holomorfas en 2 tales que f(™) se extiende por con-
tinuidad a la clausura de 2 paran =0,1,2,---. En el tema IV necesitamos

el siguiente teorema para @ = {w € C: jw— 4| < 1}:
TEOREMA. Dada una sucesién (ap),de numeros complejos, existe
g € G() verificando ¢(™(0) = a,.

Este teorema se deduce de la proposicién 11 en [VALDIVIA].

Necesitaremos los siguientes resultados sobre funciones enteras.
Una funcién entera se dice de tipo exponencial, si verifica una acotacién del
tipo |f(2)| < Me®!*l para ciertas constantes a, M > 0.

Para una funcién entera de tipo exponencial f, se define la funcién indicador

como:
h:[0,27r] - R
h(8) = lim suprlog|f(re'®)) (0.27)

Usando el siguiente teorema:

La funcién f(z) = Y oo, anz" es entera de tipo exponencial si y sdlo si

F(z) =32, f;',%",- es convergente para algin z finito.

se define el diagrama indicador D de una funcién entera de tipo exponencial
f como la interseccién de todos los conjuntos compactos y convexos fuera

de los cuales F(z) es prolongable analiticamente.
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La funcién soporte de un conjunto compacto y convexo K se define como:

k:[0,27r] - R
k(8) = ,f}:g}({z cos(0) + ysen(6)} (0.28)

esto es, k() es la distancia del origen al punto mas lejano de la proyeccién
de K sobre el rayo arg(z) = 6.

Se verifica el siguiente teorema:

TEOREMA. Si f es una funcién entera de tipo exponencial, y h(8) es
su funcién indicador, entonces h(—6) es la funcién soporte del diagrama
indicador de f.

Es claro por tanto que si h(#) = 0 cuando 0 < 6 < 7, el diagrama indicador
es un segmento del eje imaginario negativo.

Se verifica también el siguiente teorema:

TEOREMA. Si f es una funcién entera de orden 1, su tipo es el maximo

de h(8).

Todos los anteriores resultados se han tomado de [BOAS] capi tulo 5.

Usaremos en el capftuio 5 los siguientes resultados tomados de [JUNEJA,
KAPOOR] 1.3.

Sea f una funcién analitica en el disco unidad, y sea
T(r,f) = 2%; 02" log*|f(re*®)| db. Decimos que f tiene orden de Nevanlinna
finito si existe A > 0 verificando T(r, f) < (1—r)~4 para r suficientemente
préximo a 1. Al infimo de los A verificando la condicién anterior se le llama
orden de Nevanlinna de f.

Se verifica el siguiente teorema:
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TEOREMA. Sea f analitica en D y teniendo orden de Nevanlinna finito

o(f). Sean (an)n, los ceros de f en D contados de acuerdo a su multiplicidad.

Entonces para todo € > 0 se verifica ) (1 — lan|)?(NH1+e < oo,

La funcién del ejemplo 5.27 y algunos resultados que en él se utilizan, han

sido tomados de [APOSTOL].
Por ultimo, se utiliza el siguiente teorema.

TEOREMA. Sean f,g € LP(R) con 1 < p < 2. Entonces

[ rwana= [ " fs)g(~s) ds

Este teorema se puede ver en [TITCHMARSH] teorema 35 pag. 54, teorema
49 pag. 70 y teorema 75 padg. 104, parap=1,p=2y1 < p <2

respectivamente.



CAPITULO 1
TRANSFORMADA DE FOURIER DE DISTRI-
BUCIONES DE SOPORTE POSITIVO

Comeﬁzaremos este primer capitulo, introduciendo el espacio de funciones
St restriccién a Rt de los funciones de decrecimiento rdpido. Probaremos
que es isomorfo a /A con A = {¢ € S : sop(¢) C (—00,0]}. Consecuente-
mente, podremos identificar su dual (S%)' con las distribuciones temperadas

de soporte contenido en Rt.

1.1 DEFINICION. Definimos el espacio St como
St ={f:[0,+00) > C | (3p € 5)(Vt=0)(f(t) =¢(t)}
y lo dotamos con la topologia que generan las seminormas || - ||k,n
(k,n € N) definidas por

Il f o= sup " t*|7(2)|
’ £€(0,+50)

NOTA. Entre estas seminormas, estan incluidas en particular ||f|lo,n =

311Pte(0,+oo) |f(n) ()|

1.2 LEMA. Si f:(0,400) = C es de clase C* y para cada k,n € N es
I lle,n< +o0
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entonces existe una unica f € St que prolonga a f. Asi pues, puede
identificarse S* con el espacio de las f : (0, +00) — C de clase C* y tales
que

| £ llk,n< +00 para todo k,n € N.
DEMOSTRACION'

- Para cadan € N setienesi0<t<y

F™ () = F2 )] = ly = OF V@) I o Iy —
asi pues, existe lim,_,o+ f(®(¢) € C. Por un teorema de E. Borel [TREVES]
pig. 390 existe g € D(R) tal que g(™(0) = lim,_o+ f(*)(t). Pongamos en-
tonces ¢(t) = g(t) sit<0 y &(t)= f(t)sit>0. Es claro que ¢ es de

clase C* (es facil comprobar que en 0 también lo es, utilizando el teorema

~ del valor medio) y que f definida por ser la restriccién de ¢ a t > 0 prolonga

1.3

1.4

af.

TEOREMA. S* es completo y en consecuencia Fréchet.

DEMOSTRACION
Sea (fn) de Cauchy en St i.e. para todos los indices m, k (t’"f,(,k)(t))

es de Cauchy uniformemente en (0, +oc) . Entonces (™ f,(,k)(t)),1 converge
hacia una funcién de la forma t™ fk)(¢) para cierta f : (0,+00) — C.
También se obtiene que dado € > 0 existe N (€) tal que n > N(e) implica
Itmf,(,k)(t) —t™ f(*¥)(t)| < € por el lema anterior f € ST y (fn) converge a f
en ST.

COROLARIO. S* esisomorfoa S/A donde
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A={peS : sop(¢) C(—00,0]}.
DEMOSTRACION
Defino

p: S — St como

P(¢) = ¢][o‘+°°)

Obviamente p es continua y sobreyectiva luego también abierta. En

consecuencia p : S/A — ST es un isomorfismo.

NOTACION
Diremos que ¢ € St N S si la funcién

£ >0
f(t)z{g() t<0

pertenece a S.

LEMA. ¢ € St NS siy sélosi para todo k € N lim,_q+ ¢{¥(t) = 0.
DEMOSTRACION

Trivial, pues al prolongar ¢ a la izquierda haciéndola 0 en R™, el limite por
la izquierda de todas las derivadas seré 0, en consecuencia lim;_.o+ ¢(’°)(t) =
0.

Si se cumple la condicidén, un razonamiento parecido al del lema 1.2 com-

pleta la demostracién.

TEOREMA. El dual de S*, se puede identificar con el espaéio de las
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distribuciones temperadas de soporte contenido en [0, +00), identificando

u€ (,S'+)' con la distribucidn que aplica ¢ € S en u(¢|[°,+m)).

DEMOSTRACION
Hemos visto que
p:S— St
P(®) = Plpo, 40
es un morfismo estricto, luego si u € (S"')', u o p es una distribucién

temperada que aplica ¢ en u(gy, ,..,)-
Es claro que sop(uop) C [0,+00) . La aplicacién u — u o p es inyectiva.
Veamos que es sobre.

Sea u € S’ tal que sop(u) C [0, +00) defino
u*: St C

<u*, f>=<u,$> dondegpeS vy f= ¢|[o,+°°)

Para probar que est4 bien definida, basta que probemos < u, ¢ >= 0 cuando
@ € S es nula para t > 0.

Ahora sea ¢ € S tal que ¢(t) = 0 cuando ¢t > 0 y pongamos ¢n(t) =
(t + -};) Obviamente ¢, tiende a ¢ en S cuando n tiende a co. Por ser

sop(u) C [0, +00), < u,é, >= 0. Se concluye pues que < u, ¢ >= 0.

NOTA

El teorema anterior sigue también de la teoria general de los espacios lo-
calmente convexos [HORVATH] pag. 263 teniendo en cuenta el corolario
1.4 y que en la dualidad (S, S') el ortogonal de A estd formado por las

distribuciones temperadas de soporte contenido en [0, +00).
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IT) En el teorema anterior la definicién de u* equivale al “ sentido razonable”

1.8

1.9

que da [VO-KHAC-KOAN] [2] pag. 114 a < u(t),e™2™#t > .

El conjunto de seminormas

pn(g) = D sup|t*4P)(1)]

a,f<n t20
es creciente y definen la topologia de S, asi pues:
LEMA. Seau: St — C lineal, entonces u € (St)' si y sélo si existen

C >0, neN tal que

u e 4(8) 1
| < ,¢>|SCZ§§§|t¢ (t)] (1)

a,B<n =

para toda ¢ € S*.

Teniendo en cuenta que si 3z > 0, e~2™** ¢ §+ podemos asociar a cada

u € (S*) una funcién i(z) =< u(t),e”?"*** >. Esta funcidn, resulta ser

analitica en I1™.

DEFINICION. Dado u € (5*)' definimos

Fu={a€eR :e*ue (S+)'}
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1.10 TEOREMA. Siu € (S*)' I, es una semirrecta (puede ser todo R) que

contiene a [0, +00).

DEMOSTRACION
[VO-KHAC-KHOAN] [2] pag. 113

1.11 DEFINICION. Sea u € (S*)' defino

i(z) =< u(t), e~ 2™t > cuando —SQz>infly

1.12 NOTA

a) En la definicién anterior inf I', puede ser —oo.

b) Obsérvese que al ser u € (St)'  1i(z) esta definida al menos en ¥z < 0.

1.13 TEOREMA. Siu € (S*)' entonces @(z) es analitica en

{ze C:-Sz>infT,}y
a®)(2) =< u(t), (—2wit)*e 2™ >

DEMOSTRACION
Por el comentario 1.7 II) y [VO-KHAC-KHOAN] [2] pag. 114.
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1.14 TEOREMA. Siu € (S*) entonces para todo ¢ € S
+oo

< u(t),/+w e—2m’tz¢(x) dz >= / < u(t),e—mritz S ¢(:l:) dr

- 00

siendoz=z+1tycony<Q.

NOTA
a) < u(t),fj:: e~2™z4(z) dz > tiene sentido pues
+w . V ~
/ e—21ntz¢(x) dr = ¢(t)e27ryt
-0

cony <0yalser¢celS, J)(t) esta acotado.

b) fj:: < u(t),e"2™t > §(z)dz tiene sentido. En efecto al ser u € (S*),
por el lema 1.8 existen C >0y n € N tal que

|<u,p>|<C Y suplt®e®(t)|
a,B<n 20

para todo p € St
Si po(t) = e~ 2mit: SUPssq |t°‘cpgﬂ) () < J\/I;|z|ﬁ luego
| < u,p0 >| < P(z) para cierto polinomio P. Como ¢ € S, P(z)|¢(z)]

es integrable.

DEMOSTRACION (Del teorema)

Sea B, = {z € R : f:r| < n}. Defino F : B, — St por la ecuacién
F(z) = §(z)e2m |

Como F es continua, B, es compacto y St es Fréchet , por [RUDIN] [1] |
pag. 74 existe ‘

£, € St tal que para todo u € (S'+.)’

u(€,) = / < up, e~ > g(z) d

n
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tomando en particular u = 6, con ¢ty > 0 resulta

§n(t0) - L e—21ritoz¢(z) dr

Probaremos que limp—o én(t) = &(t) = [ e 2™**¢(z) dz en ST, esto es,
dados a,f € N toglf )(t) converge a t®£(P)(t) uniformemente en R*,

. Pero es claro que podemos derivar bajo el signo integral, luego

¢ (1) = t"’/B (—2miz)Pe 2™ ¢(z) dz

toeB)(t) = to L(—?wiz)ﬁe—z"“zqﬁ(x)dx

queda
2P (8) — 12D (t)] = |t - |/ (—2miz)Pe™ ™ g(z) dz| < -+
R\B.

alser ¢ € S lim|zjmeo(—2miz + 27y)P+2(z) = 0 luego dado
e>0 existeun Nj tal quesi|z| > Np entonces

|(—2miz)? ()| <

€
4n?(z? +y?)
tomando n > Ny queda '

€
SRy
£%] - | w8, 72(2? + 47)

alsery<0yt>0 |[t*e?™¥| < k para cierto k

€
o<k | ———————dz<cte-€
- ./1147r2(z2+y2) - -

en consecuencia limp oo én =€ en ST, luegosiue St

e2™Wdr <.

+o0 .
<u(t), / eI p(z) dz >=< u,{ >= lim <u,{n >=

= lim < u(t),e” 2™ > ¢(z)dzr =

n—oo B
n

[ <uttem > o(a) de
R
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LEMA. Para toda ¢ € S, $(t)(e?™¥ — 1) converge en S* a 0 cuando y

tiende a 0.

DEMOSTRACION
Habra que probar, que para todo a,f € N, t°’($(ﬂ)(t)(ez’”y —1)) converge

a 0 uniformemente en Rt cuando y tiende a 0~. Ahora

B
(e - 1)) = Y (1) $ e - e

Sik < Bcomod €S, t*d*)(t) estd acotado y todas las derivadas de e2™*¥ —
1 convergen a 0 uniformemente en R*. Para k = 8, t*(¢(F)(t)(e2™ — 1))

converge uniformemente a 0 en R* por ser lim;— 4o t23B)(¢) = 0.

El siguiente teorema es el resultado mas importante de este capitulo. En él
se demuestra que la transformada de Fourier de una distribucién u € (S*)’,
se puede interpretar como el “ valor frontera ” de la funcién %(z) en el

siguiente sentido: 4 es el limite en S’ de @(z + iy) cuando y tiende a 0.

TEOREMA. Sea u € (S*)', definimos

iy : R—C

dy(z) =< u(t), e" 2=y 5

para cada y < 0. Entonces, iiy(z) € S’ para todoy < 0 y limy_,o- 4y = 4

en S'.
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DEMOSTRACION

Por la nota b del teorema 1.14 si u € (S"")’ entonces
| < u(t),e 2=+ 5 | < Py(x)

para un cierto polinomio P, luego #,(z) € S'.

Resta probar que si ¢ € S, entonces limy_,o- < 4y,¢ >=< 4,9 > para
todo ¢ € S.

Ahora

<dyd>= /Ray(x)qs(x) de =

R

usando el teorema 1.14

=< u(t),/ e 2 =ty g (1) dr >
R

Como < i, ¢ >=< u, ¢ >=< u(t), fg e~ >""**¢(z) dz > queda
<Uy, > —<U,¢>=
=< u(t),/ e 2™ g (z) (2™ — 1) dz >=
(), B - 1) >

Se concluye por el lema anterior.

1.17 COROLARIO. Si u,v € (S*)' de manera que i(z) = i#(z) en Sz < 0,

entonces u = v.
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1.18 EJEMPLOS

~

1) §=1
En efecto § =< §,e2mt 5=

9) Dk§(z) = (2miz)*

En efecto
ﬁs(z) =2 Dk6,8—2m'zt >=
= (=1)F < §, (—2miz)Fe ™7t >= (2miz)*

3) Xpo.+eo)(2) = 725z

En efecto

1

271z

o0
X[a-,roo)(Z) =< X[0’+°°),e—2mzt >= / e-—21nzt dt =
0

4) DFu(z) = (2miz)*i(z)

Es claro pues

< D¥y,e7 ™5 5= (~1)F < u(t), (—27riz)ke'2"i" >= (2miz)*a(2)
5) Si ¢ € ST entonces
#*)(2) = — Z(-—Z'triz)k""d)(""l)(ﬂ) + (2miz)Fg(2)
t=1

si ¢(¥) denota la derivada de d) como funcién.

En efecto, sea ¢ € ST considerado como elemento de S’ y denotemos por
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D¥¢ la derivada en S'. Entonces

o0
< D*¢,p > = (-1)F < ¢,¢M >= (-1)k/0 $(t)pM(t) dt = ---
integrando por partes o

co= (=1)¥( Z( 1)'=9(0) 41 (0)

i=1

(~1)* / " 4 ()p(t) de)

k
k < Z(_l)k¢(i—1)(0)Dk—i5 + (_1)k¢(k)’¢ >

i=1

Luego D*¢ = (i, ¢(~V(0)D¥=#6 + ¢() por 1), 2) y 4)
— k . . ~
#0(2) = (=1) )_(2miz)*~ ¢l "D(0) + (27iz)"4(2) =

k
= = 3" @riz)* gD (0) + (2miz) ()

1=1

6) l’(;g’t(z) = —xHos(miz) op o |a constante de Euler.

2wz

Ver [ERDELYL...] [1], pag. 148 (1).

7) t"(z) TZT%ZT%*: Si Ra > —1.
Ver [ERDELYL...] [1], pag. 137 (1).

En lo que sigue, intentaremos generalizar los resultados anteriores definien-
do para cada distribucién temperada u, una funcién analitica en C\R cuyo
valor frontera, en el mismo sentido antes comentado sea 4. En este caso

no habra unicidad en el sentido de 1.17, es decir, habrd una infinidad de
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funciones analiticas en C \ R, asociadas a u € S’, cuyo valor frontera sera

.

NOTA

Anélogamente se pueden definir los espacios S~, (S7)
ysiu € (S7) 4(z) =< uy, e~ 2% > 5i 32z > 0, definiéndose asi una funcién

¢

analitica en el semiplano superior cuyo “ valor frontera” sera .

LEMA. Siuc § existenut € (S*) yu~ € (57) tal queu =u? +u".

DEMOSTRACION

Si u € ' existe f continua de crecimiento polinomial, tal que u = DFf.

Sea f* = fX[o,400) ¥ ™ = fX[0,~c0), Pongamos ut = D¥f+  u~ = D*f~
y obviamente ut € (S*)' ,u~ € (§7) yu=ut 4+ u".

LEMA. SquS'yu:u'l"ﬁ-ul_ ,u=u;'+u2' entonces

ut=uf 40 y Uy =u; —v siendo v= ZanD"E
: finita
DEMOSTRACION
Por las hipétesis, (uf —ud) + (uf —u;) = 0. Sea ¢ verificando
sop (¢) C (0,+00) entonces:

<ut —uf,p>=<ut —uf, >+ <uf —uy,$>=0

En consecuencia sop(< ui —u} >) c {0} por lo que



1.22

1.23

1.24

Transformada de Fourier ... 25

u'l" = u'{ +. E a,D™6.
finita

Ahora se aplica u] —u; = —(u] —uJ) y se concluye el teorema.

DEFINICION. Dada u E S' y una descorﬁposicio’n u=ut +u" con
ut € (S+) y u= € (S~) defino:

Fu(z) = it(z) =< u;*,e'"'i’t > siSz<0
47 (2) =<u;,e?™* > §5i%z >0

DEFINICION. Un pseudopolinomio es una funcién f € H(C — R) defi-

nida por

_fp(z) siSz<0
fz) = {Iip(z) si¥z >0

para clerto polinomio p(z).

TEOREMA. Siu € S entonces para cada descomposicién u = ut + u~
con ut € (§t)' y u~ € (§~)' la funcién Fu verifica

&= 1i1(r)1+ Fu(z —yi)+ Fu(z +yi) en S’
y—b

Ademds dos cualesquiera Fu se diferencian en un pseudopolinomio.
DEMOSTRACION |

SeaueS ,u=ut+u"yy>0

Fu(z —yi) + Fu(z + yi) = 4t (z — yi) + &~ (z + y1)
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Por teorema 1.16 y nota 1.19 @t (z —yi) tiende a &+ y 4~ (z + yi) tiende
a 4~, con lo que Fu(z — yi) + Fu(z + yi) tiende a u* + u~ = 4.

Dadas dos descomposiciones, u = u} 4+ u] , u = uJ + u; por el lema 1.21

uf = u;' + Z a,D"é
finita

u; = u; — Z a,D"é
finita ‘

Por el ejemplo 1.18 2),s1 Sz >0

Fuj(2) = if(2) =i (z) + D an(2miz)" =

ysiZz<0

Fui(2) =d7(z) = 45 (2) — Z an (2miz)" =

En el teorema anterior, dada u € §' hemos interpretado su transformada de
Fourier 4, como valor frontera en un cierto sentido de una funcién analitica
en C\ R. Esta idea, aparece ya en [TILLMANN], aunque tanto el en-
foque del problema, como la obtencidn de la funcién analitica a partir de

la distribucién son diferentes.
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1.25 NOTA
a) Si f € D se puede definir

+o0

fey= [ fwermitar

-0

y por la demostracién del teorema 1.9 f(z) es entera.

b) Anéilogamente si u € £’ puedo definir la funcién entera

ﬁ(z) =< u,e—21rizt > .
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CAPITULO 2
COEFICIENTES DE FOURIER- LAGUERRE

EN (t%st)

DEFINICION. Definimos el espacio t?5% = {t%¢(t) : ¢ € St}. Y
lo dotamos de la topologia inducida por S*. Asi mismo, los coeficientes
de Fourier-Laguerre de un elemento u € (t%S%)', se definen como
an =< u,L3(t) >

NOTA. Si a = 2k con k € N, entonces (¢ 5t)' = (S*)'/B donde

= {TF L ané™: cona, €Cn=0,---k}
En efecto, si a =2k, sea F:(St) — (t?St)" definida por
< F(u),t*¢(t) >=< u,t*4(t) >. Es claro que F es continua. Ademds es
sobre, pues si v € (t251)', sea w € (S1) definida por < w, ¢(t) >=
< v,t¥¢4(t) >, y sea u verificando u = t%,les claro que F(u) = v. .
En consecuencia (t35%) 2 (§t)'/Ker(F). Pero si u € Ker(F), re-
sulta evidente que sopu C {0} y de aqui, es facil probar que Ker(F) =
{Z 0an8™ : cona, €C,n=0,---k}.

Pretendemos en este capitulo, caracterizar los espacios t3S* y (t35%)' en

relacion con los coeficientes de Fourier-Laguerre.
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'Notaremos L£5(t) =
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(mﬁm)%'t?e°§Lg(t) donde LZ(t) son los poli-
nomios de Laguerre. Las propiedades basicas de estos polinomios, estin
resumidas en el tema 0. Es conocida la acotacién |Ln(t)e~%| < e¥ [WID-
DER] pag. 168 . Demostraremos previamente, otras acotaciones que nos

seran de utilidad.

LEMA. Sia<0, t>0 y ne€ N se verifica

o) < 42 DEINS)

2 T(32)

Mds atin si —2 < a < -1 |L2(t)] < 2e%.

DEMOSTRACION
Partimos de la relacién

e_tl—z

Toe =1t ="k

n=1
valida para, t € R, |z| <1y a # -1.
Por la férmula de Cauchy, se tendré
1 e 1-:
Lo(t) = — d
n( ) 271 Lr zn+1(1 _z)1+a 2

donde C, es una circunferencia de centro el origen, radio r, recorrida en el

sentido positivo.

Cambiemos de variable en la integral poniendo w = 7% se tiene entonces

dz = (1—;1_-“@ y queda

14w 14w
U [ (14 w)te
a - tw
La(t) = m c;e ot W=
L e—tw(l_""?)nﬂ(l +w)* ! dw

2m oll
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donde C) es la circunferencia transformada. Tomando r pequeiio, se ve,
que podemos tomar como C,. cualquier circunferencia centradaen w =0y
conradior (0<r<1). |

El integrando, puede definirse como funcién meromorfa en el plano, menos
un corte que va desde oo hasta w = —1 por el eje negativo, con un solo
polo en w = 0. Asi, podemos sustituir C}. por el borde de un rectingulo de
vértices s & 1R, —12* + :R donde s, R > 0.

Vd
N
R
/N
-1
R ——- ——
-1/2 s
Y
-iR .
I d

Fijando s, hagamos tender R a oo.La integral en los segmentos

~1 1+ iR hasta s + iR tiende a cero al tender R aco pues

1 oHiR tw 1l + Wit a-1 1 11
-—tw . -— < a— -—
7 wi e (-——-w )" Tl + w)* dw| < ——zﬂ_e?MR (2 + s)

y como a < 0 esto tiende a cero.

La integral ;1= f::‘:: e~tw(lkeyn+l(] 4 )*~1 dw es absolutamente con-
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vergente pues haciendo el cambio s +iz = w

+00 . ;
__1_/ e—ta—:zt(l_'t_‘_s_j'_z_ﬁ)n+l(l 4+ s+ iz)a—l zdz| S

2m J_ o s +:1z
1 4 oo 2 21251
< —e Mp[(1+s)*+2°]7 dz
2n —co

y al ser @ < 0 la integral es convergente. Como la integral no depende de

s, se deduce que vale cero, y queda

1 [t ., b4z 1
o4 _—— —tz 2 n41l/7 a—ld
B0 =gz [ A ) G i) e

Asi pues

+oo -
a0l S gt [ (G T o=

Usando las tablas [GRADSHTEYN, RYZHIK], pag. 295 (3.251-2) ob-

tenemos
2= ;1 —a,  27% ; T(3)[(F?)
o <L —? — fneed .
ILn(t)l - T € B( ) 27!' e? F(l;cx)

Para —2<a < -1lresulta2™* <4y —% < 9—;—'-1- < —1 quedando

2.3 COROLARIO. Paraa> -2, t>0 y neé€ N se tiene
) <2(" 7)ot
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DEMOSTRACION

Dado a > 0 se verifica 0 < a—[a] < 1 luego -2 < a-[a] -2 < 1.
Pongamos 8 = a — [a] — 2 y consideremos el siguiente cuadro de indices
(8,0) (8,1) (8,2)

(B+1,0) (A+1,1) (B+2,2)

(a,0) (a,1) (a,2)

(a+1,0) (a+1,1) (a+1,2)

Si en la tabla, el corolario fuera cierto para (y,n), (y+1,n—1) entonces
también lo seria para (y + 1,n) pues L7*!(t) = LY(t) + LYt (t). Luego

LY )] < L)1+ L3I0 <

n—-1

n n—

(M) (),

n n—1

_ 9% <n+ 7] +3)

n

Para probar que es vilido para (a,n) basta probar que lo es para (8,n) y
(7,0), pero por el lema como —2 < 8 < —1 queda |LE(t)] < 2ef <
2("+[£]+2)e'2‘ pues este niimero combinatorio no se anula ya que § > —2.
Y IL3(0)] = 1 < 2(HH7)es

Si —1 £ @ < 0 se considera -2 < a—1 < —1 y se procede como antes.

Si —2 < a < -1y se sigue del lema anterior.

Los siguientes lemas técnicos, facilitardn la prueba de 2.6.
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2.4 LEMA. Sea (a,)neNn € s entonces para todo a > -2, € R,

2.5

o0 - . .
Y o 0antPe~3L3(t) y sus derivadas convergen uniformemente en com-

pactos de (0,+00). Si B € N la convergencia es en compactos de [0, +00).

DEMOSTRACION

Tomemos € R y K C (0,+00) compacto. Probaremos que dado

reN, ¥, an(tﬂe_TtLﬁ(t))(k) converge uniformemente en K.

Ahora [L2(t)| < 2("+[z]+2)e§ y (La()V) = (—l)jth;:(t) en consecuencia,
es facil comprobar que |(tﬂe:2"'L§(t))(k)| < P(n) para todo t € K donde
P es un cierto polinomio. Como (a,) € s, .5 lanP(n)| < oo y basta

aplicar el criterio de la mayorante de Weierstrass.

Si B € N puedo tomar K C [0,+00) pues t# y todas sus derivadas estin

acotadas en el compacto K.

n -1 42ric
LEMA. Sea  f(z) = Sitoanu(l - w)7 donde w = FET
re€ R, ~v>0y(a,) € s. Dadoj € N se verifica que para todo

k€ Nsik>j+1—yentonces (z/f(z))* e L'(R).

DEMOSTRACION

—142miz 1 i .
= Z2XITT =1 [ 1iw - 2mi _ — )2
Puesto que w = Tiemiz? = Im 1ow Y ¥ = Tiamin? = 27i(1 — w)

se sigue que z/ f(z) = (4:_'.), . gtzgj Y o sanw™(l—w)Y desarrollando
(1+w)? yreordenando z/f(z) = (T_—';l-)-;—_—.,- Y oo bnw™ con (by) € s. fes

indefinidamente diferenciable respecto a z pues w lo es, jw| =1y (b,) € s,
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ademds podemos derivar término a término. Luego
o0

i (7 J)w 1 nel, 1 _
T 1) = G S 4 (g 3 ™
(7 Jl-w ’
(1= w)i- ‘7+1 Z?mb w"+

_ + (T(l_————J—:; Z 2mnbnw" 11 -w) =

n=0
.Reordenando y sumando queda
o =]
= (L)Y e
n=0

con (c,) € s. A

En consecuencia queda di:;(xjf(z)) =(1—w)y Itk d,w® con
(dn) € s pero Y oo  d,w™ es acotada paraz € R y

(1—w)y 7tk = (1 4 2miz)) """k e L' puesk—j+v> 1

Los siguientes teoremas, son los principales del capitulo. Con ellos, ca-
. . . & ’ .

racterizamos los coeficientes de Fourier-Laguerre en t2. Asi mismo, de-

mostramos la convergencia en dicho espacio de las series de Fourier para el

sistema (L3(t))n con a > —1.

TEOREMA. Si(an)nen € 5, 102
a> —1.

DEMOSTRACION
Seap(t) =Y o s antTLE(t) y ¢(t) = Yoo, anL2(t) por el lema 2.4 tanto

¥ como ¢ son de clase C*°.

> 0 @nL2(t) converge en t% St para todo
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Paso 1. ¥(t) = 00 a.t?L2(t) converge en (St)".
En efecto sea
F:5t 12
F(¢)=t%¢
obviamente es continua por ser @ > —1. En consecuencia su traspuesta
también lo es, y de aqui la aplicacién
H:L*— (St
H(f)=t%f
que es la traspuesta de F salvo una conjugacién, como es facil de comprobar,
es continua. |

Como (L&(t))n es un sistema ortonormal en L%, ¢ = 3 20, a,L3(t) con-

verge en L? y por tanto H(¢) = Y o0 | a.t? L3(t) = ¢ converge en (ST)'.
Paso 2. Dadoj € Nsik > j— a, t*4(9) estd acotado en [0, +0).

Por el paso anterior, puedo aplicar transformada de Fourier término a
término a |
P(t) = Yoo ,ant® L2(t) (Identifico (St) = {u € §' : sopu C [0,+00)})
quedando:

)

bz) = anttLa(t) =Y n(F(a+n+1)) (—1 + 2miz)"”

(% + 2mig)atntl

n=0
La férmula de la transformada de Fourier de t% £2(t) se encuentra en (0.14)

del capitulo 0.
Sea b, = a,,(ﬂwl)‘zL (bp)n €Esyw= —Zﬂﬁ resultando

- ‘L+2

Y(z) = Y one g baw™(1 — w)otl,

En principio la convergencia es en S’, pero como la serie converge uni-
formemente a una funcién, esta serd distribucién temperada y coincide con

la suma.
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Por el lema 2.5 dado j e N si k> j—a, (2/d(z))® € LY(R)
pero (zi(z))®) = (5%5)7 (=2mit)kp()(z) en consecuencia por [FRIED-
LANDER)| pag. 103 (¢)Fy()(t) estd acotadosi jE Ny k> j —a.

Paso 3. Si f(t) =520, ant~%L£2(t) entonces f € St.

En efecto f(t) = t~*(t). Habrad que probar que existen constantes M} ;,
k,j € N tales que t¥|f()(t)] < My ; en [0,+00). Por el lema 2.4 y la
definicién de L£Z(t) resulta que t¥ f(/)(t) est4 acotado en [0,1]. Veamos en

1,400). Sik>j—a-1
t*]f(t)] = tkl(t""'ﬁ(t))(’)l =

—y ( )=y =
— tk+l| Z ( ) (t= (m),/,(J m)( t)] <

< Z My tF+ plU=m)(4)] < cte
m=0
La dltima desigualdad por el Paso 2, pues si k > j —a —1 entonces k+1 >
J—a>(j—m)—acuandom=0,---,7.
Sik<j—a+1tomando vy >0 tal que k+v > j —a — 1 por lo anterior
#£9(6)] = 4770 < M en [1,+00),

Paso 4. La aplicacién G : s — t7 St deﬁmda como

o0

G((an)n) = ) _ anL2(t)

n=0
es continua.

En primer lugar, la aplicacién esta bien definida por el Paso 3. Si aplicamos

el teorema del grafo cerrado para espacios Fréchet, bastard probar que si
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(an')n tiende a (an)n cuando m tiende a oo en s y G((al)n) = ¢m con
(pm) — @ en t2 St entonces ¢ = G((an)n).

Ahora por ser (L3(t)), ortonormal se tiene a' = f0°° emL3(t)dt. Es
claro que 6, = limmoco 7 = liMmeco fy om(t)LE(t)dt = ... Como

¢m — pent? St setiene que |pnm(t)| < t% M, en consecuencia |p,,(t)L2(t)!

- < Mt%L2(t) € L' pues a > —1, aplico teorema de la convergencia domi-

2.7

nada de Lebesgue y obtengo
= [ Jim emCz@dt = [ oL
0o MmT® 0

Luego G((an)n) = ¢.
Para probar el teorema, basta observar que (an)n = Y owpnén €0 S COD

en = (6n,m)m por el Paso 4, G es continua, luego

oo o0

G((an)n) = Y anGlen) = 3 anl3(t)
n=0 n=0
y la convergencia es en t% S+.
TEOREMA. Sea ¢ € t35* y = [° ¢(t)LS(t)dt. Entonces

(an)nen €s ¥y @(t) = 3102 panly (t) en t7 St para todo a > —1.

DEMOSTRACION

Consideremos Y = tD?* + D — i— - % + 3—’2!:1 Es facil comprobar que
U:t%St - t* S5+, Ahora bien, utilizando la propiedad (0.10) del tema 0
de los polinomios de Laguerre obtenemos U(L3(t)) = —nL;(t). En conse-

cuencia

enU(9) / U(SLE(t) dt = —n / L2 (t) dt = —nan(d)
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y en general a,(U*(¢)) = (—n)*an(4). Puesto que U(¢) € t¥S+ C L?
¥ (£3(t))n es ortonormal en L?, se deduce Y o n2¥la,|? < oo para todo
k € N y de aqui 23" n*|a,| < oo, con lo que (an)n € s. Para concluir

aplicar el teorema anterior.

Dualizando los resultados anteriores, obtenemos la caracterizacién de los
. * & ’ M
coeficientes de Fourier-Laguerre en (t7S%)’, asi como la convergencia en

dicho espacio de las series de Fourier para el sistema (£Z(t))n con a > —1.

2.8 COROLARIO. Seaa > —1. Siu € (t35%) entoncesu = Yoo, anl2(t)
en (t¥5%) con a, =< u,L2(t) > y (an)n € s, y reciprocamente si
(an)n € 8’ entonces existe u € (t3S+) conu =Y 20 1 a,L2(t) en (t7ST).

2.9 COROLARIO. t%S5* esisomorfo a sy (t25%) es isomorfo a s'.
DEMOSTRACION

Considero la funcién G : s — t%S571 definida en el teorema 2.7 . Basta
ver que es biyectiva. Ahora bien es inyectiva por ser (£Z(t)), un sistema

ortonormal y es sobreyectiva por el teorema 2.7.

Particularizando para el caso a = 0 obtenemos:

2.10 TEOREMA. Si ¢€ Sty an= [;° ¢Ln(t)e~* dt entonces
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3.2 0anLa(t)e™t ¥ (an)n € s. Reciprocamente si (a,)n € s existe

n=0

¢ € St tal que ¢ = .2° JanLa(t)e~%. En consecuencia St es isomorfo a

S.

2.11 TEOREMA. Si ue(S*) y an=<u,L,(t)e”% > entonces

u= "% apLa(t)e”? y (an)n € ¢'. Reciprocamente si (ap)n € s' exis-

te u € (S1) tal que u = 3.2 Ja,L.(t)e”%. En consecuencia (S*)' es

isomorfo a s'.

2.12 EJEMPLOS
1) =300 Ln(t)e"%
En efecto pues < 6, L,(t)e~ % >=1
2) D6 = oto(Emeo(3) " () (W) En(t)e ™

Veamoslo

< D*6,La(t)e™ % > = (=1)F < 6, (La(t)e™3)® >=

3) Xio,+00)(t) = 230020 (=1)"La(t)e™ %
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En efecto .
ap =< X[o,+°°)(t), Ln(t)e—’ >=

- / La(t)e~% dt = (=1)"2
0
4) §(t—a) = .20  Lo(a)e~2 La(t)e~% sia > 0.
Anélogo a 1).
5) emot = Y0 0 2 (Bh)n Lo (et si R(a) > 0.

" En efecto, partiendo de la férmula (0.11) para a = 0

1 (e <)
w-1t = "La(t
—eT T =) wLa(t)

n=0
valida parat € Ry |w| < 1, y haciendo a = o 1) (serfa w = ff“_;i), se
obtiene para a € C con Ra > 0:
2a + 1 —at+lt n
—_— L.(t)
DI A

i.e.

Z a+1 20;1)"L (t)

(También se puede deducir de la férmula (0.12)).

6) P(lt;-a)e_% = E:o=o(—1)n,(z)Ln e~ % para Ra > —1.
Ver [DITKINE-PROUDNIKOV] pag. 323. También [PROUDNIKOV-
BRYCHOV] péag. 463 5).

7) (logt+7)e~ ¥ == LL.(t)e % convla constante de Euler.
Ver [DITKINE-PROUDNIKOV] pig. 312. También [PROUDNIKOV-
BRYCHOV] péag. 469 1).

8) JO(Q\/E)e' =30 o &re % L,y(t)e” ¥ para a,t > 0.
Ver [DITKINE-PROUDNIKOV] pag. 326.



‘Coeficientes de Fourier-Laguerre ... 41

9) t?Ja(_\/a?) =Y o 0 2(-1)"e~%a¥ L3(a)L2(t)e"% paraa > -1 ya > 0.
Ver [LEBEDEV] pég. 83.
10) ef [~ ¢

g 4
t = Z;“;o R%Ln(t)e 2

Ver [DITKINE-PROUDNIKOV] pag. 326

11) KO(%) = Z:io 2n+1 La(t)e™
Ver [DITKINE-PROUDNIKOV] pag. 328.

1 Jo(y/at) = 1)"L,(a)e~ 4 L,(t)e~% para a,t > 0.
Ver [LEBEDEV] pag. 83.
13) & =Io(-—L\/atz Lo(z)e~%$z"L,(t)e~% para |z] < 1,
z # lyz,t>0.

Ver [LEBEDEV] pég. 78. Para |z| = 1 se obtiene al ser (L(t)e~%2"), € &'
para z > 0 fijo.

14) b = v (s (- ~1)*FEEL (M) ¢(k 4+ 2))La(t)e ¥ siRa> Ly (esla

funcién zeta de Riemann.

En efecto,

et —1 o e€et—1

S [
— .k! \k) Jo e**-—-1 (1)

-y & (k) Tk 4+ 2)C(k +2) =

®  tet ", ©°
an =/ Lo(t)e % dt = L. (t)dt =
1]

|
Ng

Para (1) ver [GERRETSEN-SANSONE] pig. 363.
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En el capitulo siguiente, se mostrard otro método para calcular los coefi-
cientes de Fourier-Laguerre para una distribucién de (St)’, con lo que se

‘daran algunos ejemplos méis de desarrollos.

El siguiente teorema caracteriza los coeficientes de Fourier-Laguerre de un

cierto subconjunto de funciones de S+.

2.13 TEOREMA. Sea ¢ € S* y a, = [;° ¢(t)Ln(t)e"%dt. Entonces ¢ €
St NS siysélosi(an)n EsyparatodokEN Z - onfa, =0.

DEMOSTRACION

Se tiene < D*§,¢ >= (—1)k¢(*¥)(0) como por 1.5 ¢ € St N S si y sélo
si limy_p+ ¢(*)(t) = 0 para todo k € N otenemos que ¢ € ST N S siy
s6lo si < D*6,¢ >= 0 para todo k € N. Pero por 2.10, 2.11, 2.12 2) si
$(t) = 352y anLn(t)e~% entonces

oo

<b,¢>= Zan

n=0

<pts5= S G (1) (1)

n=0 m=0

= ii((%ﬁ-m (5)(2)en

m=0n

Teniendo en cuenta que () es un polinomio en n de grado m, es ficil

k

concluir por induccién que Y2 nfa, = 0.
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Los desarrollos en serie de los elementos de (St)’, permiten generalizar a
este espacio, de forma muy simple, algunos operadores integrales definidos

para funciones. Veanse los siguientes ejemplos:

NOTA. Algunos autores ([ERDELYL..] [3] pdg. 3) definen la transformada

de Hankel de orden 0 de una funcién, como

Ho(f)(z) = %/:o f(t)Jo(\/E) dt paraz > 0 (1)

Formalmente, si f admite un desarrollo f(t) = Y o>, a,,L,,(t)e"%, como por

2.12 11) 1Jo(y/at) = 322 o(-1)"La(a)e  La(t)e™ %, al ser (Ln(t)e™%)n
un sistema ortonormal, resulta Ho(f)(z) = Yoo ,(—1)"anLn(z)e™%. Esto

justifica la siguiente definicién.

DEFINICION. Definimos la transformada de Hankel de orden 0 en (St)’

como:

Mo : (SF) = (SH)

Ho(u) =) (~1)"anLn(t)e™?

n=0

siu=3 22, a,,L,,(t)e"g con ap =< u,Ln(t)e‘§ >.

Nétese que en particular para S la transformada es de la forma (1).

Teniendo en cuenta 2.10 y 2.11 , de forma trivial se tiene:
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2.16 TEOREMA. La transformada de Hankel es un isomorfismo de (St)' en
(St), de S* en St y de L? en L?. Ademds, H? =id

Anélogaménte, y teniendo en cuenta que

atz Z L.(z)e™? 52" Lo(t)e” ¥

1 — et lds
l—ze Io(l

para 2] <1,z # 1y z,t > 0 se puede deﬁmr un operador Z, para |z| =1,
z#1
Z.:(ST) - (St
oo

Z.(u) = Z a,,z"Ln(t)e—'%

n=0
si ap =< u,L,(t)e~% >, que es un isomorfismo, pues la aplicacién de s' en
s' que envia (an)n en (ayz"), lo es.
Obsérvese, que si z es una raiz n-sima de la unidad, el operador verifica
7 =1d.

Asi mismo si en 2.12 9) hacemos a = 1 resulta

tiJy(vVat) = 22( 1)*e~4atL2(a)L2(t)e”

n=0

pero J42. (2) = lsenz, luego es el desarrollo de ( ta J4'sen\/ t y queda

(= ]
() ‘Sen\/_ Z 1)"LE(a)e .zLé(t)e-%

2

Asi pues obtenemos que el operador integral

o(t) = (To)(a) = 5 / (5)} f p(t)d

. . 1 . .
es un isomorfismo del espacio t1St que es su propio inverso. Ademis,

puede extenderse a un isomorfismo de (£55+)".
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CAPITULO 3
CARACTERIZACION DE LAS TRANSFORMADAS
DE FOURIER DE DISTRIBUCIONES TEMPERA-

DAS DE SOPORTE POSITIVO

El objeto de este capitulo, es obtener una caracterizacién del tipo [RUDIN]
[1] 7.22, 7.23 (ver capitulo 0), de las funciones analiticas definidas en el

capitulo 1 a partir de las distribuciones temperadas de soporte positivo.
- —-J-z +2miz
I42miz

0) queenvialI" = {z€ C:3z<0}en D= {we€ C:|w| <1}. Dada una

funcién f(z) analitica en II™, denotamos a g(w) = f(Z(w)) con w € D por

Consideraremos la transformacién bilineal W(z) , (ver capitulo

f(w) Asi, dada u € (St)', obtendremos dos funciones analiticas asociadas,
ladi =< u(t),e~ 2™t > definida en el capitulo 1 y %(w) =< u, e72mZ(w)t >
Se obtienen pues, los cuatro espacios siguientes que pretendemos caracteri-

zar:

DEFINICION. Definimos los siguientes espacios :

AM-) = {f e HI™)| (peS) (f(2)= [ s(t)e > dt)}
A7) ={fe HI™)| (Bue(S*)) (f(2)=i(z) =<u,e™?™>)}
A(D)={g € H(D)| (3f € A(TI7)) (g(w) = f(w))}

A'(D)={gc H(D)| (If e A(I7)) (g9(v)=f(w))}
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La introduccién de los espacios A(D) y A'(D) queda justificada al ser su
caracterizacién inmediata, proporcionarnos un método para el calculo de
los coeficientes de Fourier-Laguerre en (St)' y servirnos de puente para
caracterizar los espacios A(II7) y A'(II7). 7.

El siguiente teorema es fundamental para la caracterizacién de A(D), A'(D),
pues relaciona los coeficientes de Fourier-Laguerre de u € (St)' con la

funcién i(w).

TEOREMA. Siu € (St) entonces

d(w)=(1-w) Yo japw™ con a, =< u(t),Ln(t)e‘% >

DEMOSTRACION

Por 2.11 u= Y% a,L,(t)e”*% con convergencia en (S*)' entonces
ﬂ(z) g u(t),e—Zm'zt S =

e-—2mzt >

I
Ngk
Q
3
A
t
S
=
o
|
“”"‘

3
I
=3

—-%e-Zm'zt dt =

I
gk
Q
3
o\.
+
8
h
2
&

n=0
(s o] . l .
B
= 3 +2mz ° 3 +2mz
1 ; .
Haciendo w = —ﬁs-'z%z- queda 4(w) = (1—w) Y oo, anw" y como (an)n € '

por 2.11 el segundo miembro de la igualdad define una funcion analitica en

D.

El anterior teorema proporciona un método para calcular los coeficientes
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de Fourier-Laguerre de una distribucién temperada de soporte positivo. En
efecto, una vez calculado #(z), obtenemos %(w) mediante la transformacion
W. Entonces los coeficientes de Fourier-Laguerre de u, seran los coeficientes
del desarrollo en serie de potencias de TfL'wL) Ilustramos este método con
algunos ejemplos.

EJEMPLOS
T +log(2niz
1) Por 1.18 6) logt(z) = —1tieelZriz)
Haciendo z = mﬁ resulta
7 +log(1£2) ~27+2log(2137) .
(logt) w) = %_1_3._1; = (1 - w)( 1+ w )>—
2(log2 —v) + 21
—(1-w 2(log ) 0g(1+w))=

14w

st 2n+1 Nod

= (1 w)@log2 =) +4 3 5=) 3 (~1)"u" =

oo [""] 1

Z )*[2(log2 —v) + 4 Z % w"

en consecuencia por 3.2

[n-—l]
1 -
logt—’;’( -1)"[2(log2 —v) + 4 z 2k+1]L"( )e
2) Por 1.18 7) t2(2) = (7{5&}%
Haciendo z = mi—‘Lw resulta
r 1 :
(8%)(w) = '11@55:37 = D(a +1)2°H(1 — w)(1 — w)*(1 + w) """ =
21—w
= — a+l = a AN — ~l1-a n_
= (1-w)T(a+1)22+ )" (n)( w) Z( n )w

n=0 n=0

=a-wr@ne Y0y (L) (UF

n=0 k=0
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y de aqui

t* = T(a +1)2°* il(-l)" y (n ° k) (“ ! k)]L,,(t)g'*

n=0 k=0

LEMA. Sea g(w) = 3,20 ,anw™ con g € H(D) tal que para todo
m < k . g(™(z) estd acotado, k > 2. Entonces para todo m < k — 2

E?:o n™|a,| < oo.

DEMOSTRACION

Trivial pues si m < k — 2 se tiene

oo
g™t (w) = z n(n—1)--(n—m—1)aw" ™2
n=0
como ¢g{™+?)(w) estd acotado, |n(n —1)-++(n —m —1)a,| < M de donde

se deduce que |n™a,| < € y por tanto Y .- o n™|an| < co.

Como consecuencia de la caracterizacién de los coeficientes de Fourier-

Laguerre de (S*)’' obtenida en le capitulo 2, caracterizamos de forma in-

mediata los espacios A(D) y A'(D).

TEOREMA. Son equivalentes

1) g € A(D).
2) Ezisten (ap)n €s tal que g(w)={(1-w)),

o0

n
n=0 GnW
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3)Para todo n € N ¢(™(w) estd acotada en D y limy_1,.p g9(w) = 0.
DEMOSTRACION |

1) & 2) Trivial por 2.10 y teorema 3.2 )

2) = 3) Trivial pues al ser (an)n € s Y nry n*|a,| < oo para todo k y

obviamente limy—1,¢p 9(w) = 0.

' 3) = 2) Por el lema 3.3 si g(w) = Y oo, a,w” y verifica 3) entonces (an)n €

n=0
s. Como limy_1,¢p g(w) = 0y limyo nan = 0 por el teorema de Tauber
Y o 0an =0 por el lema 0.17 a) (para a = 1) del capitulo 0 obtenemos que

la sucesién b, = Y.;_,ar estd en s, asi pues g(w) = (1 —w) > oo, baw”

con (bp)n € s.

TEOREMA. Son equivalentes

1) g € A'(D).
2) Ezisten (an)n €' tal que g(w)=(1—-w)Y oo yanw”

)
)
3) Eziste fe H®(D) tal que g(w)= f¥)(w) para cierto ke N.
4) Eziste C>0 y keN tal que |g(w)| < (T—|C—wlF con we D.
DEMOSTRACION

1) & 2) Trivial por 2.11 y teorema 3.2.

2) = 3) Sea g(w) = (1-w) T2, aaw™ = T2 baw” y obviamente (b, ), €
s'i. e. existe a > 0y k € N tal que |b,| < a(n + 1)*.

ba . k+2 —
Sea f(w) = 3.2, (n+k+2)(n+k+l)...(n+1)wn+k+2 obviamente f(*+?)(w) =

< (nfl), luego f esta acotada.

. ba bn
g(w) y I(n+k+2)(n+k+1)---(n+1)l < (nt+1)s+?
3) = 2) Trivial

2) & 4) Lema 0.16 del capitulo 0.
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Utilizando la caracterizacién de A(D)y A'(D), obtenemos la de A(II7) y
A'(IT7).

TEOREMA. Son equivalentes:

1) f € A(TI)
2) Ezisten (P,(z))nen con P,(z) un polinomio de grado n, Py(z) = 0 tal
que gn(2) = (2miz)" f(2) — Pp(z) verifica :
M
(k) < "k 1

( )‘ = (1+|zl)k+1 ( )
DEMOSTRACION
1) = 2) Puesto que f € A(II™) existe ¢ € ST tal que

f(z) = 0+°° #(z)e~2**% dz de donde integrando por partes obtenemos:
+o0 .
(2miz)" f(2) = Z ) (0)(2miz)"k-1 4 / ¢ (z)e~ 25T g
0

Sea P, (z 22"0 B (0)(2miz)" %1 y go(2) = [iF° ¢ (z)e2">2 da.
Ahora gn )(z) = fo ®(=2miz)F (™) (z)e~2"i* dg.
Sea ¥(z) = (—2miz)*¥¢(®)(z) por ser € St es claro que 3 € ST luego

integrando por partes

k +oo
I9miz)kt1g(k) () = () (0)(27riz) k=7 (k+1) ~2mizz g
(2miz) 1M (2) = 3 )(0)(2nmiz) +/0 SOHD(g)e=2mizz gy

§=0

'y teniendo en cuenta que 1/)(5)(0) =0 paraj=0,1,---,k —1 se tiene:

+oo )
(27riz)k+lg’(1k)(2) = d)(k)(o) +/ ¢(k+l)(z)e—2mzz dz
0
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de donde |(2miz)*+1g(") (z)l < M, . Como obviamente gn () (z) esta acotado

resulta |gn )(z)| < (1+|z|)k+1
2) = 1) Probaremos que fe A(D) i. e. por 3.4 habra que probar que si

Fw) =1 -w) T2 a,w™ entonces, (an)n € $ ¥ Ionep an = 0. Se tiene:

( + 2miz)" f(z Zbk(Zmz

= Z kak(Z) + E bkgk(z) =
k=0 k=0
=~ 1
= Z ck(-2- +2m12)" + ha(2)
k=0
Por (1) es claro que |h£, (2)] £ a—_Tz"D"T;l- (2). Haciendo
w = -‘1%?52 obtengo (1 — w) ™" f(w) = Tr_y k(1 — w)~* 4 ho(w) i. e

Flw) = Yr_pcr(l —w)" ¥ + (1 — w)"ha(w) y en consecuencia tomando
m suficientemente grande a,, coincide con los coeficientes del desarrollo en
serie de (1 — w)" 'h,(w). Probaremos que (1 — w)* 1k, (w) tiene sus n

primeras derivadas acotadas. Pero

(1) ko) = (b ) = )

con r(z) = -(L—_*_};';;E—;-))ﬂ—l Ahora

k k G,
e = 1Y e < (2

dz* (% + 2miz)k+n—i-1

H 1
<) dj—2L <
- Z P14 241 |1 4 2mizg|ktn—i-1 =
< cte|l — w|k*®

donde la constante depende de n y k, pero no de z o w.
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Por otro lado

d? d? 114w, 1
S R < cte———
ldwﬂz = |dwﬂ[(41nl ) ““Cell—wlc'f"'9

Por la regla de la cadena, [SCHWATT] pég. 12 7, (ver 0.19 capitulo 0)

B k k
- ( 1) a k k—o d a d
= r(w)|—|§k_jl g L0, g gl S
B k
1 1 1 tn
= Z%‘l Z C’°»°|1 —wlk-o |1 — w|fta 1w =

en consecuencia si f < n F‘f%F(w) estd acotado. Por el lema 3.3

Y oneN mPlanm| < +00 si B < n—2y variando n € N resulta (an) € s.
Probemos que Y.o_,am = 0. Para n = 0 (1) queda |f(2)] < Tﬂnﬂ luego
limy—; f(w) = 0 como (am)m € s limpm—oo mam = 0 por el teorema de

Tauber 3¢

m=0am = 0.

3.7 TEOREMA. Son equivalentes:

1) f € A() |
2) Eriste n,k € Ny M > 0 tales que |f(z)] < M(1 + Iz‘z)km—lz—')—; si
Sz < 0.

DEMOSTRACION :

1) = 2) Si f € A'(II7) existe u € (§1)' tal que f(z) =< u(t), e 27t >.
Ahora como u € (S1)' existe M >0y N € N tales que

|<u,¢>|<M Y supltmg™()

t>0

m,n<iv
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para todo ¢ € St. Tomando ¢(t) = e~2***! queda
| < u(t),e-—Zm'zt > I <
<M Z sup [t™(—2miz)"e” 2™ =

m,n<N >0
=M E sup | — 2miz|"t™e? I < ..

t>0

m,n<N

como el supremo se alcanza para t = —5 & resulta
m
<M —2miz|™(— me=™ < cte(l + |z?)*
SM Y, |- omaltcg g )me™ S ctell+ B

m,n<N

2)=> 1) Probaremos que f(w) € A'(D). Para ello tenemos en cuenta que

- 1 14w i i W | ; i i
como z = g=1Z0 se tiene [z] < gogmoy s lw| < 1 o lo que es lo mismo si
. 1—-|w]? .
Sz < 0. También es Sz = —4n]1:ﬂw(2 . En consecuencia

. 2 1
|7 (w)l = {f(z)] < M(1 + || )"(Igz,)n <

1 k]l —w)?

< Mi4r(1
S Man(l+ oo o) 1ol =

y ahora basta aplicar teorema 3.5 4.

La condicién anterior aparece en [TILLMANN] para caracterizar las fun-
ciones analiticas en H (C":\R") cuyo valor frontera (en el sentido comentado
en el capitulo 1, que es el mismo del siguiente teorema) es una distribucién
temperada en R™. La forma en que [TILLMANN] obtiene a partir de
la distribucién temperada la funcién analitica como ya comentamos en el
capitulo 1 es diferente a como la obtenemos nosotros. El resultado de
[TILLMANN] para n = 1, se obtiene a partir de nuestros resultados en el

siguiente teorema.
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TEOREMA. ue€ S si y sdlo si existe f € H(C\R)

verificando |f(z)| < M(1 + |z|2)k(lg—1z|)-,,- para ciertos M > 0, n,k € N
tal que u =limy_o+ f(z —yi) + f(z + yi) (1) en S'. Mas ain, si para
u € S' existen dos funciones f, g verificando (1) estas se diferencian en un

pseudopolinomio.

DEMOSTRACION

= )Siu€ S esclaro que & € S'. Aplicando el lema 1.20 a v = 4,
obtenemos vt y v~, con v*,9~ € (St)'. Basta aplicar el teorema 3.7 a vt
y 5= y el teorema 1.24.

< ) Por teorema 3.7, existe u; € (S+)' y ug € (S*) tal que d(z) =
f(z) siQz<0 dy(z)=f(z)si82>0. Seav=u;+u; y u=70por
teorema 1.24 u = limy,_o+ f(z—yi)+ f(z+yi). Seau € §'y f, g verificando
(1). Sean u;,uz,v;,vs tales que wuy,v; € (ST, ugz,v2 € (S7) con
ap(z) = f(2), k(2) = f(z) si (-1)FQ2z > 0,k = 1,2y u = uy + up
v = vy + vp. Por verificar f,g (1) es claro que u = v y por el teorema 1.24

f, g se diferencian en un pseudopolinomio.

A continuacién, utilizamos algunos resultados del capitulo 2 y el teorema
3.2 para obtener condiciones necesarias y suficientes para la prolongacion

analitica de ii(z) con u € (S*+)".

TEOREMA. Seau € (S*)', an =< u,Ln(t)e"% > entonces:

a) Existe f analitica en C\ {{=} (inclusive en oo ) tal que f(z) =ii(z) en
Sz < 0 si y sélo si existe limp oo @n = a y limsup,_,., ¥V/|an —a|=0.
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b) Existe f analitica en C\ B(, B), (inclusive en o0 ), siendo 0 < B < £, |
tal que f(z) = #(z) en Sz < 0 si y sélo si existe limp .00 an = a y existe
a> 1,9 > 0 tales que |a, — a| < ya™".

c) Si existe f entera no constante tal que f(z) = 4(z) en Sz < 0
entonces limsup,_, %a_,,l = 1.

DEMOSTRACION

a)Si existe fanalitica en C\{g} (inclusiveen oo ) tal que f(z) =
ii(z) en Sz < 0 entonces f(w) es entera pues f; va al infinito en la transfor-
macién. Como f(w) = (1—w) Y22, a,w” resulta f(w) = ag+ 300, (an —
an—1)w™ y de aqui Y oo (an — an—1) < 0o como Y > (an — @n-1) =
—ap + lim, . @y, €s claro que existe limy—o0 an = a. Como f es en-
tera, se sigue que 5o  a,w" tine en w = 1 un polo de orden 1, de aqui

oo n_ _J : oo n —
Y neo @nw" — 72— es entera donde 7 es el residuo de } 7, a,w” en w =1,

por lo que
o0 o0
v = :};ifﬁ(l —w) Z a,w” = t})l_l'-l:ll ap + Z(an —ap)w =a

n=0 n=1

Queda pues para jw| <1 Yo japw® — 2= =37 (a,—a)w™ y como
esta funcién es entera limsup,,_, m = 0.

Para probar el reciproco, basta demostrar que #i(w) es entera, pero por las
hipétesis 3 o> (a, — a)w™ es entera, luego (1 —w)) o2 (an — a)w™
también, pero (1—-w)3 77 (an—a)w" =(1-w)Y l anw" —ayen
consecuencia ti(w) es entera.

b) Anilogo al anterior.

c) Por ser f entera no constante z = oo es una singularidad para f(z)
luego w = 1 es una singularidad para f (w) y en consecuencia para i(w),
como #(w) = (1 —w) Y. o. ;a,w™, w = 1 es la dnica singularidad para

n=0

Yoo o @nw™ por lo que limsup,_,., V/|a,! = 1.
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En lo que sigue, utilizaremos resultados anteriores para dar una definicion

equivalente del producto de convolucién en (S1)’ de una forma muy simple.

LEMA. Siu,v € (S*) entonces u *v(z) = i(z)d(2).

DEMOSTRACION :
Sabemos que u x v € (S*)' ([VO-KHAC-KHOAN] pég. 115). Ahora

uxv(z) =< (u*v((t),e” 2™ >= (1)

=< u(x ’e—2rizz, < v(t),e—Zm'zt >>=

)
)

=< u(x)’e—Zm'zz S< v(t), e—21n'zt >=
(

El paso (1) est4 justificado pues < v(t), e~272(t+2) 5= e=2mizz < y(t), e2m5 >

estd en SF.

DEFINICION. Sean u,v € (S*), u = .2 anLa(t)e"% y

v=3"2 a,La(t)e”*, definimos la distribucién u¥v € (S*)' como:

uiv = 3 (3 anop(be — be-1))La(t)e™?

n=0 k=0

(b_l = 0)

. NOTA

Por el lema 0.18 del tema 0 y el teorema 2.11 u%v € (St)'.
La eleccién de los coeficientes de u#v es la conveniente para que (u*vJ{w) =

u(w)d(w).
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3.12 TEOREMA. Si u,v € (S*)' entonces uxv = u x v.
DEMOSTRACION

Por el corolario 1.17 bastara probar que u*v(z) = u * v(z). Ahora

(uiv)zw) =

=(1-w) Y (Y an_k(be — be-y))w" =

n=0 k=0 .
= (1 ~w) Z a,w™(l —w) Z baw" =
= t(w)t(w)

Luego u*v(z) = ii(z)5(z) por el lema anterior 4 *xv(z) = @(2)d(z) luego

UXV = U * V.

Finalizamos este capitulo generalizando el teorema 3.2 para distribuciones

de soporte compacto, aunque no tengan soporte en R¥.

3.13 TEOREMA. Seau € £' y a, =< u, L,(t)e"% >. Entonces:

2) i(w) = (1 - w) 552y anw”
b) limsup,_,o V/|an|=1.
DEMOSTRACION
a) Teniendo en cuenta la definicién de %(w) obtenemos:
() = 4(Z(0) = Gz T2) =< u(t), eI HBHD 5=
=< uft), e HHE S y(t), e HOFED) 5

1 —f e

=<ut)e ¥, etV >=(1-w) < u(t)e™ ¥, T
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Pero si |jw| < 1 por (0.11) del capitulo 0 T_l—';e"'ﬁ"? =Y swLa(t) y
la serie converge uniformemente en compactos (de R para w fijo) asi como

todas sus derivadas, pues:

d* 1 —_— (_w)k —_ k =~ nr(k
T T = Ty T = (tw)t Y e P
n=0

y _

&~ ., SN nr kg (R) | E . kg (K)
T La(t) = X w0 = ()t w0 =

n=k n=k

= (~w)* i w™L{(2)

estd justificado derivar término a término pues Y oo, wr LY )(t) es conver-

gente uniformemente en compactos. En consecuencia:

b) Se deduce por un razonamiento andlogo al hecho en 3.9 c).
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CAPITULO 4
COEFICIENTES DE FOURIER-LAGUERRE EN
UN DETERMINADO ESPACIO DE FUNCIONES

Nos planteamos estudiar en este capitulo, los coeficientes de Fourier-Laguerre
en el espacio de funciones més amplio donde sea posible definirlos. A este
espacio lo denotaremos X. Dada una funcién f[0, +o00) :— C, para que ten-
gan sentido los coeficientes de Fourier-Laguerre, es necesario y suficiente que
para todo n € N, f(t)Ln(t)e~% € L'([0,+0)), en consecuencia el espacio

X se puede definir como:

DEFINICION.
a) Definimos el espacio X como:
X =N (1 + t3)""e3 L]0, +00)

y lo dotamos con la topologia inducida por las normas

lflln = f IF@®I(1 +t})"e~fdt ne N.

b) Definimos el espacioY comoY = U2 Y, dondeY, = (1+t%)"e~$ L>[0, +0)
con la topologia generada por la norma ||f|| = ||(1 + tz)‘"e§f(i)||°°. AY

lo dotamos de la topologia final para i, :Y, — Y.

Introducimos en la definicién anterior el espacio Y, pues pretendemos pro-
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bar que es isomorfo al dual fuerte de X.

LEMA. X es un espacio de Fréchet.
DEMOSTRACION

Bastara probar que es completo. Para ello, sea (f.) de Cauchy en X,
ie. dado k € N ((1+t*)*e™%f,(t))n es de Cauchy en L'[0,+00). Sea
gr(t) = limp oo (1 + t2)¥e™% f,,(t) probaremos que (1 + t3)~%gx = go. En
efecto
J10+ £ ¥ 0ute) - aufe)la <

< [10+8) 0 = et e+ [ e falt) = an(t)] dt =

=/(1+t2)_klgk(t)—(1+t2)ke"%fn(t)|dt+/le""fn(t)—go(t)ldt

tomando n suficientemente grande conseguimos [ |(1+t2)~*gx(t)—go(t)| dt <
€ y en consecuencia e¥ go(t) € X siendo ademds e¥ go(t) = limp—oo fn(t) en

X.

En el siguiente teorema damos un primer paso para probar que el dual
fuerte de X es Y. '

TEOREMA. Los elementos de X' se pueden identificar con los elementos
de Y. |

DEMOSTRACION
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Defino G : Y — X' por medio de < G(f),g9 >= [ f(z)g(z) dz. Obviamente |
G(f) € X' y G es inyectiva. Veamos que es sobreyectiva. Sea u € X'
iie. u: X — C continua, en consecuencia acotada en un entorno de 0
i. e. existen n,e tales que u es acotada en V(n,e) = {z € X : ||z||» <

e}. Consideremos en X la topologia inducida por la norma |||, entonces

u : X — C es continua pues estd acotada en V(n,e). Considerando a X

4.4

como subespacio de (14 t2)~"e% L! por el teorema de Hahn-Banach, existe
i € ((1+1t3)"efLl) = (1 + t2)"e~$ L™ que prolonga a u, claramente
% € Y y obviamente G(&@) = u.

NOTA.

I) A X' lo dotamos de la topologia fuerte 3(X', X). Entonces G: Y — X'
definida en el teorema anterior es continua.

Demostracion

Es suficiente probar que para todon € N Goi,:Y, — X' es continua.

Pero la aplicacion

Jn: X = (1+13)""e5 L0, +00)
]n(f) = f

es claramente continua. en consecuencia su traspuesta también lo es, pero:
‘in: (L+17)"e7EL2[0, +00) — X' < Yja(9), f >= /¢($)f($) dz =

=< G(¢),f>ie tjp=Goi,.

IT) La parte final del capitulo estard destinada a probar que G es un iso-

morfismo.
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DEFINICION. Denominamos tranformacién de Laguerre (L) a:

L:X(oY)—>CN
+o0
Lf)=(] fOLa(t)e™? dt)nen

0

Obviamente £(f) tiene sentido tanto si f € X comosi f €Y.

NOTA

I) £: X — RN no es inyectiva.

Basta tomar f(t) = e—t¥ sen(t1) y comprobar que £(f) = 0. ((WIDDER]
pag. 126 )

II) £:Y — RN si es inyectiva, por ser Y C L? y (Ln(t)e"%), ortonormal.

Probaremos que la transformacién de Laguerre es sobreyectiva de X en

CN. Antes, haremos algunas observaciones.

NOTA .
I) Dado f € X es claro que para Sz < —5&, f(t)e™?™** € L![0,+c0)
en consecuencia puedo definir f(z) = 0+°° f(Ble ?™i=tdt si Sz < - y

4n’
IT) Al hacer la transformacién Z(w) = 2-1+2 obtengo a partir de la f(2)

4xi l—w

definida antes una funcién f(w) = f(z(w)) definida en {w € C: |w — ';'l <

%} \ {1} y analitica en su interior.
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4.8 LEMA.

a) Sea ¢ € St y f(t) = ¢(t)et (claramente f € X). Entonces

a.1) f(w) y todas sus derivadas estan acotadas en {fwe C:|lw—3| <3}
a.2)limy—; f(w) = 0.

b) Reciprocamente si g(w) analitica en {w € C : |w — | < 1}, tiene
todas sus derivadas acotadas y lim,_; g(w) = 0, existe § € St tal que
($(t)eh){w) = g(w).

DEMOSTRACION

a) Efectivamente, sea ¢ € St y f(t) = ¢(t)e%. Sea

() =Fe )= [ setetm B ar = g
g = i = A eze =

en consecuencia g € A, y por tanto $ € A,. Seahe H{ue C: |u— i<

2}) definida por A(u) = é(3 — uL-H) (estd bien definida pues w = 3 — uil

transforma |u — 2] < 1 en |w| < 1) es claro por 3.4 que h y todas sus

derivadas estdn acotadas y lim,_; h(u) = limy—; §(w) = 0 pero

1 w+1 1 4-75
h =g = g —— ——) = g ——
u+tl
~ 1 4’U, i ~ 1 u +1 v
B f(—4m' 2u—2 _‘471') - f(_41ri u— 1) = /()
b) Teniendo en cuenta que u = 32— —1 transforma |w| <1 en |u — i <i

y j;',‘. esta acotado en |w| < 1 para todo n € N, se procede analogamente.

Del siguiente teorema se deduce inmediatamente, como corolario, que la
transformada de Laguerre de X en CN es sobre.
En la demostracién del teorema usaremos de forma fundamental, el siguien-

te resultado:



4.9

Coecficientes de Fourier-Laguerre en un determinado espacio de funciones 64

Sea @ = {w € C: |w—1| < 1}y sea G(Q) el espacio de funciones
analiticas en Q tales que f(") se extiende por continuidad a la clausura de
Q2 paran =0,1,2,... Entonces dada una sucesién cualquiera de ndmeros

complejos (anp)n, existe g € G(Q) verificando limy,—g g(")(w) = a,.

Este teorema se deduce de la proposicién 11 en [VALDIVIA].

TEOREMA. Dada (a,). cualquiera, existe ¢ € St tal que
S5 () La(t) dt = an.

DEMOSTRACION

Sea la sucesién b, = nla, —(n —1)la,_; sin > 1y by = ap. Considero el
espacio G(Q), tomando ¢, = Y_,_, b por el comentario anterior existe una
funcién f en ese espacio tal que lim,,—o f(™ (w) = c, para todo n > 0. Sea
g(w) = (1 —w) f(w). Es claro que limy_; g(w) = 0 y limy—o ¢'™(w) = ba.
Adem3s, g € G(R) y en consecuencia g{™ est4 acotadoen {w € C : jw—1| <
1}. Por el lema anterior existe ¢ € S* tal que g(w) = (qbe'%)\('w). Probemos
que a, = fo+°° #(t)Ln(t) dt.

Foo L ¢l 1t
gw)= [ p(t)ete I dt =
0

+oc0
= / $(t)e™'T- dt =
0

]
=<1—w)/o Ht)——e T dt =

l—-w

+c0
—0-w [ ot w)dt

Nt
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Por (0.11) (para a = 0), ¢(t,w) = ¢(t) 3o reo Le(t)w*, formalmente resulta

g*(w) =-n /0+°° é(t) i k(k—1)---(k—n+ 2)Lk(t)wf°ff+1 dt+

k=n-—
ra-w [ i E(k—1)--- (k —n +1)Le()w*~" dt

n=k

g™ 0) = -n / e d(t)(n — )\ L_y(2) dt + / e $()n!Ly(t) dt

y como ¢(™(0) = b, se deduce que a, = 0+°° é(t)L,(t) dt.

Para completar la prueba basta probar que |o(t, w)| < h(t) con h € L[0, +00).

Pero
1 e
t = t —tl—w —
(P( ?w) ¢( )1 — we
_ ’ciig“l—cii!!
= ¢(1) ! e " -T2
l—w
tz 1—g)=y?

con w =z + iy, resulta |p(t, w)| < [f(t) 2o le” C-=F+2,

Necesito pues que z(1 —z) —y? > 0ie y? <z(l—z) y |1 —w| > cte >0,

y basta tomar w verificando |w — -;-| <lyRw< i,

TEOREMA. £: X — CN es sobre.

En lo que sigue, se probara que el dual fuerte de X es isomorfo a Y. La
prueba se basard en los resuitaidne de [ROSIER].
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DEFINICION. Definimos

(L0, 1]} = {(fa)a : fa € L'[0,1] y VE ) n*|falli < o0}

dotado de la topologia de las seminormas

1(Fa)alle =D n*llfalls k€N

NOTA

Con la notacién de [ROSIER ], s{L'[0,1]} con la topologia anterior seria
s{L'[0,1]}r4 donde M = {A; : k € N} siendo Ax = {(an)n € ' :
Ja |an| < a(n + 1)*} como es ficil de comprobar. En consecuencia

s{L[0,1]} es Fréchet por [ROSIER] pag. 490 3.(5).
TEOREMA. X es isomorfo a s{L![0,1]}.

DEMOSTRACION

Defino
F:X — s{L'0,1]}

F(f)=(fn)n donde
Falt) = F(t+n)e™ F xpoy
Probaré que (fn)n € s{L[0,1]}. En efécto, dadok e N (14t2)*e~1f(t) €
L! luego '
)t [ fehrlae
[n,n+1)

< / (1 + ) *e % f()] dt <
fn,n+1]

< My
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en consecuencia (1 4+ n2)¥||falli < Mk luego ||fall1 < (—1-4-1_‘—',1:,-)-; y por tanto
3. n*|lfalls < oo para todo k € N. Luego estd bien definida. Ademds ob-
viamente es biyectiva. Su inversa es F~1((fn)n) = X, fn(t — n)egxl,,,n.,.l].
Para probar que F' es un isomorfismo basta utilizar el teo.rernaj’ del grafo

cerrado entre espacios de Fréchet.

DEFINICION.

DALL®[0,1]} = {(fa)n : fa € L®[0,1] y (||fnllec)n € Ak} dotado de
< a(n+ 1)}.

D) $'{L®10,1]} = {(fa)n : fo € L®[0,1] y (lfallc)n € s’} =
UL ,Ar{L>®[0,1]} con la topologia limite inductivo de Ax{L>°[0,1]} y lo
denotaremos (s'{L>[0,1]}, L.1.).

la topologia de la norma ||(fn)n|lk = inf{a : || falleo

NOTA

Segtin [ROSIER] Ax{L>®[0,1]} es Ax{L®[0,1]}p con M = {AF}
siendo A* = {(an)n €s: 3, lan|n*F < oo} '

DEFINICION. Defino la topologia B sobre s'{L*[0,1]} como la genera-
da por las seminormas siguientes || fullr = sup{}_, [anll|fallec : (an)n €
R} donde R varfa en los subconjuntos acotados de s. Siguiendo la notacién

de [ROSIER ] seria s'{L*°[0,1]}8
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TEOREMA. Y es isomorfo a (s'{L*[0,1]},1.1.)

DEMOSTRACION

Sea F : Y — s'{L*[0,1]} definida por F(f) = (fn)n donde fn(2) = f(t +
n)e%. Bastara probar que F restringida a Y} es un isomorfismo de Y; en
Ax{[0,1]}.

En efecto, como f € Y; se tiene (1 + t2)~Fe f(t) € L*°[0,+00) de donde

L+ (n+1)2)*e B f(t+n) < (1+ (t+n)) 5 f(t +n) < My
cuando t € [0,1], 1.e. si t € [0,1]
[ fallooMi(L + (n +1)%)* < a(n + 1)*

y por tanto (f,,)n € Ax{L>[0,1]} por lo que esta bien definida. Claramente
es biyectiva, siendo su inversa F'~ 1((f,, Yn) = Y, fn(t —n)e” 3 X{n,n+1)(t)-
Aplicando el teorema del grafo cerrado entre espacios de Banach, se prueba

que F es un isomorfismo entre Y y Ax{[0,1]}.

DEFINICION. [s{L'[0,1]}] serdn los elementos de s{L'[0,1]} que son
limites de sus . sucesiones finitas, ie.
fa(t) sin<k
fn = limgeo g donde gk(t) = { i
LEMA. [s{L'[0,1]}] = s{Z*[0, 1]}

DEMOSTRACION
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Bastara probar que limg—eo ||(fn) — (9X)|lm = 0 para todo m € N, pero
fijado m

fl

1(fa) = (@)l = 3 0™ 1 = gElly =

o0

= 3 n"falls

n=k+1

y obviamente tiende a 0 cuando k tiende a oogpues Yoor i n™|fallt < oo

TEOREMA. (s{L![0,1]})' con la topologia fuerte es isomorfo a
(s"{L>[0,1]})s.

DEMOSTRACION
Se deduce de [ROSIER] pag. 496 6.(2) (a) y el lema anterior.

TEOREMA. X' con la topologia fuerte es isomorfo a Y.

DEMOSTRACION

Por el teorema 4.13 X es isomorfo a s{L'[0,1]} en consecuencia
por teorema 4.20 (X', B(X', X)) es isomorfo a (s'{L>=[0,1]})s, por teo-
rema 4.17 Y es isomorfo a (s'{L*°[0,1]},1.:.). Bastara probar pues
que las topologias B y l.i. son iguales. Ahora l.i. es mas fina que B pues
la aplicacién G : Y — X' definida en 4.3 es continua (4.4) y ahora basta
considerar los anteriores isomorfismos. Probemos pues que B es mas fina
que l.i. Para ello sea B del sistema de entornos en li. i.e. B = I'(UBy)
donde B = {(fa) € Ax{L®[0,1]} : ||Ifallc < @x(n + 1)*} para ciertos

ag. Probar que B estd en B es dar un conjunto acotado R en s tal que
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{(gn) € s'"{L>=[0,1]} : |l(9n)llr < 1} C B. Abora en s' = UAj coinciden
la topologia fuerte y la de limite inductivo, luego dado B' = F(UBL) con
B, = {(zs) € Ak : |zn] < ar(n + 1)k} existe R acotado en s tal que
R° C B'. Probaremos que dado (g,) € s'{L*°[0,1]} tal que ||(gn)]|r <1
esti en B. Como |[(gn)llr = 5up{S, lanlllgalloe : (an) € R} ¥ l(gn)llr < 1
se deduce que (]|{(gn)llc) € R® C B' luego existe y; % = 1,--+,N con
(lgn)lleo) = iy %(eh) con (k) € By, i e |ah| < akn®. Sea
rh = 5o o l(en)lleo # 0y pongamos rh = 0 si [|(ga)lleo = 0y
fy = (r}/7i)gn. Claramente

; ri z : _
1fallee = 2 gnlleo < I =0nlloo = lzn] < aki(n +1)*
vi llgnllo
luego (fi) € Bi,. Ahora N ri = TN, W&i—’-;-h: = 1 en consecuencia

N i
gn = ) ;=1 Yifs ¥ por tanto (gn) € B.

4.21 COROLARIO. (s'{L*[0,1]},1i.) = (s'{Z>[0,1]})5
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CAPITULO 5
CEROS DE ALGUNAS CLASES DE FUNCIONES

ANALITICAS

La primera parte del capitulo estard destinada a estudiar los ceros de las
funciones enteras transformadas de Fourier de distribuciones de soporte
compacto (ver 1.25). Utilizando la caracterizacién que da [RUDIN] [1] pag.
190 (ver tema 0) (el factor 27 que nos aparece es por la diferente definicién

de la transformada de Fourier) de estas funciones enteras, obtenemos

LEMA. Seau € &', entonces i tiene orden menor o igual que 1.

LEMA. Seau € ' y z1,-+-,2zn ceros de &i. Entonces existe v € £' verifi-

cando:

— o u(z)
a) v(z) = T o)
b) sop(u) C sop(v)
c) sup{Jt| : ¢ € sop(u)} = sup{|t| : t € sop(v)}
DEMOSTRACION

Sea a = sup{|t| : t € sopu} por ser sopu C [—a,a] @ verifica |i(z)| <

- M(1+]2[?)me2*e19#l ([RUDIN][1] pég. 190 ) es claro que f(z) = rr_"‘(')-_.,)
k=1

verifica | f(z)] < M'(1 + |z|?)"e?>™2I3:| por lo que existe v € £’ con (z) =

f(z) y sopv C [—a,a] en consecuencia sup{|t| : t € sopv} < a. Como
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ii(z) = 0(z) [Tg=,(z — z&) por 1.18 2) y 3.10 u = v * 3_p_, ax6® por lo

que sopu C sopv + {0} C sopv y ahora es facil concluir.

NOTA

a) En el lema no se puede conseguir sopu = sopv, pues basta considerar

v=—¢eX[o Yy U= Z'}'Jer[O,l] * (6' — 6)

b) Si sélo consideramos z; = 0,--+z, = 0 resulta u = (2”1'.),, é(n) *xv =
(2—:1.)-,.-d"v, y es facil comprobar que sup{t: ¢t € sopu} = sup{t:t € sopv}y
inf{t : t € sopu} = inf{t: t € sopv}.

Damos ahora un primer resultado referente a los ceros

TEOREMA. Sea ue€ ' entonces @ tiene un mimero finito de ceros
si y sblo si existe z € R tal queu = 5 p_,; ak5£k) siendo n el numero de

ceros contados con su multiplicidad. (i.e. existe z € R tal que sopu = {z})

DEMOSTRACION

=) Sean z;,---,2, los ceros de i, por el teorema anterior, existe v €
& o(z) = n:—:(é)rh) y ¥ no tiene ceros. Como el orden de ¢ no es supe-
rior a 1, por el teorema de Hadamard [HOLLAND] pag. 68 #(z) = e®*+?
con a,b € Ci. e o(z) = ctee®**e!¥** pero © estd acotado por un

polinomio sobre el eje real, en consecuencia Ra = 0 y queda i(z) =

i (z — z)e 2 % fie. u = F_, xSV,
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<) Trivial

En los siguientes teoremas estudiamos el orden (p) y tipo (o) de las fun-
ciones enteras transformadas de Fourier de distribuciones de soporte com-

pacto (4.4 _generaliza [BOAS] pag. 108 6.9.1).Asi mismo damos un teorema

. de caracterizacidn.

5.4

5.5

LEMA. Sea u € &' tal que @ tiene infinitos ceros. Dado n € N existe

v € & verificando:

1) p(%) = p(@) ¥y o(%) = o(i).
2) |5(z)| < cte(H_
3) sopu C sopv y sup{|t| : t € sopu} = sup{[t| : t € sopv}.
DEMOSTRACION

Si @ no tuviera ceros reales, utilizando el lema 2 consigo v € £', con 9(z) =

)* para x real .

u(z

S A J
Hn—l(z_z")
[5(z)] < cte(s T
diferenciarse @ y ¥ en un polinomio se tendria 1).

, siendo z, ceros de %, y N suficientemente grande para que

)", si z es real, y en consecuencia tendria 2) y 3). Por

Si @ tiene ceros reales, sea f(z) = #(z + iv) con 7 conveniente para que
f no tenga ceros reales. Tomo w = 2™y y es claro que @(z) = f(z),

p(it) = p(w), o(it) = o() y sopu = sopw. Se sigue por lo anterior.

TEOREMA. Sea u € £, entonces una de las siguientes afirmaciones es

cierta:
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a) El orden de 1i es cero, en cuyo caso i es un polinomio y sopu = {0}.

b) El orden de i es uno, en cuyo caso el tipo de ii es T = 2msup{Jt| : t €
sopu}

DEMOSTRACION

Sea p(ii) < 1. Si 4(z) € L? para z real, puesto que p(@t) < 1 dado € > 0
puedo encontrar A > 0 verificando [ii(z)] < Ae?™I?l. Por [RUDIN] (2] pag
426 existe u € L?([—¢, €]), como esto es para todo € > 0 resulta sopu = {0}
con lo que @ serfa un polinomio y p(&) = 0.

Si ©(z) ¢ L? pero tiene un nimero infinito de ceros, por el lema anterior
encuentro v € £ con (z) € L? y sup{|t| : t € sopu} = sup{Jt|: t € sopv}.
Por lo anterior sopv = {0} i. e. sopu = {0} con lo cual serfa un polinomio
y tendria un ndmero finito de ceros, que es contradiccién.

Luego si ii(z) ¢ L? tiene un nimero finito de ceros. Por el teorema 3
u = Zﬁm.ta akégk) y puesto que p(ii) < 1 tendria que ser z = 0 i.e. sopu C
{0} con lo que @i es un polinomio y p(i) = 0.

Si p(t) =1y sopu = {xo} por el teorema 3 es claro que o(i) = 2m|zo|.

Si p(i) = 1y sopu # {xo} por el teorema 3 i tiene infinitos ceros. Seav € £’
obtenida por el lema anterior, verificando #(z) € L? y sea 8 = sup{|t|: t €
sopv} = sup{|t| : t € sopv}. Pretendemos probar que o(i) = 278, o
lo que es igual o(%) = 2nB. Al ser #(z) € L? si |§(z)] < Ae?™®l*l para
ciertos 4, a > 0, por [RUDIN] [2] pdg. 426 se tendria sopv C [—~a,a] ¥y
en consecuencia a > 3 i e o(9) > 2wfB. La igualdad se tiene pues al ser
sopv C [—8, B], por el mismo teorema de [RUDIN] [2] |#(2)| < ctee?™BlI,

TEOREMA. Sea f(z) entera. Son equivalentes:

a) Existe u € &' tal que i(z) = f(z)
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b) b.1) p(f) =10 p(f) = 0.
b.2) El tipo de f es finito.

b.3) |f(z)| < P(z) para todo z € R siendo P un polinomio.
DEMOSTRACION |
a) = b) Teoremas anteriores.

b) = a) Si f tiene un nimero finito de ceros, procediendo como en la

‘demostracién del teorema 3 obtengo que f(z) = P(z)e'*° para cierto zo € R

por lo que existe u € &' con i(z) = f(z2).
Si f tiene un ndmero infinito de ceros, puedo suponer que no hay ceros

reales con lo cual definiendo ¢(z) = I—.I-,vﬂ(i)—)- con zj ceros de f consigo
=1 Z2—2k

que g(z) € L? y orden y tipo de g(z) iguales a los de f(z). De b.1) y b.2)

obtengo que |g(z)| < ctee*?| para cierto a, por [RUDIN] [2] pag. 426 existe

F € L*([-&,]) con F(z) = g(z) y en consecuencia existe u € £' con

i(z) = f(2).

El siguiente resultado generaliza ligeramente [BOAS] 6.9.4 pag. 108 y nos
sera de utilidad en el teorema siguiente. La demostracion es diferente y por

eso la incluimos.

TEOREMA. Seau € &', a = sup{t : t € sopu}, 8 = inf{t : t € sopu}. .

Entonces el diagrama indicador D de 4 es [-2mia, —27if3)].

DEMOSTRACION

Seguiremos las definiciones de [BOAS]. Estudiaremos la funcién indicador
de i, esto es h(6) = limsup,_, ., v 'log|f(re®)| ([BOAS] 5.1.1 pag. 66).
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Como u€&' setiene [i(z)] < M(1+ |2[?)Ve? ™% con =22 =
sup{|t| : t € sopu} es claro que h(6) < 27y|senf| luego h(0) < 0y h(7) <0
pero por [BOAS] 5.4.4 pig. 76 h(0) + h(m) > 0 en consecuencia h(0) =
h(m) =0 (1) . Por [BOAS]) 5.3.7 pag. 74 h(—8) es la funcién soporte de D.
Por (1) D es un intervalo del eje imaginario.

~ Supongamos que § = 0 en consecuencia @ = v > 0. Como sopu C
[0,+00) por 3.7 |d(2)] < My(L +|z*)M hy si 82 < 0. Siw < 6 <on
es claro que h(f) = 0 como h(—6) es la funcién soporte de D es claro que
D = [ia,0] con a < 0. Por [BOAS ] 5.4.1 pdg. 75 como i tiene orden 1 (si
no seria un polinomio por teorema 4 y es claro que D = {0}) h alcanza el
maximo en su tipo i.e. |a| = h(F) = 27y = 27a luego D = [-27a1,0] =
[—2rai, —27 ).

Probemos el caso general. Sea g(z) = €*™#*ii(z2) = T_gu(z) = 9(2) es
claro que inf{¢t : t € sopv} = 0 y sup{t : t € sopv} = a — 8 en conse-
“2mhig(z) y el
diagrama indicador de e~2"*#* es {—27rBi} por [BOAS | 5.4.12 pag. 77

D; = [-27ai, —27Bi).

cuencia por lo anterior D, = [-27(a — $)1,0] como &t = e

5.8 NOTA
a) Sea u € £' de forma que #(0) = 1, por 5.6 alser u € £', ii(z) est4 acotado

. ] ) . r+oo logtli(x
por un polinomio para z real, en consecuencia [ _ Log” 8] 47 < +00. En-

14x3?
tonces por [BOAS] 6.3.6 pag 85 f__+°°°° ﬂglﬁ-‘fﬁ-,’sm dz < 400 y en consecuencia

tanto :°° 19-5%(511 dz < 400 como el valor principal de f:: 195%@-‘-11 dr <

+o00 son finitos.

b) Siu € € y @(0) = 0 por el lema 5.2 podemos conseguir v tal que

#(0) = 1 y con el mismo diagrama indicador (ver nota b) pag. 72), por lo
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que la funcién indicador h(8) no varia.

Los resultados anteriores permiten dar las siguientes restricciones sobre los
ceros de las transformadas de Fourier de distribuciones de soporte com-

pacto.

TEOREMA. Sea u € &' tal que 4 tiene infinitos ceros. Sean (zn)n‘sus

ceros no nulos. Entonces:

REM|
2) ¥ pen oo =z < T°
b) Para todo € > 0 se verifica que 5 o (

) e < 00
c) ElanSR i converge cuando R tiende a 0o

d) Los ceros tienen una densidad y ésta es igual a la derecha que a la
izquierda del eje imaginario, i.e. 1im,._.°<,"—+;§-r-l = lim,,_.wl_éﬁl donde
nt(r) y n~(r) indican el nimero de ceros de la funcién i en {z € C :
2| <ryRz>0} y {z€ C:|z|] <ryRz <0} respectivamente.

Mais aun, lim,_ o ﬂﬁ f h(6

d) YoneN o [za] = ©

DEMOSTRTACION

Sin perder generalidad, usando el lema 5.2 podemos suponer que #(0) = 1.

b) se deduce pues al tener # infinitos ceros por 5.5 p(@i) = 1 y en con-

~secuencia .los ceros tienen exponente de convergencia 1 i.e. para todo

e>0 EneN(Tzlﬁ)He < oo.

La condicién a) es consecuencia de [BOAS] 6.3.14 pag. 86, pues por la nota
anterior f+°° ]—°M dz < 4o0.
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La condicién c) se obtiene por ser fj: l_o_gj;ﬁ_z(g)_l dr < +00, €l teorema an-
terior 5.7 sobre la funcién h(8) y [BOAS] 8.4.16 pag. 146 y 8.4.20 pag.
147.

Para la condicidn d) sélo resta probar que lim, .o l(rﬂ = & ff” h(6) dé
(Nétese que por la nota 5.8 b) la funcién h(6) no varia al suponer %(0) = 1).
Pero por [BOAS] 8.3.11 pig. 140 esto equivale a que lim,_ l—"-s-ll-’i:—e-l-’-u
exista para todo 8 salvo un cierto conjunto de r de densidad 1, lo que esta
garantizado por [BOAS] 8.4.20 pig 147, y las partes c) y d) de este teorema

ya probadas.

Probemos por dltimo e). Si Y N Ti_l < oo por [BOAS]2.10.13 pag.
29 f(z) = [1,en(1—7%) tiene orden 1 y tipo 0, por el teorema de Hadamard,
es claro que ii(z) = Me®*f(z) con lo que |i(z)| = |M|e®*%|f(z)|. Comou €
£ lu(z)| < M'(1+2?)N y queda |f(z)| < cte(1+x%)Ne~®2x | Por [BOAS
] 3.7.3 pdg. 52, dado € > 0 puedo encontrar r suficientemente grande tal
que —er < logm(r) i.e. e™*" < m(r) siendo m(r) = inf{|f(2)| : |z| = r}.
Si Ra > 0 sea € < Ra entonces e~¢" < m(r) < |f(r)] < cte(l + r2)Ne~%er
tomando r grande es contradiccién. Si ®a < 0 se procede de forma anéloga
usando f(—r) en lugar de f(r). Si Ra = 0 el tipo de @ es 0 y 5.4 b) nos
da que u tiene soporte contenido en {0} lo que es contradictorio con la

hipétesis de tener 4 infinitos ceros. En consecuencia ), cn T;LT = oo.
n

PROBLEMA

Dada (z,)n verificando las hipétesis del teorema anterior, j existe una dis-
tribucién de soporte compacto de manera que (z,), sean los ceros de su

transformada de Fourier?.
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Teniendo en cuenta el teorema 5.7 , la parte d) del teorema anterior permite
relacionar la densidad de los ceros de # con el soporte de u. Esto implica

algunas relaciones de permanencia sobre el soporte de una convolucién:

COROLARIO. Seau € £ ya =sup{t:t € sopu}, 3 =inf{t:t € sopu}.

. Entonces lim, .o, 22 = 2(a — B), donde n(r) indica el nimero de ceros

5.11

r

de @ en {z € C : |z| £ r}. En consecuencia si i tiene infinitos ceros

limp_o 22 5 0.

r

DEMOSTRACION
Por d) del teorema anterior lim,_.o ﬂ’_ﬂ = o= ffﬂ h(6) d6. Por el teorema

5.7 h(0) es la funcién soporte de [27i3,27ia] y en consecuencia

h(8) = 2rasend si0<O<nw
“ | 2nBsenf si—7<6<L0

Queda & " h(8)d6 = 2(a - B).

Se concluye por el teorema 5.3.

COROLARIO. Sean u;,uy € &' entonces

inf{¢:t € sop(u; *uz)} =inf{t :t € sopu; } + inf{t : t €sopu,}

sup{t : t € sop(u; * uz)} = sup{t:t € sopu;} +sup{t: t € sopu,}
DEMOSTRACON '
Sabemos que sop(u; * uz) C sopu; + sopuz. Sea a; = sup{t : t € sopu;} y
Bi = inf{t : t € sopy;}.
Es claro que sop(u; *uz) C [B; + B2, a1 +a2] (1). Pero como uj * u; =

U1z resulta n —— (r) = ng, +ng,(r). Por el teorema anterior, el didmetro
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del soporte de u; * u; serd (a; + az — (B1 + B2)), y el corolario se deduce

de (1).

El siguiente teorema relaciona el problema de la completitud de (z'*) en
algunos espacios de funciones, con la existencia de una distribucién de so-

porte compacto cuya transformada de Fourier se anule en (z,),.

TEOREMA. Sea (z,), una sucesién de nimeros complejos. Son equiva-

lentes:

a) Existe u € £' tal que i(z,) = 0.

b) Existe u € D tal que i(z,) = 0.

c) Existe § > 0 tal que (z'**) no es total en C[6,1]

d) Existe § > 0 tal que (z'**) no es total en LP[6,1] para todo p > 1.
DEMOSTRACION ‘

La equivalencia de a) y b) es clara pues dado u € €' tomando ¢ € D ux¢ €
Dy uTqS = id.

Veamos b) = ¢). Sea ¢ € D con #(zn) = 0. Puedo tomar sopg C

[0,M] con lo que foM #(t)e"2™it*n dt = 0 haciendo z = e~2™ resulta

— . a
fel_er &( zz' Iogar)zszn dr =0 por ser ¢ € D es claro que fL_z:_liﬂ €

Cle~2*M 1] luego (z'*) no es total en CJ[,1].

Probemos que c¢) = a). Sea pu € C*[§,1] no nula tal que p(z'*) = 0.
Sea ¢ € D, es claro que f(z) = ¢(—3=logz) € C[6,1] y v definida por
v(¢(t)) = p(f(z)) estd en £'. Ahora #(z,) = v(e™2"**) = p(z'*) = 0.

La equivalencia que resta se hace de forma anéloga.
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5.13 COROLARIO. Si (z'*) no es completo en C[6,1] para cierto § > 0,

5.14

5.15

entonces existe f € C[6,1] tal que f; f(z)zi* dz = 0.

COROLARIO. Si f estéd en alguno de los espacios C[6,1], LP[6,1] con
p2>1yé>0,entonces existf;n infinitos (z,,)n tales que f; f(:c)x"’"’da: = 0.

DEMOSTRACION
Sea ¢(t) = —2nf(e~2"*)e~2™, claramente ¢ € £' y sopé no se reduce a un
punto, en consecuencia por el teorema 3, existen infinitos ceros de q; ie.

existen (z,), infinitos tales que f; f(z)zi*» dz = 0.

El siguiente teorema da algunas condiciones suficientes sobre los puntos
(2n)n para la existencia de una distribucién de soporte compacto cuya

transformada de Fourier se anule en ellos.

TEOREMA. Sean (z,), niimeros complejos verificando una de las

condiciones siguientes:

a)z, e Ryn<:z,<n+1paranecZ

b) Existe (an)n sucesidn de nimeros reales tales que Y |la,| < oo y
Y, e Sman < oo,

c)d . 'Iﬁlz.._| < oo.

entonces existe u € £' tal que i(z,) = 0.

DEMOSTRACION
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Si se verifica a) por [BOAS ] 9.6.3 pig. 161 puedo encontrar una funcién
entera f(z) que se anula exactamente en z,, de orden 1 y tipo 7 y acotada

por |z| en el eje real, se concluye por teorema 5.

Si se verifica b). Sea fu(z) = 1 —e?™@nzng=27ianz vy f(2) = []°2, fu(2)
como |fa(2z)] < 14 e727n S e27anz o b) f(2) es entera y es claro que
~ f(zn) = 0. Veamos que existe u € £' tal que ii(z) = f(z). Sea C,(R) el
espacio de Banach de las funciones continuas y acotadas con valores en C.
Sean pp, € Ci(R) definidas por g, = *™ (6 — e2™'@n2n§, ). Es claro por
b) que ||jum|| < cte y sopum C [—8,B] siendo B = Y oo, |an]. Como la bola
del dual de un espacio de Banach es débil compacta, existe p adherente a
(#m)m. Es claro que sopu C [-83,8] porloque p € &'y
fi(z) = ntli_ﬂnoo/jm(z) =

oo

= [ 1~ epmianzns,,) =

m=1

=)
II 1— ezm'a,,z,. e—21ria,.z — f(z)
m=1

Si (zn)n verifica c). Sea w, = e~2™# 7 donde vy, = -_—-2-§‘;:. Claramente
arg(w,) = 7, en consecuencia existen a,, b, > 0 verificando a, + b, =1
Y @n + bpe~ 2% = (. Sean u, € C.(R) definidas por pm = *™ ,(anb +
bnd.,). Por construccién ||um|| = 1y soppm C [—7,7]siendoy =3, Eﬁt}—z,.—]
que es finito por c¢). En consecuencia existe p punto adherente a (gp)n.
Claramente sopy C [-7,7] con lo que pu € £'. Ademas p # 0 pues (0) =
im0 im(0) =1y fi(z4) = 0, los 2 dGltimos asertos por la eleccién de ay,
bn-

El siguiente lema, simplifica la condicién b) del teorema anterior.



Ceros de algunas clases de funciones analiticas 83

5.16 LEMA. Sea(a,)n una sucesién de mimeros reales positivos con limy_.co Gn
0. Existe (an)a positivos tal que 3°, an < 00y 3, e %n < oo si y sblo si
Y nGnloga, < co.

(En consecuencia b) del teorema anterior queda:

b) 3o, [2lB5el| ¢ o)
DEMOSTRACION

Si Y, anloga, < oo, tomamos a, = —a,loga, y es claro que cumple las

condiciones requeridas.

Supongamos pues, que existe la serie convergente ) antalque ) e <
co. Debemos probar que Y a,loga, es convergente. Eliminando si es
necesario los primeros términos podemos suponer, sin perder generalidad,
que ). e~en =r < 1. Asi que e~ n < ry por tanto a, > anlog(t) > 0.
Ademids ), a, = a > 0. Afirmamos entonces que se alcanza el minimo

de f(y) = X, e sujeto a la condicién ), y, = a. En efecto sean

k

In
¥ = (y£)22., sucesiones tales que T, 4k = a'y f(y®) = T, ¢ = 1y
converge al minimo de f(y). Podemos suponer que cada rp < r. En-

tonces cada y/; se encuentra en el intervalo [a,log(1), a] y podemos suponer

limg—eo y¥ = yn existe para cada n. La sucesién y = (y,)32, es tal que

—n ] » . 4
Yontn S ay Y e en <infgre. Multiplicando y por el nimero m

(cada y, > 0 ) obtenemos z tal que Yazn=ayd., e~ en <infgrg. Asi si

Qn

N (> 2ol -2 ’ 4
consideramos ezp(— a=2—)+ Yoo ;€ *n como funcién de a, alcanza

un minimo en a, =y, cuando las dem4as variables valen aj = y;

oo
a— E pmz Yk —~ia .= —ia
- luego debe ser ezp(— =2 —)L_e"en-L = (Qesdecire” v —e"en L =

ay a3 Gn ay an
0 de aqui e*» "1 = 2t je ¥ = 4 4 gg(2). En definitiva y, =

a,,(-:ﬁ- + loga,) — anloga,. Como Y, yn, Y., an son convergentes, también

loes ", asloga,.
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PROBLEMA

Por 5.9 si existe u € £’ tal que @i(z,) =0 (zn), verifica (1) 3 Jﬁ—:ﬁl < 00
y (2) .(£25)11¢ < oo para todo € > 0. Reciprocamente si (z,)n verifica

[2al /

(1) y (2) ; Existird u € €' con 4(z,) = 07.

Relacionamos a continuacién, la densidad de la sucesién (2,)n con el dia-

metro de una distribucién u € &' que verifique @(z,) = 0.

TEOREMA. Sea (z,), una sucesién de nimeros complejos verificando
liminf,_ o 2%'1 = § > 0 (donde n(r) indica el nimero de los (zn). tales
que |z,| < r). Entonces si u € £' verifica i(z,) = 0 el didmetro del soporte

; g
de u es mayor o igual que £.

DEMOSTRACION

En efecto, si u € &' verifica #(z,) = 0 entonces nz(r) > n(r) con lo cual
lim, oo 255 > liminf, oo 22 = 8. Por 5.10 lim,—e 227 vale el doble

del didmetro del soporte de u, con lo cual concluimos.

o) - 0, se pueden encon-

Para sucesiones (z,), que verifiquen liminf,_.o =

trar en general distribuciones u con didmetro del soporte tan pequeiio como
se desee y tales que 1 se anula en (z,)n. Si (2n)n son un nimero finito esto

es trivial por 5.3. Ponemos un ejemplo para (z,), infinitos.
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EJEMPLO

Sea z, = 2"t (claramente lim,_ 2&:1 = 0). Entonces para todo € > 0
existe u, € &' verificando t.(z,) = 0 y con didmetro del soporte menor que
€. ‘

En efecto, tomando a;, = sz’-5—5 es claro que ) a, < co y puesto que
e~2"en = 2-¢" entonces 3, e~ %» < oo, aplicando 5.15 b) existe u € '

verificando que %(z,) = 0 y sopu C [—f, 8] (ver demostracién ), donde

B=,an=¢€)., M y ya es facil concluir.

5.18

. ., i42 v
Mediante la transformacién w = —2t22% dada u € &' obtenemos % €

t42miz
H(D) que segtn 3.13 viene dada po:ﬁ'(w) = (1 —w)Y oo ,a,w" donde
an =< u,L.(t)e"% >. Obtenemos asi un espacio de funciones analiticas
en el disco. Los siguientes teoremas prueban que, similarmente a lo que
ocurre en otros espacios de funciones analiticas en el disco (H? p >
1, N ) puedo, utilizando el producto de Blaschke, encontrar otra funcién
en el espacio sin ceros en el disco y con el mismo valor en médulo en la
frontera que la funcién de partida. Por comodidad los teoremas se pro-
baran en el semiplano inferior y sin perdida de generalidad supondremos
que %(0) # 0. (Obsérvese, que si bien se eliminan los ceros en el semiplano
inferior, se afiaden otros en el semiplano superior. El teorema 5.3 elimina

la posibilidad de planteafse el problema de eliminar todos los ceros de la

funcién).

TEOREMA. Seau € &', T =sup{t:t € sopu}, (2n)n los ceros de ii en el

semiplano inferior, y B(z) el producto de Blaschke formado con ellos, i.e.
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1 2.2
— o0 4+4" zn Tp =2 . Il _
B(z) =[1a, o] s Entonces existe v € £' con sopv C [-7,7] ¥

; 5(z) = (z)
verificando #(z) = g5
DEMOSTRACION

Primero, por el teorema 9 a) (z,)n verifican la condicién para poder definir

. lyan?z? — .
B(z). Consideremos B,(z) = [[;_, l’:i:h:’;:zl 2=, Como u € &' existen

M >0, N e N tales que |i(z)] < M(1+ |z]?)Ve?™7I8| con v = sup{t :

t € sopu}, en consecuencia es claro que existe M;, > 0 tal que IBi'ff%j[ <

M. (14 |z|2)Ne2™7I8#] con lo que existen v, € £' verificando #n(2) = 3%%

y sopvp C [-7,7]. Probemos que (v,), convergen en D'. Para ello, sea

¢ € D se tiene
< Vp, @ >=< Oy, d > =

+co . +o0 5 N
[T onwd-nae= [ gli-na

—00 — 00

en consecuencia

+o0 _ .
<on—vmd>= [ a AT .

-0

Dado € > 0 como |i(t)| < M(1 + [t2)N y M(1 + [t]?)V|¢(—t)| € L* existe
H >0 tal que fp\_y ;g M(L+1t2)V|§(~t)| dt < e. Por [GARNETT] pig.
75dadoe > 0y [-H, H] existe k € N tal quesin,m > k |Bp(t)—Bn(t)| <
€ para todo t € [-H, H]. Tomando n,m > k

‘<vn‘—vm)¢>|:

e B(t) = Ba(t)], -
-/ SRy at <

< / OM(1 + [tV )3(~t)| dt
R\[-H,H]

H A
+ [ eIt <
-H

< 2¢ + ctee
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en consecuencia (vn), es de Cauchy en D’ luego existe v € D’ tal que
limp~eovn = v. Como sopv, C [—7,7] es claro que v € £’ y es facil

concluir.

COROLARIO. Seau € D, 7 = sup{t : t € sopu}, (2n)n los ceros de i
en el semiplano inferior y B(z) el producto de Blaschke formado con ellos,

entonces existe v € D verificando 9(z) = % y sopv C [—7,7].

DEMOSTRACION
Por el teorema anterior existe v € &' con #(z) = %%))-, bastara probar
que v € C*. Pero puesto que t"|5(t)] = t"l%l = t"|i(t)] € L' para

todo n € N es claro que v(z) = f:: #(t)e?™'*% dt es una funcién de

clase infinito.

Durante el resto del capitulo, estudiamos si es posible dar teoremas similares
a los dos 1ltimos para las funciones de A(D) y A'(D) (ver capitulo 3) . En
este sentido, comenzamos dando algunos resultados sobre los ceros en el

disco unidad de las funciones de A(D).

LEMA. Sea f € A(D), (no idénticamente cero) (an)n sus ceros en el
disco (ordenados en orden creciente de sus médulos y considerando su mul-
tiplicidad),  los puntos de acumulacién de los ceros en la circunferencia.

Entonces

a) Yoo (1= lanl) < oo.
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b) Q tiene medida cero.

DEMOSTRACION

Por 3.5 A(D) € H™, para la parte a) basta aplicar [RUDIN] [2] pag. 353.
Para b), sea f € A(D) (no idénticamente cero) , por lo tanto f € H®. Sea
f*(e'?) la extensién de f a la circunferencia por continuidad (obviamente
admite extensién por 3.5), por [RUDIN] [2] 17.18 pag. 392 los puntos donde
f* se anula son un conjunto de medida nula, y este conjunto contiene a los

puntos de acumulacién de los ceros de f en el interior del disco.

TEOREMA. Sea ¢ € ST\ S, entonces los ceros de q;(w) no pueden tener

a w = 1 como punto de acumulacidén.

DEMOSTRACION

Por reduccién al absurdo. Sean (a,), de médulo menor que 1 tales que
$(an) = 0 y limpooan, = 1. Al ser ¢ € S+ \ S por 1.5 existe k € N
con ¢¥)(0) = a # 0, y todas las derivadas de orden inferior son nulas en
cero. Sea d*t1¢ la derivada de ¢ como distribucién. Obviamente d*+1¢ =
aé + ¢(k+1). Como #¥+1) g S+ obtenemos d**'¢ — a6 € St y en
consecuencia (d**1¢ — aé)(w) € A(D) por 1.18 1) y 4), y teniendo en
cuenta que z = 7= 2EL ge tiene (d¥t1g — ab)(w) = (LLEL)k+14(y) — a.

4mi w—1 2 w-1

Como ¢(an) = 0 obtenemos (-;-%:{—})k+1$(an) —a = —ay por tanto

) la, +1
dim (52 1

)*é(an) —a] = —a (1)

Pero las funciones de A(D) son continuas en el disco cerrado y valen 0 en

w = 1, como limp_o a, = 1 resulta lim,,_.oo[(.%%;l.;_i_-_})k+1$(a,,) —a] = 0.

Por (1) a = 0 que es contradiccién.
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COROLARIO. Sea ¢ € St\S y con soporte compacto. Entonces ¢ tiene

un numero finito de ceros.

DEMOSTRACION
Al ser ¢ de soporte compacto 5 es analitica salvo en w = 1, por tanto si
tuviera un nimero infinito de ceros, acumularian en w = 1 y contradiria el

teorema anterior.

5.20 a) permite considerar el producto de Blaschke formado con los ceros
de una funcién de A(D). (Aqui, también consideramos sin perdida de
generalidad que las funciones no se anulan en el origen ). Nos planteamos

el siguiente problema (andlogo a 5.18 5.19 para el espacio A(D)).

PROBLEMA
Sea feA(D) y B el producto de Blaschke formado con sus ceros, i.
e. B(w) = [[72, —128; {522 con (wy)n los ceros de f. | Es £ € A(D)?.

Daremos a continuacién algunos resultados parciales relacionados con este

problema.

TEOREMA. Si f € A(D) tiene un mimero finito de ceros, entonces -};— €
A(D).

DEMOSTRACION

Basta probar que si f € A(D) y si f(a) = 0 con |a| < 1, entonces
f(w)lf_j‘f € A(D), mas aun, bastara con que L) o A(D).Como f(w) €

a—w
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A(D) por 34 f(w)=(1-w)Y 2 a,w” con (@,)s € s. Resulta

n=1

[o ] o0

a(l - w) f: a,w" 1 _1 = = a(]_ — w) Z a,w" Z a "w" =

n=1 n=1 n=]1

o0 n

=a(l — w) Z(Z an—ra”F)w™

n=1 k=0

Como f(a) = 0 resulta Y72  ana™ = 0 y por el lema 0.14 a)

(3o @n—ka”F), € s, basta volver a aplicar 3.4.

COROLARIO. Sea ¢ € St con soporte compacto, entonces % € A(D).

DEMOSTRACION

Sige StNS,sea 7 =sup{t:te€sopp}. Sea ¢(t)=¢(t+%) esclaro
que sup{|t| : t € sopp} = £ y ¢ € D, ademiés ¢(z) = e2™i#5 §(z), luego
¢ y p tienen los mismo ceros. Notaremos indistintamente al producto de
Blaschke para los ceros de ¢~5(z) que al producto de Blaschke para los ceros
de ¢(w). Por 5.19 existe v € D yeriﬁcando b(z) = -g—%f;% = ez"‘z?% y
sopv C [—%, %], en consecuencia u(t) = v(t — Z) verifica sopu C [0,7] y
i(z) = 3 y de aquigl € A(D).

Si ¢ € ST\ S basta aplicar 5.22 y 5.24.

En lo que sigue se darin algunos resultados sobre los ceros de las funciones
de A'(D), mostrando que en general no tiene sentido plantearse el problema
analogo a 5.23 para A'(D) pues hay funciones de este espacio cuyos ceras

no verifican la propiedad necesaria para definir el producto de Blaschke.
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TEOREMA. Sea f € A'(D), (as)n sus ceros en el disco. Entonces
paratodo €>0 Y > (1—|an])}t¢ < co.

DEMOSTRACION -

Por 3.5 4) existe N € N y ¢ > 0 tal que |f(w)] < L 1442 <

¢ -—

—l—f‘m entonces para cada € > 0 existen ro,k > 0 tal que si r > ry se

verifica logt ﬁ——-l < k= luego T(r, L) = L [27 [ogt MIdG <
) g 2z JO c

k= (l—r)‘ para r > ro. En consecuencia segun [JUNEJA-KAPOOR.] pag. 14

5.27

el orden de Nevalinna de -E es cero y en consecuencia el grado de Nevalinna

de f es cero, luego por [JUNEJA-KAPOOR] 1.3.1 pag. 15 para todo € >
0 37 (1 —lan|)t*€ < oo siendo (a,)n los ceros de f en el disco unidad.

EJEMPLO. Existe una funcién f € A'(D) tal que sus ceros (a,)n en el

disco verifican Y oo (1 — |an]) = oco.

Probaremos que la funcién f(w) = 1 — 50432, o5(n)w” donde o5(n)
denota la suma de las pontencias quintas de los divisores de n verifica la
propiedad requerida.

1) Dados dos nimeros complejos R-independientes w, wo definen el reticulo
) = Zw; + Zw,. Definimos G¢ = Ewen w0 BF . Consideremos la funcién
g3(7) = 140 E'n’m -(m donde la suma se extiende a todas las parejas

de enteros salvo la (0,0) (lo que denotamos ¥'). Esta funcién est4 definida
para Q7 > 0. Consideremos el grupo unimodular H = {(z g)tales que
a,b,c,d€eZyad-bc=1}.

Entonces g3(7) = (cr + d)—Gga(-‘gfﬁ) para toda (g 3) € H. En efecto

Ges = Gs(w1,w2) =S, +—L—— haciendoT = oL queda Gg(w1, w2) =

n,m (nwi+mw;y)®?

-8
wr®Ge(1,7) = Zi=g3(7). Como G sélo depende de 2 tomando otra base
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w), w; resulta Ge(wy,w2) = Ge(w}, wh).

Consideremos §2(1,7). Dado (2 3

forman base de Q(1,7) y ademds S(fﬂ%‘b) > 0 luego

) € H es claro que ar + b, e + d

ar +b

_ _ ~6
Gs(1,7) = Ge(cr + d,ar + b) = (c7 + d)"°Ge(1, p——

)

. gs(r) = (c7 + d)~Sgs(&2kt).
a b ai
2) Para toda (c d) €H ga(;;ff) =0.
1

Tomo (5 §) € B por 1) (i) = (=) *0s() = ~3s(9) nego (i) =

b . : ;
0. Tomando ccz d) € Hporl)0=g3(i) = (ci+ d)'sg;;(:T?_"_L:l’-) luego
g3(4E) =0.

3) Si (nk)x son los ceros de g3 entonces Y ;N TT?I'??‘:TQ‘ = oo.
Por 2)

Q(aitd
Z 8"71: 2 Z (cw.}-db) Z
1+ |mxl? 1 + |2itb)2

kEN a b o citd
c d

> ¥

a b EH |, a,b>0

c d y )

1
) Z a2+b2+c2+d2—

a b €H b>0
C d ? a)

Sean a y b primos entre si, existen por tanto o, € N verificando aa —

oy (ai+b)(—citd)
J( c24d? ) _
a24bh?
1 + C2+d2

b3 = 1. En consecuencia las soluciones enteras de ar — by = 1 seran
de la forma z = e+ bt , y = f 4 at con t € Z luego hay una solucién

0<y<a-1yen consecuencia 0 < z = 1";”3‘ < 1+b(:_1) =b+li—b <b
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b
d
a,b € N primos entre si existen d,c € N verificando d < b, c<a-1<a

a b 1 1 - 11
y (c d) € H con lo que T OTE 2 TrreaTe S o En

consecuencia obtenemos :

1 1
LS - _—
-2 Z a? + b2

a,bprimos entre si

pues b € N como az — by = 1 resulta € H. En consecuencia dados

Comprobemos que est4 ultima serie diverge. Para ello sea

1
6 Za,bprimos entre si ;2 4 2 ~

=1 1
RO G DR

a,bprimos entre si

mn_

* dz 72 o0 Yiodx w2

dx w2

=/1 (5—arctg< ))x Sth

/°°a . dx =2
= ICLgX—— — == = OQ
) Y T 12

4) 95(7) = 5 (1 ~ 504 42, o5 (k)e™™)

[APOSTOL] 1.18 pag. 20. _

5) Sea f(w) = %"’Te(l —504 372, o5(k)w*) con [w| < 1y (an)n sus ceros en
el disco. Entonces Y o7 (1 —|an]) = ©

Si (an)n son los ceros de f(w) es claro que los ceros de g3(7) son de la forma
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. .
Mk, = 3eslogar =n + 2512%‘1 - 1-2%]"3“-1, en consecuencia

o0

logla
S oeE=T Y s R
n k=1 +"7k n€z1+( +¢"‘9(¢Q) +(09|akl) ]
D
<
k nezl+(n+w)

Por ser —1 < Em—"l < 1 se obtiene

loglak| 1
<Z‘ ; k(21+(n+1 +Z 1+(n—1 ) S

< cte Z —log|ax|
k

Si > ori(1 — |an]) fuera convergente Y, —loglax| también lo serfa y en

S7k,n
nk=1TF|ma]? 0 contra de 3).

6) f(w) € A'(D)
Basta probar que o5(k) € s’ pero en [APOSTOL] pag. 135 se prueba que
o5(k) = 0(n®) con lo que f(w) € A'(D).

consecuencia Y o

PROBLEMA

i Es cierto el reciproco de 5.267 i. e. Dada una sucesién (ap)n en el
disco unidad verificando ), (1 — |aa])!*¢ < o0 | existe f € A'(D) tal que
f(an) = 0. |

COROLARIO. Existeu € (St)' tal que para todav € (St)' uxv g L?
conl <p<2

DEMOSTRACION
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En efecto, sea u tal que i(z) = g3(z), con g3 la funcion que aparece en
el ejemplo anterior. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos
que existiera w € (S*)’ tal que u x w € L? para cierto pcon 1 < p < 2.
Sea f(z) = uxw(—z). Si f € HY(I*) con g exponente conjugado de
p, por [GARNETT)] pag. 55, sus ceros en el semiplano superior verifican
Y THE < (1). Pero como f(z) = urxw(—2) = &i(—2)w(—z) =
g3(—2)wW(—2z) hay contradiccidn, pues los ceros de g3 segin 3) del ejemplo
anterior, no verifican (1).
Probemos pues que f € HI(IIt).
Puesto que uxw € L? con 1 < p < 2, uxw(~—t) € LY.
Probemos previamente que existe una funcién h € H(II*) tal que u* w(—t)
es el limite no tangencial de h. Por [GARNETT] pag. 88 2 iii), es sufi-
ciente probar que si g € H? entonces [ *w(—t)g(t)dt = 0. Perosi g € H?
con 1 < p <2, por [GARNETT] pdg. 88 2iv) g(s) = 0si s < 0, como
sop(u * w) C [0, +00), resulta:

/u/*\w(—t)g(t) dt =(2) = /(u xw)(s)g(—s)ds =0

(para garantizar (2), ver teorema 0.32 del capitulo 0).

Sea pues h € HY(II*) tal que uw*w(—t) es el limite no tangencial de h.
Bastara probar que h = f.

Ahora por [GARNETT] pag. 53 y pag. 57

|h(=2)] < cte

T 3)
(—-SQz)a (

y h(t + iy)converge en L7 a W w(t) cuando y tiende a 0% (4)

~Por (3) y 3.7 h(—z) € A'(I"7) y en consecuencia existe v € (S*)' con
h(—z) = ¥(z). De (4) deducimos que h(t + iy) = 9(—t — iy) converge a
u*w(t) en S’ cuando y tiende a 0F. Por 1.16 © = u* w y en consecuencia

v = u xw de donde h = f.
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Para finalizar, aunque queda un poco alejado del contexto general, planteamos

el siguiente problema:

5.30 PROBLEMA
Sean f € LP(R) y g € LI(R), con p y q exponentes conjugados, tales que
sop(f) N'sop(g) € {0}. ; Se verifica que [ F(t)g(t) dt = 07.

Damos un resultado parcial al problema anterior:

5.31 PROPOSICION. En las condiciones del problema anterior, si sop(f) y
sop(g) estan contenidos en [0,+00) (o (—o0,0]), entonces [, f(t)g(t)dt =
0.

DEMOSTRACION
En efecto E(s) = Fx§(s), por las condiciones sobre los soportes sop(f*g) C
[0,+00) i.e. si s <0, E(s) =0, por [GARNETT] pag. 88 2 fg es el limite

tangencial de una funcién de H!(IIt*) y de aqui, por la misma cita anterior

(i) f F(Ho(t)dt = 0.
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