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Introducción General

Un medio granular es un medio multifásico que esta constituido por un con-

junto de partículas sólidas en contacto con un gas y/o líquido. Un ejemplo tí-

pico es la arena seca (sólido-aire), arena húmeda (sólido-aire-agua) o arena sa-

turada (sólido-agua) [1]. Esta definición para medio granular es muy general,

lo que puede llegar a pensar que los medios granulares no son muy usados en

la vida real. Sin embargo, lo que ocurre es todo lo contrario, ya que los medios

granulares están presentas en nuestra vida diaria (sal, azúcar, café, componen-

tes de una aspirina, etc.) de una manera muy frecuente, lo que ha propiciado

una gran optimización en el tratamiento de éstos a nivel industrial (agricultu-

ra, ingeniería civil, industria farmacéutica, etc.). Y es que con respecto a cual-

quier proyecto de ingienería, el comportamiento de un material granular se de-

be de tener muy en cuenta, ya que el fallo de estabilidad en puentes, presas y

pendientes de excavaciones es a menudo causado por la dinámica de granos.

A diferencia de los sólidos y líquidos ordinarios, un medio granular presenta

comportamientos de líquido, sólido o gas dependiendo de sus propiedades y

condiciones externas a las que está sometido [2, 3]. Además, el medio granu-

lar presenta unas constantes elásticas totalmente diferentes que las que poseen

las partículas y fluido que lo componen. Su elasticidad aparece como resultado

de aplicar un campo de tensiones, produciendo una red continua de contactos

o cadenas de fuerza entre las partículas muy inhomogénea dentro del medio

[4, 5, 6].

Los medios granulares se pueden clasificar de diferentes formas, pero si aten-

demos a la importancia relativa de las fuerzas de atracción que existen entre las
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partículas que lo componen, se pueden distinguir dos grandes grupos: medios

granulares cohesivos y no cohesivos. Un medio granular se considera cohesivo

cuando la fuerza atractiva causada por las interacciones con las partículas ve-

cinas, tiene un valor mayor que el peso de la partícula. Un indicador de esto,

es el número de Bond, que se define como el cociente entre la fuerza atractiva

interparticular, Fa, y el peso de la partícula, mg. Las fuerzas que existen entre

las partículas de un medio granular pueden ser de Van der Waals para partícu-

las neutras, electrostáticas, capilares, etc [7, 8, 9, 10, 11]. El gran interés de la

industria por los medios granulares ha provocado la necesidad de comprender

los efectos de la cohesión entre granos, así como el desarrollo de métodos de

sondeo para su caracterización. En polvos finos, la adhesión interparticular, la

inelasticidad y las irregularidades de la superficie hacen que la descripción ma-

temática de estos medios sea compleja, con un comportamiento macroscópico

difícil de entender. Esto ha conducido a los investigadores a estudiar los me-

dios granulares en condiciones muy ideales donde la cohesión es despreciable

y las partículas tienen propiedades geométricas simples (esferas lisas) [2, 3, 12].

Sin embargo, el estudio de la ciencia de los medios granulares ya tiene una larga

historia, lo que ha contribuido a numerosas aportaciones en las investigaciones

actuales sobre esta temática. Desde hace más de dos siglos, diversos científicos

de gran relevancia se interesaron por diferentes problemas fundamentales que

aparecen en estos medios: Coulomb (1773) propuso ideas sobre la fricción es-

tática que aparece entre granos, Faraday (1831) descubrió la inestabilidad con-

vectiva de la materia granular cuando ésta es sometida a vibraciones granulares

y Reynolds (1885) introdujo el concepto de dilatancia, que consiste en que si

un apilado de granos denso es sometido a una tensión, estos solo se mueven si

aumentan el volumen total que ocupa el medio granular, o lo que es lo mismo,

aumenta el número de huecos o poros. Este medio de propiedades tan particu-

lares lo vamos a unir con el campo de la acústica para sondearlo, con el propó-

sito de caracterizarlo a nivel macroscópico o microscópico en su estado sólido

según la frecuencia de excitación usada. De hecho, el estudio sónico o ultrasó-

nico es una herramienta muy útil para caracterizar los parámetros elásticos de
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sólidos o fluidos [13]. Otro punto a favor de los estudios acústicos sobre un me-

dio es que se puede realizar de manera no invasiva bajo ciertas condiciones, es

decir, la estructura del medio que se está analizando no cambia. Recientemente,

se han llegado a aplicar diferentes técnicas acústicas en medios granulares para

estudiar sus propiedades [12, 14, 15]. Si la amplitud de la onda acústica duran-

te el sondeo es suficientemente grande, se observan diferentes efectos acústicos

no lineales que pueden ser usados para caracterizar la muestra granular [16, 12].

Si la amplitud se aumenta de manera considerable, es posible apreciar efectos

de dinámica lenta (el medio cambia en tiempos más largos que el periodo de la

onda) y reorganizaciones irreversibles de la estructura granular [17, 18]. Pero si

la amplitud de la onda se mantiene suficientemente baja, la trasmisión del soni-

do puede ser una técnica no invasiva (o no destructiva del medio) que es capaz

de caracterizar la estructura y algunos parámetros elásticos. En el límite de on-

da larga (λ � dp), la propagación de la onda elástica en un medio granular no

cohesivo compuesto de partículas esféricas se puede describir como un medio

continuo efectivo cuyas propiedades elásticas dependen de los detalles del con-

tacto entre dos partículas individuales [19, 20, 21]. La teoría de contacto que se

suele usar para describir las deformaciones elásticas normales a la superficie de

contacto fue realizada por Hertz y completada posteriormente por Mindlin pa-

ra deformaciones elásticas transversales [22]. Sin embargo, la teoría del medio

efectivo (EMT) no explica las fluctuaciones que aparecen en el medio granular

[23] ni la disipación de la energía observada en experimentos, cuando ésta es

independiente de la amplitud de la onda (deformación dinámica del contacto)

[24]. Como se ha dicho anteriormente, las fuerzas capilares son un tipo de fuer-

za atractiva que pueden aparecer entre dos partículas cuando la superficie de

éstas es humedecida con un líquido. Para estudiar el papel que juegan las fuer-

zas capilares en la transmisión del sonido en un medio granular no cohesivo, se

han llevado a cabo diferentes investigaciones en las que se añade una peque-

ña cantidad de líquido al medio granular antes de ser sondeado acústicamente

[25, 26, 27, 28]. Estas fuerzas capilares tienen la capacidad de producir fuertes

cambios en las propiedades mecánicas de los materiales granulares, como por
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ejemplo, el ángulo de avalancha que nos da la máxima pendiente que puede

tener un apilado de partículas sin que éstas deslicen y el límite de elasticidad

que es el valor de la tensión de compresión máxima que puede soportar el ma-

terial sin sufrir deformaciones permanentes [29, 30, 31]. La cohesión produce

un cambio en la velocidad del sonido, que en general depende del número de

coordinación medio que es el número medio de partículas vecinas que están

en contacto con una partícula, la fracción sólida que es el tanto por 1 de la par-

te sólida del medio y la rigidez del contacto entre dos partículas que pueden

interpenetrar como la variación del solapamiento con respecto a la fuerza apli-

cada entre ellas [25]. Además, se ha encontrado que el scattering múltiple de

la intensidad acústica (cuando la longitud es del orden del tamaño del grano

λ ∼ dp) se ajusta a una ecuación de difusión y disminuye cuando se introduce

una pequeña cantidad de líquido en un medio granular saturado por aire [32].

Se ha encontrado que la atenuación de la amplitud de la onda acústica se debe

al efecto de la lubricación en la superficie de contacto entre partículas, el cual

pone de manifiesto dos mecanismos de disipación distintos, uno en el que se

mejora las perdidas no lineales por fricción (dependen de la amplitud de la on-

da acústica) y otro asociado a las perdidas viscoelásticas que contribuyen a la

disipación lineal (no dependen de la amplitud de la onda acústica) [24].

La originalidad de la tesis recae en abordar el estudio experimental y teóri-

co de la propagación del sonido en medios granulares cohesivos en su estado

sólido. Diferentes medios granulares cohesivos se sometieron a diferentes regí-

menes de consolidación (baja, media y alta) para así poder analizar el papel que

juega en cada caso la cohesión en la transmisión del sonido. La cohesión pre-

sente en nuestros medios granulares estudiados acústicamente tiene su origen

en las fuerzas atractivas que existen entre los granos. Las fuerzas atractivas que

se varían de diferente forma para así tener controlada la cohesión son de tipo

Van der Waals y magnéticas, por tanto no se añade ningún líquido para conver-

tir un medio granular no cohesivo en cohesivo.

La tesis está compuesta por un total de 4 capítulos y se organiza de la siguiente

manera.
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En el capítulo 1 se hace una revisión de la mecánica del contacto en medios

granulares cohesivos y no cohesivos, así como la descripción de algunos fenó-

menos físicos que surgen en estos medios y que resulta útil para la comprensión

de los capítulos posteriores.

El capítulo 2 se dedica al estudio de la transmisión del sonido en varios me-

dios granulares cohesivos sometidos a baja consolidación. Dos métodos acús-

ticos son llevados a cabo mediante sendos montajes experimentales. Además,

se hace uso de un modelo basado en la Teoría del Medio Efectivo (EMT) pa-

ra buscar el origen de los cambios encontrados en la velocidad longitudinal de

propagación en las muestras usadas de magnetita, acero y vidrio.

En el capítulo 3 se estudia de manera teórica y experimental la velocidad de

propagación de ondas longitudinales en varios medios granulares compuestos

por partículas de magnetita de tamaño micrométrico que se someten a un cam-

po magnético externo para de esta manera poder controlar las fuerzas atractivas

entre partículas y la orientación preferente de los contactos. Se hace un modelo

teórico basado en la técnica de la homogeneización de medios discretos para

explicar el efecto de los cambios en las fuerzas magnéticas atractivas y la orien-

tación de los contactos en la propagación de ondas acústicas. En el modelo, se

supone que el contacto entre partículas es descrito por el modelo de Hertz.

Por último, en el capítulo 4 se presentan los resultados de experimentos so-

bre la transmisión del sonido en diferentes medios granulares cohesivos que se

someten a una deformación uniaxial. A la tensión necesaria para comprimir el

medio uniaxialmente la llamamos tensión de consolidación y puede ser para-

lela o perpendicular a la propagación del sonido según el montaje usado. Ex-

perimentalmente, se han encontrado varios fenómenos nuevos que tienen que

ver con la cohesión y con la anisotropía inducida que aparece en el campo de
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tensiones del medio granular debido a la carga uniaxial. Para justificar los resul-

tados experimentales obtenidos se ha hecho uso de la Teoría del Medio Efectivo

(EMT).
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Características generales y acústica

de los medios granulares

1.1. Introducción

Un medio granular es un conjunto de dos o más partículas que interaccio-

nan entre sí según el tipo de fuerzas y contacto que exista entre ellas. Estos me-

dios están muy presentes en la vida cotidiana de manera natural o artificial pero

que cumplen la misma definición antes citada, independientemente de cuál sea

su origen. La mayoría de los procesos industriales en los que intervienen el flu-

jo, la aglomeración y la segregación de los medios granulares finos, siguen leyes

empíricas bien conocidas aunque existe un gran vacío y desconocimiento en

el aspecto teórico ya que no existe un modelo que prediga el comportamien-

to macroscópico del polvo en cualquier situación. Realizar un modelo teórico

consistente es un problema de gran complejidad debido a la gran cantidad de

parámetros que tienen que ser tenidos en cuenta (cohesión, inelasticidad, as-

perezas de las partículas, inhomogeneidades, etc.) para llevar a cabo un estudio

realista del comportamiento mecánico de nuestro medio. Esto ha conducido a

la mayoría de los físicos a resolver el comportamiento ideal de un medio granu-

lar compuesto de esferas sin asperezas, sin cohesión y en las que el contacto es
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elástico, es decir, las deformaciones en las esferas son reversibles sin una perdi-

da de energía en el proceso de compresión y tracción. En este primer capítulo

de carácter introductorio no se presentan resultados experimentales ni teóricos

del problema real al que nos enfrentamos sino que se exponen nociones básicas

bajo condiciones ideales lo que permitirá una mejor compresión de los capítu-

los posteriores. Se comienza haciendo una descripción de los tipos de contactos

elásticos más usados en la literatura. Luego se estudia la propagación del sonido

en una cadena unidimensional monoatómica y diatómica precomprimida bajo

una fuerza externa de la que se obtiene la relación de dispersión, las consecuen-

cias de tener una periodicidad espacial 2R (el tamaño de una esfera) así como

la velocidad de propagación y de grupo en función de la fuerza externa aplica-

da. A continuación se presentan las estructuras posibles en un medio granular

tridimensional ordenado así como la aparición de cadenas de fuerzas cuando el

medio granular forma un empaquetado desordenado. Después de esto se hace

una discusión de las diferentes no linealidades que puede presentar un medio

granular. Por último se presentan las conclusiones con las características más

importantes del medio granular expuestas en el primer capítulo.
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1.2. Modelos de contacto entre esferas elásticas con

y sin adhesión

Todos los modelos que se describen en este apartado tienen un punto en co-

mún y es que son elásticos. En 1881 Hertz fue la persona que realizó el primer

experimento sobre el contacto de dos cuerpos en el que se estudió el patrón de

interferencias óptico o anillos de Newton entre dos lentes de vidrio [22]. Estas

dos lentes se sometieron a una fuerza vertical de compresión, lo que originaba

una deformación normal a la superficie de contacto que puede ser cuantifica-

da gracias a los parámetros elásticos de cada cuerpo. Más tarde, Mindlin com-

plementó la teoría de Hertz incluyendo la relación entre fuerza y deformación

en las direcciones paralelas al contacto [22, 33, 34]. Por último aparecieron dos

modelos de contacto (JKR y DMT) en los que se tiene en cuenta una energía de

adhesión, lo que da lugar a que exista una fuerza de contacto entre dos esferas,

aunque no haya una fuerza externa aplicada. Estos dos modelos tienden a la so-

lución de Hertz cuando hacemos esta energía igual a 0 o si la fuerza aplicada es

muy elevada, por lo que el modelo de Hertz se puede considerar como un caso

particular de los modelos JKR y DMT [35, 36].

1.2.1. Modelo de Hertz-Mindlin

Antes de pasar a escribir las soluciones del modelo de Hertz, vamos a expo-

ner las hipótesis que se han supuesto en su desarrollo:

a) La zona de contacto entre las dos esferas elásticas tiene una forma elíptica

de forma general.

b) La superficie de cada esfera no presenta fricción.

c) Las deformaciones son pequeñas en comparación con el tamaño de la

esfera.

d) Cada esfera sólida se puede considerar como un plano semi-infinito.

El problema a resolver se describe en la figura 1.1 donde dos esferas del mis-

mo tamaño se someten a una fuerza externa, dando lugar a una deformación
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F0

F0

Ft

Ft R

0

t

R

Figura 1.1: Deformación del contacto elástico de dos esferas después de la
aplicación de una fuerza normal F0 y una fuerza transversal Ft.

local en una pequeña región de forma circular alrededor del punto de contac-

to. Además, debemos añadir que es el caso más simple de dos esferas precom-

primidas, ya que no existen fuerzas de adhesión entre ellas y la deformación

producida es complemente elástica.

Basándonos en las hipótesis antes citadas se pueden obtener la siguiente

expresión [22]:

a =

(
3F0R

∗

4E∗

)1/3

(1.1)

donde a es el radio de la superficie de contacto entre las dos esferas,F0 es la fuer-

za aplicada en la dirección de la línea que une el centro de las esferas, 1/E∗ =

((1−ν2
1)/E1 +(1−ν2

2)/E2) conE y ν el modulo de Young y el coeficiente de Pois-

son de los materiales con los que se han hecho cada esfera y 1/R∗ = ( 1
R1

+ 1
R2

)

el inverso del radio reducido de las dos esferas. La distribución de la presión

normal en la superficie de contacto viene dada por esta ecuación:

p(r) = p0

(
1− r2

a2

)1/2

(1.2)
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con p0 =
(

6F0E∗2

π3R∗2

)1/3

(la presión aplicada en el centro de la superficie contacto)

y r es la distancia a la que queremos conocer la presión respecto la posición

central del contacto donde la presión es máxima. La deformación relativa δ0

puede ser calculada con la siguiente expresión:

δ0 =

(
9F 2

0

16R∗E∗2

)1/3

(1.3)

Se puede observar que esta relación deformación-fuerza no es lineal, ya que

δ0 ∝ F
2/3
0 . Si tomamos la inversa de la ecuación anterior obtenemos:

F0 =

(
4R∗1/2E∗

3

)
δ

3/2
0 (1.4)

que es la relación fuerza-deformación, una expresión más común en la literatu-

ra y que se va a usar en este documento para diversos desarrollos. Mindlin com-

pletó la teoría de Hertz añadiendo una fuerza tangencialFt al problema anterior

(ver figura 1.1) que es equilibrada con la fricción que aparece en la superficie de

contacto. Esta fuerza tangencial Ft provoca una deformación elástica de la in-

terfase y debe ser más pequeña que el valor µfF0 (Ley de Amonton/Coulomb

del rozamiento) con µfF0 el coeficiente de fricción del material con el que se

han fabricado las esferas. Esta condición anterior (Ft < µfF0) y la hipótesis de

la superficie plana de contacto permiten que el contacto sea estable y que la

deformación normal y tangencial se puedan desacoplar. En el caso donde no

hay deslizamiento entre las superficies de contacto de dos esferas idénticas en

tamaño y material, los desplazamientos tangenciales de los puntos de la zona

de contacto son los mismos y cumplen la siguiente expresión [33, 34]:

δt =
Ft
4a

(
2− ν
G

)
(1.5)

dondeG es el módulo de cizalladura del material de las esferas. Como vemos es-

ta expresión es diferente al tipo de linealidad de la solución de Hertz, ya que el

desplazamiento tangencial es linealmente proporcional a la fuerza tangencial

aplicada. La distribución de presión tangencial producida por este desplaza-

miento tangencial uniforme en una región circular presenta una simetría radial
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en amplitud y se escribe como [33, 34]:

q(r) = q0

(
1− r2

a2

)−1/2

(1.6)

con q0 = Ft/2πa
2 y r la distancia radial respecto al centro de la superficie de

contacto. De la anterior expresión observamos que q(r) puede llegar a ser muy

elevado cuando r tienda al valor de a. Esto puede provocar que haya desliza-

miento en los puntos de contacto más alejados del centro de la superficie. Si se

tiene en cuenta este deslizamiento, el desplazamiento tangencial cambia a esta

nueva expresión [34]:

δt =
3µfF0

8a

(
2− ν
G

)[
1−

(
1− Ft

µfF0

)3/2
]

(1.7)

Esta nueva ecuación para el desplazamiento tangencial no es lineal ni para la

fuerza normal ni para la fuerza tangencial, además de predecir un compor-

tamiento histerético en el contacto que se ha observado experimentalmente

[22, 34]. Por tanto, los contactos en un medio granular que obedecen la ecua-

ción 1.7 pueden ser a priori el origen de la no linealidad de tipo histerético que

presentan los medios granulares a nivel macroscópico.
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1.2.2. Contacto adhesivo elástico: Modelos JKR y DMT

Para estudiar el contacto elástico y adhesivo se debe resolver de manera au-

toconsistente la deformación y la tensión, ya que la interacción entre los dos

cuerpos depende de sus perfiles. En primera aproximación, Derjaguin [36] cal-

culó el efecto de las fuerzas moleculares bajo la suposición de que los perfiles de

los dos cuerpos deformados eran dados por la teoría de Hertz. En este trabajo

se mostró que la energía de adhesión en el área de contacto es igual a la ener-

gía de adhesión entre las partes de la superficie que no están en contacto y que

el máximo valor de la fuerza atractiva, es decir, la mayor fuerza de adhesión se

daba cuando el área de contacto era reducido a un punto. La reducción del área

de contacto a un punto conduce a que la deformación de cada esfera puede ser

despreciada encontrándose el resultado que Bradley obtuvo para la fuerza de

adhesión [37]:

Fa = 2πR∗w (1.8)

donde w es el trabajo de adhesión que hay que realizar para separar los dos

cuerpos hasta el infinito en un proceso isotérmico y reversible.

En paralelo, Johnson et al. desarrollaron otra aproximación basada en la me-

cánica del contacto [35]. En este desarrollo las fuerzas moleculares fueron intro-

ducidas indirectamente. Se postuló que el contacto era capaz de sostener una

distribución de presión en la región de contacto sin llegar a romperse. Para ha-

cer este calculo se despreciaron las fuerzas moleculares fuera del contacto con

forma de elipse o circular y se propuso una presión negativa con la forma:

p′(r) = −p′0[1− (r/a)2]−1/2 (1.9)

correspondiente a la de una hendidura provocada por un identador cilíndrico

en un semi-espacio elástico [22]. Este termino de presión fue añadido a la dis-

tribución p(r) dada por la teoría de Hertz obteniendo los siguientes resultados:

a3 =
3R∗

4E

[
F0 + 3πR∗w +

√
6πR∗wF0 + (3πR∗w)2

]
(1.10)
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p′0 = −
(

2wE∗

πa

)
, p0 =

2E∗a

πR∗
(1.11)

δ =
π

a
(p0 + 2p′0) =

a2

R∗
−
(

2πwa

E∗

)1/2

(1.12)

F0 =

∫ a

0

2πrp(r)dr +

∫ a

0

2πrp′(r)dr (1.13)

(
2

3
p2

0 + 2p′0

)
πa2 =

4E∗a3

3R∗
− 2(2πwE∗)1/2a3/2 (1.14)

Las ecuaciones anteriores dan los valores analíticos del radio de la superficie de

contacto a, de las presiones que existen en la superficie de contacto p′0 y p0, de-

bidas a la atracción de los cuerpos y la carga a la que son sometidos respectiva-

mente, y la fuerza total F0 que hay aplicada en el contacto cuando se considera

la adhesión. Como a debe ser real en la ecuación 1.10, el término dentro de la

raíz cuadrada debe ser positivo. En el caso en el que el discriminante es igual a

cero, F0 tomar un valor de −3πwR∗/2. Por tanto, la fuerza adhesiva que se ne-

cesita para separar los cuerpos siempre que el mecanismo que los sujete tenga

una rigidez infinita es [38]:

Fa =
3

2
πwR∗ (1.15)

Para este valor de F0 el radio del área de contacto es finito y es dado por:

a0 =

(
9πwR

∗2

8E∗

)1/3

(1.16)

Hay que añadir que el radio del área de contacto en el modelo JKR es diferente

que en el modelo de Hertz, ya que la expresión de a difiere de forma funcio-

nal, lo que provoca que para las soluciones del modelo JKR tengamos un área

de contacto mayor con un pequeño cuello en el área final del contacto como

vemos en la figura 1.2. Sin embargo, cuando hacemos w = 0 o la fuerza de con-

tacto F0 tiende a un valor elevado, la solución de JKR tiende a la de Hertz por lo

que podemos afirmar que el modelo de Hertz es un caso particular del modelo

JKR.
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F0

F0

R

0

aHertz

aJKR

Figura 1.2: Dibujo del contacto elástico de dos esferas con adhesion (JKR) y
sin adhesión (Hertz) sometidas a una fuerza normal F0.

El modelo DMT se puede resumir en estas dos ecuaciones [39]:

F0 =
4E∗a3

3R∗
− Fa =

4E∗a3

3R∗
− 2πwR∗ (1.17)

δ =
a2

R∗
(1.18)

Se ha supuesto que la fuerza de adhesión es constante en el proceso de com-

presión con un valor 2πwR∗. Este valor de la fuerza adhesivo es el máximo que

se puede alcanzar en la compresión y se da en la situación en la que no existe

región de contacto (a = 0) [39]. Además, la forma del contacto de modelo DMT

es semejante a la del modelo de Hertz, por lo que la figura 1.1 (sin fuerza trans-

versal Ft) nos da una imagen visual de éste. Cuando se resuelve la deformación

elástica de una esfera donde la adhesión se tiene en cuenta, aparece de forma

natural el siguiente parámetro:

µ =

(
R∗w2

E∗2z3
0

)
(1.19)
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llamado parámetro de Tabor [40] con z0 = (3 − 5) Å una distancia caracterís-

tica de equilibrio entre dos semiespacios en los que se considera un potencial

tipo Lennard-Jones para modelar las fuerzas moleculares de Van der Waals. Este

parámetro relaciona la amplitud de la deformación elástica de la superficie en

el momento en el que el contacto se rompe con el alcance de las fuerzas atrac-

tivas. Para valores muy pequeños o muy grandes de µ el comportamiento del

contacto tiende a los dos modelos adhesivos que hemos visto (JKR o DMT). Su-

poniendo que la deformación del contacto es elástico, se puede demostrar que

la fuerza de adhesión depende exclusivamente del parámetro de Tabor [41] y

toma valores comprendidos entre los límites dados por los modelos DMT y JKR:

µ� 1⇒ Fa = −3

2
πwR∗ , (JKR)

µ� 1⇒ Fa = −2πwR∗ , (DMT )
(1.20)

Como el parámetro µ definido por la ecuación 1.19 no depende la fuerza de car-

ga, la fuerza de adhesión es independiente de la fuerza de carga. Para concluir

cabe destacar que las diferencias entre los modelos JKR y DMT son mínimas a la

hora de describir un contacto elástico adhesivo. Sin embargo, la teoría JKR ex-

plica relativamente bien el comportamiento adhesivo incluso en el ámbito en

el que DMT se puede aplicar. Quizás esta es la razón por la que la teoría JKR

prevalece en la descripción de los contactos adhesivos.
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1.3. Propagación del sonido en una cadena unidimen-

sional

En este apartado se aborda cómo es la vibración de una cadena unidimen-

sional de partículas precomprimida con un potencial general y de tipo cuadrá-

tico (interacción lineal). Después se particulariza para el caso en el que existe

un contacto tipo de Hertz entre las partículas, pero siempre suponiendo que

estamos en un estado lineal de equilibrio. La velocidad de fase, velocidad de

grupo y frecuencias de cortes de este sistema se calculan de manera analítica,

suponiendo que la deformación dinámica es mucho menor que la deformación

estática e imponiendo las condiciones de periodicidad espacial (tamaño de la

esfera).

1.3.1. Planteamiento del problema

Imaginemos una cadena lineal de esferas de radioR (diámetro d), dispuestas

sobre el eje X en las posiciones xi, i = 0, 1, 2, ..., donde suponemos que xk > xj

si k > j y x0 = 0. La distancia entre una esfera y la siguiente no tiene porque ser

igual al diámetro d de las esferas, sino que entre las esferas i e i+ 1 puede existir

un solapamiento δi,i+1 de valor:

δi,i+1 = d− (xi+1 − x1) = d− xi+1 + xi (1.21)

Con esta definición δi,i+1 es positivo cuando las esferas i e i+ 1 están comprimi-

das por una fuerza externa. Esa fuerza externa estará compensada por las fuer-

zas elásticas de contacto que se oponen a la deformación de las esferas en sus

respectivas áreas de contacto. Llamaremos Fi,i+1 a la fuerza elástica de contacto

que ejerce la esfera i sobre la i+ 1. Con esta definición:

Fi+1,i = −Fi,i+1 ; Fi,i+1 ≥ 0 ; Fi+1,i ≤ 0 (1.22)



18 Capítulo 1

Se va a suponer que las fuerzas elásticas de contacto tienen asociado un poten-

cial V (δ), que puede expresarse de forma general como:

V (δ) = aδn ; F =
dV

dδ
= anδn−1 ; K =

dF

dδ
= an(n− 1)δn−2 (1.23)

(Nota: la relación entre fuerza y potencial tiene el signo cambiado porque consi-

deramos que el solapamiento δ es positivo cuando las esferas se interpenetran).

K es la rigidez del contacto. Más adelante veremos que resulta interesante dar

la rigidez del contacto en función de la fuerza elástica de contacto F , pues nor-

malmente se controla la fuerza que han de soportar los contactos, pero no el

solapamiento. Para ello hacemos:

δ =

(
F

an

) 1
n−1

⇒ K = an(n− 1)

(
F

an

)n−2
n−1

(1.24)

Con la definición que hemos hecho para la fuerza de contacto:

Fi,i+1 = anδn−1
i,i+1 (1.25)

Y la ecuación de movimiento de la esfera i-ésima es:

m
d2xi
dt2

= Fi−1,i + Fi+1,i = anδn−1
i−1,i − anδn−1

i,i+1 (1.26)

Supongamos que las esferas están equiespaciadas. Entonces, cuando la cade-

na de esferas está en equilibrio el solapamiento entre esferas vecinas será una

constante δo. Llamaremos xo,i a las posiciones de equilibrio de las esferas. Por

tanto:

δo = d− xo,i+1 + xo,i ; xo,k = k(d− δo) (1.27)

Cuando la cadena oscila, cada esfera se aparta de su posición de equilibrio una

distancia ui (es decir, xi = xo,i + ui). Entonces, de acuerdo con 1.21:

δi,i+1 = d− (xo,i+1 + ui+1) + (xo,i + ui) = δo − ui+1 + ui (1.28)

Y por otro lado:

m
d2xi
dt2

= m
d2ui
dt2

(1.29)

con lo que la ecuación de movimiento de la esfera i-ésima queda:

m
d2ui
dt2

= an
[
(δo − ui + ui−1)n−1 − (δo − ui+1 + ui)

n−1] (1.30)
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1.3.2. Soluciones para una cadena elástica lineal.

Si las fuerzas elásticas de contacto entre esferas dependen linealmente con

el solapamiento entre esferas, como si las esferas estuvieran unidas por muelles,

entonces n = 2 y la ecuación 1.30 se reduce a:

m
d2ui
dt2

= 2a (ui+1 − 2ui + ui−1) = K (ui+1 − 2ui + ui−1) (1.31)

Si proponemos como solución una onda armónica de número de onda k y

frecuencia angular ω:

ui = Aej(kxo,i−ωt) (1.32)

Nota importante: La onda armónica que hemos propuesto da el desplazamien-

to respecto a la posición de equilibrio ui en función de la posición de equilibrio

xo,i y no de la posición actual xi. Este procedimiento es el correcto siempre que

la amplitud A de la onda sea pequeña, de forma que los desplazamientos con

respecto a las posiciones de equilibrio sean pequeños comparados con la dis-

tancia entre esferas vecinas.

Usando la ecuación 1.27 nos queda:

m
d2ui
dt2

= KAej(kxo,i−ωt)
[
−2 + e−jkdejkδo + ejkde−jkδo

]
(1.33)

Y sustituyendo la ecuación 1.32 en el primer miembro de la ecuación anterior

nos queda:

mω2 = K
[
1− e−jk(d−δo)

] [
1− ejk(d−δo)

]
(1.34)

mω2 = K {2− 2 cos [k(d− δo)]} (1.35)

lo que resulta en la siguiente relación de dispersión:

ω =

(
4K

m

)1/2

sin

[
1

2
k (d− δo)

]
(1.36)

En el límite de onda larga, cuando la longitud de onda λ es mucho mayor que la

distancia d− δo entre esferas vecinas, k(d− δo)� 1 tenemos que:

2πf '
(

4K

m

)1/2
π

λ
(d− δo) (1.37)
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Y usando que la velocidad de fase c = λf , queda para la velocidad de fase:

c =

(
K

m

)1/2

(d− δo) (1.38)

Y aunque en el caso de elasticidad lineal la rigidez K sea una constante, existe

una dependencia de la velocidad de fase con la fuerza de contacto Fo a través

de δo.

1.3.2.1. Aproximación de onda larga.

A la relación de dispersión para longitudes de onda mucho mayores que la

distancia entre esferas puede llegarse también a partir de la ecuación 1.31 si

consideramos que el desplazamientos u(x, t) con respecto a la posición de equi-

libro es una función continua de x y hacemos la aproximación:

ui+1 = ui +
∂ui
∂x

(d− δo) +
1

2

∂2ui
∂2x

(d− δo)2 +O(3) (1.39)

ui−1 = ui −
∂ui
∂x

(d− δo) +
1

2

∂2ui
∂2x

(d− δo)2 +O(3) (1.40)

Sustituyendo en la ecuación 1.31 nos queda:

m
d2ui
dt2

= K
∂2ui
∂2x

(d− δo)2 (1.41)

cuya solución son ondas armónicas de velocidad de fase c = (K/m)1/2(d− δo)

1.3.3. Solución para una cadena no lineal.

Cuando n 6= 2 no existe solución en forma de ondas armónicas para la ecua-

ción 1.30. Ello es debido a que al ser el exponente n− 1 distinto de 1, si se susti-

tuye una solución de prueba en forma de onda armónica de número de ondas k

y frecuencia ω (ec. 1.32), el primer miembro de la ecuación 1.30 será proporcio-

nal a la onda armónica sustituida, pero el segundo miembro será proporcional a

ondas de número de ondas (n−1)k y frecuencia (n−1)ω, es decir, a ondas armó-

nicas de número de ondas y frecuencia diferente de la solución de prueba intro-

ducida. Eso significa que una sola onda armónica no puede ser solución de la
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ecuación 1.30. Si intentamos excitar una onda armónica en la cadena, aparece-

rán ondas armónicas de frecuencias diferentes a la de la excitación. Solamente

existen soluciones para una onda armónica en el caso general en el que la am-

plitud de la onda es mucho menor que el solapamiento δo entre esferas vecinas

en equilibrio. Llamaremos a esta situación condición de pequeñas amplitudes.

1.3.3.1. Solución para pequeñas amplitudes.

Si partimos de la ec. 1.30 y hacemos:

m
d2ui
dt2

= anδn−1
o

[(
1− ui

δo
+
ui−1

δo

)n−1

−
(

1− ui+1

δo
+
ui
δo

)n−1
]

(1.42)

Y para pequeñas amplitudes podemos hacer:(
1− ui

δo
+
ui−1

δo

)n−1

' 1 + (n− 1)

(
ui−1

δo
− ui
δo

)
+O(2) (1.43)(

1− ui+1

δo
+
ui
δo

)n−1

' 1 + (n− 1)

(
ui
δo
− ui+1

δo

)
+O(2) (1.44)

que sustituyendo resulta en:

m
d2ui
dt2

= an(n− 1)δn−2
o [ui+1 − 2ui + ui−1] = K(Fo) [ui+1 − 2ui + ui−1] (1.45)

con lo que obtenemos la misma solución que para la cadena lineal, pero con

la diferencia de que ahora la rigidez del contacto puede depender de la fuerza

de contacto Fo. Por tanto, si sustituimos la ecuación de una onda armónica 1.32

obtenemos las relaciones de dispersión general:

ω =

(
4K(Fo)

m

)1/2

sin

[
1

2
k (d− δo)

]
(1.46)

que en el límite de onda larga da una velocidad de fase:

c =

(
K(Fo)

m

)1/2

(d− δo) (1.47)

O haciendo uso de la ec. 1.24

c =

[
an(n− 1)

m

]1/2(
F

an

) n−2
2n−2

(d− δo) (1.48)
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Figura 1.3: Esquema de la cadena undimensional monoatómica modelizada
por un sistema de masas-resortes.

1.3.4. Caso particular de una cadena unidimensional de partí-

culas idénticas con una interacción elástica tipo Hertz

Para entender la propagación de ondas acústicas en un medio granular, va-

mos a considerar un modelo muy simplificado que consiste en una cadena uni-

dimensional de esferas ordenados sometidas a una fuerza F0 con una interac-

ción entre ellas de tipo Hertz [22] (ver figura 1.3).

Nos situaremos en un régimen lineal, por lo que ahora vamos a cambiar la

notación con respecto a los apartados anteriores, ya que el movimiento de cada

esfera será descrito por los índices−n en vez de−i, obviando en todo el desarro-

llo el exponente de valor 2 que tiene el potencial de interacción entre partículas.

Suponiendo que no tenemos efectos disipativos, el movimiento de cada esfera

en el caso de bajas frecuencias, es decir, para longitudes de ondas mayores que

la periodicidad de la red, puede ser descrito por el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales acoplados [42, 43, 44]:

m
d2

dt2
= A[δ0 + un−1 − un]3/2 − A[δ0 + un − un+1]3/2 (1.49)

donde m = 4/3πρR3 (con ρ la densidad del material de las esferas), A = E
√

2R
3(1−ν2)

,
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un es el desplazamiento del centro de la esfera n-ésima en la cadena inicial está-

ticamente precomprimida con la fuerzaF0 y δ0 = (F0

A
)2/3 la deformación estática

entre dos esferas. Si suponemos que las deformaciones acústicas |un − un−1| son

pequeñas en comparación con la deformación estática δ0, lo que se traduce en

la condición matemática : |un − un−1| � δ0, se puede hacer un desarrollo en

serie de Taylor de la ecuación anterior, dando lugar a una ecuación linealizada

con la siguiente expresión [44]:

m
d2un
dt2

= k0[un+1 − 2un + un−1] (1.50)

Como observamos la expresión anterior es la ecuación diferencial de una ca-

dena unidimensional compuesta por partículas de masa m conectadas entre sí,

mediante osciladores lineales de constante elástica k0 (ver esquema del proble-

ma en la figura 1.3) con valor:

k0 =

(
∂δ0

∂F0

)−1

=
3

2
Aδ

1/2
0 =

3

4
(RF0)1/3

(
4E

3(1− ν2)

)2/3

(1.51)

Si la deformación dinámica tiene una pequeña amplitud relativa a la provocada

por la fuerza estática (|un − un−1| � δ0), el régimen se puede considerar como

débilmente no lineal. En este caso la ecuación de movimiento se escribe de la

siguiente manera [45]:

m
dun
dt2

=
2∑
i=0

ki
[
(un+1 − un)i+1 − (un − un−1)i+1

]
(1.52)

donde k0 = 3
2
Aδ

1/2
0 , k1 = −3

8
Aδ
−1/2
0 , k2 = − 3

48
Aδ
−3/2
0 .

La ecuación de movimiento anterior es un ejemplo del problema de Fermi-

Pastam-Ulam o problema FPU [46]. Este tipo de estructura periódica no lineal

se ha estudiado teóricamente y en algunos casos experimentalmente, donde se

encontraron oscilaciones no lineales de tipo solitón y breather como posibles

soluciones [42, 43, 47, 48, 49]. En el régimen lineal y débilmente no lineal, se ha

demostrado que los cristales granulares tienen bandas prohibidas configura-

bles, así como breathers discretos. Un breathers discreto consiste en que varias
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Figura 1.4: Curva de dispersión para el caso de una cadena unidimensional
de partículas idénticas en la primera zona de Brillouin.

partículas del cristal granular oscilan con una frecuencia que está prohibida en

el espectro lineal y con una amplitud que disminuye exponencialmente respec-

to a la partícula central, donde la amplitud de esta oscilación es máxima. En el

régimen de alta no linealidad, se ha estudiado que existe la propagación de so-

litones. Un solitón es un tipo de onda en el que su perfil permanece invariante

durante su propagación, en un medio que debe ser necesariamente no lineal y

dispersivo.

Introduciendo una solución de onda plana con la forma un = u0e
i(ωt−2knR)

donde u0 es la amplitud, ω es la frecuencia de la pulsación y k es el numero

de ondas en la ecuación de movimiento de régimen lineal 1.50, se obtiene una

relación de dispersión con esta forma [50]:

ω = 2

√
k0

m
|sin(kR)| (1.53)
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Esta relación de dispersión es representada en la figura 1.4. De la ecuación an-

terior 1.53, se puede definir la frecuencia de corte ωc con la relación:

ωc = 2

√
k0

m
(1.54)

Cuando ω > ωc las ondas armónicas son evanescentes, es decir, la onda se va

atenuando hasta que deja de transmitirse por la cadena, mientras que en el caso

que se cumple ω < ωc, el numero de ondas es real y se escribe como:

k = ± 1

R
arcsin

(
ω

ωc

)
(1.55)

El signo más corresponde a una onda que se propaga en el sentido que aumen-

ta n, es decir, hacia la derecha. Por el contrario el signo menos corresponde a

una onda que se propaga hacia la izquierda. Introduciendo la ecuación 1.51 en

la ecuación 1.54, la frecuencia de corte se puede escribir en función de los pa-

rámetros experimentales accesibles del sistema con la siguiente expresión:

fc =
1

π

√
k0

m
=

3F
1/6
0

4π3/2ρ1/2R4/3

(
4E

3(1− ν2)

)
(1.56)

que corresponde a la frecuencia asociada al número de ondas de corte kc = π
2R

y

representa el valor máximo de k en la primera zona de Brillouin [51]. El cociente

ω/k nos da la velocidad de fase de la onda que se propaga en la cadena, mien-

tras que la tangente a la curva de la relación de dispersión (figura 1.4) ∂ω/∂k

da la expresión de la velocidad de grupo. Estas dos velocidades se representan

en función de la frecuencia en la figura 1.5. Por lo tanto, la velocidad de fase se

puede escribir en función de la frecuencia o del número de ondas gracias a la

relación de dispersión 1.53 con el siguiente valor:

vfase =
ω

k
=
ωc
k
|sin(kR)| = Rω

arcsin(ω/ωc)
, cuando ω < ωc (1.57)

y la velocidad de grupo:

vgrupo =
∂ω

∂k
= Rωc

√
1−

(
ω

ωc

)2

(1.58)
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Figura 1.5: Velocidades de fase y de grupo dadas por las ecuaciones 1.57 y
1.58 normalizadas por la velocidad de fase máxima (vfase(ω/ωc = 0)) en fun-
ción de la frecuencia normalizada (ω/ωc).

En el límite de de bajas frecuencias (ω/ωc � 1 o λ� R), la velocidad de fase

y de grupo coincide

v1D = ĺım
k→0

ω

k
= vfase(k = 0) = vgrupo(k = 0) = Rωc

=
3F

1/6
0

2
√
πρR1/3

(
4E

3(1− ν2)

) (1.59)

Como se observa de la ecuación anterior, la velocidad de propagación es pro-

porcional a la fuerza aplicada elevada a un exponente de 1/6. Este dependen-

cia de la velocidad se ha encontrado experimentalmente en varios estudios [42,

43]. Por este motivo, nosotros usaremos las relaciones obtenidas en este sub-

apartado como punto de partida en el estudio experimental y teórico de la pro-

pagación del sonido en medios granulares cohesivos.
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1.3.5. Caso particular de una cadena unidimensional diatómi-

ca con una interacción elástica tipo Hertz

Una vez estudiada la cadena unidimensional que modela una red de Bravais

con una base de un átomo, vamos a pasar a un problema más complejo en la

que la red tiene una base de dos átomos, es decir, nuestro sistema es una cade-

na diatómica. Este sistema es fácil de entender y muy rico en propiedades, ya

que el simple hecho de tener 2 átomos en la celda unidad provoca diferentes

modos de vibración, que dan lugar a varias bandas de frecuencias prohibidas.

Este problema se puede ver en la figura 1.6 y se modeliza como una cadena de

masas-resortes con dos masas diferentes M1 y M2 en la celda unidad. El siste-

ma de ecuaciones para una cadena compuesta por dos tipos de partículas con

diferentes masas, considerando una interacción lineal entre las esferas vecinas

más cercanos, se escribe de la siguiente forma [50]:

M1
d2un
dt2

= K0[Un − 2un + Un−1] (1.60)

M2
d2Un
dt2

= K0[un+1 − 2Un + un] (1.61)

donde K0 = 2E∗R∗1/2δ
1/2
0 (con R∗ = (1/R1 + 1/R2)−1 el radio reducido y E∗ =

((1 − ν2
1)/E1 + (1 − ν2

2)/E2)−1 el módulo de Young reducido) es la rigidez de los

contactos precomprimidos predicha por la ley de Hertz, un es el desplazamien-

to relativo al centro de la partícula n con masa M1 y Un el desplazamiento re-

lativo al centro de la partícula n con masa M2. Como las ecuaciones anteriores

están linealizadas, es posible proponer como solución una onda armónica de

frecuencia ω que avanza en la dirección creciente de n para los desplazamien-

tos existentes:

un = A1e
i(ωt−kna) (1.62)

Un = A2e
i(ωt−kna) (1.63)
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Figura 1.6: Representación de la cadena unidimensional diatómica y su mo-
delización compuesta por un sistema de masas-resortes con 2 masas dife-
rentes.

con k el número de ondas, a (a = 2R1 + 2R2) la distancia que están separadas

dos masas idénticas yA yB dos constantes complejas a determinar. El cociente

entre A y B nos da la fase y la amplitud relativa entre dos partículas consecuti-

vas.

Sustituyendo estas soluciones en las ecuaciones de movimiento 1.60,1.61

obtenemos:

−M1ω
2A1 = K0(A2(eika + 1)− 2A1) (1.64)

−M2ω
2A2 = K0(A1(e−ika + 1)− 2A2) (1.65)

El sistema de ecuaciones anterior puede ser escrito de forma matricial:

[
2K0

M1
− ω2 −K0

M1
(eika + 1)

K0

M2
(e−ika + 1) 2K0

M2
− ω2

][
A1

A2

]
= 0 (1.66)

Si llamamos [D] a la matriz que multiplica el vector amplitudes, el sistema se
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puede escribir de manera más compacta

[D]

[
A1

A2

]
= 0 (1.67)

D se conoce como la matriz dinámica y siempre aparece en cualquier sistema

que forma una red ordenada cuando se busca la relación de dispersión. Ade-

más, la matriz dinámica D es Hermítica lo que asegura que todos sus autovalo-

res sean reales. Estos autovalores dan las relaciones de dispersión de los modos

normales de la red. En nuestro caso, para que A1 y A2 no den como resulta-

do la solución trivial, el determinante de la matriz dinámica debe de ser nulo.

Imponiendo la condición de que el determinante sea nulo, obtenemos las dos

relaciones de dispersión (2 bandas)

ω2
1,2 =

(
1

M1

+
1

M2

)
K0 ±K0

√(
1

M1

+
1

M2

)2

− 4

M1M2

sin2

(
ka

2

)
(1.68)

El signo + en la ecuación 1.68 identifica la banda superior que es llamada ra-

ma óptica y tiene la característica de que existe una frecuencia distinta de ce-

ro cuando el número de ondas es nulo. Además, cuando estamos en el caso

en el que el número de ondas está cerca del valor nulo, los átomos de la cel-

da elemental oscilan en oposición de fase y su velocidad de fase tiende a cero.

La relación de dispersión con el signo − es la banda inferior y es conocida co-

mo rama acústica. Su comportamiento es diferente al de la rama óptica, ya que

ahora la frecuencia es cercana a cero cuando el número de ondas tiende a cero.

Además, en este límite de bajas frecuencias, los átomos de una celda oscilan en

fase. Las relaciones de dispersión se representan en la figura 1.7, mientras que

las velocidades de fase y de grupo de ambos modos se pueden calcular con las

ecuaciones deducidas en este apartado (1.3.4).

De manera general, el número de modos de vibración en una red ordena-

da está relacionada con los grados de libertad que tienen los átomos de la cel-

da elemental o unitaria. Al igual que en los cristales unidimensionales, basta

trabajar solo con los modos de la primera zona de Brillouin, ya que cualquier
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Figura 1.7: Dispersión de las ramas de oscilaciones acústica y óptica.

oscilación puede ser descrito como combinación de estos. En la teoría clásica

de elasticidad solo se consideran los modos de traslación, por lo que una red

de Bravais monoatómica tridimensional presenta tres modos de vibración di-

ferentes, un modo longitudinal en el que los átomos oscilan en la dirección de

propagación y dos modos transversales, donde los átomos vibran en las direc-

ciones perpendiculares a la dirección de propagación. Si la dirección de propa-

gación no coincide con una dirección de simetría del cristal también tendre-

mos tres modos de propagación, pero ahora estos tres modos se dividen en

un modo cuasi-longitudinal y dos cuasi-transversales (lento y rápido). El mo-

do cuasi-longitudinal (mezcla de una componente longitudinal y transversal,

pero con una amplitud longitudinal más grande) tiene la dirección de polariza-

ción más cercana a la dirección de propagación de la onda, mientras que los dos

cuasi-transversales tienen las direcciones de polarización más alejadas (ver fi-

gura 1.8). Concluyendo, añadimos que si una red tridimensional tiene una celda

unidad compuesta por Z átomos, donde cada átomo tieneN grados de libertad

(3 de traslación, 3 de rotación, etc.), el número de modos es igual a NZ.
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Figura 1.8: Direcciones de polarización de una onda acústica que se pro-
paga en la dirección ~k. X,Y, Z son las direcciones principales de la red,
las cuales representan respectivamente las direcciones de los modos cuasi-
longitudinal y cuasi-transversales.

1.4. Acústica del medio granular tridimensional

Una vez se ha expuesto la propagación del sonido en medios granulares uni-

dimensionales y de manera ideal (sin dislocaciones, sin cohesión y un contacto

conocido tipo Hertz). Vamos a proceder a pasar al dominio tridimensional, don-

de muchos más parámetros entran en juego y hacen que estos medios tengan

un comportamiento muy complejo. Por ejemplo, cuando se prepara un medio

granular tridimensional siempre existe un fluido saturante que rodea a las par-

tículas. Este fluido afecta a la propagación del sonido (difusión, absorción, dis-

persión), ya que la deformación que sufren los contactos entre partículas está

acoplada con la deformación que sufre el fluido. De hecho, Biot desarrolló mo-

delos que se han mejorado a lo largo del tiempo para explicar este acople entre
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un medio sólido y fluido [52, 53, 54]. En este sub-apartado no se entra en el aco-

ple que existe entre el movimiento del fluido y el del medio granular, ya que

lo vamos a despreciar. Por lo tanto, la teoría de Hertz es suficiente para expli-

car diversos fenómenos no lineales que aparecen en un medio granular cuando

una onda acústica se propaga por éste. En primer lugar, se presenta cómo es la

estructura que puede darse en un medio granular ordenado, así como la defini-

ción de dos parámetros de gran importancia en su caracterización. Después de

esto, se explican las particularidades que tienen estos medios con la aparición

de cadenas de fuerza y desorden en su estructura. Por último, se describen va-

rias no linealidades con simples modelos que permiten entender lo que ocurre

de una manera fenomenológica.

1.4.1. Estructuras ordenadas del medio granular tridimensio-

nal

Un medio granular compuesto por esferas idénticas que mantiene una es-

tructura ordenada recibe el nombre de cristal fonónico [45]. En el caso tridi-

mensional solo podemos formar 4 estructuras diferentes, llamadas cúbica sim-

ple (CS), cúbica centrada (BCC), cúbica centrada en las caras (CCC) y hexagonal

compacta (HCP) [50]. Estas estructuras solo se consiguen de manera muy ideal,

ya que siempre existen imperfecciones y diferencias entre las esferas que com-

ponen el cristal fonónico. Esto conduce a que un medio granular tridimensional

se encuentre frecuentemente de una manera desordenada.

En la figura 1.9 mostramos las diferentes bases (antes citadas) de cualquier

cristal fonónico tridimensional compuesto por partículas esféricas semejantes.

Se definen dos parámetros de gran relevancia en un medio granular ordenado

o desordenado: El primero de ellos es el número de coordinación z que se de-

fine como el valor medio de partículas vecinas que están en contacto con cada

partícula del medio granular. El segundo y último es la fracción sólida φ que se

define como el cociente del volumen de las partículas entre el volumen de la

red. En el siguiente cuadro se muestran los valores numéricos del número de
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CS BCC FCC

HCP

Figura 1.9: Posibles estructuras tridimensionales ordenadas.

Tipo de estructura Número de coordinación z Fracción sólida φ
Cúbica simple (CS) 6 π/6 ' 0,52

Cúbica centrada (BCC) 8 π
√

3/8 ' 0,68

Cúbica centrada en las caras (CCC) 12 π
√

2/6 ' 0,74

Hexagonal compacta (HCP) 12 π
√

2/6 ' 0,74
Desordenada 4-8 0,56− 0,64

Cuadro 1.1: Cuadro de las diferentes estructuras con sus parámetros carac-
terísticos (z y φ).

coordinación y fracción sólida de las redes antes mencionadas, además de in-

cluir los límites de estos (z y φ) para una estructura desordenada compuesta por

esferas lisas del mismo tamaño (sin asperezas) y rigidez.

1.4.2. Desorden y cadenas de fuerza en el medio granular

Verter esferas en un recipiente de manera aleatoria produce una estructu-

ra no homogénea creada por la distribución de fuerzas entre los granos. Esto
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Fn

Figura 1.10: Representación de las cadenas de fuerza en un medio granular
desordenado sometido a una fuerza normal Fn.

es lo que se conoce como desorden del medio granular. De hecho, en un me-

dio granular desordenado en el que se aplica una tensión se ha comprobado

numéricamente y experimentalmente que las fuerzas de contacto entre partí-

culas no son iguales a diferencia de los medios ordenados. Se ha observado que

la distribución de las fuerzas de contacto que existen en un medio granular es

muy sensible a los parámetros del sistema, además de ser muy influyente en la

propagación del sonido [55]. Básicamente existen dos poblaciones de contac-

tos muy destacadas dentro de un medio granular desordenado. En una de ellas

se observa una red fuerte de tensiones a lo largo de algunas partículas, llama-

das cadenas de fuerza o redes de fuerza y que son las que soportan la mayor

parte del esfuerzo de compresión aplicado. La otra población es en la que casi

no existen tensiones, es decir, donde la fuerza de contacto entre granos es muy

débil. La figura 1.10 da una idea de lo que son estas cadenas o redes de fuerza.

Por ejemplo, bajo el efecto de la fuerza de la gravedad, la red de tensiones

internas se puede calcular mediante simulaciones en un medio granular con

diferentes parámetros a variar: número de capas de esferas variable, estruc-

turas ordenadas, estructuras desordenadas y formas macroscópicas diferentes
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[56, 57, 58, 59, 60]. Se ha demostrado que en las estructuras ordenadas o regula-

res, ya sean discos en dos dimensiones o esferas en tres dimensiones, las tensio-

nes son distribuidas uniformemente entre todas las partículas. Sin embargo, en

estructuras desordenadas las tensiones no son soportadas de manera equitati-

va [61], apareciendo líneas privilegiadas de fuertes tensiones debido a defectos

de localización. Un problema fundamental que aparece en la modelización de

redes de tensiones macroscópicas es que el efecto de pequeñas fluctuaciones

puede provocar grandes cambios en la red de fuerzas, incluso alejándose de su

estado inicial [62, 63, 64]. Esto implica una gran dificultad en predecir el com-

portamiento del medio granular, además de ser muy sensible a los parámetros

experimentales (presión, temperatura, humedad, etc.) [23]. Existen métodos ex-

perimentales para corroborar la distribución de las redes de contacto dentro de

un medio granular que se somete a una presión estática. Uno de ellos es colo-

car papel de carbón sobre las paredes del recipiente. Las trazas que aparecen

en el papel de carbón se pueden relacionar con las fuerzas de los contactos y

por tanto conseguir la distribución fuerzas en los contactos cuantitativamen-

te [65, 66]. El inconveniente de este método es que solo se pueden conocer las

redes de fuerzas en las paredes del recipiente donde el medio granular se colo-

ca y no en el interior de éste. La elastosimetría es otro método para medir las

redes de fuerza y se basa en iluminar un sistema granular de dos dimensiones

entre dos polarizadores cruzados [67]. Una vez realizado esto, se puede obtener

de manera sencilla la distribución de contactos, teniendo en consideración que

la intensidad luminosa que deja pasar el último polarizador es proporcional al

cuadrado de la tensión aplicada.

1.4.3. No linealidades acústicas

La gran complejidad de los medios granulares hace que estos medios posean

características no lineales muy particulares. En este sub-apartado se presentan

los fenómenos no lineales más importantes junto con algunos modelos simples,
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para así poder interpretarlos de una manera cualitativa. La teoría clásica atómi-

ca no lineal se usa para explicar el comportamiento no lineal de los cristales o

estructuras cristalinas. En esta teoría, la interacción no lineal entre los átomos

del cristal se modela introduciendo un potencial anarmónico. Sin embargo, la

no linealidad de los medios granulares se da a un tamaño medio (mesoscópi-

co) comprendido entre la escala de una partícula y la escala de la longitud de

onda de la onda acústica que se propaga. Además, la linealidad de los medios

granulares es mucho mayor que la que se da en los cristales, lo que nos con-

duce a descartar la teoría clásica para describir de manera fenomenológica el

comportamiento no lineal de los medios granulares.

1.4.3.1. No linealidad de Hertz/No linealidad cuadrática

La mayoría de los estudios empiezan desde la relación tensión-deformación

de dos cuerpos elásticos en contacto para explicar el comportamiento acústico

macroscópico de un medio granular, al menos cualitativamente. Esta relación

que es la solución de Hertz (ya presentada en la ecuación 1.4), puede describir

el comportamiento elástico de un medio granular regular [68]:

σ0 = −C(−ε)3/2 (1.69)

donde C = zφE
3π(1−ν2)

es una constante positiva con z el número de coordinación

medio del medio granular, φ la fracción sólida,E el módulo de Young y ν el coe-

ficiente de Poisson del material del que están hechas las esferas en contacto. Los

dos signos negativos− aparecen en la ecuación 1.69 porque se ha tomado como

convenio que la deformación y la tensión son negativas cuando nos encontra-

mos en un proceso de compresión. Se han desarrollado otros modelos efectivos

más complejos donde la anisotropía o las fuerzas tangenciales en el contacto

son tomadas en cuenta [21, 69, 70, 71, 72]. Si una perturbación acústica de valor

ε̃ se introduce en la ecuación 1.69, obtenemos esta nueva relación:

σ0 = −C(−ε̃− ε0)3/2 (1.70)
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donde ε̃ es la deformación acústica y σ es la tensión total (estática y dinámica)

en el contacto. En el caso en el que la deformación acústica sea pequeña res-

pecto a la deformación estática |ε̃| � |ε0|, se puede proceder a un desarrollo de

Taylor en la última expresión llegando a:

σ0 = −C
[
(−ε0)3/2 − 3

2
(−ε0)1/2ε̃+

3

8
(−ε0)−1/2ε̃ 2 + ...

]
(1.71)

y si solamente seleccionamos la parte dinámica de la ecuación anterior obtene-

mos:

σ̃ =
3

2
C(−ε0)1/2ε̃

[
1− 1

4ε0

ε̃+ ...

]
(1.72)

En analogía con la teoría clásica no lineal, la tensión se puede escribir como

un desarrollo en potencias de la deformación [73]:

σ̃ = Eε̃
[
1 + Γ2ε̃+ Γ3ε̃

3 + ...
]
, (1.73)

por lo tanto el parámetro no lineal cuadrático Γ2 para un contacto de tipo Hertz

es igual a −1
4ε0

. Este parámetro predice que la no-linealidad cuadrática de un me-

dio regular, de una cadena de esferas o de un solo contacto varía como la inversa

de la deformación estática aplicada, es decir, los contactos débiles son los que

originan las interacciones de tipo cuadrático. Por tanto, usando la ecuación 1.69

y haciendo un desarrollo en serie de Taylor, se puede obtener una explicación

cualitativa del porqué aparecen armónicos superiores (2ω, 3ω, etc.) debido a la

no linealidad que existe en el contacto entre las partículas que componen un

medio granular, cuando éste se sondea con una frecuencia monocromática de

valor ω [74, 75]. Dos estudios (experimental y teórico) sobre la propagación de

ondas acústicas en medios granulares no cohesivos demuestran que un medio

granular se puede comportar como una antena paramétrica si solo se tiene en

cuenta la interacción cuadrática clásica [76, 77]. En el estudio experimental se

aplicó una deformación dinámica máxima del orden ε̃ ' 10−5, mientras que las

deformaciones estáticas eran del orden ε0 = δ0
R
' 10−4, lo que da lugar a un

parámetro cuadrático no lineal de valor Γ2 ' 2500. La relación 1.73 es el punto

de partida del modelo teórico que se usa para explicar el fenómeno de la ante-

na paramétrica. Esto corresponde a una no linealidad cuadrática que se puede
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Figura 1.11: Representación esquemática de las no linealidades que se pue-
den detectar en los medios granulares.

explicar clásicamente y que se ha observada en diferentes medios homogéneos

[73]. Sin embargo, hay que destacar que el parámetro no lineal cuadrático aso-

ciado a un medio granular (Γ2 ∼ 103 − 104) es muy superior a los encontrados

en la teoría clásica de medios continuos (Γ2 ∼ 100) [73].

Para terminar la figura 1.11 muestra el tipo de interacciones que podemos

encontrar en un medio granular cuando suponemos un contacto de tipo Hertz

entre esferas y se hace un desarrollo de la perturbación acústica frente a la de-

formación estática (ecuación 1.72). Además, se añade el comportamiento de

histéresis que predice la ecuación 1.7 para el movimiento transversal.
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Figura 1.12: Modelo unidimensional para modelizar los medios con inho-
mogeneidades.

1.4.3.2. No linealidad debido a las micro-inhomogeneidades

Los medios granulares tridimensionales también presentan una linealidad

debido a la no homogeneidad o desorden. Haciendo uso de un simple modelo

teórico realizado por V. Zaitsev [78] y I.Belyaeva [79] se puede explicar el por-

qué existe una alta no linealidad elástica anómala en los sólidos que contie-

nen micro-inhomogeneidades (sólidos policristalinos, medios granulares, sóli-

dos con fracturas, etc.) dentro de su estructura. El modelo usado es un medio

unidimensional que es constituido por una cadena de masas iguales y conec-

tadas por resortes de longitud L cuando el sistema se encuentra en reposo. La

perturbación elástica posee una longitud de onda típica λ mucho mayor que la

longitud L para poder estar en el límite de onda larga (λ� L).

La idea principal del modelo es que hay un cierto número de resortes con

una rigidez más baja que otros, para así introducir algunos defectos en el medio.

La constante de rigidez de los resortes con menor rigidez es Ki, mientras que

para el resto es igual a K (ver la figura 1.12). Se debe de cumplir que Ki = µK

con µ un parámetro pequeño para asegurar que Ki tiene un valor inferior a K.

La densidad lineal de los elementos de la cadena se caracteriza por el valor N

y Ni para los elementos con una rigidez de valor Ki. En este sistema la fuerza

elástica cuasiestática F para cada elemento se puede escribir de la siguiente

forma:

F = KX = KiXi (1.74)
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donde X es la elongación del resorte de mayor rigidez y Xi es la elongación del

resorte más débil. La ecuación 1.74 implica que la elongación de los resortes K

es diferente de la de los resortes Ki y que están relacionadas por esta ecuación:

Xi =
K

Ki

X =
X

µ
(1.75)

La elongación total XT de una cadena compuesta por NT elementos es igual

a:

XT =

N=NT−Ni∑
1

X +

Ni∑
1

Xi = XN

[
1 +

Ni

N

1

µ

]
(1.76)

Si se divide la ecuación 1.76 entre la longitud NL (longitud inicial de la ca-

dena sin defectos) de la cadena cuando ésta se encuentra en reposo se obtiene

la deformación que es igual a:

ε =
X

L

[
1 +

νr
µ

]
(1.77)

donde νr = Ni/N es la densidad relativa de los tipos de resortes que tiene la

cadena. Por lo tanto, según la ecuación 1.77, la presencia de una pequeña den-

sidad relativa no provoca cambios en la deformación. Para considerar las co-

rrecciones no lineales que aparecen en la relación tensión-deformación debi-

das a los defectos que contiene el medio, es necesario especificar las propie-

dades elásticas no lineales de cada elemento. Supondremos que el material de

cada muelle se puede caracterizar mediante una pequeña desviación de la Ley

de Hooke: σ = Eε(1 + f(ε)), donde f(ε) � 1 y E el módulo de elasticidad li-

neal. De manera general, se puede usar una ley no lineal tipo potencias para

f(ε) =
∑

n=2 Γnε
n−1, donde Γn es el coeficiente no lineal de orden −n. Por lo

tanto, la tensión en los resortes de menor rigidez se puede expresar con el si-

guiente desarrollo:

σ = Eiε

(
1 +

∑
n=2

Γnε
n−1

)
(1.78)

Los coeficientes no lineales del material para los dos tipos de resortes toman

los valores típicos de medios continuos [73]. Por sencillez en el desarrollo se van

a tomar que son igual a la unidad, es decir, Γn ∼ 100.
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Se demuestra que Γmedion , que representa el coeficiente no lineal efectivo de

orden n del material es igual a αΓn, con

α =
1 + νr/µ

n

[1 + νr/µ]n
(1.79)

y que el módulo de elasticidad medio Emedio es igual a βE con

β = [1 + νr/µ]−1 (1.80)

El coeficiente α representa la desviación entre la no linealidad del material

en función de la densidad de defectos introducidos respecto a la no linealidad

que se introduce en la teoría clásica de medios continuos. El coeficiente β re-

presenta otra desviación que es la que aparece entre el módulo de elasticidad

lineal de un medio homogéneo y la de un medio con inhomogeneidades. De las

ecuaciones 1.79 y 1.80 se observa que cuando la densidad de defectos es muy

pequeña νr � 1, la teoría clásica es aplicable, ya que los parámetros α y β tien-

den a la unidad. En la figura 1.13 representamos los valores de β y α (coeficiente

cuadrático, n = 2) en función de la densidad de defectos νr para el caso en el

que µ es igual a 10−3.

En la figura 1.13 se observa que el parámetro α para n = 2 crece de manera

considerable a partir de un valor de la densidad nr igual a 10−6, dando una no

linealidad en el medio dos o tres ordenes superiores que la que la que predice la

teoría clásica. Sin embargo, el parámetro β permanece constante hasta valores

de νr entre 10−3 − 10−4 para después empezar a decrecer, lo que daría un valor

del modulo de elasticidad lineal inferior al de la teoría clásica. Concluyendo, ve-

mos que este modelo es capaz de predecir de una manera fenomenológica una

gran variación en la no linealidad cuando existen defectos o inhomogeneidades

dentro de un material.

1.4.3.3. No linealidad debido al efecto de clapping

El fenómeno de clapping o aplauso en castellano, aparece cuando la onda

acústica produce una deformación dinámica mayor que la deformación estáti-

ca del contacto. Esto provoca que el contacto se rompa y haya un instante en
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Figura 1.13: Valores de los parámetros α (coeficiente no lineal cuadrático) y
β en función de la densidad de inhomogeneidades νr fijando µ con un valor
igual a 10−3.

que las partículas no se toquen. En la figura 1.14 podemos observar de manera

visual el fenómeno de clapping cuando la onda acústica se propaga a través de

dos esferas en contacto. A escala de contacto esto se puede modelizar de una

manera sencilla introduciendo una función de Heaviside para emular la des-

aparición del contacto e imponiendo que sea de tipo Hertz cuando las partícu-

las están en contacto. Matemáticamente esto se escribe de la siguiente manera:

σ = σ0 + σ̃ = C(ε0 + ε̃)3/2H(ε0 + ε̃) (1.81)

donde H es la función Heaviside antes citada. En este desarrollo utilizamos por

convenio que para una compresión la tensión estática y la deformación estática

serán positivas, es decir, σ0 > 0 y ε0 > 0. Si durante el transcurso en el que la

onda se propaga se cumple que |ε̃| � |ε0|, entonces,

σ ' C(ε̃)3/2H(ε)3/2 (1.82)



Capítulo 1 43

Tiempo

ε a
s
i
n
(
ω
t
)

Figura 1.14: Dibujo del fenómeno de clapping en un periodo de la onda
acústica.

De la expresión 1.82 vamos a obtener la no linealidad cuadrática debido al

clapping calculando los coeficientes asociados al segundo armónico de la serie

de Fourier. Para ello consideraremos que la excitación acústica ε̃ tiene una for-

ma senosoidal ε̃ = εa sin(θ) con θ = ωt. Los dos términos de la serie de Fourier

que contienen el segundo armónico (2ω) son los siguientes:

σpar(2ω) '
[

1

π

∫ 2π

0

C(εa sin θ)3/2H(ε̃a sin θ) cos(2θ)dθ

]
cos(2ωt), (1.83)

σimpar(2ω) '
[

1

π

∫ 2π

0

C(εa sin θ)3/2H(εa sin θ) sin(2θ)dθ

]
sin(2ωt), (1.84)

Las integrales de las ecuaciones 1.82 y 1.83 solo serán evaluadas entre 0 y π

ya que la función de Heaviside da un valor nulo entre π y 2π. Teniendo en cuenta

esta consideración llegamos a:



44 Capítulo 1

σpar(2ω) '

[
Cε

3/2
a

π

∫ π

0

(sin θ)3/2 cos(2θ)dθ

]
cos(2ωt) (1.85)

σimpar(2ω) '

[
Cε

3/2
a

π

∫ π

0

(sin θ)3/2 sin(2θ)dθ

]
sin(2ωt) = 0 (1.86)

De la ecuación 1.85 se observa que la amplitud del segundo armónico de-

pende la amplitud fundamental de la onda acústica elevada a 3/2. Esto ocurre

porque el resultado de la integral (integral elíptica) es una constante y por tan-

to σpar(2ω) ∝ ε
3/2
a . Sin embargo, el valor de σimpar(2ω) de la expresión 1.86 es 0,

ya que las funciones sin(θ) y sin(2θ) son ortogonales en el dominio de integra-

ción. Del mismo modo se puede aplicar este método para la generación de la

frecuencia diferencia (ω − ω = 0) y por tanto obtener una señal de salida no

variable en el tiempo (constante) a partir de una señal de entrada periódica, lo

que se conoce como fenómeno de rectificación. Si escribimos la ecuación 1.82

como una serie de Fourier y seleccionamos la componente estática se obtiene

que:

σ(0) '
[

1

2π

∫ 2π

0

C(εa sin θ)3/2H(εa sin θ)dθ

]
sin(2ωt), (1.87)

Realizando las mismas consideraciones en la ecuación 1.87 para la función

de Heaviside que en las ecuaciones anteriores 1.83 y 1.84, se obtiene que el

comportamiento del fenómeno de rectificación es proporcional a la amplitud

de excitación elevada a 3/2 (σ(0) ∝ ε2
a) al igual que en el caso de generación de

segundos armónicos. El hecho de que exista clapping en los contactos implica

que la amplitud del segundo armónico generado a partir de una señal de ex-

citación con frecuencia monocromática ω sea proporcional a la amplitud de la

onda de excitación con un exponente de valor 3/2, mientras que si el contacto

no se rompe el exponente es 2 (ver 1.4.3.1). Diferentes estudios experimenta-

les han puesto de manifiesto estos comportamientos (transición del exponente

2 hasta uno de valor 3/2) en la generación del segundo armónico y de la señal

demodulada (ω ' 0) cuando se aumenta de manera progresiva la amplitud de

excitación [80, 81].
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1.5. Conclusiones

En este capítulo se han presentado los diferentes modelos de contacto con y

sin adhesión más conocidos en la literatura (Hertz, JKR y DMT). Además, se ha

estudiado la propagación del sonido en cadenas unidimensionales formadas

por partículas con un contacto tipo Hertz obteniéndose resultados relevantes

(dispersión en la velocidad y bandas prohibidas) por el mero hecho de introdu-

cir una periodicidad en la estructura. Después se han expuesto algunos com-

portamientos inusuales que surgen en los medios granulares que se preparan

de una forma aleatoria como son el desorden y las cadenas de fuerzas. Por úl-

timo, se ha estudiado mediante modelos simples la no linealidad acústica que

aparece en estos medios llegando a la conclusión de que la transmisión del so-

nido depende principalmente de tres características que son: el desorden, la no

linealidad y la dispersión debida a la periodicidad de la geometría.





Capítulo 2

Propagación del sonido en medios

granulares cohesivos a baja

consolidación

2.1. Introducción

Durante este segundo capítulo se estudia la propagación del sonido en dife-

rentes medios granulares compuestos por partículas de acero, magnetita y vi-

drio que son consolidados bajo su propio peso. Esto se lleva a cabo mediante

dos métodos acústicos no invasivos que dan un buen acuerdo en la estimación

de la velocidad de la onda longitudinal Vp. En el primer método, la velocidad se

determina a través de los picos de resonancia que se detectan en nuestra capa

de polvo, mientras que en el segundo la velocidad se obtiene con el tiempo de

vuelo de un pulso corto que viaja por la muestra. Ambos métodos se exponen

con todo detalle durante el capítulo, además de describir los dos montajes expe-

rimentales donde se implementan. Las muestras de un mismo material (mag-

netita o acero) que se sondean acústicamente tienen diferentes tamaños de par-

tícula, lo que permite observar como varía la velocidad en función de éste. A su

vez el tamaño de partícula está ligado con las fuerzas atractivas que aparecen

entre partículas, por lo que va a determinar el comportamiento macroscópico
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del medio granular. Por ejemplo, cuando aumentan las fuerzas atractivas entre

partículas se producen dos efectos que compiten en la evolución de la veloci-

dad en el medio granular; por una parte la fracción sólida disminuye y por otra

los contactos se hacen más rígidos. Para interpretar los resultados experimenta-

les usamos la Teoría del Medio Efectivo desarrollada por Makse et al [19], con la

que se llega a la conclusión de que las fuerzas cohesivas que aparecen en polvo

fino empaquetado de manera aleatoria juegan un papel importante en la pro-

pagación del sonido. Por último, destacar la gran precisión que presentan los

métodos ultrasónicos en la caracterización de medios granulares cohesivos.

2.2. Materiales

Los resultados experimentales que se exponen en este capítulo 2 se han ob-

tenido con diferentes medios granulares que están compuestos por una agrega-

ción permanente de partículas microméticas fabricadas con dos tipos de mate-

riales. Los materiales con los que se hicieron las esferas son acero (densidad de

las partículas ρp = 7,92 g/cm3, tamaños dp = 110, 50, 35 µm) y magnetita (densi-

dad de las partículas ρp = 5,06 g/cm3, tamaños dp = 60, 50, 35 µm). En la figura

2.1 se puede ver una partícula de cada material de tamaño nominal 35 µm. La

forma de las partículas de estos materiales es similar a la de las partículas repre-

sentadas.

Como se observa en la figura 2.1, el polvo de magnetita de tamaño nominal

35 µm tiene una forma casi esférica, mientras que el polvo de acero de tamaño

nominal 35 µm es muy irregular. En la figura 2.2 presentamos la distribución de

tamaño para las muestras de acero y magnetita con un tamaño de 35 µm. Lo

que ocurre con las muestras más pequeñas de magnetita y acero en la distribu-

ción de tamaño se puede trasladar al resto de muestras, es decir, el ancho de la

distribución de tamaño de las muestras de acero es mayor que el de las mues-

tras de magnetita. En los siguientes sub-apartados se exponen las fuerzas que

existen entre este tipo de partículas, así como los parámetros característicos de

un medio granular cohesivo. Para más información sobre las muestras usadas,
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a) b)

Figura 2.1: Imágenes obtenidas con un microscopio electrónico de barrido
(SEM): partículas de magnetita (a) y de acero (b) de una muesta de material
con tamaño nominal de 35 micrómetros.
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Figura 2.2: Distribución de tamaño para las muestras de acero y magnetita
con un tamaño nominal medio de partícula de 35 µm.

se puede recurrir a un trabajo previo a este estudio [82], donde las muestras

granulares de magnetita y acero se caracterizaron con gran profundidad.
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2.2.1. Fuerzas entre partículas

Los materiales granulares manifiestan un comportamiento muy sofisticado.

Tanto en el caso de problemas estáticos como dinámicos no existe un único mo-

delo teórico que permita calcular los campos de tensiones y deformaciones (en

problemas estáticos) o los campos de tensiones o velocidades (en problemas di-

námicos) en todas las posibles situaciones. El estudio de los medios granulares

difiere, por tanto, de la de los medios continuos, donde por ejemplo la Teoría

de la Elasticidad Lineal y la Mecánica de Fluidos son capaces de describir una

enorme variedad de fenómenos. En ambos campos una ecuación diferencial

general (la ecuación de equilibrio de tensiones y la ecuación de Navier-Stokes)

se complementa con una ecuación constitutiva que describe el comportamien-

to del medio. En el caso de los medios granulares la inexistencia de un modelo

teórico único se debe a la falta de una ecuación constitutiva general para los me-

dios granulares. En el caso de problemas estáticos, las tensiones en el interior

de un medio granular se suelen calcular cerrando la ecuación de equilibrio de

tensiones con la condición de que las tensiones en el medio cumplen una con-

dición algebraica que recibe el nombre superficie de fluencia del medio [83].

Dicho nombre proviene del hecho de que la condición algebraica describe una

superficie en el espacio de las tensiones principales. A esta hipótesis se la cono-

ce como aproximación de flujo incipiente, pues es equivalente a admitir que el

tensor de tensiones en el medio granular es tal que cualquier perturbación que

incremente ligeramente los valores de las tensiones, por pequeña que sea, cau-

sa un flujo en el medio granular. Desde el punto de vista matemático, dar por

valida la aproximación de flujo incipiente significa aceptar que el medio granu-

lar se comporta como un medio rígido plástico, en el que una tensión aplicada

no causa ninguna deformación hasta que se sobrepasa cierto valor límite que

da lugar a un flujo plástico del material. Admitir la aproximación de equilibrio

incipiente presenta un problema conceptual, pues el paso de una onda sono-

ra en un medio material causa una perturbación en el estado de tensiones del

medio sin que exista un flujo del material. Más aún, al estudiar la propagación
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de una onda sonora en un medio granular supondremos que las deformacio-

nes y las perturbaciones al estado de tensiones causadas por el paso de la onda

están relacionadas entre si por coeficientes elásticos, como si el medio granu-

lar fuera un medio continuo cuya ecuación constitutiva fuera la Ley de Hooke.

Ambos puntos de vista pueden reconciliarse si tenemos en cuenta que la apro-

ximación de flujo incipiente da lugar a soluciones de la ecuación de equilibrio

de tensiones, llamadas (no muy acertadamente por inducir a confusión) esta-

dos de Rankine, entre las que puede encontrarse el estado de tensiones real del

material. Por tanto, en lo que respecta a los trabajos presentados en esta tesis,

consideraremos como hipótesis que el estado de tensiones del medio granular

en la situación objeto de estudio está lo suficientemente cerca de la solución

proporcionada por la aproximación de flujo incipiente como para que esta úl-

tima sea una buena aproximación al estado de tensiones real del material y al

mismo tiempo, lo bastante lejos como para que la perturbación a las tensiones

causada por el paso de una onda sonora no sea capaz de llevar al estado de ten-

siones perturbado del material (es decir, el existente en ausencia de onda más

el asociado a la onda) por encima del límite de fluencia del material. Tenien-

do en cuenta lo dicho anteriormente, se va a proceder a describir las fuerzas

entre partículas que aparecen en nuestros medios granulares de una manera

rigurosa con sus correspondientes ecuaciones. Las dos fuerzas predominantes

en nuestros medios granulares son: las fuerzas de Van der Waals y las fuerzas

de compresión entre granos debidas al peso de de la muestra. Las expresiones

de las fuerzas sirven para estimar los valores de éstas y saber cuáles de las dos

fuerzas es la más importante. Otros tipos de fuerzas cohesivas que pueden apa-

recer en un medio granular son las capilares y las triboeléctricas. Sin embargo,

estos dos tipos de fuerza no están presentes en nuestros experimentos, ya que

el polvo es neutro, es decir, no tiene una carga eléctrica, por lo que no puede

haber ninguna fuerza eléctrica entre partículas, ni tampoco ninguna fuerza ca-

pilar, ya que no se añade ningún tipo de líquido en el proceso de preparación

de la muestra.



52 Capítulo 2

2.2.1.1. Fuerzas de Van der Waals entre un semi-espacio rígido y una esfera

rígda de radio R

Consideramos la interacción entre un semi-espacio rígido y una esfera rígida

que distan de una distancia de separación z. La integración del potencial de

Lennard-Jones nos proporciona el potencial de interacción por unidad de área

entre las dos cuerpos [84]:

U(z) = −Aab
6

[
2R(R + z)

(2R + z)z
+ ln

z

2R + z

]
+
Bab

6

[
6R− z
z7

+
8R + z

(2R + z)7

]
(2.1)

cuya fuerza de interacción es igual a:

F (z) = −dU
dz

= − 2R3Aab
3z2(2R + z)2

+Bab

[
7R− z
z8

+
9R + z

(2R + z)8

]
(2.2)

con Aab = π2Cabρaρb la constante de Hamaker y Bab = π2Dabρaρb/1260, donde ρa
y ρb son el valor de las densidades numéricas moleculares de los cuerpos a y b,

Cab la constante de London y Dab el término repulsivo de Born. Para esferas con

un radio grande en comparación con la distancia de separación, el potencial

puede ser escrito de la siguiente forma:

U(z) = −Aab
6

R

z
+Bab

R

z7
(2.3)

Con la expresión anterior del potencial la fuerza puede ser aproximada con bas-

tante precisión por

F (z) = −AabR
6z2

+Bab
7R

z8
(2.4)

Reescribiendo la constanteBab en función de la distancia de equilibrio z0(Bab =

Aabz
6
0/42) de ambos cuerpos sometidos a esta fuerza por unidad de área se tiene:

F (z) = −AabR
6z2

0

[(z0

z

)2

−
(z0

z

)8
]

(2.5)

Esta distancia z0 tiene unos valores típicos comprendidos entre los 1 y 5 Å [84, 85,

86, 87]. La fuerza adhesiva, también llamada “pull-of force”, es la fuerza máxima
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por unidad de área necesaria para separar los cuerpos y es dada por el valor

máximo de F (z), el cual se da a una distancia de zm = 21/3z0,

Fa = − AabR

210/3z2
0

' AabR

10z2
0

(2.6)

La energía de adhesión es el trabajo realizado por unidad de área para mover

los cuerpos desde z0 hasta el infinito

wab = −
∫ ∞
z0

F (z)dz = −U(z0) =
9AabR

71010/3z0

(2.7)

Por lo tanto se tiene que la fuerza de adhesión puede ser escrita en función de

la energía de adhesión de la siguiente forma:

Fa =
7

9

wab
z0

' wab
z0

(2.8)

Se puede comprobar que la fuerza dada por la ecuación 2.2 decrece más rá-

pidamente que la expresión dada por la ecuación 2.5 por lo que el valor deU(z0)

está sobrestimado y que el cociente entre Fa y el trabajo de adhesión wab es más

pequeño.

2.2.1.2. Fuerzas de Van der Waals entre dos esferas rígidas

De una manera ideal, se puede considerar que nuestros medios granulares

están compuestos por esferas que son prácticamente rígidas cuando ya han si-

do consolidados o cuando una onda acústica viaja a través de éstos. El potencial

de interacción para calcular la fuerza de Van der Waals entre dos esferas rígidas

viene dado por [1]:
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U(z) = −Aab
6

[ 2R1R2

z2 + 2(R1 +R2)z
+

2R1R2

z2 + 2(R1 +R2)z + 4R1R2

+ ln
z2 + 2(R1 +R2)z

z2 + 2(R1 +R2)z + 4R1R2

]
+

Bab

30(R1 +R2 + z)

[30R1R2 − 5(R1 +R2) + z2

z7

+
R1(40R1 − 14R2) + (5R1 − 9R2)− z2

(2R1 + z)7

+
R2(40R2 − 14R1) + (5R2 − 9R1)− z2

(2R2 + z)7

+
14(R2

1 +R2
2) + 58R1R2 + 9(R1 +R2)z + z2

(2R1 + 2R2 + z)7

]

(2.9)

dondeR1,R2 son los radios de cada esfera y z su separación. La solución para la

parte atractiva se puede encontrar en [88]. Se puede verificar que esta expresión

se reduce a la expresión 2.1 si hacemos tender a infinito uno de los dos radios

(R1 oR2). Para radios mucho mayores que la separación z, la expresión se redu-

ce a 2.3 con 1/R = 1/R1 + 1/R2 y la fuerza adhesiva es la mitad de la encontrada

entre una esfera y un plano. Sin embargo, en todos nuestros experimentos se

cumple que 1/R = 1/R1 + 1/R2 � z, por lo que es válido aproximar la ecuación

2.9 por la expresión U(z) = −AabR
6z

en la que se desprecia la parte repulsiva del

potencial de interacción por ser de muy corto alcance. Por tanto, la expresión

F (z) = −AabR
6z2

que se obtiene partir del nuevo potencial de interacción apro-

ximado, es la que se usará en los próximos capítulos para estimar la fuerza de

atracción entre dos partículas.

2.2.1.3. Fuerzas de compresión entre granos sometidos a la tensión provo-

cada por el peso del medio granular

Para estimar las fuerzas de comprensión recurriremos a un experimento clá-

sico que sirve para caracterizar el efecto de los arcos que aparecen en el interior

de un medio granular [89]. Las cadenas de fuerza que se explicaron en el capí-

tulo anterior tienden a formar una estructura con arcos, cuando se ejerce una
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Figura 2.3: Definición de símbolos.

cierta tensión de consolidación sobre el medio granular. Esta experimento con-

siste en verter una masa Mv de granos en un recipiente, en el cual, el fondo es

independiente de las paredes. De esta manera, el peso medido en el fondo del

recipiente tiene que ser igual al valor del peso aparente de la muestra que he-

mos vertido. Realizando esto mismo en un fluido se demuestra que estos dos

valores son idénticos (peso aparente y peso medido), es decir, la tensión provo-

cada por la tensión hidrostática es linealmente dependiente de la profundidad

h. Sin embargo, si vertimos granos en el recipiente se observa que el peso medi-

do es solamente una parte del peso aparente. Para explicar este fenómeno co-

nocido como el efecto “Jansen”usaremos el método de capas delgadas diferen-

ciales “Method of Differential Slices”[83]. El efecto de Jansen se puede obtener

de manera analítica cuando se calcula la distribución de tensiones que existen

un recipiente cilíndrico de diámetroD cuando éste contiene un medio granular

sin cohesión (véase figura 2.3).

Se han tomado los ejes asociados a las coordenadas cilíndricas (r, z) con un

origen situado en el centro de la superficie superior del medio granular, es de-

cir, la altura máxima del medio granular en el recipiente cilíndrico. Para llevar a

cabo este cálculo supondremos que estas dos suposiciones son ciertas:

i) Todas las tensiones que existen en el medio granular σzz, σrr, τw (tensión debi-

da a la fricción entre la pared del recipiente y el medio granular) son uniformes
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τw τw

σzz

σzz+δσzz

h

δh

Figura 2.4: Tensiones en un elemento cilíndrico.

a través de cualquier sección horizontal del material

ii) σzz y σrr, las tensiones verticales y horizontales son tensiones principales.

Estas dos suposiciones no son ciertas, pero se tomarán como correctas pa-

ra calcular las expresiones de las tensiones, ya que permiten obtener el efecto

Jansen de una manera relativamente sencilla. Existen mejores análisis (como el

de Walker), en los cuales se obtienen el efecto Jansen y donde las suposiciones

que se toman son menos restrictivas, pero por contra tienen un desarrollo más

complejo [83]. De la figura 2.4 se hace un balance de fuerza en la capa diferen-

cial que está ubicada a una profundidad h respecto la superficie superior del

recipiente que contiene al medio granular.

Si la suposición i) se cumple, no es necesario realizar la integrales de super-

ficie para calcular las fuerzas que actúan en el elemento diferencial de material.

Resolviendo verticalmente se llega a:

πD2

4
σzz +

πD2

4
γδh =

πD2

4
(σzz + δσzz) + πDδhτw (2.10)

o de manera diferencial:

dσzz
dh

+
4τw
D

= γ (2.11)

con γ = ρpφg. Dado que el medio granular ha sido supuesto sin cohesión, se
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cumple que [83]:

τw = µwσrr (2.12)

con µw el coeficiente de fricción entre la pared del recipiente y el medio granu-

lar. Este coeficiente de fricción µw se puede medir y depende del material y de

la forma que tienen los materiales que componen el recipiente y el medio gra-

nular. Además, se sabe que para materiales sin cohesión, el cociente entre las

tensiones principales es una constante. Por tanto se puede escribir que:

σrr = Kσzz (2.13)

donde K es conocida como la constante de Jansen.

Sustituyendo las ecuaciones 2.12 y 2.13 en 2.11 da la siguiente expresión:

dσzz
dh

+
4µwK

D
= γ (2.14)

que es una ecuación diferencial de primer orden con la siguiente solución:

σzz =
γD

4µwK
+ Ce−

4µwKh
D (2.15)

dondeC es una constante arbitraria determinada por las condiciones de fronte-

ra. Imponiendo un valor de carga σzz = 0 para h = 0, se obtienen las siguientes

relaciones para todas las tensiones que aparecen en nuestro problema.

σzz =
γD

4µwK

[
1− e−

4µwKh
D

]
(2.16)

σrr =
γD

4µw

[
1− e−

4µwKh
D

]
(2.17)

τw =
γD

4

[
1− e−

4µwKh
D

]
(2.18)

El peso medido por una balanza colocada en la base del recipiente cilíndrico

es igual a la tensión σzz multiplicada por el área del recipiente (A = πD2/4).

Haciendo la operación descrita anteriormente llegamos a:
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pmedido = σzzπD
2/4 =

γπD3

16Kµw

[
1− e−

4µwKh
D

]
(2.19)

La expresión 2.19 no coincide con el peso aparente que puede ser calculado

con la siguiente expresión:

paparente = ρpφg
πD2

4
h = γ

πD2

4
h (2.20)

La no coincidencia del peso vertido con el peso medido es lo que llamamos

efecto Jansen. Sin embargo, cuando el exponente de la exponencial negativa en

la ecuación 2.19 es pequeño (4µwKh
D
� 1), el peso medido y el peso aparente si

que es idéntico tal y como ocurre en los fluidos.

Todas las expresiones obtenidas son una aproximación de las tensiones reales

σzz, σrr y τw que existen en un recipiente con una base circular de diámetro D.

Sin embargo, los valores de las tensiones calculados pueden ser extendidos a

cualquier recipiente que tenga una base diferente de la circular. Para ello, solo

hay que intercambiar D por el parámetro DH . Este nuevo parámetro DH es co-

nocido en mecánica de fluidos como el diámetro hidráulico medio y se define

con la siguiente fórmula:

DH =
4A

P
(2.21)

donde A es el área de la base del recipiente y P su perímetro. En el caso de que

el recipiente tenga una base rectangular, el diámetro medio hidráulico toma la

siguiente forma:

DH =
4l1l2

2(l1 + l2)
(2.22)

y si uno de los lados es mucho mayor que el otro (l1 � l2) se llega a que DH es

aproximadamente el valor 2l2.

Una vez conocidas las tensiones debidas al peso de la muestra, es posible esti-

mar el valor de la fuerza de compresión fc entre granos gracias a la fórmula de

Rumpf [90, 91]:
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fc ' σ
πd2

p

zφ
(2.23)

donde z es el número de coordinación y σ = σzz+σrr
2

el valor de la tensión media.

El error en la estimación de la fuerza de compresión fc será menor en el caso

en el que nuestro medio granular tenga una distribución angular de contactos

isótropa y una tensión hidrostática (σ = σzz = σrr), ya que la fórmula Rumpf

es válida para la situación en la que el medio granular se encuentra sometido a

una tensión hidrostática y su distribución angular de contactos es isótropa. La

expresión 2.23 se va a usar en la tesis, siempre y cuando se necesite estimar el

valor de la fuerza de compresión entre granos.

2.2.2. Parámetros característicos de los medios granulares

Antes de pasar a explicar los métodos acústicos de caracterización y expo-

ner los resultados experimentales, es conveniente presentar los parámetro más

relevantes en la caracterización de un medio granular cohesivo.

1) parámetros de partícula:

-Tamaño de partícula: El tamaño de los granos que constituyen un medio

granular abarca desde algunas micras hasta el orden de metros o mayores. Así

algunos ejemplos son los granos de arroz, arena, rocas e incluso el material que

forma los anillos de Saturno. Para partículas esféricas el tamaño de la partícu-

la queda determinado por el valor de su diámetro dp. Sin embargo, cuando las

partículas no son esféricas se definen varios conceptos que dan información

sobre el tamaño de éstas. El diámetro esférico equivalente desf es el diámetro

de la esfera que tiene el mismo volumen que la partícula. Otra medida de ta-

maño de partícula que se suele usar es el diámetro efectivo def que es definido

como el valor del diámetro de aquella esfera que tiene la misma relación su-

perficie/volumen que la partícula considerada. Los medios con partículas de
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un tamaño menor a 0,3 mm se les llama polvos y tienen unas propiedades di-

ferentes que los sistemas de partículas con un tamaño mayor. Las propiedades

más relevantes provienen del hecho de que las fuerzas de contacto debidas a

la atracción (tipo de Van der Waals, capilar, eléctrica o magnética, etc.) entre

partículas empiezan a ser de magnitud comparable al peso de los granos.

-Forma de las partículas: Siempre se supone que las partículas son esféricas,

ya que ésta es la forma más sencilla de estudiar un medio granular en su con-

junto. Sin embargo, esto no ocurre así siempre, debido a que existen muchas

situaciones en las que las partículas pueden tener una forma diferente de la de

una esfera. En la naturaleza nos encontramos por ejemplo, que los granos de

lenteja tienen forma de esferoide oblatos (esfera aplastada) o que los granos de

arroz tienen una forma de esferoides prolatos (esfera alargada). Cuando se ana-

liza el comportamiento de un medio granular hay que tener en cuenta la forma

de las partículas. Existen diversos experimentos en los que se demuestra que la

fracción sólida de un medio granular o las distribuciones de las redes de fuerza

se pueden modificar al variar la forma de las partículas [92, 93].

2) parámetros de microestructura del medio granular:

-Número de coordinación: Este parámetro ya ha sido definido en el capítulo

anterior, aunque aquí se explica de forma más detallada y se va a dar una expre-

sión analítica que sirve para estimarlo en partículas finas. El número de coordi-

nación z de una partícula es definido como el número de partículas vecinas con

las que está en contacto. Dada una configuración, el número de coordinación

tiene una distribución estadística y su valor medio está relacionado con el valor

medio de contactos que tiene una partícula. Hay que aclarar que en un medio

granular no todos los contactos son iguales. De manera que pueden distinguir-

se tres tipos de contactos entre los granos:

· “contactos activos”: Son los contactos que soportan y transmiten la tensión
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en un medio granular.

· “contactos geométricos”: Son los contactos en los cuales las partículas es-

tán en contacto pero no soportan ni transmiten tensiones.

· “contactos a presión”: No son contactos a una determinada tensión pero si

se aumenta pueden llegar a serlo.

Para estimar el número de coordinación z en función de la fracción sólida en

nuestras de polvo fino usaremos la expresión mencionada por Suzuki [94]:

z = 1,61(1− φ)−1,48 (2.24)

y discutida en detalle por Jaraiz [95]. La expresión de Suzuki 2.24 se obtiene

mediante simulaciones numéricas. Estas simulaciones se realizan en un me-

dio granular compuesto por partículas del mismo tamaño con una distribución

aleatoria de contactos. Por último, hay que añadir que existen muchas más fun-

ciones que son capaces de estimar número de coordinación medio z de un me-

dio granular en función de la fracción sólida φ. Sin embargo, resulta que apenas

hay diferencias entre los valores del número de coordinación que predicen.

Polidispersidad: Un medio granular es polidisperso cuando el tamaño de las

partículas que lo componen no son iguales. Para poder calcular la polidispersi-

dad es necesario contar previamente todas las partículas que tienen un diáme-

tro determinado, lo que dará lugar a una distribución de diámetros. La polidis-

persión se define entonces como la varianza de la distribución de diámetros:

PDI = σ2
d =

∑
i=1

(
di − d̄p

)2

N
(2.25)

con di el diámetro de la partícula −i, d̄p el diámetro medio de las partículas, N

el número total de partículas y σ2
d la varianza de la distribución. La polidisper-

sión juega un papel importante en un medio granular compuesto por diferentes
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mezclas granulares granulares debido a que si éste es sometido a un movimien-

to vertical oscilante, aparecen fenómenos de segregación de partículas según el

tamaño de los granos [96, 97].

3) parámetros de macroscópicos del medio granular:

-Fracción sólida: Cuando se considera un medio granular, es necesario tener

en cuenta las partículas que lo componen, así como los huecos que existen en-

tre ellas. Las partículas siempre se agrupan dejando huecos entre sí, aunque el

medio granular esté muy consolidado. La fracción sólida φ se define con la rela-

ción:

φ =
Vr
Vt

=
N 4

2
πR3

Vt
(2.26)

con Vr el volumen correspondiente a la masa de las de partículas (volumen real

de los granos), Vt el volumen total (huecos más partículas),N el número total de

partículas y R el radio de éstas. En el capítulo anterior se mostró una tabla con

los valores de la fracción sólida para diferentes medios granulares no cohesivos

ordenados y sin ordenar. Una formulación alternativa a la fracción sólida es la

densidad efectiva ρef , que se obtiene al dividir la masa total del medio granular

Mt por el volumen total que ocupa.

ρef =
Mt

Vt
(2.27)

Esta densidad efectiva puede ser escrita en función de la densidad ρp del

material del que están hechas las partículas y de la fracción sólida φ:

ρef = ρpφ (2.28)

Si lo que se quiere conocer es la porosidad, es decir, la cantidad de huecos

en tanto por uno basta con aplicar la siguiente fórmula:

e =
Mh

Vt
= 1− φ (2.29)
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-Cohesión y resistencia a la tracción: Para explicar estos dos parámetros usa-

remos un modelo sencillo que fue introducido por Coulomb [98]. En él se asu-

me que el medio granular es un medio continuo con densidad uniforme ρ. En

el equilibrio el tensor de tensiones σ cuyas componentes son σij satisface la si-

guiente ecuación:

∇ · σ + f = 0 (2.30)

con sus correspondientes condiciones de frontera. Aquí f es la fuerza por unidad

de volumen que en la mayoría de los casos es ρg con g la aceleración provocada

por la gravedad. El medio granular siempre permanece en equilibrio, a menos

que exista un punto en el que haya un plano en el que se cumpla |τ | = µncσ con

|τ | el valor absoluto de la tensión tangencial y σ la tensión normal que actúa so-

bre ese plano. El parámetro µnc es el coeficiente de fricción interna de un medio

granular no cohesivo. Del coeficiente de fricción, es posible definir el angulo

de fricción interna como αnc = arctanµnc. Para materiales cohesivos la relación

entre τ y σ es generalizada a |τ | = µc(σ + σt) con µc = tanαc y σt la resistencia

a la tracción. Si un mismo material es comprimido hasta llegar a una densidad

uniforme más elevada, el ángulo de fricción interna y la resistencia a la trac-

ción también aumentan. En el modelo de Coulomb la relación entre τ y σ es

una línea recta para cualquier material granular, ya sea cohesivo o no cohesivo

y es llamado en inglés “Coulomb yield locus of the material”(ver figura 2.5). El

valor de la tensión tangencial τ necesaria para romper el material cuando és-

te no está sometido a un esfuerzo normal C = τσ=0 = µcσt es por definición

la cohesión. De manera que se puede decir que la resistencia a la tracción σt

de un medio granular cohesivo es una forma de cuantificar la capacidad de so-

portar una tensión normal cuando no existe una tensión tangencial τ aplicada,

mientras que con la cohesión C se consigue medir la capacidad del medio para

soportar una tensión tangencial cuando no hay una tensión normal σ actuando

sobre éste.
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Figura 2.5: Coulomb yield locus en medios granulares cohesivos y no cohe-
sivos.

-Número de Bond: Este número es definido como la relación entre la fuerza

de atracción entre partículas, Fa, y el peso de la partícula, mg. Por tanto su ex-

presión se puede escribir de la siguiente forma:

Bog =
Fa
mg

(2.31)

Las fuerzas atractivas entre partículas pueden ser fuerzas de tipo Van Waals para

polvos secos y neutros, fuerzas electrostáticas, fuerzas capilares [7, 8, 9, 10, 11].

Los medios granulares se pueden caracterizar según el valor del número de

Bond. Por ejemplo un medio granular cohesivo tiene un número de Bond mu-

cho mayor que la unidad (Bog � 1), mientras que en uno no cohesivo es menor

o igual que la unidad (Bog ≤ 1). Además, algunos trabajos han demostrado que

el número de Bond Bog es capaz de predecir si el medio granular fluye bien o

mal y pronosticar cómo será su estado de fluidización, es decir, el estado en

el que peso de la muestra es soportado por la caída de presión de un gas que

atraviesa la muestra granular y en el que la interacción entre las partículas es

prácticamente nula [99, 100, 101, 102, 103, 104].
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2.3. Métodos acústicos de caracterización

Los dos métodos empleados en este capítulo sirven para medir la velocidad

longitudinal de una acústica Vp en cualquier muestra, que en nuestro caso es

un medio granular. El primer método implementado es conocido como tiem-

po de vuelo y lo denotaremos con el acrónimo TOF (time of flight) cuando nos

refiramos a éste. El método consiste en generar un pulso-seno de tipo eléctri-

co que se inyecta a un transductor emisor. Este pulso-seno tiene un valor de

la frecuencia central que va desde los 2 kHz hasta los 20 kHz y se repite cada

5 ms para realizar medias temporales con el fin de reducir el ruido de la medida.

Después de enviar la señal acústica por el transductor emisor, ésta es recibida

en forma eléctrica por un micrófono de presión, una vez que se ha propagado a

través la capa de polvo. Nosotros definimos el tiempo de vuelo como la diferen-

cia de tiempo entre el primer valor máximo de la señal eléctrica con la que se

excita el transductor emisor y el primer valor máximo de la señal eléctrica que

se recibe por el micrófono receptor. Finalmente, se puede obtener la velocidad

longitudinal si la distancia entre el transductor y el micrófono es conocida.

El segundo método para medir Vp se basa en la detección de las múltiples

frecuencias de resonancia cuando se forma una onda estacionaria en la capa de

polvo. Este método es muy común en la literatura y se basa en obtener la res-

puesta en frecuencia de la capa de polvo, A partir de ahora, se nombrará en el

texto como método FRF (frequency transfer function). El medio se excita con un

barrido senosoidal s(t) cuya frecuencia cambia muy lentamente de una manera

lineal con respecto al tiempo. El proceso en el que la frecuencia va cambian-

do tiene un duración de unas pocas docenas de segundos (∼ 100 s). Como las

impedancias mecánicas del emisor, receptor y paredes de la celda son mucho

mayores que la impedancia del medio granular, se puede considerar como bue-

na aproximación que la capa de polvo tiene fronteras rígidas [105]. El emisor se

caracterizó con un vibrómetro láser que es capaz de medir el desplazamiento

del centro de la superficie emisora (transductor emisor). Éste se representa en
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Figura 2.6: Amplitud del desplazamiento del punto central del transductor
emisor en función de la frecuencia.

función de la frecuencia en la figura 2.6 y es prácticamente constante en el ran-

go de frecuencia (0 − 60) kHz. Notamos que para este rango de frecuencias, el

desplazamiento de la superficie del emisor es independiente de la frecuencia y

muy cercano al de un pistón circular.

Para las frecuencias superiores a 60 kHz nos acercamos al primer anti-nodo

(anti-resonancia ∼ 80 kHz) de vibración del punto central de la superficie, ya

que se observa una disminución considerable en la amplitud del desplazamien-

to. La amplitud de los desplazamientos del punto central del transductor tiene

un valor de unos ∼ 2 nm en el método FRF. Estos desplazamientos del pun-

to central del transductor se han obtenido excitando al transductor emisor con

una amplitud eléctrica de 0,5 V. Por último, añadir que la amplitud de despla-

zamiento del transductor es varios órdenes de magnitud más pequeños que el

tamaño de las partículas de magnetita y acero. Como se ha supuesto anterior-

mente que la muestra granular esta rodeada por paredes rígidas debido a la

gran diferencia que existen entre las impedancias que componen todo el sis-

tema (celda, transductores y medio granular), la velocidad longitudinal del so-

nido Vp se puede relacionar con las frecuencias de resonancia que se obtienen
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Figura 2.7: Representación esquemática del experimento para la medida del
tiempo de vuelo (TOF). ”E” es el transductor emisor y ”R” el micrófono re-
ceptor.

en la función de transferencia en frecuencias del sistema mediante la expresión

fn = nVp/2L, donde fn es la frecuencia de resonancia de orden n en una cavidad

de espesor L.

2.4. Montajes experimentales

Los experimentos se realizaron en una celda con una base rectangular de di-

mensiones (80× 20× 156) mm3 y con una superficie superior libre por la que se

puede introducir el polvo. Las configuraciones experimentales se pueden ob-

servar en las figuras 2.7 y 2.8.

El emisor y el receptor acústico están a una altura de 6,7 cm respecto la
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base. El valor de la tensión horizontal se ha calculado con las soluciones de

Jansen [83] para polvo no cohesivo. Despreciando la cohesión, se llega a una

tensión efectiva sobre los detectores del orden de σc ' ρpgφhw ' 500 Pa, con

hw = L = 2 cm la dimensión más pequeña de la sección transversal de nues-

tra celda. Esta tensión se debe solamente a la gravedad con φhw constante en

cada muestra y para todos los experimentos dentro de nuestra precisión expe-

rimental. La altura h representada en las figuras de los montajes (ver 2.7 y 2.8)

que alcanzan todas nuestras muestras siempre estuvo comprendida entre los 2

y 7 cm.

El emisor es una transductor piezoeléctrico de banda ancha centrado a 100 kHz

y de diámetro 4 cm. La señal acústica transmitida se recibida por un micrófono
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Figura 2.9: Procedimiento a seguir para la preparación del estado inicial.

de presión de diámetro 1,57 cm con una respuesta plana en frecuencia para el

rango de frecuencias usadas en los experimentos. El estado en el que se encuen-

tra un medio granular depende de los estados anteriores en los que ha estado.

Por esta razón, se suele decir que un medio granular presenta memoria de los

estados anteriores por los que ha transcurrido [106]. Para borrar esta memoria y

conseguir un estado inicial reproducible de nuestra muestra granular, se coloca

una malla con agujeros cuadrados de tamaño (5× 5) mm2 formados por varillas

metálicas de diámetro 0,5 mm en el fondo de la celda. El empaquetado del polvo

inicial se obtiene subiendo lentamente la malla hacia arriba. Este procedimien-

to (figura 2.9) proporciona una buena reproducibilidad en nuestros resultados
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(roja) después de la propagación a través de la capa de polvo.

experimentales.

Para estudiar la propagación del sonido en un medio granular, se han usa-

do dos configuraciones diferentes que están representadas en las figuras 2.7 y

2.8. Para el método TOF (2.7), la frecuencia central del pulso-seno se varía entre

2 y 20 kHz con incrementos de 1 kHz. Estos nos permite obtener la velocidad

de la onda longitudinal en función de la frecuencia central de todas nuestras

muestras. Para conseguir una señal de salida visible en el osciloscopio, se usa

un amplificador con una ganancia en voltaje de 60 dB. La señal de entrada y

salida se visualizan en la pantalla del osciloscopio (ver figura 2.10), lo que nos

permite conseguir el tiempo de vuelo en función de la frecuencia. En la segun-

da y última configuración experimental (2.8), el medio se excita con un barrido

senosoidal de frecuencia variable en el tiempo que va desde 1 kHz hasta los

80 kHz. Las medidas experimentales se guardan en un analizador de espectros

(modelo SR785) que es capaz de obtener la función de transferencia en frecuen-

cias mediante detección síncrona.
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2.5. Relación entre el tamaño de partícula y la velo-

cidad de propagación longitudinal

En este apartado se exponen los resultados experimentales obtenidos para

nuestros diferentes medios granulares cohesivos (acero y magnetita de diferen-

tes tamaños). Los valores de la velocidad longitudinal encontrados se basan en

los dos métodos anteriormente descritos (frecuencial y temporal). Además, se

presenta un modelo teórico para explicar el origen del comportamiento de la

velocidad en nuestras muestras. Por último, estudiamos la velocidad en función

del tamaño de partículas cuando el material granular está fabricado con vidrio,

encontrando el mismo comportamiento que en las partículas de magnetita y

acero.

2.5.1. Resultados experimentales usando el método TOF

Con el método TOF (ver 2.10), la velocidad longitudinal en el medio granular

se puede obtener considerando que la distancia entre los transductores (emisor

y receptor) tiene un valor de 2 cm. Este método acústico ya se ha implementado

a escala de laboratorio, dando buenos resultados en medios granulares [107,

108]. La velocidad del sonido se representa en las figuras 2.11 y 2.12 para todos

nuestras muestras (magnetita y acero) cuando se varía la frecuencia del pulso

central emitido.

Se puede ver en las figuras 2.11 y 2.12 que la velocidad longitudinal de la on-

da acústica encontrada en nuestros resultados experimentales decrece cuando

aumenta la frecuencia. Esta tendencia es similar a la de una cadena granular

unidimensional cuando nos encontramos en la aproximación lineal [50, 109,

77], para la cual la velocidad de fase y de grupo decrecen con la frecuencia hasta

alcanzar la frecuencia de corte, como ya se expuso en el capítulo 1 (ver figura

1.5). Sin embargo, en la cadena granular unidimensional, la propagación no es

dispersiva para la parte de bajas frecuencias en la banda propagativa y llega a



72 Capítulo 2

2 4 6 8 10 12 14 16 1855

65

75

85

95

Frecuencia	(kHz)

V p
	(m

/s
)

Acero	110	

20

Acero	50	
Acero	35	

,
,
,

μm
μm
μm

φ=0.38
φ=0.39
φ=0.41

Figura 2.11: Velocidad lontigudinal de la onda acústica en los polvos de ace-
ro en función de la frecuencia central del pulso eléctrico emitido.
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Figura 2.12: Velocidad lontigudinal de la onda acústica en los polvos de mag-
netita en función de la frecuencia central del pulso eléctrico emitido.

ser dispersiva para las frecuencias medias de la banda propagativa (es decir, re-

ferido a la frecuencia de corte del sistema). Aquí la dispersión es evidente a bajas

frecuencias mientras que para frecuencias superiores a los 10 kHz la propaga-

ción es no dispersiva en un rango de frecuencias finito. La estructura de nuestra
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configuración es mucho más compleja que la de una cadena unidimensional

granular, ya que existen fuerzas de adhesión, inhomegeneidades en la distri-

bución de fuerzas tridimensional y una distribución de tamaño y forma para

nuestros medios granulares. Además, a bajas consolidaciones el tipo de contac-

to puede diferir del contacto de Hertz [1], pudiendo presentar una dependencia

con la frecuencia. Notamos que aunque la no linealidad no se puede excluir a

priori para explicar la dispersión observada, la amplitud de la onda de despla-

zamiento usada para la excitación del medio es casi constante sobre el rango de

frecuencias (1−60) kHz, lo cual excluye cualquier efecto no lineal producido por

el aumento de la amplitud del desplazamiento del transductor. En principio, un

fenómeno clásico llamado softening (disminución de la velocidad cuando se

aumenta la amplitud de excitación acústica) y observado en medios granulares,

puede ser el causante de tal observación [16], a pesar de que en nuestro caso la

amplitud de desplazamiento del transductor emisor es casi constante en el ran-

go de frecuencias usado. Sin embargo, en nuestros experimentos, la amplitud

de excitación se ha elegido suficientemente baja para evitar cualquier efecto no

lineal de softening en las medidas de TOF. Cualquier influencia de la difracción

del haz en el cambio de velocidad es mínima, ya que la longitud característica

de difracción Ld (Ld = D2
transf/4Vp con Dtrans el diámetro del transductor emi-

sor) es mayor que la distancia de propagación 2 cm. Estas observaciones en la

velocidad con el método TOF son consistentes con las medidas realizadas usan-

do el método FRF, tal y como veremos en el siguiente sub-apartado. La Teoría

Clásica de Elasticidad Lineal (isotrópica o anisótropa) no es capaz de explicar

la dispersión, por tanto una de las hipótesis que puede causar esto es la distri-

bución no uniforme de la tensiones a lo largo de la dirección de propagación

del sonido, ya que si se considera esto, se obtiene una relación de dispersión.

Otra hipótesis posible es considerar la existencia de otros grados de libertad en

los granos, como por ejemplo los rotacionales, lo que conduciría a que el medio

granular se comporta de manera a semejante a un medio de Cosserat (completo

o reducido) que presenta dispersión [110, 111]. Por último añadir, que es posi-

ble encontrar dispersión en la velocidad si se tiene en cuenta la presencia de un
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Figura 2.13: Función de la respuesta en frecuencia de las diferentes capas de
polvo de acero de 2 cm espesor. 0 dB corresponden a 0,5 V de señal eléctrica.

fluido (aire en este caso), como ocurre en las teorías basadas en el modelo de

Biot donde los parámetros efectivos para el calculo de la velocidad del medio

dependen de la frecuencia.

2.5.2. Resultados experimentales usando el método FRF

En este apartado se exponen los resultados obtenidos de la velocidad longi-

tudinal del sonido en el medio granular (acero y magnetita) mediante el método

frecuencial antes descrito. La función de transferencia proporciona la amplitud

de la señal transmitida y los factores de calidad de los picos de resonancia, ade-

más de las frecuencias de resonancia de la capa de polvo en la que se realizan las

medidas acústicas. En las figuras 2.13 y 2.14, se presentan respectivamente las

funciones de respuesta en frecuencia de nuestros polvos de acero y magnetita.

Estas muestras presentan porosidad por el simple hecho de ser un medio

granular (fracción sólida de φ ∼ 0,4− 0,5), por tanto el acople entre la deforma-

ción de la parte sólida y del aire puede ser importante para frecuencias típicas

entre los 25 y 50 kHz. El modelo de Biot y sus variantes [52, 53, 54] se han apli-

cado en acústica, teniendo en cuenta el acople de la parte sólida de un medio
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Figura 2.14: Función de la respuesta en frecuencia de las diferentes capas
de polvo de magnetita de 2 cm espesor. 0 dB corresponden a 0,5 V de señal
eléctrica.

poroso y el fluido saturante. De hecho, un trabajo teórico basado en el mode-

lo de Biot se comparó con diferentes resultados experimentales obtenidos en

medios granulares no cohesivos (esferas de vidrio de tamaño 0,7 mm) con un

gran acuerdo entre modelo teórico y resultados [105]. A pesar de que nuestras

muestras (magnetita y acero) son bastantes más pequeñas que las bolas de vi-

drio y por tanto cohesivas, también se observa la existencia de dos regiones bien

diferenciadas en las funciones de respuesta en frecuencia. La región que apare-

ce debajo de la frecuencia de corte (∼ 25 kHz para las partículas de acero con

un tamaño medio dp = 110 µm) es conocida como “sólido controlado”, ya que

la propagación acústica tiene lugar en la parte sólida del medio granular y es

independiente del fluido saturante (aire en nuestro experimento) [54, 105]. Se

pueden observar claramente las resonancias de la capa de polvo entre los 10

y 20 kHz, ya que el medio granular se comporta como un resonador con disi-

pación. Los picos de resonancia están relacionados con la velocidad del sonido,

aunque existen algunas limitaciones experimentales a la hora de extraer la velo-

cidad. La primera es que el medio presenta un comportamiento dispersivo por

debajo de los 10 kHz, como se observó en los resultados obtenidos mediante
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el método TOF en el sub-apartado anterior. Como consecuencia de esto, el es-

paciado en frecuencias de los picos de resonancia no es constante a frecuencias

inferiores de los 10 kHz. La segunda limitación es que el transductor emisor pre-

senta una baja eficiencia entre 1 y 10 kHz. Para evitar estos dos problemas, solo

se seleccionan los picos de resonancia que aparecen por encima de los 10 kHz,

ya que se observan de manera más clara y se encuentran fuera de la región de

dispersión. Teniendo en cuenta estas dos consideraciones, se procede a reali-

zar el mejor ajuste lineal de los picos de resonancia con valores superiores a

los 10 kHz (ver figura 2.15). La pendiente de esta recta (Vp/2L) es el valor de la

velocidad longitudinal de la onda acústica en el medio granular.

Las velocidades de la onda acústica longitudinal de nuestras seis muestras

granulares se presentan en las figuras 2.16 y 2.17 para las partículas de magne-

tita y acero.

Los dos muestra de tamaños más pequeños compuestas por partículas de

acero presentan una velocidad inferior a la encontrada en las muestras de acero

de mayor tamaño (dp = 110 µm). Además, la frecuencia de corte, la cual puede
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Figura 2.17: Velocidad longitudinal de la onda acústica en función del tama-
ño medio dp en las partículas de acero.

ser definida como el mínimo de la función de transferencia en la región de re-

sonancias, aumenta cuando el tamaño de la partícula disminuye. Partículas de



78 Capítulo 2

vidrio no cohesivas con diámetros comprendidos entre 0,7 y 1,2 mm se compor-

tan de manera semejante, aunque ellas presentan una frecuencia de corte me-

nor (fc ≤ 15 kHz) [105]. La región de sólido controlado se extiende en nuestras

polvos cohesivos hasta altas frecuencias (fc ∼ 30 − 50 kHz). Se da como hipó-

tesis que esta frecuencia de corte es altamente influenciada por la atenuación

que se origina del scattering de las ondas elásticas debido al gran desorden que

presenta un medio granular tridimensional [105]. Por tanto, esta razonamien-

to para la frecuencia de corte difiere de la dada en una cadena unidimensional

granular de partículas idénticas [42, 43, 77]. En la literatura estudiada, no he-

mos encontrado un modelo que sea capaz de predecir el decrecimiento de la

amplitud acústica recibida en función de la frecuencia al que se le puedan in-

troducir los parámetros físicos del medios granular. Además del scattering de-

bido al desorden que presenta un medio granular como se ha indicado antes,

puede ser necesario considerar los grados de libertad rotacionales [110, 111] y

una disipación que dependa de la frecuencia como en las teorías derivadas del

modelo de Biot. Por encima de los 50 kHz, las respuestas de las funciones en

frecuencia exhiben características similares, lo cual podría estar asociado a la

propagación de la onda acústica a través de las paredes de la celda, ya que si

la onda acústica pasará por el medio granular, se debería de ver alguna dife-

rencia cuando se comparan las funciones de transferencia obtenidas para cada

muestra. Esta región donde la onda acústica es muy atenuada, como se puede

observar en todas nuestras muestras granulares (ver figuras 2.13 y 2.14). Sin em-

bargo, se ha demostrado en medios granulares no cohesivos (esferas de vidrio)

que la región de alta frecuencia encontrada en las funciones de transferencia es-

tá asociada a la propagación de las ondas acústicas en el fluido saturante (aire)

[16, 54, 112, 113]. En la siguiente sección, nosotros consideraremos una Teoría

Media Efectiva (EMT) basada en el contacto de Hertz entre partículas [22]. Se

analizará la dependencia de la velocidad para entender la razón que hay detrás

de la variación de la velocidad en nuestras muestras de polvo de magnetita y

acero en función del tamaño medio de partícula.
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2.5.3. Comparación de los resultados con una Teoría del Medio

Efectivo

La Teoría del Medio Efectivo (EMT) que se presentará más abajo se ha usado

en muchos estudios de investigación para relacionar los resultados experimen-

tales con los parámetros del medio [108, 114, 115] y como ayuda a la interpre-

tación física de estos. Esta teoría asume un contacto de Hertz entre partículas

esféricas del mismo tamaño y una distribución angular de contactos isótropa

[19]. Además, se usa una aproximación afín para describir el movimiento de

las partículas [19]. Se ha comprobado que el EMT da buenas predicciones para

polvo fino cohesivo (toners) a alta consolidación (tensión de consolidación en

el rango de 30 − 200 kPa), como veremos en el capítulo 4, donde la velocidad

ultrasónica de propagación escala con la tensión de consolidación σc con una

ley de potencias Vp ∝ σ0,1786
c [116]. Esto indica que el comportamiento del con-

tacto entre partículas puede estar cercano al de Hertz. En el presente caso, de

baja consolidación (tensión de consolidación alrededor de 500 Pa), las fuerzas

atractivas entre partículas (cohesión) pueden influir en el tipo de contacto y en

el proceso de packing o empaquetado cuando la muestra de polvo se prepara.

Cabe recordar, como ya se expuso en el capítulo 1, que existen diferentes mo-

delos de contacto que tienen en cuenta la adhesión entre partículas, DMT [36]

y JKR [35] donde se introduce el trabajo de adhesiónw. Los modelos DMT y JKR

tienden a la solución de Hertz cuando la tensión aplicada es muy elevada o si se

supone que la energía por unidad de área de contacto es cero. Aún no existe una

Teoría Efectiva del Medio (EMT) que tenga en cuenta las fuerzas atractivas entre

partículas. Por ello, se va a usar una teoría que se basa en la solución del con-

tacto de Hertz para buscar el origen del comportamiento de la velocidad que se

ha obtenido en nuestras granulares de magnetita y acero.
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La velocidad longitudinal y de cizalla están relacionadas con las propiedades

del material en el limite de onda larga [117]:

Vp =

√
K + (4/3)µ

ρ
, (2.32)

Vs =

√
µ

ρ
, (2.33)

donde K es el módulo de compresibilidad, µ es el módulo de cizalla y ρ es la

densidad del material. Las expresiones de las velocidades 2.32 y 2.33 asociadas a

la onda acústica longitudinal y transversal que se propagan en un medio, se ob-

tienen de hacer el balance de fuerzas dinámicas que debe cumplir un elemento

diferencial de volumen del material cuando se perturba ligeramente respecto

su posición de equilibrio. La EMT es capaz de predecir el módulo de compre-

sibilidad y el módulo de cizalla para un medio granular con una distribución

angular de contactos isótropa que está sometido a una tensión hidrostática σ.

En el primer caso y más simple, no se considera la fricción entre los granos que

componen el medio. Esto corresponde a la ausencia de fuerza tangencial Ft = 0

en los contactos entre partículas, ya que solo se tienen en cuenta las fuerzas nor-

males entre partículas. Igualando la densidad de energía elástica por unidad de

volumen de un sólido isótropo a la densidad de energía que posee un medio

granular cuando se perturba levemente (variación de la posición de equilibrio

que ocupan los centros de las partículas), se llega a [19]:

Ke(σ) =
kn

12π
(φz)2/3

(
6πσ

kn

)1/3

, (2.34)

µe(σ) =
kn

20π
(φz)2/3

(
6πσ

kn

)1/3

, (2.35)

Donde kn = 4µg/(1 − νg) es la rigidez normal efectiva del medio. Este se define

en términos del módulo de cizalla µg y el coeficiente de Poisson νg del material

del que están hechos los granos. Usando (2.34) y (2.35) en (2.32), y ρ = ρpφ se

obtiene la siguiente ecuación:
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Vp =
1

ρ
1/2
p

[
3kn
20π

]1/2(
6π

kn

)1/6

φ−1/6z1/3σ1/6. (2.36)

En el caso en el que en el coeficiente de fricción entre granos es infinita,

es decir, el medio granular está compuesto por esferas infinitamente rugosas,

se obtienen las siguientes expresiones para el módulo de compresibilidad y de

cizalla [19]:

Ke(σ) =
kn

12π
(φz)2/3

(
6πσ

kn

)1/3

, (2.37)

µe(σ) =
kn + 3kt/2

20π
(φz)2/3

(
6πσ

kn

)1/3

, (2.38)

donde kt = 8µg/(2 − νg) es la rigidez tangencial efectiva del medio. Aunque no

haya deslizamiento entre las esferas y la fricción de Coulomb no se considere,

Mindlin demostró la existencia de una fuerza elástica tangencial recuperadora

[33], como ya se vio en el capítulo 1. Introduciendo las ecuaciones 2.37 y 2.38 en

la ecuación 2.32 se llega al siguiente valor de la velocidad:

Vp =
1

ρ
1/2
p

[
kn

12π
+
kn + 2/3kt

15π

]1/2(
6π

kn

)1/6

φ−1/6z1/3σ1/6. (2.39)

Esta ecuación 2.39 para la velocidad longitudinal es más compleja que la

predicha por la ecuación 2.36 debido al hecho de considerar la fricción entre

granos, pero coinciden cuando se hace kt = 0 en la ecuación 2.39. En todos

nuestros experimentos σ = σc es aproximadamente constante. El siguiente pa-

so será analizar la anterior ecuación 2.36 (caso más sencillo sin fricción entre

granos) para saber cuáles son los parámetros que influyen en los valores de la

velocidad.

Muestras de Magnetita:. Para todas las muestras de magnetita la rigidez nor-

mal efectiva kn es constante, ya que todas ellas están hechas del mismo material

(magnetita). Además, el valor de la tensión en la dirección de la propagación del

sonido es constante en nuestros experimentos con un valor del orden de 500 Pa.
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Teniendo en cuenta estas dos consideraciones anteriores, la velocidad longitu-

dinal se puede escribir como:

Vp = Aφ−1/6z1/3, (2.40)

donde A es una constante, independiente de las muestras. Para el número de

coordinación nosotros usamos z = 1,61(1 − φ)−1,48 [94]. La función φ−1/6z1/3

es una función creciente en el dominio de φ ∈ [0,35 − 0,55] que observamos

experimentalmente. Consecuentemente EMT predice un aumento de la velo-

cidad cuando aumenta el tamaño de la partícula (φ = 0,51, 0,52, 0,54 para dp =

35, 50, 65 µm respectivamente) contrario a la dependencia medida: la velocidad

disminuye cuando el tamaño de la partícula aumenta, como se observa en la

figura 2.16. Este comportamiento puede ser entendido cualitativamente de la

siguiente manera. Las fuerzas atractivas en un medio granular cohesivo pro-

vocan un decrecimiento en la fracción sólida y un endurecimiento de los con-

tactos, haciéndolos más rígidos en comparación con un material granular no

cohesivo de igual tamaño. El aumento de las fuerzas atractivas o cohesión en

un medio granular hace que éste se empaquete peor (hay más huecos libres)

originando un aumento de la fracción sólida. Además, si se añaden las fuerzas

de atracción a la fuerza de compresión que soporta un contacto, tenemos que

la fuerza total que actúa en todo el contacto es mayor, lo que da lugar a un au-

mento de la rigidez de éste. El primer efecto (disminución de la fracción sólida

φ) podría disminuir la velocidad del sonido, mientras que el segundo (aumen-

to de la rigidez del contacto) lo aumentaría. En la ausencia de una teoría EMT

con fuerzas atractivas interparticulares, solamente un resultado experimental

puede dar una idea de cuál de los dos efectos es el dominante. En el caso de

nuestros polvos de magnetita, la dureza de los contactos domina sobre el efecto

de la fracción sólida. Por ejemplo, cuando existen fuerzas capilares en un me-

dio granular compuesto por esferas de vidrio, se observa de forma general que

la fracción sólida disminuye al igual que velocidad de la onda acústica, ya que

sigue la misma tendencia que la fracción sólida [25]. Sin embargo, hay un expe-

rimento en el que se añade trioleína para el cual la fracción sólida disminuye,
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pero que la velocidad es mayor que la medida en esferas de vidrio cuando no

existen fuerzas capilares entre ellas. En nuestros experimentos, nosotros tam-

bién constatamos que el endurecimiento de los contactos es el efecto domi-

nante [25], porque en caso contrario (el efecto dominante es la fracción sólida),

se debería haber encontrado que la velocidad en las muestras de magnetita dis-

minuye cuando el tamaño de las partículas se va reduciendo.

Muestras de Acero:. Las partículas de acero son muy irregulares con una poli-

dispersidad más alta que la encontrada en las partículas de magnetita, por tanto

esto hace que la aplicación de EMT sea menos fiable, ya que en el desarrollo de

esta teoría se supuso que el medio granular estaba compuesto por partículas

esféricas del mismo tamaño (muestra monodispersa esférica). Para las partícu-

las más pequeñas el comportamiento encontrado es similar al de las partículas

de magnetita. Sin embargo, para las partículas de 110 micrómetros la tendencia

se invierte, si uno observa la tendencia con solo 3 muestras de acero de dife-

rentes tamaños (φ = 0,38, 0,39, 0,41 para dp = 35, 50, 110 µm respectivamente).

Esto podría ser entendido como que estas partículas apenas tienen cohesión y

es la fracción sólida la que determina la velocidad del sonido. Sin embargo, la

fracción sólida que se encuentra para las muestras de acero de 110 µm es la más

pequeña con un valor de 0,38, lo que nos llega a concluir que ninguno de estos

dos efectos son los que provocan este aumento de velocidad para la muestra

más grande de acero. Quizás la forma de las partículas de acero y su polidisper-

sidad sean las causantes de estos cambios en la velocidad, ya que un estudio

comprobó que estas dos características del medio granular (forma y polidisper-

sidad) influyen en el valor de la velocidad longitudinal medida en polvos finos

metálicos, presentando un comportamiento no monótono [118].
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Figura 2.18: Velocidad del sonido en esferas de vidrio para 5 muestras dife-
rentes usando el método FRF.

2.6. Comportamiento de la velocidad longitudinal en

esferas de vidrio

Para comprobar si lo observado anteriormente en el comportamiento no-

monótono de la velocidad ultrasónica en partículas de acero en función del ta-

maño de la partícula es reproducible en otras muestras, se han llevado a cabo

los mismos experimentos para 5 muestras de esferas de vidrios polidispersas

cuyos tamaños de partículas están comprendidos entre 1 − 50, 50 − 75, 106 −
150, 200− 300, 425− 600 micrómetros respectivamente. Se puede observar en la

figura 2.18 que para las dos muestras más pequeñas (1−50 y 50−75 µm), la velo-

cidad aumenta con el tamaño de la partícula, como se observo en las partículas

de magnetita y acero por debajo de los 100 micrómetros.

Para la muestra de 106−150 micrómetros, la velocidad medida es de repente

mayor y la tendencia se invierte. Para las dos siguientes muestras más grandes,

se observa un suave decrecimiento de la velocidad, en contradicción con la pre-

dicción de la EMT (estas partículas no son cohesivas). Un comportamiento no
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monótono en la velocidad también se ha encontrado en polvos finos metáli-

cos de una manera muy clara, como hemos indicado anteriormente [118]. Esto

conduce a la conclusión de que los modelos existentes que toman al medio gra-

nular como un continuo (EMT) son claramente insuficientes, ya que no consi-

deran parámetros del medio granular que pueden afectar a la propagación del

sonido como la polidispersidad, la irregularidad en la forma de las partículas, o

la adhesión. Se ha fallado en encontrar una clara explicación de porqué el valor

de la velocidad es máximo para las partículas de tamaño de unos 100 µm, aún

considerando de manera cualitativa que las partículas más pequeñas poseen

una mayor adhesión. Otra posibilidad es que los grados de libertad de rotación

de las partículas pueden gobernar la dinámica del medio en ciertos rangos de

frecuencia provocando la dispersión, de manera que esto podría explicar los

cambios de velocidad en materiales compuesto de partículas que poseen dife-

rentes tensores de inercia [111]. Para el caso en el que la onda se propaga en la

dirección perpendicular a la gravedad (la gravedad causa una anisotropía en la

dirección vertical dando un eje de simetría en el medio), el modelo del medio re-

ducido de Cosserat toma en cuenta las oscilaciones rotacionales. Considerando

las oscilaciones rotacionales, se encuentra que la velocidad longitudinal de la

onda acústica tiene regiones donde crece o decrece en función de la frecuencia.

Por lo que si se cambian parámetros de las partículas como el tamaño y hace-

mos medidas de la velocidad para un mismo intervalo de frecuencias, la función

Vp(ω) puede tener distintas regiones de monotonía, lo que daría lugar a diferen-

tes comportamientos de Vp(dp) según la frecuencia de excitación. Sin embargo,

se necesitan más trabajos experimentales y teóricos para verificar cuantitativa-

mente la explicación anterior.
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2.7. Conclusiones

Se han aplicado los métodos de resonancia y tiempo de vuelo para medir la

velocidad longitudinal ultrasónica en nuestras muestras granulares compues-

tas por partículas de magnetita, acero y vidrio a baja consolidación, encon-

trándose una gran reproducibilidad en los resultados experimentales y un buen

acuerdo entre ellos para ambos métodos de medida. El método tiempo de vuelo

revela que estos materiales son dispersivos por debajo de frecuencias del orden

de 10 kHz y no dispersivos para un rango de frecuencias mayores.

La EMT predice un aumento de la velocidad ultrasónica cuando aumenta

la fracción sólida. Sin embargo, se ha observado un comportamiento opues-

to para las muestras de polvo fino de magnetita. Nosotros suponemos que el

endurecimiento de los contactos debido a la cohesión es el responsable de este

comportamiento. Se ha observado un comportamiento idéntico para partículas

de acero y de vidrio por debajo del tamaño de 100 micrómetros, mientras que

para partículas de acero y de vidrio de tamaño mayor, la tendencia observada es

contraria. Estas partículas no son cohesivas y, por tanto, el comportamiento de

las muestras debería estar de acuerdo con la EMT. No obstante, en su lugar hay

un máximo de velocidad para las esferas de vidrio con un diámetro comprendi-

do entre 106 y 150 micrómetros y un decrecimiento suave cuando el tamaño de

las partículas aumenta.

Estas observaciones experimentales ponen en evidencia las limitaciones de

los modelos existentes para predecir la elasticidad de los medios granulares y

polvos finos. Entre los candidatos para explicar lo observado en el comporta-

miento de la velocidad en función del tamaño de la partícula (o la dispersión

encontrada a baja frecuencia) son la influencia de la distribución de tamaño

de las partículas, la forma de las partículas, el papel de los grados de libertad

de rotación, el tipo de de contacto cuando existe cohesión y la distribución no

uniforme del campo de tensiones en la celda.
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Efecto de la microestructura en la

propagación del sonido en polvos

magnéticos finos.

3.1. Introducción

En este capítulo se estudia la velocidad de propagación del sonido de la

onda-P en diferentes medios granulares compuestos por partículas micromé-

tricas de magnetita de diferentes tamaños cuando se aplica un campo magné-

tico. La velocidad del sonido se obtiene gracias a la medida del tiempo de vuelo

del pulso enviado por el transductor emisor, al que se alimenta con un pulso

senosoidal eléctrico de un solo periodo centrado en una frecuencia de 20 kHz.

Además, se expone una nueva forma de inicializar el medio granular para borrar

su estado de memoria mediante el proceso de fluidización, el cual consiste en

romper la gran mayoría de los contactos de la muestra introduciendo un fluido

a través de éste. Esto nos permite alcanzar una reproducibilidad en los resulta-

dos experimentales, los cuales suelen ser difíciles de obtener cuando se trabaja

con medios granulares finos. El campo magnético se aplica durante el proce-

so de fluidización o cuando éste ha terminado, de manera que las partículas

ya están sedimentadas en la celda donde se realizan las medidas acústicas. Las
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diferencias en el proceso de inicialización, la intensidad del campo magnético

y su orientación producen cambios en la velocidad de propagación del sonido

dentro del material. Estos resultados experimentales se exponen a lo largo del

capítulo acompañados de un modelo teórico para intentar justificar los resulta-

dos experimentales encontrados, donde el medio granular se considera como

un medio continuo efectivo.

3.2. Materiales

Los materiales usados en nuestros experimentos acústicos son polvos fi-

nos desmagnetizados de magnetita fabricados por Xerox Co. con unos tamaños

medios de 35, 50 y 65 µm. Como se muestra en la figura 3.1, estos materiales

consisten en un agregado de partículas submicrométricas con una forma prác-

ticamente esférica y bastante monodispersa. La densidad de las partículas es

ρp = 5060 kg/m3 (medida con un un picnómetro AccucPyc 1330).

Para el rango de intensidades magnéticas que se han aplicado a las partí-

culas durante los experimentos (H < 5 kA/m), la respuesta magnética de la

muestra es lineal y reversible [119] y sus partículas se comportan como partí-

culas superparamagnéticas [120]. De aquí en adelante, queremos aclarar para

evitar confusiones que se usará el término campo magnético para referirnos

a la intensidad magnética H. Una partícula individual como las utilizadas en

nuestros experimentos, presenta una magnetización Mp cuando está inmersa

en un campo externo H. Dicha magnetización Mp es linealmente proporcional

al campo magnético Hp que existe dentro de la partícula: Mp = χpHp donde χp
es la susceptibilidad de la partícula. La susceptibilidad de la partícula χp no es

igual a la susceptibilidad del polvo en su conjunto χ cuando el polvo se con-

sidera como un medio continuo, debido al efecto de las partículas vecinas en

la magnetización de cada partícula individual. Una expresión que relaciona las

dos susceptibilidades es dada por [121]:
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Figura 3.1: Imágenes obtenidas con un microscopio electrónico de barrido
(SEM): partículas de una muestra de magnetita de 35 µm de tamaño nominal
(arriba) y de 65 µm (abajo).

χ = χpφ
3 + 4χ

3 + χp + 3χ
(3.1)

Donde φ es la fracción sólida calculada a partir del volumen de la muestra y que

siempre está comprendida entre los valores 0,4 y 0,5 en nuestros experimentos.

Midiendo la susceptibilidad de todo el polvo de magnetita en su conjunto a di-

ferentes valores de la fracción sólida φ y ajustando los resultados a la ecuación

3.1, se obtiene que χp = 11,4 (para más detalles, ver [122]).
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3.3. Montaje experimental

En los experimentos, la muestra de polvo magnética testeada se confinó en

una celda rectangular de dimensiones internas (80 × 20 × 300) mm3 de ancho,

profundidad y altura a la que se le colocó en la base un filtro de acero inoxidable

no ferromagnético 316 L (5 µm tamaño del poro) que actúa como un distribui-

dor de gas (ver figura 3.2). La celda se rellenó en todos los experimentos con

550 gramos de polvo y se usó como una celda de fluidización para inicializar el

material. Después de la inicialización, la altura de las muestras respecto el dis-

tribuidor siempre estuvo comprendida entre los 10 y 20 cm. En cada uno de los

lados de la celda se hizo un orificio circular cuyo centro está localizado a 6,5 cm

desde el filtro. Uno de los agujeros se usa para colocar un transductor piezo-

eléctrico de banda ancha con un diámetro de 4 cm. El otro agujero está en una

posición opuesta al agujero anteriormente descrito donde se fija un micrófono

de presión con un diámetro de 1,57 cm. Todos los elementos que se acoplan a la

celda tienen una junta tórica para asegurar que la celda es completamente her-

mética. El transductor piezoeléctrico que se usa como fuente sonora, tiene una

frecuencia de resonancia de 100 kHz, mientras que el micrófono tiene una res-

puesta plana hasta los 40 kHz, lo que hace que cubra la frecuencia central de los

pulsos enviados en nuestros experimentos. Debido a la posición del transduc-

tor y el micrófono, la dirección de propagación del sonido es perpendicular a la

dirección del flujo de gas cuando la muestra se inicializa mediante fluidización.

El resto del equipo acústico está compuesto por un generador de funciones pa-

ra excitar el transductor, un amplificador con una ganancia en voltaje de 40 dB

que sirve para amplificar la señal recibida por el micrófono y un osciloscopio

que permite visualizar la señal enviada por el transductor emisor y la señal de

salida que recibe el micrófono amplificada.

La celda está colocada en un espacio interior limitado por una pareja de bo-

binas de Helmholtz (50 cm × 50 cm). La inducción magnética Bc creada sola-

mente por las bobinas se midió en función de la corriente eléctrica I que fluye
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Figura 3.2: Esquema de la configuración experimental.

a través de ellas por medio de un gausímetro con una sonda axial cuya preci-

sión de 0,1 mT, que se colocó en un punto fijo en el espacio que limitan las dos

bobinas, donde el campo magnético es uniforme. De los resultados (ver figura

3.3), se encuentra que el campo magnético Hc = Bc/µ0 (µ0 = 4π × 10−7 es la

permeabilidad del vacío) depende de la corriente I como

Hc = 1,417(±0,012)× I − 0,007(±0,003) , (3.2)

donde Hc es dado en kA/m e I en A. La ecuación 3.2 se usa para determinar el

campo magnético Hc creado por las bobinas de Helmholtz cuando la celda se

coloca en su interior a partir de la intensidad que fluye por estas.

Las bobinas de Helmholtz pueden ser rotadas para cambiar la orientación
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Figura 3.3: Campo magnético Hc entre las bobinas de Helmholtz que se usa
en la configuración experimental en función de la corriente eléctrica I a tra-
vés de las bobinas. La línea sólida es un ajuste lineal a los datos (Eq. 3.2)

del campo magnético creado. Nos centraremos en las dos configuraciones em-

pleadas. En la primera configuración, el vector inducción magnética es parale-

lo a la dirección de propagación del sonido y perpendicular a la dirección del

flujo de gas cuando el material se inicializa por fluidización. Para mantener la

nomenclatura usada en las referencias [122, 123, 124], esta configuración la lla-

maremos cross-flow configuration. La otra configuración estudiada se obtiene

rotando las bobinas 90 grados respecto la configuración anterior para así poder

crear una inducción magnética paralela a la dirección del flujo de gas y per-

pendicular a la dirección en la que se propaga el sonido. Esta configuración se

nombrará como co-flow configuration. Se pueden estudiar otras posibles con-

figuraciones variando el ángulo que forman el vector inducción magnética y el

flujo de gas, aunque nosotros solo nos limitaremos a describir los dos casos li-

mites descritos anteriormente en los que este ángulo toma el valor 0 y 90 grados.
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3.4. Factores de desmagnetización de las muestras

El campo magnético H dentro de la muestra es la suma del campo magné-

tico creado por las bobinas de Helmholtz Hc más Hm, el creado por el material.

Incluso si el campo magnético Hc es aproximadamente constante, H no es uni-

forme dentro de la muestra, lo cual significa que el campo magnético total en

la muestra varía de un punto a otro. En lugar de hacer una descripción comple-

ta del campo magnético, se trabajará con su valor medio en el volumen de la

muestra. Éste se calcula a partir de los factores de desmagnetización magneto-

métricos [125] 〈Hz〉 /Hc para la configuración co-flow y 〈Hx〉 /Hc para la confi-

guración cross-flow, donde < ... > representa el valor medio en el volumen. El

eje-X se elige en la dirección de la propagación del sonido y el eje-Z a lo largo de

la dirección del flujo de gas. Ambos factores de desmagnetización son función

de las dimensiones de la muestra y de su susceptiblidad magnética. Como el an-

cho y el espesor de la muestra son iguales a las dimensiones de la celda, el único

parámetro que puede cambiar es su altura que es función de la fracción sólida φ

de la muestra, ya que la masa de la muestra es fija. La susceptibilidad magnéti-

ca de la muestra también depende de la fracción sólida debido a que existe una

relación entre estos dos parámetros mediante la ecuación 3.1. Ambas depen-

dencias se pueden combinar para calcular los factores de desmagnetización en

función de la fracción sólida usando un método de elementos finitos (FEM) im-

plementado en un programa comercial (COMSOL). Una imagen del entorno de

Comsol se muestra en la figura 3.4. Los resultados obtenidos para los valores de

la fracción solida medidos en nuestros experimentos se muestran en la figura

3.5. Además, añadimos aquí abajo los mejores ajustes lineales de los factores de

desmagnetización en función de la fracción sólida:

〈Hz〉
Hc

= −0,997(±0,007)× φ+ 1,22(±0,03) , (3.3)

〈Hx〉
Hc

= −0,638(±0,007)× φ+ 0,582(±0,003) . (3.4)
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Figura 3.4: Imagen del entorno del programa Comsol donde se han desarro-
llado los calculos númericos para la obtención de los factores de desmagne-
tización de las muestras.

3.5. Método experimental de medida para la obten-

ción de la velocidad ultrasónica

El método empleado para medir la velocidad del sonido longitudinal se basa

en la medida del tiempo de vuelo (TOF) y ya ha sido descrito en el capítulo

anterior, aunque es conveniente exponer las diferencias y detalles en este nuevo

experimento.

El transductor se ha excitado con un pulso senosoidal que contiene un solo

ciclo centrado a una frecuencia f = 20 kHz. Para esta excitación eléctrica, la

amplitud de vibración del transductor se ha medido con un vibrómetro láser,

dando lugar a perturbaciones alrededor de los 20 nm, 3 órdenes de magnitud

más pequeño que el tamaño de las partículas utilizadas. Con la finalidad de au-

mentar la razón señal/ruido, repetimos la excitación cada 10 ms y promediamos

1000 veces la señal recibida por el micrófono. Como se muestra en la figura 3.6,
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Figura 3.5: Factores de desmagnetización magnetométricos para una masa
de 550,0 g de polvo de magnetita en la celda en función de la fracción sóli-
da φ. Los puntos marcados representan los puntos obtenidos en la simula-
ción. Las fracciones sólidas se han elegido para cubrir los valores encontra-
dos en nuestros experimentos en cada configuración. Las líneas representan
las ecuaciones 3.3 y 3.4 del texto. Para la configuración co-flow Hk = Hz,
mientras que para la configuración cross-flow Hk = Hx.

el tiempo de vuelo se define como el intervalo de tiempo que hay entre el pi-

co de la excitación eléctrica y el primer pico de la señal recibida. La velocidad

del sonido longitudinal se calcula usando que la distancia entre el transductor

y el micrófono es d = 2 cm. Para esta distancia el micrófono se encuentra en

la región de campo cercano del transductor, ya que el límite de esta región es

dado por Ld = D2
transf/(4Vp) = 8 cm, donde Dtrans = 4 cm es el diámetro del

transductor, f = 20 kHz la frecuencia central del pulso emitido y Vp = 100 m/s

la velocidad máxima encontrada en los resultados experimentales. Esta confi-

guración evita los efectos de difracción en la amplitud de la señal que llega al

micrófono una vez ha pasado por la capa de polvo. Además, nosotros elegimos

la frecuencia central de 20 kHz porque la velocidad de las ondas-P expuestas en
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Figura 3.6: Señal eléctrica introducida en el transductor emisor y señal eléc-
trica recibida por el osciloscopio después de haber sido amplificada.

el capítulo anterior para las muestras de magnetita en este rango de consolida-

ciones es prácticamente independiente de la frecuencia cuando se sobrepasan

los 10 kHz. Por tanto, haciendo uso de una frecuencia de valor f = 20 kHz se

consigue minimizar la distorsión del pulso transmitido por el transductor emi-

sor.

3.6. Resultados

Antes de medir la velocidad del sonido, el polvo de la muestra se inicializa

para eliminar cualquier efecto de memoria provocado por medidas anteriores.

La inicialización se consigue mediante el proceso de fluidización donde se usa

aire seco como gas.

El flujo de gas durante la fluidización se selecciona con un rotámetro de va-

lor Q = 15 l/min para el polvo de magnetita en el que sus partículas tienen
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terior del polvo. Para la configuración co-flow Hk = Hz, mientras que para
la configuración cross-flow Hk = Hx. Los cambios en la velocidad del soni-
do son mayores cuando se aplica el campo magnético mientras el polvo está
fluidizado.

un menor tamaño (dp = 35 µm) y de Q = 20 l/min para el resto de mues-

tras. Estos valores de caudal corresponden a velocidades superficiales de gas de

U = 15,63 cm/s y U = 20,83 cm/s, respectivamente. La razón para usar un valor

menor del flujo para la muestra que contiene partículas de menor tamaño fue

reducir la elutriación de la muestra. Fijándonos en el instante en el que se puede

aplicar el campo magnético, existen dos posibilidades: aplicar el campo magné-

tico mientras el polvo es fluidizado o aplicarlo una vez que se ha cortado el flujo

de gas y el polvo se encuentra sedimentado. Si el campo es aplicado durante la

fluidización, las bobinas de Helmholtz son activadas una vez que el flujo de aire

seco ha pasado por la muestra durante un minuto. Una vez que el campo se ha

aplicado, el flujo de gas se corta para que las partículas se asienten en la celda. El
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campo magnético creado por las bobinas hace que las partículas formen cade-

nas a lo largo de una dirección favorable que puede ser estimada a partir de los

valores de la fuerza magnética y la fuerza de arrastre que actúa sobre una partí-

cula [122]. Si el campo se aplica después de que la muestra se haya fluidizado,

las bobinas de Helmholtz no son conectadas hasta que el polvo está totalmen-

te asentado en la celda. La aplicación del campo magnético después de haber

fluidizado la muestra no provoca ningún cambio en la posición de las partículas

respecto a la que ocupaban una vez que el proceso de sedimentación finalizó.

En la figura 3.7 se puede observar que las diferencias en el proceso de inicia-

lización tienen un efecto en la velocidad del sonido medida cuando el polvo

(partículas de magnetita con un tamaño de 65 µm) está sedimentado. Cuando

el campo magnético se aplica después de la fluidización, la velocidad del sonido

aumenta para ambas configuraciones (co-flow y cross-flow), aunque se obser-

va que este aumento es ligeramente superior para la configuración cross-flow.

Sin embargo, la aplicación del campo magnético durante la fluidización causa

mayores cambios en la velocidad del sonido y a diferencia de aplicarlo después

de la fluidización, la velocidad del sonido aumenta en la configuración cross-

flow, mientras que decrece para la configuración co-flow. Dado que aplicar el

campo magnético después de la fluidización no provoca ninguna reorganiza-

ción en las partículas, podemos afirmar que no hay cambios en el número de

coordinación z, la fracción sólida φ y la orientación de los contactos. Por tanto,

se puede demostrar como veremos en la siguiente sección que si el medio gra-

nular se considera como un continuo y la distribución de contactos hertzianos

siguen una distribución angular isótropa, el aumento en la velocidad de pro-

pagación de las ondas-P Vp se debe a un aumento en la rigidez del contacto kn
cuando existen fuerzas magnéticas entre las partículas que componen al me-

dio. La fuerza magnética fm entre dos esferas aisladas y magnetizadas con un

diámetro d, cuyos centros están separados una distancia r formando un ángulo

θ con un campo magnético uniforme H, es dada por [126]:
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(3.5)

donde n y t son vectores unitarios en la misma dirección y perpendicular, res-

pectivamente, a la línea que une el centro de las partículas (ver figura 3.8). Los

coeficientes f‖, f⊥, y fΓ dependen de la susceptibilidad magnética de la partícu-

la χp [126]; para χp = 11,4, f‖ = 9,854, f⊥ = 0,582, y fΓ = 1,833. Esta línea forma

un ángulo θ con la dirección del campo magnético.

La importancia de la fuerza atractiva magnética y de compresión debida al

peso de las partículas se puede medir, comparando f om con la fuerza de contacto

fc resultante de la tensión de consolidación σc que actúa sobre el polvo, que de

acuerdo con la fórmula de Rumpf [90] se puede calcular como:
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fc =
πd2

φz
σc (3.6)

En celdas donde el cociente entre la anchura y la altura es pequeño como

ocurre en nuestro caso, la tensión de consolidación σc del material dentro de la

celda es del orden de ρpφghw [83], donde g es la aceleración de la gravedad y hw
es la dimensión más pequeña de la sección transversal de la celda. En nuestro

caso, hw = 2 cm, con lo cual asumiendo que φ ' 0,45 se llega a que σc ∼ 446 Pa

y usando la ecuación 3.6 con z = 6 (el número de contactos en un empaque-

tamiento aleatorio compacto [94]) y d = 65 µm, obtenemos que fc ∼ 2000 nN.

Por otra parte, para conocer el orden de magnitud de las fuerzas magnéticas,

usamos el valor máximo del campo dentro del material en nuestros experimen-

tos H = 3,5 kA/m, lo que conduce a un valor f om ∼ 6 nN. Si se hace el cociente

entre las dos fuerzas estimadas fm/fc ∼ 0,003, podemos observar que este re-

sultado es independiente del tamaño de las partículas, dado que f om y fc escalan

con una dependencia d2. Por tanto, esto significa que la fuerza magnética con-

tribuye muy poco a las fuerzas de contacto entre partículas en la región donde

se propaga el sonido. Aunque la ecuación 3.5 predice que para algunas orien-

taciones θ la fuerza magnética es atractiva y para otras repulsiva, los contactos

atractivos son los que predominan, dando lugar a un aumento de la cohesión

del material, incluso hasta en el caso en que las partículas no son capaces de

orientar sus contactos a lo largo de las direcciones más favorables en la región

donde existe un campo magnético totalH [127]. Asumiendo que la deformación

del contacto entre partículas es elástica, la fuerza resultante de la deformación

elástica en los contactos deben de ser igual a la suma total de fuerzas (externas

mas atractivas) que actúan sobre las partículas [41].

Si las fuerzas atractivas entre partículas aumentan como resultado de la apa-

rición de fuerzas magnéticas, entonces la deformación del contacto debe au-

mentar y la rigidez elástica kn de los contactos también, ya que todos los mode-

los que describen el contacto entre partículas predicen que la rigidez aumenta

con la deformación del contacto [22]. Como se ha dicho anteriormente, cuando

el campo magnético se aplica durante la fluidización y éste se deja aplicado en el
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Figura 3.9: Velocidad longitudinal Vp en función del campo magnético pro-
mediado en volumen < Hz > dentro de la muestra en la configuración co-
flow para tres tamaños nominales de partículas. La dirección de propagación
del sonido es perpendicular a la dirección del campo magnético creado por
las bobinas.

proceso de sedimentación, las partículas tienen la oportunidad de orientar sus

contactos en las direcciones en las cuales las fuerzas magnéticas son atractivas.

Además, se ha observado que la cohesión de la muestra sedimentada en este ca-

so es mayor que si aplicamos el campo después de la fluidización, a pesar de que

la reorientación de los contactos entre partículas provoque una disminución de

la fracción sólida [127]. Entonces cuando el campo magnético se aplica durante

el proceso de fluidización existen varios efectos que se deben analizar por sepa-

rado. Por un lado, el aumento de las fuerzas magnéticas atractivas en promedio

tiende a aumentar la velocidad de propagación del sonido Vp, mientras que por

otra parte, la disminución de la fracción sólida φ tiende a disminuir la velocidad

de propagación del sonido. Además, se espera que unas fracciones sólidas mas

bajas en el polvo provoquen una disminución en el número de coordinación z,

lo que contribuiría a una disminución de Vp. La dependencia de la velocidad de
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Figura 3.10: Velocidad longitudinal Vp en función del campo magnético pro-
mediado en volumen< Hx >dentro de la muestra en la configuración cross-
flow para tres tamaños nominales de partículas. La dirección de propagación
del sonido es paralela a la dirección del campo magnético creado por las bo-
binas.

la propagación del sonido Vp y la fracción sólida φ se ha medido en función del

campo magnético en el caso en el que campo magnético es aplicado durante

la fluidización para los 3 tamaños de partícula de magnetita de los que dispo-

nemos. Los resultados se muestran en función del campo magnético promedio

en el volumen de la muestra < Hz > en la figura 3.9 para la configuración co-

flow y en función de < Hx > en la figura 3.10 para la configuración cross-flow.

Cada punto experimental de las gráficas es la media de 6 medidas y la barra

de error representa la desviación estándar. Para todos los tamaños de partícu-

la, Vp decrece cuando el campo magnético dentro del material aumenta en la

configuración co-flow, mientras que para la configuración cross-flow aumenta.

Aunque el campo magnético creado por las bobinas cubre el mismo rango de

valores en ambas gráficas, el valor máximo del campo magnético dentro de la

muestra es más pequeño en la configuración cross-flow debido a que el factor
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Figura 3.11: Fracción sólida φ en función del campo magnético promediado
en volumen < Hz > dentro de la muestra en la configuración co-flow para
tres tamaños nominales de partículas.

de desmagnetización < Hx > /Hc es más pequeño que el factor < Hz > /Hc.

La fracción sólida del polvo también cambia al aplicar un campo magnético, ya

que se produce la formación de cadenas de partículas. Las fracciones sólidas se

muestran en las figuras 3.11 y 3.12 para la configuración co-flow y cross-flow

respectivamente. Sin embargo, al contrario de lo que ocurre en la velocidad del

sonido, las fracciones sólidas disminuyen en ambas configuraciones cuando el

campo magnético aumenta dentro de la muestra. La tendencia es mas pronun-

ciada en la configuración co-flow tal y como se encontró en trabajos anteriores

[128]. Por tanto, cuando el campo magnético se aplica durante la fluidización,

hay tres efectos que pueden modificar la velocidad del sonido Vp en nuestras

muestras: 1) el cambio en la fracción sólida de la muestra que de acuerdo con la

Teoría del Medio Efectivo que veremos en la siguiente sección debe disminuir

la velocidad del sonido; 2) el cambio en las fuerzas de contacto entre partícu-

las cuando el campo magnético se aplica, lo que debería aumentar la velocidad
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del sonido y 3) el cambio en la microestructura cuando el campo magnético se

aplica. En el siguiente apartado del capítulo se expondrá un modelo teórico pa-

ra así evaluar la importancia de cada una de estas causas en la modificación de

la velocidad.
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Magne�ta	50	μm,									 	Cross-flow

	Magne�ta	35	μm,									 	Cross-flow

Figura 3.12: Fracción sólida φ en función del campo magnético promediado
en volumen< Hx >dentro de la muestra en la configuración cross-flow para
tres tamaños nominales de partículas.

3.7. Modelo teórico para las oscilaciones de un me-

dio granular tridimensional puramente elásti-

co.

3.7.1. Ondas elásticas en un medio continuo.

La propagación de las ondas elásticas en un medio continuo depende de los

coeficientes elásticos del medio [129]. El número de coeficientes elásticos que
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hacen falta para describir un medio continuo depende de su grado de isotropía.

En el caso más sencillo donde todas las direcciones son equivalentes, es decir, el

medio es isótropo, solo son necesarios dos coeficientes, el módulo de compre-

sibilidad K y el módulo de cizalladura µ, de modo que para un medio isótropo

la Ley de Hooke puede ser escrita de la siguiente manera:

σij = Kεllδij + 2µ

(
εij −

1

3
δijεll

)
(3.7)

con σij el tensor de tensiones que representa la i-ésima componente de la ten-

sión que actúa sobre la cara-j de la superficie de un elemento diferencial de vo-

lumen en función del tensor de deformaciones, el cual se define con la siguiente

expresión:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(3.8)

donde u = (u1, u2, u3) representa el desplazamiento de un elemento de diferen-

cial de volumen del cuerpo que ocupa una posición inicial x = (x1, x2, x3) en

cierto sistemas de coordenadas antes de ser deformado.

Sin embargo, la Ley de Hooke para un medio en el que existe una dirección

preferente es diferente a la del caso isótropo. Se escogerá como dirección privi-

legiada la que determina el ejeZ, ya que es donde el campo magnético se aplica

provocando una anisotropía en el medio. Teniendo estas dos consideraciones

anteriores la Ley de Hooke se escribe:

σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


=



C11 C12 C13 ... 0 ...

C12 C22 C23

C13 C23 C33

... C44

0 C55

... C66





ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12


(3.9)

Con C22 = C11 y C23 = C13. Hay que aclarar que estamos usando una notación

simplificada, ya que en gran parte de la bibliografía la relación entre la tensión
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y la deformación se escribe como sigue aquí abajo:

σij = cijklεkl . (3.10)

Los cambios y reducciones en la notación simplificada son los siguientes:

CIJ = cijkl ; I → ij (3.11)

1→ 11 ; 2→ 22 ; 3→ 33

4→ 23, 32 ; 5→ 13, 31 ; 6→ 12, 21

con lo que los coeficientes cijkl que aparecen en la ecuación 3.10 se relacionan

con los coeficientes Cij en la forma:

C11 = c11111 ; C22 = c2222 ; C33 = c3333

C44 = c2323 = c3223 = c3232 = c2332

C55 = c3131 = c1331 = c1313 = c3113

C66 = c1212 = c2112 = c2121 = c1221

C12 = c1122 = c2211 ; C13 = c1133 = c3311

C23 = c2233 = c3322 (3.12)

El punto de partida para hallar la ecuación de ondas en un medio continuo

es la ecuación de movimiento de un elemento diferencial de volumen del sólido:

∂σij
∂xj

= ρ
∂2δui
∂t2

(3.13)

donde ρ es la densidad del sólido. Se usa el símbolo δ para indicar que δui es

un desplazamiento pequeño para así poder estar en el régimen de deformacio-

nes descrito por la Elasticidad Lineal [130]. Introduciendo la ecuación 3.10 en la

ecuación 3.13 llegamos a:

ρ
∂2δui
∂t2

= cijkl
∂εkl
∂xj

(3.14)
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y haciendo uso de la expresión 3.8 en la ecuación anterior obtenemos:

ρ
∂2δui
∂t2

=
1

2
cijkl

(
∂δuk
∂xj∂xl

+
∂δul
∂xj∂xk

)
(3.15)

Aunque no se perciba a simple vista, la ecuación 3.15 es una ecuación de ondas

donde δ~u = (δu1, δu2, δu3) son los desplazamientos que aparecen en un medio

continuo debido a la propagación de ésta. La ecuación 3.15 también la cumple

cualquier medio granular siempre y cuando estemos en el límite de onda larga

(λ � R) y los desplazamientos provocados por la onda acústica sean muchos

más pequeños que el tamaño de la partícula |δ~u| � R, como ocurre en nuestro

experimentos.

3.7.1.1. Onda longitudinal tipoP propagándose en la dirección perpendicu-

lar a la preferente.

Suponemos que la onda se propaga a lo largo de la dirección del eje X y que

es una onda P , con lo cual:

δu1 = so cos

(
2πft− 2π

λ
x1

)
; δu2 = δu3 = 0 (3.16)

con lo que llegamos a:

ρ
∂2δu1

∂t2
=

1

2
c1j1l

∂2δu1

∂xj∂xl
+

1

2
c1jk1

∂2δu1

∂xj∂xk
(3.17)

Ahora bien:
∂δu1

∂x2

=
∂δu1

∂x3

= 0 (3.18)

lo que nos deja:

ρ
∂2δu1

∂t2
= c1111

∂2δu1

∂x2
1

(3.19)

Así que la velocidad de propagación de la onda es

Vp =

√
C11

ρ
(3.20)



108 Capítulo 3

3.7.1.2. Onda longitudinal tipo P propagándose en dirección paralela a la

preferente.

Supongamos que una onda P se propaga a lo largo de la dirección del eje Z.

La función de onda de esa onda es:

δui = soδi3 cos Φ ; Φ = 2πft− 2π

λ
x3 (3.21)

Sustituyendo en la ecuación 3.15 nos queda:

ρ
∂2

∂t2
δu3 =

1

2
C3jkl

∂

∂xj

(
∂δuk
∂xl

+
∂δul
∂xk

)
(3.22)

Y puesto que debido a la forma de la fase Φ, todas las derivadas con respecto a

las coordenadas espaciales excepto la x3 son iguales a cero:

ρ
∂2

∂t2
δu3 = c3333

∂2

∂x2
δu3 = C33

∂2

∂x2
δu3 (3.23)

la velocidad de propagación de la onda es:

Vp =

√
C33

ρ
(3.24)

3.7.1.3. Onda propagándose en una dirección cualquiera.

Suponemos que la dirección de propagación forma un ángulo α con el ejeX

y está contenida en el plano XZ, de modo que:

δu1 = so cos β cos Φ (3.25)

δu3 = −so sin β cos Φ (3.26)

Φ = 2πft− 2π

λ
(x1 cosα− x3 sinα) (3.27)

Donde el ángulo β no tiene porque ser igual al ángulo α, es decir, la onda no tie-

ne porque ser una onda longitudinal y en general, será una mezcla de una onda

P y una onda S. Ahora tenemos que sustituir los valores de las deformaciones
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en la ecuación 3.15. De momento, lo hacemos solo para δu1:

ρ
∂2

∂t2
δu1 =

1

2
c1jkl

(
∂2

∂xj∂xl
δuk +

∂2

∂xj∂xk
δul

)
ρ
∂2

∂t2
δu1 =

1

2
c1j1l

(
∂2

∂xj∂ul
δu1 +

∂2

∂xj∂x1

δul

)
+

1

2
c1j3l

(
∂2

∂xj∂xl
δu3 +

∂2

∂uj∂x3

δul

)
ρ
∂2

∂t2
δu1 =

1

2
c1j11

(
∂2

∂uj∂x1

δu1 +
∂2

∂xj∂x1

δu1

)
+

1

2
c1j13

(
∂2

∂xj∂x3

δu1 +
∂2

∂xj∂x1

δu3

)
+

1

2
c1j31

(
∂2

∂xj∂x1

δu3 +
∂2

∂xj∂x3

δx1

)
+

1

2
c1j33

(
∂2

∂xj∂x3

δu3 +
∂2

∂xj∂x3

δu3

)
(3.28)

Ahora usamos que:

c1j11 6= 0⇔ j = 1 ; c1j13 6= 0⇔ j = 3

c1j31 6= 0⇔ j = 3 ; c1j33 6= 0⇔ j = 1 (3.29)

Con lo que nos queda:

ρ
∂2

∂t2
δu1 = c1111

∂2

∂2x1

δu1 +
1

2
c1313

(
∂2

∂2x3

δu1 +
∂2

∂x3∂x1

δu3

)
+

1

2
c1331

(
∂2

∂u3∂x1

δu3 +
∂2

∂2x3

δu1

)
+ c1133

∂2

∂x1∂x3

δu3 (3.30)

Y usando el convenio de dos índices para los coeficientes elásticos:

ρ
∂2

∂t2
δu1 = C11

∂2

∂2x1

δu1 + (C13 + C55)
∂2

∂x1∂x3

δu3 + C55
∂2

∂2x3

δx1 (3.31)

Repitiendo el mismo procedimiento para δu3 se llega a:

ρ
∂2

∂t2
δu3 = C33

∂2

∂2x3

δu3 + (C13 + C55)
∂2

∂x1∂x3

δu1 + C55
∂2

∂2x1

δu3 (3.32)

Ahora se usa que:

∂

∂t
= 2πft ;

∂

∂x1

= −2π

λ
cosα ;

∂

∂x3

=
2π

λ
sinα ; Vp = λf (3.33)
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Lo que nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

ρV 2
p δu1 =

(
C11 cos2 α + C55 sin2 α

)
δu1 − (C13 + C55) sinα cosαδu3

ρV 2
p δu3 = − (C13 + C55) sinα cosαδu1 +

(
C33 sin2 α + C55 cos2 α

)
δu3 (3.34)

Para que el sistema sea compatible indeterminado:

(C13 + C55)2 sin2 α cos2 α =(
C11 cos2 α + C55 sin2 α− ρV 2

p

) (
C33 sin2 α + C55 cos2 α− ρV 2

p

)
(3.35)

Y de esta ecuación se encuentra la velocidad de propagación Vp de la onda. Es

más sencillo ver el problema en forma matricial:

ρV 2
p

(
δx

δy

)
= (3.36)

(
C11 cos2 α + C55 sin2 α − (C13 + C55) sinα cosα

− (C13 + C55) sinα cosα C33 sin2 α + C55 cos2 α

)(
δx

δy

)
(3.37)

de la que obtenemos una velocidad Vp para cada uno de los vectores de polari-

zación con la forma (δu1, 0, δu3), ya que el anterior sistema es un problema de

autovalores.

3.7.1.4. Relaciones entre magnitudes microscópicas y macroscópicas en un

medio granular.

Si se quiere homogeneizar un medio granular hay que partir del tensor de

estructura, éste mide cómo están orientados los contactos y se define con la

siguiente expresión [131]:

Fij =
3φz

4πR2

∫
dΩP (Ω)ninj (3.38)

P (Ω) es la distribución angular de los contactos normalizada a la unidad, mien-

tras que ni es la componente-i del vector normal a los puntos de contacto. Usan-

do coordenadas esféricas y centrando nuestro sistema de coordenadas en el
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centro de una de las partículas, se obtienen los siguientes valores para cada

componente:

n1 = sin θ cosϕ =

√
2π

3

(
Y 1

1 + Y −1
1

)
(3.39)

n2 = sin θ sinϕ = −j
√

2π

3

(
Y 1

1 − Y −1
1

)
(3.40)

n3 = cos θ = 2

√
π

3
Y 0

1 (3.41)

donde Y m
l es el armónico esférico de grado l y orden m. En un medio granular

se puede calcular el tensor de deformación εij y el tensor de tensiones σij con

las siguientes relaciones [131]:

εij =
3φz

8πR3

∫
urinkAkjP (Ω)dΩ (3.42)

σij =
3φz

4πR2

∫
dΩniFjP (Ω) (3.43)

dondeAkj es el inverso del tensor de estructura y uri es el desplazamiento relati-

vo entre partículas vecinas. Esta definición provoca que ambos tensores pueden

llegar a ser no simétricos. Por ejemplo, si se diera el caso de que ur1 6= 0, ur2 = 0,

ur3 = 0, tendríamos que ε21 = ε31 = 0 pero pudiera ocurrir que ε12 6= 0 y ε13 6= 0.

En medios elásticos continuos, tanto el tensor de tensiones como el tensor de

deformación son simétricos, así que debemos simetrizar ambos tensores, de

modo que los definiremos como:

Tensor de deformación

εij =
3φz

16πR3

∫ (
urinkAkj + urjnkAki

)
P (Ω)dΩ (3.44)

Tensor de tensiones

σij =
3φz

8πR2

∫
dΩ (niFj + njFi)P (Ω) (3.45)
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Supondremos que en el medio existe un estado de tensiones pre-existente

σoij y que el paso de la onda causa una perturbación δσij a ese estado de tensio-

nes tal que σij = σoij + δσij . Por lo tanto, las fuerzas de contacto experimentan

también una perturbación de modo que Fi = F o
i + δFi, con lo cual:

δσij =
3φz

8πR2

∫
dΩ (niδFj + njδFi)P (Ω) (3.46)

suponiendo que no hay fuerzas tangenciales de contacto:

δFi = kn
(
urjnj

)
ni (3.47)

donde kn es la rigidez normal del contacto. Si suponemos que todas las fuerzas

de contacto eran iguales antes del paso de la perturbación, kn no depende de la

dirección del contacto, tenemos que:

δσij =
3φz

8πR2
kn

∫
dΩ [ni (u

r
lnl)nj + nj (urlnl)ni]P (Ω) =

δσij =
3φz

4πR2
kn

∫
dΩP (Ω)ninju

r
lnl (3.48)

Bajo estas hipótesis la perturbación δσij al estado de tensiones preexistente

solo depende de la distribución angular de los contactos y de la perturbación

a la posición de las partículas url . Con las mismas hipótesis, es decir, todas las

fuerzas son paralelas a la normal en los puntos de contacto y todas las fuerzas

de contacto tienen la misma magnitud, el tensor de tensiones puede escribirse

como:

σoij =
3φz

4πR2
Fo

∫
dΩP (Ω)ninj (3.49)

Con lo que, usando desde 3.39 hasta 3.41, nos queda que el cálculo de las de-

formaciones y las tensiones en un medio granular son integrales que dependen

de la forma de la distribución angular de contactos P (Ω).

3.7.1.5. Onda P en un medio con distribución de contactos isótropa de tipo

Hertziano.

En el caso en que todas las direcciones son equiprobables para todos los

contactos, la distribución angular de los contactos es:
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P (Ω) =
1

4π
(3.50)

Lo que da como resultado el siguiente tensor de estructura acompañado de

su inverso:

Fij =
1

4π

φz

R2
δij ; Aij =

4πR2

φz
δij (3.51)

Suponemos que la onda P se propaga a lo largo de la dirección del eje X.

Dado que la distribución angular de contactos es isótropa, la propagación de

una onda elástica en el interior del medio no debe depender de la dirección.

Por lo tanto, lo que se va a deducir para la direcciónX es equivalente para cual-

quier dirección de propagación. Si la posición de cada partícula experimenta

una perturbación:

δui = soδi1 cos

(
2πft− 2π

λ
x1

)
(3.52)

con una fase inicial que se considera cero para facilitar todos los cálculos. Ade-

más, hay que destacar que haciendo esta consideración no se pierde informa-

ción, ya que la fase depende del origen de posición y de tiempo.

El desplazamiento relativo uri de dos partículas vecinas viene dado por

uri = δu′i − δui ; x′i = xi + 2Rni (3.53)

luego:

uri = soδi1

[
cos

(
2πft− 2π

λ
x1 −

2π

λ
2Rn1

)
− cos

(
2πft− 2π

λ
x1

)]
(3.54)

Si nos encontramos en el límite de onda larga 2R� λ como es nuestro caso,

podemos realizar un desarrollo en serie de Taylor llegando a:

uri = 4πRδi1
so
λ

sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)
n1 (3.55)

Sustituyendo esta expresión 3.55 en la expresión del tensor de deformación

3.44, encontramos que la deformación causada por el paso de la onda es:
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εij =
3

2

so
λ
δi1 sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)∫
dΩn1nj (3.56)

lo que da como resultado:

ε11 = 2π
so
λ

sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)
εij = 0 si i, j 6= 1, 1 (3.57)

Si ahora se sustituye la expresión 3.55 del desplazamiento relativo de dos

partículas consecutivas en la expresión 3.48 de la perturbación del tensor de

tensiones, obtenemos:

δσij =
3φz

4πR
kn
so
λ

sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)∫
dΩninjn1n1 (3.58)

Dando lugar a las siguientes perturbaciones de la tensión respecto al estadio

inicial σ0
ij :

δσ11 =
3φz

5R
kn
so
λ

sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)
(3.59)

δσ22 = δσ33 =
φz

5R
kn
so
λ

sin

(
2πft− 2π

λ
x1

)
(3.60)

δσ12 = δσ13 = δσ23 = 0 (3.61)

El módulo de compresibilidadK y el módulo de cizalladuraµdel medio pue-

de ser encontrado usando la Ley de Hooke para un medio isótropo (Ecuación

3.7). Relacionando los resultados que hemos encontrado εll = ε11 mediante la

Ley de Hooke, se tiene que:

δσ11 =

(
K +

4

3
µ

)
ε11 ⇒

3φz

5R
kn = 2π

(
K +

4

3
µ

)
(3.62)

δσ22 = δσ33 =

(
K − 2

3
µ

)
ε11 ⇒

φz

5R
kn = 2π

(
K − 2

3
µ

)
(3.63)
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Una vez conocidos los valores del módulo de compresibilidadK y el módulo

de cizalladura µ en función de diferentes parámetros microscópicos del medio

granular, se puede calcular la velocidad de propagación de las ondas P con la

siguiente expresión:

Vp =

√
K + 4

3
µ

ρ
=

√
3φzkn
10πρR

(3.64)

Todo este cálculo se ha llevado a cabo suponiendo que si no hay un despla-

zamiento relativo de las partículas, el tensor de deformación εij = 0, es decir,

estamos seleccionando como estado de referencia para medir las deformacio-

nes el estado en el que el medio está sometido a un estado de tensiones σ0
ij .

Como se ha supuesto que la distribución de contactos es isótropa y que el valor

de kn es el mismo para todos los contactos, lo más razonable es suponer que el

estado de tensiones σ0
ij es un estado de tensiones en el que las tensiones princi-

pales son iguales.

Para calcular el valor de kn, la rigidez normal del contacto, vamos a usar el

modelo de Hertz:

Fo =
4

3
E∗
√
R∗δ3/2

o ; δo =

(
3

4E∗

)2/3(
1

R∗

)1/3

F 2/3
o (3.65)

donde se ha escrito Fo y δo para indicar que se trata de la fuerza de contacto y la

deformación existentes en los contactos bajo el estado de tensiones σ0
ij . Luego:

kn =
dF

dδ
= 2E∗

√
R∗δ1/2

o =
(
6R∗E∗2Fo

)1/3
(3.66)

Introduciendo el valor de kn de la expresión anterior en la ecuación 3.64 te-

nemos que la velocidad longitudinal es igual a:

Vp =

√
3φz

10πρR

(
3RE∗2Fo

)1/6
(3.67)

Y como todas las partículas del medio son esferas del mismo tamaño, pode-

mos sustituir valor del radio reducido R∗ por R/2 en la ecuación anterior de la

velocidad longitudinal, llegando a:
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Vp =

√
3φz

10πρR

(
3RE∗2Fo

)1/6
(3.68)

Suponemos que la fuerza de contacto F0 no depende de la dirección en la que

apuntan los contactos. Para encontrar la relación entre F0 y el tensor de tensio-

nes existentes en el medio granular σ0
ij utilizamos que:

σoij =
3φz

32π2R2

∫
dΩ (niFoj + njFoi) (3.69)

donde ya se ha usado que la distribución angular de los contactos es isótropa.

Además, como hemos supuesto que las fuerzas de contacto son paralelas a la

normal al contacto obtenemos:

Foi = Foni ⇒ σoij =
3φz

16π2R2
Fo

∫
dΩninj =

φz

4πR2
Foδij (3.70)

que es básicamente la fórmula de Rumpf [90, 91]. Llamando:

σo =
φz

4πR2
Fo ⇒ kn =

(
12πR3

φz
E∗σo

)1/3

(3.71)

podemos escribir la velocidad de la onda P de la siguiente forma:

Vp =

(
81

250

z2φ2

π2ρ3

)1/6

σ1/6
o (3.72)

donde ρ = ρpφ es la densidad efectiva del medio granular

3.8. Discusión de los resultados experimentales

En esta sección se discute la dependencia de la velocidad de propagación del

sonido Vp respecto a la fracción sólida, las fuerzas magnéticas entre partículas y

la microestructura, usando la teoría del medio efectivo (EMT). Esta teoría se ha

utilizado con bastante frecuencia para describir la propagación del sonido en
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medios granulares [69, 70, 132, 19]. En esta teoría, se asume que cualquier onda

acústica se propaga en un medio granular como si éste fuera un medio conti-

nuo cumpliendo la ecuación de onda 3.15 deducida anteriormente. La idea de

esta teoría se basa en que las propiedades del material, incluyendo cualquier

efecto de microestructura, son descritas por los coeficientes elásticos cijkl que

son los que relacionan la perturbación en el estado de tensiones δσij con las de-

formaciones εkl causadas por el paso de la onda mediante la ecuación 3.10 des-

crita anteriormente. Se supondrá que el medio granular es un medio isótropo

transversal, por lo que la matriz de coeficientes elásticos es la que aparece en la

ecuación 3.9, donde se relacionan las componentes que pueden ser diferentes

del tensor de tensión con las del tensor de deformación. Se va a elegir un con-

junto de ejes XY Z (con indices i = 1, 2, 3) donde la dirección Z es la dirección

del campo magnético total dentro del material. Notamos que, aunque el cam-

po magnético total dentro del material no es uniforme (el campo creado por las

bobinas de Helmholtz se puede suponer uniforme como buena aproximación,

pero eso no se puede extrapolar al campo creado por la muestra de polvo), se va

a considerar que el campo magnético es uniforme para hacer el desarrollo ma-

temático lo más simple posible. Además, debemos destacar que la dirección-Z

no coincide con la dirección vertical (dirección-z), ya que para la configuración

cross-flow el campo total forma un cierto angulo con la dirección vertical. Las

relaciones geométricas entre ambos conjuntos de ejes se pueden observar en la

figura 3.13. Para obtener los coeficientes elásticos debemos encontrar las expre-

siones de δσij y εij en función de la microestructura, es decir, en términos de las

fuerzas y direcciones de contacto. Para ello, nosotros asumimos que a cualquier

profundidad dentro del medio granular, el estado de tensiones no perturbado

es descrito por un tensor no nulo debido a la tensión de consolidación causada

por el peso de las partículas que se encuentra en las capas superiores y un tensor

de deformación nulo en el que las deformaciones del medio granular se miden

respecto a los posiciones de las partículas sedimentadas. La contribución de las

fuerzas magnéticas en el tensor de tensiones se ha despreciado, ya que como se

ha visto antes, la fuerza magnética f om es mucho más pequeña que la fuerza de
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contacto fc debida a la tensión de consolidación. Para la distribución angular

de contactos, se supondrá que tiene esta forma:

P (Ω) =
1

4π
[(1− ζ) + 3ζn3n3] . (3.73)

donde n3 es la tercera componente del vector normal a los contactos cuya di-

rección coincide con la del campo magnético en el interior de la muestra. El

parámetro ζ mide el grado de anisotropía en la distribución angular de contac-

tos. Cuando las partículas están inmersas en una región donde existe un campo

magnético, los contactos suelen ser más probables en la dirección del campo

magnético (despreciando los efectos de gravedad) y ζ > 0. La distribución an-

gular de contactos podría tener un máximo en la dirección-Z y sería simétrica

alrededor de la dirección-Z, por tanto se puede expandir en armónicos esféri-

cos del tipo Y 0
l . Asumiendo que la distribución angular de los contactos no se

desvía mucho del caso en el que el medio es isótropo, se puede cortar el desa-

rrollo de armónicos esféricos en l = 1. Particularizando para esta distribución

angular de contactos, el tensor de estructura dado por la ecuación 3.38 y su in-

verso tienen los siguientes valores:

F11 = F22 =
φz

4πR2

(
1− 2

5
ζ

)
(3.74)

F33 =
φz

4πR2

(
1 +

4

5
ζ

)
(3.75)

A33 =
4πR2

φz

(
5

5 + 4ζ

)
(3.76)

A11 = A22 =
4πR2

φz

(
5

5− 2ζ

)
(3.77)

Observando la descripción de la onda en la figura 3.13, se considerará el ca-

so en el que la amplitud de la onda s0 está contenida en el plano XZ y su vector

número de onda ~k forma un ángulo α con la dirección-X. Si se hace coincidir el

centro de este plano con el centro del plano que contiene la dirección de propa-

gación de la onda en nuestro experimento y la dirección del campo magnético
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dentro de la muestra, la configuración co-flow es el caso en el que α = 0, mien-

tras que la configuración cross-flow es el caso en el que el ángulo α puede estar

comprendido entre 0 y π/2 [128]. En esta situación, las perturbaciones de las

posiciones de las partículas debido al paso de la onda son dadas por:

δu1 = so cos β cos Φ , (3.78)

δu2 = 0 , (3.79)

δu3 = −so sin β cos Φ , (3.80)

Φ = 2πft− 2π

λ
(x1 cosα− x3 sinα) . (3.81)

El ángulo β representado en la figura 3.13 determina la polarización de la on-

da. En general,α 6= β, se traduce en que la onda no será una onda-P pura, ya que

su polarización no tiene una componente cero en la dirección perpendicular a

la propagación. Introduciendo la perturbación provocada por la onda acústica

(ecuaciones 3.78-3.81) en la ecuación 3.53 y realizando el límite de onda larga,

se llega a que:

ur1 = 4π
so
λ
R cos β (n1 cosα− n3 sinα) sin Φ , (3.82)

ur3 = −4π
so
λ
R sin β (n1 cosα− n3 sinα) sin Φ . (3.83)

Si ahora se sustituyen los valores de ur1 y ur3 en la ecuación 3.48 y 3.44, es po-

sible obtener las perturbaciones de la tensión δσij y deformación εij provocadas

por el paso de la onda con los siguientes valores:

δσ11 =
φzkn
10πR

[
3

(
1− 4

7
ζ

)
ε11 +

(
1 +

2

7
ζ

)
ε33

]
(3.84)

δσ22 =
φzkn
10πR

[(
1− 4

7
ζ

)
ε11 +

(
1 +

2

7
ζ

)
ε33

]
(3.85)

δσ33 =
φzkn
10πR

[(
1 +

2

7
ζ

)
ε11 + 3

(
1 +

8

7
ζ

)
ε33

]
(3.86)

δσ13 =
φzkn
10πR

(
1 +

2

7
ζ

)
ε13 (3.87)
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Propagación
del sonido Polarización

de la onda

k

H

so

x

z

X

Z

Gravedad

Campo magnético total

β
α

Figura 3.13: Relación geométrica entre el vector número de onda ~k situada
en la dirección de propagación de onda, el vector de polarización de onda
acústica ~so, la dirección del campo magnético total dentro del material H
y los dos sistemas de ejes usados en la descripción de nuestro sistema. La
dirección del campo magnético total se considera la dirección preferente en
la que se forman los contactos entre partículas.

ε11 = 2π
so
λ

cos β cosα sin Φ (3.88)

ε33 = 2π
so
λ

sin β sinα sin Φ (3.89)

ε13 = −πso
λ

sin(α + β) sin Φ (3.90)

ε12 = ε22 = ε33 = 0; (3.91)

Una vez que son conocidas las perturbaciones de la tensiones con sus res-

pectivas deformaciones asociadas podemos calcular las expresiones de las cons-

tantes elásticas. Si relacionamos ambas perturbaciones (tensión y deformación)

con la Ley de Hooke para un sólido con una dirección transversal de anisotropía

dada por la ecuación 3.9, obtenemos que:
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C11 =
3

10πR
φzkn

(
1− 4

7
ζ

)
C12 =

1

10πR
φzkn

(
1− 4

7
ζ

)
C13 = C23 =

1

10πR
φzkn

(
1 +

2

7
ζ

)
C33 =

3

10πR
φzkn

(
1 +

8

7
ζ

)
C55 =

1

10πR
φzkn

(
1 +

2

7
ζ

)
(3.92)

Cuando ζ = 0 la distribución angular de contactos es isótropa, la propaga-

ción de la velocidad de la onda-P es dada por la ecuación 3.72. A partir de ahora

se etiquetará de la siguiente forma:

Vp,iso =

(
81

250

z2φ2

π2ρ3

)1/6

σ1/6
o (3.93)

Para el caso en el que ζ > 0, el cual corresponde al problema físico en el que

el campo magnético se aplica durante la fluidización, se obtiene un sistema de

ecuaciones algebraico cuando se sustituye la función de onda (ecuaciones 3.78-

3.80) y los coeficientes elásticos (ecuación 3.92) en la ecuación de onda 3.15.

Éste es compatible cuando:

(
M11 − λ M12

M21 M33 − λ

)(
δu1

δu3

)
= 0 (3.94)

M11 =

(
1− 4

7
ζ

)
cos2 α +

1

3

(
1 +

2

7
ζ

)
sin2 α

M12 = M21 = −2

3

(
1 +

2

7
ζ

)
sinα cosα

M22 =

(
1 +

8

7
ζ

)
sin2 α +

(
1 +

2

7
ζ

)
cos2 α
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donde se ha definido λ = V 2/V 2
P,iso. Para cada valor del parámetro de anisotro-

pía ζ y cada dirección de propagación en el plano XZ dada por el angulo α, la

ecuación 3.94 da dos autovalores λ1 y λ2 con sus correspondientes autovectores
~A1 = (δu1, 0, δu3)1 y ~A2 = (δu1, 0, δu3)2 que están asociados con las dos posibles

polarizaciones. La primera polarización, a la que llamamos onda pseudo-P , se

representa por el vector de polarización ~A1 que es el vector que forma el ángu-

lo más pequeño con el vector ~k = (cosα, 0,− sinα). De manera semejante, el

otro vector de polarización ~A2 describe una onda pseudo-S. Por lo tanto, bajo

las diferentes suposiciones que se han hecho, la velocidad de la propagación

del sonido tiene una dependencia de la fracción sólida φ, el número de coor-

dinación z y la rigidez del contacto kn dada por la ecuación 3.93, mientras que

la dependencia con la microestructura es dada por el autovalor λ1 que se ob-

tiene al resolver la ecuación 3.94. Cabe destacar que la ecuación 3.93 predice

que la velocidad de propagación de la onda P no depende del radio de la partí-

cula R, como ocurre aproximadamente en nuestros resultados experimentales

(ver las figuras 3.9 y 3.10). De los experimentos en los que el campo magnéti-

co se aplica después de haber fluidizado la muestra, se sabe que el efecto del

campo magnético externo hace aumentar la rigidez del contacto kn. Sin embar-

go, en el caso en el que el campo magnético se aplica durante la fluidizacion,

este efecto es aún mas pronunciado, ya que la formación de cadenas de partí-

culas hace que aparezcan contactos preferentemente en la dirección donde las

fuerzas magnéticas entre partículas son atractivas. La aplicación de un campo

magnético durante la fluidización provoca una disminución de la fracción sóli-

da en la muestra como muestran las gráficas 3.11 y 3.12 que acordando con la

ecuación 3.64 produciría una disminución en la velocidad de propagación del

sonido en el material porque, aunque la densidad del material ρ es proporcio-

nal a la fracción sólida φ y cancela la dependencia explicita de φ en la ecuación

3.64, el número de coordinación z disminuye cuando la fracción sólida decrece.

El efecto de los cambios en la microestructura que provocan la formación de

cadenas de partículas, depende del ángulo α entre la dirección perpendicular

a las cadenas y la dirección de propagación de la onda como muestra la figura
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Figura 3.14: Cociente entre la velocidad de la onda Vp en el medio con una
dirección preferente enlos de contactos y la velocidad de propagación Vp,iso
en el que los contactos están distribuidos de manera isótropa como función
del parámetro de anisotropía ζ de la distribución angular de contactos y el
ángulo α entre la dirección de propagación de la onda y la dirección prefe-
rente de contactos.

3.14, donde se representa el autovalor asociado a la onda pseudo-P en función

del ángulo α y el valor del parámetro de anisotropía ζ. Cuando las cadenas de

partículas están orientadas cerca de la dirección perpendicular a la dirección

de propagación de la onda (α cercano a 0), como cabe esperar cuando el cam-

po magnético se aplica en la configuración co-flow, la formación de cadenas de

partículas disminuye la velocidad de propagación del sonido. Por el contrario,

cuando las cadenas de partículas están orientadas en una dirección cercana a la

dirección paralela de propagación, la velocidad del sonido aumenta. Esto es lo

que se espera que ocurra en la configuración cross-flow, aunque en esta confi-

guración las cadenas forman un cierto angulo con la dirección de propagación

del sonido debido al efecto de arrastre del fluido durante la fluidización [128].

De acuerdo a lo citado anteriormente, el hecho de que la velocidad de pro-

pagación del sonido medida experimentalmente cuando se aplica un campo
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magnético durante el proceso de fluidización disminuya para el caso co-flow,

mientras que aumente para la configuración cross-flow, se explica indicando

que para la configuración co-flow hay una disminución de la fracción sólida

mucho más notable que para la configuración cross-flow y teniendo en cuenta

que la orientación de las cadenas de partículas es más cercana a la dirección

perpendicular a la dirección de propagación para el caso co-flow que para la

configuración cross-flow. Sin embargo, la cantidad de estos efectos no puede

ser cuantificada de manera numérica para poder compararla con los resultados

experimentales, ya que no se tiene una correlación entre el parámetro de an-

isotropía ζ en la distribución angular de contactos y el campo magnético total

H.

3.9. Conclusiones

Se ha encontrado que la velocidad de propagación de la onda es afectada por

cambios en la orientación de los contactos entre partículas en experimentos en

donde el límite de onda larga es valido, es decir, la longitud de onda es mucho

mayor que el tamaño de la partícula y donde la amplitud de la onda es mucho

menor que el tamaño de la partícula (el contacto entre partículas no se rompe

por el paso de la onda acústica). Las variaciones observadas en la velocidad de la

propagación del sonido surgen del hecho de que los cambios de la orientación

de los contactos modifican los coeficientes elásticos del medio efectivo. Cree-

mos que los resultados experimentales presentados son generalizables a cual-

quier medio granular donde sus partículas no tienen porque ser magnéticas.

La naturaleza magnética de las partículas es necesaria para cambiar la orienta-

ción de los contactos entre partículas, que es la principal causa de los cambios

encontrados en la velocidad del sonido. Se espera encontrar cambios similares

en la velocidad de la propagación del sonido en el caso en el que se pudiera

controlar la orientación de los contactos en un medio granular, lo cual abre la

posibilidad de crear materiales que posean una velocidad del sonido variable y

controlada por medio de la microestructura del medio.
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Propagación del sonido en medios

granulares cohesivos sometidos a

una deformación uniaxial.

4.1. Introducción

Durante este último capítulo de la tesis se estudia de manera experimental

la propagación del sonido en diferentes medios granulares cohesivos someti-

dos a una deformación uniaxial. A la tensión necesaria para comprimir el me-

dio uniaxialmente la llamamos tensión de consolidación y puede ser paralela

o perpendicular a la propagación del sonido según el montaje usado. La mo-

delización de la propagación acústica en los medios granulares no cohesivos

desordenados, conjunto de granos empaquetados de una manera aleatoria con

una interacción elástica, se ha tratado tradicionalmente con la ley de Hertz. Es-

ta ley permite explicar ciertas observaciones como la dependencia de la velo-

cidad de propagación en función de la tensión de consolidación. Los modelos

que existen proporcionan la velocidad de propagación de la onda longitudinal

y de cizalla en función de los parámetros del medio granular. Sin embargo, es-

tos modelos están bastante limitados, ya que suponen condiciones muy ideales

como partículas totalmente esféricas sin rugosidad, muestras monodispersas,
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ley de contacto de Hertz y es que incluso la forma de preparar la muestra an-

tes de medir, la cohesión, la humedad ambiente, la temperatura y el tamaño de

los granos puede influir en la medida de la velocidad [118, 133]. En este con-

texto, se va a realizar un trabajo experimental en el cual dos tipos de medios

granulares (fécula de maíz pura que es un material muy cohesivo y fécula de

maíz recubierta con sílice que es menos cohesiva) sometidos a diferentes ten-

siones de consolidación se van a caracterizar acústicamente. La caracterización

física de estos medios nos permitirá modelar las fuerzas de contacto en juego

para así poder interpretar las grandes diferencias que existen en los valores de

la velocidad encontrados. El objetivo de este capítulo es ayudar a los desarrollos

teóricos actuales en los cuales se tengan en cuenta las fuerzas de adhesión en la

propagación del sonido.

4.2. Medidas de la propagación del sonido en polvo

fino sometido a una alta consolidación.

En este apartado se expondrá un resumen del trabajo realizado por Caste-

llanos et al donde se sondeó acústicamente una muestra de polvo fino que fue

cargado por una fuerza externa [116]. Primero se expondrán los resultados ex-

perimentales y terminaremos con una discusión de estos.

4.2.1. Resultados experimentales de la propagación del sonido

a través de una capa de polvo fino sometido a alta conso-

lidación.

La Teoría del Medio Efectivo (EMT) que se ha usado habitualmente para des-

cribir la propagación del sonido en medios granulares, predice que la velocidad

ultrasónica Vp debe depender la de tensión de consolidación σc acordando a

la ecuación Vp(σc) ∝ z1/3[G0(σc)]
1/2, donde G0(σc) es una función que depende

de la tensión de consolidación y de más parámetros característicos del medio
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granular, pero que para el caso de contactos elásticos Hertzianos entre las par-

tículas tiene la siguiente forma funcional respecto la tensión de consolidación

G0(σc) ' σ
1/3
c [108, 114, 115]. Para esferas de vidrio (dp ' 500 µm) en los que no

existe cohesión se ha demostrado experimentalmente que la velocidad cumple

una ley de potencias Vp ∝ σmc con m = 1/6 para tensiones de consolidación

alrededor de 1 MPa [14]. Esta ley es entonces compatible con la interacción

de Hertz entre sólidos elásticos (a estas tensiones de consolidación, las par-

tículas han alcanzado una configuración llamada empaquetamiento aleatorio

compacto y un número de coordinación z que no cambian cuando σc aumen-

ta). En este trabajo experimental, se ha testeado la velocidad de propagación

de la señal ultrasónica a través de una muestra de polvo cohesivo en un ran-

go de consolidaciones entre 30 y 200 kPa. Como muestra granular se eligió tó-

ner xerográfico, ya que ésta se puede obtener fácilmente de manera comercial

(Canon CLC700). Esta muestra está formada por partículas finas de poliéster

(dp ∼ 8,5 µm, ρp ∼ 1,2 g/cm3). El diseño del montaje experimental se muestra

en la figura 4.1. Para emitir y recibir la señal ultrasónica a través del polvo, se

han usado dos transductores piezoeléctricos de banda ancha con un diámetro

de 30 mm que son sensibles a las vibraciones de compresión a lo largo de sus

ejes (modelo V101-RM Panametrics).

El transductor emisor se excitó por un pico de alto voltaje de valor negati-

vo con una duración temporal de 2 µs que lo proporciona un generador de alto

voltaje que, además, es capaz de recibir y amplificar señales (modelo 5058PR Pa-

nametrics). La señal introducida al transductor emisor y la señal recibida por el

transductor receptor se sincronizan y se visualizan en un osciloscopio. Como se

muestra en la figura 4.1, los transductores se colocaron en posiciones enfrenta-

das operando en el modo through-transmission, mientras que en el interior de

la celda se introdujo la capa de polvo. La carga normal se aplicó usando un gato

que presiona el transductor emisor (carga oedométrica) con una fuerza de carga

F que se mide mediante una célula de carga. El transductor receptor se mantu-

vo en una posición fija, mientras que el desplazamiento vertical del transductor
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Figura 4.1: Esquema del montaje experimental para las medidas de la velo-
cidad ultrasónica a través de una capa de polvo fino cargada con una cierta
consolidación. ”E” es el transductor emisor y ”R” es el transductor receptor.

emisor producido por el aumento de la consolidación se leyó con un micróme-

tro. Con el método tiempo de vuelo de la señal ultrasónica, ya descrito en los

dos capítulos anteriores, se mide la velocidad ultrasónica una vez que se sabe

la distancia entre los transductores. De la distancia entre los transductores tam-

bién se puede obtener otro dato característico y de gran importancia del medio

granular que es la fracción sólida media φ de nuestro polvo consolidado.

Se han representado los datos de la fracción sólida φ y el número de coor-

dinación z, derivado de la fórmula mencionada en el trabajo de Suzuki [94], en

función de la tensión de consolidación σc en la figura 4.2.

La figura 4.2(a) muestra que la fracción sólida aumenta cuando la tensión

de consolidación aumenta. Sin embargo, cuando se termina el proceso de des-

carga, la muestra no vuelve a su estado inicial. En el rango de consolidaciones

aplicadas, la compactación es por tanto irreversible y de acuerdo a los resul-

tados experimentales arriba, es gobernada por la reestructuración de los con-

tactos entre partículas. Por otra parte, la figura 4.2(b) muestra que el número

de coordinación frente a la consolidación se puede ajustar correctamente por
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Figura 4.2: (a) Fracción sólida φ en función de la tensión de consolidación
σc durante el proceso de carga y descarga y (b) número de coordinación z
(z(σc) = 1,61(1 − φ(σc))−1,48) en función de la tensión de consolidación σc
durante la fase de carga. La línea sólida es el mejor ajuste a una función po-
tencia a los datos experimentales (z ∝ σ0,0036

c ). Los datos se han tomado del
trabajo realizado por Castellanos et al [116]

.

una ley de potencias z ∝ σ0,0036
c . Los datos de la velocidad de propagación ul-

trasónica Vp en función de la tensión de consolidación σc se representan en la
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Figura 4.3: Velocidad ultrasónica Vp medida a través del polvo durante el
proceso de carga en función de la tensión de consolidación σc. La línea sólida
es el mejor ajuste de los datos experimentales a una función potencia (Vp ∝
σ0,1786
c ). Los datos se han tomado del trabajo realizado por Castellanos et al

[116].

figura 4.3. La velocidad ultrasónica escala con la tensión de consolidación con

la siguiente ley en potencias Vp ∝ σ0,1786
c . Si ahora se tiene en cuenta el ajuste

del número de coordinación z con σc (z ∝ σ0,036
c ), la Teoría del Medio Efectivo

(Vp(σc) ∝ z1/3σ
1/6
c ) predice que la velocidad tiene la tendencia Vp ∝ σ0,1787

c pa-

ra el caso de contactos elásticos Hertzianos entre partículas, lo que da un gran

acuerdo con los resultados encontrados experimentalmente.

4.2.2. Discusión.

Los datos experimentales de la velocidad ultrasónica indican que el com-

portamiento del contacto entre partículas dentro de nuestra celda de medida es

elástico en el rango de altas consolidaciones aplicadas (30 kPa < σc < 200 kPa).

Por contra, las medidas y estimaciones teóricas de trabajos anteriores indica-

ron un comportamiento plástico en un régimen de tensiones más bajas, 1 Pa <

10 kPa [134]. Sin embargo, ambos tipos de comportamiento son compatibles en
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los diferentes rangos de las consolidaciones aplicadas, como se mostrará más

abajo. El material con el que se fabricaron las partículas de tóner usadas en los

experimentos fue poliéster. Los valores típicos de las propiedades mecánicas de

este poliéster son las siguientes: módulo de Young E = 3,5 GPa, límite de elas-

ticidad de compresión Y = 50 MPa que es el valor de la tensión de compresión

máxima que puede soportar el material sin sufrir deformaciones permanentes

y trabajo de adhesión w = 0,07 J/m2. Usando estos valores, se encuentra que el

comienzo de la deformación plástica debido solamente a las fuerzas de atrac-

ción (sin una consolidación externa aplicada) ocurre para las asperezas de la

superficie con un tamaño das <∼ 1 µm, lo cual está claramente por encima del

tamaño típico de las asperezas de nuestras partículas (das ∼ 0,2 µm). Por tan-

to, en el régimen de bajas consolidaciones, las asperezas de la superficie ceden

de forma plástica. En el régimen completamente plástico, las asperezas deben

de soportar una carga de compresión que se puede estimar por la expresión

Fcp ≈ 2,8Y πa2 ≈ 4 × 10−6 N, donde se asume que el área de contacto a es igual

al radio local de las asperezas. De la ecuación de Rumpf [90, 91], se puede es-

timar la fuerza de compresión entre partículas a una tensión de consolidación

σc ∼ 100 kPa, obteniéndose un valor de Fc ' 7 × 10−6 N, el cual es mayor que

Fcp. A partir de estas estimaciones podemos concluir que las asperezas de la

superficie son aplastadas o alisadas en el rango de consolidaciones aplicadas

por el pistón de nuestro montaje experimental. En ese caso, el radio total de

la partícula dp/2 se debe considerar como el radio local entre los contactos. Se

estima, entonces, que la nueva fuerza necesaria para que se inicie el régimen

plástico es dado por la expresión PY ' π3d2
pY

3/6E2 ≈ 4 × 10−6 N, mientras

que la fuerza que soporta el contacto para el régimen completamente plástico

sería Fcp ≈ 8 × 10−3 N [1]. La fuerza atractiva molecular se puede estimar con

Fam ' πwdp/2 ≈ 8 × 10−7 N [1]. Por tanto, para las fuerzas típicas existentes

entre partículas en contacto debidas a la tensión de consolidación externa en el

montaje experimental donde se mide la propagación de ultrasonidos, es proba-

ble que el área o región de contacto permanezca en el régimen elástico, como se

deduce del análisis de los resultados experimentales de la velocidad ultrasónica
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obtenidos.

4.3. Propagación del sonido en polvo fino sometido

a una tensión de consolidación media parale-

la a la propagación del sonido: influencia de la

cohesión entre granos.

4.3.1. Materiales y método.

4.3.1.1. Efecto de las asperezas en la cohesión.

Se ha comprobado que para valores de la tensión de consolidación σc alre-

dedor de los 100 kPa las asperezas de las partículas son destruidas. Sin embargo,

para valores inferiores de la tensión de consolidación σc, éstas pueden llegar a

no ser destruidas completamente, aunque de lo que sí estamos seguros es que

antes de destruirse, ellas influyen en el empaquetamiento del medio granular.

Es cierto que las fuerzas cohesivas son pequeñas en comparación con el peso

de la muestra o con la carga externa impuesta que se va a considerar, pero co-

mo antes se ha citado, las asperezas hacen que cambien las fuerzas cohesivas

del medio granular. Este cambio en las fuerzas cohesivas influyen a su vez en el

empaquetamiento inicial y comportamiento del material durante la carga. A lo

largo de la tesis, todas las expresiones que se han expuesto toman como radio

R, el radio de la partícula que se considera. Sin embargo, cuando la superficie

de las partículas es rugosa, hay que tomar comoR el radio de curvatura local de

las asperezas y no el radio de la partícula, ya que si la fuerza de carga a la que

están sometidas dos partículas no es muy grande las tensiones en el interior de

cada partícula están dentro de la aspereza y como las fuerzas de Van der Waals

son de corto alcance, las fuerzas atractivas que actúan entre dos partículas en

contacto deben de estar determinadas por las asperezas del material. Vamos a

exponer el caso más sencillo en el que se determinó la fuerza atractiva de Van
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der Waals Fa entre una partícula de R con una aspereza hemisférica de radio r

y un plano indeformable a una distancia d con una disposición como la de la

figura 4.4. Los valores de la fuerza atractiva son los siguientes [135]:

Fa = Fp−p + Fp−a (4.1)

Fp−p =
2A1R

3

3(d+ r)2(d+ r + 2R)2
(4.2)

Fp−a =
2A2r

3

3d2(d+ 2r)2
(4.3)

(4.4)

y cuando la aspereza y el plano están en contacto la fuerza atractiva se puede

escribir como [135]:

Fa =
A2r

6z0

[1 + 2
h

z0

+
h2

z0

2h+ 3z0

(h+ z0)2
] (4.5)

dondeFp−p yFa−p son las fuerzas atractivas entre la partícula y el plano y entre la

aspereza y el plano, respectivamente, h = z0−d es la deformación de la aspereza

cuando la aspereza y el plano están en contacto, z0 es una distancia de equilibrio

típica con valores entre (1 − 5) Å, A1 la constante de Hamaker del material con

el que está hecha la partícula y A2 es la constante de Hamaker del material del

que está hecha la aspereza.

Supongamos que una aspereza que pertenece a la partícula, es decir, del

mismo material que la partícula, está tocando el plano indeformable. Entonces

para z0 � r � R se tiene que:

Fp−p
Fp−a

' Rz2
0

r3
(4.6)

Por lo tanto, la fuerzaFp−p contribuirá de manera significante para valores en

los que los valores de la aspereza sean r ∼ (Rz2
0)1/3 o menores. Para concretar,

sea z0 = 4 Å y R = 10 µm; entonces solo las asperezas del orden de 10 nm o

mayores se deben de tener en cuenta en el radio de la partícula. Obviamente, si

el radio de la aspereza es mucho más pequeño, nosotros podemos despreciar su
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d r R

Figura 4.4: Interacción de Van der Waals entre un plano y una partícula es-
férica de radio R con una aspereza hemisférica de radio r.

contribución siempre y cuando la fuerza de carga a la que se somete el contacto

no sea lo suficientemente alta como para que la deformación plástica termine

por aplastar las asperezas.

4.3.1.2. Propiedades del polvo

Nuestras medidas acústicas se han desarrollado para fécula de maíz (marca

comercial Maizena) con un tamaño de partícula dp ' 15 µm y densidad ρp =

1,55 g/cm3. Este tipo de polvo es irregular y posee una superficie suave como se

puede observar en la imagen 4.5.

La cohesión entre nuestras partículas se debe a las fuerzas atractivas que

son del tipo de Van der Waals y como se ha explicado en el apartado anterior, la

magnitud de este tipo de fuerzas depende de la rugosidad de la partículas que

interaccionan, obviándose el tamaño de éstas. Para estimar la fuerza de adhe-

sión entre dos partículas cuyas rugosidades (r1, r2) en el contacto son superiores

a la distancia de separación entre ellas y mayores que 10 nm, cuando el tamaño

de la partícula es del orden de 10 µm, se puede usar la siguiente ecuación:
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Figura 4.5: Imagen de una muestra de fécula de maíz pura tomada por un
microscopio electrónico de barrido (SEM). Imagen cedida por Dr. Pérez Ebrí.

Fa(z) = − A

6z2

(
1

r1

+
1

r2

)−1

, (4.7)

con A la constante de Hamaker que está relacionada con la constante de Lon-

don λ por:

A = π2ρ1ρ2λ, (4.8)

donde ρ es la densidad numérica de moléculas en cada cuerpo. El valor de z

no puede ser inferior a 0,4 nm, ya que en la ecuación 4.7 no se ha considerado

la fuerza de Van der Waals de repulsión. Para calcular el orden de la fuerza de

atracción entre dos partículas de fécula de maíz y su número de Bond Bog, usa-

remos que la rugosidad de estas partículas r está alrededor de los 100 nm, una

distancia de equilibrio z = 5 Å y una constante de Hamaker con un valor típico

alrededor de los 10−19 J. Con estos datos obtenemos los siguientes valores:

Fa(z) =
A

12z2
r ' 0,33× 10−8 N, (4.9)

Bog =
F (z)

mg
' 0,33× 10−8

2,68× 10−11
> 100 (4.10)

(4.11)
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Como el número de Bond estimado es bastante superior a la unidad (Bog �
1), podemos afirmar que el material granular usado es muy cohesivo.

4.3.1.3. Preparación de la muestra con recubrimiento de sílice.

La cohesión de un medio granular fino (polvo) se debe a la existencia de fuer-

zas atractivas entre partículas. Gracias al uso de aditivos es posible controlar la

cohesión, ya que estos reducirán el tamaño de las asperezas en la superficie y

como consecuencia también disminuirán las fuerzas de atracción existentes en

el medio granular. La forma de reducir el tamaño de las asperezas consiste en

recubrir la superficie de las partículas con otras partículas de aditivo, general-

mente partículas con tamaño del orden de la decena de nanómetros o inferior.

La necesidad de un tamaño de orden 10 nm se debe a que, como hemos dicho

anteriormente, las asperezas naturales de la superficie de las partículas de fécu-

la de maíz ya tienen un tamaño del orden de la centena de nanómetros y nues-

tro objetivo es conseguir asperezas más pequeñas. Se ha utilizado como aditivo

sílice (da ' 16 nm, ρa = 2,5 g/cm3), ya que según la ecuación 4.7, se puede re-

ducir la fuerza de adhesión un factor 10 y por consecuencia el número de Bond

Bog. En la imagen 4.6 se puede observar como han quedado varias partículas de

fécula de maíz después de que hayan sido recubiertas completamente.

Otro parámetro de control importante es la cantidad de partículas de aditivo

que es necesaria añadir al material para disminuir la cohesión. Si se añade muy

poca cantidad de aditivo, las partículas que serán las asperezas (aditivo) estarán

demasiado alejadas entre sí para tener algún efecto. Sin embargo, si añadimos

mucha cantidad, se puede tener más de una capa de aditivo en la superficie,

con lo cual, como mínimo se estará desperdiciando aditivo. Asumiendo que las

partículas de aditivo se encuentran aisladas sobre la superficie de la partícula

huésped, el porcentaje de su recubrimiento (SAC, de sus siglas en inglés Surface

Area Coverage) puede encontrarse a partir de la expresión:

SAC

100
=
NπR2

a

4πR2
p

=
N

4

(
Ra

Rp

)2

(4.12)
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Figura 4.6: Imagen de una muestra de fécula de maíz recubierta con sílice
tomada por un microscopio electrónico de barrido (SEM). Imagen cedida
por Dr. Pérez Ebrí.

La relación entre recubrimiento superficial y porcentaje en peso de aditivo

%wt viene dada por:

%wt

100
=
N 4

3
πρaR

3
a

N 4
3
πρpR3

p

= N
ρa
ρp

(
Ra

Rp

)3

(4.13)

donde ρa es la densidad de las partículas de aditivo y ρh es la densidad de la

partícula que se quiere recubrir. Con esto la relación entre %wt y SAC es dada

por:

%wt

100
= 4

ρa
ρp

Ra

Rh

SAC

100
(4.14)

Otro problema que se presenta es distribuir de forma eficiente las partícu-

las de aditivo sobre la superficie de las partículas a recubrir. En un principio,

se podría pensar que simplemente basta con mezclar las partículas de aditivo

con nuestras partículas a recubrir, para lo cual se puede usar simplemente un

tambor rotante. Sin embargo, las partículas de un material granular cohesivo

forman aglomerados. En el caso de las partículas nanométricas que se usan co-

mo aditivo, estos aglomerados contienen miles de partículas, puesto que al ser

tan pequeñas, la relación entre las fuerzas de Van der Waals y su peso es muy
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grande. Si no se rompen los aglomerados en el proceso de mezcla, simplemente

distribuiremos los aglomerados de aditivo sobre la superficie de las partículas,

con lo cual no se consigue un uso eficiente del aditivo y no se reduce el tamaño

de las asperezas en la superficie de las partículas a recubrir, pues los aglomera-

dos de partículas de aditivo alcanzan fácilmente tamaños mayores que la cen-

tena de nanómetros. Por tanto, también es necesario romper los aglomerados

de las partículas de aditivo. Para ello usaremos el tambor rotante como molino

de bolas. En un molino de bolas, además de las partículas a recubrir y de las

partículas de aditivo, se añaden al tambor rotante partículas mucho más gran-

des que las partículas a recubrir que hacen de las bolas del molino. Las bolas

deben de ser lo suficientemente grandes como para que al girar rápidamente

el tambor no se fluidizen, sino que entren en régimen inercial y haya colisio-

nes entre ellas. Si las bolas del molino son lo bastante grandes, en las colisiones

entre ellas quedan atrapadas partículas a recubrir y de aditivo. Las colisiones

resultantes rompen los agregados de partículas de aditivo en fragmentos me-

nores, idealmente en partículas de aditivos individuales.

Las partículas de aditivo aisladas así formadas se adhieren preferentemente

a la superficie de las partículas a recubrir, pues el radio de curvatura local de

las partículas a recubrir es mayor que el radio de las partículas de aditivo, así

que la fuerza Van der Waals entre la partícula a recubrir y aditivo es mayor que

entre dos partículas de aditivo como predice la ecuación 4.7. La calidad del re-

cubrimiento dependen de cómo de pequeños son los fragmentos en los que se

rompen los agregados de partículas de aditivo: cuanto menores sean estos, me-

jor distribuidas acaban las partículas de aditivo en la superficie la partícula que

se quiere recubrir.

4.3.1.4. Dispositivo experimental.

El experimento consiste en enviar un impulso ultrasonoro muy corto de du-

ración ∆t = 2 µs que se emite por un transductor emisor (E). Este pulso viaja
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por un medio granular sometido a una tensión de consolidación σc una dis-

tancia L < 2Rcelda para evitar la difracción del haz acústico. Después de que el

impulso ultrasonoro atraviese el medio granular, la señal transmitida a través

de la muestra es detectada por otro transductor colocado en el fondo de la cel-

da. El esquema del dispositivo experimental se representa en la figura 4.1. El

transductor emisor se excita con un impulso eléctrico de alta tensión (negativa)

cada 50 ms que se genera por un generador (modelo V101-RM Panametrics). Es-

te generador es también capaz de amplificar la señal recibida por el transductor

receptor para a posteriori visualizarla con un osciloscopio. La señal eléctrica pa-

ra excitar el transductor posee un gran espectro en frecuencias. Sin embargo, la

frecuencia principal de las señales enviadas y recibidas es de 50 kHz, ya que los

transductores emisor y receptor tienen un factor de calidad muy alto. Por últi-

mo, añadir que los transductores emisor y receptor (Panametrics NDT X1021)

tienen un diámetro de 30 mm. Además, también usamos un vibrador donde la

celda con la muestra granular es colocada. Una vez que la celda es ajustada al

vibrador, hacemos vibrar el conjunto celda-muestra con una frecuencia de osci-

lación de 50 Hz y una aceleración de∼ 5g que se midió con un acelerómetro de

gran sensibilidad y precisión. Este procedimiento descrito permite inicializar el

polvo, ya que se consiguen medidas experimentales de la velocidad Vp y la frac-

ción sólida φ con bastante reproducibilidad cuando se comienzan las medidas

desde este estado inicial.

4.3.1.5. Método acústico de caracterización.

El método acústico utilizado es bastante común en la literatura y ya se ha

descrito anteriormente, aunque se va a recordar su descripción de nuevo junto

con un resultado experimental para facilitar la comprensión al lector y así evitar

que tenga que recurrir a capítulos anteriores. El método consiste en la medida

del “tiempo de vuelo”, “time of flight”(TOF) en inglés. La velocidad de propa-

gación de una onda de compresión o longitudinal se obtiene fácilmente con la

siguiente expresión:
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Figura 4.7: Grabación característica de las señales ultrasonoras de compre-
sión en fécula de maíz recubierta con sílice a una tensión de consolidación
σc = 30 KPa.

V =
L

tvol − t0
, (4.15)

donde t0 es el instante inicial de emisión de la señal o el tiempo de referencia

dado por nuestros aparatos electrónicos sincronizados, ver la figura 4.7 . Por

ejemplo, para una muestra constituida por fécula de maíz recubierta con na-

nopartículas de sílice de espesor L ' 10 mm que se somete a una tensión de

consolidación σc = 30 kPa, la onda longitudinal se propaga a una velocidad

VL = 232,55± 1,51 m/s.

4.3.2. Resultados y discusión.

Con el método TOF, la velocidad longitudinal en el medio granular se obtie-

ne considerando que la distancia de propagación del sonido es el espesor de

la muestra. Si se conoce el espesor de la muestra para cada tensión de consoli-

dación aplicada σc, es posible calcular la fracción sólida mediante la expresión
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Figura 4.8: Fracción sólida φ en función de la tensión de consolidación σc
durante el proceso de carga y descarga en las muestras de fécula de maíz
pura y con recubrimiento de sílice.

φ =
ρefectiva
ρmaterial

. Se ha comprobado que el proceso de compactación en un medio

granular sigue una ley logarítmica con la forma 1/φ = 1/φ0 − λ log(σc/σc0), don-

de λ es una función de la porosidad interna de los aglomerados iniciales sin

distorsión, es decir, de la forma inicial que toman los aglomerados en el me-

dio granular cuando no existe una tensión de consolidación aplicada [1, 136].

La figura 4.8 muestra que la fracción sólida para la muestra de fécula de maíz

sin recubrimiento de sílice no es una función logarítmica de la tensión consoli-

dación porque existen varios saltos abruptos, mientras que para la muestra de

fécula de maíz con recubrimiento sí que parece que nos encontramos ante ese

caso. Nosotros vamos a suponer que esto es debido a la reestructuración del

medio granular que surge cuando el nivel de fuerza sobrepasa un cierto valor

crítico.

Este valor crítico varía con la muestra y con la forma en la que se prepara.

Nosotros suponemos que la tensión de consolidación destruye los contactos
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cula de maíz pura y fécula de maíz recubierta con sílice durante el proceso
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c para la fécula

de maízrecubierta con sílice ).

existentes en los aglomerados de fécula de maíz pura, lo que provoca un cam-

bio en la estructura del medio, además de expulsar el aire del medio granular.

Debemos tener en cuenta el hecho de que el valor de σc puede estar sobreesti-

mado a causa de la fricción entre el polvo, las paredes y el transductor emisor,

ya que parte de la tensión aplicada puede estar contrarrestada por las fuerzas

de fricción o rozamiento. La velocidad de propagación de nuestras muestras se

representa en la figura 4.9 para diferentes tensiones de consolidación aplicadas.

Se observa que la velocidad se comporta como una función potencial en los dos

casos analizados.

El mejor ajuste en el proceso de carga nos da un exponente muy cercano a

1/6 para las dos muestras. El exponente medio con su error correspondiente pa-

ra una serie de tres experimentos en el proceso de carga es 0,1802±0,0055 para la
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fécula de maíz pura y 0,1845±0,0081 para la fécula de maíz recubierta con sílice.

Se ve que para el proceso en el que se va aumentando progresivamente la ten-

sión de consolidación, la velocidad de propagación es superior para la muestra

menos cohesiva, algo contrario al estudio realizado en el capítulo 2, donde la

tensión de consolidación se debe a la gravedad en las diferentes muestras de

acero y magnetita. Si nos fijamos en los valores de la velocidad en el proceso de

descarga, se observa que este es prácticamente constante al principio y al final

empieza a decrecer en las dos muestras de polvo. Este decrecimiento en la velo-

cidad es más notable en la muestra de fécula de maíz recubierta con sílice que

en la muestra de fécula de maíz pura.

Para explicar los resultados obtenidos en el proceso de carga de una manera

teórica, se usará la Teoría del Medio Efectivo (EMT), ya expuesta en dos versio-

nes diferentes (considerando y no considerando la distribución angular de los

contactos en el medio granular) en los dos capítulos anteriores. En el caso en el

que la distribución angular de contactos era isótropa, se obtuvo que la veloci-

dad de propagación longitudinal tenía una dependencia Vp ∝ z1/2kn(σc)
1/2 con

kn(σc) la rigidez del contacto entre las partículas y no de la asperezas (partículas

de sílice), ya que suponemos que éstas últimas están prácticamente aplastadas

en el proceso de compactación. En los resultados experimentales presentados

(ver figura 4.9), se encuentra que la velocidad longitudinal para una misma ten-

sión de consolidación σc es mayor en el medio granular compuesto por fécula

de maíz recubierta con sílice (menos cohesivo) que en el compuesto nada más

que por partículas de fécula de maíz pura (más cohesivo). Este comportamien-

to es contradictorio al encontrado en el capítulo 2 donde los medios granulares

cohesivos se sometían a bajas consolidaciones. Para intentar explicar este com-

portamiento, supondremos el contacto entre partículas es de tipo Hertz y que

la distribución angular de contactos es isótropa, lo que da como resultado la

ecuación 3.93. Por tanto, para una muestra dada y considerando una tensión de

consolidación constante, la velocidad se puede escribir de la siguiente manera:

Vp = Aφ−1/6z1/3, (4.16)
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donde A es una constante para todas nuestras muestras (fécula de maíz pura

y fécula de maíz recubierta). Para calcular el número de coordinación de una

partícula en el interior de nuestro medio granular, usamos z = 1,61(1 − φ)−1,48

[94]. La función φ−1/6z1/3 es monótona creciente para los valores experimenta-

les obtenidos de la fracción solida. Si se observa la fracción sólida de la fécula de

maíz con y sin recubrimiento, es posible ver que la fécula de maíz con recubri-

miento tiene una fracción sólida mayor que la fécula de maíz sin recubrimiento

para un mismo valor de la tensión de consolidación. Aunque la ecuación 4.16

obtenida con la EMT predice justamente este comportamiento, se trata de una

explicación cualitativa que permite justificar porqué los valores experimenta-

les la velocidad son superiores en un medio granular compuesto por partículas

menos cohesivas.
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4.4. Propagación del sonido en polvo fino sometido

a una tensión de consolidación media perpen-

dicular a la propagación del sonido: influencia

de la cohesión entre granos.

En este tercer apartado se presentan los resultados experimentales que en-

contramos en el sondeo acústico de dos tipos de muestras granulares que se

cargan con una fuerza externa perpendicular a la propagación del sonido. En

primer lugar, se va a comenzar con la exposición de los comportamientos y las

tendencias de los resultados experimentales para terminar con la discusión de

ellos.

4.4.1. Resultados experimentales.

En este sub-apartado de la tesis, se estudia de forma experimental la veloci-

dad de una señal sonora a diferentes frecuencias que viaja por una muestra de

polvo cohesivo que se carga con una tensión que es perpendicular a la trans-

misión del sonido en un rango entre 0 y 30 kPa. Para estudiar el efecto de la

cohesión en este nueva configuración, se ha elegido el mismo material que an-

teriormente 4.3, es decir, fécula de maíz pura que es posible adquirir en cual-

quier supermercado y fécula de maíz recubierta con sílice. La fécula de maíz

recubierta con sílice al 100 % se ha obtenido tratando la fécula de maíz pura del

mismo modo que se describió anteriormente. Con esto se consigue reducir la

cohesión del material como ya se explicó, lo que nos permite observar el im-

pacto que tiene el parámetro de la cohesión en la transmisión del sonido. El

montaje experimental se puede ver en la figura 4.10 y es muy parecido a uno de

los usados en el capítulo 2, aunque con algunas ligeras modificaciones. Ahora

se tiene una tapa móvil en la que es posible aplicar una fuerza de carga median-

te un tornillo móvil. La altura h se mide con un pie de rey digital que tiene una

precisión de ±0,01 mm. Con la altura h medida, se puede calcular la fracción
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Figura 4.10: Esquema del montaje experimental para las medidas de la ve-
locidad sonora a través de una capa de polvo fino cargada con una cierta
consolidacion perpendicular a la transmisión del sonido.

sólida del material φ, ya que la base de nuestra celda tiene unas dimensiones

conocidas de 8 × 2 cm2. La tensión de consolidación σc se mide con un sensor

de fuerza que se encuentra debajo de nuestra celda. El cálculo de la velocidad

se realiza mediante el método TOF, ya descrito en partes anteriores de la tesis.

La señal eléctrica que se inyecta al transductor emisor es un pulso tipo seno de

un solo ciclo al que se le ha ido variando la frecuencia desde los 3 kHz hasta los

15 kHz con pasos de 3 kHz. Durante todas las medidas realizadas, el transductor

emisor tiene un desplazamiento de unos 20 nm que fue medido por un vibró-

metro láser. Este desplazamiento tan pequeño en comparación con el tamaño

de nuestros polvos finos impide que se de la rotura de los contactos entre partí-

culas. La distancia de propagación del sonido L tiene un valor de 2 cm para así

evitar cualquier tipo de difracción en el rango de frecuencias y velocidades que
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nos movemos. La señal transmitida por el polvo presenta una gran atenuación

por lo que es necesario amplificar la señal eléctrica que se recibe por el micró-

fono receptor de presión para poder detectar la señal recibida y medir conse-

cutivamente el tiempo de vuelo. El proceso de inicialización del polvo consiste

en poner una malla con agujeros cuadrados (5 × 5) mm2 formados por varillas

metálicas de diámetro 0,5 mm en la parte superior de la celda para a posteriori

ir vertiendo el polvo con una pequeña cuchara. Este método de inicialización

permite obtener resultados muy reproducibles con este nuevo montaje experi-

mental.

En la figura 4.11 se muestra la fracción solida φ en función de la tensión de

consolidación σc en el proceso de carga y descarga para nuestros dos materia-

les granulares, fécula de maíz pura y fécula de maíz recubierta con sílice. Como

vemos la fracción sólida de nuestras muestras aumenta cuando la tensión de
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Figura 4.12: Velocidad ultrasónica Vp medida a través de las muestras de fé-
cula de maíz pura y fécula de maíz recubierta con sílice durante el proceso
de carga y descarga en función de la tensión de consolidación σc con una
dirección perpendicular a la propagación del sonido.

consolidación aumenta y permanece constante en el proceso de descarga. Sin

embargo, para una misma tensión de consolidación se encuentra que la frac-

ción sólida es mayor para la fécula de maíz recubierta con sílice.

La velocidad de propagación a una frecuencia de 15 kHz se representa en

función de la tensión de consolidación en la figura 4.12 para los procesos de

carga y descarga. No se ha hecho ningún ajuste porque se tienen pocos puntos

experimentales debido a las limitaciones de nuestro montaje experimental (la

tapa móvil de nuestra celda alcanza el desplazamiento máximo que se puede

realizar en este montaje cuando la tensión de consolidación supera los 30 kPa).

Ambos materiales presentan un aumento de la velocidad cuando la tensión de

consolidación aumenta. Sin embargo, se encuentra un resultado llamativo y es

que la velocidad de propagación para una misma tensión de consolidación es
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Figura 4.13: Banda de dispersión en la fécula de maíz pura marcada por los
limites de las velocidades encontradas a una frecuencia de 3 kHz y 15 kHz
en función de la tensión de consolidación σc en el proceso de carga.

mayor para la fécula de maíz, es decir, para el material más cohesivo y que po-

see una fracción sólida menor. Este comportamiento es totalmente contrario al

encontrado en los experimentos donde la velocidad de propagación del sonido

es paralela a la tensión de consolidación aplicada, donde se observó que para

una misma tensión de consolidación, la velocidad del sonido era mayor para la

fécula de maíz recubierta con sílice, es decir, el material con menor cohesión.

Además, esto conduce al mismo comportamiento de la velocidad a baja conso-

lidación (debido al peso de la muestra) que se presentó en el capítulo 2, y es que

en ese estudio la velocidad aumentaba cuando el tamaño de la partícula dismi-

nuía o lo que es lo mismo, cuando la cohesión del material aumentaba. También

se puede ver que la velocidad permanece constante en las dos muestras cuando

disminuye la tensión de consolidación en el proceso de descarga. Sin embargo,

la velocidad en la muestra de fécula de maíz recubierta con sílice disminuye de

manera considerable cuando se alcanza una tensión de consolidación igual a
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su peso por unidad de área (σc = ρφgh ' 550 Pa).

En las figuras 4.13 y 4.14 observamos las bandas de dispersión en la velo-

cidad de la fécula de maíz pura y la fécula de maíz recubierta con sílice. Estas

bandas de dispersión se han construido con los valores de la velocidad encon-

trados a una misma consolidación para la frecuencia máxima y mínima (15 y

3 kHz) usada en nuestras medidas experimentales. Dos comportamientos in-

teresantes pueden ser extraídos de estas. El primero es que el ancho de la banda

de la dispersión crece en ambos materiales cuando la tensión de consolidación

aumenta y el segundo es que la banda es bastante más estrecha para la fécula

de maíz recubierta con sílice, lo que nos puede llevar a pensar que un material

es más dispersivo cuando su cohesión aumenta, aunque esto habría que ratifi-

carlo con más experimentos.

Por último, en la figura 4.15 se muestra la dispersión de la fécula de maíz
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maíz recubierta con sílice en función de la frecuencia para la máxima ten-
sión de consolidación (σc ' 29 kPa) aplicada en el proceso de carga.

pura y la fécula de maíz recubierta con sílice en el rango de frecuencias usadas

y para la tensión de consolidación más elevada σc ' 29 kPa. Se ve el mismo

comportamiento que el encontrado para las partículas de magnetita y acero en

el capítulo 2, ya que la velocidad disminuye cuando la frecuencia aumenta y

permanece casi constante para valores superiores a los 10 kHz.

4.4.2. Discusión.

Como se observa en la figuras 4.11 y 4.12, las medidas de la velocidad de la

onda sonora muestran un valor inferior para la fécula de maíz recubierta con

sílice, contrariamente a lo que ocurre con el valor de la fracción sólida. El cam-

bio en la velocidad a medida que va aumentado la tensión de consolidación

resulta prácticamente constante en las dos muestras . El fenómeno en la frac-

ción sólida se puede explicar de la siguiente manera: el aumento de la cohesión

entre granos esféricos disminuye el número medio de contactos en un medio
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granular [94]. Esto se debe a la disminución de la fracción sólida en el medio

granular más cohesivo, tal y como ocurre en la fécula de maíz pura, ya que una

mayor cohesión influye en el empaquetado de un medio granular, originando

más huecos o poros en éste [137]. No obstante, la velocidad de propagación de

una onda coherente (λ/d >∼ 10) en un medio isótropo tanto en tensiones co-

mo en la distribución de contactos depende directamente del número medio de

contactos si hacemos uso de la Teoría del Medio Efectivo (EMT). Esta velocidad

se puede escribir como:

Vp ∝ φ−1/6z1/2kn(σc)
1/2 (4.17)

Usando que el número de coordinación z = 1,61(1 − φ)−1,48 es función de

φ para una distribución angular de contactos isótropa [94], se puede obtener

cómo es la contribución de φ−1/6z1/2 en la velocidad. La contribución de z =

1,61(1 − φ)−1,48 en la velocidad en función de la fracción sólida crece muy len-

tamente en el rango de fracciones sólidas que se han medido (0,38− 0,52). Esta

parte analizada de la velocidad predice que la velocidad debe ser mayor enton-

ces para la fécula de maíz recubierta con sílice. Sin embargo, se ha encontrado

un comportamiento opuesto en la velocidad por lo que el origen debe de estar

en la rigidez del contacto kn(σc). Por ejemplo, si calculamos las tensión σrr con

las soluciones de Jansen en el centro del micrófono para el valor máximo de la

tensión de consolidación aplicada σc ' 29 kPa, se obtiene que ésta tiene un

valor entre los 3 − 4 kPa para la fécula de maíz y la fécula de maíz recubierta

con sílice. Esto nos conduce a que la transmisión del sonido se produce en un

régimen de baja consolidación en el cual la cohesión puede jugar un papel im-

portante en el aumento de la rigidez, como pensamos que ocurrió en el caso de

polvo de magnetita y acero a baja consolidación. Por tanto, se puede justificar

que la velocidad en la fécula de maíz pura es mayor debido a que se produce

un endurecimiento de los contactos cuando nos encontramos en regímenes de

baja consolidaciones. Por otra parte, se ha encontrado que las velocidades pa-

ra ambas muestras en este experimento (propagación del sonido perpendicular

a la tensión aplicada) son inferiores a las medidas en el experimento donde la
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propagación del sonido es paralela a la tensión aplicada cuando nos situamos

en el mismo rango de tensiones de consolidación. Esto se puede explicar de una

manera sencilla fijándonos en una de las muestras ya sea fécula de maíz o fé-

cula de maíz recubierta con sílice y haciendo uso de las soluciones de Jansen

[83] junto con los valores experimentales de la fracción sólida. Con las solucio-

nes de Jansen es posible calcular las tensiones σc y σrr dando valores diferentes

(σc > σrr). Esto conduce a que la rigidez del contacto para la dirección verti-

cal kn(σc) es superior que la de la dirección horizontal kn(σrr), produciéndose

un aumento de la velocidad. Además, los valores de la fracción sólida también

son mayores en el experimento donde la propagación del sonido es paralela a

la tensión, lo que provoca de nuevo otro aumento de la velocidad. Estos dos ar-

gumentos permiten justificar la disminución del valor de la velocidad para este

caso (tensión de consolidación perpendicular a la dirección de propagación del

sonido). Con respecto a la dispersión no tenemos una explicación clara y con-

cluyente sobre el decrecimiento de la velocidad cuando la frecuencia aumenta,

sino varias hipótesis. La primera es considerar que en el interior del medio gra-

nular, el sonido se propaga como en una cadena unidimensional de partículas

que interaccionan con un potencial tipo Hertz. Si el medio se comportara como

tal, cabe esperar que la velocidad disminuyera con el aumento de la frecuencia.

Otra posible hipótesis en la que estamos trabajando es que este fenómeno pue-

de que ocurra debido a que la distribución de tensiones en un medio granular

no es uniforme a lo largo de la dirección donde se propaga el sonido. Teniendo

en cuenta esta consideración, es posible hacer un buen ajuste con dos pará-

metros libres de la velocidad de propagación en función de la frecuencia. Sin

embargo, no se va a incluir este modelo teórico en la tesis por falta de pruebas

teóricas y experimentales que demuestren de manera cuantitativa cuánto es la

diferencia que existe entre el valor del campo de tensiones en el centro de una

muestra granular y el que existe cerca de las paredes del recipiente que contiene

a la muestra.
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4.5. Conclusión.

Los resultados experimentales de la propagación de la velocidad de ultraso-

nidos a través de polvo fino a altas consolidaciones están de acuerdo con los

resultados predichos, asumiendo un contacto elástico tipo Hertz entre las par-

tículas. Esto contrasta con el comportamiento plástico observado a bajas con-

solidaciones en trabajos anteriores. De acuerdo con las estimaciones teóricas,

la transición entre el comportamiento plástico a elástico se puede explicar por

la destrucción de las asperezas de la partícula a altas consolidaciones. Como la

adhesión de las partículas depende del régimen de deformación de los contac-

tos, ya sea plástico o elástico, sugerimos que la cohesividad del polvo se debe

determinar esencialmente por el nivel de la tensión de consolidación externa

en el polvo. A media consolidación los resultados experimentales obtenidos del

experimento en el que la velocidad es paralela a la dirección de la tensión de

consolidación han demostrado que la cohesión no juega un papel significati-

vo en el contacto entre partículas. Sin embargo, la estructura geométrica de la

muestra es diferente según el medio sea cohesivo o no. Del mismo modo, tam-

bién se ha demostrado experimentalmente que la velocidad ultrasonora depen-

de de la naturaleza del medio. Esta velocidad es mayor en el caso en el que el

medio es menos cohesivo. Si suponemos que los contactos son de tipo Hertz, la

teoría EMT predice la tendencia observada experimentalmente. Sin embargo,

se ha encontrado una tendencia contraria en la velocidad cuando la propaga-

ción del sonido es perpendicular a la tensión de consolidación aplicada. Hemos

dado una explicación cualitativa para justificar los resultados experimentales,

diciendo que a baja consolidación es posible que la cohesión deba de tenerse

en cuenta en la rigidez del contacto. Además, se ha encontrado que la disper-

sión de la velocidad depende de la tensión de consolidación aplicada y es más

pronunciada en la muestra de mayor cohesión.
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En este trabajo de tesis doctoral se llevaron a cabo distintos experimentos y

estudios teóricos sobre la propagación del sonido en medios granulares cohe-

sivos y no cohesivos, en concreto las muestras granulares usadas fueron polvo

de magnetita, polvo de acero, esferas de vidrio, fécula de maíz pura y fécula de

maíz recubierta con una capa de partículas nanométricas de sílice. Las conclu-

siones más relevantes de este trabajo son:

1. Se han presentando los modelos más comunes en la literatura que descri-

ben el contacto elástico entre dos cuerpos con y sin adhesión (Hertz, JKR

y DMT). Se ha escogido el modelo de contacto más sencillo (Hertz) como

base de cualquier desarrollo teórico sobre acústica en medios granulares.

No se utilizaron los modelos JKR y DMT en el desarrollo teórico de mode-

los sobre la propagación acústica en medios granulares cohesivos porque

la corrección que estos introducen a altas consolidaciones en la constante

de rigidez de dos esferas en contacto es mínima respecto a la predicha por

el modelo de Hertz. Puede ser que cuando el medio granular es sometido

a bajas consolidaciones, sea necesario tener en cuenta la adhesión entre

partículas y el tipo de contacto en los desarrollos teóricos que describen la

transmisión del sonido en el medio granular.

2. Se han expuesto diferentes modelos que son capaces de describir la no

linealidad que presentan los medios granulares debido al contacto entre

partículas, desorden y rotura del contacto al paso de una onda acústica.
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La descripción de los modelos es cualitativa, ya que el problema real de

un medio granular tridimensional desordenado se redujo a un problema

unidimensional, por lo que no sirven para cuantificar los efectos no linea-

les en un problema real.

3. Se han diseñado dos montajes experimentales que sirven para caracteri-

zar acústicamente los medios granulares mediante dos métodos frecuen-

cial (FRF) y temporal (TOF). En estos montajes experimentales se midió

la velocidad ultrasónica en diversas muestras granulares compuestas por

partículas de magnetita, acero y vidrio a baja consolidación. Existe un gran

acuerdo entre los resultados experimentales de la velocidad ultrasónica en

ambos métodos acústicos.

4. Se ha encontrado un comportamiento no monótono en la velocidad lon-

gitudinal de las muestras granulares de magnetita, acero y vidrio cuando

el tamaño del polvo de cada muestra fue variado. Además, se ha observado

un notable decrecimiento de la velocidad longitudinal cuando se aumen-

tó la frecuencia (dispersión) hasta que se alcanza un valor de 10 kHz, en

el cual la velocidad longitudinal permaneció constante a medida que se

aumentó la frecuencia. También se ha detectado en la función de la res-

puesta en frecuencias 20 log
(
Vrecibida(ω)
Ventrada

)
que la frecuencia de corte aumen-

tó cuando se disminuyó el tamaño de partícula que compone al medio

granular.

5. Se han buscado las causas que producen el comportamiento no monó-

tono en la velocidad longitudinal de las muestras granulares de magnetita,

acero y vidrio mediante una Teoría del Medio Efectivo (EMT) desarrollada

por Makse, en la cual se supone que el medio granular es un medio con-

tinuo donde las partículas interaccionan con un contacto tipo Hertz y la

distribución angular de los contactos es isótropa. La EMT predice un au-

mento de la velocidad ultrasónica cuando aumenta la fracción sólida, un

comportamiento contrario al encontrado en las muestras de magnetita,

por lo que suponemos que el endurecimiento de los contactos debido a la
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cohesión fue el responsable del comportamiento de la velocidad encon-

trado, ya que estamos en una situación en la que la fuerza de compresión

es comparable con el valor máximo que puede tomar la fuerza de adhe-

sión entre partículas.

6. Se ha encontrado que la velocidad de propagación de la onda acústica lon-

gitudinal es afectada por los cambios en la orientación de los contactos en

la situación en la que no existe rotura de los contactos al paso de la onda

acústica y el límite de onda larga es válido.

7. Se ha diseñado y montado un experimento en el que a partir de la fluidi-

zación se puede inicializar un medio granular compuesto por partículas

magnéticas (magnetita) y que mediante la aplicación un campo magnéti-

co externo se puede modificar la orientación preferente de los contactos

que existen en el medio granular.

8. Se ha desarrollado una Teoría del Medio Efectivo (EMT) que es capaz de

tener en cuenta la orientación de los contactos y predecir cualitativamen-

te los cambios producidos en la velocidad de la propagación del sonido

cuando la orientación de los contactos se modifica. Además, la Teoría del

Medio Efectivo desarrollada tiene la misma tendencia funcional que la

realizada por Makse en el caso en el que la distribución angular de con-

tactos es isótropa.

9. Mediante la medida de la velocidad de ultrasonidos en polvo fino (toners)

a altas consolidaciones, se ha encontrado que existe un buen acuerdo en-

tre los resultados experimentales y los resultados teóricos semiempíricos,

en los que se supuso un contacto elástico de Hertz entre partículas, ya que

el valor máximo de la fuerza de adhesión entre partículas puede ser des-

preciado frente al valor de la fuerza de compresión en partículas de toners

sometidas a una alta consolidación. Este comportamiento elástico entre

las partículas es diferente al comportamiento plástico observado a bajas
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consolidaciones. Sin embargo, la transición de comportamiento plástico

a elástico se ha podido explicar por la destrucción de las asperezas. Por

tanto, la cohesividad del medio granular influye en el empaquetamien-

to de las partículas cuando una carga es aplicada, pero no al carácter del

contacto, llegando a ser elástico por la destrucción de las asperezas.

10. Para regímenes de media consolidación, cuando la velocidad de propaga-

ción acústica es paralela a la dirección de la tensión de consolidación se ha

demostrado experimentalmente que la cohesión no influye en la tenden-

cia encontrada de la velocidad de propagación en función de la tensión

de consolidación, aunque ésta si afecta a la estructura geométrica de la

muestra (fracción sólida). La muestra granular de mayor cohesión (fécula

de maíz) presentó una velocidad menor que la muestra de menor cohe-

sión (fécula de maíz recubierta), como predijo la Teoría del Medio Efectivo

en el caso de una distribución angular de contactos isótropa.

11. En regímenes de media consolidación, en los que la velocidad de propa-

gación acústica es perpendicular a la dirección de la tensión de consolida-

ción se ha encontrado una tendencia contraria a la encontrada en el caso

en el que la velocidad de propagación acústica es paralela a la dirección de

la tensión de consolidación, es decir, la velocidad medida para una misma

tensión de consolidación es mayor para la muestra más cohesiva (fécula

de maíz). Además, se ha encontrado experimentalmente que en este régi-

men de media consolidación también existe dispersión de la velocidad y

que es más pronunciada en la muestra granular con mayor cohesión (fé-

cula de maíz). Los resultados obtenidos hacen pensar que es necesario te-

ner en cuenta la cohesión cuando la fuerza de compresión entre partículas

es del mismo orden que la fuerza de adhesión, como ocurrió en el experi-

mento en el que la velocidad de propagación del sonido es perpendicular

a la tensión de consolidación en un régimen de baja consolidación.
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