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El espectro del digrafo mariposa!

F.Comellas, M.A. Fiol, J. Gimbert y M. Mitjana?

Resumen

La determinacién del espectro de un grafo es de interés
por la conexién que los autovalores y sus multiplici-
dades tienen con invariantes y propiedades topoldgicas
del grafo como el didmetro, conectividad, expansién,
particiones, etc. En este articulo determinamos com-
pletamente el espectro de los digrafos mariposa.

1 Introduccion

Los grafos mariposa despiertan un interés nota-
ble en la literatura especializada por su aplicacién
extensa en el disefio de arquitecturas de ordena-
dores y en particular la implantacién del algo-
ritmo FFT (transformada rédpida de Fourier). En
el caso no dirigido, entre los aspectos que se han
considerado se incluye, por ejemplo, el estudio de
sus ciclos y hamiltonicidad [22, 1, 16] y el desa-
rrollo de algoritmos de enrutamiento y comuni-
cacién (17, 10, 19, 18, 8, 10]. Algunos de estos
resultados se han extendido recientemente al caso
dirigido [2, 3].

La determinacién del espectro de un grafo es
de utilidad ya que, por ejemplo, el espectro de la
matriz de adyacencia de un grafo da cotas rela-
tivas al didmetro y al nimero isoperimétrico del

ITrabajo subvencionado en parte por el Ministerio de
Ciencia y Tecnologia y fondos FEDER (proyecto TIC-2001-
2171.)

2

F.C. Departament de Matematica Aplicada IV, Universitat
Politécnica de Catalunya, Avda. Canal Olimpic s/n, 08860
Castelldefels, Barcelona. email: comellas@mat.upc.es
M.A.F. Departament de Matematica Aplicada IV, Universi-
tat Politécnica de Catalunya, Jordi Girona 1-3, Madul C3,
Campus Nord, 08034 Barcelona. email: fiol@mat.upc.es
J.G. Departament de Matematica, Universitat de Lleida,
Jaume II 69, 25005 Lleida.

email: joangim@eup.udl.es

M.M. Departament de Matematica Aplicada 1, Universitat
Politécnica de Catalunya, Gregorio Marafion 44, 08028 Bar-
celona. email: margarida.mitjanaQupc.es

grafo (7, 20], entre otras propiedades. El espec-
tro laplaciano, y en particular el autovalor segundo,
proporciona informacién sobre la conectividad, pro-
piedades de expansién, conjuntos de corte, niimero
de independencia, genus, etc. [5, 21]. También se
han disenado algoritmos eficientes para la particién
de grafos en base a sus autovalores y autovecto-
res [14, 15]. El espectro de grafos mariposa no di-
rigidos se ha determinado recientemente en [12] a
partir de su estructura jerarquica. Aqui, el estudio
detallado de los recorridos en grafos mariposa di-
rigidos nos permite determinar completamente su
espectro por primera vez.

2 Notacién

Un digrafo mariposa (wrapped butterfly digraph)
Ba{n), de grado A y dimensién n, tiene sus
vértices etiquetados por pares ordenados (I,z),
donde ! € Z,, ( es el nivel) y * € Z%; un vértice
(I,zoz1...2n—1) es adyacente hacia los vertices
(I+1,2z9... 2102141 ... 2,_1) Paratodo o € Z 4.
Entonces Ba(n) es un digrafo A-regular de orden
N =n A" y didmetro D = 2n — 1. Estos digrafos
son vértice transitivos y hamiltonianos [22].
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Figura 1: Digrafo mariposa Bs(3)

La matriz de adyacencia A=(a,,) de un di-
grafo I' de orden N, es la matriz N x N indexada
por los vértices de I' con entradas a,, = 1 si u es
adyacente a v y a,, = 0 si no es asi. Es bien cono-
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cido que el nimero de recorridos de longitud k£ > 0
desde el vértice u al vértice v es alf) = (A%)y0.

La matriz distancia-k de un digrafo I" con
didmetro D, 0 < k < D, se define como

1

(Ao : si dist(u,v) = k,

en otro caso. (1)
En particular, Ag = I and A; = A, vease [4].

d(v) denota el gradodev € V(I') y D = D(T)
es la matriz diagonal indexada por V(I') y tal que
dyy = d(v). La matriz L = D — A se define como
la matriz laplaciana del digrafo I' (vease [6]).

3 Recorridos en un digrafo
mariposa

En esta seccién obtenemos las matrices distancia
de un digrafo mariposa como polinomios de la ma-
triz de adyacencia. Estos polinomios serviran en la
seccién siguiente para determinar los autovalores
del digrafo y sus multiplicidades.

Observemos primero que en Ba(n) cada arco
une vértices en niveles consecutivos y dos vértices
adyacentes (I,z) y (I',y) son tales que = y y di-
fieren unicamente en un digito. Observese tambien
que el vértice (I, x) tiene todos sus vértices adya-
centes en el nivel [+1 (mod n), y dos vértices di-
ferentes en el mismo nivel, (I, z) y (I, y), se encuen-
tran a distancia n. El lema siguiente proporciona
una forma de calcular la longitud de un recorrido
entre cualquier par de vértices.

Lema 1 La longitud de cualquier recorrido desde
el vértice (I, x) al vértice (I',y) en Ba(n) es con-
gruente con ' — | modulo n.

Demostracién: Consideremos 0 < | < I’ < n. Si
z; = y; paracada i, 0 <t <lol' <i < mnla
longitud del camino més corto es I’ — |

(l,:L‘O BRI o S T 3 3¢ o S R :I)n._l) —
= ({+1Lz0...T-1YTi41---Tp-1) —

- (l' — l,.’l:o PP o By 1 7 SN Y ¥ L) B ..’L‘n_l)
-, z0-. - Zi— Y1 - - Yyr—1T1' - . Tp—1)

en otro caso se necesitan n pasos mas para alcan-
zar el vértice (I',y). Podemos usar un argumento
similar cuando 0 <!’ <[ < n. [ ]

Asi tenemos:
sil <l
d((l,.’l:), (llv y)) =U-1
siz; =y
0<i<l,
U'<i<n
dil,z),',y)=n+1 -1
. en otro caso
sil>1
( d((la .’I!), (llv y)) =n- (l - l/)
stz =y
I'<i<li
d(l,z), ", y)) =2n- (-0
en otro caso
(2)
Los resultados siguientes son consecuencia de
la propia definicién de los digrafos.

Lema 2 La longitud del ciclo mds corto (girth) en
el digrafo mariposa Ba(n) es n.

Lema 3 Dado cualquier par de vértices, (I,x) y
('), en Ba(n) con d((l,x),(I',y)) =k < n, en-
tonces el camino mds corto de (L,x) a (I',y) es
dnico.

Cualquier vértice (I, z) en Ba(n), tiene A ve-
cinos en el nivel [ + 1 y cada uno de ellos tiene a
su vez A vértices adyacentes al nivel I + 2 y asi su-
cesivamente. Entonces, para 0 < k < n el ntmero
de vértices a distancia k de (I, x) es el méximo po-
sible para un digrafo A-regular con girth g = n,
A*. Cuando k = n, todos los vértices a distan-
cia n de (I, x) se encuentran al mismo nivel [, y el
vértice (I, z) estd en un dnico ciclo de longitud n, y
entonces hay A™ —1 vértices a distancia n de (I, ).

El lema siguiente cuenta el nimero de recorri-
dos de longitud k, n +1 < k£ < 2n — 1, desde el
vértice (I, x) a cualquier vértice (I', ).

Lema 4 Dado Ba(n), el nimero de recorridos de
longitud k, n +1 < k < 2n — 1, desde el vértice
(I, x) a cualquier vértice (I',x) es AF—™.

Demostracion: Para k = n + 1 los recorridos de
longitud n + 1 del vértice (I, z) al (', z), son:

(lzg...T11T1T 141 - - - T—1) —

= (+1,z0... 21 1YTp41 -+ - Tp1) —

= (l,zo .. . T1—1YZ141 - - - Tr—1)
— (l +1,zq.. L1 T 41 - - - xn—l)
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Puesto que y € Za, hay A*+tD=" = A recorridos
diferentes desde el vértice (I, z) hasta el (I, z).

En general, para k =n+p, 1 < p < n -1,
cualquier camino desde (I,z) a (I, ) es

(Lo T 1T Zpgy . Tpy) —
— (l +1,zg.. ST 10Z 41 .. Z‘n_l)

s (l+p,x0...zl_1a1..‘aprl+p...:rn_1)

(p steps)
— (l+p+l,z0...x1_1a1...ap:rl_,_p...zn_l)...
= (,%o...Tj—101 ... QpTytp .. - Tn_1)
— (l+1,z0...$l_1xla2...ap...:rn_l)
coe= U+ pxo . T Ty - Tner)

Donde a; € Za, 1 < ¢ < p. Entonces hay AP =
A*~™ caminos diferentes. |

En resumen, existe un recorrido de longitud k,
n<k<2n-1,de(l,z)a(l',y)siysolosil'~1 =
k  (mod n), que corresponde a vértices situados a
distancia k¥ — n o k. Hay un tnico recorrido desde
(I,z) a cualquier (I,y) y para todo vértice (I,y)
existen AF~™ recorridos diferentes a(l’, y).

En consecuencia podemos enunciar el teorema
siguiente:

Teorema 5 En un digrafo mariposa Ba(n) vy
desde un vértice (l,x) al vértice (I'y), 1 <
k < n, ezxiste un tdnico camino de longitud k si
d((l,x),(I',y)) = k y hay A*" recorridos de lon-
gitud k para todon +1 <k <2n—1. [ |

Sea A la matriz de adyacencia y Ay la matriz
distancia-k, 0 < k < 2n — 1 del digrafo mariposa
Ba(n). Del teorema anterior tenemos

AF = A, fo<k<n

AF = AR (A L+ A fn<k<on-—1
Yy, por consiguiente, las matrices distancia
Ao, A1, ..., Azn_ del digrafo mariposa Ba(n) se

pueden expresar como polinomios de la matriz de
adyacencia A. Reescribimos las expresiones previas
en terminos de estos polinomios, conocidos como
polinomios distancia del digrafo Ba(n).

_ e
pe(z) = - 1_n ok — gk—n

si0<k<n
fn<k<2n-1
(3)
Un digrafo debilmente distancia regular se define
como un digrafo conexo I' de didmetro D tal que el

niimero de recorridos de longitud fijada 0 < & < D,
entre dos vértices de T’ depende solo de su distan-
cia, vease [9]. Una caracterizacién para un digrafo
debilmente distancia regular I' es que cada matriz
potencia A* , 0 < k < D, se pueda expresar como
una combinacidén lineal de las matrices distancia de
I'. Entonces, Ba(n) es un grafo debilmente distan-
cia regular.

4 El espectro de Ba(n)

A partir de la definici6n de las matrices distancia-k,
2n—1

podemos verque Y, A; = J, donde J denota la
k=0

matriz con todas sus entradas 1. Por otra parte, el

digrafo I' es (fuertemente) conexo y regular si y solo
si es un polinomio p(z) € Qlz] tal que p(A) = J
(vease [6], teorema 5.3.1). El polinomio Hp(z) de
grado menor que satisface esta propiedad se llama
polinomio de Hoffman de T' y viene dado por

N S(z)

Hr(z) = SR

(4)
donde mr(z) = (z— A)S(z) € Z[z] es el polinomio
minimo de T', A es el grado de I y N su orden.
Es conocido que el grado de Hr(z) es al menos D,
siendo D el didmetro de T

Teorema 6 Fl
Ba(n) es

espectro del digrafo mariposa

A=A, (0<j<n~1),y A, =0

donde w es una raiz primitiva enésima de la unidad,
22 . ..
w = €%, con multiplicidades

m()=1,00 <5 <n—1)ym(A) =N —n

donde N = nA™.

(4
k=0

2n—1

2n—1
>, Ax = Jyelgrado de S(z) = 3 pi(z) es
E=0 £=0

igual al didmetro de Ba(n), tenemos que S(z) es
el polinomio de Hoffman de Ba(n). Entonces, los
diferentes autovalore de Ba(n), aparte de A\g = A,
son los ceros

Demostracion: Puesto

que

SE)=z"(1+Z+(£)+ -+ (&)™),
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N=A-Aw (0<j<n-1) y

estoes, \; =Aw!, 1<j<n—1yA, =0

Es decir, hay n + 1 autovalores distintos. Sus
multiplicidades respectivas se pueden determinar
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

n
tr A7 = Zm(z\i))\g = Na{)
=0
donde o) representa el nimero de caminos © — u
de longitud j, que es a% =1,sij=0,n,y a% =
0 en otro caso. La matriz de coeficientes es una
matriz de Vandermonde formada por los distintos

(0<j<n),

puntos Ag, Ai, ..., An.
N
0
0
N
A Awn™=1 0 m(Ay)
A Anpn=Dn g m(An)

A partir de la primera y iltima ecuaciones, y te-
niendo en cuenta que w™ = 1, se obtiene m(A,) =
N —n. En consecuencia, puesto que E;';OI m(A;) =
N and m(};) > 1, deducimos que m(};) = 1,
0<j<n-1. n

El espectro laplaciano de un digrafo A-regular
toma los valores Ay = A — A 4, donde A 4 es un
autovalor de la matriz de adyacencia y A el grado
del digrafo. En consecuencia tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 7 El espectro laplaciano del digrafo ma-
riposa Ba(n) es

A=A

donde w es cualquier raiz primitiva enésima de la
unidad, w = &'~ , con multiplicidades respectivas

my)=1 (0<j<n-1) y
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