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Desigualdades de Morse generalizadas sobre grafos !

R. Ayala, L.M. Ferndndez y J.A. Vilches?

Resumen

En este trabajo presentamos una generalizacién para
grafos localmente finitos de las desigualdades de Morse
para funciones de Morse discretas, que ya fueron de-
ducidas por R. Forman para el caso finito.

1 Introduccién

En [1], R. Forman define el concepto de funcién
de Morse discreta f definida sobre un cw-complejo
finito M y a partir de éste, surge la nocién de
célula critica de f en M. En ese mismo trabajo,
establece unas desigualdades e igualdades anélogas
a las que se verifican para las funciones de Morse
en el caso diferenciable [3], que relacionan el
nimero de p-células criticas de una funcién de
Morse f definida sobre una variedad diferenciable
M y el p-ésimo nimero de Betti de M.

Definicién 1.1. Una funcion de Morse discreta
definida sobre un complejo simplicial M es una
funcion f : M — R tal que para todo p-simplice
o de M verifica que:

(m1) card{r®) > o/f(r) < f(0)} < 1
(m2) card{v®D) < o/f(v) > f(0)} < 1

Se dird que un p-simplice 0 € M es un
stmplice critico de f en M si se verifican las sigu-
tentes condiciones:

(c1) card{r'?*D > o/f(r) < f(0)} = 0
(c2) card{v®V) <o/f(v) > f(o)} =0

Ejemplos. Los siguientes ejemplos ilustran la
definicién anterior:
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(ii)

El primero muestra una funcién de Morse
discreta f definida sobre un ciclo, que tiene dos
simplices criticos: f~'(0) es un vértice critico y
f7'(3) es un arista critica. El segundo ejem-
plo muestra una funcién discreta definida sobre el
mismo grafo que no es de Morse por doble motivo:
Por un lado, en los vértices f~1(5) y f~1(3) se ver-
ifica que f es mayor 6 igual en ellos que en las dos
aristas incidentes en cada uno y por tanto, se con-
tradice la condicién (m1). Por otro lado, la arista
F~1(3) verifica que f es menor o igual sobre ella
que sobre sus dos vértices extremos, lo que va en
contradiccién con la condicién (m2).

Esta definicién de funcién de Morse discreta
presentada por Forman est4 motivada por un resul-
tado conocido para el caso diferenciable ( [2], [3])
¥ que afirma que dado un punto critico z de indice
1 de una funcién de Morse f definida sobre una
variedad diferenciable de dimensién n, se tiene que
existe un sistema de coordenadas (ti,...,t,) cen-
trado en z tal que:
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fltr,otn) = f@) -1+ 8]

=2

Es decir, partiendo de z, f decrece a ambos
lados en la direccidén ¢; y crece para todas las
demas direcciones coordenadas.

En [1], Forman establece unas desigualdades
e igualdades andlogas a las que se verifican para
las funciones de Morse en el caso diferenciable [3],
en las que se relacionan el cardinal del conjunto de
puntos criticos de dimensién p de una funcién de
Morse f definida sobre una variedad diferenciable
M y el p-ésimo ntiimero de Betti de dicha variedad.
Esenciaimente, estas desigualdades relacionan la
cantidad de puntos criticas de una funcién de
Morse con la topologia de la variedad sobre la que
dicha funcién estd definida. En concreto, Forman
demuestra el siguiente Teorema:

Teorema 1.1. [1] Sea f una funcion de Morse
discreta definida sobre un complejo M y sea b,
con 0 < p < n el p-ésimo nuimero de Betti
de M con coeficientes en el cuerpo F, es decir,
by, = dimHy(M,F). Se wverifican las siguientes
relaciones:

Mp—Mp_1+--£mo > bp—bp_1+---£bg, (1.1)

My 2 bpa (12)
mg —my + Mg — £ Miim(M) =
=bo — by + b2 — - £ baim(n)» (1.3)

con p = 0,...,dim(M) y donde m, denota el
nimero de p-simplices criticos de f en M, llamado
nimero de Morse de f de indice p.

Estas relaciones son la versién discreta de
las relaciones anilogas ya conocidas en el caso
diferenciable. La ventaja de este nuevo enfoque
es que se llega a los mismos resultados en un
marco mas sencillo y, sobre todo, que muchas de
las dificultades técnicas de las demostraciones en
el caso diferenciable se reducen o simplemente
no existen bajo el punto de vista combinatorio.

En este trabajo nos centraremos en generalizar
este ultimo resultado para un tipo especial de
complejos: los complejos simpliciales infinitos de
dimensién 1 y localmente finitos, es decir, los
grafos infinitos localmente finitos.

Para un uso posterior, recordemos aqui los
siguientes resultados referentes a las restricciones
de funciones de Morse discretas a subcomplejos:

Proposicién 1.1. Sean M y N dos complejos
simpliciales tales que N C M ysea f: M — R
una funcién de Morse discreta definida sobre M.
Se tiene que la restriccion de f a N es una funcion
de Morse discreta sobre N.

Proposicién 1.2. Sean N C M dos complejos
(finitos ¢ infinitos) y sea f : M — R una funcion
de Morse discreta definida sobre M. Se tiene que
st oP es un p-simplice critico de f en M tal que
c C N, entonces o es p-simplice critico de f en
N.

Evidentemente no se verifica el reciproco
de la proposicién anterior, es decir, bajo las
hipétesis de la proposicién anterior, dado un
simplice critico de f en N, éste no tiene que ser
un simplice critico de M. Por ello, el niimero de
puntos criticos de un subcomplejo N C M de un
complejo M es mayor o igual que el numero de
puntos criticos del complejo M. En particular,
para el caso de grafos se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.3. Sea G un grafo y S C G un
subgrafo. Sea f : M — R una funcion de Morse
discreta.  Se wverifican las siguientes relaciones
entre los nimeros de simplices criticos de f en G
ylosde fenS:

donde m; denota el nimero de i-simplices criticos
de f en G y andlogamente m; denota el nimero
de i-simplices criticos de S.
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2 Funciones de Morse discre-
tas sobre grafos infinitos lo-
calmente finitos

Se pueden caracterizar los puntos criticos de una
funcién de Morse f definida sobre un grafo G como
extremos locales de f.

Proposicién 2.1. Sea G un grafo infinito y sea
f : G — R una funcién de Morse discreta. Se
verifica que todo vértice critico de f en G es un
minimo de f y toda arista critica de G es un
mdzimo de f.

Para demostrar esta proposicién, basta con
considerar la definicién de simplice critico de una
funcién de Morse discreta en un grafo para los casos
particulares de vértice y arista.

Veamos el reciproco del resultado anterior,
aunque bajo hipétesis mds restrictivas.

Proposicion 2.2. Sea G un grafo infinito tal que
G =0 y sea f: G — R una funcién de Morse
discreta. Se wverifica que todo minimo de f se
alcanza sobre un vértice critico de f en G y todo
mdzimo de f se alcanza sobre una arista critica de

f enG.

En esencia, para poder probar el reciproco,
excluimos la posibilidad de que existan vértices de
valencia 1, ya que sobre éstos una funcién de Morse
discreta puede alcanzar un maximo.

Como resumen de ambos resultados se tiene
el siguiente corolario:

Corolario 2.1. Sea G un grafo infinito tal que
OG =0 y sea f : G — R una funcion de Morse
discreta. Se wverifica que todo extremo de f se
alcanza sobre un simplice critico de f en G y
reciprocamente, todo simplice critico de f en G es
un extremo de f.

3 Generalizacién de las des-
igualdades de Morse discre-
tas.

En primer lugar, vamos a dar una serie de ejemplos
que justifican que las desigualdades de Morse para
el caso finito no son vélidas en el caso infinito.
Ejemplo 3.1. Funcién de Morse sin puntos
criticos:

En este caso mg = 0, m; =0, b9 =1y b = 0.
No se cumple la desigualdad de Morse (1.2) para
p = 0 ya que 0 = mp no es mayor o igual que
bp = 1. Ademas, tampoco se tiene (1.3), ya que
mo—m1=0¢bo—b1=1.

Ejemplo 3.2. Funcién de Morse con una cantidad
infinita de puntos criticos:

o2 4 6 8 10
0 1 3 5 7 9

En este caso mg = oo, m; = oo. Ahora no tienen
sentido ninguna de las desigualdades o igualdades
(1.1), (1.2) 6 (1.3).

Ejemplo 3.3. Funcién de Morse con una cantidad
finita de puntos criticos:

Tenemos que my = 1y m; = 1. Por tanto (1.3) no
se verifica ya que mg —my; = 0# 1 = by — b;.
Las dos primeras situaciones no pueden darse
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en el caso finito. La primera es imposible ya que
en un grafo finito, toda funcién de Morse discreta
tiene al menos un vértice critico: el minimo global
de dicha funcién sobre el grafo. La segunda es
inviable de manera evidente para grafos finitos.

Motivado por los ejemplos anteriores, se
comprueba que a diferencia del caso finito, existen
1-complejos infinitos sin simplices criticos. Es
interesante constatar cémo la ausencia o exis-
tencia de simplices criticos de una funcién de
Morse f condiciona la topologia del 1-complejo
infinito sobre el que estd definida. En este sentido
probaremos que la ausencia de puntos criticos
unicamente puede darse para un tipo muy especial
de 1-complejos: los drboles. A continuacién
caracterizaremos esta situacién especial mediante
un comportamiento "monétono” en los rayos.

Proposicién 3.1. Sea G un grafo conezo infinito
y sea f : G — R una funcion de Morse discreta
tal que no existen puntos criticos de f en G.
Entonces, G es un drbol infinito.

La prueba del resultado anterior consiste en
razonar por reduccién al absurdo suponiendo que
G no es un arbol, es decir, contiene al menos un
ciclo. Ello implica que cualquier funcién de Morse
discreta definida sobre G tiene al menos una arista
critica en dicho ciclo, y por tanto, tiene al menos
un punto critico.

Definicién 3.1. Sea G un grafo conexo infinito.
Un rayo en G es un subgrafo de G no acotado, tal
que todos sus vértices son de valencia 2 ezcepto
uno, al que se denomina vértice inicial, que tiene
valencia 1. Es decir, un rayo es un camino
infinito homeomorfo a un intervalo de real del tipo
la, +00).

Deados dos rayos en un mismo grafo, se dird que
son equivalentes si se diferencian en un subgrafo
finito. Las clases de equivalencia definidas por la
relacién anterior se denominan finales del grafo G.

En lo sucesivo veremos que existe un tipo
muy especial de rayos, determinado por el com-
portamiento "monétono” de f sobre ellos. Son
los llamados rayos crecientes 6 decrecientes que
pasamos a definir:

Definicién 3.2. Sea G un grafo infinito y
f : G — R una funcion de Morse discreta.
Fijado un rayo r en G, cuyos vértices estaran
denotados por v; y sus aristas por o;, donde
8o = viy1 —v;, con vy como vértice inicial, se dird
que f es débilmente mondtona en r si se verifica
una y solo una de las siguientes condiciones:

fvo) < f(oo) < f(n1) < f(o1) < flvz) < flo2) < ...

En este caso se dird que f es débilmente creciente
en r.

fvo) > floo) > f(v1) > fo1) > f(v2) > flo2) > ...

En este caso se dird que f es débilmente decreciente
enr.

En uno u otro caso, si todas las desigualdades
son estrictas, se dird que f es estrictamente
mondtona, creciente o decreciente segin el caso.
Notas.

a) De un modo intuitivo, la idea de funcién
monétona creciente (decreciente) en un rayo
consiste en que, fijado el sentido de recorrido
en el rayo desde el vértice hacia el final, f
crezca (decrezca) a medida que seguimos di-
cho sentido de recorrido.

b) La definicién anterior equivale a cualquiera de
las afirmaciones siguientes:

¢ Paratoda arista o; del rayo, tal que do; =
viy1 — Vi, Se tiene que o siempre f(v;) <
f(o:) < f(vi+1), para el caso creciente 6
siempre f(v;) > f(0:) > f(vit1), para el
caso decreciente.

e Para todo vértice v; del rayo, tal que las
aristas a las que pertenece son ;- y 0;,
se tiene que 6 siempre f(o;—1) < f{v;) <
f(o;), para el caso creciente 6 siempre
floi_1) > f(vi) > f(o0:), para el caso de-
creciente.

¢) En virtud de las Proposiciones 2.1 y 2.2 y el
Corolario 2.1 y bajo las hipétesis anteriores,
son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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® f es monétona decreciente en el rayo.
* f no tiene simplices criticos en el rayo.

e f no alcanza extremos en el rayo.

Las funciones de Morse discretas sin pun-
tos criticos definidas sobre l-complejos infinitos
Jjugardn un papel esencial ya que son el ejemplo
fundamental que diferencia el caso finito del
infinito. Por ello, el siguiente resultado justifica
la existencia de las mismas, y su demostracién
proporciona un método de construcién de este tipo
especial de funciones de Morse discretas.

Proposicién 3.3. Sea G un drbol infinito. Existen
una funciones de Morse discretas f : G — R que
no tienen puntos criticos.

La demostracién del resultado anterior se
basa en la siguiente idea: Se trata de elegir un
vértice vp cualquiera de G. De entre los rayos que
tienen a wvg como vértice inicial (al menos existe
uno), fijamos uno sobre el que se define f de forma
decreciente. En el resto de l-caminos (finitos o
rayos) partiendo de vy, se define f de manara
creciente.

El siguiente resultado nos muestra como
la construccién de la funcién de Morse de la
proposicién anterior estd determinada de manera
Unica sobre un rayo fijado. Esto concuerda con la
intuicién de que al pasar del caso finito al infinito,
es posible "eliminar” vértices criticos (minimos),
al conectar éstos a un rayo decreciente. Con ello,
dicho vértice pierde la propiedad de ser minimo y
por tanto deja de ser critico.

Proposicién 3.3. Sea G wun grafo infinito y
f:G — R una funcidn de Morse discreta tal que
no tiene puntos criticos sobre G. Se verifica que,
dado un vértice cualquiera vy de G, eziste un dnico
final de M tal que f es débilmente decreciente
restringida al rayo que tiene a vg como uvértice
inictal y se dirige al final citado.

Teorema 3.1. Sea G un grafo infinito tal que
H,(G) estd finitamente generado. Sea f : G —» R
una funcion de Morse discreta con un nimero finito
de vértices y aristas criticos. Se tiene que:

(1) mo +do > by y my > by, donde dy es el

numero de rayos decrecientes no equivalentes
de G, b; = dim(H;(G)) y m; es el ndmero de
1-sumplices criticos de f en G.

(2) bo—b1=m0+do—m1.

La Demostracién de este resultado consiste en
encontrar un subgrafo finito S de G en el que estan
todos los puntos criticos de f en G, y sobre el que
sabemos que las desigualdades del caso finito se ve-
rifican. A continuacién se compararan los nimeros
de Morsede fen Gy S, m; y m;. Como consecuen-
cia de la Proposicién 1.3, se tiene que Mg > mg y
™y = my. Ahora queda plantear los diferentes ca-
s0s que surgen al comparar ademas los nimeros de
Bettide Gy S, b; vy Bil

e g =mg y bp = bo.
e g =mgy by < bo.
® g >mo y by = bo.
e Mo >mgy by < by.

De manera andloga a lo que ocurre con las
desigualdades de Morse para el caso finito, las des-
igualdades generalizadas establecen cotas inferiores
para las cantidades de vértices, aristas y rayos
criticos que f tiene sobre el grafo infinito G, en
funcién de invariantes topolégicos de G. De esta
forma, y teniendo en cuenta la interpretracién que
se ha dado de los elementos criticos de f en un grafo
G como extremos de f sobre G, verifica que:

i) mg + dy > by es equivalente a afirmar que f
alcanza al menos tantos minimos en G como
componentes conexas tiene G.

ii) m; > b1 es equivalente a afirmar que f tiene
al menos tantas aristas criticas (maximos so-
bre simplices de dimensién uno) sobre G como
ciclos independientes tiene G.
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