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Resumen

En este trabajo tratamos un problema que ge-
neraliza el Problema de Rutas por Arcos con Ca-
pacidades definido sobre grafos mixtos, asociando
una penalizacion no negativa a cada giro, asi como
considerando la existencia de giros prohibidos, de
forma que algunos problemas reales de rutas de
vehiculos pueden ser abordados de forma maés efi-
caz.

Presentamos aqui una transformacién poli-
nomial de este nuevo problema en el Problema de
Rutas de Vehiculos con Capacidades sobre grafos
dirigidos, la cual permite resolverlo tanto de forma
exacta como heuristica, con algoritmos existentes
para este tltimo problema.

1 Introduccion

Un Problema de Rutas por Arcos (PRA) con-
siste basicamente en encontrar un conjunto de
rutas a coste minimo que, con ciertas condicio-
nes, atraviese un subconjunto de los arcos y/o
aristas del grafo. Existen muchas aplicaciones
reales que pueden ser modelizadas como un
PRA: recogida o reparto de productos, en par-
ticular recogida de basuras y reparto de correo,
recorrido de maquinas quitanieves, inspeccién
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de redes de conduccién, rutas de autobuses es-
colares, etc. Por este motivo los problemas de
rutas por arcos han sido extensamente estu-
diados en las ultimas décadas. El excelente
libro editado por Droor (2000) recopila lo he-
cho hasta la fecha y aplicaciones reales de estos
problemas.

Uno de los més generales y estudiados
PRA es el Problema de Rutas por Arcos con
Capacidades (PRAC) que en un grafo mixto
puede ser definido como sigue:

Sea G = (V, EUA) un grafo mizto fuerte-
mente conexo donde cada (i,j) € EU A tiene
asociado un coste ¢;; > 0, uno de sus vértices,
sea uy, representa un depdsito donde hay k
vehiculos con idéntica capacidad W > 0 y hay
un subconjunto R C EU A de arcos y/o aris-
tas requeridas tal que cada (i,j) € R tiene
asociado una demanda positiva g;; < W con
Z(i’j)eR ¢i; < kW. Encontrar k tours en G,
uno para cada vehiculo, de forma que: cada
tour pase por el depdsito, las demandas en R
sean satisfechas, cada demanda sea asumida
por un solo vehiculo, las demandas servidas
por cada vehiculo no excedan la capacidad del
vehiculo W y la suma de los costes de los k
tours sea minima.

En el caso particular del PRAC en que
k =1, tenemos el también extensamente estu-
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diado problema conocido como el Problema del
Cartero Rural Mizto (PCRM).
Cuando un problema real se modeliza
como un PRA, se asume que todos los giros
son permitidos y que no consumen tiempo (0
coste). Sin embargo, sobre todo si las rutas
se realizan dentro de una ciudad y més aun
si son realizadas por camiones, algunos giros
pueden ser considerados més ”caros” y/o peli-
grosos que otros. Més ain, al menos en gran-
des ciudades, muchos giros en U y algunos gi-
ros a izquierda son prohibidos. Por lo tanto,
para este tipo de problemas, una solucién del
PRA asociado podria ser imposible si se deben
respetar las senales de trafico. Incluso consi-
derando un tour a pie (el de un cartero por
ejemplo), cuando se alcanza la encrucijada v
desde la acera a (ver Figura 1), es evidente que
no consume el mismo tiempo continuar por la
acera b (giro a izquierda) que continuar recto
por la acera e, para lo cual puede ser incluso
necesario cruzar hasta dos seméforos.
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Figura 1. Encrucijada v: no todas las
alternativas de continuar cuando un cartero
llega a v por la acera a tienen el mismo coste
de tiempo.

Algunos tipos de penalizaciones de giro
han sido tenidos en cuenta de cara a resolver
heuristicamente algunos problemas reales par-
ticulares, como en los articulos Bodin, Fagin,
Welebny y Greenberg (1989) y Roy y Rousseau
(1989). Maés recientemente, generalizaciones
del PCRM o de casos particulares de él, que

tienen en cuenta penalizaciones de giro y giros
prohibidos, han sido estudiados, incluso desde

un punto de vista tedrico, obteniendo resolu-
ciones exactas a estas generalizaciones; véanse

los articulos de Benavent y Soler (1999), Clos-
sey, Laporte y Soriano (2001) o el muy reciente
de Corberan, Marti, Martinez y Soler (2002).
De cara a extender algunos de esos ultimos
resultados al caso multivehiculo, en este tra-
bajo tratamos un nuevo problema que gene-
raliza el PRAC definido sobre grafos mixtos,
asociando penalizaciones no negativas a cada
giro, asi como considerando la existencia de
giros prohibidos. Si en el dltimo articulo ci-
tado, el PCRM con giros penalizados y gi-
ros prohibidos es resuelto transforméndolo en
un Problema del Agente Viajero ( PAV ) sobre
grafos dirigidos, presentamos aqui una trans-
formacién polinomial de este nuevo problema,
el cual hemos llamado Problema de Rutas por
Arcos con Capacidades y Giros Penalizados
(PRAC — GP), en el Problema de Rutas de
Vehiculos con Capacidades sobre grafos dirigi-
dos (PRVCD), una generalizaciéon del PAV
en grafos dirigidos al caso multivehiculo, que
puede ser definido como sigue:

Sea G = (V,A) un grafo dirigido com-
pleto donde: cada arco (i,j) € A tiene aso-
ciado un coste ¢;; > 0, uno de sus vértices,
sea el vértice 1, representa un depdsito donde
hay k vehiculos con idéntica capacidad W cada
vértice 1 € V tiene asociada una demanda po-
sitiva q¢; < W, excepto q1 que vale cero, y la
suma de las demandas no es mayor que kW .
Encontrar k ciclos en G tal que cada ciclo
pase por el depdsito, cada vértice diferente del
depdsito esté en ezactamente un ciclo, la suma
de las demandas pertenecientes a los vértices
de un mismo ciclo no exceda W y la suma de
los costes de los k ciclos sea minima.

Esta transformacién nos permite resol-
ver el PRAC — GP tanto é6ptimamente como
heuristicamente con eficientes algoritmos exis-
tentes para el PRVCD, como el algoritmo
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exacto de Fischetti Toth y Vigo (1994) y
el algoritmo heuristico de Vigo (1996).

Tras introducir notacién y algunas defi-
niciones en la Seccién 2, formalmente definire-
mos el PRAC — GP y en la Seccién 3 realiza-
remos la transformacién del PRAC — GP en
un PRV CD con la ayuda de un grafo auxiliar.

2 Algunas definiciones y

notacion

Dado un grafo mixto G = (V, EU A), de cara
a simplificar notacién, un elemento de E U A
sera llamado enlace. Entonces, cada par de
enlaces a = (u,v),b = (v,w) € EU A tiene
asociado un giro en v: el realizado yendo de
a a b, el cual denotamos por [ab]. Ademais, si
a,b € E, este par tiene otro giro asociado en
v: el realizado al ir de b a a, denotado por [ba].
Cada arista e incidente con v tiene un giro en
U asociado en v que, si es necesario, denotare-
mos por [eve]. De la misma forma, sie, e’ € E
representan dos aristas en paralelo entre los
mismos vértices u y v, de cara a distinguir los
giros en u y en v, los denotamos por [eue’] y
[eve'] respectivamente. Cada enlacea € EUA
tiene asociado un coste ¢, > 0y cada giro [ab]
en G tiene asociado una penalizacién pjgp > 0
(P(ap) = +o0o0 sii [ab] es un giro prohibido).

Dados a = (u,v),b = (s,t) € EU
A, una v — s cadena posible de a a b
es una secuencia alternada de enlaces y gi-
ros C = {ay, [a1a2],az, ..., [ar-10r), ar, [arb]},
donde a, = a, satisfaciendo que {ay,...,ar,b}
es una cadena en G, el giro [a.b] es permitido
en Gy, sir >1, [a;aiy1) i =1,...,7— 1 son
giros permitidos en G. Notar que, por con-
veniencia, una cadena posible empieza en un
enlace y termina en un giro y que, incluso si
todos los enlaces de C son aristas, esta cadena
posible debe ser atravesada sélo en la direccién

especificada. El coste de una cadena posible C
es definido como ¢(C) = Y_;_;(Ca; + Plasairs])s
donde a,41 = b.

Dados a = (u,v),b = (s,t) € EU A, una
v — s cadena posible mas corta de a a bes
una v — s cadena posible C de a a b de coste
minimo ¢(C). Esta cadena posible serd deno-
tada por cpme(v®,s®). Decimos cadena posi-
ble mas corta (cpmc) en vez de camino posible
maés corto, porque una cpmc puede pasar por
el mismo vértice mas de una vez en G. Una
v — s cadena posible de a a b es cerrada si

a=bys#v (b= (sv)).

El problema de encontrar una cadena po-
sible més corta se reduce al problema de en-
contrar el camino més corto (sin tener en
cuenta penalizaciones de giro) en un grafo au-
xiliar. Este procedimiento es expuesto con
detalle en el articulo de Corberan, Marti,
Martinez y Soler (2002).

Con esta terminologia, en el articulo an-
teriormente citado es definido el Problema del
Cartero Rural Mixto con Giros Penalizados
(PCRM — GP) como sigue:

Sea G = (V,EU A) un grafo mizto con
costes asociados a los enlaces y penalizacio-
nes de giro como se ha definido anteriormente.
Dado un subconjunto no vacio R de EUA, en-
contrar una cadena posible cerrada de minimo
coste en G conteniendo cada enlace de R al
menos una vez.

Como ya hemos comentado en la seccién
anterior, en dicho articulo los autores mues-
tran un algoritmo exacto para resolver el
PCRM - GP transformando el problema en
un PAV sobre un grafo dirigido.

Una generalizacion del PCRM — GP al
caso capacitado lo constituye el problema que
hemos llamado Problemas de Rutas por Arcos
con Capacidades y Giros Prohibidos (PRAC —
GP) ya que es también una generalizacién del
PRAC en el caso mixto, que fue definido en la
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Seccién 1, introduciendo los giros prohibidos.

Definimos el PRAC —~ GP como sigue:

Sea G = (V,EUA) un grafo mizto fuerte-
mente conezo donde cada enlace (i,7) e EUA
tiene asociado un coste ¢;j 2 0 y cada giro
[ab] tiene asociada una penalizacion Dla) = 0
COn Play] = +00 si el giro [ab] es prohibido.
Uno de los vértices, sea u;, representa un
depdsito donde hay k wvehiculos de idéntica
capacidad W > 0 y en él todos los giros
son permitidos con penalizacién nula. Dado
R C EUA, un conjunto de enlaces requeridos,
cada (i,5) € R tiene asociada ung demanda
positiva q;; < W con Z(i,j)eR g; < kW.
Encontrar k cadenas posibles cerradas en G,
una para cada vehiculo, de forma que: cada
cadena pasa por el depdsito, las demandas de
R se satisfacen, cada demandq es asumida por
un solo vehiculo, las demandas servidas por
cada vehiculo no exceden la capacidad W del
vehiculo y la suma de los costes de las k cade-
nas posibles cerradas sea minima.

A partir de ahora, denotaremos por Apg
y Er el conjunto de arcos requeridos y aristas
requeridas (R = Ep U A4 R) respectivamente
Y como es ususal en problemas de rutas con
capacidades (como el PRAC vy el PRVCD),
supondremos que k es el minimo nimero de
vehiculos necesario para atender todas las de-
mandas.

Notar que la consideracién de que todos
los giros son permitidos Yy con penalizacién
nula en el depésito, es debida al hecho de
que en problemas reales, el depésito repre-
senta un gran almacén o fibrica desde donde
los vehiculos empiezan la jornada y a donde
vuelven una vez ésta ha concluido. No tiene
sentido considerar que desde el almacen no
estd permitida la salida segun por dénde haya
vuelto el vehiculo o que es necesario realizar
dentro del almacen giros cuyo coste dependa
simultdneamente de por dénde ha llegado el
vehiculo y de hacia dénde saldrs, Mas aftn,
estos almacenes estdn situados normalmente

fuera de las ciudades, con buenas comunica-
ciones y faciles accesos.

3 Transformacién del
PRAC-GP en un PRVCD

Para poder resolver tanto 6ptima como
heuristicamente el PRAC — GP presentamos
aqui una transformacién polinomial de él en
el PRVCD, que ya fue definido en la Seccién
1. Dado que en el PRVCD debemos visitar
todos los vértices, transformaremos el grafo
G = (V,E U A) en el cual hemos definido el
PRAC —~ GP en un grafo dirigido completo
G* = (V*, A*) de forma que los arcos y aris-
tas requeridas de G estan relacionadas con los
vértices de G*. El depésito también sera con-
siderado como un vértice de este grafo. Cada
arco entre dos de estos vértices tendrs, aso-
ciado el coste de la cadena posible mas corta
entre los correspondientes enlaces en G. Por
consiguiente, necesitamos definir una cadena
posible desde el depésito a un enlace requerido,
pero como las cadenas posibles sélo estin de-
finidas entre enlaces, realizaremos la siguiente
transformacién intermedia:

A partir del grafo G definimos un grafo
auxiliar G’ = (V' A’ U E’) tal que si u; re-
presenta el depésito, V' = V U {u;} ,E'=E,
A" = Au{d,d’} donde: d = (uj,u1) y d =
(u1,u}), ambos con coste nulo, todos los giros
dentro de u; o u} son permitidos con pena-
lizacién nula, el arco d es considerado reque-
rido con capacidad 94 = 0y el resto de costes,
penalizaciones, enlaces requeridos y demandas
en G’ son las mismas que en G.

Es evidente que resolver el PRAC — GP
en G es equivalente a encontrar k cadenas po-
sibles cerrada en G’, una para cada vehiculo,
de forma que: cada cadena atraviese el arco d,
las demandas en R sean satisfechas, cada de-
manda sea asumida por un dnico vehiculo, las
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demandas servidas por cada vehiculo no exce-
dan la capacidad W del vehiculo y la suma de
los costes de las k cadenas posibles cerradas
sea minima. Esto es: pasar por el depdsito en
G es equivalente a atravesar el arco d en G'.
De hecho, las soluciones en ambos grafos son
las mismas excepto cambiar cada giro [(u,u1)
(u1,v)] hecho por las cadenas cerradas en G
por la seccién en G’ [(u, up)d'|d'[d' d)d[d(u1,v)]

con el mismo coste (cero). Por simplicidad, el -

problema en G’ equivalente al PRAC — GP

en G sera denotado como PRAC — GPF;.
Dado el grafo G’ construimos el grafo di-

rigido completo G* = (V*, A*) como sigue:
El conjunto de vértices V* consiste en:

e Por cada arco a = (3,j) € ArU {d} un
vértice u, con demanda g,. De cara a
distinguirlo del resto, a veces denotare-
mos D al vértice ug que recordemos tiene
demanda nula g4.

e Por cada arista e = (i,7) € Er (siempre
supondremos ¢ < j en las aristas), dos
vértices ue y ve cada uno con demanda
ge/2 (lo importante es que la suma de las
dos demandas sea g, luego cualquier otra
distribucién, de cara por ejemplo a man-
tener integridad, puede ser dada).

A* consta de los siguientes arcos con sus
respectivos costes:

e Por cada arista e = (i,j) € Er, dos arcos
(te;Ve) ¥ (Ve,Ue), ambos con coste -M,
siendo M un entero positivo muy grande.

e Por cada par de arcos diferentes a = (4, j),
b= (k,1) € AgU{d}, dos arcos (Ug,us) ¥
(up, ), con costes los del j—k cpme(a, b)
y del I — i cpmc(b, a) respectivamente.

e Por cada par de aristas diferentes a =
(i,7), b= (k,1) € Eg, ocho arcos:

- (uq,us) con €l coste del i—k cpme(a, b).

- (uq, vp) con el coste del i—1 cpme(a, b).
- (ub,ug) con el coste del k—i cpme(b, a).
- (up,vq) con el coste del k—j cpme(b, a).
- (vq,up) con el coste del j —Fk cpme(a, b).
- (vq,vs) con el coste del j—1 cpme(a, b).
- (vp,uq) con el coste del | —1 cpme(b, a).
- (s, ,) con el coste del I — j cpme(b, a).

e Por cada par formado por un arco a =
(i,j) € ArU{d} y una arista e = (k,1) €
ER, cuatro arcos:

- (ta, Ue) con el coste del j—k cpme(a, e).
- (Uq,ve) con el coste del j—1 cpme(a, ).
- (te, uq) con €l coste del k—1 cpme(e, a).

- (e, uq) con el coste del I —1i cpmc(e, a).

Una vez hemos definido el grafo auxiliar G*
estamos en condiciones de exponer una trans-
formacién polinomial del PRAC — GP en el
PRVCD:

Teorema 1 El PRAC —GP definido sobre el
grafo G puede ser transformado en tiempo po-
linomial en un PRVCD en G*.

Demostracion:

Como el PRAC — GP en G es equiva-
lente al PRAC — GP4 en G’, probaremos que
el PRAC —GP, en G’ puede ser transformado
en tiempo polinomial en un PRVCD en G*.

Sea entonces S = {T;}f_; el conjunto
de las k cadenas posibles cerradas en G’ co-
rrespondientes a la solucién del PRAC —-GPy.
Para cada i € {1,...,k}, a partir de T; cons-
truimos un ciclo C; en G* en la forma si-
guiente:

Supongamos que T; satisface, y en este
orden, las demandas ¢4q,¢;;, Q-+ s Djm,-
C; es entonces un ciclo en G* que visita,
y en este orden, los conjuntos de vértices
Vi ‘/31"/:7.27 ) ng,-’V'm,»‘H’ donde Vj,
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Vim+1 = {D} (el depésito) y para todo s €
{1,...,m}, Vj, es:

- {ua} si g;, es la demanda del arco re-
querido a.

- {te, ve} visitados en este orden, si g;, €s
la demanda de la arista requerida e = (r, ),
la cual ha sido atravesada de r a J cuando T;
satisface su demanda.

- {ve, ue} visitados en este orden, si g;, es
la demanda de la arista requerida e = (ry3),
la cual ha sido atravesada de J ar cuanto T;
satisface su demanda.

Es evidente que el conjunto de ciclos
Ls = {Ci};_, es una solucién al PRVCD
en G* siendo su coste c* (Ls) menor o igual
que ¢(S) — | Er| M, esto tltimo debido al hecho
de que un segmento de ruta en G’ correspon-
diente a un cadena posible entre dos elementos
requeridos servidos consecutivamente es reem-
plazado en G* por un arco con coste el de la
cadena posible mas corta desde el primer ele-
mento requerido al segundo.

Por otro lado, sea L = {C;}%_, el con-
junto de ciclos correspondiente a una solucién
al PRVCD in G*, verificando que por cada
arista requerida e = (4,5), o bien el arco
(ue,ve) o bien el arco (Ve, ue) pertenece a un
Ci, i =1,...,k, esto es, la demanda asociada
& una arista requerida, que en G* fue divi-
dida entre dos vértices, es servida por un solo
vehiculo, el cual visita los dos vértices de forma,
consecutiva. Para cada i € {1,...,k}, a partir
de C; construimos la cadena posible cerrada
T; en G en la forma, siguiente:

Sea (r,p) un arco genérico de C;. Este
arco sera sustituido en G’ por:

o El j—1 cpme(a,b) sir =, Yy P = up,
con a=(i,7),b=(l,s) € AgU {d}.

El j—lcpme(a,e)si r=u,yp = Ue, CON
a=(1,j) € ApU{d}, e=(l,s) € Ep.

El j—s cpme(a, €) si T=U, yP =1, cOn
a=(i,j) € ApU{d}, e=(l,s) € Ep.

El j—s cpmc(e, a) si T = Ve ¥y D= Uy, CON
ez(i,j)eERyaz(s,l)GARU{d}.

El i—scpme(e,a)si r = Ue YD = Uq, CON
e=(i,j)eERya:(s,l)eARU{d}.

El j —s cpmcle, f) si T =y p=uy,
con e=(i,j), f = (s,l) € Ep.

El i — s cpme(e, f) SIT = uey p = uy,
con e = (Zvj)a f = (Sal) € ER-

El j -1 cpme(e, f) si T=v.yp= vy,
con e=(i,j), f=(s,1) € Eg.

Eli—1 cpmc(e, f) SiT=1u.yp=vys, con
e= (i), f =(s,1) € Eg.

Nada si (r,p) = (e, Ve) 0 (7, p) = (Ve Ue)
para algin e € Ejx.

Es evidente que tras sustituir cada arco
de C; por la correspondiente seccién en G, ob-
tenemos una cadena posible cerrada T;en G
que atraviesa el arco d (es decir, que empieza,
y acaba en el depdsito en el grafo original G),
¥ que el conjunto de cadenas S; = {Ti}§=1 es
una solucién al PRAC — GP; en G siendo su
coste ¢(Sr) = ¢*(L) + |Eg|M.

Ademis, cada  solucién Optima
al PRVCD en G* es de este tipo (para cada
arista e € Eg, o bien el arco (te,ve) O bien el
arco (e, ue) pertenece a un ciclo C; en la so-
lucién), ya que en caso contrario, dada una so-
lucién S al PRAC—GP,; en G’ con coste c(S),
esta solucién proporciona una solucién Lg al
PRVCD con coste c*(Lg) < ¢(S) — |[Er|M, y
si L? es una solucién éptima al PRVCD en G+
no de este tipo, tendrd como mucho |Eg|—1
arcos de coste —M, entonces, como M es un
nimero positivo muy grande, tendremos que:
*(L%) = —(IEr| = 1)M > ~|Eg|M + ¢(S) >
c*(Ls). Por consiguiente, L° no es una so-
lucién éptima, lo que es una contradiccién.

Finalmente veamos que una solucién
6ptima al PRVCD en G* da lugar a una so-
lucién éptima al PRAC — GP; en G'. Sea L°
una solucién 6ptima al PRVCD en G* ysea S
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una solucién posible al PRAC -G P, en G, te-
nemos que: ¢(S) > c*(Ls)+|Er|M >c*(L%)+
|Er|M = ¢(SLo)

Por lo tanto, Sro es una solucién 6ptima

al PRAC —GP en G 1
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