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Andlisis multirresolucién de métodos iterativos para
la deconvolucién de imagenes bidimensionales

A. Mérquez, A. F. Pérez-Rendén y R. Robles !

Resumen

El problema de la deconvolucién de imagenes bidimen-
sionales es un problema inverso muy mal condicionado.
Algunas técnicas de regularizacién se basan en métodos
iterativos con o sin precondicionamiento. Proponemos
un nuevo método basado en un algoritmo escalonado
que trabajando en distintos niveles de resolucién con-
sigue recuperar la informacién valida contenida en la
imagen de forma mas rapida y eficiente que los métodos
existentes. Se muestra un ejemplo numérico para el
caso de un nicleo de convolucién con variables separa-
das.

1 Introduccién

Uno de los problemas mds importantes que apa-
rece en el Tratamiento de Imégenes [1] es la recu-
peracién de una imagen a partir de una observacién
degradada de ella. Sin tener en cuenta la presencia
de ruido aditivo inherente a todo proceso de me-
dicién empirica, la imagen observada g(z,y) puede
estimarse como la convolucién bidimensional de la
imagen verdadera f(z,y) con un filtro invariante
espacial K(z,y), denominado PSF del sistema:

s@) = [t K@-uy-vaa @

El proceso de invertir esta ecuacién inte-
gral de Fredholm de primera especie y recuperar
f(z,y) a partir del conocimiento tanto de g(z,y)
como del filtro K (z,y) se denomina deconvolucidn.
Empleando alguna técnica de discretizacién, la
ecuacién (1) se escribe en forma matricial como
KX =Y. La deconvolucién implica por tanto la
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resolucién de un sistema de ecuaciones lineales muy
grande y muy mal condicionado, por lo que su so-
lucién directa, en presencia de ruido, proporciona
una reconstruccién que no se parece en nada a la so-
lucién real. Es entonces necesario utilizar los deno-
minados métodos de regularizacién [9, 15] para ob-
tener una reconstruccién suficientemente préxima
a la imagen real.

Uno de los métodos més empleados para regu-
larizar un sistema mal condicionado es el de Tik-
horov, que emplea un pardmetro que controla el
grado de regularizacién. Un primer problema que
se plantea es la eleccién del valor 6ptimo de este
pardmetro. La eleccién a priori de dicho valor
es un tema en el que se estd trabajando actual-
mente [2, 14, 16, 4] y sobre el que aiin no hay re-
sultados concluyentes.

Otro de los métodos més empleados es el del
gradiente conjugado [11, 5], una de cuyas imple-
mentaciones mas eficientes se denomina algoritmo
CGLS. Este algoritmo converge siempre pero la
velocidad de convergencia depende del nimero de
condici6n del sistema, por lo que para sistemas muy
mal condicionados como el que nos ocupa es nece-
sario un ndmero prohibitivo de iteraciones. Para
acelerar la velocidad de convergencia del algoritmo
CGLS se emplean las denominadas técnicas de pre-
condicionamiento; recientemente, se ha definido un
precondicionamiento de dos niveles [8, 7]. Sin em-
bargo, los experimentos numéricos han mostrado
que en el caso de elegir un valor del parametro dis-
tinto del éptimo, dichas técnicas no son eficientes
y la mejor eleccién es aplicar el algoritmo CGLS
sin precondicionar [6, 12] regularizando segin el
numero de iteraciones realizadas.

En este trabajo presentamos una alternativa
al precondicionamiento para acelerar la velocidad
de convergencia del algoritmo CGLS. En la mayor
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parte de las ocasiones, el filtro h(z,y) produce una
pérdida de informacién de altas frecuencias espa-
ciales, bien porque la transformada de Fourier del
filtro se anula para frecuencias para las cuales la
transformada de Fourier de la imagen no es nula,
o bien porque la presencia de ruido aleatorio en-
mascara las altas frecuencias de la imagen. Por
consiguiente, es suficiente reconstruir una versién
de la imagen con menor resolucién.

El analisis multirresolucién que proporciona la
transformada wavelet discreta [3, 13] es una po-
tente herramienta para analizar imagenes en distin-
tos niveles de resolucién. En este trabajo presenta-
mos cémo se desglosa la convolucién en cada nivel
de resolucién y definimos un algoritmo escalonado
que permite recuperar la mejor imagen posible, con
la informacién disponible, con mucho menor coste
computacional que con el algoritmo CGLS clasico.

2 Analisis multirresoluciéon de
la deconvolucién

En este trabajo consideraremos un problema de de-
convolucién donde el filtro es de variables separa-
das, es decir, K(z,y) = Ki(z) K2(y). Este tipo
de filtros tiene la ventaja de que permiten resol-
ver problemas mas grandes con el mismo tiempo
computacional que con filtros més generales.

La versién discreta de la ecuacién (1) es una
ecuacién matricial [10]:

G=K; FK! (2)

donde todas las matrices son cuadradas y del mismo
orden n.

Empleando el producto de Kronecker de ma-
trices, la ecuacién (2) puede escribirse como:

(K2 ® K;) vec(F) = vec(G) (3)

donde vec(A) es la matriz columna que se obtiene
al yuxtaponer las columnas de la matriz A, que
constituye el sistema que hemos de resolver para
reconstruir la imagen F'.

Para analizar el sistema (3) en distintos ni-
veles de resolucién emplearemos por simplicidad la
transformada bidimensional de Haar usando la des-
composicién no estandar y suponiendo n = 2L; se-
guiremos la notacién usada en [17] pero introduci-
remos otra normalizacién y nuevos subespacios en
el andlisis multirresolucién alli definidos.

Dada la funcién de escala de Haar ¢¢(z,y) =
X(0,11(%) X{0,1) (%), definimos sus traslaciones y dila-
taciones para j =0,...,L — 1 como:

00} (2, y) = P7V/4 66(2iz — i, 27y — k)
+1 2 ; ; R
¢o% " (x,y) = 2H1/4 pp(2F g — 4,27y ~ k)
| @)
donde i,k = 0,...,22 —1en el nivel j y k =
0,...,22-1ei=0,...,27% ~1 enel nivel j+1/2.
Para cada nivel de resolucién j fijo, el con-
junto {d)qbfk (z, y)} es un sistema ortogonal de vec-
tores que genera un subespacio que denotaremos
por V7, mientras que el conjunto {¢¢J+1/ %(z, )}
es un sistema ortogonal de vectores que genera otro
subespacio que denotaremos por VI*+1/2 (la orto-
gonalidad es una consecuencia inmediata del he-
cho de que los dominios de definicién de las citadas
funciones son disjuntos). Por otra parte, aunque
no son bases ortonormales, todos los vectores de la
base tienen la misma norma (2774, como se com-
prueba facilmente), por lo que la proyeccion de una
funcién f(z,y) sobre el espacio V7 o VIi+t1/2  defi-
nidas como:
i

fj(z,y) = E ka ¢¢‘Zk(z>y)

i,k=0
. 21+1 j
f]+1/2(z’y) ZO Z J+1/2 J-*-1/2(z ¥)
1= =

(5)
constituyen las mejores aproximaciones, en el sen-
tido de la norma L?, de la funcién dada f(z,y)

en los citados subespacios. Los coeficientes s,

y sf: /? se denominan coeficientes de escala de

f(z,y) en los niveles j y j + 1/2, respectivamente.
Es posible encontrar un algoritmo piramidal que
permite obtener de forma recursiva todos los coefi-
cientes de escala de una funcién dada f(z,y) de la
cual conocemos sus coeficientes de escala a maxima
resolucién L, s = fi. Paraj =0,...,L — 1 se
verifican las siguientes relaciones:

J+1/2 §IH! + 91!
Sik Si2k T Si 241 (6)
J J+1/2 +s J+1/2

Sik = S25k 82i+1,k

Por analogia, definiremos los coeficientes de
detalle en los niveles j y j + 1/2 como:

Wik = Si2k T Siok+1 )
G172 JH1/2

J+1/2 _ _j+t j+1
wl =w + wi,
ik 2i.k 2i4+1,k
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Hemos de tener en cuenta que los coeficien-
tes wy, son parte de los coeficientes de wavelet que
constituyen la transformada wavelet discreta de la
funcién f(z,y), y que a partir de las ecuaciones
anteriores se deriva de forma sencilla el algoritmo
piramidal para la transformada inversa (véase [17]).

Dada una discretizacién de los filtros unidi-
mensionales K (z) y Kz(z), sean N; y N, las fre-
cuencias espaciales maximas de sus transformadas
discretas de Fourier, y sean M; y M> las respecti-
vas frecuencias de corte, a partir de las cuales dichas
transformadas se anulan o son practicamente nulas.
Entonces, los cocientes R; = N;/M; representan la
resolucién méxima de las respectivas imagenes; es
decir, si convolucionamos una imagen formada por
dos funciones ¢ de Dirac con el filtro K1 () K2 (y),
no podremos resolverlas en la imagen convolucio-
nada salvo que su distancia en horizontal sea mayor
que R; y su distancia en vertical sea mayor que R,.
Por consiguiente, en lugar de tratar de reconstruir
la imagen real a méxima resolucién L, vamos a re-
construirla en un nivel jo en el cual el filtro K (z,y)
no haya producido ninguna pérdida de resolucién;
ello se consigue tomando como p el nimero entero
més grande posible para el cual p < L — log,(R),
siendo R = max{R;, Rz}, y seleccionando el nivel
Jo=psip+1> L~log,(Ry) oelnivel jo =p+1/2
sip+1<L—log,(R2).

2.1 Deconvolucién en promedios

En esta seccién vamos a describir un método para
aproximar los coeficientes de escala de la imagen
real en un nivel de resolucién j o j + 1/2 dado
(en lo que sigue, j siempre representa un nimero
entero). Llamaremos matriz de promedios de la
imagen F' en el nivel de resolucién j a la matriz S§
de orden 27 x 27 cuyos elementos vienen dados por
{St}ix = 3?—1,k—1' De forma anéloga se define la
matriz de promedios S}H/ 2

El objetivo es, por lo tanto, aproximar la ma-
triz Sf; o} S}“/ % en lugar de la propia matriz F.
La aproximacién a F' se obtiene multiplicando los
elementos de la matriz St por las correspondien-
tes funciones de escala ¢>¢§_Lk_1(z,y). La versién
discreta viene dada por:

Fi =8} @ [27 /45203, 2L-7)] g

Fjrl/? — S} ® [2j+1/4 E(QL—j—l,QL—j)] ( )

donde =(m, n) representa la matriz de orden m x n
cuyos elementos son todos iguales a la unidad. Las
matrices F7 y FI+1/2 representan aproximaciones a
la imagen real en sus respectivos niveles j y j+1/2.
Los resultados de las simulaciones numéricas mues-
tran que constituyen una aproximacion suficiente-
mente buena. Por lo tanto, para aproximar la ma-
triz S} o S}H/ ? hemos de encontrar la matriz de
promedios que al sustituirla en (8) genere el me-
nor error de convolucién posible. Llamaremos re-
siduo R(S?) de una matriz S7 de orden 2/ x 27 a
la diferencia entre la imagen convolucionada G y
la convolucién entre la matriz FJ que resulta de
aplicar (8) y el filtro conocido; de forma anéloga se
define el residuo R(S7+/2). Es decir:

R(S')=G - K, FI K}
R(Sj+1/2) =G - Kl Fj+1/2 Ké (9)

Por consiguiente, la matriz de promedios de
la imagen real en cada nivel de resolucién viene
aproximada por la solucién de un problema de mi-
nimizacién:

St = min {||R(SH)|[}
2
; A (10)
SIFVE J+1/2
F Jain {IIR(STH/2)]1}
Dichos minimos vienen dados por las solucio-

nes de minimos cuadrados de los sistemas de ecua-
ciones:

K FI K5 = G en el nivel j
K, FI+Y/2 K = G en el nivel j +1/2

las cuales pueden obtenerse aplicando €l algoritmo
CGLS a las respectivas ecuaciones normales. FEl
inconveniente es que aunque estemos en un nivel de
resolucién j < L, todas las matrices son de orden
2L x 2L y el mimero de condicién sigue siendo el
mismo. Hemos, pues, de simplificar la complejidad
de estos sistemas.

Si I’ representa la matriz identidad de orden
27, llamaremos ®/+1/2 a la matriz de orden 29! x
2 definida como 7+1/2 = 1@ (11 1),y &
a la matriz de orden 2% x 27 definida como ¢l =
PL-1/2. L-3/2... $i+3/2.8i+1/2 Dada la matriz
F de la imagen, sus matrices de promedio en los
niveles j y 7 +1/2, para j = 0,...,L — 1, vienen
dadas por:

(11)

2

S = (@} Fel
; 12
R
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Teorema 1 Fijado un nivel de resolucidn j, los
residuos de las matrices S7 y S71/2 yienen dados
por:

R(S) = G- 27-Y/4 (K, &%) §7 (K, ®F)"
R(S™H1/%) =G
-2 (K 8) S (K )’
(13)

Este teorema nos permite realizar un impor-
tante ahorro computacional, pero seguimos calcu-
lando los residuos en el nivel L de méaxima reso-
lucién. Sin embargo, toda la informacién de alta
resolucién presente no puede deberse a la imagen,
pues de ella sdlo disponemos de su matriz de pro-
medios a nivel j 0 j+1/2. Dicha informacién por lo
tanto no es relevante a la hora de minimizar dicho
residuo, por lo que no es necesario considerarla. La
solucién consiste en bajar de nivel de resolucién en
el teorema anterior y redefinir el residuo para no
considerar niveles mas finos que el actual.

Asi, dada una matriz de promedios S7 de or-
den 29 x 27, llamaremos residuo reducido R*(S7)
a la matriz de promedios en el nivel j del residuo
R(S7?). De forma ansloga se define el residuo redu-
cido R*(S3*1/2). Es decir:

R*(S9) = [®}]" R(s7) @ 19
R*(§9+1/2) = [¢f+1]t R(§3+1/2) @f
Teorema 2 Fijado un nivel de resolucidn j, los

residuos reducidos de las matrices de promedios S?
y S7+1/2 yienen dados por:

. : . : . .t
R*(57) = S5 — 271/ 8}, 57 [, ]
R*(Sj+1/2) — Sé+1/2

— 95+1/4 5};:1 Si+1/2 [Sgg]t

(15)

Recordando que las matrices de promedios de
la imagen real en los niveles j y j + 1/2, S% y
S};H/ 2, que son nuestras incégnitas, son las ma-
trices que minimizan los respectivos residuos redu-
cidos, dichas matrices incdgnita vienen dadas por
la solucién de minimos cuadrados de los siguientes

sistemas de ecuaciones:
i —oi-1/aci qi [ai ]
St =27V 5, St [Sk,]

16)
i+1/2 : j i+1/2 Toj 1? (
SE2 = g gint 5T (57 |

Ademas del fuerte ahorro computacional que
representa el anterior teorema, los experimentos
numéricos muestran que el nimero de condicién de
los sistemas (16) es mucho menor conforme dismi-
nuye el nivel de resolucién considerado, situacién
que favorece la aplicacién del algoritmo CGLS para
resolver los citados sistemas.

Finalmente, hemos de considerar que si que-
remos comparar los resultados del algoritmo en
promedios descrito en esta seccién y del algoritmo
CGLS clasico, hemos de extender nuestra solucién
S% 0 537 hasta el nivel de resolucién méximo.
La simple extensién por duplicacién que se mues-
tra en (8) produce un efecto de cuadricula en la re-
construccién que empeora el error de imagen; para
suavizar ese efecto es necesario aplicar un filtro de
suavizado, el cual mejora sensiblemente el error de
imagen. En este trabajo hemos empleado un filtro
gausiano de desviacién estdndar tal que el alcance
del filtro coincida con el nimero de pixeles dupli-
cados que aparecen en la reconstruccién final en el
nivel L.

2.2 Deconvolucion en detalles

Si aplicamos el algoritmo en promedios descrito en
la seccién anterior en un nivel jy que corresponde a
un valor p < L—log,(R), hay cierta informacién del
nivel siguiente jp + 1 que no estamos considerando.
Dicha informacién puede recuperarse si trabajamos
con los coeficientes de detalle en el nivel jo. En
esta seccién vamos a describir un método que per-
mite, dada la matriz de promedios S7 o Si*+1/2 y
empleando los correspondientes coeficientes de de-
talle, reconstruir la matriz de promedios siguiente
S§i+1/2 o §i+l regpectivamente.

Llamaremos matriz de detalles de la imagen
F en el nivel de resolucién j a la matriz D% de
orden 27 x 27 cuyos elementos vienen dados por

D’ = wj_ _1- De forma andloga se define la
F ik i—1,k-1
matriz de detalles D}H/ ? en el nivel j +1 /2.

Por otra parte, si llamamos ¥711/2 3 la matriz
de orden 27*! x 27 definida como ¥7/+1/2 = [i @
(1 =1 )% un paso del algoritmo piramidal de la
transformada inversa de Haar bidimensional puede
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expresarse en forma matricial como:
Si+1/2 — % {@j+1/2 SI 4 @Ii+1/2 Dj}
S+t = 1 {Sj+1/2 [¢j+1/2]t
4 Di+L/2 [q,j+1/2]‘}

(17)

Dada una matriz de promedios S7, llamare-
mos residuo reducido R*(D?) de una matriz de de-
talles D? de orden 27 x 27 al residuo reducido de
la matriz de promedios S7*1/2 que se obtiene al
aplicar (17). De forma andloga se define el residuo
reducido R*(D7*1/2) de una matriz de detalles de
orden 2'*! x 2. El objetivo es, por tanto, resolver
el problema de minimizacién:

Df = min {||R*(D7)]|}
D% = min_ {||R*(DI*1/2)))}

Di+1/2

(18)

Teorema 3 Fijado un nivel de resolucién j, las
matrices de detalles DI y DI*'/2 que minimi-
zan (18) son las soluciones de minimos cuadrados
de los sistemas:

(4172 i i+1/2 @i 1
Sg oSl sl [sg,] =
A _ , A St
2-3/4 (s§it wit/2) pf [s], ]
. . . . . t
SE - w S SR [si] =

9i-1/4 S};’:l D%+1/2 [S;gl \pj+1/2]t

(19)

\

Si comparamos estos sistemas de ecuaciones
con los correspondientes del algoritmo de prome-
dios, vemos una diferencia sustancial en los respec-
tivos términos independientes. En el algoritmo en
detalles éstos son la diferencia entre dos matrices
de promedio; esta diferencia contiene algo de in-
formacién pero también algo de ruido, y éste se
introduce pronto en la solucién de los sistemas. Es
por ello por lo que es importante considerar el al-
goritmo en detalles como un refinamiento de la ma-
triz de promedios obtenida con el algoritmo de la
seccién precedente, de forma que sélo hay que rea-
lizar unas pocas iteraciones del algoritmo CGLS.
El ruido puede reducirse aplicando un filtro de sua-
vizado a cada columna de S7*1/2 o a cada fila de

S,
2.3 Algoritmo escalonado

Presentamos finalmente un algoritmo escalonado
para la deconvolucién de imégenes bidimensiona-

les que usa los algoritmos de deconvolucién en pro-
medios y en detalles descritos en las secciones pre-
cedentes. Dicho algoritmo puede resumirse en los
siguientes pasos:

a) Se obtiene el nivel de resolucién de partida j a
partir de las transformadas de Fourier del filtro
y de la imagen convolucionada.

b) Se aplica el algoritmo en promedios en dicho
nivel de partida para aproximar la matriz de
promedios St., realizando N iteraciones del al-
goritmo CGLS.

c) Se aplica el algoritmo en detalles en el nivel j
para aproximar la matriz de promedios S}“/ 2,
realizando aN iteraciones del algoritmo CGLS
(e < 1).

d) Se aplica el filtro de suavizado por columnas
para eliminar ruido en S}H/ 2,

e) Se aplica el algoritmo en promedios en el ni-
vel j + 1/2, realizando alV iteraciones del al-
goritmo CGLS, para refinar la matriz $5/2
(este paso es preciso realizarlo dado que en el
paso anterior se puede haber perdido algo de
informacién ademas del ruido).

f) Se aplica el algoritmo en detalles en el nivel
J + 1/2 para reconstruir la matriz de prome-
dios S, realizando aN iteraciones del algo-
ritmo CGLS.

g) Se aplica el filtro de suavizado por filas para
eliminar ruido en S,

h) Se aplica el algoritmo en promedios en el nivel
J+1, realizando a IV iteraciones del algoritmo
CGLS, para refinar la matriz SLH.

i) Se obtiene la imagen reconstruida F dupli-
cando pixeles en S};"l y aplicando el suavizado

descrito en la seccién 2.2.

3 Resultados numéricos

Para comprobar la aplicabilidad del algoritmo es-
calonado propuesto en este trabajo a un pro-
blema real de deconvolucién hemos elegido el
caso de la observacién de una fuente astronémica
en presencia de turbulencia atmosférica. El
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nucleo de convolucién se modela como una
funcién gausiana K(z,y) = K;(z)K;i(y) con

2
Ki(z) = 7= exp{—% (2) }, donde la cons-
tante o caracteriza la magnitud de la dis-
torsién; en este trabajo hemos tomado ¢ = 5,

para el cual el filtro se puede discretizar en
37 valores significativos correspondientes a z €
[-18,18]. La fuente astrondémica es una ima-
gen del planeta Jipiter obtenida con el telesco-
pio espacial Hubble que se encuentra disponible
al piblico en www.stsci.edu/ftp/software/tables/
testdata/restore/data/jupiter. La Figura 1 (a)
muestra la imagen original de tamafio 128 x 128
junto con el resultado de aplicarle el filtro gausiano,
recortada hasta las mismas dimensiones. No se ha
anadido ruido aleatorio a esta convolucién, pero se
ha discretizado en 256 niveles de intensidad redon-
deando al entero mds préximo, lo que afnade un
pequefio ruido de forma implicita.

La transformada de Fourier (en una ventana
de 128 pixeles) del filtro gausiano se muestra en
la Figura 1 (b) (sdlo se muestran las frecuencias
positivas por ser una funcién real y simétrica); en
dicha figura vemos que los valores significativos de
la transformada del filtro alcanzan sélo los primeros
18 pixeles, aproximadamente. Por lo tanto, R =
8 ~35yp=L-2=25; es decir, el nivel de
resolucién de partida es jo = 5, que corresponde a
una matriz de promedios S} de orden 32 x 32.

En la Figura 2 (b) se muestra la velocidad de
convergencia del algoritmo escalonado (linea con-
tinua) y del algoritmo CGLS clédsico aplicado en
128 x 128 (linea discontinua); para evitar proble-
mas de escala se ha suprimido la primera iteracién.

En el eje de ordenadas se representa el error re-
lativo de imagen, definido como [1Fr E F”; en el
eje de abscisas se representa el tiempo relativo, que
se define como el cociente entre el tiempo total de
computacién y el tiempo de computacién de una
iteracién del algoritmo CGLS en el nivel superior
128 x 128. Por otra parte, mientras la grafica del
algoritmo CGLS en 128 x 128 representa un proceso
continuo, la grafica del algoritmo escalonado mues-
tra los resultados a medida que aumenta el nimero
N de iteraciones en la fase inicial de tamano 32x 32,
tomando incrementos de 10 en 10 iteraciones y para
1

a=5.

Como resultado, el algoritmo escalonado pro-

S
1¢ 20 30 40 50 60

(b)

Figura 1: (a) Imagen original de Jupiter e imagen
convolucionada con un filtro gausiano. (b) Trans-
formada de Fourier del filtro de convolucién.

puesto en este trabajo encuentra una solucién con
menor error de imagen que el algoritmo CGLS
clasico en aproximadamente la sexta parte de
tiempo de computacién. Finalmente, la Figura 2
(a) muestra las reconstrucciones obtenidas con sen-
dos algoritmos sin que se noten diferencias aprecia-
bles a simple vista.
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