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Resumen

Un resultado cldsico de André establece que el niimero
de permutaciones alternantes de n elementos ordena-
dos viene dado por la derivada en cero de orden n de
la secante o la tangente, segin sea m respectivamente
par o impar. En este trabajo presentamos una nueva
demostracién, que resulta al relacionar los caminos de
Dyck con las permutaciones alternantes por un lado y
con los algoritmos clasicos de Knuth y Buckholtz (para
el calculo de numeros de la tangente y de la secante)
por otro.

1 Permutaciones y caminos

Sea S, el grupo de permutaciones de {1,2,...,n}.

Se dice que o € S, es una permutacion alter-
nante si empieza bajando y alternativamente sube
y baja, es decir si

o(l)>0(2) <oB)>c(4) < -.

Llamaremos A, al conjunto de tales permuta-
ciones para cada n. El Teorema de André (1881,
[1]) nos dice cudntos elementos tiene A,

#A, = (tan +sec)™(0).

Las funciones secante y tangente son respectiva-
mente par e impar; se sigue que, para cada natural
n, (tan + sec)?™(0) = sect?™(0) (los mimeros de la
secante) y (tan +sec)®*~1(0) = tan®**~1(Q) (los
numeros de la tangente).

Comprobemos el resultado para n = 5:
tan®(0) = 16, y

As = {(51423),(51324),(52413),(52314),
(53412),(41523),(41325),(42513),
(42315),(43512),(31524),(31425),
(32514),(32415),(21534),(21435)}.

El teorema de André no ha sido nunca univer-
salmente conocido, pese a lo elemental de su enun-
ciado y de algunas demostraciones ([1, 3, 4]). De
hecho fue redescubierto y publicado como un re-
sultado nuevo al menos una vez, en 1966, por R.
Entringer([3]).

La demostracién que presentamos en este tra-
bajo resalta su naturaleza combinatoria, en com-
paracién con otras basadas en las series de Taylor.

En lo que sigue, un camino de n pasos serd
cualquier A € {-1,0,1}". Se visualiza uniendo
(0,0) con (n,s) en el reticulo Z x Z en n pa-
sos, sumando en cada uno el vector (1,A;), con
s = >, ;. También podemos considerar que el
mismo camino une (a,b) con (a + n,b+ s).

(0,0)

\_/\_

(67—2)

A=(-1,0,1,-1,-1,0)

La lista vacia, por definicidn, es el tnico
camino de 0 pasos.

Un camino A = (A1,...,\,) es un camino de
Motzkinsi 3°7_ Aj =0y Z;c:l A; > 0 para cada
1 < k < n. El conjunto de caminos de Motzkin de
n pasos es M,. Son exactamente los caminos que
unen (0,0) con (n,0) dentro del semiplano superior
{(z,y) : y > 0}. Por ejemplo, los nueve caminos de
Motzkin en M, se visualizan como sigue:
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La lista vacia es el inico camino de M.

Dos caminos A = Ao Any) ¥y B =
(41,.-.,pn,) se pueden encadenar, formando
(A B) = (A1, Angs M1, -« -5 Hiny ). Uno o los dos
entre i y A podria ser la lista vacia, y entonces
(A\E) = X 6 [ 6 vacio. También podriamos enca-
denar tres o més caminos, con la notacién analoga.

En particular, dado k¥ € N escribiremos —1; =
(—=1,...,=1), asf que (A, —1;) = A -1,..., -1).

k veces . k veces
También puede ser k& = 0, definiendo —1y como la

lista vacia.

Si X es un camino tal que A; # —1, entonces
P e; es el camino i dado por p; = \; parai # j
Y #; = A; — 1. Andlogamente definimos A + e; si
A # L

El lema de reduccién es grificamente evi-
dente y dice que, para cualquier n € N U {0},
(M @) € M, siy sélo si (A0,2) € Mpyq, siy
sélo si (A, 1, —1,7) € Mp42. En otras palabras, al
suprimir o afiadir un paso plano (0) o una cispide
(1,-1) transformamos un camino de Motzkin en
otro camino de Motzkin.

N N e A

(0,1,0,1, -1, -1) (0.1,0,-1) (0,1,-1) (0)

Un camino de Dyck de n pasos es un camino de
Motzkin de n pasos sin pasos planos, es decir un
camino en M,N{—1,1}". Todo camino de Motzkin
tiene el mismo ndmero de 1’s y —1’s, por lo que el
nimero de pasos de un camino de Dyck debe ser
par. El conjunto de caminos de Dyck de 2n pasos
se denota Dj,. Si suprimimos una cispide en un
camino de Dyck obtenemos otro camino de Dyck,
y si reiteramos llegaremos a (—1,1) € D,.

Definicién 1 Sea

&: | 1S — | 1{=1,0,1}"

n=1 n=1

definida como sigue: paracadan € Ny o € Sy,
(o) es el camino A = (Ag,...,\,) tal que, en la
lista

o(1),0(2),...,0(n),o(n+1)

Aj +1 es el ndmero de vecinos de j que son mayores
que 7.

Sea por ejemplo o = (8,2,4,6,5,7,3,1) € S.
El dnico vecino de 1 (necesariamente mayor que 1)
es 3, asf que si (o) = X tendremos A\ +1 =1y
A1 = 0; A2 +1 = 2 porque 2 est4 entre 8 y 4, ambos
mayores que 2; andlogamente A5 = 1, mientras que
Az =X =0y dg = Ay = —1; X es en definitiva el
camino de Motzkin

—/—_/\\

(0,1,0,0,1,—1,-1).

Es claro que para cada A = ®(0), A\; > 0y
An < 0, como en los caminos de Motzkin.

Definicién 2 Dado un camino A, v(}) es el
nimero de permutaciones o tales que ®(o) = X.

Obviamente v(A) > 0 si y s6lo si A estd en la
Imagen de ®.

Lema 3 Sea A un camino cualquiera. Entonces

(i) v(A\,0) = 2v(N), y

(i) v(0~1)=23" v -e)+ S v(h—e).

Aj=0 )‘j=1

Demostracion: Un ejercicio; sélo hay que com-
parar, parao € S,11, ®(0) con ®(5),donde 5 € S,
es lo que queda en la lista de o cuando suprimimos
n+ 1. n

Proposicién 4 Para cada camino \:

(i) v(X0,-1;) = 2(k+1)v(X, —14) para cada k >
0,y
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(i) v(A\1,-1x) = k(k + 1)v(X, —1k_1) para cada
k>1.

Demostracion: Se sigue por induccién sobre k. Si
k = 0 entonces (i) es la primera parte del lema 3
y, una vez probado (i) para todo k, (ii) se sigue
inductivamente de (i) y el lema. [ ]

Teorema 5 ®(S,,1) = M,,.

Demostracion: Por la proposicién 4 y el lema de re-
duccién, sélo necesitamos comprobar los casos n =
1yn = 2. Notemos que siempre podremos suprimir
un tltimo paso plano o ctispide en A = ®(0), ya que
X empieza con 0 6 1 y termina con 0 6 —1. |

Observemos ahora que ®{o) es un camino de
Dyck en Dy, si y sélo si 0 € Agn41. Tenemos por
tanto:

Teorema 6 ®(As,411) = D2, ¥

Hhomir= S v(}).

XeD2n

También queremos contar los elementos de
A2y, Sio € Spiy, sea (o,n+1) € S,y la per-
mutacién dada por (0(1),0(2),...,0(n),n+1).

Definicién 7 Para cada camino ), sea n()\) el
numero de las o € S, tales que ®(o,n+ 1) = A,

donde n es el nimero de pasos de \.

Notemos que 7(A) = 0 si A no es un camino
de Motzkin, y

[(®(c),0)
(®(0) + €o(n)s -1)

sin=o0(n),

Blen+1) = sin#o(n).

Este hecho implica, andlogamente al lema 3, lo que
sigue:

Lema 8 Para cada camino X,

(i) n(A0)=n(3), y

(@) n(3-1) =23 nA-e)+ > ni-¢;).
/\j=0 Aj=1
Proposicién 9 Para cada camino X,

(i) n(X\,0,-1x) = (2k+ 1)n(X, —1%) para cada k >
0,y

(ii) n(\1,~1x) = k*n(X, —1k_1) par cada k > 1.

Demostracion: Se prueba por induccién a partir del
lema anterior, igual que la proposicién 4 se sigue del
lema 3. |

Teorema 10 Para todo n € N

#-A2n = v 7](5\)

X\ED?n

Demostracion: Es claro que (0,2n+ 1) € Ao, si
y sélo si o € Agy,. [ |

2 Los nimeros de la tangente

Siguiendo a Knuth y Buckholtz ([5]), escribimos los
ndimeros de la tangente

T, = tan™(0).
Como tan’ = 1 + tan?, es facil ver que
tan{™ z = P, (tan z),
con
Po(z) =z, Puyi(z) = (1+2°) P ().

Cada P, es un polinomio de grado n + 1,
par si n es impar y viceversa. La recurrencia
dada antes muestra que, de hecho, si escribimos
P.(z) = Z:é T, r z* tenemos
Tok =01k, Tnt1,e = (k~1)Tn ko1 +(k+1)T 41 -

(1)
As{ obtenemos la sucesién de los nimeros de la tan-
gente, ya que

Tno = P,(0) = tan™(0) = T, .

Podemos interpretar los valores T, como
sigue: consideremos el reticulo Z x Z de pun-
tos (n,k) (sélo nos interesan sin > 0y k >

" 1), y senalemos aquellos para los que Thr > 0,

comenzando con (0,1). Contamos entonces el
nimero de maneras que nos permiten llegar desde
(0,1) hasta cualquier otro punto sefialado siguiendo
alglin camino, sabiendo que en cada paso podemos
acceder desde (n,k) solamente a (n + 1,k + 1) y
a (n+1,k— 1), y podemos hacerlo de k maneras
distintas. En el dibujo, el nimero contiguo a cada
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paso especifica de cudntas maneras podemos efec- 3 LoOSs niimeros de la secante

tuarlo.
Otra vez como en [5], escribimos los mimeros de la

secante E,, = sec(™ (0).
Ahora sec’ z = sec z tan z, y entonces

sect™ z = (sec z) Qn(tan z),
con
Qo =1, Qnt1(z) = 2Qu(z) + (1 +2*)Q (z) .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 n Cada @, es un polinomio de grado n, par o impar
segun lo sea n. De hecho, si Q,(z) = 3 p_y En k2"

=R W s u;

tenemos
Se sigue directamente de (1) que el nimero de
maneras de llegar a (n, k) es precisamente T, . Eok =00k, Ent1k =kEpnp—1+ (k+1)Epgsr.
Sea 19()) el numero de maneras en que pode- (2)

mos seguir un camino A como hemos dicho. Por Esto da los nimeros de la secante, ya que
supuesto, es el producto de los nimeros para cada _ R Y

uno de los pasos que forman A. Notemos que Eno = Qn(0) = sec™(0) = En.
Ton,1 = Tony1,0 = Ton+4y por (1). Para llegar desde
(0,1) hasta (2n,1) podemos seguir uno cualquiera
de todos los caminos de Dyck de 2n pasos (en

el dibujo aparecen simultdneamente los del caso

Visualizamos los nimeros E,; mediante (2) al
igual que en el caso de la tangente, sélo que ahora
comenzamos en el punto (0,0), dando el paso de
h (n,k) a (n+ 1,k + 1) de k + 1 maneras posibles y
n = 4). Tenemos por tanto de (n,k) a (n+ 1,k — 1) de k formas posibles.

Tonyi= Y (A).

X€D2‘n k

Para cada camino de Dyck (), 1, —1;), el valor de
vp es vp(A) multiplicado por el nimero de formas
de dar el tltimo tramo descendente (es decir, por
(k+1)!) y por las k maneras de hacer el tltimo paso
ascendente. Para el camino de Dyck (X, —1x_1) es

andlogo, y

S N W

w(A 1, —1x) = (k+ Dl kvo(R)

= (k+1) kKl vo(R) Esn,0 = Eap, asi que si escribimos 79(\) para

el nimero de maneras en que podemos seguir el

= (k+1) kvo(X, —1k_1), camino A tenemos
la misma recurrencia que en la Proposicién 4. Eyp= S no(X).
Como 19(1,-1) = v(1,—1) = 2 concluimos que X€D;n

Vg = v para los caminos de Dyck (no para el resto, )
donde v = 0 # 1). Teniendo en cuenta el teorema D €ste caso resulta que, para caminos de Dyck,

6, concluimos que en efecto (A, 1, ~1;) = klkmo(X)

3 =k2 (k- DIr(X
Tonr1= Y v(X) = #Aonys - k2 (k= 1tmo(})
;\GDzn = k 770()‘7 _lk—l) )
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la recurrencia es la de la proposicién 9, concluimos
que 7)o coincide con 7 en los caminos de Dyck, y
por el teorema 10

E2n= v

X€D2n

"7(/_\) = #Aop .

Notas. Las recurrencias (ii) en las proposiciones
4 y 9 se pueden obtener directamente sin hacer
mencién de los caminos de Motzkin, considerando
s6lo caminos con pasos en {—1,1} y la aplicacién &
definida sobre el conjunto de permutaciones alter-
nantes Ay, (en otras palabras, restringiéndonos
a caminos de Dyck desde el principio). La de-
mostracion del teorema seria de esta manera mas
corta, pero mas complicada.

Ademés, nos parece interesante la conexién
mostrada entre todas las permutaciones y los
caminos de Motzkin, via ®. Esta aplicacién & surge
de forma natural al tratar de obtener algoritmos
para el calculo de {(2n), como puede verse en [2]).

Como también n(1,-1) = 1 vy Referencias
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