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INTRODUCCION

Los resultados presentados en esta memoria se enmarcan den-
tro de lo que se denomina estudio algebraico de los D -médulos
(0 de los médulos sobre el anillo <0  de los operadores diferencia-
les lineales con coeficientes holomorfos,' sobre ur'la variedad anali-

ca (X,9)) (cf. [BJO], [BER], [PHA]).

La génesis de los &0 -médulos es sin duda la teoria del
"andlisis algebraico'" de M. Sato, quien considera un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales lineales como un médulo de pre-
sentacién finita sobre of) (Cf. [KAS-1]). La idea es bien f4cil:

si

+
+
=)
o
i
o

(1)

es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales lineales (esto

es, Rije D y (ul,...,uq) las incdégnitas), se le asocia el o‘f)—méd\_,l_

‘lo M contcleo del homomorfismo @ definido pér

G

' o{)p = o‘bq — M — 0
(2) - e
(Pl,...,Pp) — 1=Zl PiRiJ.)lsjsq

E 1inversamente, a una presentacidén (2) de un
D -médulo M se le asocia el sistema dado en (1). (Esta corres-
pondencia no es biunivoca ya que un mismo D -mbédulo M puede
tener dos presentaciones distintas). Para una introduccién detallada

al estudio. de los oD -médulos se puede consultar [BJO], [KAS-2],
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[LE-M] y [PHA] .

A partir de ahora la expresién " D-mbédulo" significa-

rd " oD -médulo de presentacién finita" (o " oD-mdédulo coherente")

(Cf. [sG] 1).

El principal objeto geométrico asociado a un o-médulo

M es su variedad caracteristica V(M). Recordemos brevemente su

‘definicién: Sobre oD se considera la filtracidn creciente definida'
por el orden de los operadores diferenciales. El graduado gr(£)
asociadob a esta filtracién (Cf. 0.0.5.) se identifica candnicamente
al haz, sobre X, de las funciones holomorfas sobre el espacio co-
tangente a X - T*(X) - y polinomiales en las variables de la fibra.

Sea (M(m))meN una "buena filtracién" de M (Cf. 0.0.8.). Enton-

ces el graduado asociado a esta filtracién gr(M) es un. gr(D )-

médulo coherente y tensorizando gr(M) con QT*(X) -el haz es-
tructural de T*(X)- se obtiene un haz G(M), sobre T*(X), OT*(X)—

-coherente. Su soporte -que no depende de la buena filtracién ele-
gida (Cf. [SG] 11)- es por definicién la variedad caracteristica V(M)

de M. Asi pues escribimos

V(M) = supp(G(M)) = supp(gr(M) ® GT*(X))
gr()

y V(M) es una subvariedad reducida de T*(X). Por ejemplo, si
M = &/ (donde 1 es un ideal a la izquierda de <) hay una

estrecha relacién entre V(M) y los simbolos principales de los

$
elementos de 1I: si P = s z ag (X)D es un operador diferen-
[0l < d

cial, el simbolo principal de P, que denotaremos por o(P), es

la funcién (de 2n variables) o(P) = X ag (X)DG.
[6]=d
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La variedad caracteristica de M = o0/l coincide con
la variedad de ceros del ideal generado por el conjunto {o(P)/
P €1} (este ideal es llamado el ideal graduado asociado a I y

es denotado por gr(l)).

Aqui el término "variedad" es empleado en el senti-
do de la geometria algebarica y no significa que V(M) no tenga
.singularidades' (para n=1, la variedad caracteristica del Z)>-mddulo
M = &/ D(x.D) es el conjunto {(X,E)ECZ/ x.£=0 } y el punto

(0,0) es singular en V(M)).

Otros dos invariantes importantes asociados a un

i)—médulo M son la dimensién y. la multiplicidad de M en un

punto del espacio .cotangente T*(X). Si (x,a) es un punto de
T*(X) la dimensién (resp. la multiplicidad) de M en el punto

(x,a), que denotaremos por d(x a)(M) (resp. e (x a)(M)) es por
definicién la dimensién (resp. la multiplicidad) de G(M)(x 4) como

@T*(X) (x.a)-Mmédulo (Cf. 4.1.3. y 4.1.4.).

La - funcién (x,a) — e(x a)(M) tiene un comporta-

miento muy particular: en efecto, en cada componente irreducible

C de V(M) existe un abierto de Zariski UC de manera que

la funcién (x,a) ——m> e (x a)(M) es constante en UC' Al valor

de la multiplicidad de M en un punto de UC se le llama multi-

plicidad genérica de M en la componente C.

Nuestro primer propédsito (quev corresponde al resultado

principal de este trabajo) es resolver los dos problemas siguientes:



Problema A.- Conocido un sistema de generadores del
ideal 1 de &0, dar un método para calcular -de manera efec-
tiva- unas ecuaciones de la variedad caracteristica de M = &£/I.

Es decir un sistema de generadores del ideal gr(I).

Problema B.- Conocido un sistema de generadores del
ideal I de L , dar un método pafa calcular -de manera efec—
tiva- la dimensién y la multiplicidad de M = /I en un punto

cualquiera del espacio cotangente T*(X).

Siendo 1la situacién de cardcter local podemos suponer

gque 1 es un ideal -a 1la izquierda— del anillo oD, de los gérmenes

de operadores diferenciales lineales holomorfos en el origen de ch

y que el punto en cuestién es el (0,0) e T*(C™) = c?n,

Solucién al problema A.-

Teorema 1.-

i) Sea 1  un ideal de &

.- | posee un sistema de

generadores (Pi) tal que la familia de sus simbolos

I€i€m

principales (O(Pi)) es un sistema de generadores del

1€ism
ideal gr(l) de C{X}[£] (un tal sistema de generadores

es llamado una base involutiva de 1) (Cf. 2.2.5. y 2.2.11.).

ii) Si (P'1)1<i<m' es cualquier sistema de genera-

dores de I, existe un algoritmo para calcular una base in-

volutiva de 1 a partir de (Pl . (Cf. 3.0.15.).

Igigm

Nétese que no todo sistema de generadores es una ba-



se involutiva. Basta tomar n=2 e 1 el.ideal generado por D1

y XIDZ' Es claro que D2 = Dl'xlDZ —xlDzD1 e 1 'y sin embargo

£y = o(Dy) ¢ (g, x;€,)C{X;,X,}[E,,E,].

La demostraciéon del teorema 1 utiliza fundamentalmente
un teorema de divisién -de tipo Weierstrass- en el anillo de los
operadores diferenciales. Para los detalles concretos del enunciado
y de 1la demostracidén véase 2.1.0.. Diremos aqui que, dada una
familia de elementos de D,, {Pl,...,Pm} , el teorema de divisién
nos permite asociar a cada elemento P de @o una familia de co-

cientes (Qi)1< i<m Y un resto R univocamente determinados por
= AN "

ciertas condiciones combinatorias.ﬂs

ki
Una familia {Pl,...,Pm} de elementos de I se dice
que es una base de divisién de 1 si se verifica la condicidén

sigulente:

¥YPed Pel si y solo si ( el resto de la divisién de P

entre (Pl,...,Pm) es cero.

Se demuestra (Cf. 2.2.5.) que todo ideal 1 -posee una

)

base de divisién y que una tal base es siempre involutiva (Cf.2.2.11),

i
i

En el estudio de la dimensidén y la multiplicidad de

/1 el concepto de exponente privilegiado juega un papel funda-

mental.

Si f = I faTa es un elemento de CIITI,...,T[J]
fa] 2 v
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(resp. P = T as (X)D‘S = I Ay 5)XaD6 es un elemento
8] <d (o, 8) ’
|8]<a
de Do ), del conjunto de todos los exponentes a de f (resp.

(a,8) de P) se elige uno (de una manera sistematizada en 1.0.3.

(resp. 2.0.0.‘)). A ese exponente se le llama exponente privilegiado

de f (resp. P).

Si Gt (resp. 1) es un ideal del anillo de series
(resp. del anillo ,) se denota por E(G.) (resp. E(I)) el conjunto
de los exponentes privilegiados de todos los elementos de G (resp.

I). Se tienen los dos resultados siguientes:

Resultado 1.- Si {fl,...,fm} es una base de divisidn
del ideal Gv , entonces

¥m

E(g) = U exp(fi) + NF.
i=1
Resultado 2.- Existe un algoritmo para calcular - a

partir del conjunto E( & )- la dimensién y la multiplicidad

del médulo C[[T]]/&

El resultado 1 es una consecuencia del teorema de divi-

sién. En 4.3. se da el algoritmo al que se hace referencia.

'
i

Solucién al problema B.-

Teorema 2.- Sea 1 un ideal de &), . Se verifican.

i) Si (Pi) es una base de divisién de 1

entonces

E() = U exp(Pi) + Nzn-‘.‘
i=1
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ii) E(1)=E(gr(1))=E(gr(1)C{X}[&])=E(gr(1)C[[X,£11).

La prueba de este teorema se hace utilizando la defini-
cién de exponente privilegiado y el teorema de divisién

2.1.0..

Ahora el problema B estd resuelto pues a partir de un’
sistema de generadores de ’I. se calcula, por el procedimiento de
3.0.15., una base de divisién de 1. Esta base de divisiéon deter-
mina al conjunto E(I) y por tanto al conjunto E(gr(IL)C[[X, &]]).
Ahora bien, 1& dimensién y la multiplicidad de /1 en el (0,0)

coincide con la dimensién y la multiplicidad del C[[X,&]]-médulo

ClIX, gI]1/gr(1)C[[X,£]] (Cf. 4.2.0.) y acabamos de ver que estos
dos numeros son calculados -de forma efectiva- a partir del conjunto

E(gr(1)CLIX,e1).

Finalmente nos planteamos el siguiente

Problema C.- Sea M un submddulo de un. &,-mdédulo
libre OBOP y sea (P—i)l<i<m un sistema de generadores de M.

Dar un método para calcular -de manera efectiva- una resolucién

libre de M.

Se procede de la manera siguiente: El teorema de divi-
sién en el anillo A, se generaliza a cualquier médulo libre ob;,p.
Asi, todo submdédulo M de un médulo. libre posee una base de di-
visiéon(que se puede calcular explicita’mente <:i partir de un sistema

de generadores de M). Si (Pi) . es una base de divisidon
: — "lgigm

de M vy si el exponente privilegiado de Pi. es (ai‘,éi) (Cf. 2.0.0.)
P g r A

//‘
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oy i . . .
entonces, una relacién entre los (P") se obtiene haciendo la di-

ob sl j o sl 4 ‘
visién del elemento X D° P7 -X "D P (que pertenece a M) por

1

(P ,...,_P_m) (nétese que el resto de esta divisién debe ser cero

(Cf. 2.2.1.)). Una tal relacién es llamada una relacién elemental

i
entre los (P )1€i$m'

Solucién al problema C.-

Teorema 3.-
Sea M un submédulo de un D, -mbdulo libre

oﬂf y sea (Rl)l<i<m una base de divisién de M. El médu

lo de las relaciones entre los elementos. (P') estd gene-
rado por la familia (finita) de las relaciones elementales en-

tre los (Bi) .

El teorema 3 (cuya prueba se da en 3.0.13.), junto
con el teorema 1 ii), nos proporciona un método para calcular una

resolucién libre de M. En efecto, se considera la sucesidén exacta

' o
Ker( ¢ )——s o‘l)om > M > 0
m .
donde Cb(Ql,...,Qm) = X Qi_F_’_l. Como se conoce un sistema de
i=1 '

generadores de Ker(9® ), se calcula una base de divisién de Ker( ¢ )
y se repite el razonamiento anterior (reemplazando M por Ker( ¢))
y se obtiene asi un nuevo término de una resolucién libre de M.
Por un razonamiento general (Cf. 3.1.3.) se demuestra que 1a,>reso_-

lucién asi construida tiene longitud menor o igual que 2n-1.

Para terminar comentamos brevemente el contenido de
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cada capitulo de esta memoria.

En el capitulo preliminar (capitulo 0) se estudia la
relacién entre un mbédulo filtrado y el mdédulo graduado asociado
y se definen diferentes filtraciones sobre el anillo de los opera-

dores diferenciales.

El capitulo 1 estd dedicado al teorema de divisidn

en el caso ''conmutativo'.

En el capitulo 2 se define el exponente privilegiado
de un operador, se demuestra el ‘teorema de divisién en el anillo
de los operadores diferenciales (utilizando el teorema de divisidn
en el caso conmutativo), se definen las bases de divisién y se estu-
dia la relacién entre una base de divisiéon de un ideal 1 de
®, y una base de divisién del ideal graduado asociado a 1 (Cf.
2.2.11.).

El capitulo 3 contiene los cdlculos explicitos en el
anillo . . Se dan algoritmos para construir una base de divisidén
de un submdbdulo de un médulo libre y una resolucién libre de un

médulo de tipo finito.

En el capitulo 4 se tratan las multiplicidades de los
Y -mbédulos. Se da un algoritmo para calcular la multiplicidad de
un médulo de la forma _ 2,/1 en un punto del espacio cotangente.
En el caso particular de que la variedad caracteristica de °b°/i
sea un divisor con cruzamientos normales, se da un métodq para
calcular las multiplicidades genéricas de d,/1 en cada componente

irreducible de V(D,/1).

Finalmente, en 4.5. se dan algunos ejemplos de cdlculo

1

de multiplicidades y de resoluciones libres.



NOTACIONES

Salvo que se especifique lo contrario la letra K deno-

’ ’ -‘ - . ¢
tara un cuerpo de caracteristica arbitraria.

i

Si n es un‘ entero positivo, para toda n-upla de
variables X =(X1,...A,Xn)., K[[X]] (resp. K[X]) denotard la K-al-
gebra de las series formales (resp. de los polinomios) en Xl""’Xn'
S$i K es el cuerpo de los numeros reales R o el de los numeros
complejos C, K {X} denotard la K—élgebra de las series conver-

gentes en Xl’ e ’Xn'

[+4
Para todo X € Nn, 4x=(o<1,...,o(n) se escribird X =

(o4 ,
XIA s Xr:' Si p es un en%ero positivo y  (x,i) € N"x41,...,p}
e (x,1) (4 . .
se escribira X = (0,...,X ,...,0), estando el monomio situado

en el i-ésimo lugar.

Para todo x € N y para todo (f‘),i)é Nnx{l,...,p}

se escribird &+ (p,i) = (°<+P,i).



CAPITULO O

PRELIMINARES

0.0. ANILLOS Y MODULOS FILTRADOS. ANILLOS Y MODULOS GRADUADOS.

En este pardgrafo todos los anillos considerados serdn
unitarios (no necesariamente conmutativos). Los homomorfismos de
anillos transformardn el elemento wunidad en el elemento unidad.

Todos los médulos considerados serdn mddulos a izquierda.

0.0.0. DEFINICION.-

Sea A un anillo (resp. M un A-mddulo). Una filtra-

cibén creciente de A (resp. M) es una familia (A(d))de*R' (resp.

(M(d))deR) de subgrupos de A (resp. M) verificando:

i) alde atd") (resp. M(d)s M(d.)) si dgd'.

i) aAlda(dg Zldrd") (o ald)y(d) g y(dHd')y 4 qrer,
1ii) U A(d) = A (resp. U M(d) = M).

de R deR
iv) 1€ A(O)\ { U A(O)).

d<0
Se define de manera andloga una filtracién decreciente

de A (resp. M) reemplazando i) por 1i'): A(d)Q ald"” (resp.

M2 M)y 6 acay iv) por ivi): 1ea@< (U Al
' d>0

Una anillo filtrado es un par (A,(A(d))) donde A
es un anillo y (A(d)) es una filtracién (creciente, resp. decrecien-

te) de  A. si (A,(A'Y)) es un anillo filtrado, un = A-médulo fil-
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trado es un par (M,(M(d))), donde M es un A-mddulo y (M(d))

es una filtracién (creciente, resp. decreciente) de M.

0.0.1. NOTA.-

(d))

Si (A es wuna filtracién decreciente del anillo

(-d)

A _ A4 Y4eRr. La familia

A, se define (ﬁ(d)) es una

der
filtracién creciente del anillo A. De esta manera basta estudiar
las filtraciones crecientes. En adelante '"filtracién" significard "filtra

cién creciente'.

0.0.2. DEFINICION.-

(d)))

Sean (A, (A1) un anillo filtrado, (M, (M" y
]
(N,(N(d))) A-médulos filtrados. * Un homomorfismo de A-médulos

f:M > N es un homomorfismo filtrado si
ey e n'd | Yger.
f es estricto si

sy - e N Vg er.

Denotaremos por filt(Arn\,) la categoria cuyos objetos
son los A-mddulos filtrados y cuyos morfismos son los homomorfismos

i

filtrados. . ?

0.0.3. DEFINICION.-

Sea B un anillo (resp. M un B-mddulo). Una gradua-

g(d), (@),

(resp. (M deR

cién de B (resp. de M) es una familia ( deR



de subgrupos de B (resp. M) verificando:

i) B= @D g(d) (resp. M = @ M(d))
deR deR

Un elemento x de B (resp. M) es homogéneo de grado

d si xeB(d) (resp. M(d)).

Un anillo graduado es un par - (B,(B(d)) donde B
(d)) (d)))

€s

es un anillo y (B una graduacién de B. Si (B,(B

~un anillo graduado, un B-mddulo graduado es un par (M,(M

(

donde M es un B-mdédulo y (M d).)) una graduacién de M.

#
2
0.0.4. DEFINICION.-

Sea (B,(B un anillo graduado y sean (M,(M

(d)))

(N, (N B-médulos graduados. Un homomorfismo de anillos f:M -> N

es un homomorfismo graduado si
(d)

»

eemdyen Vder.

(d)))

Si (B,(B es un anillo graduado, denotaremos por

f
W

gr(Bm) la categoria cuyos objetos son los B-mdbdulos graduados
y cuyos morfismos son los homomorfismos graduados. gr(B'm) es

una categoria abeliana.

0.0.5. DEFINICION.- Sea (A,(A'Y)) (resp. (M, (M'?))) un anillo

(resp. un A-médulo) filtrado. Se define el anillo (resp. médulo)

graduado asociado a (A,(A(d))) (resp. (M,(M(d)))) !como:



(d) (d) (d')
gr(A):i= @ gria) = @@ s Ua )
d €R d €R d'< d
(d) (d) (d')
(resp. griM):= @ gr(M) = @(M /UM )
d€ER deRr d'<d
(d) (d)

Si (M,(M) ) y (N,(N) ) son A-mddulos filtrados
y f:M - N es un homomorfismo filtrado, se define el homomorfismo

graduado asociado a f como
gr(f): gr(M) —> gr(N) donde

(

(d") (d") d)
gr(f)(x + U M ) = f(x) + U N , Vx»éM ,VdeR.

d'< d d'<d

De esta manera se ha definido un funtor, que notaremos

gr( ), de filt(A’YTL) en gr(gr(A)m).

0.0.6. NOTACION.-

En adelante se escribird gr(d)(A) (resp. gr(d)(M))

(d) (d)).

en lugar de gr(A) (resp. gr(M)

Para cada d &R se escribira

NG ENED
d'<d

(resp. ’I\Z(d):= U M(d')).
d'<d

Para aligerar la notacién, y si no hay lugar a confu-

sién, se dejard de precisar en cada caso la filtracién (resp. gra



duacién) en cuestidn.

Sea A un anillo filtrado (resp. graduado). Sea M
un A-médulo filtrado (resp. graduado), para cada p € R se de-
fine

Mipl @ - u(dP) g er

La familia (M [p](d)) es una filtracién (resp..

d €R

graduacién) de M. En adelante se notard M[p] el A-mddulo fil-

trado (resp. graduado) asi definido.

Si (M)i €1 es una familia de A-médulos filtrados

(resp. graduados), se define la filtracién producto (resp. gradua-

@ M. como
ier !

g

cién producto) de

( @ Mi)(d) s BEVACY )VdeR.

iel ier !

)(d))

Si (M, (M es un  A-médulo filtrado y M' -~ es

un submébdulo de M, la familia (M'N M(d)) es una filtracién de

M', que llamaremos la filtraciéon inducida en M' por la de M.

Si .f:M — N es ‘'un homomorfismo filtrado, la familia

(f(M)(d))) es una filtracién de f(M), que llamaremos filtracién

imagen de (M

0.0.7. DEFINICION.-

Sea A un anillo filtrado (resp. graduado). Sea M

un  A-médulo filtrado (resp. graduado). Se dice que M es un

/

/
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A-médulo filtrado libre (resp. graduado libre) si existe una familia
de numeros reales (pi)i el tal que. M es isomorfo, en la cate-

goria filt(Am) (resp. gr'(A'n‘L)), a

D alp;]

iel

con la filtraciéon (resp. graduacidén) producto (Cf. 0.0.6.).

0.0.8. DEFINICION.-

(d)))

un

(d))) un anillo filtrado y (M,(M

Sea  (A,(A
A-mdédulo filtrado. La filtracidén (M(d)) es una buena filtracién

si existen x ..,ksé R tales que

1,...,xSEM y kl"
s
y(d) _ 7 A(d-kj).xj ) Vaer.

j=1

0.0.9. NOTA.-

Si (M(d)) es una buena filtracién de M, entonces M

es un A-médulo de tipo finito, pues M = U M(d).
d€R

Si M,N son A-médulos filtrados y la filtracidén de
M es buena, entonces la filtracién imagen de la de M por un homo-

morfismo filtrado f:M —» N es también buena: basta observar que

s s '
ey o 3T paldRY) oy 2 57 AldRY) gy,
j=1 S 5 !

Por otra parte, todo A-mdédulo de tipo finito admite una
buena filtracién: si f:A° -> M es un homomorfismo de A-mdbdulos
sobreyectivo, se considera sobre M la filtracién imagen de la filtra-

ciéon producto sobre A®. f es entonces un homomorfismo filtrado y el
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resultado sigue de que la filtracién producto sobre A® es buena.

0.0.10. DEFINICION.-

Sea (M, (M un A-mbédulo filtrado. La filtracién

(M(d)) se dice que es una Z-filtracién si se verifica:

(@) (ETdD)

Yaer
donde E{d] es’ el mayor entero menor o igual que d. Una tal

filtracién se denotara (M(m)) .
o - mézZ

0.6.11. WOTACION.-

En adelante y salvo que se especifique lo contrario to-

das las filtraciones consideradas serdn Z-filtraciones.

0.0.12. DEFINICION.-

Una filtracién (A(m))mez del anillo A -se dice que

es noetheriana si se verifican:

i) gr(A) es noetheriano a izquierda y a derecha.
. v
i) g4 16_91 'A[pi'} es un moédulo filtrado libre (de tipo
. . . ' Q .
finito), si H es un submddulo de i1 A[pi] y si {xl,...,xp}

(k.)  (k,=1)
es una familia de elementos de H tal que xJ.EH ~H
(k.-1)
(1¢jsp) y tal que {x.+H J _,; genera gr(H), entonces
| J 1¢<p

P
s <7 (k-k.)
1O un@ ap)® - 234 T 4 Yeez
i=1 ! j=1 37



i) M Ak _ 0y,

keZ

(0)

iv) A es noetheriano a izquierda y a derecha.

0.0.13. PROPOSICION.-

Supongamos que la filtracién de A es noetheriana.
Si M es un A-médulo filtrado y su filtracién es buena, entonces
la filtracién inducida, por la de M, en cualquier submédulo L

de M es buena.

En efecto: sea »{xl yous ,xi)} una familia de elementos

(k;j (k1)
de M tal que xiéM N M - ,(1¢i¢p), verificando
Py
£
G0 2 A,
j=1 .

P
Consideremos el moédulo filtrado libre @ A[—kj] y el
j=1
homomorfismo filtrado
?
£: D ATk} — M
= |
e

definido por f(a,,..,a_) = 2N a.x..
1 A

Sea L un submodulo de M. Consideremos sobre H=

P

L

f1(L) 1a filtracién inducida por la de & A[—kj:\ . Esta es una
j=1

buena filtracién (por la condicién ii) de 0.0.12.) y el resultado
sigue de que la filtracién inducida en L por la de M es la

filtracién o imagen, por f, de la filtracién de f—l(L).

3

0.0.14. PROPOSICION.-

Sean M,N y P A-mddulos filtrados 'y sea



f
M — N — P una sucesidn exacta en la categoria de los A-
médulos.  Si f y g son estrictos, entonces la sucesidn
gr(f) gr(g)

gr(M) ———>  gr(N) ——=  gr(P)

es exacta en la categoria gr( nme).
gr(A)

En efecto: gr(g).gr(f) = gr(g.f) = O. Por otra parte

si gvr(g)(y+N(m—1))=o, (YeN(m)), quiere decir que g(y)eP(m_l)n

Ng(N) = g(N(m_l)) y por tanto existe y'eN(m—l) t.q. gly)=g(y").
Entonces gly-y')=0 ; Tluego y—-y' € Im(f) ) N(m) = f(M(m). Asi
‘ (m) (m—1)=

pues existe x &M t.q. f(x)=y-y' vy por tanto gr(f)(x+M

:(y_y. )+N(m"‘1) - y+N(m~'1).

0.0.15. PROPQOSICION.-

Supongamos que la filtracidén de A es noetheriana.

Sea M un A-médulo filtrado por una buena filtracién.Entonces:

i) A es noetheriano a izquierda y a derecha.

ii) La filtracién de M es separada:es decir

m m{m . (o).

meZ
Prueba.- i) Sea I wun ideal a izquierda de A. Como

gr(A) es noetheriano a izquierda, gr(I)' estd generado por una

familia finita de elementos homogéneos {31"“51)} , con -aie N

/

¥ Ay ey, eiep).
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1= U 1nalm UZ\("“‘) c

meZ meZ j=1
? -
< Z A. a. y por tanto 1 estd generado por la familia (ai).
j=1

Andlogamente se procede si 1 es un ideal a la derecha.

ii) Supongamos que M(k) = Z A(k_kj)-xj con XjeM(kj)\

M(kj_l). Consideremos la sucesién exacta
P
O—-‘;Ker(f) L @ A[~k]-->M->o
; 21

donde f(al, .o ,ap)=a1x1+. . .+apxp.

Escribamos H:Kér(f). Como iy f son estrictos la filtra-

ciéon de M viene dada por

M™ 2 (e (aP) My tmez

. : P B
(donde se escribe AP en lugar de @ A[—kj] ).
A i1

Tenemos que demostrar por tanto que

H= N (s aP)my
mezZ

Escribamos H = m H + (Ap)(m)‘
mézZ

La inclusibn H CH es evidente. Consideremos las sucesiones exac-

tas

O —> H-—> AP — AP/H — O

-

o—>H—>AP->AP/ﬁ—» 0

(sobre H y H se consideran las filtraciones inducidas por la de
AP; sobre AP/H y AP/H 1las filtraciones imdgenes).

Aplicando OV.O.14. se obtienen dos sucesiones exactas:
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0 = gr(H) — gr(AP) — gr(AP/H) — 0
0 -» gr(H) — gr(AP) —= gr(AP/H) = ©

(k) (k)

pero gr(AP/H)=gr(AP/fl) (basta observar que H+(AP) = H+(AP)
para todo k € Z).Como la filtracién de A es noetheriana se tiene’

H=H (basta aplicar 1ii) de 0.0.12.).

0.0.16. COROLARIO.-

Si la filtraciéon de A es noetheriana y la filtracién
de M es buené, .para todo submédulo L de M se verifica:
L= () Len(™,
meZ
Prueba.- Por 0.0.13. 1la filtracién inducida, por la M', sobre L
es buena. Por tanto la filtracién imagen sobre M/L. esbuena y bas-

ta aplicar 0.0.15. ii).

0.0.17. PROPOSICION.- (Cf. [SCH]).

a) Si A es un A-mddulo filtrado y M es un A-mddulo

filtrado libre, entonces gr(M) es graduado libre.

b) Si la -filtracién de A es noetheriana, la filtracidn
de M es buena y si q{M) estd generado por {il_,...,;cp} (con X.

i
(k-) '. ’
€ gr "i"(M)), entonces M estd generado por {xl,...,xp’j . Mds
e -
aun, M(k) = Z A(k—ki).xi )"iLkEZ, y si gr(M) es graduado libre
i=1

entonces M es filtrado . libre.

Prueba.- a) Es ev'idente.\

b) Consideremos la sucesién exacta

?
® Alxk] L N=>0
j=1

donde f(a,,...,a )= a,X,+...+a X N es el Submédulo de M
17700977 41 pp Y 4
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generado por {xl,...,xp‘J . Se considera sobre N la filtracion

imagen: . P :
V20 Atk o Nke z.
j=1 '
(k) y(k-1)

Sea x €M , se tiene:

-y

- 2 3a.X., con ‘5.]. €gr Es decir:

j=1 1]
7
k)c_ > A(k—kj).xj +M(k-l)§

j=1

P
x- 2. a.xjéM(k—l) y por tanto M

j=1

ey 4+ mkD), Esto demuestra que M

(1)

ke v+ MY, Y,nez

, V1ez. Luego M:n(N+M(1)) = N.
leZ

por tanto M = N + M

Si gr(M) es graduado libre, sea {il, ces ’;(p T (con

i , m.€Z, 14i<p) una base de gr(M) como gr(A)-

mddulo. Se considera la sucesién  :xacta

0O -> Ker(f) — @Pffm]~—f—> M —> O
i=1

donde f(al,...,ap)=a .+apx . Sobre M se considera la filtra-

1Xpte
cién imagen. Aplicando el funtor gr( ) se obtiene (Cf. 0.0.14.):

P

0 > gr(Ker(f)) = gr(&® Af-m.]) _gfﬁfl gr(iM) = O
i=1
P P
pero gr(@® A[-m, ])_ @ gr(A){-m ;J =gr(M) 'y por tanto gr(ker(f))
i=1

=0. Asi pues Ker(f) = O y M es filtrado libre.

0.0.18. PROPOSICION.-(Cf.[SCH]).

Supongamos que la filtracién de A es noetheriana.Sea

w5 M & N

4

una sucesién de filt(A(TY\, ). Si la filtracién de M es buena y

la sucesidn

2) grty 859 o 888 v

-———-7
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es exacta en gr(gr(q)’ﬂ\ ), entonces la sucesién (1) es exacta en

la categoria de los A-mébdulos.

() (k1)

Prueba.- Sea yeM t.q. g(y)=0. Entonces

(k-1))_ (k-1)_

Por la exactitud de (2) existe

grig) (y+M g(y)+ N

x+L(k_1)e gr(k)(L) t.q. gr(f)'(x+L(k—1))zf(x)+M(k_1)=y+M(k—l). Por

(k-1) (k-1)

tanto f(x)-y € M y" se tiene vye f(L) +M Esto demuestra

que yc¢ () f(L)+M(l). Aplicando 0.0.16. se tiene vy € f(L).
1€z

¢.0.19. -
Sea A un anillo filtrado y sean M y N A-mddulos
filtrados. Si f:M —> N es un homomorfismo filtrado, se -considera

sobre Ker(f) 1la filtracidén inducida por la de M y sobre Im(f)

la inducida por la de N. El homomorfismo candnico (graduadoj

i: gr(Ker(f)) —> Ker(gr(f))

definido por if(x+Ker(f)(m_1)) = X+ M(m—l), VxéKer(f)(m), Ymez.

es inyectivo y se identifica gr(Ker(f)) con i (gr(Ker(f))).

El homomorfismo candnico (graduado)

jgr Imlgr(f)) —> gr(Im(f))

definido por jf(gr(f)(X+M(m_1)))=f(x)+1m(f)(m_l), VxeM(m), Vmez

es inyectivo y se identifica Im(gr(f)) con jf(Im(gr(f))).

0.0.20. PROPOSICION.-

En la situacién de 0.0.19. ir es sobreyectivo si y solo

si jf es sobreyectivo.

Prueba.-(Cf. [SCH] prop. 1.7.).
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0.1. LOS ANILLOS D (K), D(K) Y A(K). SUS FILTRACIONES.

En lo que se sigue, salvo que se especifique lo contrario,

la letra K denotard un cuerpo conmutativo de caracteristica cero.

D (K) (resp. A(K)) denotard la K-algebra de los ope-
radores diferenciales con coeficientes en el anillo KL[X]] =

K[[Xl""’xn]] (resp. K[XI""’Xn]) (n €N). Asi ID(K) (resp. A(K))

es el conjunto de expresiones formales

S a_ (x0°
se N §
? >
donde aS(X)éKﬁ_XD (resp. K[X]) ¥ D:(Dl,...,Dn)z(a—)-(-l,..,-a—)-(n).
Si S=($1,---,Sn)él\7? la expresién D% es una abre-
+
. .’ 64 sn
viacién de Dl"'D .
n

En este conjunto de define una suma de la manera natu-

‘ 2f . «
ral y un producto por las reglas D,.f = f.D, + S'X-_i (1$1$n)‘,Yf

€ KIxD (resp. K[X7]). El anillo (no conmutativo) asi construido tiene
una estructura de K-médulo. Si K= R 6 C, oD (K) denotard la
K-algebra de los operadores diferenciales con coeficientes en el ani-

1o K{X} = K{xl,...,xn} .

t
i

En adelante la letra B denotard indistintamente los

anillos  KOXD, K{X¥-si K=R o° C- y K[XJ. Los anillos B (K),

oD (K) 'y A(K) serdn denotados a su vez B[DJ]. La letra p

denotard un entero positivo.
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0.1.0. DEFINICION.-

Sea L.: R" — R una forma lineal con coeficientes
P

2
positivos o nulos. Sea un elemento no nulo de B[D]p. Si P

se escribe de la forma

p- 2 s agg yxpE

T (s,i)eN"x{1,...,p} 1

= Z 2n G i)XuD(s’i)
(x,5,i)eN"x41,...p} »e

= i -
donde a(s’i) B y a(u,s,i)eK’ se llama orden de P, relativamen

te a L2, al numero real

orsz(E)= max-{Lz(S)/ﬂié{l,...,p} Y a(s.1) 4 o}.

Se llama diagrama de"Newton de P al conjunto
3
N

N(P)= { (o,8,1)eN"™cd1,...,p} agy ¢ 5)F OF-

Si dé&R se define

[}

(d)
(B[Dj(P)L2 -{pesMIP/ orsz(E)é a}.

(para aligerar la notacién escribiremos ord(P) y (B[D}p)(d) en

lugar de ordL (P) y (B[:D-]P)éd) ).

2 2 5
Por definicién se escribe ord(0)= - co.
Para p=1 la familia (BED](d))de R ©s una filtracidn

creciente del anillo B[D] (Cf. 0.0.0.).

3

La familia ((B l'_‘D]p)(d))vde_‘R es una filtracién cre

ciente del B[DJ]-médulo B[DJIP (Cf. 0.0.0.). Esta filtracién serd
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llamada 1la Lz—filtracién de B[D]p. De acuerdo con O.VO.S. escri-

biremos gr (BLD]) (reps. grp (B[D1P)) o simplemente gr(BLDT)
2 " Ly

(resp. gr(B[D]p)) el anillo graduado (resp. el gr(B{DJ)-médulo

graduado) asociado a la Lz—filtracién de B[D] (resp. B(D]p).

Se escribe
gr(B[DIP) = @ gr(d)(B[DJP)
- deR

donde

/\/
'Y EmIP- o1 Y31 Y Haer.

Para p=1, gr(B[D]) es isomorfo (como anillo graduado)

al anillo de polinomios

P N\
B{x1= Blx,...,z ]- @D B[r;](d) - @ el
™ d4er L d€R

donde
N N\ o
B(z] “”:B[gj](d):{ Zn f % €Bl¥1/f =0 si L (x)4d 1.
L, «eN =

El homomorfismo de anillos graduados

jp =13 = b j(d) = & j(d):gr(B[D]) — BLE]]
2 deR L2 der.

definido por

-
J.(:i) _ J.(d) :gr(d)(B[D]) _ BEE](d)
2
| s s
e 27 IESRG Ol s[p]d) - Zn a (X) &
& eN %€N
Lo(6) = 4 0o (5)= d

es un isomorfismo de anillos graduados.

En adelante se identificard gr(B{D]) a B{%] mediante
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el isomorfismo j. Por la misma razdn se identificarad el gr(B[D])—-mé

dulo graduado gr(B[DJP) al B[&J-médulo graduado

P Vvetes

N N o (%)
Blx1P = ® (r1P) V.. @ (B3 Px...xsrzld)
deR deR
Se denota

- N
(@P) Vi=(e?) Vs BpIP) Y e (BI0IP)= (121D
el homomorfismo canénico de paso al cociente. Si E:(Pl’.’"’Pp) es

un elemento de ~(Bijp)(d), entonces ((Tp)t(.czl)(f) = (Gp)(d)(lj) es
llamado el simbolo de orden d de P relativamente a la L2~fil—

tracién de B[D]p.
Es evidente que

@® V@)= (' Vep,.. @ e ))

(d)

donde se ha notado @ en lugar de (Vl)(d).

0.1.2. Propiedad multiplicativa del simbolo.

V _lfe(B[D]p)(d), VQé(BY:D] )(d’) se verifica

0.1.3. DEFINICION.

Si P es un elemento de orden d de B{DIP se llama

simbolo principal de P relativamente a la Lz—fﬂtracién de

B[DJP al simbolo de orden d de P (Up)(d)(f). El simbolo prin-

]

cipal de P serd notado (gP)(P).

(*) Esta graﬁiuacién sera llamada la Lz—graduacién de B[&1P.
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0.1.4. NOTACION.-

Si no hay riesgo de confusién se notard en adelante

G(d)(_l_’) (resp. ¥(P)) en lugar de (U‘p)(d)(_P) (resp. (oP)(P)).

0.1.5. La filtracién de Bernstein de A(K).-

Sea L: R2n - R una forma lineal con coeficientes

positivos o nulos. Si P € A(K)P el diagrama de Newton de P (Cf.

0.1.0.) N(P) es un subconjunto finito de Nznx{l,...,p}. Si P

se escribe

% o .
2 (8,i)

* a X D'T?
(o(,S,i)éNznx{l’”_,p} (t,8, i)

P =

se llama orden total de P relativamente a L (comparar con 0.1.1.)

al numero real : ‘
ordtL(f) = max{L(a,S)/aie{l,...,p} Y g, s,i) $ 0}.

Si deR se define

(d)
(AK)P) T = { PeA(K)P/ ordt (P)<dY .
(A(K)p)[(_d) es un K-espacio vectorial. Para aligerar la notacién

(d)

escribiremos  ordt(P) y (A(K)P) en lugar de -ordtL(E) y

(A(K)p)‘(_d) respectivamente.

(d))

es una. filtracidén creciente

(d))

La familia (A(K) deR

(Cf. 0.0.0.) del anillo A(K). La familia ((A(K)P) es una

deRr
filtracidn creciente del A(K)-mdédulo A(K)P. Esta filtracidén serd 1la
mada la filtracién de Bernstein de A(K)pv relativamente a - L o

simplemente la  L-filtracién de Bernstein de A(K)P.

Se notard grL(A(K)p) o simplemente gr(A(K)P) el gra-

duado asociado a ésta filtracién.
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gr(A(K)) es isomorfo (como anillo graduado) al anillo
graduado

T
e - @ kixxld

K{x,5]= k[X.,...,X ,&,
1 n’ 1 n d€R

donde
(d) 15 : A s
kDx,5 7' =4 on fiw,5)X & € KEXED/E (1=0 si L(x,8)4d].
(et,8)EN
En lo que sigue se identificard gr(A(K)) a K[X,%] ..
Por la misma razén de identificard gr(A(K)P?) al  K[X,£]-médulo

graduado
p-ves

K[x,23P - @ «ix,eTH Vil @ krx, g1V .. axkix, gD
deR d€R

Notaremos
) =ty D) (a0P) D s gD (a)Py=(krx, £ 3P D)
el homomorfismo canénico de paso al cociente.

si. PeaP)' ), (yP)d(p) es llamado el simbolo
de orden d de P relativamente a la L-filtracién de Bernstein
de A(K)P. si ordt(f)éd , (xp)(d)(_lf) es llamado el simbolo princi-
pal de P relativamente a la L-filtracién de Bernsteinvde A(K)p.
El simbolo principal .de P serd notado | (Xp)(}?). Si no hay

lugar a confusién, en adelante notaremos X(d)(f') 'y ¥(P) en
(d)

lugar de (¥P) (P) y (‘Sp)(f) respectivamente.
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CAPITULO 1

TEOREMA DE DIVISION EN LOS MODULOS

K[[x]1? vy k[x]IP.

1.0. RELACIONES DE ORDEN SOBRE Nnx{l,...,p}. EXPONENTES

PRIVILEGIADOS.-

Sea L:R"™—> R una forma lineal con coeficientes posi-

tivos o nulos. La relacién, que notaremos <o definida sobre

N"x{1,...,p} por:

([ L(x)<L(p)

o bien

(0,1) < [ ([,]) €D LOO-L(P) e i<]

o bien

\L(O‘)ZL(P)’ i=j y 3Ike{l,...,p} t.q.

oy = Parer ®an = Prer V%2 P

es una relacién de orden total sobre N'x {1,...,p} . La relacion <L

es también un buen orden.
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1.0.1 DEFINICION.-

Sea f un elemento de K[[X]]P? (resp. K[X]P). si f

se escribe de la forma

f - D> :f( .)x("”i)
(o,i)eN"x{1,...,p} ‘!

con f(d i)é K, se llama diagrama de Newton de _f_ al conjunto

de indices

N(E) = {(e,veN™d1,..,pY / £, 4y # O)

1.0.2. DEFINICION.-

Sea L:R"™——> R una forma lineal con éoeficiente;s posi-
tivos o nulos. Sea f un elemento de K[[X]1P (resp. K[X]P). Se

llama orden <(resp. grado) de f, relativamente a L, al numero

real

ord, (f)= inf {L()/ Jiefl,...,p} y (x,D)eN(D)}.

(resp. grd, (f)= sup { L)/ ie{l,...,p} ¥ («,1)eN(D) }.)

Se llama forma inicial (resp. forma final) de f, relati-

vamente a L, al elemento de K[[X]]P (resp. K[x1P)

. | : (o¢,1)
in (f) = > v f L X7
L= (& D/L)= ord, (f (1)
(resp. finL(_f_) = > ‘ '\ f(N,.)X(u’i))

(¢, 1)/L () =grd (£)
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1.0.3. DEFINICION.-

Sea L:R"—> R una forma lineal con coeficientes positi-

vos o nulos. Sea f = 0 wun elemento de K[[X]]P (resp. K[X]P).

Se 1llama exponente privilegiado de f, relativamente a -

L, al menor elemento (con respecto al orden <, de 1.0.0.) del con-
junto N(inL(_f_)) (resp. N(fin; (f))). Dicho elemento se denotard

expL(i).

1.0.4. NOTA.-

si f=(f),.

es un polinomio homogéneo de grado d &N, entonces el exponente

..,fp) es un elemento de K[X]P? y cada £
privilegiado de f -relativamente a la forma antidiagonai sobre R™-
coincide con el exponente privilegiado de f considerado como ele~

mento de K[[X]]P.

1.0.5. Propiedad aditiva del exponente privilegiado.-

Si f_EK[[X]]p (resp. K[X]JP) y geK[[X]] (resp. K[X])

(f+0, g+0) se verifica

exp; (g.f) = exp; (g) + exp; (f).

n
Para lo que se sigue se fija una forma lineal L:R —> R

con coeficientes positivos o nulos. 5i f £ 0 es un elemento de

K[Ix]1P (resp. K[X]P) 1llamaremos exponente privilegiado de f (y

denotaremos exp(f)) al exponente privilegiado de f relativamente
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a L. Cuando 1la expresién exp(f) aparezca en el texto

se tratard siempre de un elemento f no nulo.

1.0.7. NOTAS.-

a) Si ieK[[X]]P es evidente que se cumple
expL(_f_). = inf<L(.N(£))

(donde <L es el orden definido en 1.0.0.).

b) Existe un orden total, que notaremos 4L’ sobre

Nnx{l,...,p} tal que se verifica:

¥ rek[x]P~ (0), expy (f)= inf 4 (N(£).

En efecto: la relacidén, que notaremos A definida sobre

Nnx{l,...,p} por

Vg
L(%)7L({)

o bien
(N,i)dL({’J,j)@<L(°<)=”L(IB) e i<j
o bien

L(u):qu), i=j y Jdkell,...,p} t.q.

oy =Pnrerr ¥k “Prer Y % P

es una relacién de orden total (pero no un buen orden) sobre

N"x {1,---,131! - Es evidente que se verifica:

expy (f) = inf 4 (N(£)), V_f_EKEX]p\(Q.)'
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1.0.8. Propiedades del exponente privilégiado.-

a) Sea {il,...,j_m} una familia de elementos de K[[X]]p

(resp. K[X]P) verificando
exp(_f_i) $ exp(_g_j) i j‘ , 1<i,jém.
Entonces _f_1+."..+_f_m' 4 0 vy ademds Jkell,...,pY t.q."
exp(£1+...+fm)= min<L{ exp(_f_j), léjsm"g = exp(_f_k)

' 1 . j . k
(resp. e}xp(f_ +...+_1:m)= mmdL{ exp(f)), ls;sm}= exp(f™))

b) Sea {_f_l,...,}:m’} una familia de elementos de K[[X]]P
(resp. K[X]P) tal que _f_l%...+§m $ 0. Entonces |
min <L{exp(§j), léjémB‘ZL exp(_f_1+...+_f_m)

(resp. ‘mindL{ exp(ij), léjém} ZL exp(£1+...+£m))

Las propiedades a) y b) se demuestran por induccién

sobre m.

1.0.9. Particidén -asociada ‘a un elemento de (N"x {1,...,p} )™,

Sea  ((ax1,iM),...,(™,i™)) e (N"x{1,...,p§)™. Se consi-
dera la familia de subconjuntos de Nnx{l,...,p}, Ed (1¢j<m) defi-

nida por

el - (l,il) & NP

31

Bl = (d,i) + ¥~ (U EX , 25jem.”
/ k=1 '
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Se escribe  E:= EJ y E:= Nnx{I,...,p}\E.

IC*

La familia 1E1,...,Em,§}' es una particién de

N™x {l,...,p} . Esta familia puede tener elementos iguales al conjun-

to vacio. Esta familia serd llamada la particidn asociada al elemento

(il e, @™,i™) e(Nx 41, .., pY) -

1.0.10.

Con las notaciones de 1.0.9. se considera m=4, p=1,

n=2 y se identifica Nzxil} con Nz. La figura 1.0.10. representa
3

la particidén asociada a (o( ,lx D( ,0( ).

g
4

\\\
NN

B

:FL'?, 1.0.40 ,
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1.1. TEOREMA DE DIVISION EN LOS MODULOS K[[X]]1P Yy «k[x]P.

1.1.0. TEOREMA.-

Sea (f_l,...,im) un elemento de (KL[X1IP)™  (resp.

(KX1P)™), tal que _f_j # 0, l<j¢m. Sea {El,...,Em,TE} la particién

asociada al elemento (exp(fl),...,exp(ﬁm)) (Cf. 1.0.9.). Entonces pa-
ra todo f € K[Ix]11P (resp. K[X]P) existe un udnico elemento

(ql,...,qm,f_) e K[[XI]™xK[[X]]P? (resp. K[X]™xK[X]P) tal que:

i) f=qp.f'+..04q .7 +r

ii) exp(f_j) + N(qj) < Ej, 1¢jsm

iii) N(r) ¢ E.

1.1.1. Nota sobre la demostracién de 1.1.0.

Una demostraciéon de 1.1.0. para el caso de las series
formales se encuentra en [H. pp. 73-747]. El caso de los polinomios
se encuentra en [GA—Z]. Finalmente , si K = R 6 C, existe un teo-
rema andlogo a' i.1.0. en el médulo K{X}p. En este caso puede

encontrarse una prueba en [A-H-V], (BR] y [GA-1].

1.1.2. Obsérvaciones sobre el teorema 1.1.0.

a) Sea L2:Rn —> R una forma lineal con coeficientes

positivos o nulos. La letra B denotard un anillo conmutativo unita
rio y la letra S el anillo B[[YI]:B[[Yl,...,Yn]] (resp. B[Y]=

/J

/
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B[Yl,...,Yn]). Si p es un entero positivo la letra M denotard

el S-médulo libre SP.

Para cada d€&R se define

(d) _ §) 4 .
MLZ ) {(u i)eN™x{1,...,p} 'f(“’i)y(u’l)/ Chh B}
L, (¢)2d
(resp. M(d) -5 1 f(u i)Y(O’,i)/ f(u’i)=0 salvo para_un}
L2 (w,i)eN"x{1,...,p} ‘*
g num. finito de indices.
L) ¢ d
L . (d) : B . .
a familia (S )deR (para p=1) es una filtracién

decreciente (resp. creciente) del anillo S. La familia (M(d))deR

es una filtracién decreciente (resp. creciente) del S-médulo M = SP

(Cf. 0.0.0.). Para aligerar la notacién se escribird M(d) en lugar
(d)
de MLz .
El anillo graduado asociado a la filtracién (S(d))

de S se identifica naturalmente al anillo graduado

S - @’S‘(d) . ’S‘(d)

der L2 deR
donde
ACUREAEY %t e
s.L = = — £ Y " .
2 o €N , .
L2(o<)=d

' f=0 salvo para un numero
~ A of p
(resp. 5(d) _g(d) ={Z_—’_\ £Y / x 5 ).

L,_ «eN” finito de indices.
Lz(“) =d
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El médulo graduado asociado a la filtracién (M(d))

de M se identifica naturalmente al S-médulo graduado

/NT= @ ﬁ(d) _ & ’ﬁ(d)
der L2 deR

donde
~(d) _ ¢(d) { ) . (1)
M = M = s f Y Y/ f € B
ba (v,i)eN™x{1,...,p} (x,1) (e, 1) }
Lylx)=4d
A > . f .,=0 salvo para uwn
(resp. md) _fid) ) s £ .)Y((X,l)/ (x,1) }
Lo (o(,i)éNnx.{l,...,p} o1 ndim.finito de indices
Ll(o()::d 7

b) Consideremos ahora una forma lineal L:kaRn -~ R

(k,n € N) con coeficientes positivos o nulos.. Notemos L, =L|.
1 RKx(0)

y L2= Ll n.Supongamos que con las notaciones de 1.1.2. a)
(0)xR™. .

B es el anillo K[[X]] = K[[Xl,.;.,Xn]] (resp. K[X] = K[X;,...,X 1)

Sea ({1,...,§m) un elemento de M™=(KIXITYIP)™ (resp.-

- N
(KLXJYJP)Y™), tal que fleﬁ(di), d;€R (1¢i¢m). Si _f_é—M(d) el

teorema de divisién 1.1.0. -relativamente a la forma L- aplicado

a f vy (fl,...,im) asegura la existencia (y la unicidad) de un
elemento (ql""’qm’—l:)eszM’ verificando

i)f:qf1+ +q 0 4+

f fHeearq f r

i) exp(f) + N(g,) SE', I<iem

iii) N(r)<E.
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En esta situacién el elemento (ql,...,qm,r) verifica

ademds la condicién:

A(d-
q; € g{d-d;) , (1¢4i¢m)
iv)
r ¢ fNd)
En efecto: escribamos
1¢i¢m q. = Z q éoh q ES(S) ¥seR
1 1,S ’ ?
s&R
PaN
r = Z r con réM(S)
seR S -
entonces ‘
—=£d=( ql s)£1+ +( Z qm s)_f_m + Z _I:s —
’ s€eR ! s€R

y por la unicidad (en 1.1.0.) se tiene

_ A(d-d,) .
q; = qi’d’dié S i 1=i&m

c) Supohgamos que la forma lineal L2=L‘ n:Rn---> R
(0)xR

tenga todos sus coeficientes positivos. Entonces

m(d) D . B.y® 1) e p[y]P
(ﬁ(,i)/LZ(N)=d

pues {(o(,.i)eN(n)x{l,...,p} /LZ(N)=d} es finito.
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. ., ~(d)
Entonces, en la situacién de 1.1.2. b) (esto es: feM ,

1

s N
(_{,...,_{m)e M™ y _f_léM(di)) se tiene

q; € KXYl 12i4m
reK[[X]1[Y1P.

Sefialaremos que si la forma lineal L2 tiene alguin
coeficiente nulo las afirmaciones anteriores no son siempre verdade-
ras. En efecto, pongamos B=C, S=C[[Y1,Y2]], p=1, L,(i,j)=] Q(i,j)e

(0)
Ly

. 4
er?, f = 150 a1 oy ¢
L,

1

= 1—Y1 € S'7’. Entonces, el teorema

de divisién 1.1.0. afirma que

3
] - (24 Y, Ha-v)
teR

Dl ot
y o4 = SN ¢ C[Y,,Y,].
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1.2. BASES DE DIVISION.-

En este pardgrafo fijamos una forma lineal L:R"-> R
B denotara indistinta-

con coeficientes positivos o nulos. La letra
mente los anillos K[[X]] =K[[X1, .o ,Xn]] , KI[X] =K[X1, cee ,Xn] y-si K=

R o C- K{X}=K{X1, .,Xr'l}. La letra p denotara un entero positivo

1.2.0. Nota al teorema 1.1.0..-

es un subconjunto de BP ~ (0) y si

si {gh,.... %

f € BP, el resto de la divisién de f por (_f_l,..-.,‘{m) serd denotado

por r(f;gl,..,_fm) (Cf. 1.1.0.).

Si T :{1,...,m} -> '{1,...,m} es una aplicacidn biyectiva)

en general se tiene

(1) ft(m)) .

T
E(E;ﬁl,...,_f_m) $ r(f;f U

1 2
basta tomar, en C[[Xl,Xz]],'ﬁ = X1+X2, _{:Xl, f =X2 entonces

In
—
L)
(L))

o]
o~

Sin embargo se tiene la siguiente proposicién

1.2.1. PROPOSICION.- Sea M  un submédulo de BP, M1(0). Sea

{_f'l,...,_f_m} un subconjunto de M~(Q) y sea T :{l,...,mJ—=>41,...,m}

una aplicacién biyectiva.Las condiciones siguientes son equivalentes:



~32-

i) \d_f_eBp, feM si y solo si g(f;fl,...,ﬁm)——-o

ii) YfeBP, feM siy solosi r(fif "7,...,f

Prueba.- Es suficiente probar i) =pii). Si fé€ Bp, ha-
'C(l),“”f‘c(m)) se

ciendo la divisién (Cf. 1.1.0.) de f por (f f

obtiene

(1) z()

LT(1) z(m)
(*) f = ()l T (mf coesf )

wm .
y NGt LMy e (%1, L p DNU exp(E)eN™)
j=1

Si fé&M entonces _r_(f;_ft(l),...,_tj:(m))éM y dividien-

do se obtiene:

¥
r(erf 0 ety L DT T m)y
j=1 -
y aplicando i) se tiene E(ﬁ;ft(l),..f,_{t(m))—o.
Por otra parté, si g(j;ft(l),...,ft(m)) = 0 entonces

f€M (basta aplicar (¥*)).

La proposicién 1.2.1. permite dar la siguiente definicidn:

4,
@

1.2.2. DEFINICION.- (Base de divisién)

Sea VM un submddulo de Bp, M4 (Q). Una base de di-

vision de M es un subconjunto {_fl,..,_f_m}’ de M~(Q) verificando:

VY reBP, feM siy solosi r(fif,...,f") = 0.
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1.2.3. OBSERVACIONES.-

1) Una base de divisién de un submédulo M de BP

es siempre un sistema de generadores de M.

2) En realidad hay que hablar de base de divisién de

M  relativamente a L. En efecto: en el anillo C[[XI’XZ]] la

¢ i1 ( 2 2 2
amilia X1X2+Xl, X2 +X1,

ideal Gu que ella genera -si se consideran los exponentes privile-

3 4L ' :
X; +X; ¥ es una base de divisién del

giados y la divisién (Cf. 1.0.3. y 1.1.0.) relativamente a la forma

lineal L{i,j)=i YV, e R2~. Si embargo, si consideramos la forma

L(i,j)=j V(i,j) éRz, la familia en cuestién no es una base de di-
»
visién de Gu . En efecto; el elemento (X? +X;) pertenece a & y

. L, 3 2 2 2 2 3 4
si se hace la divisidén de (Xl +X2) por (X, XXy, X; +X,, X +X))

se obtiene

3 2 2 v 3 2
X1 +X2 = (Xl_XZ)(Xl +X1X2) + X1X2 +X1

y el resto no es cero.

En adelante cuando la expresién 'base de divisién"
aparezca en el texto se sobreentenderd que es relativamente a la

forma L fijada de antemano.

3) Algunos autores (Cf. [BR], [GA-1], [GA-2]) denominan
base standard a la base de divisién aqui definida. Sefialaremos
que una base standard (de un ideal de B) en el sentido de Hiro-

naka, no es en general una base de divisién del ideal en cuestién
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2
Basta tomar B = C[[X;,X,J] y &=(f',f)B con fl-X +X, y f=

X;-X,. {fl,fz} es una base standard de & ya que (in(f]), in(fz))

genera in(G) (el ideal inicial de @G ; in(&):=(in(f)/fe@)CEX1,X2]).

Sin embargo {_fl,fz} no es una base de divisién de & -relativa-
mente a cualquier forma lineal L:R2 -> R-.En efecto: Si exp(f1)=

(=exp(f2))=(1,0) (resp. (0,1)), entonces X, (resp. X;) es un ele-

meneto de G. y el resto de la divisién de X2 (resp. X1 ) por

(fl,fz) es igual a X2 (resp. Xl) -relativamente a cualquier forma

lineal L:R2 > R con coeficientes positivos o nulos.

1.2.4. NOTACION.-

. e
; ol
-

Si M es un submédulo de BP 'y M4(Q), notaremos

E(M) el conjunto

E(M) = {exp(f)/ f€M~ (O)c N"x{1,...,p%.

E(M) es invariante por las traslaciones de N

~esto es, E(M) + N" = E(M) (basta aplicar 1.0.5.)

1.2.5. PROPOSICION.- i

Sea Mf(0) un submédulo de BP. Sea {fl,...,_fm} un

subconjunto de MX\(Q). Las condiciones siguientes son equivalentes:

i) {f_l,...,im}' es una base de divisién de M.

m
ii) E(M) = U exp(_f_l) + N7 i
i=1 '
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Prueba.- 1i)=pii). Si feM~(Q), por divisién se obtiene:

£= qfle g
y exp(qi_fi) $ exp(qi_f_i) l1¢i,j¢m i4j (ya que exp-(qifi)é Ei,
exp(q].gj)e}zj y ENE =4 (cr. 1.1.0.).

Aplicando 1.0.8. ‘a) se obtiene la existencia de un

k, 1¢kém tal que’
m

exp Zl qi'fi) = exp(f) = exp(qkik)eexp(ﬁk)_+Nn.
1=

ii) ®i). Sea f€ Bp; dividiendo se obtiene:
m . o

f = q1£1+...+qm§ +r

donde  N(r) C N {1,...,py~E(M). Si f &M entonces reMy, si

r £ 0, exp(r) €E(M). Esto es una contradiccién, luego r = 0.

1.2.6. PROPOSICION.-

Sea E un subconjunto de N"x { 1,...,pY invariante

por las traslaciones de 'Nn (esto es: E + N" = E). Entonces existe

un subconjunto finito F de E tal que

E = U (et,i) + N

(x,i)€F ' ¢

Un tal subconjunto F serd 1llamado un subconjunto

generador finito de E.

Prueba.- (Cf.{GA-1] p. 117). \
/ ‘
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1.2.7. PROPOSICION. -~ (Existen_cia de una base de divisién)

Sea M 4 (0) un submddulo de BP. M posee una base
de division.
Prueba.- Sea F(M) un subconjunto finito generador de E(M)
o1 (#,i) : X
(Cf. 1.2.6.). Toda familia (f )(ot,i)é F(M) de  elementos

de M verificando exp(f(é(’ir))z(ot,i) es una base de divisién de
de M (Cf. 1.2.5.).-Una tal familia siempre existe por la defini-

cién de E(M). (Cf. 1.2.4.).
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CAPITULO 2

TEOREMA DE DIVISION EN LOS MODULOS

D (K)P, DkKP v aAKx)P.

2.0. EXPONENTES PRIVILEGIADOS. RELACIONES DE ORDEN SOBRE

N'x{1,...,p}.

En este pardgrafo se utilizan las notaciones de O0.1..
Se fija una forma lineal L:Rzn —> R con coeficientes positivos

o nulos y, salvo que se especifique lo contrario, L2:=L[ :R"> R
(

€*)

tendrd todos sus coeficientes positivos.

Como en 0.1. si P es un elemento- de B[DIP se

notard < (P) el simbolo principal de P relativamente a la

L,-filtracién de B[DIP (cf. 0.1.3.)

En estas condiciones se tiene la siguiente definicidén:

2.0.0. DEFINICION.- (Exponente privilegiado).:

Sea P 4 0 un elemento de oD (K)P (resp. oDI(K)P,

(*) Ver 2.0.5. y 2.1.2.
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resp. A(K)P). Se llama exponente privilegiado de P relativamente
a la forma L, y lo notaremos expL(E), al exponente privilegiado

de U (P) relativamente a L, U (P) considerado como elemento de

K[[X,E]]p (resp. K{X,’&}p, resp. K[X,E]P) (Cf. 1.0.3.).

2.0.1. NOTACION.-

En adelante cuando la expresién exp(P) aparezca en
el texto se tratard siempre del exponente privilegiado de P relati-

vamente a la forma L y P serd siempre un elemento no nulo.

2.0.2. Propiedad aditiva del exponente privilegiado.-

ta

si PeBID]P y Q €3[D] se verifica
1 .
exp(Q.P) = exp(Q) + exp(P).

En efecto: exp(Q.P) = exp( T (Q.P)) = exp(T (Q).T (P)) =

= exp( v (Q)) + exp( U-(P)) = exp(Q) + exp(P) (sin mds que aplicar

2.0.0., 0.1.2. y 1.0.5.).

2.0.3. Relaciones de orden sobre Nznx {1,...,p7} y exponentes

privilegiados.- ' #

Denotamos L1:= L‘ n .
R "x(0)

a) La relacién, que denotaremos Q L’ definida sobre

Nznx{l,...,p} por
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, L,(8) >L2(‘6)

o bien
L ) <L (@)
1 ’ 3,:,[1 '
o bien '
3 (°<.6,i)UL(P,K,J')@<L2(S)=L2(’6) y JLI(N)le(P) e 1<j

o bien

L, (=L (P), i=j ¥
(%,8) < (p.8).

(donde denota el orden lexicografico inverso sobre N2n)

< lex

es una relacién de orden total (pero no es un buen orden) sobre

Nznx {1,...,p}'.

2.0.3.1. Con las notaciones precedentes se tiene:

¥ pe B(KIP, exp (B) = min o, N(B).
(basta observar que min np (N(P)) existe pues el conjunto

{(ﬁ,i)éNnx{l;...,p}/ﬂuéNn y x,86,1) éN(E),}' es finito)

b) La relacién, que denotaremos o definida sobre

Nznxil, . ,p} por
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'L2(8) >L2(1$)

o bien

’Ll(u)7L1q3)
o bien

(,8,1) o; (3,3,)) > S L (8)=L,(¥) y <L (x)=L.(p) e i<]j
L 2 2 1 1

o bien

\Ll(u)=L1(.f5), i=j y
(61,8) <, o ((5,"5).

(donde < denota el orden lexicogrdfico inverso sobre’ N2n)

lex 3

*

es una relacién de orden total (pero no es un buen orden) sobre

Nznxfl,...,p}.
2.0.3.2. Con las notaciones precedentes se tiene:
¥ P € A(K)P, expy (P) = min 5 (N(P)

(basta observar que le min OL(N(P) existe pues N(P) es un

subconjunto finito de Nznx{l yeuo ,p}#) .

2.0.4. Propiedades del exponente privilegiado.-

a) Si {El,...,fm} es una familia de elementos de
D (K)P (resp. A(K)P)  tal que . ex (Pi)#ex (Pj) (1<i<j¢m)
piE Plr

entonces Bl+...+2m £ 0 y existe ké{l,...,m} tal Que
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m
exp(2l P') = exp (fk) = minnL{exp(EJ); lsjs_m}
i=1

m
(resp. exp(Z PY) - exp(_l_’k) = minoL{exp(‘P]); 1sj£m}).
i=1
. { 1 m e
b) Si P ,...,P } es una familia de elementos de

D (K)P  (resp. A(K)P) y fl +...+ P™ £ 0, entonces.

- m k3
minuL{exp(P]); 1=j=zm} = exp(21 PY)
i=1

[

m
(resp. ming, {exp(Pl); 12j¢ m¥} 5, exp(.ZI: PY) ), (donde ©
1=

(resp. éL) significa "menor o igual" para el orden =53 (resp. oL)

L
definido en 2.0.3.).

En efecto: a) Si m=2, éxp(&T(_El)) 4 exp(U(fz)). De
1.0.8.a) se tiene que O“(El) + {U (Bz) $# 0 y por tanto _Bi+_EZ4Q.
Supong/amos exp(f_l) =3 exp(_Ez) (resp. exp(fl) oy exp(EZ)). En-
tonces, o bien ‘ord(_Pl) >ord(f_2) y exp(£1+£2) = exp(fl), o bien
ord(El) = ord(l_’z) y exp(G‘(E_l)) < exp( 0“(132)) (resp. expl U‘(_El))
4,  expl ‘U‘(Ez))) (cf. 2.0.3. 'y 1.0.0.). Aplicando otra vez
1.0.8.a) se obtiene exp( T (_1_’_1) + 0(_?2)) = expl 'J(fl)); y como
ord(_Ifl) = ord(fz) y U(El) + 0‘(22) # 0 se obtiene finalmente
exp(O‘(El) + 0’(32)) = exp(()‘(E1 + 22)') = exp(_E1 + _P_z). La prueba
se termina por induccién en m.

La prueba de b) es andloga.

2.0.5. NOTA.-

Cuando la forma L2: R® > R tiene algun coeficiente

nulo se define exponente priviligiado como sigue:
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Sea P € B{DJP.

- 7 ‘ (§,1)
P = Z \ a(g,i)(X) D , a(s’i)é B.

(s,i) e N"x{1,...,p}
Se define
(6(P),i(P)) = ming; § (8,0 N x {1,...,p} / a ;) #0}
2 ?

donde <« es el orden definido sobre N" x {1,..,p’5 en 1.0.7.b).

Ly

Se define

exp; (P) := exp(P) := (eXp(a(S(P),i(P)))’ $(P)?1(P))
donde exp(a(s(P)’i(P))) es el exponente priviligiado de a(S-(P),i(P))e

€ K[[X]] (resp. KfXY¥% , resp. K[X]) relativamente a la forma L1
= LanX(g) (Cfo 1.0.3)-
La razén de la eleccién de esta definicién de exl;onente
privilegiado se encuentra en 2.1.2.

Este exponente verifica propiedades andlogas a 2.0.2.

y 2.0.4.

2.0.6. NOTA.-

Sea L:R2r1 — R una forma lineal wn coeficientes positi--

vos o nulos. Si P e A(K)?P , P 4 0, notaremos ¥(P) el simbolo
principal de P relativamente a la L-filtracién de Bernstein de A(K)

(cf. 0.1.5.).

Se define el exponente privilegiado de P relativamente
a. la L-filtracién de Bernstein de A(K.)Ap como el exponente privile-
giado de ¥ (P) relativamente a L, TS(E_’_) considerado como un ele-

P .
mento de K[X,&] (cf. 1.0.3.).
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El exponente privilegiado definido aqui no coincide en
general con el definido en 2.0.0.
El exponente privilegiado definido aqui verifica propie-

dades andlogas a 2.0.2. y 2.0.4.
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2.1. TEOREMA DE DIVISION EN L0OS MobuLos oD (K)P,D(x)P vy a)P.

2.1.0. TEOREMA.-

Sea (_El ,.-.»P™) un elemento de BLDIP tal que
# 0, 14is<m. '{ El, cen ,Em,E } la particién asociada al elemento
(exp(__El),...,exp(f‘m) (Cf. 1.0.9.).

Entonces, para todo P & B[D]p existe un unico elemen-

to (Ql,...,Q;n,B_)e'BYD]mxB['D]p tal que:

i) P - QIEI+...+QmEmV+ R.

ii) exp(P)) + N(Q) € E® 1sicm,

iii) N(R) ¢ E.

La familia es llamada la familia de cocien-

(Qi)léism

~—

tes, y R el resto, de la divisién de P por (El,...,Pm).

Prueba.-

UNICIDAD.- Supongamos que para P €BIDJP, (Q,...,Q ,R) ¥

Iy
¥

(Q’l,...,QI'n,B') verifican las condiciones i), ii) y iii) del

teorema. Entonces,

*

(

Te

-

) (QQpB 4. .r(Q_QLIP™ + (R-R') =
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Si 1<i¢j<m, entonces
exp((Q;-Q})B") ¢ exp((Q].——QJ.')BJ)
y si 1l4i<m, entonces

exp((Q-Q))P") # exp(R-R')

puesto que

exp((Q-Q)PY) € B! 1sism y
exp(R-R') € E
y la familia {El,...,Em,E}' es vha particién de Nznx{l,...,p}'
(Cf. 1.0.9.). Aplicando 2.0.4.a) "‘%e obtiene
1 '
(Q-Q)B +...+(Q_-Q)E™ + (R-R") } 0

que estd en contradiccién con (*) y por tanto se debe tener

Q =Q (lsism) y R =R'.

EXISTENCIA.- Sea Ped)(K)P (resp. D(K)P, resp. A(K)P). La prue-

ba de la existencia se hace por induccién sobre ord(P); (el con-

junto Lz(Nn) € R, con el orden inducido por el de R, es un con-
junto bien ordenado).

Si ord(P) = O  entonces P e BP (puesto que L,
tiene todos sus coeficientes positivos).

Supongamos que ord(l_’i) = d; (dieR, l¢iem).
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El teorema de divisién 1.1.0. aplicado a P y

(“'(_l_’l,...,q'(fm))e K[[X,5]]P (resp. K{X,EYP, resp. K(X,§]P) ase- .

gura la existencia (y la unicidad) de un elemento (ql,...',qm,}:) €

€X[[X,g)]P™ (resp. K{X,&}P, resp. K[X,k]p) verificando

i) P = ql(T(El)+...+- qu'(_l_’m) +r
ii) exp(G‘(Ei) + N(q;) € E, 1sism
iii) N(g)c.—P:".
= exp(_l?i), leism).

(basta observar que exp(‘_"(l_’i)) =

Por otra parte, aplicando 1.1.2.b) se puede escribir

. V < :
q; = qis(X)El ,  l¢igm
L2(8)= -d,
iv) .
r= 2 (e @& ST e KIIXIP (resp.
(6,1)/L,(8)=0 —'8+*

K{X}P, resp. K[XIP).

En particular q; = 0 si di> 0. Por tanto se puede

escribir:

P = Z\ 9y (fj)+£

7d.=0
174,

pero si dj = 0 entonces <T(.l_)_j) = fj € BP (puesto que L, tiene

todos sus coeficientes positivos) y se tiene
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m
B = Z q.Bj + _r_
=1
como el elemento (ql,...,qm,s) verifica las condiciones i), ii)

y iii) del teorema esto prueba la existencia si ord(P)=0.

Supongamos la existencia demostrada para todo elemento
P! de orden menor que dé&R. Sea E un elemento de B[D]p de

orden d. Por la hipdtesis de induccién se puede suponer que

(8,i)

(8,1)/L,(8)=d ’

y por tanto

v
H

T(p) = 2 s a1y 0E S Ve KIXEIP (resp. K{X,2}P

(s,1)/L,(8)=d (s,

resp. K[xX,&] Py,

Aplicando el teorema 1.1.0. a O(P) y (V(El?,---,c(fm))
se obtiene la existencia de un elemento (ql,...,qm,_r_)e K[[X,E]11P
(resp. K{X,E}P™™, resp. K[X,g]FP™™) verificando:

i) O(P) = qlti"(fl)+...+qm&'(fm) + _r;r

ii) exp(tr(fi) + N(qi)EEi, 1gism

iii) N(r)¢ E.

Por otra parte, aplicando 1.1.2. b) se puede escribir
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=) s

q q;
j —d-q. 18
5/L,(6)=d d; |

8
(X)§ , lgigm.

iv)

(6,1)/L,(8)=d ’

Aplicando 1.1.2. c) se obtiene:
qi(zqi(X,E))é K[[XJI[&] (resp. K{X}(E], resp. K[XJ[&]),1sism.

£ (X ENEKIDINP (resp. K{X}RIP, resp. KIKVEEP)

y por tanto se puede escribir:

- .3
Q = 4(X,D) = 2 . q; (D€ DK (resp.
oo §[L,(8)=d-d, "’ |

QDI(K) , resp. A(K) ), lsism.

y
R ‘= r(X,D) = Z ﬁ\ (g i)(X)D(S’i) € D (k)P (resp.
- (8,i1)/L,(8)=d ’ -
D (K)P, resp. A(K)P).
Escribamos f_j = Rj’o + ’fj (12j¢m), donde
(6,1)/L,(8) = d.. ’
4 J
y
jro _ ' 4 (8,i)
P - 2 » 2, XD



(donde el
a Uv-vu).

donde
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Para cada je{l,...,m} se tiene:

2 s q x(xm")() L ag i)(X)D(s,i))=
8/L,(¥)=d-d, 35 (6,1)/L,(8)=d, ’
L j
)2 7 3 (6,1i)
s Qo (XID a g (XD -
$/L.(8)=d-d. '8 8,i
2 j
s 4 (8 +6,1)
= v Q. (X)a,. . (X)D
K/L2(3)=d_d_ i (s,i)' "
j
(s,i)/L2(6)=dj .
3
L ]
0 X ®,1i)

?S/Lz(zs)=d-dj

corchete [U,V] de dos operadores diferenciales es igual

Ahora podemos escribir:

‘x
i

m m m
27 0Pl s R= 220Qpi° s R+, 20 0F -
=1 =1 =1

m
Z:(%/ 3 :qu(XkH6 ”(XH“8+8J))+ R+G
=1 /L (8)=d-d_ )’ o1

]

(8,1)/L2(8)=dj
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($+8,1) N

G = 2u(2

LS ¢
. Tdq. 1%
j=1  8/L,(¥)=d 4

¥
x)[(»°, a(s,i)(x)]D

y por tanto

y como ord(G) € d, la prueba se termina aplicando la hipétesis

de induccién a G.

s S

2.1.1. NOTA.-

Con las notaciones utilizadas en el teorema 2.1.0., si

P eBD]P, ord(P)=d y si

P = QP+...4sQ P™ + R

es la igualdad obtenida aplicando el mismo teorema, es claro que

v2) = v e rel ) (@ e ™ + o (Dip)

donde U‘(t)(g) , con te€R, representa el simbolo de orden t  del

elemento U (Cf. 0.1.1.).

2.1.2. NOTA.- En la prueba del teorema 2.1.0. se ha utilizado de
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manera esencial el hecho que los cocientes q, (l1€i<em) y el resto

r, de la divisién de ((P) por (U‘(_El),..., U‘(Em)) verifican
q € K[OIXIO[E] (resp. K{X3[£] ) 1<i%m

r € K[[X]1[£1P (resp. K4X}[EIP).

Esto es asi debido a 1.1.2.c). Como se probd alli, el
resultado deja de ser vdlido si la forma LZ:Rn———> R tiene algun
coeficiente nulo. Esta es 1ﬂa razén por la que 2.0.0. no es una buena .
definicién de exponente privilegiado cuando L2 tiene algin coefi-
ciente nulo. Con 1la definicién 2.0.5. de exponente privilegiado se
puede demostrar un teorema de divisién en B[D]p cuyo enunciado
es idéntico al de 2.1.0. y cuya prueba es esencialmente la misma.

2.1.3. NOTA.-(UN TEOREMA DE DIVISION EN EL MODULO B[Z]P).

Conservamos aqui las notaciones anteriores. Es decir,
B denota el anillo K[[X]] (resp.-si K=R & C - K{X¥,resp. K[X]) y
B[£] el anillo de poiinomios en las indeterminadas ({'1,...,En) y

coeficientes en B.

Haciendo 1la sustitucién  formal de D=(D1,...,Dn) por
Ez(él,...,gn) procedemos como en 0.1. para definir las diferentes:
filtraciones de B[E]P. Se define éxponente privilegiado (ver 2.1.5.)
de un elemento de B[£]P como en 2.0.0.. El enunciado del teorema
de divisién en B[E]p es idéntico al enunciado de 2.1.0. La prueba
de este teorema es absolutamente andloga a la de 2.1.0. sin mds
que tener en cuenta que f.?f: Ef‘.f para todo f € B, V«GNH.

2.1.4. OTRA DIVISION EN A(K)P.—

Existe un teorema de divisién en A(K)p relativamente
/
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a la L-filtracién de Berpstein. Su enunciado es idéntico-al del teore-
ma 2.1.0. teniendo en cuenta que, en este caso ''exponente privile-
giado" significa exponente privilegiado relativamente a la L-filtra-
cién de Bernstein. La prueba de este teorema es andloga a la de

2'1.0.

2.1.5. NOTA.-

Sea f un elemento de K[[X]] [£]1P (resp. k{x}[E]P,
resp. K[X][&]1P). f se puede considerar también como un elemento
’_ft de K[[X,¥]1P (resp. K{X,EYP, resp. K[X,51P). E1 exponeﬁte privi-
legiado de i, d-efini'do en 2.1.3. no coincide, en general, con el
exponente privilegiadb de ’_F_ definido en 1.0.3. Basta tomar n=p=l
y _f_=X2+£2. exp(f)=(0,2) y exp(E)=(2,0), relativamente a la forma

antidiagonal sobre R2 .

Sin embargo, si f es un elemento homogéneo de K[[XJ'I[?{]p
(resp. K{XY[¥1P, resp. K[XJ[2]P) - con respecto a la L,-graduacién
definida en 0.1.1. - es evidente que se tiene la igualdad

expy (f) = expL(’f) .
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2.2. BASES DE DIVISION.-

2n__’ R

En este pardgrafo fijamos una forma lineal L:R
con coeficientes positivos o nulos. Salvo que se especifique lo con-
trario, supondremos que todos los coeficientes de L2 1= Ll(O)an

son  positivos.’

Salvo que se especifique lo contrario, todas las filtra-
ciones del anillo B[D] (resp. médulo B[D]P) serdn L,~filtraciones

(cf. 0.1.1.).

Sea M un B[D]-submédulo de B[D]P. Un sistema de gene-
‘radores {El,...,fm} de M se dice que es una base involutiva
de M si la familia {U’(_El),..., a(P™ Y es un sistema de generado-

res del gr(B[D])-médulo gr(M).

No todo sistema de generadores es una base involutiva:
Basta considerar p=\1, n=2, M= ideal generado por (Dl’xlDZ)' D2=
= D1'X1'D2 - Xl'DZ'Dl
& , no pertenece al ideal generado por (2,,x;&,) en el anillo

gr(BPD) = BL%;,%;] (cf. 0.1.1.).

M y por tanto 212 € gr(M). Por otra parte

Nuestro propdsito es construir, a partir de un sistema
de generadores, una base involutiva. Para ello introducimos la no-
ciéon de base de divisién, mds fuerte, como veremos, que la de base

involutiva.

2.2.0. PROPOSICION.-

Sea M un B[D]-submédulo de B[D]p, M$(0). Sean {E_l,...

...,Bm } un subconjunto de M ~(0) y una aplicacién biyectiva
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z: {1,...,mYy = {1,... ,m}'. Las condiciones siguientes son equiva-

lentes:

i) YpeBDP, PeM 4> R(E;PL,....2™ =0

ii) ¥ Pe BDIP, PeM 4 R(P;P, ..My L g

1

b4

Lol

donde R(P;P ,...,Em) es el resto de la divisién de P por (fl,..,fm)

(cf. 2.1.0.).

Prueba.- Es idéntica a la-de 1.2.1..

¥

La proposicién 2.2.0. nos permite dar la siguiente defi-

nicidn.

2.2.1. DEFINICION.-

Sea M 4 (0) un submddulo de B[D]P. Una base de divi-

sibn de M es un subconjunto {El,...,fm} de M~ (0) tal que

1

V‘peBmP, PeM e RE;PL,....2™ - 0.

2.2.2. OBSERVACIONES.-

1) Una base de divisiédn de un submdédulo de B[D]P

es siempre un sistema de generadores de M.

2) En realidad hay que hablar de base de divisién re-

lativamente a la forma L (Cf. 1.2.3.2)).

2.2.3. NOTACION.-

Si M es un submédulo de B[DIP, M £(Q) notaremos

E(M) el conjunto

EM) = ] exp(P)/P €M~} C N"x{1,...,p}.



E(M) es invariante por las traslaciones de N2? (es
decir: E(M) + N2n = E(M). Esto es una consecuencia directa de

2.0.2.).

2.2.4. PROPOSICION.-

Sea M # (Q) un submbdulo de B[D]p. Sea {El,...,fm}'

un subconjunto de M~(0). Las condiciones siguientes son equi-

valentes:

i) {El,...,fm} es una base de divisién de M.

m . 2
ii) EM) = U exp(Ph) + N,
i-1

Prueba.- La prueba es formalmente andloga a la de 1.2.5..

2.2.5. PROPOSICION.- (Existencia de una base de divisién).

Sea M # (0) un submédulo de B[DJP. M posee una

base de divisién.

Prueba.- Sea  F(M) un sunconjunto generador finito de  E(M)

e s (d’ syi) —_—
(Cf. 1.2.6.). Toda familia (P )(:x,s,i) e F(M) de elemen
tos de M, verificando exp(_E(o(’s’i)) = («,s5,i) es una base de

divisién de M por 2.2.4. y 1.2.6.. Una tal familia siempre existe

como consecuencia de la definicién de E(M).

2.2.6. NOTACION.-

- Por definiciébn (0) es una base de divisién del sub-
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médulo (Q) y se conviene en notar E((Q)) =/d.

Sea M un submédulo de B[D]P. Se considera el

K-subespacio vectorial de B[D]P definido por

BIPH)EM _ fpenmP/ NEYNEM = 4.
Se define wun homomorfismo w de espécios vectoriales

w: (BDIP)EM o pIP/M

por w(P) = P + M.

2.2.7. PROPOSICION.- (Divisidén por un submddulo de B[D]P).

El homomorfismo w es un isomorfismo de K-espacios

vectoriales.

Prueba.- w es sobreyectiva: Sea {El,...,fm}f una base de divi-
sibn de M. Sea P + M un elemento de B[D]P/M. Dividiendo P

por (P1 yoan ,Pm) se obtiene un resto

(E;E1

1

R ,...,P™ e (B[D1P)
(Cf. 2.1.0.). Evidentemente w(P) = w(R(P;P",...,P™)).

E(M)

w es inyectiva: Supongamos que P,P'e (B[D]p)E(M).

y que P-P'e
EM. Si P # P' entonces exp(P-P') & E(M) y esto estd en contra-

diccién con que - N(P-P') A E(M) =/d. Por tanto P = P'.

2.2.8. NOTA.-

La proposicién = 2.2.7. prueba que el res1'to de la divi-
sién de un elemento P ,de B[D]P, ~ por u.na base de divisién de
un submédulo M de B[D]JP no depende de la base de divisién
en cuestiéon y que sdélo depende de M. La proposicién 2.2.7. pue-

/

1/ !
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de enunciarse asi: Todo elemento P & BI:D]p es congruente mdbdulo

M a un udnico elemento R(P;M) de (B[DJP)E(M).

El elemento  R(P;M) es llamado el resto de la divi-

sion de P por el submédulo M.

2.2.9. Bases de divisién en B[Z]p_._

Una vez demostrado un teorema de divisién en B[¥]P
(Cf. 2.1.3.) se tiene la nocién de base de divisién de un submddulo
de B[E]p. En este caso se tienen apartados an'élogos a 2.2.0.,
2.2.1., 2.2.2., 2.2.3., 2.2.4e, 2.0°5., 2.2.6.,.2.2.7. y 2.2.8.. .
3
v

2.2.10. -

Nuestro propdsito es relacionar una base de divisién
de un submdédulo M de B[D]p con una base de divisién del sub-

médulo gr(M) de gr(B[D]P)=B[%]P (cf. 0.1.1.).

En adelante se identificard- gr(M) con el B[&]-sub-

médulo de B[£]P generado por la familia { O(P)/ PeMF.

2.2.11. PROPOSICION.-

Sea - M un submédulo de B[DIP y {Bl,...,fm} un

subconjunto de M. Las condiciones siguientes son equivalentes:

i) ‘[El,...,_Em}es una base de divisién de M.

ii) {0‘(}31),...,0‘(_Pm)}’ es una base de divisién de gr(M)c

¢BEIP (cf. 2.2.9.).
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En particular toda base de divisién es involutiva.

Prueba.- Es suficiente probar que E(M) = E(gr(M)) y aplicar
2.2.5.. La inclusién E(M) € E(gr(M)) es consecuencia de la defi-
nicién de simbolo principal y de exponente privilegiado (Cf. 0.1.3.

2.0.0. y 2.1.3.).

Si f es un elemento homogéneo de gr(M), entonces

existe P €M tal que T(P)=f y por tanto exp(f) = exp(a(P))

=exp(P) € E(M). Esto demuestra la otra inclusién pues gr(M) es

un B[¥]-médulo graduado.

2.2.12. NOTA.-

Si consideramos sobre A(K)P la divisién de 2.1.4.
(relativamente a la L-filtracién de Bernstein de A(K)P (Cf. 0.1.5.)
se tiene la cofréspondiente nocién de base de divisién de un sub-
médulo de A(K)P. Se tienen en este caso apartados andlogos a 2.2.0
2.2.1., 2.2.2., 2.2.3., 2.2.4., 2.2.5., 2.2.6., 2.2.7. y 2.2.8..

Si consideramos sobre K[X,£1P = gr(A(K)P) (cf. 0.1.5.)
la divisién de 1.1.0., sé demuestra, en A(K)p, un resultado.

andlogo a 2.2.11.
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CAPITULO 3

CARACTERIZACION COMBINATORIA DE LAS BASES DE DIVISION.

RESOLUCION LIBRE DE UN B[D}-MODULO DE TIPO FINITO.

3.0. CARACTERIZACION COMBINATOr1A DE LAS BASES DE DIVISION.-

4

)
%

3.0.0. NOTACION.-

Si ((Nl,il),...,(fxm,im)) es un elemento de Nnle,..,p}

se denota por {El,...,Em,E]’ la particién asociada (Cf. 1.0.9.).

A
Para cada jé€fl,...,m} se denota por E? el subcon-
junto de N verificando:
. o s
Bl = i) + BN

A ~i
Es claro que (N"~E)) + N® = NO~TE y notaremos
2

F el menor, con respecto a la inclusién, subconjunto finito gene-

A. .
rador de NU"~EJ (Cf. 1.2.6.). 3

En adelante la letra L , salvo si se especifica lo con-

3
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trario, denotard la forma antidiagonal sobre R" (esto es: L(txl,...,

=t
(Xn) 1+...+<>‘n).

A partir de ahora los exponentes privilegiados, las di-
visiones y las bases de divisidn serdn consideradas relativamente

a la forma L.

3.0.1. PROPOSICION.-

Notemos por 4nM el ideal maximal de K[[Xl""’xn]:l

(resp. K{Xl,...,Xn}). La filtracién s -adica de K[[Xl,...,Xn]]

(resp. K{Xl,...,Xn}) es una filtracidén noetheriana (Cf. 0.0.12.).

Prueba.- Es suficiente probar 3.0.1. en el primer caso. El otro

caso es analogo.-
Notemos A = K[[Xl,...,Xn]]. La filtracién M-4dica

sobre A viene definida por:

Al _al=d) g d<0, deZ,

Al a0 d>0, d€Z.
A(m)/A(m‘l) =(0) si mzl. A(m)/A(m‘l) , si. m£0, se identifi-
ca con el conjunto de ios polinomios homogéneos  de grado -m
en las variables (Xl""’xn)' Asi  gr(A) es isomorfo al anillo

K[XI""’XIJ = B con la graduacién

0 si mz1l.

(m)

Polinomios homogéneos de grado -m, si m=<0.
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Asi, gr(A) es noetheriano. Por otra parte A(O) = A

es noetheriano y m atk) ﬂ K = (0) ( por el teorema de
keZ keN

Krull (Cf. [MAT] p.69)).

- S
Finalmente sea H un submddulo de @ A[pi] y sea . -
. i=1

{xl,.;.,xp} una familia de elementos de H verificando

v ety Ll

k.€Z, 1<€js
3 ( j jsm)

y de manera que la familia (X,) genere a gr(H).

j'léjsm
P

Notemos &) - 2% alk-kj), | Yrez.
j=1 .

Es claro que ](k)ff H(k)(:z Hﬂ(As)(k): donde sobre

S
S
A~ se considera la filtracién producto & A[p{,]).
- i=1 .

(k) H(k'~1) genera a gr(H)

Sea x€EH . Como (SEJ.)

1<j<p

se tiene .

j=1 il
donde Ejegr(k"'kj)(A), 1<j¢p. Asi pues
P
x - 2% a.x, eH(k—l)
j=1

y poi‘ tanto
JIde glg () k1) g g

Esto demuestra ademds que



62—~

](k)c_ H(k)s J(k) . plk") Vk,k' < Z

por tanto
00 40 ¢ ) U, e,
k'eZ
pero m (](k) + H(k')) = ](k) (ya que J(k) es un submddulo
k'ez
de H(k) y por tanto es cerrado para la topologia AN -adica

de H) (cr. [sE-1]p.18).

3.0.2. NOTACION.-

Si (£1)1$i$m es una familia de elementos de BP (B=

K[[X]J=K[[X,..,X 1] (resp. K{X}:K{xl,...,xn}, resp. K[X]=K[X,,.

Lo

..,Xn]) y si _f_éBp, notaremos r(f;f ,...,f el resto de la di-

visiéon de f  por (_f_l,...,ﬁm) (Cf. 1.1.0.). Finalmente se notara

A
y (FY) las familias de conjuntos aso-

1¢ig¢m l1gigm

ciadas al elemento (exp(ﬁl),...,exp(ﬁm)) de Nnx{l,..,p}(Cf.B.0.0.)

‘\
@

3.0.3. TEOREMA.-

Sea M un submédulo de K[X]P. Sea (£} un

lgigm

sistema de generadores de M. Las condiciones siguientes son equi-

valentes:
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i) (il)l<i<m es una base de divisién de M.

i) c(X ™ =0 YeeFl, ief1,...,m}.

Prueba.- (Cf. [GA-2]).

3.0.4. TEOREMA.-

P P i
Sea. M un submédulo de K[X] y sea (i)lsiSm

una base de divisién de M. Para cada ief1,...,m} y cada

‘%€ T, notaremos Eit la relacién, entre los (f'), obtenida divi-
) b i 1 m .
diendo X f por (f°,...,£7). Entonces el K[X]-modulo de las re-
) - i . , -
laciones entre los (f )1 <ism estd generado por la familia

(Ei)ue%i

1€ism

Prueba.- (Cf. [GA-2]).

3.0.5. TEOREMA.-

Sea M un submédulo de K[[X]]P (resp. K4X}P —si

K=R o C-). Sea (_ﬁi) un sistema de generadores de M. Las

l1¢ism
condiciones siguientes son equivalentes:
. i e s
i)y (£, .. es una base de divisién de M.
= "1gism

. u . N .
i) o(X 55,00, fM =0 YaiFl, 1siem.

Prueba.- Séa M un submédulo de K[[X]]P (el caso KiX}P es and-
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logo).

Si f € K[[X]]JP notaremos in(f) la forma inicial de

1

f (Cf. 1.0.2.). Como E(Xu_iji;_f_ ,...,_f_m) = 0 se tiene que

u .
(X in(f);in(eh),...,in(g™) = 0
‘dbw'}?‘i, 1¢i¢m. (Notese que exp(ﬁi) = exp(in({i))).

- o |
Por 3.0.3. la familia (1n(£))1$i$m es una base de

divisién del K[X]-mddulo que generan.
Consideremos la sucesién exacta
m <. i
K[XI]™ —+ M = 0O
-
con (P(gl,...,g ) = 24 g.f.
m i=1

Aplicando el funtor gr( ) se obtiene

gr(®)
_—

K[X]m gr(M)

Por 3.0.4. Ker(gr(®)) estd generado por la familia
i S i i ’ . i
(To) oeF', 1¢i¢m (donde T es la relacién, entre los in(f1),
obtenida dividiendo Xuin(_f_i) por (in(f_l) yo oo ,in(_f_m) ). Asi pues

VKX € (n(h)KIX) € gr(Ker(®))

. o
(donde 'i:lu es la relacidén obtenida dividiendo X f_l por (fl,...,f_m))

por tanto (Cf. 0.0.19.) se tiene
Ker(gr(@)) = gr(i(er(‘?))

y aplicando 0.0.20. se tiene que
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Im(gr(®)) = gr(Im(®)) = gr(M)

asi gr(®) es sobreyectivo y (in({_i)1<i<m es una base de divi-
- sién de gr{(M). Como consecuencia (-f-l)lsBm es una base de divi-

sién de M (basta observar que E(M) = E(gr(M)) vy aplicar 1.2.5.)

3.0.6. TEOREMA.-

Sea M un submédulo de K[[X]]P (resp. KiXYP -si K=

R o C-). Sea (-f-l)ls' una base de divisién de M. Para cada
ism

. i , i .. .

16{1,..,m_} y cada ®Xe& F', notaremos Iy la relacién obtenida

Y 2 '
dividiendo X _f_1 por (f_l,...,fm). Entonces el K[[X]]-médulo

(resp. K{X}-médulo) de las relaciones entre los (£)1<i<m estd
L i A
generado por la familia (I“)O(GFI

l€igm

Prueba.- Consideremos las sucesiones exactas

¥
0 —> Ker(®) —> K|[|X||™ —= M —» 0

m -
i
con q’(gl,...,gm) = Z g;f
i=1
y

0 = Ker(gr®) — kx]™ 229  or(m) — o.
Se verifica:

a) (in(f_i))1<i<m es una base de divisién de  gr(M)

(basta observar que E(M)=E(gr(M)) y aplicar 1.2.5.)
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b) Notaremos Z; la relacién obtenida dividiendo

o .
X in(_f_l) por (in({l),...,in(im)). Se verifica

~i . i ~i .
Ly = in(r,) Yok, 1¢igm.

c) gr(Ker(®)) Ker(gr(@)) =

~21¢C gr(Ker(®)).

= KX (2h) , oA

1¢ism

(sin mds que aplicar 3.0.4. y b)).

d) Ker(gr(®)) = gr(Ker(®?)) estd generado por la familia

(Fod = (in(rt‘)) v por tanto Ker(®) estd generado

por la familia (g,} (sin mds que aplicar 0.6.17.)
%

3.0.7. NOTACION.-~

En adelante la letra L denotard la forma antidiagonal

sobre R2n.~ Las filtraciones consideradas en los médulos B[D]P

y B[E]p (B=K[[X]] (resp. K{X}, resp. K[X]) serdn siempre rela-
tivas a ésta forma lineal (Cf. 0.1.1.). De igual manera los exponen-

tes privilegiados, las divisiones y las bases de divisién serdn,en

’~
¥

adelante, relativos a la forma L.

(resp. ) ) es una fa-

- . i
Finalmente si  (P') £ ciem

l1<ism

milia de elementos de B[D]? (resp. B[E]P), se denctard por

~
1cicm Y (Fl)lﬁiSm las familias de conjuntos asocia-

das al elemento (exp(El),...,exp(Em) (resp. (exp(f_l),...,exp(_f_m))

de N?"x{1,...,p} (Cf. 3.0.0.).
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3.0.8. PROPOSICION.-

Sea M un submddulo de B[ﬁ:lp generado por una fa-

. i , i ZreaDy(d)
milia  (f )l‘ism de elementos homogéneos (f & (B[E]F) i de

€Z (Cf. 0.1.1.). Las condiciones siguientes son equivalentes:

i) (gi)1$i<m es una base de divisién de M (Cf.2.2.9.).

* § .
ii) r(X & _fl;il,...,ﬁm) =0 V(ot,s)e'ﬁl, 1€ism.

Prueba.- i) =D ii) es consecuencia directa de 2.2.9..

ii) => i). Consideremos la inclusién
K[[X1][&]P  K[[x,¥11P '
(resp. KXY[31Pe K{X,5}P, resp. X[X][EIPc k[X,2]P)

Notemos M = K[[X,E1IM (resp. K{X,EYM, résp. K[X,&1M) .

i i . ; ~
y f al elemento f considerado como un elemento de M. Por

~: .
definicién exp(ﬁl) = exp(fl), l¢ism. Por tanto

®. 5. A .
r(CE Y. ™ -0 Vs e T, 1cism.

Aplicando  3.0.3. y 3.0.8. se tiene que (f)

es una base de divisién de i y por tanto (Cf. 1.2.5.)

m
E('I\;I') = U exp(zl) + N2n
i=1

Como M es un submédulo graduado de B[R]P se tiene

la igualdad E(M) = E(M). Esto demuestra (Cf. 2.2.9.) que (—f-1)1<iSm

es una base de divisién de M.
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3.0.9. PROPOSICION.-

Sea M un submédulo de B[E]P. Sea (fi) una

12ig¢m
base de divisién de M de manera que _f_ié (@)(di) (di€Z)

F

. 2i 4
Para cada ie{l,...,mY y cada (x,8)EF  se denota Tiec.s) la

., . e .8 i 1 m
relacidén obtenida dividiendo X ﬁi por (_ﬁ ,-++sf ). Entonces

el B[Z]-médulo de las relaciones entre los (_fl)1 estd gene-

ca . i .
rado por la familia (r S)) (x,6)EF" , 1¢ism.

Prueba.- Conservamos las notaciones de la prueba de 3.0.8. Conside-

remos el diagrama
e @
0 —» Ker((p) — K 3;X]][%‘:l —> M —- 0

o~

~ ) m P ,
0 — Ker(®) —> K[[X,E]]" —> M —> 0

~

donde CP(gl,...,gm) = Zl giii y % es la extensién de ® a
1=

KI[X,E]1™

o S q. i
Como E(M) = E(M) la familia (v 1<1< es una ba-

o~ ~
se de division de M. Aplicando 3.0.6. se tiene que Ker(®) es-

- I

A
tda generado por la familia (r ™ (x,8) € Fl, 1&ism. Por otra

~( s))
parte M es un submédulo graduado de K[[X]][E]P y & es un

homomorfismo graduado, asi pues Ker(®) es un submddulo

graduado de K[[XJ1[&]™ es un elemento homogéneo

L, 6)

e
de Ker(¢p), (x,8)€F", 1gi<m.
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Se tiene:

Ker(®) € Ker(®)n K[[XI][E]™ = K[[X]] 1l o)) wog)ebt €

1€ism

¢ Ker(lp).

5

Los casos B = KiXY y B = K[X] se demuestran and-

logamente.

%

3.0.10. NOTACION.-

si  (Ph)

P)ici¢y ©5 una familia de elementos de B[D]p

y P e B[D] P, notaremos R(P;P",... el resto de la divi-

»

sibn de P por. (_El,...,Pm_).»

-

3.0.11. PROPOSICION.-

La filtracién (B[D:l(m))méz —-donde B[D]‘(m) es el
conjunto de los opera‘dores diferenciales de ordeﬁ menor bo igual a

m (Cf. 0.1.1.)- es una filtracién noetheriana de - B[D]. La filtra
ciéon de Bernstein de  A(K) (Cf.'0.1.5.) es una filtracidén noethe-

riana.

Prueba.- gr(B[D]) = B[E] es noetheriano.

m : ,
Para m<0 B[D] s (0) y por tanto m B[D](m)=
X meZ

(0). B[D](O) = B es noetheriano.
' P
Sea H un submédulo B(D]P = & B[D] [ki] (k; € Z)
=1

7

/
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(1¢igp). Sea {gl,...,gs} una familia de elementos de H, con

Ple H(mi)\ H(mi D (mié Z) 'y de manera que {O‘(_E’l),...,v(_l?s)}
genera a gr(H). Sea __E'_éH(m)\ glm-1),
s
o(p) = 25 3,9}
i=1
donde ?{iegr(m_mi)(B[D]). Se tiene pues
s
P - q.PIGH(m_l).
- T i
i=1

Esto demuestra que

s

](m):= Z B[D](m—mi)'_;‘i;:_H(m)S ](m) N H(m—l)
i=1 o
3
X

y por tanto
](m)g H(m)g ](m) ETLC Ymez.

Esto termina la prueba pues 3JIm'eZ/ H(m ) . 0.

La segunda parte se demuestra andlogamente.

3.0.12. TEOREMA.-

’ :' p i
Sea M un submddulo de B[D] y sea (P )lsiSm

un sistema de generadores de M. Las condiciones siguientes son

equivalentes: #

i) (El)1<i<m es una base de divisién de M.

, N
LooP™ =0 Wx,8)Ft, 1¢icm.

X g 3
ii) R(X D P%;P
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Prueba.- Se procede de manera andloga a 3.0.5.. En este caso hay

que aplicar 3.0.8..

3.0.13. TEOREMA.-

: . P i
Sea M un submédulo de B[D] y sea (P )lsism

una base de divisién de M. Para cada iefl,...,m}y y cada (x,8)e

~i ¥ ]
€F', se denota por Rj la relacién, entre los (P'), obtenida

~(x, )
dividiendo X> Ds _El entre (E_l oo ,_I_Dm) . Entonces, el B[D]-médulo

de las relaciones entre los (P') estd generado por la familia

f..;’ '
Ris) ,6)€ B

l¢i¢m

Prueba.- Se procede de manera andloga a 3.0.6..

3.0.14. OBSERVACION.-

Los resultados 3.0.12 y 3.0.13. siguen siendo validos
en el médulo A(K)P con 1a filtracién de Bernstein (Cf. 0.1.5.).
Basta observar que en este caso gr(A(K)P) es isomorfo al médulo

K[X,E1P con la graduacién natural (graduacién por el orden total
de polinomios) (Cf. 0.1.5.). La prueba de estos resultados se hace

de manera andloga a 3.0.5. y 3.0.6..
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3.0.15. Cdlculo de una base de divisidn.-

Se aplican aqui las técnicas de [GA-2] para el caso

de los polinomios.

Sea M un submédulo de B[D]P y sea (P

un sistema de geri’e4ra’d<'>vre-sy de M. Se denotan i)or ‘(E1)1£i<m’

y (/I}‘l)lﬁiém las familias de conjuntos asociadas a (exp(f_’l),..,exp(_ﬁm))

(Cf. 3.0.0.).

El método de cédlculo de una base de divisién de M
consiste en hacer tantas veces como sea posible la manipulacién

siguiente:

Al
i) Escoger un ie{l,...,m_} y un (X,8)& F que no

hayan sido escogidos en uma manipulacién anterior.

. ' e X 6 3 1
ii) Hacer la divisién de X D P~ por (P7,...,P

iii) Si el resto de esta divisién es cero, volver a i).

Si el resto de la divisién es distinto de cero lo deno-

tamos por _Pm+1.

. 1 m m+l .
iv) Volver a empezar con {E_ seess P ,P } como sis-

tema de geéneradores de M.

s

No se puede hacer mds que un numero finito de mani-
pulaciones. En efecto: si por el método anterior se obtiene una fami-

lia infinita (Pm+k)keN de elementos no nulos de M, por la condi-
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cién iii) de 2.1.0. se tiene:
m+k-4

%KEN, exp(f_m+k)¢ U exp(fh) + N2n
h=1
y por tanto el conjunto

E=-UJ exp(fh) + N2B
heN

(que verifica E + N2 - E) no podria estar generado por un nime-

ro finito de elementos, lo cual estd en contradiccién con 1.2.6..
Suponamos que hay que hacer s (s%0) manipulaciones

para obtener

R(X*Bph;pl, ..., P ™) ; 0, Vl(u,s)e’?“l, 1<igm+s.
8

entonces, por 3.0.12., (Bl)l4i<m+s es una base de divisién de
M.
Si M es un submddulo de Bp, o si M es un sub-

médulo de A(K)P con la filtracién de Bernstein (Cf.0.1.5.), se pro-

cede de manera andloga.
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3.1. CONSTRUCCION DE UNA RESOLUCION LIBRE DE UN B[D]-MODULO

DE TIPO FINITO.-

3.1.0. Si N es un B[D]-médulo de tipo finito , N es iso-

morfo a un cociente B[D] °0/M donde M es un submédulo de BIDIS"

Construir una resolucién libre de N es equivalente pues a cons-

truir una de M.

Sea entonces M un submédulo de B[D]*® y sea
(21)14 iem un sistema de ger-radores de M. Se procede de la
I .
manera siguiente: A 1

i) Se calcula, por el método 3.0.15., una base de di-

de M. Escribimos =M,=M.

visién - (P} 1

ii) Se considera la sucesién exacta de B[D]-médulos

(1) 0 — Ker(®) _3->B[D]S-* 39_) M —> 0

S4
donde ¢ (Q;,...,Q_ ) = 21 Q..pL
. s . i'—
1 i=1
A
Consideramos sobre M 1la filtracién inducida por la

de B[D]% (sobre B[D]® 1la filtracién producto de la de B[D]).

Sobre B[DJ®1 se considera la filtracién (Cf. 0.0.6.)

84 ’ .
B[D]°1 = @ B[D] [-d] (di=ord(_fl), 1¢igs;)
i=1

y sobre Ker((Pl) la filtracién inducida por la de Bv]'_DJ °1.
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En estas condiciones la sucesidén (1) es una suce-
sién en la categoria filt(B[D]m) (Cf.0.0.2.).
Como (Pi)

~ '141i¢ s es una base de divisién de M

1

¢ es estricto (Cf. 0.0.2. 0.0.17.). i es siempre estricto. Por
1 y ] P

tanto la sucesién

s gr(‘{’l)
0o — gr(Ker(‘Pl)) — B[E]°1 ——5 gr(M)— 0

es exacta en gr(B[DJm) (Cf. 0.0.14.).

iii) Por 3.0.13. Ker(C?l) estda generado por la familia

i : v,\ . 1" i
(R )1$i$ m, de las relaciones ;ementales entre los (P )1,£i€sl.

]

Notaremos Ker((?l) = MZ'

iv) Volver a empezar reemplazando M1 por M2 y

De esta manera se obtiene una familia de sucesiones

exactas

. (ps
3.1.0.i) 0 —> Ker(®,) —> B[;DJS& fl_-) M, —> 0 (iyl)
donde Ml = M, Mi = Ker((Pi_l) (i22) vy CPi es estricto (izl1).

Aplicando el funtor gr( ) se obtiene una familia de

sucesiones exactas (Cf. 0.0.14.)

. gri®) :
3.1.0.i)" 0 - gr(Ker(®)) = BE]** —= gr(M)~> 0 (iz1)
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Esto nos permite construir una resolucién libre de

@

o
..»B[D)%k — B[D]%k-1 - ...-» B[D]°1 —> M —> 0

y una resolucién libre de gr(M)

. gri@, ) gr(®))
... > B¥]°%k ——%>  B[E]%-1-> ... - B[E]"1 -————> gr(M) =0

3.1.1. Sean m y n dos enteros no negativos. La letra A

denotard al anillo K[[Xl,...,Xm]] [Yl,...,Yn] (resp.-si K = R o C-

K{X1 yoes ,Xm} [Yl yeese ,Yn] ) con la gfadua.cién

A o ~(d)
deN

donde

£,(X)Y

' £, (X) € K[[X]] (resp.
Ald) 2{ > « T [CXJ] (resp }
fo|=d £.(X) € K{X})

3.1.2. TEOREMA.- (Sizigias)

a) Con las notaciones de 3.1.1. sea M un A-mddulo

graduado y sea
@5 . @
A% =Ly A% 50 A% 25> M— 0

una resolucién libre graduada de M. Entonces Ker((P es

n+m-— 1

un A-mdbdulo libre. Ademds, si M e"s un submdbdulo de un A-mé-

dulo libre, entonces Ker(gom_m_z) es libre.
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b) Si (al) es un sistema de generadores de Ker((®

— "leis<t n+m—1)

{resp. Ker((Pn ) si M :es.un submédulo de un .A-médulo libre)

+m-2

verificando

t

___lé Z A.a’ l=ist
j=1
j#i
. -* i 4

entonces, la familia (g)lé it es una base del A-mddulo
Ker(® . ._q) (resp. Ker(® _ ,) si M es un submédulo de un

A-mdédulo libre).

Prueba.- (Cf. [5-Z] Vol. 1I, p. 2\;2).
| ]

3.1.3. TEOREMA.-

Sea M un submédulo de B[D]P? vy sea

. 6 )
(1) ... > BDI% _X. BMDI%-1- ... —=» BDI°1 -l M-=» 0
una resolucién libre de M obtenida por el procedimiento de 3.1.0.

Entonces Ker(‘?zn_l) es un B[D]‘—médulo libre.

L
i
Prueba.-

i) Caso B=K[[X]] (resp. KiX}).

Aplicando el funtor gr( ) a la resolucién (1) se
obtiene (Cf. 3.1.0.) una resolucién libre del gr(B[D])-médulo
gr(M)

gr(@ ) gr(@.)
(2) ...»>BEI%k — K5 B[E]%k-1»...5BE]%1 — 1 5 gr(M) = 0
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Esta resolucién verifica las hipdétesis del teorema 3.1.2..

Por tanto (como gr(M) es un submédulo de B[&]% , s,=P)
Ker(gr(q’zn_l)) es un B[¥]-mbédulo libre. Ademds

Ker(gr(chn_l)) = gr(Ker(CPzn_l)) (Cf. 3.1.2.2n-1)').

Por otra parte, la filtracién de B[D] es noetheriana
(Cf. 3.0.11.) y la filtracién de Ker((?2n_1) es buena (pues

Ker(¢, ,) es un submédulo de B[Djzn_l y basta aplicar 0.0.13.),

asi pues Ker((f’zn'_l) es un B[D]-médulo libre (Cf. 0.0.17.).

ii) Caso B=K[X].

3 )
Consideremos sobre A(K) la filtracién de Bernstein

(Cf. 0.1.5.). La resolucién libre de gr(M)

gr(® ) gr(®.)
o= KOGEDS Ky K[X,ETT L. SK[X,EDH lo M —0
verifica 1las hipétesis del teorema 3.1.2. y se demuestra que

Ker(((’Zn_l) es un A(K)-médulo libre de manera andloga al caso 1).
La parte b) de 3.1.2. permite encontrar , en este

caso, una base de Ker(c\’zn_l). En efecto: la base de divisién de

¥

)) obtenida por el método  3.0.14.

Ker(gr(CPzn_ ) = gr(Ker(CPzn_

1 1

estd formada por elementos homogéneos. Haciendo un numero finito
de operaciones {(de hecho resolver un numero finito de sistemas de
ecuaciones lineales en el cuerpo K) se puede construir un sub-

) ‘ i e
sistema de generadores (a )1<i<t verificando
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t
?.iéz-KEX,E].gj , lsist.
#
. J=

Asi (_a_l) es una base de gr(Ker((PZn_l)) y la

lgigt

qs i
familia (R )1$ist’

(Cf. 0.0.17.).

donde D’(Bi)=§_i, es una base de Ker(chn_l)

3.1.4. OBSERVACION.-

Si en lugar de considerar en A(K) 1la filtracién de
Bernstein, se considera la filtracién por el orden (Cf. 0.1.1.) la

resolucidn

gr(? ) gr((P ) :
> K[X,E] %k —— K K[X,5]% ... >K[X,E]M——1 5 M —>0

obtenida por le procedimiento de 3.1.0. no estd en las hipdtesis
del teorema J3.1.2. (no es graduada respecto de las variables

Xl""’Xn)' Sin embargo Ker(gr(CPzn_l)) es libre (y por tanto

Ker(fpzn_l) también lo es), pues la dimensidn homolégica global de

K[X,] &es 2n y la dimensién homoldégica de -gr(M) es menor
o igual a 2n (Cf.[SE-1]Chap.1V,D). En estas condiciones Ker(gr(({’zn__ﬂ))

es proyectivo sobre el anillo K[X,&] y por tanto libre.
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CAPITULO 4

MULTIPLICIDADES

4.0. SITUACION PUNTUAL.

En éste pardgrafo la letra O denotard el anillo de
los gérmenes de funciones holom :gfas en el origen de ch - y la
letra aD el anillo de los gérﬁmenes de operadores diferenciales
lineales holomopfos en el origen de c". Se considera sobre

D 1a filtracién candnica (la filtracién por el orden (Cf. 0.1.1.)).

4.0.0. PROPOSICION.-

Sea M un oD-médulo y (F(m))meN una filtracién
de M (Cf. 0.0.0.) formada por © -médulos. Las condiciones si-

4

guientes son equivalentes: ¢
i) (F(m)) es una buena filtracién (Cf. 0.0.8.).

ii) amoe N/ HIOpim,) | plmger) k}reN y

(m)

F es un © -médulo de tipo finito \Tlm € N.

Prueba.- i) =pii). Sea { X reeesX, Y una familia de elementos de
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M vy {kl,...,ksg una familia de elementos de Z tales que:

S .
p) _ 20 plkky) o ke,

j=1 J

Sea m = max{kj/ 12j<sT. Entonces

a

S .
r{)(r)F(mo) _ g)(.r)( Zob(mo_kj)-xj) _

j=1
S
= Zog(mo“:_kj).x. - pimg*r) *reN.
j=1 ‘
Por otra parte, F(k) es una suma finita de @—mé—-

dulos de tipo finito y por tanto él mismo es un 0 -médulo de tipo

finito ¥V keN.

ii) =bi). Sea m & N verificando ii). Para cada

meN  se tiene:
5(m)

F(m) = Z e.xi m
i=1 ’

donde  x, m € F(m) y s(m) €éN. Entonces se verifica:

F(k) = Z .o@(k—ki,m).x.

i,m
Osmsmo ?

‘1¢i<s(m)

donde k.
i,m

’

m para 1¢ics(m).

4.0.1. PROPOSICION.- Sea M un & -médulo y (F(m)) una filtra-

cién formada por e—médulos. Las condiciones siguientes son equi-

valentes:
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i) (F(m)) es una buena filtracién.

ii) gr(M) es un greD)-médulo de tipo finito.

Prueba.-

i) =Dii). Sea {xl,_...,xs}CM y {kl,'...,ks‘SCZ t.q.

S

SN oo(k—kj).xj ,

j=1
asi pues la sucesidén -
s o
EB&)[_ki] —> M —>0
i=1
es exacta y P es estricto (Cf. 0.0.2.). Aplicando 0.0.14. se

tiene:

S s _
gr( é%cﬂ[—ki]) = G? gr®) [k ] 2@ > o
1= . 1=

es exacta y  gr(M) es de tipo finito.

t
ii) =i). Si gr(M) = Z gréd).9(x,) con x.€ pimy)
i=1
) ' i (r)(m ) _ (r+m ) -
se define m, = max{mi, 1¢1i< t}. Entonces CI) F'7o " =F o

V’rEN.
Como gr(m)(M) es un S—médulo de tipo finito se
concluye que F(m) es un Q—médulo de tipo finito, sin més que

considerar la sucesidén exacta

0— Fml_ plm_, gr(m.)(M) —> 0

1) _ .

y tener en cuenta que F.
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4.0.2. NOTACION.-

Sea A un anillo local noetheriano y sea M el

ideal maximal de A. Si N es un A-mddulo de tipo finito, deno-

taremos por AN et (M)=e(N)  1a multiplicidad de N relativa-
mente al ideal ™M ,

Denotaremos por dA(N):d(N) la dimensién de N.(Cf.

|BOU| A.C. Chap. 8.

4.0.3. PROPOSICION.-

Sea M un &) -médulo de tipo finito y F:(F(m))meN
F'z(F'(m))meN dos buenas filtraciones de M. ' Denotaremos por

grp(M) vy ng.(M) los médulos graduados asociados. Entonces para

todo ideal maximal 4 de gr(«D) se verifica:

gr(ob)m egr(@ D

ii) e (grp(Mly) = (ng.(M),m).

Prueba.- (Cf. [SG] 1I1. 3.1. y 3.2.).

4.0.4. DEFINICION.-

Sea M un o)-médulo de tipo finito. Para cada ideal
maximal At de gr(;O) se llama dimensién de M relativamente
al ideal mt , y se denota por d*m(M)’ al ndmero entero:

/

/
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e (@), (855 M

Se llama multiplicidad de M relativamente 'al ideal

A, y se denota por e (M), al nimero entero:

27D h (g (M),

donde F =(F(m)) es una buena filtracién de M.
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4.1. SITUACION GLOBAL.-

En este pardgrafo (X, D) denota una variedad ana-
litica compleja lisa de dimensién n. La letra o) denota el haz
de los operadores diferenciales lineales holomorfos sobre X. Se con- .

sidera sobre of) la filtracién canénica -llamada filtracién por el

orden (Cf. [PHA] pp.54-55)-.

La expresién " ML es un &)—médulo" (resp. (e—m_é_
dulo) significa M es un haz de J)-médulos (resp. © -médulos)

a la izquierda.

4.1.0. DEFINICION.-

Sea M. un D-mddulo. Sea (?“’”)meN una filtra-

cién de M (*) formada por S—médulos. (fF(m)) es una buena

filtracién si se verifican:

i)ffr(m) es un S—médulo coherente, YmeN (Cf.[SE-Z]p.208)

ii) Smoé N /o%(r)\'F(mo) = \(F(mo+r) \'}reN..

4.1.1. PROPOSICION.-

Sea M un &) -médulo coherente (Cf. [SE-Z] p.208).

AN admite una buena filtracién localmente.

Prueba.- (Cf. [SG] 1 p.7)
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4.1.2. PROPOSICION. -~

Sea M un oD-médulo y (?(m)) una filtracién

de M . Las condiciones siguientes son equivalentes.
i) La filtracién (5"("1)) es localmente buena.
ii) gr(M) es un gr(H)-médulo coherente.

Prueba.- (Cf. [SG] 1 4.1.).

El fibrado cotangente de X, T*(X) se identifica ca-
nénicamente a Specan(gr(&))) /Cf. [sC] ). Asi ’pues, un punto
de T*(X) se identifica canénic‘iamente a un par (x,M) donde
x €X y MGSpecmax(gr(oD)x) = Specmax(gr(oOx)) (donde "Specmax"
significa espectro maximal, es decir el conjunto de los ideales maxi-

males del anillo en cuestién).

4.1.3. DEFINICION.-

Sea /m, un @—médulo coherente. Se llama dimensidn

de M en un punto (x,M) de T*(X), y se denota d m)(m)
3 ’

al nuimero entero

d (M)

m X

definido en 4.0.4.. Se llama  multiplicidad _ de M en (x,M),

y se denota e(x,m)(m\), al nuimero entero

gwéfngx>
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definido en 4.0.4..

4.1.3! Sea (Z,ez) una variedad analitica compleja vy 6, un -

Gz—médulo coherente. Se llama multiplicidad de % en un punto

. GZ,Z o
z€Z, y se denota ez(_%), al ndmero entero e (%Z) defini-

do en 4.0.2..

Sea ML un oO—médulo coherente admitiendo una filtra-

cién globalmente buena. El @T*(X)—médulo

GAN) = nl(grM)) @ ..
i (gr (D)) THX)

(donde M :T*(X) —> X es la proyeccién natural) es coherente.

4.1.4. PROPOSICION.-

Para cada  (x,M )&T*(X) se verifica:

C (s, ) CMI) = e ) (M)

Prueba.-
Or

*(X), (x, 11 ) N
e(x,m)(G(/YYl')) = e . (G(M)(X,W)) =

0

T*(.X),(X,‘ﬂ“ ) @ .
= e ((grM ) ® % )

para aligerar la notacién, pongamos
M= gr(M)

A = gr(c@x)
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s- 0

T*(X), (x,nt)
Es evidente que
M ®A B = M®A(A ®A4,“B) = M"@AM B
por otra parte la inclusién
A C4 B
M
es plana (esto se demuestra tomando coordenadas locales: (9x =

C{Xpse X ¥ = C{XY 5 (D) = Q05,5 1= O,kly GT*(X),(X,’«()

= C{Xl,...,Xn,Tl,...,Tng = C‘I_)_(,I}. La_incluswn ANL‘, B  viene

dada por C{X}P{}X _a) Co ;{X,I} ; donde se ha identificado
X D 4 .
el ideal 4H a (%¥-a)). Aplicando ([BOU] A.C. Chap. 8, $7.2) se
tiene
_ B _ B
e (M) =e (Miﬂ®A B) = e (M®A.B)
ol
Y

™

M) = ST (grim ) ) - &y m ) M.

4.1.5. PROPOSICION. -

Sea (Z,@Z) . una variedad analitica compleja lisa.
Sea C;, un haz de @Z—médulos coherente tal que el soporte de

(soporte de % = supp(%):{ZEZ/ g # 0%) sea irreducible y liso.

Entonces

ez(%) = ez,(g ) Vlz,z'e supp(a,).
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Prueba.- Podemos suponer - supp( ﬁ,) = Z (de lo contrario se res-

tringe 5 a supp(%)).

Si dim(Z )=1, consideramos la sucesién exacta

0 — T(g) > 4 >Q/T(g) —> 0

donde T( %) es el haz de torsidén de % . T(Cj) es un Gz—mé—

dulo coherente y dim(supp(T(%))) = 0; por tanto
- 2,0G) = e, (G/T(G)) Vzez.

5/'1‘( 6) es un haz sin torsidén y por tanto localmente

libre ( QZ Z es un anillo de ideales principales); como Z es

irreducible se tiene
ez(g/T(%)) = rango de (%/T(%))z = constante.

Si  dim(Z)>1, para cada z € Z existe un entorno

UZ de z, en Z, tal que ©para todo z'eg UZ existe una curva

irreducible y lisa C - tal que z,z' € C. Asi pues

e, (Gl) = e (Gl

y la funcién z > ez('%) es localmente constante; como Z es

irreducible esta funcidén es de hecho constante.

4.1.6. COROLARIO.-

Sea 63’ un @Z—médulo coherente. Sea Y=supp(g,).

Para cada componente irreducible C de Y se define:
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JENSESES R

Uc = el conjunto de puntos lisos de (C~(Y~Q)).

Entonces, para cada C, eZ( %) = ez.( % ) {z,z eUC-

Prueba.- Basta aplicar 4.1.5. a. (U., ©.) y a %I .
_— C UC UC

4.1.7. COROLARIO Y DEFINICION.-

Sea m un oD—médulo coherente. Sea V(/m.') su va-
riedad caracteristica- (Cf. [SG] 11,1.). Para cada componente irre-

ducible C de V(M) se define

U. = el cojunto de puntos lisos de (C~(vim)~ Q).

Entonces, ep(’WU = ep,(’YT\) le,p'eUC.

La constante ’ ep(m) (para p € Ug) es llamada la

multiplicidad genérica de ’Yﬂ, en C vy la denotaremos por eC('m).

Prueba.- Se aplica 4.1.6. a Z = T*(Ui) y a

i -1

- i grmy e 0.

G T R gy o T
1

donde  (U,) es un recubrimiento (por abiertos) de X, de manera

que MU admite una buena filtracién en cada Ui (Cf. 4.1.1.).

Finalmente se tiene en cuenta que

VM) N T*(U,) = supp( %i)' (Cf. [SG] 1I,1).
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4.2. MULTIPLICIDADES DE UN &)-MODULO MONOGENO.-

En este pardgrafo la letra 9 denota al anillo CiX¥=

C{Xl,...,Xn} y la letra JD al anillo de operadores diferenciales

_con coeficientes en B . asi gr(a‘B.) se identifica al anillo C{X}[Z].

Si 1 es un ideal (a la izquierda) de & , el gra-

duado gr(dD /1) se identifica al cociente
gr(d)/gr(l) = QEEJ/gr.(I) | (Cf. 0.0.14.).
Existe un;'zl bcorrespondvenc':ia biyectiva
™ -+ Specmax( 0 (1) = Specmax(gr(D))

definida por ar> (X,k-a) =m

a -
En adelante notaremos indistintamente ea(o@/l) o

© (D/1) la multiplicidad de B /I relativamente al ideal M

a ' —

(Cf. 4.0.4.). El numero entero ea(Of)/I) serd llamado la multi-

plicidad de /I en i'ECn.

4.2.0.1. Cdlculo de eo(@/l).

Por definicidn se tiene

!

)

C{X}Eﬁ]( %)
x,#) —=

e (D/1) = e
9 (X,% gr(.I)(

>~
. e

)
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Como el completado de C{X}¥ [§](X g) ©s CLlx,¥]]

la inclusién Cix} [?](X %) C—» C[[X,E]] es plana. Escribimos:

A= CIYIE] (4

aplicando [BOU] A.C. Chap.8,§7.2. se tiene que
A = BN ®, B) = ey y(B/gr(l).B)
= AP T S(x,E) e

y por tanto

C x,é
eg(D/1) = el - Hx £l
0 gr(1).C[[X,&]]

4.2.0.2. Cdlculo de ea(&)/l).

Consideremos el isomorfismo de anillos

W, ¢ CixyE] —> cix}[u]

X —— X

E1 ‘71+a1

y notemos gr(l)' = q)a(gf(l)). Se tiene

CIXYE] (5 gon) C M x,n) |

ea(o‘O/I):e (

) :e(X_,‘Z)(

(X,E-a)
== gr(l) _ =

Asi pues hemos reducido el cdlculo de la multiplicidad

de un o -mbédulo, del tipo /I, en un punto de c™  al cdlcu-
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C[[X,&]]
gr(1)C[[X, €]

lo de la multiplicidad de un médulo del tipo

4.2.1. NOTA.-

El objeto del paragrafo siguiente es demostrar que la

s

C[[X,&]]
multiplicidad de un C[[X,E]]-mbédulo de la forma

gr(D)C([X,&]]
se calcula (de forma efectiva) a partir del conjunto de los exponen-
tes privilegiados(*) de gr(I)C[[X,%]] (esto es: E(gr(1)C[[X,&]])

(Cf. 1.2.4.).

Ahora bien E(I) = E(gr(I)C[[X,&]]). En efecto: gr(I)
es un ideal graduado de gr(eD)=C{Xy[&]. Si _f_ es un eiemento
homogéneo de gr(1), el exponente privilegiado de f, considerado
como elemento de C{X}[&] (Cf.2.1.3.), coincide con el exponente
privilegiado de f, éonsiderado como un elemento de C{X,&} (Cf.
2.1.5.). Asi pues se tiene E(gr(l) C{X3[E]) = E(gr(I)CiX,E}) =
E(gr(1)C[[X,E]]) (la dltima igualdad es evidente). Y por 2.2.11.

se tiene E(I) = E(gr(I)C[X,&T]).

Asi pues conocido el "dato" E(I) (que es un dato combi
natorio asociado a 1) se conoce la multiplicidad de D/1 .e,n

9 y E(I) se conoce si conoce una base de divisién de 1 (Cf.2.2.4.)

En la igualdad E(I):E(gr(l)C[D_(,?_g]]) interviene de
manera esencial la definicién 2.0.0.. Esta es una razén por la cual

se ha elegido 2.0.0. como definicién de exponénte privilegiado.

(*) Relativamente a la forma antidiagonal sobre RD,
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4.3. DIMENSION Y MULTIPLICIDAD DE UN MODULO DEL TIPO (_EE_D.(_]_]_

Sea (3 un ideal de C[[X]] = C[[X,,.--,X 11. Nuestro

a partir del conjunto E(G) ") (cr.
la dimensién y la multiplicidad (Cf.

propdsito es calcular, 1.2.4.)

4.0.2.) del C[[X]]-médulo
cociente < [[X]]

4.3.0. NOTACION.-

Si n es un numero entero positivo notaremos:

1) P(1,...,n)=P(n) el conjunto de las partes de '{1,...,n1;.
2) Si T€&P(n)

llx|l = cardinal de T .

o N1 L
S(n) ={o( =(o(1,...,o(n)€N / o(izo si 160'}.

o {1,...,n3~ @
Tn) = S(n)
3) Si E

es un ideal de N" (es decir: E + Nn_ = E)

cd(E) = min{ [l]] / s?;)(\ E-0]
d(E) = n - cd(E).

4) Si G€P(n) y |otfl = cd(E) el conjunto

T T
{oeT,, / X+ () IOE = oY

es finito y notaremos eC,(E)zcardio(eTc(rn)/(N+Sc(rn))(\ E = Qf:}'

(*) Relativamente a la forma antidiagonal sobre R".
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5) e(E) = > \ ev(E).
geP(n)/g [J=cd(E)

4.3.1. TEOREMA.-

Con las notaciones precedentes, sea Gu un ideal de

Cl[X]] y 4" el ideal maximal de C[[X]]. Sea E(G) el conjunto

de los exponentes privilegiados de G+ relativamente a la forma anti-

diagonal sobre R™ (Cf. 1.2.4.). Entonces:

C[[XJ]) = d(E(G)). (Cf. 4.0.2.).

i) dC [[X]] (

i) e (<L) _ ep@ ).
G .

Para la prueba del teorema se necesitan algunos re-

sultados que serdn dados en forma de lemas. Antes de enunciar es

tos resultados fijaremos algunas notaciones.

4.3.2. NOTACION.-

\71 0€&€ P'(n) = P(n) (@) notaremos:
n v : .
1) Pr(,) ° N —— T(n) la proyeccidén natural.

2) ¢(n) : (n) —_— N“ I la biyeccién definida por

o . .
43( )(0() = (O(il,...,o(i“cr") si U’='{1l,...,1"~0_“‘8 e 114...<1n0_“.

3) A cada ideal E de N™ se le asocia un subconjunto Fn(E)

de N?NE de la manera siguiente:

Si n=1 FI(E) = N~NE.
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Supongamos construido Fm(E') para todo ideal E'
de N™ y para todo m<n. Sea E un ideal de N". Defi-

nimos

TEP'(n)

n | ‘ ’ T -1 T o g

o#il,...,n}

Una figura:(n=2).

.
77 {2y K(g")

N

{4} {4y
Fy (&, (pr(5) (E))) /

4.3.3. LEMA.-

Sea E un ideal de Nn. Entonces

N
¥

T Ca o
NN E - q%_({) () [Fllo,“((1>(n)(prgl)(li)))] + Sy -

Prueba.- Es suficiente demostrar la inclusidén

¢ -1 T T o b
((P(n)\ [FHO'H(CF(n)(pr(n)(E)))] + S(n) cN \NE, %U.QP (n).
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Si O‘={1,...,n} , el resultado es una consecuencia de
., T g ol
la construccién de Fn(E). Sea T £{1,...,n%. Ct)(n)(pr(n)(E)) CN

el

es un ideal de y por tanto

v o fo i v g
P 1 Qn (BT () (BINCINT B Gy (o (D).

Asi pues

g -1 g o g op
@(n)) [Fncru“i’(n)‘l’r(n)(“:”a € T(n)™ Pr(n)(E)
y por tanto

I B I e | v T )
(pr () {ub(n)) (Fllo_"(d)(n)(pr(n)(E)))g_

_ T -1 o T 4 A e

?

e T o\-1,.0 o n

Para cada T €P'(n) notaremos
T N | g T g
Gn) (B) = (Ryy) [Fnan(‘t’(n)(l’r(n)m”ﬂC‘T(n)'
Se va‘ a probar que G(:)(E) es un subconjunto finito

T
de T(n)' Esto es el objeto de los dos lemas siguientes.

1
W

4.3.4. LEMA.-

i) si E' es un ideal de Nl y E = E'xN, entonces

F (E) = 4.
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. a
ii) i ¢€P'(n) y neo entonces G(n)(E) =0 vy

N~ E = W ) G(C;)(E) + 57

(n)’

GeP'(n-1)
Prueba.-
Sea T EP'(n) tal que n%ﬂ' . Se considera el
diagrama
T T
. Prn) T (b(n) R N“”H‘
,[ ~ “(n) ” ‘
T [ J
o) _ P 10 o Pyl

Es evidente que:

d T &Y s . g T .
D G, (E)) =§ (el | (E)x(0)) = ;b(n)(pr(n_l)(E ))

o
(n

U . .
2) G(y(E) = G 1)(E') x(0).

T V)

Por otra parte se tiene:

1

NONE = NP IuN~E'xN = (WIS BN -

¢ L_J G(‘r (E') + SO ;))xN =

g€eP'(n-1) n-1)
//
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g Lo
= L—-—-J G(n—l)(E )x(0) + S

) geP'(n-1) (n) =

N
= G(n)(E +

—O’€P'(n—l) (n)'

Aplicando 4.3.3. se obtiene:

g g
NUSNE = L__J G )(E) + S y por tanto

U’éP'(n) (l’l n)
F (E) C ) 6T @+ s
n GeP " (n-1) M) (n)

y de la definicién de F _(E) se obtiene que Fn(E) = g

. rep T oainy
Si ‘U' P'(n) vy n\:;;éO’ , entonces  pr( y=pri . Xiy,.

T T a T iny \
y por tanto F”q“(f%(n)(pr(n)(E))) = FKO,”(CP(n)(pr(n_l)(E )XN))=

(AU N o
=F“V|\(d?(n—1)(pr(n_1)(E DxN = g. Ast G\ (E) = 4.

4.3.5. LEMA.-

Sea E un ideal de N". Entonces F (E) es un.
subconjunto finito de NT\E.
Prueba.- Se va a probar que Fn(E) estd incluido en un n-cubo

de N".
T
Sea T ={1,...,n-1%}. CF(n’)(pr('z)(E)) = E' es un ideal

de NI y se tiene:

(4.3.4.) .
NO(E'xN) - L__J G(T)(E'xN) + s((T).
TEP (n-1) B n
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Por otra parte si T cT , entonces

o

' T T T - |
Pr () (E'xN) = pr(n)((q)(n)(pr (n) (E))xN) =

g T -1 T G
= Pr(n)((Pr(q)) " (PT() (B)) = Py (E)

. Y por tanto

-
NT . (E'xN) = L._) G(:)(E) + S, . Luego

geP'(n-1) (n)

(*) F_(E)O NOS (E'xN) = d.

Para cada 1i.&N, notaremos

L ’n—-lv .
Eqy = N x (WYNE.

Sea in = min{ i€ N/ E(Ln) = pr(_i)(E) + (O,...,O,-i)

(el ser E wun ideal de N" implica la existencia de in). Apli-

cando (*) se obtiene:

' T < - T
F_(E)C E'xN = qD(n)(pr(n)(Ean - pr((E) + S,

y por otra parte
o n n n T
FUAEJCN'N ESN N (EN + S )

luego

s T n &:Y\ T
F.n(E)g(prim(EHS(n.))r\(N ~ (E(n) +S(n))) =

T T T .
=[pr(n).(E)Upr(n)(E)+(0,...,O,l) u... Upr(n)(E)+_(0,...,O,1n—1) U
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(i

T T n tw T CU n-1 .
Upr(n)(E)+(0,...,O,1n)+S(nJ(\[-N ~(E +S(n)>] —‘j=0 NTTTx()).

Se demuestra de manera andloga que
voA

n-k

Nk_lx(j)xN o, ikéN, 1<k <n-1

F (E) €

y por tanto

n
F (E) ¢ ﬂ ([o, ik-lj NN).
k=1 \

4.3.6. NOTACION.-

n

Sea E un ideal de N La funcién de Hilbert-Samuel

de E, que notvaremos HE’ estd definida por
' n
Hp(k) = card { aeN" N E/ A et £ Kk}

La funcidn HE toma, para k70, los mismos valores

que un polinomio, con coeficientes racionales, que también notaremos

HE.

4.3.7. TEOREMA.-

Sea E un ideal de N". Entonces

kd(E)

d(E)!

kv 0

Hg(k) = e(E) +hp(k)

donde hE es un polinomio, con coeficientes racionales, de grado

menor que d(E).

Prueba.- Conservamos las notaciones de 4.3.0..
—_— i



~-102-

Es evidente que
T
cd(E) = min { card(9)/ G(n)(E) £ 9

Aplicando 4.3.3. se puede escribir

NN E = ) G((r (E) + s(‘rn).

geP'(n) M)
A n
Notaremos n = {(XGN / oL ekt £ k} y Pn la

funcién de Hilbert-Samuel de C[[Xl,...,Xn]] (Cf.[BOU] A.C. Chap.8).

1 T K
Hp(k) = card( UL_JQP'( ((G( ) (E) +s(n)m A )
n)»

o o

-
card((G(n)(E) +S( )\ An =

n)

; 7 %
= s card((g_c +S?n))ﬂAn ) =

g 2

(1)
= 2 y P (k -1a"]).
T T n-| o] -
| a éG(n)(E)
Si U,T€P'(n), se tiene:
¥
g o T T
419

- L J

- T -
e G, (F) Vie vac
- (n

)

gout
@vb +S) )
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' guT
donde _afrvl)_'c es el elemento ¢ de T(n) tal que

0 si ig vouT
Cy = a, si i € T

b, si ie T

Para cada ¢ € P'(n) notaremos

(r_('o- u’) con u =
u =(ug,..a,ug i =

0 si iéga

La relacidén, que notaremos < , definida sobre P'(n)

por
ol < 1<l
T<T &b
o T
el = el y o, o
(donde <1ex denota el orden lexicogrdfico inverso sobre N7) es una

relacién de orden total sobre P'(n). Se tiene:

NONE = L———J ((G(G-)(E)+S((T))\( UG(-;)(E) + 5(1;))) J
|lo]|=cd(E) n " g |

v ((G&)(Ens‘")\(UG&)(E)+st
" T<

).
1] |>cd(E) (n) - (n)

Asi pues, de (I) y de (I1) se concluye que el término

de mayor grado de HE coincide con el de

—7 : '
> \ card(G(:)(E)).P

o1 = <d(E) n-{o]]

Finalmente se tiene:

7

/
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o

card(G(n)

T o
(E)) = card{oLéT(n)/ (A + S(n))f\E = ¢3= e‘T(E).

4.3.8. NOTA.-

El teorema 4.3.1. es un corolario del teorema 4.3.7.
pues la funcién de  Hilbert-Samuel del médulo C[[X]]/G coincide
con HE( G En efecto: Notemos H 1la funcién de Hilbert-Samuel

de C[[X]]/G . Por definicién (Cf. [BOU] A.C. Chap. 8) se tiene:

H(K) = dime(C[[X]]/(G+ 1)) = card(N"~ E(G+ w*))

(la segunda igualdad de la linea anterior es una consecuencia di-

recta del teorema de divisidn jor una base de divisién del ideal

k+1 1 k+1

a#
G+ 1l (Cf. 1.1.0.)). Ahora bien; E(G\+4"rlk+ ) = E(&)UE( ),

k+1

pues si fe Gy g €nmt™"’, entonces, o bien |exp(f)] >k+l (y por

k+1))’

tanto fe m<t1 , f+g64«}(+1 y expl(f+g) e E(4m o bien

!exp(f)l < k+l y exp(f+g) = exp(f) (Cf.1.0.8.a)) y por tanto

exp(f+g) € E(&G). Asi pues:

k+1

H(k) = card((N"N E(& )N (N?N E(anHh)) =

i

b
= cardi“é N\ E(G )/ X teoat X € k} = HE(&)(k)'
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4.4. MULTIPLICIDADES GENERICAS DE UN H-MoDULO  <D/1, SIENDO

I UN IDEAL CON CRUZAMIENTOS NORMALES.-

Denotaremos por L el haz de los operadores diferen-

~ciales lineales holomorfos sobre C" (Cf. [PHA]) y por oD, la fibra
de o@ en QC:Cn.

Sea 1 un ideal (a la izquierda) de D, . A 1 se
le asocia, en un entorno abierto U "de 0, un haz de ideales de

D, que denotaremos por & . Asi pues @U/c} es un @U—médt_l_

lo coherente cuya fibra en cada punto de 4] es isomorfa a

Rs/1. Si (x,a) es un punto de T*(U) escribiremos e a)(OQ/I),

en lugar de e a)(‘@u/? ) (Cf. 4.1.3.).

4.4.0. DEFINICION.-

Sea I un ideal (a la izquierda) de D, . Se dice que

I es un ideal con cruzamientos normales si

\gr(1) 2 (Xlél,...,XnEn)gr(@a)‘-

4.4.1. NOTACION.-

1) Notaremos P(n) el conjunto de las partes de 41,...,n},
2) Si v eP(n) notaremos:

-) Cp = T*ZV(U) (el espacio conormal a Z; en U,

donde. Z, ={ze U/zizO si ieq).
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-) uv.=(u°.,...,uq) donde |,
n i

{1 si ieo
= 1 0 si i¢doT .

{1 si i¢co

T
-) w =(wT...,wT) donde w,
— n i

0 si i€v0,
=) b¢ = e(_‘{g~’2¢)(°bo/1)-

Si I es un ideal de &, con cruzamientos normales

" entonces

V(&,/1) = V(ygr(l)) ¢ J T*, (U) = U Cq -
T

g€P(n) T€P(n)

4.4.2. PROPOSICION.-

Con las notaciones anteriores, sea 1 un ideal de

con cruzamientos normales. Entonces:

i) by = 0 si y solo si CO, no es una compecnente irre-

ducible de V(B,/1).

ii) Si Cg; es una componente irreducible de V(dDo/1),
la multiplicidad genérica de &8,/I en esa componente es igual a
bU"

Prueba.-

Es suficiente demostrar 1ii). Si Cy es una componente

irreducible de V(oQ/I) entonces

\

(WO, ") e C \ ( LJ c.c)
-7 v T€P(n)
T+
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_ I
y por tanto (w%,u”) es un punto liso de Cq\(V(obg/I)\ Cy). El

resultado sigue ahora de 4.1.7..

Los siguientes lemas son utiles para el cdlculo de mul-

tiplicidades (Cf. 4.5.).

4.4.3. LEMA.- =

Sea A un anillo local noetheriano y

G = qrln' NG NG 0N

una descomposicién primaria reducida (Cf.[BOU] Chap.4) de un ideal
G de A, donde (qri)léisr son las componentes primarias ais-—

ladas de Gu.. Entonces -

e(A/G) = e(A/ﬁln ong)

Prueba.-

Escribamos By = \/Gh (1<i<r). (Py); ;. son los

ideales primos minimales asociados a G . En virtud de([BOU] A.C.

Chap.8 §7) se tiene:

e(A/G ) = er%longAp(Ap/GF)e(A/F)

donde @ = {?EV(G)/ F es minimal y dim(A/F ) = dim(A/& )

Por localizacién de wuna descomposicién primaria (Cf.

[BOU] A.C. Chap. 4 $4.4) se tiene G, = (ﬁi) (1¢i<r) y por tanto

Pl | Fi
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7

e(A/&) => » long, (A_/(G.) Je(A/q.)
/dim(A/g )=dim(A/ & ) Api Fi % Bi t
Fi fi ,

y esto demuestra el lema.

- bbb, LEMA.-

Sea- A un anillo local noetheriano. Sea (@&.)

(r»1) una familia de ideales de A verificando
i) dim,(A/G ;) = d, Ilgi¢r (d€N);

ii) dimA(A/(GLiJr G‘j))< d  l¢i<jer.

Entonces
-
r r -
dim, (A/ M G)=d y el M G.)) = Ze(A/Gi)-
i=1 : i=1 i=1

Prueba_.—

Por induccidén sobre r. Si r=2, se tiene la sucesidn

exacta

0 — A/(Glﬂﬁz)) — MG, @ AG, —> A/(G+6,) —= 0

como dim(A/@1 +Gz) < d, entonces dim(A/Gll'\G2) = dim(A/&1 ® A/62)=

d y en virtud de ([SE-1] 1I-B,4)

e(A/Glﬂ G\Z) = e(A/Gll) + e(A/Gz).

El resultado se .obtiene aplicando 1la hipdtesis de

induccidén a la sucesidn exacta
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A -4 m

0— A/( m Gi)n&r__;. A/( mG‘i) @ A/G‘r — A/( mGLiH G’r —>0

i=1 i=1 i=l
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4.5. EJEMPLOS.-

4.5.0.

En este ejemplo se calculan las multiplicidades genéricas

de /1, donde 1=(P;,P,)) y P, =yD -1, P, = yD,, +(x-y)D_-1
" (n=2).

1°) Cédlculo de una base de divisién de 1.

Aplicamos 3.0.15. para calcular una base de divisidn
de 1.

exp(Pl) = (0,1,1,0)

exp(Pz) = (1,0,1,0)

E? - ((exp(P,)+N%) ~EV) = (1,0,1,0) + Nx(0)xN2.
o -

N4NE2 - (0,1,0,0) + NA.

_ 2
yP, = (x—y)P1 +y Dy -2y +X

y escribimos

P, = y2D

3 = -2y +X

y

exp(P,) = (0,2,0,1)
ES - ((exp(P3)+N4)\(E1UE2)) - (0,2,0,1) + N%x(0)xN
N4NES - (0,0,1,0) + N4

D.P3 = (yD -2)P; + P,

y por tanto {PI’PZ’P3 ] es una base de divisién de 1 y
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{y?,, (x-y)E + Yy yzrz} es una base de divisidén de gr(1).

A la vista de las ecuaciones de gr(l) es evidente

que I es un ideal con cruzamientos normales.

2°) Célculo de multiplicidades.

Aplicamos  4.4.2. y 4.2. para calcular las multiplici-

dades genéricas de D /I.

-) e(l,l,O,O)(é:)/I)'

Hay que calcular una base de divisién del ideal G de
C[[X,Y,E,YL]] donde

G = ((y+1)E =f,, (x—y)‘j‘ + (y+1)7:f2, (y+1)2r(=f3).

En este caso es fdcil' ver que & = (E,Y()C[[x,y,c‘;,vl]]

y aplicando 4.3.1. se obtiene

e(l’l’o,o)(o@/l) =1.

-) e(O,l,l,O)(@/I)'

BL ideal  ((y+D)(E+D), (xoy-1)(E+Ds(ysldy . (y+D)?n) )
es igual al anillo C[['x,y,Z,Y(]] y por tanto

)(08/1) = 0.

lw
4

€(0,1,1,0

Hay que calcular una base de divisidén del ideal
(y& =f., (x+l-y)E+ y(n+1)=f, y2(N+1)=f,) = (f.,f,,y?=g,). Aplicando
1’ yigr yUrtisty, ¥y =gl = Mgy =gl

3.0.15. se obtiene (fl’f2’g3’ (x+1)52) como base de divisién vy
en virtud de 4.3.1.

e(l,O,O,l)(OS/I):Z'
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-) e(0,0,1,1)(&)/”'

El ideal (y(§+1), (x-y)(§+1) +y(+1), y*((+1)CI[x,y,%, {1

es igual al ideal (x,y)C[fx,y,%,q]] y en virtud de 4.3.1.

¢(0,0,1,1){0/1) = 1.

4.5.1.

En este ejemplo se calculan las multiplicidades genéricas

2
de /1, donde I=(P,,P,) y Py= 2ny +3y“D. , P,=3xD_ +2yDy +6

1°) C4lculo de una base de divisién de 1.

Se procede como en 3.0.15.

exp(Pl) = (1,0,0,1)

exp(Pz) = (1,0,1,0)

EZ - (1,0,1,0) + N°x(0)

4 2

S E® = (0,0,0,1) + N4

N

2D_P, = 3DxP

2
yF2 + AyDy -9y Dx +10Dy

1

y escribimos

. M 2 ’
P3 = AyDy -9y D +10Dy

exp(P3) = (0,1,0,2)

ES = (0,1,0,2) + (0)xN°

/\
N4 JES - (1,0,0,0) + N4
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2
xP:3 = (2yDy +5,)Pl + (-3y Dx)PZ

y por tanto {Pl, PZ’ P37, es una base de divisién de 1 y (2xq+

3y2_§ , 3x% +2y95 Ayflz —9y2£2 ) es una base de divisién de gr(I)

-

A la vista de las ecuaciones de gr(l) es evidente
que 1 no es un ideal con cruzamientos normales. De hecho se de-

muestra fdcilmente que la variedad caracteristica de /1 es igual

a C’1 ) C2 v C3, donde‘
c, = T*Cz(cz)
“2 - T*((xz-yf")\(o,o»(cz)
C, = T*(O,O)(Cz).

En esta situacién el punto (1,O,O,O)€(C1\(V(@/I)\Cl))

y es un punto liso, por tanto

3(1,0,0,0)(35/” = ecl(ob/x) (Cf.

4.1.7.).

Porvotra parte )(OD/I) = e (Ds1) + ec (H/1)

1

e
| (1,1,0,0 2

(pues (1,1,0,0) € C1UC2’ (1,1,0,0) es un punto liso de C2 y se

aplica el lema 4.4.4.).
Finalmente e(0,0,l,l

J(D/1) = e (H/1) (Ch 4.1.7.)
3
(pues (0,0,1,1) € (C3 ~ (VD /1) ~ C3)) y es un punto liso de

C3).
2°) Cdculo de las multiplicidades.

=) e(y 0.0,0)(0 /D).

Hay que calcular una base de divisidén del ideal
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(2(x+1)"z +3y%=f1, 3(x+1)E +2yr( =f,, Ayrlz —9y252 =f3) = (fl(x+l)_1=g1;

£ (x+1)7 =g, f,=g,)

2 2’ 737237
Aplicamos 3.0.15.:

2
8y = 898 -(3y /2(x+1))g2

2
83 = 2yg; -3y,

Asi pues (g, g, g3) es una base de divisién del

idéal en cuestién y en virtud de 4.3.1. se obtiene

e~ (L/1) = 1.
Cl

-) e(l’l’o’o)(oﬁ/l).

Se aplica 3.0.15. para comprobar que una base de di-

visién del ideal

(20410 +3(y+1)% =, 3(x+1)E £2(y+1) 1 =f, 4y+1)1P-9(y+1) %7 =f,)
es (f,, f,, f (y+1)3x‘ )
1 o0 I3 -

En virtud de 4.3.1. se tiene que

©(1,1,0,0)(D/D=2 y por tanto eCZ(cXJ/I) 1.
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=) e(g,0,1,1)(R/1)

Se procede como en 3.0.15. para calcmﬂar una base de
divisién del ideal
2 , 2 2 2
=((2x(\’]+l) +3y (&+l)=f1, 3x(E+1) +2y(‘q+1):f2, 4y(7+1) -9y (&+1)7=E).

Se tiene

xf3 = 2y(\’t+l)f1 —6y3(Y)+1)(E+1) —9xy2(5+1)2 =

. 2
= 201y -(6/)y7((B+1)/(+1))15 =(9/2)y((1)/ (941008,

lo cual demuestra que (fl’ f2’ f3) es una base de divisién de G..

A

Asi pues E(& )= ((1,0,0,0) L (0,1,0,0)) + N y aplicando 4.3.1.

se obtiene

€0,0,1,1)(®/D = 1.

4.5.2. Cdlculo de una resolucién libre del L -mddulo considé'rado

en el ejemplo anterior.

Se considera la sucesidén exacta

¢
@3————‘%’ D —> D/ —0

k)
donde @4(Q1’Q2’Q3) = Z;’l Q, P, ( { Pl,Pz,PS} la bdse de divisidn
i= .

obtenida en 4.5.1.). Por 3.0.13. un sistema de generadores de Ker(®)

es la familia formada por los dos elementos siguientes:
R, = (3Dx’ —2Dy, 1)

2
52 = (2yDy+5, -3y“D, -x)
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aplicamos 3.0.15. para construir una base de divisién de Ker(¢;)
Se tiene
3D._R, = (2yD_+5)R; + (0, ~9y°D° +4yD> +10D_, -3xD_ -2yD_ -8)
x'2 T Y y 1 ’ Y Yx Y y y’ x <Y y

y se escribe

22 . 2
53 = (0, -9y D, +4yDy +10Dy, -3xD_ —ZyDy -8).

Como exp(Rl) = (0,0,1,0;1), exp(RZ) = (0,1,0,1;1)
y exp(Rs) = (0,1,0,2;2) , de 3.0.12. se deduce que {Rl, R, R3'§

es una base de divisién de Ker(®) y se puede escribir la suce-

sién exacta

&,

8
&)3 IE &)3 A

— D —5 D/ — 0

3
donde (Pz(Ql’ QZ’ Q3) = 27 Q.R..

ji=1 !

S i

(

Por 3.0.13. un sist:ma de generadores de Ker({,) es

i

el elemento S = (2yDy +5, —3DX, 1). Por tanto la resolucién cons-

- truida es

(s b, @,
06— 9 — 063—>@3———>409’—-><@/1——> 0

donde @3(Q) = Q.S.

4.5.3. Cédlcule de una resolucién libre del & —médulo considerado
en el ejemplo 4.5.0.
Se considera la sucﬂesién exacta

S N N S

>
donde (,P1(Q1,Q2,Q3) = Ex Q;-P; ({P;,P,,P;y la base de divisién
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del ideal 1 construida en 4.5.0.). Por 3.0.13. un sistema de gene-

radores de Ker((f,) estd formado por

R, = {(x-y, y ,1)

=
i

= (yD, -2, 1, -D ).

Se aplica 3.0.15. para construir una base de divisién

de Ker( ). Se tiene:

donde

R_3 = (yDy +(x—y)Dx -1, ny +1, 0)

De 3.0.12. se deduce que {Rl, R2, R,{’} es una base

de divisién de Ker((®,) y se puede por tanto escribir la sucesién

exacta
&, &,
D3I —"3 3 o L /150
, 3
donde CPZ(Ql,QZ,Q3) = i%l Qi,'Ri .
Por 3.0.13. un sistema de generadores de Ker((,)
es el elemento S = (-DX, 1, -1) 'y por tanto la resolucidén libre

obtenida es

Gy . G G
0 — @—;@3——1 02)3———1,>98———>£)/I——>0

donde QE«g) = Q.S.
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