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Capitulo 1

Introduccion

El matemético alemdn Euler (1707-1782) resolvié en 1736 [20] el famoso
problema de los puentes de Konigsberg. Dicha ciudad estaba dividia en
cuatro partes, conectadas por siete puentes, al pasar por ella un rio (ver
~Figura 1.1).

El problema planteado era el siguiente: empezando a andar en un punto
cualquiera de la ciudad jes posible volver al punto de partida habiendo
cruzado los siete puentes tan sélo una vez?. La respuesta de Euler fue NO y
basé su negativa en el siguiente razonamiento: prescindiendo de la geografia
peculiar de la ciudad y su entorno, puede trazarse un esquema de la misma
mediante cuatro puntos A, B, C, D (que se correspondan con cada una de las
partes de la ciudad) y unir con curvas arbitrarias aquellos puntos conectados
en la realidad por los puentes (ver Figura 1.2).

El problema inicial es, de hecho, equivalente al problema (basado en la
figura adjunta) de si partiendo de uno de los cuatro puntos puede trazarse
un itinerario que englobe a todas las curvas una sola vez. Si ello fuese posible
el nimero de lineas por cada punto deberia ser par y en cambio todos los
puntos tienen un niimero impar de lineas. Por tanto el problema no tiene
solucién. Los puentes de Kénigsberg fueron destruidos durante la segunda
guerra mundial, pero la resolucién del problema por parte de Euler, fue el
principio de una teoria matematica de gran utilidad y brillantez: la Teoria de

1
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Figura 1.1:
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Grafos. Antes de llegar a la formulacién precisa de dicha teoria fueron muchos
los cientificos que de forma totalmente independiente utilizaron conceptos que
a posteriori se han visto unificados con la Teoria de Grafos.

Kirchhoff [37] en 1847, manejé esquemas sobre circuitos electrénicos;
Cayley en 1869 [12] estudié la enumeracién de los isémeros del compuesto
orgéanico C,Hs, 2 usando esquemas donde cada punto estaba unido con una
o cuatro lineas correspondientes a las valencias de enlace; Jordan [35], en
1869, estudié estructuras arborescentes de forma abstracta. En 1859, Hamil-
ton ided el siguiente juego: dado un dodecaedro, si en cada uno de sus 20
vértices se pone el nombre de una ciudad, jes posible encontrar un circuito
cerrado a través de las aristas del dodecaedro que pase por cada ciudad
una sola vez? Dicho juego dio lugar a la teoria de grafos hamiltonianos,
de muiltiples aplicaciones como para resolver problemas de circulacién. En
tiempos mads recientes surgi6 el problema de colorear mapas de forma que
paises con frontera comin tuviesen coloracién diferente. Lewin introdujo
en Psicologia [41] esquemas como los anteriores al representar personas por
puntos y unir aquellos puntos si las personas representadas tenian relaciones
personales. Whlenbeck, Lee y Young, en Fisica usaron esquemas con puntos
y lineas al simbolizar estructuras moleculares y sus interaciones ... etc.

Lo comin en todos los casos es el llegar a simbolizar un problema concreto
mediante un esquema grdfico o grafo, formado por puntos y lineas que los
unen, y estudiar entonces soluciones al problema inicial planteado mediante

reflexiones sobre el esquema grifico asociado.

Como situaciones totalmente dispares pueden dar lugar a los mismos es-
quemas graficos, estudiando éstos en general se obtienen soluciones a proble-
mas multiples.

Por supuesto la elaboracién de un grafo representa siempre una renuncia
a muchas condiciones y caracteristicas, pues el grafo como tal debe ser un
esquema simple. Notese también que el trazado de un grafo no es un pro-
blema de geometria métrica, es decir, la forma de las lineas que unen puntos

es cualquiera: interesa visualizar las relaciones, las conexiones, las intera-
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cciones,... no hacer una fotografia del trazado. El estudio de este tipo de
representaciones, de su existencia y de su clasificacién, es lo que se conoce

como Teoria de Grafos Topoldgicos.

Este tipo de cuestiones tiene una gran aplicabilidad en campos como la
Arquitectura, el disefio de redes de comunicacién o el diseno de circuitos inte-
grados, por citar algunos (ver [22] para més detalles).Voy a permitirme hacer
un pequeno inciso en su aplicacién a la Arquitectura, ya que una conviccién
personal casi me lo exige que es la siguiente: mi labor en la Universidad es
Docente e Investigadora y no me gustan que vayan por separado, sobre todo

en un caso como éste que tan claramente pueden ir unidos.

En las diferentes etapas de concrecién de un proyecto arquitecténico la
Teorfa de Grafos Topoldgicos aporta un eslabén clave. Una vez perfiladas las
partes o elementos que formarén el proyecto, y antes de proceder al trazado
de los primeros croquis predimensionales, es sumamente clarificador trazar
el grafo de relaciones entre los elementos prefijados. Por supuesto, dife-
rentes tipos de relaciones: acceso fisico (puertas), acceso visual (ventanas,
cristal,...), pared comtn,... etc., llevan a realizar diversos grafos sobre un
mismo conjunto de elementos: tantos grafos como tipos de relaciones. Si
simbolizamos por puntos los elementos y trazamos como aristas entre estos
puntos segmentos que simbolicen la relacién acceso a obtenemos un grafo.
Si éste pone de manifiesto la existencia de un ciclo eso nos viene a decir que
es posible establecer un circuito entre dos elementos cualesquiera (ver Figura
1.3).

A un grafo plano de adyacencias pueden corresponder diversos croquis.
A cada croquis le corresponde (salvo isomorfismo) un grafo de adyacencias.
Un grafo de adyacencias no plano no puede corresponder a una distribucién
real en planta.

Una vez realizado un grafo de adyacencias y un croquis dimensionado,
a dicho croquis puede asociarse un grafo evaluado de dimensiones con el
siguiente criterio. Se marcan tantos vértices como trozos de paredes hori-

zontales haya, mds dos vértices especiales (al principio y al final), escalando
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todos los vértices de arriba abajo; de cada vértice salen aristas (dirigidas
hacia abajo) donde se coloca el dimensionado de las paredes horizontales.
En cada vértice se sitia en un circulo el dimensionado vertical que queda
entre la pared asociada al vértice y la siguiente por debajo. En el vértice
final la dimensién vertical debe ser cero y la arista saliente debe tener la
dimensién horizontal total. Notese que el grafo no es correcto si la suma
de valores salientes en cada vértice no es igual a la suma de los valores en-
trantes. El interés de estos grafos dimensionales es verificar si la reparticién
de dimensiones interiores es correcta (ver Figura 1.4).

Otro problema abierto de Teoria de Grafos, cuya motivacién ha sido ar-
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quitecténica, es el de la diseccién exacta de un cuadrado en subrectdngulos
trazando sélo lineas horizontales y verticales determinando en cada caso to-
das las subdivisiones posibles y no isomorfas (ver Figura 1.5).

Noétese que este problema no es el de encontrar todos los grafos finitos
posibles sino aquellos que correspondan a una diseccién plana pausible. Por
ejemplo los grafos K5 y K33 no se corresponden con ninguna diseccién de
este tipo. Si n indica el nimero de rectdngulos en que se quiere dividir el
cuadrado, para n = 1,2,3,4,5 y 6 se ha calculado que existen, respectiva-
mente, 1,1,2,7,22 y 117 formas diferentes de subdivisiones no equivalentes
topolégicamente. Para n > 7 el problema de la descripcién exhaustiva de
tales subdivisiones estd4 ain abierto. Este tipo de problemas se relaciona
hoy con la creacién de algoritmos capaces de resolver la cuenta de todas las

posibles soluciones mediante el uso de ordenadores y plotters acoplados.
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A lo largo de la memoria hablaremos de Superficies Tubulares de Género
Finito, con respecto a éstas me gustaria mencionar la aplicacién practica que
en las nuevas tendencias en la Arquitectura tienen estas superficies utilizadas
como soporte en la construccién de diferentes tipos de cipulas.

Y principalmente hablaremos de inmersiones de grafos infinitos en es-
tas superficies. Cabe preguntarse en este punto, jpor qué grafos infinitos?
Primero porque los grafos infinitos son estructuras matemaéticas y por tanto
merece la pena su estudio, ademads existen muchas relaciones entre otras ra-
mas de las matematicas como Algebra, Teoria de Grupos, Geometria, Légica,
etc. y la Teorfa de Grafos y en estos campos las estructuras infinitas son muy
comunes. Segundo, porque un grafo infinito puede ser considerado como un
grafo finito del cual no se sabe exactamente su tamafio. Por ultimo, pero no
por ello menos importante, los grafos infinitos son una sucesién creciente de

grafos finitos (lo que en la literatura se conoce como Grafos Universales).
Esta memoria esté estructurada de la siguiente forma:

Comenzamos con una breve introduccién sobre la Teoria de Grafos, para
seguir con un capitulo dedicado a las nociones y conceptos bésicos que nece-
sitaremos para el desarrollo y una mejor comprensién de los contenidos que
a lo largo de las dos partes que forman este trabajo vamos a presentar.

La primera parte estudia inmersiones de grafos infinitos, numerables y
localmente finitos en superficies abiertas de género finito y estd compuesta
por dos capitulos (3 y 4). En el Capitulo 3 hablaremos y, desde un punto
de vista tedrico, caracterizaremos los grafos sin un punto de acumulacién de
vértices en tales superficies, encontrando una lista de subgrafos prohibidos
para esta propiedad en el cilindro (problema éste propuesto por Thomassen
en su visita a nuestro Departamento en 1994). En el Capitulo 4 centraremos
nuestra atencién en el caso de superficies abiertas planas sobre las cuales
generalizaremos los resultados obtenidos por Ayala, Dominguez, Marquez
y Quintero [5] para grafos mosaicos planos, asi como otros obtenidos por
Thomassen en [58] sobre representaciones planas por segmentos rectilineos a

dichas superficies.



En la segunda parte de la memoria, hablaremos de inmersiones de grafos
infinitos, numerables, localmente finitos y dindmicos; lo que nos va a permitir
no sélo encontrar resultados tedricos sino también algoritmicos, debido a la
estructura repetitiva que tienen estos grafos. En el Capitulo 5 estudiaremos
cuando las inmersiones de estos grafos en el cilindro presentan algin tipo de
acumulacién de puntos, siguiendo la linea de trabajo abierta por Dana [16]
en su Tesis Doctoral. Y por ultimo, concluimos esta parte planteandonos el
estudio de ciertas propiedades métricas extrechamente relacionadas con las
inmersiones de grafos por segmentos rectilineos que presentan puntos de acu-
mulacién, abriendo una nueva linea de investigacién, también propuesta por
Thomassen en su visita y donde proponemos interesantes problemas abiertos.

Para finalizar este trabajo de investigacidn, presentamos un Apéndice
donde damos un procedimiento para obtener los subgrafos prohibidos que
verifican cierta propiedad a partir de los menores prohibidos que verifican
la misma y las referencias bibliogréficas més significativas consultadas para

elaborar esta memoria.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo presentaremos las definiciones y nociones bésicas que se uti-
lizaran a lo largo de la memoria, las cuales podemos encontrar explicitamente
en cualquier libro introductorio de Teoria de Grafos, como el de Harary {30]
para grafos finitos y los surveys de Thomassen [54] y Nash-Williams [44] para
grafos infinitos.

2.1 Nociones basicas

Comenzamos introduciendo terminologia clésica en Teoria de Grafos.

Se define un grafo G como un par (V, A), donde V es el conjunto de
vértices de G y A es el conjunto de aristas. Una arista es un par no or-
denado de vértices distintos de G. A los vértices que forman una arista se
les denomina extremos de la arista. En un grafo no existen varias aristas
con los mismos extremos. Si no imponemos esta Gltima restriccién, entonces
hablaremos de un multigrafo.

Dos vértices de un grafo G son adyacentes si existe una arista formada
por esos dos vértices. Dos aristas son incidentes si tienen un vértice en
comun. Un vértice y una arista también se dicen incidentes si el vértice es
un extremo de la arista.

Si u es un vértice de G, denotaremos por §(u) a su valencia en G, que es

11
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el nimero de aristas de G incidentes con u. Representaremos el cardinal de
un conjunto A por |A|. Consideraremos dos tipos diferentes de grafos: los
que tienen una cantidad finita de vértices que llamaremos grafos finitos y los
que tienen una cantidad numerable de vértices cada uno de ellos con valencia

finita, que denominaremos grafos infinitos numerables localmente finitos.

Sea G un grafo y u y v dos vértices suyos. Un camino en G que une u y
v es un conjunto ordenado de vértices distintos incidentes con el anterior y
el siguiente, P = {u = uy,ug,...,u, = v} .

Definimos la longitud de P como el niimero de vértices que tiene menos
uno. También se llama camino en G que une a © y v a una sucesién de aristas
de la forma {{u = u;,us},...,{un—1,u, = v}}. La longitud de este camino

es la misma que la de P, que equivale al ntimero de aristas que lo componen.

Un camino como el anteriormente descrito, se dird que es un ciclo si el

vértice inicial y final coinciden.

Si G es un grafo y v un vértice suyo, denotaremos por G — {u} al grafo
formado por todos los vértices de G excepto u y todas sus aristas excepto
las incidentes con u; en este caso diremos que G — {u} se ha obtenido a
partir de G borrando un vértice. Al grafo que se obtiene a partir de G,
borrando sucesivamente los vértices u,,us, ..., u, lo denotaremos por G —
{u1,u2,...,u,}. Si z es una arista de G, también podremos hablar del grafo
donde se ha borrado una arista, denotado por G — {z}, que es el grafo
formado por todos los vértices de G y todas sus aristas excepto z. Si del
grafo G se borran sucesivamente las aristas z,, x5, ..., 2z, obtenderemos un

grafo que denotaremos por G — {z1, 2, ..., Tn }-

Sean G y H dos grafos. Diremos que H es un subgrafo de G y lo deno-
taremos por H C G si se ha obtenido mediante una sucesién de borrados
de vértices y/o aristas de G. Si ademés el grafo H no es igual a G y con-
tiene a algin vértice, entonces diremos que H es un subgrafo propio de G.
Analégamente se define un submultigrafo. Dado un subconjunto de vértices
W de G, denotaremos por < W > al grafo que tiene como vértices los ele-

mentos de GG, y como aristas, todas aquellas que existian en G entre vértices
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de W. Diremos que < W > es el subgrafo de G inducido por W. Dado un
vértice u de un grafo G, el subgrafo inducido por u y sus adyacentes se denota
por Adyg(u).

Si G es un grafo y z = {u,v} una arista suya, denotaremos por G/z al
grafo que contiene todos los vértices de G excepto u y v més un nuevo vértice
w que es adyacente con todo aquél vértice que sea adyacente con u 6 v en G.
Diremos que G/z se ha obtenido a partir de G por contraccién de la arista

z, o bien que G se ha construido a partir de G/z por division del vértice w.

Sean G y H dos grafos de manera que H se ha obtenido a partir de G
mediante una secuencia de borrados de vértices y aristas y contracciones de
aristas. Diremos que H es un menor de G. Si ademés, H no es igual a G y
contiene a algiin vértice, entonces diremos que es un menor propio de G.

Si Gy = (V1, A1) y Go = (V2,G3) y @ : V — V. Si @ es inyectiva y tal
que dados dos vértices adyacentes u y v de G se tiene que ®(u) y ®(v) son
adyacentes en Gy, entonces se dice que P es una inmersién de G, en Ga. Si
® es una inmersién de Gy en G biyectiva tal que &' es una inmersién de
Gy en G,, entonces ® es un isomorfismo entre los grafos G; y G2 que a su

vez se dicen isomorfos.

Sea una arista z = {u;,us} . Llamaremos subdivisién de x a, o bien un
conjunto finito de aristas P = {{uy,v1}, {v1,v2}, ..., {n, u2}} con todos los
vértices distintos, o bien a la misma arista z. Si G es un grafo, llamaremos
subdivisién de G al grafo obtenido al sustituir las aristas de GG por particiones
suyas, de manera que los vértices que estdn en los interiores de las particiones
de una arista son distintos entre si y distintos de los vértices de G. Diremos
que dos grafos G; y G2 son homeomorfos si existe un grafo G3 que sea
subdivisién de G; y Ga.

Sean G, y G, dos grafos. Decimos que © es un morfismo entre Gy y G
si existe una subdivisién G5 de G, tal que © transforme vértices de G, en
vértices de G3 manteniendo las adyacencias y si {u,v} es una arista de G3,
entonces existen dos vértices u; y u adyacentes en Gy, tales que O(uy) = u

y O(uy) = v. Si ademss la eleccién de los vértices u; y uy es tnica entonces
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se dird que el morfismo es inyectivo en las aristas.

Un I-camino W en un grafo infinito G es un subgrafo W de G tal que
existe un morfismo @ : J — W, siendo J un grafo homeomorfo a la semirrecta
de los niimeros reales no negativos R*, tal que induce una biyeccién en las
aristas.

Un grafo G se dird conexo si para cualesquiera dos vértices de G, existe
un camino que los une. Si G es un grafo no conexo, se puede definir R, la
siguiente relacién de equivalencia en el conjunto de los vértices: uRv si existe
un camino que los une. Llamaremos componentes conexas de G a las clases
de equivalencia del conjunto cociente G/R. Es claro que un grafo es conexo
si y sélo si tiene una dnica componente conexa.

Un vértice v de un grafo G se dice que es un punto de corte si el grafo
inducido por G — {v} posee un niimero superior de componentes conexas que
el grafo G. Un grafo conexo que no posee puntos de corte se dice que es un
grafo 2 — conexo. Dos vértices u y v de G forman una pareja de corte si
G — {u,v} tiene un nimero superior de componentes conexas que el grafo
G. Dentro de los grafos conexos, vamos a distinguir varias situaciones. Un
grafo G se dice n — conezo si se necesitan borrar al menos n vértices para
desconectar el grafo. Hay que hacer notar que un grafo no conexo es 0-conexo
y que si un grafo es n-conexo, también es m-conexo con m < n.

Un resultado muy utilizado relativo al grado de conexién de un grafo es

el siguiente, conocido como el Teorema de Menger [28].

Teorema 2.1 Dado un grafo conexo y dos vértices suyos u y v no adya-
centes, el nimero minimo de vértices cuyo borrado desconecta a u y v es el

mdzimo numero de caminos disjuntos que los unen.

Un subgrafo H del grafo G se dice una 3 — componente (respectivamente
2 —componente y 1 — componente) si H es 3-conexo maximal (resp. 2-conexo
y l-conexo) es decir, no se le puede afiadir aristas o vértices de G sin que H
deje de ser 3-conexo (resp. 2-conexo y l-conexo).

Sea G un grafo con una pareja de corte {u,v} y sean Hy, ..., H, las com-

ponentes conexas de G — {u,v}. Diremos que G queda dividido mediante
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Figura 2.1:

{u,v} en los grafos Gy, ...,Gn, donde cada G; es el subgrafo de G inducido
por V(H;) U {u,v} al que se le ha anadido la arista {u,v}. A dichos grafos
también los llamaremos {u,v} — blogues.

2.2 Planaridad

Un grafo G se dice sumergible en una superficie S si existe un grafo isomorfo
que puede dibujarse sobre S de forma que las aristas sélo se intersecten en los
vértices. Un grafo plano es aquel que es sumergible en un plano. Teniendo
en cuenta la proyeccién estereografica, es facil ver que un grafo es plano si y
s6lo se puede sumergir en la esfera (ver Figura 2.1).

Consideremos los grafos G; y G2 de la Figura 2.2. En ambos casos los
dibujos que representan a G; y G tienen el inconveniente de que las aristas

se cortan en puntos que no son vértices. Sin embargo, podemos hallar dos
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Figura 2.2:

'3 ! . . .
grafos G| y G,, isomorfos respectivamente a los anteriores, en los que esto
no suceda. Por tanto podemos concluir que tanto G; como G2 son grafos
planos.

La representaciéon plana de un grafo divide al plano en regiones, que
llamaremos caras del grafo. A una cara no acotada de un grafo la llamaremos

cara exterior.

El problema inmediato es estudiar si todos los grafos son planos y cémo
puede darse un método rapido para reconocer la planaridad o no de un grafo,
sin recurrir a la casuistica de sus representaciones isomorfas.

Existen diversas referencias de que en el siglo pasado algunos matematicos
eran conscientes que lo que hoy llamamos K5 no admite una inmersién en
el plano. De hecho, la demostracién de la imposibilidad de encontrar tal
inmersién se deduce inmediatamente a partir de la férmula de Euler que nos
relaciona el nimero de vértices n, aristas m y caras f de un poliedro esférico:
n—m+ f = 2. En este punto, cabe aclarar, que aunque de todos es conocida
como la férmula de Euler, son varios los autores que hay que citar al hablar
de ésta. En 1750 Euler escribié una carta a Goldbach comunicdndole que
habia encontrado dicha férmula pero que no habia sido capaz de probarla.

La carta completa se puede encontrar en {36].
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Obviamente, K5 y K33 no son los iinicos grafos no planos, sin embargo, en
1930 Kuratowski [39] resolvié todas las cuestiones planteadas anteriormente
demostrando uno de los teoremas mds importantes en-Teoria de Grafos:

Teorema 2.2 Un grafo es plano si y sélo si no contiene un subgrafo home-
omorfo a K5 6 a K33 (ver Figura 2.3).

Un resultado como el anterior se conoce como una caracterizacién de tipo
Kuratowski o bien diremos que los grafos planos se han caracterizado en
términos de grafos prohibidos o que los grafos no planos estan caracterizados
mediante grafos minimales. Gran parte de los resultados obtenidos a lo largo
de la memoria son de esta naturaleza.

Las aplicaciones del Teorema de Kuratowski son numerosas, tocando ra-
mas como la Ingenieria, la Arquitectura y otras mucho més exéticas (ver
[22] como una buena referencia para aplicaciones de la Teoria de Grafos en
general).

Un paso decisivo para la automatizacién del Teorema de Kuratowski,
fue su versién algoritmica efectiva dada por Hopcroft y Tarjan en 1974 [31]
consiguiendo un algoritmo que, en tiempo lineal, decide si un grafo es plano
o no. El siguiente avance fue dado por Nishizeki y Chiba [45], consiguiendo
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Figura 2.4:

un algoritmo, que también en tiempo lineal, da una inmersién en el plano de

un grafo si éste es plano.

La caracterizacién obtenida por Kuratowski es valida tanto para grafos
finitos como para grafos infinitos [17, 61] (los resultados tedricos no los al-
goritmicos). En el caso infinito, varios autores (ver [29, 58]) han sefialado la
importancia de asegurar representaciones planas sin acumulacién de vértices
o sin acumulacién de aristas.

Un punto de acumulacion de vértices de una representacién plana de
un grafo plano infinito es un punto p del plano tal que cualquiera que sea
€ > 0, la bola de centro p y radio € contiene infinitos vértices de dicha
inmersién. Un grafo diremos que es VAP — plano si no contiene ningin
punto de acumulacién de vértices. No siempre es posible encontrar una
representacién con esas caracteristicas para cualquier grafo, aunque sea plano
como en el ejemplo de la Figura 2.4.

Parece pues natural preguntarse si existe alguna caracterizacion para los
grafos con representaciones VAP-planas. En este sentido, Halin en [29] car-
acterizé los grafos isomorfos a los grafos planos localmente finitos sin puntos
de acumulacién del conjunto de vértices, anadiendo cuatro nuevos grafos

prohibidos a los de Kuratowski.
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Teorema 2.3 Un grafo infinito plano tiene una representacion VAP-plana
st y sdlo si no contiene un subgrafo homeomorfo de los grafos Kg°, L%, K33
y L (ver Figura 2.5).

Existen grafos que ain siendo VAP-planos, sin embargo presentan otro
tipo de acumulacién de puntos.

Un punto de acumulacion de aristas de una representacién plana de
un grafo plano infinito es un punto p del plano tal que cualquiera que sea
e > 0, la bola de centro p y radio ¢ intersecta infinitas aristas de dicha
inmersién. Un grafo diremos que es EAP — plano si no contiene ningin
punto de acumulacién de aristas.

Imaginemos, por ejemplo, un grafo que tiene dos componentes conexas:
una cuadricula infinita y un subgrafo homeomorfo a R. Es posible dar una
representacion sin acumulacion de vértices pero existe acumulacién en los
puntos interiores de las aristas, como podemos ver en la Figura 2.6.

Ayala, Dominguez, Marquez y Quintero [5] caracterizaron los grafos planos
localmente finitos sin puntos de acumulacién ni de vértices ni de aristas
anadiendo dos nuevos grafos prohibidos a los considerados por Halin.

Teorema 2.4 Un grafo infinito VAP-plano es EAP-plano si y solo si no



20 Capitulo 2. Preliminares

—=

Figura 2.6:
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Figura 2.7:

contiene un subgrafo homeomorfo a P(Ks)UP, 6 P(Ks33)JP, (ver Figura
2.7).

Aunque pudiera parecer que por la naturaleza infinita, no tiene sentido
plantearse estos problemas desde un punto de vista algoritmico, la realidad es
que en disefio VLSI el investigador se encuentra ante la necesidad de decidir si
un grafo de tamaiio ilimitado (infinito) pero con un periodo regular es plano,
VAP-plano o EAP-plano tal y como sefialan Iwano y Steiglitz en [33]. Dichos
autores dan en [34] un algoritmo que reconoce cuando un grafo periédico es
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VAP-plano, aunque, por desgracia sus resultados se basan en diversos pre-
liminares que son falsos, con lo cual la validez de sus métodos no quedan
claros hasta que Dana en [16] encuentra algoritmos lineales que caracteri-
zan la planaridad, VAP-planaridad y EAP-planaridad de grafos periédicos,
obteniéndose los métodos de Iwano y Steiglitz como casos particulares de los
empleados por Dana. En este sentido, en esta memoria nosotros trataremos
estas mismas propiedades para inmersiones de grafos en superficies abiertas
con n finales de Freudenthal y desde el punto de vista algoritmico nos cen-

traremos mas especificamente en grafos periédicos o dindmicos en el cilindro.

2.3 Periplanaridad

Supongamos que tenemos que construir un cierto circuito impreso que repre-
sentamos como un grafo, donde los vértices son las terminales del circuito
y las aristas, las conexiones entre las terminales. Si ese circuito es parte
de un sistema més complejo, y sus terminales deben conectarse a su vez
con otras partes del sistema, se comprende facilmente que dichas terminales
deben situarse en la periferia de la placa, o dicho de otra manera, el grafo
que lo modeliza, debe de ser periplano.

Un grafo se dice periplano si tiene una representacion plana tal que todos
los vértices estan en la misma cara. Por ejemplo, K4 no es periplano, ya que
si lo fuera podriamos obtener una inmersién plana de Ks. Se pueden contar
multitud de aplicaciones de los grafos periplanos, desde la Arquitectura [50],
el disefio de circuitos impresos [42] o el disefio de redes de comunicaciones
[23].

Los grafos periplanos fueron introducidos y caracterizados por Chartrand
y Harary en [13]. Desde entonces, han aparecido muchas aplicaciones de
ellos tanto en Matemadticas como en otras disciplinas. Esto es debido a que,
aunque es una familia relativamente pequena entre los grafos planos, posee
muy buenas propiedades desde el punto de vista topoldgico (por ejemplo, un
grafo periplano maximal es la triangulacién de un poligono) o computacional
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Figura 2.8:

(el cdlculo de drboles de Steiner sobre grafos periplanos se puede resolver en
tiempo polinomial [63] mientras que en el caso general es un problema NP).
Chartrand y Harary nos proporcionaron la siguiente caracterizacién en

términos de subgrafos prohibidos:

Teorema 2.5 [18] Un grafo es periplano si y sdlo si no tiene un subgrafo
que se obtenga a partir de Ky ¢ K3 mediante subdivision de aristas (ver
Figura 2.8).

Buena parte del interés en el estudio de los grafos periplanos se ha cen-
trado en encontrar conceptos més amplios que la periplanaridad que de al-
guna manera heredan ciertas propiedades que son consideradas interesantes.
A continuacién vamos a presentar algunas de estas extensiones.

En primer lugar, es necesario hablar de los grafos W — periplanos. Siendo
G un grafo plano y W un subconjunto de sus vértices diremos que G es
W — periplano si tiene una representacién plana tal que los vértices de W
estan en la cara exterior. Claramente si W = V(G) entonces G es periplano
y si W tiene un tnico vértice basta con que G sea plano. Este conjunto de
grafos fue definido y estudiado por Oubina y Zucchello [?] dando la siguiente

caracterizacion:
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Figura 2.9:

Teorema 2.6 Sea G un grafo conexo y W un subconjunto no vacio de sus
vértices. G es W-periplano si y sélo si G no contiene un subgrafo K homeo-
morfo a K4 y Ko 3 tal que los vértices distinguidos de K (V(K4) y los vértices
de valencia 2 de Ko 3) pertenecen a W o estdn K-periconectados con vértices
de W.

Si K es un subgrafo de G, un vértice u de K estd K — periconectado con
un vértice v de G — K si existe un camino entre ellos que no contiene ningin
vértice de K excepto u.

En la Figura 2.9 podemos ver como el grafo de la izquierda no es W —
periplano mientras el de la derecha si, donde los vértices de W son los mar-
cados con un cuadrado.

Otra extensién de la periplanaridad es la dada por Sedlacek en [51]. En
dicho trabajo, el autor definia el concepto de grafo periplano generalizado que
es un grafo con una representacién plana donde cada arista tiene al menos un
extremo en la cara exterior (K4 es un grafo periplano generalizado) y daba
una caracterizacién de éstos mediante grafos prohibidos.

Al igual que ocurria con los grafos planos, también es vélido el Teorema
de Chartrand y Harary para grafos infinitos pero haciendo una salvedad
que es importante asegurar ademés que no haya puntos de acumulacién en
la representacién plana correspondiente. En este sentido, Boza, Didnez y
Mérquez [9] fijan y caracterizan los grafos p — periplanos es decir, los grafos



24 Capitulo 2. Preliminares

infinitos que tienen una representacién plana sin acumulacién de vértices ni

de aristas tal que todos los vértices estdn situados en una cara.

Céceres en su Tesis Doctoral [10] recoge también otras generalizaciones

de grafos periplanos muy interesantes.

La primera de ellas surge de manera natural al hacerse la siguiente pre-
gunta: jcudntas caras de un grafo se necesitan como minimo para recubrir
a todos los vértices? Llamaremos grafo n-periplano (con n € N) a un grafo
plano tal que existen n caras que contienen a todos los vértices en alguna
de sus representaciones planas. Asi por ejemplo, los grafos 1-periplanos
prohibidos son los grafos periplanos de Chartrand y Harary. Existen va-
rios trabajos que proporcionan una caracterizacién de todas estas familias.
Bienstock y Monma en [7] dan un algoritmo que reconoce cuando un grafo es
n-periplano. Existe un buen motivo por el cual una caracterizacién mediante
grafos minimales n-periplanos es interesante y que pasamos a detallar en el
cason = 1y n = 2. No es dificil comprobar que los grafos de Halin se pueden
construir a partir de unos grafos 1-periplanos prohibidos a los que se les ha
unido algunos l-caminos en ciertos vértices. Recordemos que los grafos de
Halin son los minimos grafos infinitos cuyas representaciones planas tienen
al menos un punto de acumulacién de vértices. En este contexto Céceres
encuentra una lista de grafos minimales prohibidos 2-periplanos que estan
relacionados con los grafos infinitos que tienen una representacién en el cilin-
dro con al menos un punto de acumulacién de vértices sin mds que anadir

1-caminos en ciertos vértices.

Otra generalizacién recogida en la Tesis de Céceres [10] es la extensién
del Teorema de Oubifia y Zucchello a cualquier superficie en los siguientes

términos.

Sea G un grafo, W C V(G) y S una superficie. Diremos que G es
S — representable si existe una inmersiéon de G en S y que es W — § —
representable si existe una inmersién de G en S de forma que todos los
vértices de W estén en la misma cara. Denotaremos por GY al cono de G,
es decir, el grafo formado al afadir a G un nuevo vértice v y las aristas que
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unen v con cada vértice de W.

Teorema 2.7 En las condiciones anteriores, G es W-S-representable si y

sélo si GV es S-representable.

En esta memoria nosotros ampliaremos este concepto y hablaremos de

los grafos n- W-S-representables.

2.4 Superficies

El disefio de circuitos impresos es un claro incentivo para la representacion
de grafos en distintas superficies. Importantes resultados se han derivado al
considerar multitud de cuestiones sobre los dibujos planos de grafos. Un lu-
gar, no menos importante, ha sido ocupado por las investigaciones realizadas
sobre otras superficies.

En esta seccién vamos a fijar los conceptos sobre superficies e inmersiones
de grafos, con los que vamos a trabajar a lo largo de la memoria.

Entre los primeros espacios considerados por los matemdticos destacan
las superficies de objetos sélidos: esferas, conos, poliedros, etc. Todos ellos
tienen como propiedad comiin que alrededor de cada punto se puede localizar
un pequefio disco abierto (aunque posiblemente deformado).

Las superficies aparecen como descripciones de observaciones fisicas y
astronémicas. El desarrollo de la Dindmica resalté el papel de las superficies,
al aparecer éstas como representaciones de los llamados espacios de fases
de sistemas dindmicos. Es decir, las posibles configuraciones de un sistema
dindmico junto con las velocidades de los distintos puntos que lo forman. Un
ejemplo muy sencillo consiste en un punto que se mueve libremente por una
circunferencia. Entonces la variedad de estados de este sistema es claramente
un cilindro infinito.

Dentro de las Matematicas las superficies son objetos estudiados desde el
punto de vista del An4lisis Matemético (4reas y volimenes) y de la Geometria

Diferencial (curvatura, lineas geodésicas, etc.).
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Por su extensa utilizacién, las superficies son los espacios topolégicos més
importantes en dimensién 2. Supongamos conocidos conceptos bésicos como
espacio topolégico, compacidad, conexién por arcos, espacio de Hausdorff,
homeomorfismo, etc. En este contexto decimos que una superficie S es un
espacio topoldgico compacto, de Hausdorff, conexo por arcos y localmente
homeomorfo a un disco. Esto es, para cada punto p de S existe un conjunto
abierto de S conteniendo a p, el cual es homeomorfo a un disco abierto del
plano. Una superficie se puede obtener de la siguiente forma: tomamos
una coleccién de poligonos convexos en el plano disjuntos dos a dos (y sus
interiores) con lados de longitud uno e identificamos cada lado con otro,
posiblemente en el mismo poligono. Esto da lugar a un espacio topolégico S
y a un grafo G, cuyos vértices son los de los poligonos y cuyas aristas son los
lados. Si G es conexo, S es conexo por arcos y si S es localmente homeomorfo
a un disco en cada uno de los vértices de GG, entonces S es una superficie.

Decimos que G es una inmersion 2-celular de S.

Si todos los poligonos son triangulos y ningin lado de un tridngulo es
identificado con un lado del mismo tridngulo entonces decimos que G es una

triangulacion de Sy que S es una superficie triangularizable.
A continuacién vamos a definir las superficies S; y Np.

Denotaremos por Sy a la esfera. Si recortamos dos discos abiertos disjun-
tos de Sy e identificamos sus fronteras de tal forma que las orientaciones en
el sentido de las agujas del reloj de éstas no coincidan, estamos anadiendo
un asa a Sp. Si afadimos g asas obtenemos la superficie orientable S4. Si
representa la superficie térica y S, el doble toro. Al niimero de asas de una
superficie S se le llama género de S. Si lo que hacemos es recortar dos discos
abiertos disjuntos de Sy e identificamos cualquier par de puntos opuestos
de sus fronteras lo que hacemos es anadir un plano proyectivo a la esfera.
Si hacemos esto h veces pues obtenemos la superficie no orientable Nj. Por
ejemplo N, es la botella de Klein.

En general, podemos definir una variedad de dimensién n como un espa-
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Figura 2.10:

cio topolégico de Hausdorff en el que cada punto admite un entorno abierto
homeomorfo a R". De este modo, una superficie es una variedad de dimensién
2.

El conjunto de puntos z en una variedad de dimensién n, X , para el cual
existe un conjunto U C X homeomorfo a una bola abierta n — dimensional
tal que z € intU, es llamado interior de la variedad X y es denotado por
intX. Al complemento X\intX se le llama frontera de la variedad X y se
denota por bdX. Una variedad cuya frontera es vacia le llamaremos variedad
sin frontera.

Por ejemplo, sean los puntos z e y pertenecientes a una variedad de di-
mensién 2, X, o sea, una superficie, tal que existen unos conjuntos U, y U,
homeomorfos a bolas cerradas de dimensién 2 con z € intU, e y € intU,.
Adem&s supongamos que z estd en el interior del intX, es decir, que existe
un conjunto U, homeomorfo a una bola abierta con z € intU; y que el punto
y no tiene esa propiedad, en este caso diremos que y € bdX (ver Figura 2.10).

Sabemos que si X e Y son variedades de dimensién n y m respectivamente
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entonces el producto métrico X x Y en una variedad de dimensién n +m y
tal que int(X xY) = intX xintY y bd(X xY) = ((bdX) x Y)U(X x bdY").

En la Figura 2.11 podemos ver como el toro es una variedad de dimensién
2 sin frontera y en cambio el cilindro (ver Figura 2.12) es una variedad de
dimensién 2 cuya frontera son dos circulos.

Adems4s, sabemos que si la frontera de una variedad de dimensién n es
no vacia, entonces dicha frontera es una variedad de dimensién n — 1 sin
frontera. _

Asi pues, podemos decir que una variedad de dimension n con frontera es
un espacio topolégico tal que cada punto tiene un entorno topolégicamente
equivalente o a una bola abierta de dimensién n o a media bola.

Consideremos S; y S, dos superficies. Quitamos un pequefio disco de cada
una de ellas y pegamos los circulos frontera de esos discos juntos formando
una nueva superficie que lamamos suma coneza de Sy y S.

En la Figura 2.13 podemos observar la construccién de la suma conexa

del doble toro y la suma conexa de dos planos proyectivos en la Figura 2.14.

<
.0-
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Figura 2.14:

Cada superficie compacta conexa sin frontera es homeomorfa a la esfera,
a la suma conexa de n toros, o a la suma conexa de n planos proyectivos. En
las Figuras 2.15 y 2.16 podemos ver las representaciones planas de un toro
con n asas y la suma conexa de n planos proyectivos respectivamente.

Una superficie compacta conexa con frontera (Figura 2.17) es topoldgica-
mente equivalente a la esfera, a la suma conexa de n toros, o la suma conexa
de n planos proyectivos, con un nimero finito de discos borrados (ver para
més detalles [19]).

A lo largo de la memoria las superficies con las que vamos a trabajar son
unas superficies abiertas cuya construccién pasamos a definir a continuacién:
superficies no compactas con una cantidad finita de finales de Freudenthal.

Al ser estas superficies no compactas, una noccién fundamental a estudiar
en ellas es el concepto de final de Freudenthal introducido por éste en [24].

Consideramos X un espacio no compacto, o-compacto y localmente com-
pacto, entonces podemos encontrar una sucesién creciente K; C Ky C
de subconjuntos compactos tales que K; C intK;;; paratodon > 1y
X = U K, y que para todo n > 1 las componentes de X — K,, no sean

acotadas Tl sucesién {K,},,, se denomina sucesion ezhaustiva del espacio



2.4. Superficies 31

Figura 2.15:

Figura 2.16:
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Figura 2.17:

X. Para cada n > 1 denotamos por mo(X — K,,) el conjunto de componentes
conexas de X — K,. Evidentemente la inclusion K,, C K,.; nos da una

sucesién inversa
WO(X) = %k 7T0(X — Kl) . 7TO(X - Kn) = ..

Un final de Freudenthal del espacio no compacto X es un elemento del
limite inverso F(X) =lim mo(X — K) donde K toma valores en la familia
de los conjuntos compactos de X, lo cual nos viene a decir que el conjunto
F(X) no depende de la sucesién exhaustiva {K,}, -, usada en la definicién
y mp indica el niimero de componentes conexas no acotadas.

Ejemplo 2.8 La semirecta euclidea R, = [0, +00) posee exactamente un
final de Freudenthal y la recta euclidea dos. Todos los espacios euclideos R™

con n > 2 tienen exactamente un final de Freudenthal.

Ejemplo 2.9 Sea X = R, x {0} UN x R, C R® Entonces F(X) es
homeomorfo a la sucesién {%} junto con su limite 0.

Ejemplo 2.10 El drbol binario de Cantor T¢ es un subespacio de R2.
Los vértices en el nivel "T_l (n > 1) corresponden a los puntos medios de los
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Figura 2.18:

2"~1 intervalos que son quitados en el n—ésimo paso de la construccién del
conjunto de Cantor C (ver [19] para més detalles). El espacio de finales del
rbol binario de Cantor, F(T¢) es homeomorfo al conjunto de Cantor C' (ver
Figura 2.18).

Pasamos ahora a detallar la construccién de las superficies no compactas
con una cantidad finita de finales de Freudenthal que vamos a utilizar a lo

largo de la memoria.

Estas superficies se construyen a partir de una superficie compacta a la
que se le reemplazan un nimero finito de circulos por la misma cantidad de
semicilindros. Si la superficie compacta original es S y el nimero de semi
cilindros es n, notaremos por S(n) a la superficie obtenida. Por tanto S(n)
tiene n finales de Freudenthal. Como ejemplos, si S es la esfera, tenemos el
plano y el cilindro para n = 1 y n = 2 respectivamente. A estas superficies
les llamaremos superficies tubulares de género finito.

El cardinal de F(X) lo denotaremos por e(X).

Cuando X representa a un grafo conexo, numerable y localmente finito,
también podemos trabajar con el concepto de final de Freudenthal de dicho
grafo ya que tenemos una sucesién numerable Gy C G C ... C G, C ... de
subgrafos finitos (compactos) para obtener F(X) (ver [6] para més detalles).
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Figura 2.19:

Consideremos G un grafo numerable, localmente finito y conexo, sea W
el conjunto de todos los I-caminos de G. En este conjunto se define la si-
guiente relacién de equivalencia: dos 1-caminos W; y W, estén relacionados
si para todo subgrafo finito K de G, hay vértices de Wy y W, en la misma
componente conexa de G — K. Cada una de las clases de equivalencia de W
obtenidas con esta relacién, define un final de Freudenthal.

En este contexto, un final definido por W es estable si para cualquier
compacto K subconjunto de G, la componente conexa de G — K definida por
W es un arbol, en otro caso se dice que el final es inestable. En la Figura 2.19
podemos ver a la izquierda la cuadricula que tiene un final de Freudenthal
inestable y a la derecha un 2-camino que tiene dos finales estables.



Parte 1

Inmersiones de grafos sin

acumulacion
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En 1994 Thomassen visité nuestro Departamento y nos propuso el pro-
blema de caracterizar los grafos que admiten una inmersion en el cilindro
sin puntos de acumulacion de vértices. Al tratar éste han ido surgiendo una
serie de subproblemas, estrechamente relacionados con él como la caracter-
izacién de los grafos 2-periplanos, que son aquellos grafos que admiten una
inmersién en el plano tales que todos sus vértices se pueden cubrir con 2
caras, que podemos encontrar resuelto en la Tesis Doctoral de Céceres [10].
Nosotros nos proponemos en la primera parte de esta memoria un objetivo
mayor, en el sentido de que no sélo nos limitaremos a inmersiones de grafos
sin acumulacién de vértices en el cilindro, sino en general a superficies abier-
tas de género finito con un nimero finito de finales de Freudenthal. Ademaés
en el caso de que estas superficies abiertas sean planas caracterizamos las
inmersiones de grafos sin ningtn tipo de acumulacién.



Capitulo 3

Inmersiones de grafos infinitos

sin acumulacion de vértices

En este capitulo veremos que el problema de caracterizar los grafos que ad-
miten una inmersién en S(n) sin un punto de acumulacién de vértices, pro-
blema de naturaleza infinita, es equivalente a caracterizar los grafos finitos
que admiten una inmersién en la superficie compacta S de tal forma que un
conjunto W de vértices del grafo se pueden cubrir con n caras, pudiéndose
dar ésta en términos de menores prohibidos. Teniendo en cuenta esta equiva-
lencia, hemos obtenido que la lista de menores que no admiten una inmersién

en S(n) sin acumulacién de vértices es finita salvo isomorfismos.

En el caso de n = 1 conseguimos otra forma de obtener los grafos pro-
hibidos, afiadiendo a los grafos minimales que no admiten una inmersién en
la superficie S, los grafos infinitos obtenidos al llevar un punto de dichos
grafos, que puede ser un vértice o un punto interior de una arista, al infinito.
Con esta técnica conseguimos obtener otra forma de caracterizar los grafos
que admiten una inmersién en S(n) sin un punto de acumulacién de vértices
en términos de subgrafos prohibidos.

39
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3.1 Introduccidon

En 1930 Kuratowski [39] caracterizé los grafos finitos planos en términos de
grafos prohibidos.

Dos de los resultados centrales sobre Teoria de Grafos Infinitos son el
Lema de Konig [38] y el Teorema de Seleccion de Rado [48]. El primero de
ellos es frecuentemente usado para pasar de grafos finitos a grafos infinitos
numerables y como una elegante aplicacién de él, Dirac y Schuster [17] ge-
neralizaron el Teorema de Kuratowski para grafos numerables. Sin embargo,
éste es insuficiente para el paso de grafos finitos a grafos infinitos no nu-
merables, es precisamente en estos casos cuando se necesita del Teorema de
Seleccién de Rado, considerado como una de las més importantes herramien-
tas en combinatoria infinita y con su aplicacién Wagner [61] caracterizé todos
los grafos planos.

Otras representaciones de grafos infinitos planos satisfaciendo ciertas pro-
piedades adiccionales han sido estudiadas. Halin en [29] caracteriz6 los grafos
planos, infinitos numerables, localmente finitos sin un punto de acumulacién
en el conjunto de vértices, anadiendo cuatro nuevos grafos prohibidos a los
de Kuratowski. Este resultado fue mas tarde extendido a todos los grafos
por Schmidt [52] (excluyendo todos los subgrafos con vértices de valencia
infinita) como aplicacién, de nuevo, del Teorema de Seleccién de Rado.

Ayala, Dominguez, Méarquez y Quintero [5] caracterizaron los grafos in-
finitos numerables, planos y localmente finitos sin puntos de acumulacién
(ni de vértices ni de aristas) afadiendo dos nuevos grafos prohibidos a los
considerados por Halin.

El resultado de Dirac y Shuster que extiende el Teorema de Kuratowski a
grafos infinitos numerables es extendido a cualquier superficie por Hutchison
y Wagon en [32], demostrando que un grafo infinito numerable admite una
inmersién en una superficie de género finito si y sélo si todo subgrafo suyo
admite una inmersién en dicha superficie, por lo que este problema esta
totalmente cerrado.

En cuanto a la caracterizacién de los grafos infinitos, numerables, local-
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mente finitos sin puntos de acumulacién de vértices en superficies abiertas
con un ndimero finito n de finales de Freudenthal, S(n), que es el propésito
de este capitulo, hacer hincapié que en el caso de que S sea la esfera y
n = 2 estaremos tratando el tema de caracterizar lo que llamaremos los
grafos V AP— cilindricos, problema que nos fue propuesto por Thomassen en
su visita a nuestro Departamento en 1994.

3.2 Equivalencia entre grafos VAP-S(n) y n-
W-S-representables

Introduciremos la notacién necesaria para establecer la equivalencia entre
estos dos problemas, siendo el primero de grafos infinitos y el segundo de
grafos finitos. Consideraremos como grafos infinitos a aquellos grafos que
tienen un conjunto numerable de vértices y que son localmente finitos, es
decir, que el grado de cada uno de los vértices es finito.

Se consideran grafos VAP-planos a aquellos que tienen una inmersién
en el plano sin un punto de acumulacién de vértices. Halin en [29] da la
siguiente caracterizacién de los grafos VAP-planos en términos de subgrafos
prohibidos, como antes hemos enunciado en el Teorema 2.3.

Vamos a considerar la generalizacién del teorema de Halin a otras super-
ficies abiertas. Sea S una superficie compacta y sea n un entero positivo,
consideramos la superficie no compacta S(n), reemplazando en S, n circulos
por n semicilindros.

Diremos que un grafo es VAP-S(n) si tiene una inmersién en S(n) sin
puntos de acumulacion de vértices.

Consideraremos S la esfera y Py(R) el plano proyectivo, entonces S(1)
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Figura 3.2:

es homeomorfo al plano. Por lo tanto, el Teorema de Halin nos da la car-
acterizacién de los grafos VAP — S(1). También, S(2) es homeomorfo a un
cilindro y (P2(R))(1) es homeomorfo a la Banda de Mobius (ver Figuras 3.1
y 3.2).

Claramente, si G es un menor de G’ y G es VAP — S(n), entonces G es
VAP — S(n), asi la caracterizacién de los grafos VAP — S(n) se puede dar
en términos de menores prohibidos.

Vamos a denotar por B(n,S) el conjunto de menores prohibidos para las
inmersiones VAP — S(n), es decir, un grafo G estd en B(n, S) si no admite
una inmersién VAP — S(n) y si H es un menor de G y G no es un menor de
H, entonces H tiene una inmersién VAP — S(n).

Gracias al razonamiento anterior, podemos concluir con el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.1 Sea S una superficie compacta y sea n un entero positivo. Un
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grafo G no admite una inmersidn VAP-S(n) si y sdlo si eziste G € B(n,S)
tal que G es un menor de G.

Diremos que un grafo infinito G es fuertemente estable si existe un sub-
grafo finito H tal que cada componente de G — H es un rayo homeomorfo a
una semirrecta y los rayos de G empiezan en diferentes vértices.

Si G es un grafo finito y W es el conjunto de vértices de G, denotaremos
por Gw el grafo fuertemente estable construido desde G, anadiéndole un rayo
en cada vértice de W. Por lo tanto, un grafo G es fuertemente estable si y
sélo si G y W existen de tal modo que G es isomorfo a Gy .

Por otra parte, Oubifia y Zucchello en [47] definieron los grafos W —
periplanos, donde W es un subconjunto de vértices del grafo y el grafo admite
una inmersién en el plano de tal forma que todos los vértices de W estan en
la misma cara. Ellos dan una caracterizacién de éstos en el articulo citado
anteriormente.

Para enunciar el Teorema de Oubifia y Zucchello, vamos a denotar algu-
nas relaciones elementales sobre el conjunto L de pares (G, W), donde G es
un grafo y W es el subconjunto de vértices de G del siguiente modo:

1. (G2, W3)R1(G1,W1) si Gy es un subgrafo de G2, W, es un subconjunto
de W, y ademés (Gq, Wa) # (G1, Wh) (ver Figura 3.3).

1. (G2, W2)Ra(G1, W1) si G; se puede obtener de G, al contraer una arista
{u,v} en un nuevo vértice w y si u,v ¢ W, entonces W; es Wy y si
lo que ocurre es que u 6 v estdn en Ws, entonces W) coincide con

(WaNV(Gy)) U {w} (ver Figura 3.4).

1. (Go, W2)R3(G1, W) si existe un vértice w € Wy tal que Gy es Go—v y
W, es la unién de W, U {w} y el conjunto de vértices adyacentes de w

(ver Figura 3.5).
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Ahora pasamos a definir la relacién >;, 1 = 1,2 del siguiente modo:

Sean (G, W) y (G',W') dos elementos arbitrarios de L.
Entonces:

(G, W) > (G, W)
si existe una sucesién
(G1,W1), (G2, Ws), ..., (G, W)
de elementos de L con
(G1, W) = (G, W), (Gn, W) = (G, W)
tales que
(G, Wi) Rp, (Grs1, Wis1) con by € {1,...,1+ 1}
paracada k=1,..,n — 1.

Denotaremos por
(G, W) > (G, W) s (G,W) = (G, W) 6 (G, W) > (G,W).
- Claramente tenemos, que si
(G,W) >; (G',W') entonces se verifica que (G, W) >, (G',W").
El Teorema de Oubifia y Zucchello puede ser formulado en los siguientes
términos:

Teorema 3.2 Un grafo G no es W-periplano si y sélo si (G, W) >4 (K4, V(K4))
0 (G, W) >3 (Ka3,{a,b,c}), donde a,b y c son los vértices del K53 con grado
2 (ver Figura 3.6).

Del anterior teorema es facil deducir como corolario:

Corolario 3.3 Un grafo G no es W-periplano si y sdlo si (G, W) >1 (K4, V(Ky))
6 (G, W) >2 (K23,{a,b,c}), donde a,b y c son los vértices del Ko 3 con va-
lencia 2, (G, W) >; (K5— Ka,{a,b}), donde a y b son los vértices de Ks— K3
con grado 8, 6 (G, W) > (K33 — Ks,{a,b}), donde a y b son los vértices de
K33 — Ky con valencia 2 (ver Figura 3.7).
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Sea S una superficie compacta, W un conjunto de vértices y sea n un
entero positivo, decimos que un grafo es n — W — S — representable si tiene
una inmersién en S tal que todos los vértices de W estén en n caras.

El Teorema de Oubifia y Zucchello nos da la caracterizacién de los grafos
1 — W — S—representables cuando S es la esfera.

Es facil ver que si

(G,W)Ri(G',W'), con k = 1,2,3,
y G es n — W — S—representable,
entonces G’ es n — W' — S—representable.

Por lo tanto, si

(G,W) >; (G',W'), con i =1,2
y G es n — W — S—representable,
entonces G' es n — W' — S—representable.

Por lo tanto, la caracterizacién de los grafos n — W — S—representables
puede darse en términos de los elementos minimales de L en el orden >;. En
el sentido que si

(G, W) es minimal si G no es n — W — S—representable
y si (G, W) >; (G',W') entonces
G’ esn — W' — S—representable.

Nosotros denotaremos por L;(n,S), con i = 1,2, el conjunto de los ele-
mentos minimales en el orden >,.

Asi pues, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.4 Sea S una superficie compacta, sea n un entero positivo y
seat =16 2. Un grafo G no es n-W-S-representable si y solo si existe
(G ,W') € Li(n,S) tal que (G,W) >; (G',W).
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Figura 3.8:

Cuando S es la esfera tenemos que Ly(1,5) es
{(K‘l’ V(K4))’ (K2,3’ {a’ b, C})},
donde a,b y c son los vértices del K, 3 con valencia 2
y Li(1,S) es Ly(1,S) U {(Ks — K2,{a,b}), (K33 — K2, {c,d})},
donde a y b son los vértices de K5 — K, con valencia 3,
y ¢y d son los vértices de K33 — K> con valencia 2 (ver Figura 3.8).

Céceres en [10] di6 el conjunto de 119 elementos de Ly(1, P2(R)).

Podemos ver que los cuatro grafos del Teorema de Halin son los grafos
Gw, donde (G, W) son los elementos de Ly(1,.5) cuando S es la esfera.

Ahora vamos a generalizar esta relacién, probando que, paracadan € Ny
para cada S, caracterizar los grafos VAP —S(n) es equivalente a caracterizar
los grafos n — W — S—representables, relacionando los conjuntos B(n,S) y
Li(n,S).

El principal resultado de esta seccién es, por tanto, el siguiente:

Teorema 3.5 Para cada n€ N y para cada superficie compacta S, B(n,S)
es el conjunto {Gw : (G,W)€L;y(n,S)}.

Para probar nuestro resultado principal, necesitamos los siguientes lemas

previos:
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Lema 3.6 Sea G un grafo de B(n,S). Entonces G es fuertemente estable.

Demostracion

Supongamos, por reduccién al absurdo, que para cada subgrafo finito H
de G existe una componente infinita de G — H diferente a un rayo. Con-
sideraremos la sucesién {Gi}ren de grafos finitos tales que para cualquier
k € N, Gy es un menor de Gy y limg_ 4o Gr = G.

Para cualquier £ € N, sea W, un conjunto de vértices de G tales que
para cualquier componente infinita de G — Gy incidente con Gy, existe un
vértice de W;. Entonces, el grafo (Gi)., es fuertemente estable y un menor
de G . Como G € B(n,S), (Gx)w, es VAP — S(n).

Cada inmersién sin acumulacién de vértices de (Gi)w, en S(n) induce una
inmersién sin acumulacién de vértices de (G1)w, en S(n) (porque existe un
niimero finito de diferentes inmersiones de G; en S(n)), hay una subsucesién
de {(Gi)w, }ren tales que todos sus elementos inducen la misma inmersién
VAP-S(n) de (G1)w, . Si nosotros llamamos a esta subsucesién {(G)w, }ren
y usamos el mismo argumento con Go, ..., Gk, ..., entonces construimos una
inmersién VAP-S(n) de G y llegamos a una contradiccién.

Ahora, suponemos que existe un subgrafo finito H tal que cada compo-
nente de G — H es un rayo y al menos dos de ellos comienzan en el mismo
vértice. Consideraremos el grafo G' obtenido de G borrando un rayo tal que
exista otro rayo empezando en el mismo vértice. G’ es un subgrafo de G
y G no es un subgrafo de G, entonces, como G € B(n,S5), G’ tiene una
inmersién VAP — S(n). Pero una inmersién sin acumulacién de vértices de
G’ en S(n) induce una inmersién VAP — S(n) de G, con lo cual llegamos a

una contradiccién. |

Lema 3.7 Sea (G,W) un elemento de L. G tiene una inmersion n-W-S-
representable si y solo si Gw tiene una inmersién VAP-S(n).

Demostracion
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Consideremos una inmersién de G en S tales que los vértices de W estén
en n caras. En estas n caras, reemplazaremos un circulo por un cilindro
y unimos un rayo con cada vértice de W en el cilindro. Debido a esto,
obtenemos una inmersién sin acumulacién de vértices de G en S(n).

Consideraremos una inmersién sin acumulacién de vértices de Gy en
S(n) . Los rayos estdn en los cilindros de S(n). Si cortamos los rayos en los
vértices de W y reemplazamos los cilindros por circulos, entonces obtenemos
una inmersién de G en S tal que los vértices de W estdn en n caras. |

Ahora, vamos a probar el teorema principal de esta seccién:

Demostraciéon del Teorema 3.5

Sea (G, W) un elemento de L;(n, S). Por el Lema 3.7 se tiene que Gy no
es VAP — S(n). Sea H un menor de Gy tal que Gy no sea un menor de H.
Podemos suponer que H se obtiene de Gy al contraer o borrar una arista.

Si H se obtiene de Gy al contraer una arista z = {u,v} de G, sea G/z
el grafo obtenido de G al contraer la arista z y sea w el nuevo vértice donde

z es contraida. Consideraremos los siguientes casos:

e Si ningin vértice de = estd en W, entonces H es (G/z)w y, como
(G,W)Ry3(G/z,W), G/x es n — S-representable, y por el Lema 3.7 se
tiene que H es VAP — S(n).

e Si un vértice u de z estd en W, entontes H es (G/Z)w—{uju{w} ¥> COMO
(G, W)Ry(G/z,W — {u} U {w}), se tiene que H es VAP — S(n).

e Si uy v estdn en W, tenemos que (G, W)Ro(G/z, W-{u,v} U {w}),
(G/T)w —fupyuw) €8 VAP—S(n) y, como H es la unién de (G/)w - {uv}ufw}
con un segundo rayo que empieza en w, la inmersién sin acumulacién
de vértices de (G/)w—{uv}u{w} €n S(n) induce una inmersién sin acu-
mulacién de vértices de H, por lo tanto se tiene que H es VAP — S(n).
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e Si H se obtiene de Gw al borrar una arista z = {u,v} de G, H es
(G —z)w y, como (G,W)R;(G — z,W), G — = es n — S-representable,
y por el Lema 3.7 se tiene que H es VAP — S(n).

e Si H se obtiene de Gy al borrar una arista  de un rayo empezando
por un vértice w € W, como (G,W)R(G,W — {w}), Gw_(w} €s
VAP — S(n) y, como H es la unién de un rayo y (G/x)w—{w} con
una cadena finita empezando en w, la inmersién sin acumulacién de
vértices de Gw_(w} en S(n) induce una inmersién VAP — S(n) de H,
por lo tanto se tiene que H es VAP — S(n).

Asi pues, tenemos que Gw estd en B(n, S).

Ahora, consideraremos H un grafo de B(n, S). Por el Lema 3.6 tenemos
que H es fuertemente estable, debido a que existe G y W tal que H es Gw .
Por el Lema 3.7 tenemos que G no es n — W — S-representable. Sea (G', W)
un elemento de L tal que (G, W)R;(G',W') coni =16 2.

En cualquier caso G'W, es un menor de H y H no es menor de G'W,, debido
a esto tenemos que G'W, es VAP — S(n) y por el lema anterior tenemos que
G’ esn — W' — S-representable y que por lo tanto (G, W) € Ly(n,S5). N

3.3 Un Teorema de Halin para superficies a-

biertas

En esta seccién demostraremos que la lista de menores prohibidos para las
inmersiones sin acumulacién de vértices en las superficies tubulares con n
finales de Freudenthal es finita. Lo obtendremos como consecuencia del im-
portante resultado de Robertson y Seymour {49] sobre la finitud de la lista
de menores prohibidos en cualquier superficie compacta y la equivalencia
que hemos probado en la seccién anterior entre la caracterizacién de los
VAP — S(n) y los grafos n- W-S-representables.
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Como ya hemos mencionado anteriormente, el Teorema de Kuratowski
nos asegura que un grafo es plano si y sélo si no contiene topoldgicamente a
Ks 6 K33. Un grafo G contiene topoldgicamente a H si podemos obtener un
grafo isomorfo a H desde algin subgrafo de G suprimiendo los vértices de
valencia dos y afiadiendo la arista entre los vértices adyacentes. A partir de
1930 se empezaron a buscar resultados paralelos al de Kuratowski en otras

superficies.

Si S es una superficie, llamaremos T'(S) a la clase de todos los grafos
que no se pueden dibujar en S y son minimos con esta propiedad bajo la
contencion topolégica. Si S es el plano o la esfera entonces los miembros de
T'(S) son precisamente los grafos isomorfos a K5 6 K3 3 (esto serfa otra forma
de establecer el Teorema de Kuratowski). En general, un grafo admite una
inmersién en S si y s6lo si no contiene topolégicamente miembros de T(.5).
Luego parece interesante determinar explicitamente T'(S).

Esto es bastante dificultoso, y de hecho se han producido pocos progresos
hasta 1979, cuando Archdeacon, Glover, Huneke y Wang [3, 26] determinaron
T'(S) cuando S es el plano proyectivo. Ellos encontraron que en este caso
T(S) tiene 103 elementos.

Uno puede darse cuenta que para superficies de género mayor, T'(S) tiene
un numero elevado de elementos no isomorfos, y no es evidente que sélamente
tenga una cantidad finita de elementos. El problema de la finitud de T'(S)
fue propuesto por Erdsés en 1930, pero no se han obtenido avances hasta
50 anos més tarde. En 1980 Archdeacon y Huneke [4] probaron que T'(S)
es finito cuando S representa a superficies no orientables y en 1990 Robert-
son y Seymour prueban el resultado para cualquier superficie. En realidad
ellos obtienen ese resultado como consecuencia de otro més general sobre
menores. Un grafo H es menor de un grafo G si H puede ser obtenido desde
un subgrafo de G al contraer aristas. La relacién menor es diferente de la
contencién topolégica. Es evidente que si H estd contenido topolégicamente
en G entonces es isomorfo a un menor de H, pero lo contrario no es ne-

cesariamente cierto, como se puede comprobar facilmente. Por lo tanto el
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problema de Erdds puede ser reformulado en términos de menores. Esta idea
de formular el problema de Erdds con menores data de 1960 y fue propuesta
por Wagner en los siguientes términos:

Se elige un representante de cada clase de isomorfismo de la clase de grafos
menores-minimales que no pueden ser dibujados en la superficie S y a la clase
de grafos asi obtenidos le llamamos A. Ahora A tiene la propiedad deseada
que es una anticadena, es decir, que ningin miembro de A es isomorfo a un
menor de otro. Esto se debe a que los elementos de A son menores-minimales
con una cierta propiedad. Wagner conjeturd lo siguiente: Cada anticadena
de grafos es finita.

Entre 1980-1990 Robertson y Seymour intentando resolver la conjetura de
Wagner probaron que dada cualquier superficie, la clase de grafos menores-
minimales que no pueden ser dibujados en la superficie es finita salvo iso-
morfismo.

Dada P una propiedad de grafos tal que si G tiene dicha propiedad y
H es isomorfo a un menor de G entonces H tiene la propiedad P, en este
caso decimos que la propiedad P es hereditaria. Por ejemplo, si S es una
superficie, la propiedad G admite una inmersién en S es hereditaria. Sea
T(P) la clase de todos los grafos, minimales bajo la contencién topoldgica,
sin la propiedad P, y sea M(P) la clase de todos los grafos, minimales bajo
la contencién de menores, sin la propiedad P. Robertson y Seymour demues-

tran:

Teorema 3.8 [49] Para cada propiedad hereditaria P, T(P) es finito salvo
isomorfismo st y sélo si M(P) es finito.

Para obtener de este resultado la reformulacién del problema de Erdos
ellos toman como propiedad P ser sumergible en la superficie S .

Sea e una arista de un grafo G; con distintos finales, ambos con valencia
al menos 3. Consideremos G el grafo obtenido desde G, al contraer la arista

e. En ese caso se dice que G se obtiene de Gy descontrayendo un vértice. Se
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dice que G se obtiene de G5 descontrayendo vértices si existe una sucesién
de grafos H;, 1 < i < k tal que Gy = Hy, Hy, Hy, ..., H, = G, donde H; se
obtiene de H;_; descontrayendo un vértice.

A continuacién vamos a probar que la lista de menores prohibidos que
no se pueden dibujar en superficies tubulares de género finito es finita. Para
ello tendremos en cuenta la equivalencia que hemos obtenido en la seccién
anterior entre dos problemas uno de naturaleza infinita: encontrar la lista
de menores prohibidos que no admiten una inmersién en una superficie con
n finales de Freudenthal sin acumulacidn de vértices y otro de naturaleza
finita: encontrar la lista de menores prohibidos n- W-S-representables.

Sea S una superficie compacta y sea n un entero positivo. Recordemos
que hemos definido la superficie no compacta S(n), reemplazando en S, n
circulos por n semicilindros y hemos dicho que un grafo es VAP-S(n) si tiene
una inmersién en S(n) sin puntos de acumulacién de vértices.

Claramente, si G es un menor de G’ y G’ es VAP — S(n), entonces G es
VAP — S(n), por lo tanto, la caracterizacién de los grafos VAP — S(n) se
puede dar en términos de menores prohibidos. Hemos denotado por B(n,S)
el conjunto de menores prohibidos para las inmersiones VAP —S(n), es decir,
un grafo G estd en B(n,S) si no admite una inmersién VAP — S(n) y si H

es un menor de Gy G no es un menor de H, entonces H tiene una inmersién
VAP — S(n).

Sea S una superficie compacta, sea W un conjunto de vértices y sea n un
entero positivo, recordemos que un grafo es n — W — S-representable si tiene
una inmersién en S tal que todos los vértices de W estédn en n caras.

La caracterizacién de los grafos n — W — S—representable hemos visto
que puede darse en términos de los elementos minimales de L en el orden >;,
en el sentido que si (G, W) es minimal si G no es n — W — S—representable
y si (G,W) >; (G',W') entonces G' es n — W' — S—representable. En la
seccién anterior hemos denotado por L;(n,S), con ¢ = 1,2 , el conjunto de

los elementos minimales en el orden >;.
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Hemos visto que, para cada n € N y para cada S, caracterizar los grafos
VAP —S8(n) es equivalente a caracterizar los grafos n— W — S-representables,
relacionando los conjuntos B(n,S) y Li(n, S).

Antes de pasar a demostrar la finitud de la lista de menores prohibidos
para las inmersiones sin acumulacién de vértices en S(n), veamos algunos

resultados previos:
Lema 3.9 Los grafos de Li(n,S) no tienen hojas.

Demostracion

Realizaremos la prueba de este lema por reduccién al absurdo, es decir,
supongamos que los grafos de L;(n,S) tienen al menos una hoja. En ese
caso ocurre una y sélo una de las siguientes suposiciones: que el vértice de

valencia uno no esté distinguido o que si lo esté.

1. Supongamos que el vértice de valencia uno no esté distinguido.

Eliminando esa arista, el grafo que nos queda es mas pequeno y por
tanto existiran n caras que cubren los vértices de W.

Volviendo a dibujar en dicha inmersién la arista que antes hemos elim-
inado, tendriamos que el grafo de partida es n — W — S-representable.
Asf llegamos a una contradiccién (ver Figura 3.9).

1. Supongamos que el vértice de valencia uno estd distinguido.

Contraemos la arista y distinguimos el vértice adyacente, como el grafo
as{ obtenido es més pequefio, existirdn n caras que cubren todos los
vértices de W, en particular el nuevo vértice distinguido. Considerando
esa inmersién volvemos a dibujar la hoja en la cara que contiene al
nuevo vértice distinguido, con lo cual obtendriamos que el grafo seria
n—W — S-representable y de nuevo llegamos a contradiccién (ver Figura
3.10). |
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Figura 3.9:

Figura 3.10:
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Lema 3.10 Los grafos de Li(n,S) no tienen vértices aislados.

Demostracién
Supongamos por reduccién al absurdo que los grafos de L;(n,S) tienen
vértices aislados. El vértice aislado no estd distinguido o sf lo est4.

1. Supongamos que el vértice no estd distinguido.

Eliminandolo, el grafo que nos queda es més pequeiio, luego existirdn

n caras que cubren los vértices de W.

Volviendo a dibujar en esa inmersién dicho vértice, tendriamos que
el grafo de partida es W — S—representable. Asi llegamos a una con-

tradiccidn.

2. Supongamos que el vértice es distinguido.

De nuevo, eliminandolo el grafo asi obtenido es mas pequeno, exis-
tirdn n caras que cubran todos los vértices de W. Considerando esa
inmersién volvemos a dibujar el vértice aislado distinguido en una de
las n caras , con lo cual obtendriamos que el grafo serfa n — W —
S—representable y de nuevo llegamos a contradiccién. |

Por tanto podemos considerar que los grafos de Li(n,S) no tienen ni
hojas ni vértices aislados.

Sea (G,W) € Li(n,S). G es minimo tal que los vértices de W no se
pueden cubrir con n caras. Por el Lema 3.9 G no tiene hojas. A partir
de G vamos a construir un grafo H de la siguiente forma: H es un grafo
que se obtiene de G anadiendo en cada vértice distinguido de G una hoja y
sin distinguir vértices. Como no hay hojas en el grafo original G, todos los
vértices distinguidos dan lugar a una hoja y al contrario también, es decir,
de H con n hojas se puede pasar a G contrayendo la hoja y distinguiendo n
vértices (ver Figura 3.11).

Al conjunto de grafos finitos que se obtienen con el proceso anterior de-

notémoslo por M(n,S).
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Figura 3.11:



3.3. Un Teorema de Halin para superficies abiertas 59

Como consecuencia del Lema 3.10 se tiene claramente que los grafos de
M (n,S) no tiene vértices aislados. Ademds, también se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 3.11 |L;(n,S)| =|B(n,S)| = |M(n,S)]
Veamos que ningin grafo de M(n, S) es un menor de otro.

Teorema 3.12 Sea S una superficie compacta, sea n un entero positivo. Un
grafo HEM(n,S) si y sdlo si no existe H € M(n,S) tal queH> H .

Demostracion
Supongamos que H; y Hy € M(n,S) y que H; es menor de Ho.

Podemos distinguir dos casos:

e Que exista z € A(H>) tal que H; es un menor (o isomorfo) de Hy —

e Que exista z € A(H,) tal que H; es un menor (o isomorfo) de Hy/z

En cada uno de los casos puede ocurrir que x sea una hoja o que no lo sea,
pero teniendo el cuenta que los grafos G tales que (G, W) estdn en Ly(n, S)
no tiene vértices aislados, uno de los casos se puede reducir de la siguiente
forma:

Si Hy es un menor (o isomorfo) de H, — z, entonces Hy —z = Hy/z U{v},
pero como no tiene vértices aislados, tenemos que H; es un menor de H,/z,
asi pues nos quedamos con los tres casos siguientes:

1. H; es un menor (o isomorfo) de H; — z y z no es una hoja.
2. H; es un menor (o isomorfo) de Hy/2 y z no es una hoja.

3. H; es un menor (o isomorfo) de Hy/z y x es una hoja.



60 Capitulo 3. Inmersiones de grafos infinitos sin acumulacién de vértices

Q‘
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Figura 3.12:

Consideramos que H; es un menor de H; —z 'y 2 no es una hoja. Con-
trayendo todas las hojas y distinguiendo los vértices obtenidos de las con-
tracciones obtenemos los grafos G;, G2 — z y G2 de los cuales tenemos que
(G1,W1) y (G2, W3) € Ly(n,S) (ver Figuras 3.12 y 3.13).

Gy — = <; G4 trivialmente ya que no contiene a la arista z.

Veamos que se verifica que G; <; G — .

Podemos dar una inmersién de G, — z en S con todos los vértices distin-
guidos en n caras, asi pues podemos dar una inmersién de Hy —z de tal forma
que todas las hojas esten en n caras. Esta inmersién induce una inmersién
de H; con todas las hojas en n caras ya que H; es un menor de Hs — z.

La inmersién de H; induce una de G, por lo tanto tenemos una inmersién
de G; con todos los vértices en n caras, lo cual es una contradiccién ya que
G1 € Ly(n,S) (ver Figura 3.14).

Consideramos que H; es un menor de Hy/x y =z no es una hoja. El
razonamiento es similar al caso 1, incluso con menos dificultad ya que al
contraer no se producen nuevas hojas.

Consideremos que H; es un menor de Hy/z y z es una hoja (ver Figura

—/
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Figura 3.13:

Figura 3.14:



62 Capitulo 3. Inmersiones de grafos infinitos sin acumulacién de vértices

Figura 3.15:

3.15). Contrayendo todas las hojas y distinguiendo los vértices obtenidos de
las contracciones obtenemos los grafos (G1, W1), (G2, Wy — {v}) v (G2, W)
de los cuales tenemos que (Gy, W) y (Ga, Ws) € Li(n,S) (ver Figura 3.16).

(G2, W2 — {v}) <1 (G2, Ws) trivialmente. -

Veamos que se verifica que (G1,W1) <1 (Ga, Wy — {v}).

Podemos dar una inmersién de (G3, W2 — {v}) en S con todos los vértices
de W, en n caras menos el vértice v. Asf pues, podemos dar una inmersién
de Hy/z de tal forma que todas las hojas esten en n caras, excepto la hoja
que produce el vértice de valencia 1 adyacente a z. Esta inmersién induce
una inmersién de H; con todas las hojas en n caras ya que H; es un menor
de Hy/xz (ver Figura 3.17).

La inmersién de H; induce una de G, por lo tanto tenemos una inmersién
de G, con todos los vértices en n caras, lo cual es una contradiccién ya que
Gy € Li(n,S).

|

Corolario 3.13 M(n,S) es finito.
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(G,, W-1)

Figura 3.16:

(G, . W)

Figura 3.17:
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3.4 Caracterizacién de los grafos VAP-S(1)

Vamos a obtener para n =1 y S una superficie compacta la caracterizacién
de los grafos sin acumulacién de vértices en S(1) de la siguiente forma: a
los grafos de Kuratowski de S le afiadimos los grafos infinitos obtenidos al
llevar un punto del grafo, que puede ser un vértice o un punto interior de una
arista, al infinito. Asi, en el plano se obtienen a partir de K los grafos Kg°
y L&, mientras que de K33 se obtienen K33 y Lg% (ver Teorema 2.3, [29]).

Debido a que sdlo se conoce el Teorema de Kuratowski para el plano y el
plano proyectivo, s6lo podemos dar una caracterizacién explicita de los grafos
V AP—planos y en la superficie obtenida en el plano proyectivo al reemplazar
un circulo por un semicilindro, o sea, en la Banda de Mébius.

Denotemos por K (S) al conjunto de grafos que no admiten una inmersién
en una superficie compacta S y por K(S(n)) al conjunto de grafos prohibidos
en la superficie abierta con n finales.

Llamaremos Ky 4p(S(n)) al conjunto de grafos que no admiten una in-
mersién sin acumulacién de vértices en una superficie con n finales y H(S) a
los que se obtienen tomando los de K(S) y llevando un vértice o un punto de
una arista al infinito. Teniendo en cuenta lo anterior obtenemos el siguiente

resultado:
Teorema 3.14 Ky 4p(5(1)) = K(S) U H(S)
Demostracién

e Est claro que los grafos de K'(S)UH(S) estan prohibidos, por lo tanto,
se tiene que Ky 4p(S(1)) 2 K(S) U H(S).

e Veamos que Ky 4p(S(1)) C K(S)U H(S).

Segiin hemos visto en el Lema 3.6 si un grafo G € Ky ap(S(1)) entonces
G tiene todos los finales fuertemente estables.
Definamos una compactificacién llevando los finales fuertemente estables

a un punto, llamémosle punto del infinito y denotémoslo por co. Entonces
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si Gt = GU{oo} es la compactificacién de G, sabemos que G es VAP —S(1)
si y s6lo si G* admite una inmersién en la superficie compacta S. Por tanto,
podemos decir que G € Kyap(S(1)) si y s6lo G* también es minimo en
K(S). ‘ ||

Para superficies con un final para las que se conoce el Teorema de Ku-
ratowski (la esfera con un cilindro y el plano proyectivo con un cilindro)

podemos dar por tanto la caracterizacion explicitamente.

3.4.1 Caracterizaciéon de los grafos con una inmersion
sin acumulacién de vértices en la Banda de Mo-

bius

Céceres [10] encontré en 1996 los 109 elementos de La(1, P>(R)). Teniendo
en cuenta que la Banda de M6bius es homeomorfa a P,(R) menos un punto,
o dicho de otra forma, la compactificacién de la Banda de Mobius es el Plano
Proyectivo, podemos obtener L;(1, P,(R)) a partir de Lo(1, P2(R)).

De los 35 menores proyectivos prohibidos Céceres encuentra los 109 ele-
mentos de Ls(1, Po(R)) quitando un vértice y distinguiendo los adyacentes, si
ademés quitamos un punto de una arista y distinguimos los vertices adyacen-
tes a ésta obtenemos L, (1, P,(R)). Si a los grafos asi obtenidos le afadimos
un rayo en los vértices distinguidos obtenemos los menores grafos prohibidos
que se pueden sumergir en la Banda de Mobius sin acumulacion de vértices.

Quizas la generalizacién més inmediata de grafo periplano se obtiene al
considerar sélo algunos vértices para que sean dispuestos en la cara exterior,
es decir, los grafos W-periplanos. Este tipo de grafos, cuya caracterizacién
y estudio aparece en [47], juegan un papel especialmente importante en el
disefio de circuitos integrados [42] 6 incluso en el algoritmo de planaridad
de Lempel, Even y Cederbaum [40]. En esta seccién recordaremos como
Céceres trata el significado de la W-periplanaridad en otras superficies, car-
acterizdndose totalmente a partir de los grafos prohibidos de la superficie
correspondiente. Adem4s él generaliza el Teorema de Oubifia y Zucchello[47]
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para cualquier superficie, dando una condicién necesaria y suficiente para
que, dado un grafo G y un subconjunto W de sus vértices, G admita una
inmersién en una superficie S de forma que todos los vértices de W estén en
la misma cara.

Sean por tanto G un grafo, W C V(G) y S una superficie. Decimos que
G es S—representable si existe una inmersién de G en S de forma que todos
los vértices de W estén en la misma cara. También notaremos como G
al cono de G,es decir, el grafo formado al ahadir a G un nuevo vértice v y
las aristas que unen v con cada vértice de W. Inmediatamente se tiene el

siguiente resultado:

Lema 3.15 En las condiciones anteriores, G es W-S-representable si y solo
si GV es S-representable.

Notaremos como M (S) al conjunto de los menores prohibidos no S—representables.
Por ejemplo, M(m) = {Ks, K33} si 7 es el plano.

Sea u un vértice de G. Llamaremos Adyg(u) al conjunto de vértices de
G que son adyacentes a u. Por otro lado, dado un grafo H y dos vértices
u y v, decimos que u es equivalente a v, y lo notamos por uRv, si H — u
es isomorfo a H — v. Notaremos como F(G) a un conjunto cualquiera de
representantes de cada clase de equivalencia.

Sobre G y W vamos a definir las siguientes operaciones:

1. Borrar una arista de G y dejar igual W.
2. Dejar igual G y quitar un vértice de W.

3. Contraer una arista £ de G. Si al menos uno de los extremos de x
estd en W, se quitan estos de W y se anade el nuevo vértice creado al

contraer z; en otro caso W queda igual.

4. Dado w € W, reemplazar G por G —wy W por W — {w} U Adyg(w).
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Si a partir de G y W se puede llegar hasta G’ y W' aplicando estas
operaciones, diremos que (G',W') <3 (G,W). Esta relacién es de orden
parcial.

El primer resultado que se obtiene es el siguiente:

Lema 3.16 Si (G',W') <3 (G,W) y G es W-S-representable entonces G es
W -S-representable.

Consideremos las parejas (G, W) tales que G no es W — S-representable y
no existe (G, W') <5 (G, W) tal que G’ no es W' — S-representable. Hemos
Hamado Ly(1,S) al conjunto de las parejas que son minimas en este sentido,
y por tanto se tiene:

Lema 3.17 G es W-S-representable si y sdlo si no existe (G ,W') € Ly(1,S)
tal que (G, W') <4 (G, W).

Se caracteriza Lo(1, S) en funcién de M(S) :

Teorema 3.18 Lo(1,S) = {(G — v, Adyc(v)) : G € M(S),v € F(G)}

Como para obtener La(1,.5) es necesario conocer M(S), el cual sélo han
sido encontrado para el plano 7 y el plano proyectivo P,(R), sélo pueden
darse explicitamente los conjuntos Ly(1,7) y La(1, Po(R)).

Como M(w) estd formado por Kjs,K33, Lo(1l,7) estd formado por dos
elementos: un K, con sus cuatro vértices distinguidos y un Ky 3 con los tres
vértices de valencia 2 distinguidos. Estos son precisamente los grafos de
Oubina y Zucchello y sus vértices distinguidos.

Los grafos de M(P2(R)), que fueron obtenidos en [26] son los que pode-
mos ver en la Seccién 3.2 de la Tesis de Cédceres donde dos vértices estan

etiquetados con el mismo niimero si estdn en la misma clase de equivalencia.
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Por tanto tenemos que Ly(1, P2(R)) es el conjunto de pares formados por
grafos que se pueden consultar en la misma seccién de la citada Tesis, y los
vértices con forma cuadrada.

Sea z = {u,v} una arista de G. Consideremos G/z , si ni u ni v pertenecen
a W, al contraer la arista z en un nuevo vértice w el conjunto de vértices
distinguidos W no varia, en cambio si u 6 v son vértices distinguidos entonces
al contraer la arista z el conjunto de vértices distinguidos pasa a ser (W N
V(G/z))U{w}. Por otra parte, dado un grafo H y dos aristas z e y, decimos
que z es equivalente a y, y lo notamos por zRy, si H/z es isomorfo a H/y.
Notaremos como J(G) a un conjunto cualquiera de representantes de cada
clase de equivalencia.

Sobre G 'y W vamos a considerar solamente las tres primeras operaciones
definidas anteriormente:

1. Borrar una arista de G y dejar igual W.
2. Dejar igual G y quitar un vértice de W.

3. Contraer una arista  de G y si al menos uno de los extremos de z
estd en W, se quitan estos de W y se afiade el nuevo vértice creado al

contraer z; en otro caso W queda igual.

Si a partir de G y W se puede llegar hasta G’ y W' aplicando estas
operaciones, diremos que (G',W') <; (G,W). Esta relacién es de orden
parcial también.

Obtenemos, por tanto, un resultado similar al del <, ahora para <; .

Lema 3.19 Si (G',W') <, (G,W) y G es W-S-representable entonces G es
W -S-representable.

Consideremos las parejas (G, W) tales que G no es W — S-representable
y no existe (G',W') <; (G, W) tal que G' no es W' — S-representable. Lla-

maremos L1(1,S) al conjunto de las parejas que son minimas en este sentido,
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y por tanto se tiene:

Lema 3.20 G es W-S-representable si y sélo si no eziste (G ,W') € Ly(1,S)
tal que (G',W') <1 (G, W).

Vamos a caracterizar L;(1,5) en funcién de M(S) y de Lo(1, S).

Teorema 3.21 L;(1,S) = Lo(1, ) L{(G/z,(W N V(G/z)) U {w}) : G €
M(S),z € J(G)}

Demostracion

Sea C(S) = {(G/z, W NV(G/z)) U{w}) : G € M(S),z € J(G)}

SiG e M(S)yz € J(G), como (G/z)WV(G/zDU{w} s isomorfo a G, que
no es S-representable, se tiene que

(G/z) no es (W NV(G/z)) U{w}) — S-representable.

" Si tenemos dos elementos

(Gi/z, WinVi(G1/z))U{w}) v (G2/y, (WaNVa(Ga/y))U{we}) de C(S)
iguales, entonces existird un isomorfismo

¢: Gi/z — Gafy tal que ¢(Wi NVi(G1/z)) = Wao N Va(Ga/y) U {ws}.

Consideremos

@ : G; — G, tal que ®(u) = ¢(u) para todo u € V(Gy/z) y (z) = y.

Claramente ® es un isomorfismo, por lo tanto G; es G2 y como G;/z es
Ga/y , zRy. Al tener J(G;) sélo un representante de cada clase de equiva-
lencia, se tiene que z es y, por lo que ninguno de los elementos de C(S) esté
repetido.

Veamos ahora que

Ly(1,8) N C(S) = 0 donde
Ly(1,S) = {(G — v, Adyc(v)) : G € M(S),v € F(G)}y
C(S) = {(G/z, WNnV(G/z))U{w}): G e M(S),z € J(G)}
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Para ello tomamos dos elementos

(G1 — v, Adyg, (v)) tal que G; € M(S) y v € F(G,)
(Gy/z,(W NV (Gy/z)) U {w}) tal que G, € M(S) y z € J(G)

y supongamos que son iguales, existira un isomorfismo
@0 : Gy — v — Ga/z tal que p(Adyg, (v)) = W NV(G2/z)) U {w}.
Consideremos ahora
U : G — Gy tal que ¥(u) = ¢(u) para todo u € V(Gy —v) y ¥(v) = z.

En este caso tenemos que ¥ es un isomorfismo, por lo que G; es G2 y como
G1—v es Gy/z , se tiene que vRw o bien que zRy donde y = vAdyg, (v). En
cualquiera de los casos, como tanto F(G;) como J(G}) sélo contienen a un
representante de cada clase de equivalencia, se tiene que v es w 0 x €s y, con
lo que queda probado que Ls(1, S) no tiene elementos comunes con C(S5).

Sea (G, W) un elemento de L;(1,S). Sea H un menor de GV tal que
G"™ no sea un menor de H. Podemos suponer que H se obtiene de GV al
contraer o borrar una arista.

Si H se obtiene de GV al contraer una arista z = {u,v} de G, sea G/z
el grafo obtenido de G al contraer la arista = y sea w el nuevo vértice donde

z es contraida. Consideraremos los siguientes casos:

e Si ningiin vértice de = estd en W, entontes H es (G/z)" y, como
(G, W) <1 (G/z,W), G/z es W — S-representable y por tanto se tiene
que H es S-representable.

e Siun vértice de z, por ejemplo u, ests en W, entonces H es (G/z)W ~{u}u{v}

y, como (G,W) <; (G/z,W — {u} U {w}), se tiene que H es S-
representable.
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e Siuywvestdn en W, como (G,W) <1 (G/z,W — {u,v} U {w}),
(G/z)W—{ww}{w} es H | por tanto también se verifica que H es S—representable.

Sea (G',W') un elemento de L tal que (G, W) <; (G',W') coni=162.
En cualquier caso (G')Wl es un menor de H y H no es menor de (G')W’,
debido a esto tenemos que

(G')W/ es S—representable y por tanto tenemos que G' es W' —S—representable
y que por lo tanto (G, W) € Ly(1,S). u

3.5 Otra caracterizacién de los grafos sin acu-

mulacién de vértices en S(n)

Vamos a dar una caracterizacién de los grafos VAP — S(n) en relacién con
los n finales de Freudenthal que tiene dicha superficie y asignandole colores
diferentes a los finales de los grafos que van a los distintos finales de la
superficie, obteniendo en el caso de n = 2 y S la esfera la lista explicita
de los menores prohibidos que no tienen una inmersién sin acumulacién
de vértices en el cilindro, resolviendo por tanto el problema planteado por
Thomassen en su visita a nuestro Departamento.

Una coloracién de finales de un grafo es una asignacién de colores a los
finales.

El conjunto de todos los finales con un mismo color es independiente y le
llamaremos clase de dicho color.

Una n-coloracién de finales de un grafo G usa n colores.

Esto particiona el conjunto de finales de un grafo G en n — clases de
colores.

En la Figura 3.18 podemos observar tres grafos, el primero de ellos re-
presenta a uno con una 4-coloracién de finales (teniendo en cuenta que en

los vértices marcados de forma diferente se les afiaden 1-caminos de colores
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Figura 3.18:

Figura 3.19:

distintos), el segundo con una 1-coloracién de finales y el tltimo con una
2-coloracién de finales.

Sea G un grafo con una n—coloracién de finales, G tiene una VAP-
coloracidn en S(n) cuando tiene una inmersién VAP-S(n) de tal forma que
una clase de color va a un final de la superficie S(n).

Ejemplo 3.1 Un grafo que no tiene una VAP-coloracién en el plano y si
tiene una VAP-coloracién en el cilindro (ver Figuras 3.19 y 3.20 respectiva-
mente).

En la Figura 3.19 podemos ver como hay una cara en la que queda ence-
rrado un l-camino provocando un punto de acumulacién de vértices. En la



3.5. Otra caracterizacién de los grafos sin acumulacién de vértices en S(n)73

Figura 3.20:

Figura 3.20 el problema anterior queda solventado.

Denotaremos por I'(n—coloracién,G) a una inmersién de G con una n-
coloracién de finales. Si no da lugar a confusién, para simplificar, la deno-
taremos por I'(n, G). Sean I'1(n,G1) y I'2(n, G2) dos inmersiones de G, y G2
respectivamente con una n-coloracién de finales cada una de ellas.

I'1(n,G1) es menor que I's(n, Go) si existe una inmersién de G en G tal
que los finales de una clase de color en G, van a los finales de otra clase de
color en Gs.

Ejemplo 3.2 I'y(n, G,) es menor que 'y(n, Gs) (ver Figuras 3.21 y 3.22).

En la Figura 3.12 en cada vértice marcado de igual forma afiadimos
1-caminos del mismo color y en los vértices marcados de forma diferente
anadimos 1-caminos con distinto color. En la Figura 3.22 con el mismo pro-
ceso anadimos escaleras.

Sea G una familia de grafos finitos o infinitos con una coloracién de finales.

Sea B(G) una familia de grafos infinitos con una coloracién de finales. Los
elementos de B(G) se obtienen eliminando un vértice o un punto interior de
una arista de cada uno de los grafos de la familia G, llevandolo al infinito y

asignando un nuevo color a los nuevos finales as{ obtenidos.

B,(G) = B(G)
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Figura 3.21:

Figura 3.22:
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Figura 3.23:

- Ba(9) = B(B,(9))
B3(G) = B(B,G))

.................................

Podemos definir K(.S) = {grafos prohibidos en la superficie S}, asf deno-
taremos por A(n, S) = B,(K(S)).

Si S(1) es el plano, K(S(1)) = {Ks, K33} los grafos prohibidos por Kura-
towski para la planaridad y por lo tanto A(1,5(1)) = {Kg°, K33, L&°, L3%},
o sea los grafos prohibidos por Halin para la VAP-planaridad (ver Figuras
3.23, 3.24, 3.25 y 3.26).

Teorema 3.22 Un grafo G es VAP-S(n) si y sélo si G tiene una n-coloracién
de finales tal que no ezisten elementos en A(n,S) menores que dicha n-
coloracion de finales de G.
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Figura 3.24:

Figura 3.25:
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Figura 3.26:

Demostracién

Sea G un grafo con una n—coloracion de finales tal que no existen ele-
mentos en A(n,S) menores que dicha n—coloracién de finales de G.

G € A(n,S) = B,(K(S)) = B(Br-1(K(S5)))
Hagamos la demostracién por induccién en n.

e Para n = 1 tenemos:

Un grafo G es VAP-S(1) si y sélo si G tiene una I1-coloracion de fi-
nales tales que no existen elementos en A(1,S) menores que dicha 1-
coloracidn de finales.

A(1,S) = B1(K(S)) = K(S)UH(S), por lo tanto es cierto el resultado.

e Supongamos cierto el resultado para n — 1 y vedmoslo para n :

Teniendo en cuenta que

A(n, ) = Bn(K(S)) = B(B.1(K(S))) = B(A(n — 1,5))
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y que por construccién los elementos de B(G) se obtienen eliminando un
vértice o un punto interior de una arista de cada uno de los grafos de la familia
G, llevandolo al infinito y asignando un nuevo color a los nuevos finales asi
obtenidos, y por hipdtesis de inducciéon sabemos que:

Un grafo G es VAP-S(n-1) si y sélo si G tiene una (n-1)-coloracién de
finales tales que no existen elementos en A(n-1,5) menores que dicha (n-1)-
coloracion de finales.

Por lo tanto tenemos que A(n,S) = B,(K(S)) = B(Bn-1(K(S5))) =
B(A(n—-1,85)) = Bi(A(n—1,9)) = A(n—1,S) U H(S(n — 1)). |

En el cilindro, nosotros tenemos:

Teorema 3.23 Un grafo G es VAP-cilindrico si y sdlo si G no tiene sub-
grafos homeomorfos a cualquiera de los grafos en la Figura 3.27.

3.6 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo pretendiamos encontrar una caracterizacién de los grafos
VAP — S(n) y hemos probado que ese problema es equivalente a uno de
naturaleza finita, caracterizar los grafos n — W — S — representables.

Para el caso n = 1 hemos obtenido una forma diferente de caracterizar
los grafos sin acumulacién de vértices de S(1) a partir de una caracterizacién
del tipo Kuratowski para la superficie S.

Para n > 2, mediante una asignacién de colores diferentes a los finales de
los grafos que se van produciendo al iterar el proceso obtenido para n = 1
hemos obtenido la caracterizacién de los grafos VAP —S(n), asi como la lista
explicita de los grafos menores prohibidos V AP— cilindricos.

Nos queda por tanto como problema abierto encontrar la lista explicita

de los grafos menores prohibidos 2 — W — m—representables.
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Capitulo 4

Grafos recubridores de S(n)

El propésito de este capitulo es generalizar los resultados obtenidos por
Ayala, Dominguez, Marquez y Quintero [5] sobre grafos mosaicos en el plano
a superficies planas abiertas con n finales de Freudenthal, asi como el resul-
tado obtenido por Thomassen en [58] sobre representaciones por segmentos
rectilineos de los grafos infinitos planos para dichas superficies.

4.1 Introduccion

Dado un grafo G, y una inmersién EAP-plana, ¢ : G — R? se dice que
es una inmersion recubridora si todas las componentes de R? — ¢(G) estdn
acotadas. Existen ejemplos obvios de grafos infinitos que admiten tanto una

inmersién recubridora como no recubridora.

81
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Figura 4.1:

En la Figura 4.1 podemos ver dos inmersiones de un grafo una recubridora
y la otra no.

Un grafo G es mosaico si todas las inmersiones EAP-planas son recubri-
doras. En 1994 Ayala, Dominguez, Mérquez y Quintero [5] caracterizaron
tales grafos.

La caracterizacién de los grafos mosaicos del plano (S(1), cuando S es la
esfera) viene dada por el siguiente resultado :

Teorema 4.1 G es mosaico en S(1) si y sélo si es un grafo 2-conexo con
un final y contiene un subgrafo homeomorfo a P(Ks) ¢ P(Ks3) (ver Figura

4.2).
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Figura 4.3:

En todo este capitulo consideraremos que S es la esfera y por lo tanto
S(n) representa la superficie plana abierta con n finales de Freudenthal.

El Teorema 4.1 se puede extender a S(n) como sigue:

Dado un grafo G, decimos que una inmersién localmente finita FAP —
S(n), ¢ : G — S(n) es una inmersidn recubridora de S(n) si todas las
componentes de S(n) — ¢(G) estdn acotadas. |

En la Figura 4.3 podemos ver dos inmersiones diferentes del mismo grafo
en el cilindro, una no recubridora y otra si.

Asi pues, diremos que un grafo G es mosaico en S(n) si todas sus inmer-
siones sin acumulacién (ni de vértices ni de puntos interiores de aristas) son
recubridoras de S(n).

Teorema 4.2 Un grafo es mosaico en S(n) si y sélo si admite una inmersion
en S(n) sin acumulacidn y contiene un subgrafo homeomorfo a la unidn dis-
junta de n veces P(Ks) y/6 P(Ks3).
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Demostracion
Por induccién en n :

e Para n = 1 se tiene por [5], ya que S(1) es homeomorfa a R2.

e Supongamos el enunciado cierto para n y veamoslo para n + 1.

Condicion Suficiente

S(n + 1) es homeomorfa al plano menos n puntos. Sea (0, 0) uno de esos
puntos. Consideremos K un compacto tal que (0,0) estd en el interior de
(R% — {n puntos}) — K.

Sea G = G N K, lo que implica que
G—-Gr=G1UG,
donde G; C Int((R? — {n puntos}) — K) y G, ests en el exterior.

La cara interior de (R? — {n puntos}) — K es homeomorfa a S(1).

Como para n =1 es cierto el resultado, existe P(Ax) C G; con Ay = K;
6 K3

De la misma forma, la cara exterior es homeomorfa a S(n).

Por hipétesis de induccién, existirdn

P(A), P(Ag), ..., P(Ank) tales que
igl P(Ai) C Gy con Ay = K2 6 K35

Y como G y G son disjuntos, tenemos que
P(Ax) N P(Ai) = 0, cualquiera que sea i =1, ..., n.

Hemos encontrado pues que,
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P(Ak) LI P(Alk) U P(Agk) (N P(Ank) cG.

| Condicidn Necesaria |

Por hipétesis ngjll P(Ai) CG.

Como G admite una inmersién sin acumulacién se tiene que

+1
G— 7.lL__l1 P(A;) es compacto.

Consideramos ngll P(Ai) = U2 P(Ai) U P(Apyik)-

S(n+1) es homeomorfa a R? menos n puntos, de los cuales (0, 0) es uno.
Sea d la distancia del (0,0) a los n — 1 restantes.

Notaremos por K = B (1d) — B(1d).

Entonces se tiene que

(R? menos n puntos) — K = R; U R,
donde R; es homeomorfo a S(1) y Ry es homeomorfo a S(n).

Por hipétesis de induccién,
QI P(Ai) recubre Ry y P(Ani1x) recubre R;.
Ademas tenemos que:

KNG cG-"T P(Au).

Por lo tanto K N G es compacto, y las caras contenidas en K N G son

acotadas.

Como consecuencia:
,Ql P(Ag) U P(Api1x) U (K N G) recubre S(n + 1),

Por tanto G recubre a S(n + 1). n
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4.2 'Triangulaciones infinitas en S(n)

En esta seccién generalizamos el resultado obtenido por Thomassen en [58]
sobre inmersiones de grafos infinitos por segmentos rectilineos en el plano
a superficies abiertas planas con n finales de Freudenthal, S(n). Ademés
obtenemos como consecuencia que si el grafo G es conexo, ser VAP — S(n)
es equivalente a ser EAP — S(n).

Para ello, usaremos el concepto de triangulacion infinita introducido por
Thomassen [58]. Diremos que una inmersién plana I' de un grafo plano
infinito y conexo es una triangulacion si y sélo si I es VAP — plano y para
todo z € T existe ¥, ciclo de I' tal que x es el tinico vértice contenido en
el interior de ¥, y z estd unido por una arista a todos los vértices de ¥,.
Si ademds, cualquiera que sea y € R? — I se tiene que y estd contenido en
algun ciclo de I', entonces diremos que I' es una triangulacion del plano.

Una caracterizacion de las triangulaciones infinitas debida a Thomassen
[58] es la siguiente:

Una inmersion VAP-plana T’ de un grafo plano infinito es una triangu-
lacion si y sdlo si T'contiene una sucesion de ciclos disjuntos ©1, 0., ... tales
que para todo k > 2, el subgrafo de T inducido por ©y y los vértices del in-
terior de Oy es finito y triangula el interior de O y contiene al ciclo Ok_1;
ademds, todo vértice de I estd en el interior de algin ©,,.

Teniendo en cuenta que S(n) es homeomorfa a la esfera menos n puntos,
diremos que una inmersién I' de un grafo infinito y conexo en una superficie
abierta con n finales de Freudenthal es una triangulacidn si y sélo si dicha
inmersién T' no presenta puntos de acumulacién de vértices en S(n) y para
todo z € T' , existe ¥, ciclo de T" tal que z es el tinico vértice contenido en
el interior de ¥, y x estd4 unido por una arista a todos los vértices de ¥,.
Si sucede también que cualquiera que sea y, un punto en el complementario
de la inmersién I' en dicha superficie, se tiene que y esta contenido en algin
ciclo de I', entonces diremos que ' es una triangulacion de S(n).
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Teorema 4.3 Una inmersién VAP-S(n) I’ de un grafo infinito es una tri-
angulacion si y solo si I contiene una sucesion de ciclos disjuntos ©1, 0o, ...
tales que para todo k > 2, el subgrafo de I' inducido por ©y y los vértices del
interior de O es finito y triangula el interior de Oy y contiene al ciclo Oy_¢;
ademds, todo vértice de T estd en el interior de algin ©,,.

Demostracién
La condicién suficiente es evidente, veamos la condicién necesaria.

Vamos a definir la sucesién de ciclos disjuntos ©, G, ... recursivamente
de la siguiente forma:

Sea ©; cualquier ciclo de I' y supongamos ya definidos 6, O, ..., ©k. Con-
sideraremos el grafo I'y, como U¥,, donde la unién es tomada sobre todos los
vértices x de O. Tk es finito y 2-conexo, luego la frontera de la cara exterior
es un ciclo, llamémosle O, ;. Como I' no tiene puntos de acumulacién de
vértices, existirdn solamente una cantidad finita de vértices de I" en el inte-
rior de Ok+1, Yy como por definicién de triangulacién, I" triangula el interior
de O41. Si y es un vértice de I' en el exterior de ©;, entonces la distancia
desde y a O es menor que la distancia desde y a ©;. Por lo tanto y estd
en el interior de algin ©,, y por lo tanto I' satisface lo que queriamos. W

Recordemos el resultado dado por Thomassen en [58] sobre inmersiones

de grafos planos en triangulaciones infinitas por segmentos rectilineos.

Teorema 4.4 Sea T un grafo infinito, localmente finito, conexo, VAP-plano.
Entonces eziste una triangulacién infinita por segmentos rectilineos A del

plano tal que I' es isomorfo a un subgrafo de A.
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Vamos a generalizar dicho resultado a S(n):

Teorema 4.5 Sea I' un grafo infinito, localmente finito, conexo, VAP-S(n).
Entonces eiste una triangulacion infinita por geodésicas minimas A de S(n)
tal que I' es isomorfo a un subgrafo de A.

Demostracion

Vamos a demostrarlo por induccién en n:

e Para n =1 es cierto por el resultado de Thomassen [58].

e Paran=2:

Sea I" un grafo infinito, localmente finito, conexo VAP — S(2), entonces
I' admite una inmersién en el plano con un punto de acumulacion de
vértices. Sea K un compacto que aisle dicho punto de acumulacién.
Dicho compacto existe, ya que de no existir tendriamos que podriamos
abrir por una generatriz del cilindro y en ese caso tendriamos que la
inmersion seria V AP—plana.

Sea I'y ='N K , por tanto
F-—Fk =F1UF2 tal que
I Cint(R*—K) yTy Cext(R2-K) .

La cara exterior de R? — K es homeomorfa al plano S(1).
I’y es VAP — S(1) y conexo, luego aplicando el resultado para el plano
tenemos que I'y es isomorfo a un subgrafo de una triangulacién por segmentos

rectilineos del plano A,.
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La cara interior también es homeomorfa a S(1), por lo tanto tenemos una
inmersién VAP — §(1) de I'; y es conexo, asi pues, es isomorfo a un subgrafo
de una triangulacién por segmentos rectilineos A;.

Nos queda la parte del compacto K, que es un grafo finito por tanto es
subgrafo de una triangulacién finita.

Sea zy una arista de K que no esté contenida un 3-ciclo separador de K.
Sea K' el grafo obtenido al contraer la arista zy a un vértice z. Sea A la rep-
resentacién de K, entonces la representacién de X' puede ser obtenida desde
A tal que sélo las aristas incidentes con = sean cambiadas. Reciprocamente,
si A" es una representacién por segmentos rectilineos de K', entonces una
representacién por segmentos rectilineos de K puede ser obtenida desde A’
tal que sélo las aristas incidentes con z sean cambiadas y tal que z lo unimos
arbitrariamente con y. Haciendo coincidir un ciclo de I'; y un ciclo de I'; con
los ciclos frontreras de A, tendremos que I" es isomorfo a un subgrafo de una
triangulacién de S(2).

En el caso en que en el compacto tehgamos 3-ciclos separadores esas
aristas no las contraemos, pero quitamos lo que tengamos dentro del 3-ciclo
 separador, con 1o cual seguimos teniendo una triangulacién de S (2) y después
se vuelve a poner lo que habia dentro del 3-ciclo separador triangulando con

segmentos rectilineos.

e Supongamos cierto el resultado para n — 1 y vedmoslo para n.

Si es cierto para n — 1, razonando similarmente como en el paso de
n =1 an = 2, lo que hacemos es aislar el punto de acumulacién que
se obtiene en S(n) mediante un compacto y aplicar el razonamiento

anterior. [ ]

Como una triangulacién infinita de S(n) no tiene puntos de acumulacién

de aristas, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.6 Sea T' un grafo infinito, localmente finito, conexo y VAP-
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S(n). Entonces I' tiene una representacion por segmentos rectilineos EAP-

S(n).

Al igual que ocurre en el plano, en S(n) existen ejemplos de grafos lo-
calmente finitos, no conexos sin puntos de acumulacién de vértices que no
tienen necesariamente una representacién EAP — S(n).

Sean G y G, dos grafos abstractos tales que G es isomorfo a un subgrafo
de una triangulacién de S(n) y G2 es un grafo infinito, conexo con una rep-
resentacién sin puntos de acumulacién de vértices en S(n). Consideraremos
la unién disjunta de estos dos grafos y llamémosle H. Claramente H tiene
una representacién VAP — S(n). Llamemos © a la inmersién sin acumulacién
de vértices de H en S(n) y sean I'; y I'; las inmersiones sin acumulacién de
vértices de G1 y Gz en S(n) respectivamente. Consideremos p un vértice de
') y g un vértice de I'y, el segmento [p, g] intersecta una cantidad infinita de
aristas de I'y ya que p estd contenido en el interior de una cantidad infinita de
ciclos mutuamente disjuntos de I'; y €l conjunto de puntos de I'; en S(n) no
puede estar contenido en uno de tales ciclos. Asi pues, tenemos que algunos
puntos del segmento [p, g] forman un punto de acumulacién de aristas de I';.

Otro problema en apariencia distinto es generalizar las caracterizaciones
de grafos sin acumulacién de vértices ni aristas en superficies planas abiertas
con n finales de Freudenthal, es decir los grafos EAP — S(n). Estos también
se pueden caracterizar mediante subgrafos prohibidos. Tenemos la siguiente

conjetura:

Conjetura 4.7 Sea G un grafo sin componentes finitas planas. Entoces G
no es EAP — S(n) si y sdlo si existe k = 0,...,n tal que hay k P(K;) y/6
P(Ks3) y un subgrafo disjunto no VAP — S(n — k).
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De ser cierta la conjetura, se tendria inmediatamente la caracterizacién
de los grafos EAP — S(n) a partir de la de los VAP — S(n).
Vamos a probar la conjetura para n = 2.

Teorema 4.8 Sea G un grafo sin componentes finitas planas. Entonces:
G no es EAP — 5(2) si y sdlo si se verifican una de las siguientes condi-

ciones:
o (k=0) Noes VAP — 5(2).
e (k=1) Hay un P(Ks) 6 P(K33) y un subgrafo disjunto no VAP-S(1).
o (k= 2) Hay dos P(Ks) 6 P(Ks3) y un rayo infinito.

Demostracién

| Condicidn Necesaria, |

e Para k = 0 si no es VAP — S(2) entonces no es EAP — S(2).

e Para k = 1 si tenemos uno cualquiera de los de Halin nos dividiré al
cilindro en dos mitades y cada una de ellas tendré al menos un rayo
infinito. En cualquiera de las mitades en la que pongamos el P(Ks) ¢
P(K33) tendriamos un grafo recubridor y un rayo infinito, por lo tanto
no seria EAP — S(2). |

e Para k = 2 si tenemos dos P(Ks)  P(K33) y un rayo infinito, ten-
dremos un grafo recubridor de S(2) y una componente infinita, asf pues
no serd FAP — 5(2).

Condicion Suficiente

Si G no es conexo, consideraremos los siguientes tipos de grafos:
e Tipo I: Contiene dos componentes de P(K5) 6 P(K33).

e Tipo II: Contiene cualquiera de los prohibidos de Halin y que no es de

tipo L
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e Tipo III: Contiene un P(K5) 6 P(K33) y que no sea de tipo I 6 IL.

e Tipo IV: Contiene rayos infinitos y que no sean del tipo I 6 II 6 IIIL.

Supongamos que tenemos dos componentes infinitas.
Caso 1

Una de las componentes es de tipo 1.

Tendremos dos P(K5) 6 P(K33) y un rayo infinito, luego estamos en la
iltima condicién.
Caso 2

Una de las componentes es de tipo II.

2.1 Otra componente de tipo II. En este caso no serfa VAP — S(2).

2.2 Otra de tipo III. Tendriamos uno de Halin y un P(K5) ¢ P(K33).

2.3 Otra de tipo IV. Seria EAP — 5(2).
Caso 3

Si tenemos dos componentes de tipo III y otra de tipo III 6 tipo IV
entonces tendremos dos P(K5) 6 P(K33) y un rayo infinito.

Caso 4

Si tenemos dos componentes de tipo IV entonces es EAP — S(2).
Caso 5

Si tenemos dos componentes una de tipo III y otra de tipo IV, en esta
situacién es EAP — S(2).
Caso 6

Si son de tipo IV entonces el grafo es EAP — S(2).

Nos queda el caso en que el grafo tenga una tinica componente infinita.

Como sabemos, segin hemos visto anteriormente, son equivalentes en el
caso conexo ser EAP — S(2) y ser VAP — S(2). Por lo tanto si el grafo no
es EAP — S(2) y tenemos una tinica componente infinita tendremos que no
es VAP — S(2). Con esto concluye la demostracién. [ ]
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4.3 Conclusiones y problemas abiertos

En el caso de superficies planas abiertas con una cantidad finita de finales de
Freudenthal hemos caracterizado sus inmersiones recubridoras en términos
de subgrafos minimales. Ademés hemos probado que todo grafo VAP — S(n)
es isomorfo a un subgrafo de una triangulacién de S(n), resultado éste que
generaliza al obtenido por Thomassen en [58] para el plano. En el caso del
cilindro, hemos obtenido también la caracterizacién de las inmersiones EA P-
cilindricas a partir de las VA P-cilindricas.

Quedan abiertas para futuras investigaciones dos cuestiones principal-
mente: La primera de ellas encontrar la caracterizacién de las inmersiones
EAP — S(n), y en segundo lugar tratar todos los resultados del capitulo para

superficies abiertas no necesariamente planas.
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A partir de ahora vamos a trabajar principalmente con familias de grafos
infinitos para las cuales sea posible construir algoritmos eficientes que com-
prueben si ciertas propiedades se satisfacen o no. Uno de los principales pro-
blemas que surgen cuando tratamos con grafos infinitos es la forma de poder
definirlos de manera que puedan ser tratados en el ordenador. En el caso de
grafos dindmicos este problema est4 solventado ya que podemos definirlos de
forma recurrente. Son muchos los ejemplos que surgen en la literatura que
se pueden incluir dentro de este contexto, como los grafos tratados por B.
Griinbaum y G.C. Shephard en Tilings and Patterns, Freeman (New York,
1987), por citar alguno.

En el Capitulo 5 analizaremos los resultados obtenidos por Dana en su
Tesis Doctoral [16] sobre inmersiones de grafos dindmicos en el plano e in-
mersiones sin acumulacién, generalizando sus resultados para el cilindro.

El Capitulo 6 lo dedicaremos a estudiar propiedades métricas de las rep-
resentaciones planas de grafos cuyas aristas son segmentos rectilineos y que
presentan puntos de acumulacién (también podriamos llamarlas inmersiones
recubridoras del cilindro por geodésicas). Abrimos asf una nueva linea de tra-
bajo propuesta por Thomassen en su visita a nuestro Departamento y que
guarda gran relacién con un problema propuesto por Wagner [62] en 1970,
sobre la busqueda de inmersiones planas de grafos en las cuales la relacion
entre la longitud de la arista més larga y la arista més corta no sea demasiado
grande.



Capitulo 5

Grafos dinamicos en el cilindro

El objetivo de este capitulo es seguir la linea de trabajo abierta por Dana
[16] en su Tesis Doctoral definiendo una familia de grafos infinitos en la cual
es posible construir una algoritmica finita, nos estamos refiriendo a los grafos
periddicos o dindmicos. Una vez cerrado el caso plano, parece pues natural
preguntarse qué ocurre en otras superficies abiertas, y comenzamos, por su
simplicidad, con el cilindro. Caracterizaremos desde un punto de vista teérico
y algoritmico los diferentes tipos de acumulacién que presentan esta familia
de grafos.

5.1 Introduccion

Un cilindro (infinito) C es la unién de una familia infinita de lineas para-
lelas a una recta, llamada eje del cilindro, y a la misma distancia de ella.
Un cilindro se define también como el lugar geométrico de los puntos que
equidistan del eje. Alternativamente, se puede definir como la unién de una
familia infinita de circunferencias del mismo radio, cuyos centros estén situa-
dos sobre €l eje y dibujadas sobre planos ortogonales a éste. Las rectas y las
circunferencias definen de forma natural un sistema de coordenadas sobre el
cilindro, puesto que cada punto de C se obtiene como la interseccién de una

unica recta y una tnica circunferencia. De igual forma, estas dos familias de
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Figura 5.1:

curvas definen una malla sobre el cilindro; a las rectas paralelas se las conoce
como generatrices y corresponden a la direccidén vertical, mientras que las
circunferencias perpendiculares a dichas rectas son los circulos mdzimos del
cilindro, asociados a la direccién horizontal (ver Figura 5.1).

Un cilindro infinito es homeomorfo al plano menos un punto, o a la esfera
menos dos, puntos que se conocen como Polo Norte y Polo Sur. Este home-
omorfismo nos conduce a representar el cilindro como una banda limitada
por rectas verticales identificadas entre si, obtenida al desarrollar el cilindro
por una de sus generatrices. Las geodésicas del cilindro pasan a ser rectas en
su representacién plana y la malla estd constituida por una familia de rectas
horizontales y otra de verticales. La Figura 5.2 ilustra estos hechos.

Definiremos inmersidn de un grafo en el cilindro como aquella inmersién
de un grafo que estd constituida por puntos del cilindro representando los
vértices, y las aristas serdn curvas de Jordan que no se intersectan entre
si, excepto en sus extremos. Cuando esto ocurra diremos que el grafo es
cilindrico. Es facil ver que, al igual que grafo plano y esférico son conceptos
equivalentes, grafo cilindrico y plano también lo son. Los homeomorfismos
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Figura 2: Representacién plana del cilindro.

Figura 3: Malla en la representacién plana del cilindro.

Figura 5.2:
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existentes entre plano, cilindro y esfera hacen que si un grafo admite una
inmersién en alguna de las tres superficies, también admita inmersiones en
las otras dos. Esto es, los conceptos de grafo plano, cilindrico y esférico son

equivalentes.

Las inmersiones cilindricas, al igual que las demés, dan lugar a un sistema
de rotacién de vértices y a un conjunto de ciclos esenciales. En este caso,
un ciclo de la inmersién serd esencial u homdétopicamente no nulo si la curva
asociada a dicho ciclo, la cual estard compuesta por segmentos, no encierra
un disco abierto. Si una inmersién cilindrica no contiene ningun ciclo esencial

la llamaremos inmersién plana.

Toda inmersién cilindrica determina un conjunto de caras sobre el cilin-
dro, entre las que aparecen dos no acotadas (solamente una si es una in-
mersién plana), una de las cuales contiene al Polo Norte y la otra al Polo
Sur. Si denotamos por n,m y f al ndmero de vértices, aristas y caras de
la inmersién, respectivamente, entonces la férmula de Euler establece que
n—m+ f=2.

La estructura topolégica de una inmersién cilindrica se describe sefialando
los ciclos esenciales y recorriendo las aristas que constituyen la frontera de
cada cara, explicitando las caras no acotadas o externas. Cada cara f de la
inmersién tendré asociada una lista circular P(f) formada por las aristas que
la forman, recorridas en el sentido de las agujas del reloj, es decir, dejando el
interior de la cara a la derecha. Notemos que cada arista aparece exactamente
en dos de estas listas, es decir pertenece a la frontera de dos caras de la
inmersién. Si estas dos caras son la misma decimos que la arista constituye

un puente.

Dado que en este capitulo los resultados que obtendremos son algoritmi-
zables, vamos a establecer la notacién necesaria que nos permita expresarnos
en el lenguaje natural a la hora de describir un algoritmo. El lector puede
encontrar de manera mucho més amplia todos los conceptos de algoritmica
en el clasico libro de Aho, Hopcroft y Ullmann [2] o bien en el libro de Garey
y Johnson [25].
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Un algoritmo es en general, la descripcién paso a paso de un método para
resolver cierta tarea. M4s concretamente, podemos pensar en un algoritmo
como en un programa de ordenador escrito en un lenguaje de programacion.
Por utilizar un ejemplo que vamos a necesitar, veamos un método para explo-
rar los vértices y aristas de un grafo que se llama Depth-first search (DFS).

DFS(G)

Paso 1 Introducir un grafo G con N vértices.

Paso 2 Sea T un arbol que inicializaremos como 0.

Paso 3 Marcar todos los vértices del grafo como nuevo.

Paso 4 Si existe un vértice v marcado como nuevo entonces BUSCAR(v).

Fin

El procedimiento BUSCAR es el siguiente:
BUSCAR(v)

Paso 1 Marcar v como wiejo.

Paso 2 Para cada vértice w que sea adyacente a v

1. Si w estd marcado como nuevo entonces:

e Afiadir la arista {v,w} a T.

o BUSCAR(v).

Fin

Al final de la ejecucién del algoritmo, el drbol T contendrd todos los
vértices y aristas de G. Al igual que hemos construido este érbol, podemos

optar por realizar cualquier otra operacién que necesitemos.
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Estaremos interesados en encontrar el algoritmo mds eficiente para re-
solver un problema. El concepto de eficiencia o complejidad de un algoritmo
depende de dos factores:

e El tiempo que tarda en realizarse.

e El espacio (memoria) que ocupa.

El segundo factor es un problema subsanable (dentro de lo posible), pues
basta con ampliar la memoria al tamafio necesario. El primer factor es el
que en realidad va a marcarnos las pautas por las que debe regirse el disefo
de un algoritmo.

Para nosotros, el algoritmo més eficiente quiere decir el mds rdpido, el
que necesita menos tiempo de ejecucién.

El tiempo de ejecucién de un algoritmo es la suma de los tiempos de
ejecucién de sus pasos y viene expresado como una funcién del niimero de
datos de la entrada del algoritmo. La definicién con mayor rigor del tamario
de entrada de un algoritmo no es un problema fécil, para un estudio més
exahustivo de este problema constiltese el libro de Garey y Johnson [25]. Sin
embargo, conviene hacer dos matizaciones a lo anterior: en primer lugar, la
naturaleza de esa entrada (y no sélo su tamano) puede influir en el tiempo de
ejecucién de un algoritmo, asi que escogeremos el peor de los casos posibles;
en segundo lugar, tampoco estamos interesados en la funcién explicita del
tiempo sino en su crecimiento cuando el tamafio de los datos va aumentando.
Por ejemplo, diremos que el algoritmo DF'S es lineal porque su funcién tiempo
es un polinomio de grado 1.

Existen muchas situaciones précticas en las que es importante determi-
nar si un grafo es plano o no, y en el caso de que lo sea encontrar una
representacién plana suya, por ejemplo en el disefio de circuitos impresos.
Desgraciadamente, el Teorema de Kuratowski no proporciona un método
algoritmico eficiente para reconocer a los grafos planos. Para medir la efi-
ciencia suponemos que el tamano de la entrada es n y contamos el nimero
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de operaciones que constituyen el algoritmo. En este sentido, seguiremos la

siguiente notacién :

f(n)e O(g(n)) si se verifica que existe una constante C tal que

f(n) < Cg(n).

En el caso de los grafos planos, hubo que esperar hasta el ano 1974 para
que Hopcroft y Tarjan [31] dieran un algoritmo lineal para decidir si un
grafo es plano o no. Otros algoritmos que reconocen a un grafo plano son
el de Lempel, Even y Cederbaum [40] y el de Booth y Lueker {8]. En 1985,
Chiba, Nishizeki, Abe y Ozawa [14] obtienen un algoritmo que proporciona
la representacién plana de un grafo si es plano [45].

Al hablar de grafos infinitos, parece fuera de lugar plantearse la con-
struccién de algoritmos que comprueben si uno de estos grafos es plano,
VAP-plano o EAP-plano. Sin embargo, si los grafos que manejamos pueden
representarse de una manera finita, tales algoritmos son posibles. El primer
intento en ese sentido fue realizado por Iwano y Steiglitz en [34], pero des-
graciadamente su trabajo se basaba en ciertas hipdtesis erréneas. Posterior-
mente, Dana en [16] obtuvo estos algoritmos para la familia de grafos infinitos
dindmicos o periddicos del plano.

5.2 Notacion basica

Consideraremos inmersiones de grafos en el cilindro, donde los vértices son
puntos del cilindro y las aristas son curvas de Jordan en el cilindro que sélo
tienen en comin los puntos extremos. Claramente, un grafo admite una
inmersién en el cilindro si y sélo si admite una inmersién en el plano. La
diferencia entre las inmersiones planas y las inmersiones cilindricas radica
en que éstas tltimas presentan dos caras no acotadas o exteriores y a las
cuales denominaremos cara exterior izquierda y cara exterior derecha de la

inmersion.
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A partir de ahora usaremos la notacién seguida por Céceres, Dana y
Miérquez en [11] y generalizaremos las definiciones de grafos dindmicos en el
plano a grafos dindmicos en el cilindro. Teniendo en cuenta el homeomor-
fismo que nos conduce a representar el cilindro como una banda limitada
por rectas verticales identificadas entre si, obtenida al desarrollar el cilindro
por una de sus generatrices, si G es un grafo finito, consideraremos que sus
vértices estdn en una loseta C' = [0,1] x [0,1] de la representacién plana
del cilindro y que ésta la repetimos infinitamente de dos formas diferentes:
cubriendo toda la banda plana que representa el cilindro con lo cual cada
loseta tiene dos losetas adyacentes o bien cubriendo solamente media banda.
plana, con lo que cada loseta tiene dos losetas adyacentes excepto la primera
que sélo tiene una. En estos dos casos, nosotros decimos que tenemos un
grafo I-dimensional dindmico cilindrico y lo denotaremos por G*-cilindrico
o} %- dimensional dindmico cilindrico, denotado por Gz -cilindrico.

En la Figura 5.3-podemos ver un grafo %—dimensional cilindrico y en la

Figura 5.4 un grafo 1-dimensional cilindrico.

Asi mismo, podemos decir que un grafo k-dimensional dindmico es VAP-
cilindrico si admite una inmersién en el cilindro sin acumulacién de vértices;

y que un grafo k-dimensional dindmico es EAP-cilindrico si dicha inmersién
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Figura 5.4:

Figura 5.5:

no tiene acumulacién ni de vértices ni de aristas. Hacer notar que en el
caso plano k puede tomar los valores %,1 6 2; sin embargo en el caso de

inmersiones cilindricas sélo tiene sentido que k tome los valores % 61.

5.3 Grafos Dinamicos Cilindricos

Para un grafo dindmico %—dimensional cilindrico G '217, con generador G, pode-
mos construir el grafo Gy desde Gy, G; y G2 contrayendo este 1ltimo en un
punto como se muestra en la Figura 5.5 :

La caracterizacién resultante para los grafos dindmicos 1—dimensionales

€s:
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Teorema 5.1 Un grafo dindmico %—dz’mensional es cilindrico si y sdlo si el
grafo asociado Gy es plano.

Demostracién

Si G2 es cilindrico entonces Go U G1U G es cilindrico y Gy también, por
lo tanto es plano.

En el otro sentido, obtenemos una inmersién de G2 de la siguiente forma:
empezamos con una copia de la inmersién del grafo Gy U G; y afiadimos
infinitas copias de la inmersién de G; en Gy . Volviendo hacia atras, com-
probamos que podemos pegar estas copias. Esto nos da una representacién
cilindrica de G. u

Veamos que el caso 1—-dimensional se puede reducir al caso %—dimensional
como sigue.

Es claro que desde un grafo dindmico 1—dimensional, G! es posible cons-
truir un nuevo grafo -é——-dimensional G %, tomando el generador de G! y
repitiéndolo sélamente en la mitad de la linea (ver Figura 5.6 y 5.7).

Veamos ahora la caracterizaciéon que estamos buscando:

. : L 1

Teorema 5.2 Sea G un grafo 1—dimensional dindmico y sea G2 un grafo

dindmico %—dimensional, obtenido como hemos descrito anteriormente. En-
.1/, . . . . 1 iy .

tonces G es cilindrico si y sélo si G2 es cilindrico.
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Demostracion

Claramente G2 es un subgrafo de G, asf pues, si G! es cilindrico entonces
G es cilindrico también.

Veamos en el otro sentido. Supongamos que G no es cilindrico. Entonces
existe un subgrafo finito K tal que es homeomorfo a K5 6 K 3,3.' Si K no estd
contenido en G%, podemos encontrar una copia trasladada de K tal que es
un subgrafo de G3. Por tanto, tendriamos que G 2 no es cilindrico. |

Como podemos dar un algoritmo que en tiempo lineal nos diga si un
grafo dinamico %——dimensional es cilindrico, también podemos hacer esto en
el caso de un grafo dindmico 1—dimensional, como consecuencia del resultado
anterior.

5.4 Grafos Dinamicos VAP-cilindricos

Veamos en primer lugar que un grafo es cilindrico si y sélo si es VAP-
cilindrico si partimos de un grafo dindmico —dimensional .
Para hacer esto, tengamos en cuenta un resultado previo:

Lema 5.3 Un grafo conexo dindmico %—-dimensz’onal tiene solamente un fi-
nal de Freudenthal.
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Demostracién

. 1 . . .2 oo
Podemos considerar Gz como la siguiente unién Uo Gh.
n=

Tendremos que para todo ng € N, los grafos G 3 y 0 G, son isomorfos.
n=ng

Asi pues, para todo subgrafo finito K € G%, podemos encontrar un ng tal

que GI — K = U Gn,UF, donde F es un grafo finito. Como los grafos Giy

n=ng
ngo G, son isomorfos, ambos son conexos. Por lo tanto, G 7 tiene sélamente
un final de Freudenthal. |

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que G no tiene vértices de
juntura que lo unen con componentes finitas conexas, ya que si esto fuera
asi, lo que hariamos es retraer esta componente dentro de C. Asi, podemos
considerar el grafo G* donde todas las componentes conexas de los vértices
de juntura son infinitas. Esta operacién, que es conocida por reflejar G, nos
permite, usando el Teorema de Menger [28], trazar rayos infinitos desde estos
vértices de juntura. Asi pues, es facil ver cuando las componentes conexas de
un vértice son finitas o infinitas, es decir, una componente conexa es finita si
y s6lo si ésta no contiene dos copias de una componente conexa de G.

Como consecuencia del Teorema de Halin [29], un grafo infinito es VAP-
plano si y sélo si cada componente conexa es VAP-plana. Esta misma
afirmacién sigue siendo valida en el cilindro, asi que, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que G* es conexo. También, podemos suponer que es
cilindrico ya que en caso contrario G* no serfa cilindrico.

Denotaremos por G al grafo dindmico 1-dimensional y G como su gene-
rador.

Como G es cilindrico, finito y conexo, por lo tanto es plano. Luego
podemos construir su block-cutverter tree T asociado, que es un grafo cuyos
vértices son los bloques y los vértices de corte del grafo G (los llamaremos
vértices del tipo B o vértices del tipo C) y cuyas aristas conectan cada bloque
B a los vértices de corte contenidos en B. Este arbol T puede ser construido
en tiempo lineal usando DFS.

Nosotros estamos interesados en construir el BC — tree T asociado al

generador G aunque con una modificacién que es de gran interés para nuestro
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Figura 5.8:

propGsito. Vamos a afiadir a este drbol un tercer tipo de vértices (tipo J),
que son los vértices de juntura. Un vértice B estd unido a un vértice J si
maés tarde pertenece al bloque B. Un vértice C estd unido a un vértice J si
existe el mismo en el grafo. A este nuevo drbol le vamos a llamar BC'J —tree
de G y lo denotaremos por BCJ(G).

Adem3s, debemos tener en cuenta, que existen dos tipos de vértices de
juntura, los vértices de entrada (los que se unen con la copia precedente de
G) y los vértices de salida (los que unen a G con la préxima copia).

Asi pues, tenemos como consecuencia que para cada inmersién plana de G
existe una inmersién de este &rbol BC J(G) si el orden de las aristas alrededor
de un vértice del tipo B se cambia, esa inmersién no representa una inmersién
de G.

Vamos a construir un grafo finito Gy a partir de cuatro copias consecutivas
del grafo dindmico, G_;, Gy, G; y G, contrayendo las copias G_; y G2 en
dos vértices s y t; finalmente afiadimos la arista (s,t) como en la Figura 5.8.

Es importante hacer notar que si los vértices de salida de Gy (que coin-
ciden con los de entrada de G;) son copias de los vértices de entrada de Gy,
por lo tanto si ellos estdn etiquetados con 1,2, ...,n entonces esto induce una
etiquetacion de los vértices de juntura de Gy.

El grafo G; juega un papel muy importante en el estudio del grafo
dindmico 1-dimensional G' y la propiedad de ser VAP~ cilindrico.

Dana, Céceres y Marquez en [11] obtuvieron el siguiente resultado para el
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Figura 5.9:

caso de grafos dindmicos 1-dimensionales planos que nos sera de gran utilidad

a nosotros para la prueba del Teorema 5.10:

Lema 5.4 Sea G! un grafo dindmico 1-dimensional y sea G su generador.
Si el grafo Gy es plano entonces tiene una inmersion tal que las aristas
incidentes a s y a t estdn situadas en el mismo orden o en orden inverso.

En la Figura 5.9 vemos cuales son las situaciones que se pueden dar segin
el Lema 5.4, donde se considera vértice principal de T a un vértice tal que
al borrarlo desconecta los vértices de entrada y de salida del arbol, y que
denotamos por uy y u; a las copias de u en BCJ(Gy) y BCJ(G1).

Vamos ahora a caracterizar los grafos dindmicos 1—dimensionales que son
VAP-cilindricos.
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Teorema 5.5 Un grafo dindmico 1-dimensional G' es VAP-cilindrico si y
sélo si el grafo asociado Gy es plano.

Demostracion

Si G! es VAP-cilindrico entonces el subgrafo G_; U Gy U G1U Gy es
cilindrico, y por lo tanto es plano y el resto de G! est4 en una de las dos caras
exteriores del subgrafo. Como Gy — {(s,t)} es un menor de este subgrafo
entonces es cilindrico, asi pues plano, y s y ¢ estan situados cada uno en la
cara exterior, por lo tanto Gy es plano.

Veamos en sentido contrario, si Gy es plano, entonces es posible obtener
una inmersién tal que las aristas incidentes de s y ¢ estén situadas en el
mismo orden o en el orden inverso por el Lema 5.4. Estos vértices pertenecen
cada uno de ellos a una de las caras exteriores de la inmersién del grafo
en el cilindro. Con esta inmersién, podemos repetir infinitamente el grafo
Go U G tanto hacia la derecha como hacia la izquierda para obtener una
representacién V AP— cilindrica de G. » |

La caracterizacién obtenida, nos permite obtener un algoritmo eficiente
que nos dice cuando un grafo dindmico es VAP-cilindrico, ya que existen
estos algoritmos que nos dice cuando un grafo finito es plano como podemos
ver en (16, 11]. Ademds, N. Chiba en [45] nos da un algoritmo que en tiempo
lineal obtiene la inmersién de un grafo finito plano en el plano.

Como sabemos que si G es un grafo - dimensional dindmico cilindrico
entonces tiene un unico final de Freudenthal, serd por lo tanto homeomorfo
a un grafo 2-dimensional dindmico plano que segin el resultado dado por
Céceres, Dana y Marquez en [11] es equivalente a ser VAP-plano dindmico y
por lo tanto serd %-dimensional VAP-cilindrico.

El reciproco también se tiene, es decir, si el grafo es %-dimensional VAP-
cilindrico tiene un tunico final de Freudenthal y serd homeomorfo a un grafo
2-dimensional dindmico VAP-plano y de nuevo por la equivalencia anterior
serd 2-dimensional dindmico plano, asi que serd homeomorfo a un grafo %-
dimensional dindmico cilindrico.

Asi pues, podemos obtener una inmersion eficiente con respecto al ndmero
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de vértices del grafo finito G que genera a G sin puntos de acumulacién de

vértices. Como consecuencia tenemos:

Teorema 5.6 Sea G' un grafo dindmico 1-dimensional. Entonces se puede
computar cuando G' tiene o no tiene una inmersidn VAP-cilindrica en tiempo
lineal.

5.5 Grafos Dinamicos EAP-cilindricos

En esta seccién vamos a estudiar los grafos dindmicos sin ningin tipo de
acumulacién de puntos, haciendo la distincién si el grafo infinito es conexo
o no. Un algoritmo que resuelve el problema de la conectividad de grafos
dindmicos planos 1-dimensionales fue dado por Orlin en [46]. Generalmente,
para todas las dimensiones un algoritmo que estudia la conectividad de grafos
dindmicos planos esta presentado en [15].

Como consecuencia del teorema probado en el capitulo anterior, cuando
un grafo es conexo, los conceptos de VAP-S(n) y EAP-S(n) son equivalentes.
Por lo tanto, estudiaremos el problema de los grafos EAP-cilindricos en el

CasSo no conexo.

Teorema 5.7 Un grafo dindmico 1-dimensional es EAP-cilindrico si y sélo
si cada componente conezxa es VAP-cilindrica.

Demostracién

Consideremos G! el grafo dindmico 1-dimensional. Sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que G! no tiene componentes finitas conexas. Por
otra parte, cada componente conexa infinita de G* puede ser considerada en
si misma como un grafo dindmico 1-dimensional.

Si G! es EAP-cilindrico, entonces es VAP-cilindrico si cada componente
conexa es VAP-cilindrica también.

Reciprocamente, si cada componente conexa de G! es VAP-cilindrica en-
tonces es EAP-cilindrica y como es un grafo dindmico 1-dimensional, pode-
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mos dar una inmersién en una banda del cilindro tal que dicha representacién
no presenta puntos de acumulacién. n

De esto podemos deducir, que ver si un grafo dinamico 1-dimensional es
EAP-cilindrico es equivalente a ver si cada una de sus componentes conexas

son VAP-cilindricas y este proceso podemos hacerlo en tiempo lineal.

Abordemos ahora el caso de un grafo dindmico 1—dimensional.

Teorema 5.8 Un grafo dindmico no conexo %—dimensional es EAP-cilindrico
st y sélo si cada una de las componentes conexas consideradas como un grafo
dindmico 1-dimensional son VAP-cilindricas.

Demostracién

Claramente, cada componente infinita conexa H de un grafo dindmico
1 —dimensional, G? es en sf misma un grafo dindmico 1—dimensional. Por lo
tanto, podemos tomar el generador de una componente y repetirla en ambas
direcciones de la recta real R, debido a esto tenemos un grafo dindmico 1-
dimensional H,. El grafo construido con todos estos H, lo denotaremos por
GI.

Si H, es VAP-cilindrico para cada componente H, entonces el grafo Gé
es EAP-cilindrico por el Teorema 5.12. Como G? es un subgrafo de G% , éste
es también EAP-cilindrico.

Reciprocamente, si G 3 es EAP-cilindrico entonces no contiene a una sub-

1
divisién de P(K5) 6 P(Ks3) y cada componente conexa de G no contiene
una subdivisién de Lg® 6 L33, asi, estas componentes son VAP-cilindricas

por el Corolario 1.3 de [5]. Por lo tanto tenemos que G? es VAP-cilindrico.W

Como en el caso anterior, es posible comprobar esto en tiempo lineal con
respecto al nimero de componentes conexas del grafo dindmico no conexo

Gs.
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Figura 5.10:

5.6 Grafos Pattern

Un circuito VLSI es fisicamente plano si es EAP-plano. Serfa pues intere-
sante asegurar que una representacién plana de un grafo puede ser construida
repitiendo una inmersién plana del generador.

Esta es una condicién indispensable para fabricar industrialmente cir-
cuitos VSLI y tales grafos son llamados grafos pattern. En esta seccién vamos
a caracterizar tales grafos.

En la Figura 5.10 podemos ver que no cada grafo dindmico EAP-plano
G* es un grafo pattern.

Sin embargo en las inmersiones en el cilindro, los grafos pattern— cilindricos
coinciden con los grafos EA P-cilindricos.

Luego concluyendo, podemos comprobar si un grafo es pattern—cilindricos

0 no en tiempo lineal.
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5.7 Conclusiones

Teniendo en cuenta el resultado probado en el capitulo anterior que nos dice
que en un grafo conexo es equivalente ser EAP-cilindrico y VAP-cilindrico
y considerando los resultados probados en éste, podemos concluir con las

siguientes equivalencias:

Grafo %- dimensional dindmico cilindrico

Grafo 1-dimensional dindmico cilindrico

Grafo 1-dimensional dindmico VAP-cilindrico

Grafo %-dimensional dindmico EAP-cilindrico con una componente conexa.

Como consecuencia del Teorema tenemos que un grafo Gz -cilindrico es
equivalente a ser un grafo G? — plano y que segiin el resultado dado por [11]
es equivalente a que sea G?-VAP-plano. Por lo tanto, tenemos que todas las
equivalencias anteriores quedan caracterizadas por los grafos G? — planos;
asi pues el algoritmo que testa la planaridad de los grafos dindmicos 2-
dimensionales nos sirve para todos estos casos. Ademés, si un grafo es
cilindrico, lo cual es equivalente a ser plano, entonces podemos dar una in-

mersion cilindrica de forma eficiente.



Capitulo 6

Condiciones Métricas

Vamos a estudiar ciertas propiedades métricas relacionadas con los grafos
infinitos numerables y localmente finitos planos. Caracterizaremos los grafos
que admiten una inmersién en el plano cuyas aristas son segmentos rectilineos
y tales que sus caras tienen drea al menos 1; y para los grafos que tienen una
representacién plana por segmentos rectilineos de longitud mayor o igual a
1 encontraremos una caracterizacién para los grafos dindmicos cilindricos,
que son aquellos que presenta un punto de acumulacién de vértices en el
plano o una inmersién cilindrica recubridora con dos finales de Freudenthal
inestables.

6.1 Introduccion

Wagner [61], Fary [21] y Stein [53] independientemente probaron que cada
grafo finito plano tiene una representacién plana donde las aristas son seg-
mentos rectilineos. Tutte en [59] introdujo las representaciones convexas
y prob6 que cada grafo finito plano 3-conexo tiene una representacién de
ese tipo de tal forma que cada vértice que no esté en el ciclo exterior es
el baricentro de sus vecinos. Ungar [60] demostré que cada grafo plano
ctbico ciclicamente 4-conexo por aristas tiene una representacién rectan-
gular. Algunos de estos resultados han sido generalizados por Thomassen

119
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en [55, 56]. Para grafos planos infinitos con alto grado de simetria, incluso
representaciones mucho maés bellas son posibles como podemos encontrar en
[27]. Thomassen [58] obtuvo el resultado de Wagner, Fary y Stein para grafos
infinitos, resolviendo asf un problema propuesto por Adler [1]. Ademé&s probé
que cada grafo plano, conexo, localmente finito, sin acumulacién de vértices
es isomorfo a un subgrafo de una triangulacién en linea recta y como apli-
cacién a este resultado demostrdé que todo grafo plano, infinito, localmente
finito, sin acumulacién de vértices (o sin acumulacién de aristas) tiene una
representacion en linea recta con la misma propiedad. En su visita a nuestro
Departamento nos propuso el estudio de ciertas propiedades métricas de una
familia de grafos planos que denotamos por clase 3 y que estd formada por
aquellos grafos que admiten una representacién plana donde las aristas son
segmentos rectilineos de longitud, al menos 1. En el estudio de los grafos de
clase 3 nos parecié interesante definir y estudiar otra familia de grafos que
llamamos clase 4, que esta formada por aquellos grafos planos que admiten
una representacién por segmentos rectilineos tales que las 4reas de las caras

sean, al menos, 1 y que caracterizaremos también.

6.2 Inmersiones de grafos con areas de las

caras acotadas

Caracterizaremos los grafos de clase 4 y veremos que relacién guardan con
los grafos de clase 3.

Para ello tendremos que probar un importante resultado que nos dice
que: toda triangulacidn del plano admite una inmersion en linea recta en
una banda plana acotada con las dreas de las caras mayores o iguales a 1.

Estrechamente relacionado con las propiedades de VAP — planaridad
y EAP — planaridad estdn diversas condiciones que distintos autores han
impuesto a familias de grafos. Asi, consideremos las siguientes clases de
grafos planos:

Clase 1: Los grafos con una representacion plana tal que cada punto del
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plano sea el centro de un disco abierto que contiene a un numero finito de
aristas.

Clase 2: Los grafos con una inmersion plana de manera que las aristas

tengan didmetro 1 como minimo.

Clase 3: Los grafos con una representacion en el plano donde las aristas
son segmentos rectos de longitud al menos 1.

Evidentemente, todo grafo de clase i es de clase ¢ — 1 (i = 2,3). En
realidad, no es dificil probar que a pesar de la similitud de las tres definiciones,
las clases 1 y 2 son faciles de caracterizar y no ocurre lo mismo con la clase
3.

En particular, todo grafo plano con una cantidad numerable de aristas
es de clase 2 (basta dar una inmersién del grafo arista por arista y en cada
paso elegir dos puntos de la cara donde va a ir la arista nueva a distancia
1 + ¢, y dibujar la arista atravesando esos puntos).

Sin embargo, es evidente, que la clase de grafos que hemos introducido
més interesante es la que hemos llamado clase 8. Por tanto, la pregunta
natural es, ;jlos grafos planos numerables son de clase 37. La respuesta es
negativa como se puede observar en la Figura 6.1, donde el dibujo se repite
indefinidamente hacia dentro y hacia fuera.

Nuestro problema principal, serd por tanto encontrar una caracterizacion
de los grafos de clase 3. Esta cuestién contiene en si muchos subproblemas.
Por ejemplo, una resolucién algoritmica del problema para clases de grafos
que presenten alguna regularidad como los grafos periédicos, tendria gran
aplicacién en una disciplica emergente como es el trazado de grafos.

Ser de clase & es una propiedad métrica que no es topoldgica, lo que
anade cierta dificultad a la caracterizacién, ya que aunque una subdivisién

de un grafo de clase 3 sigue siendo de clase 3, el reciproco no es cierto, como
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Figura 6.1:

podemos observar en la Figura 6.2, donde el grafo de la izquierda no es de
clase 3, pero el de la derecha que es una subdivisién del anterior, si lo es.
Relacionando la clase 8 con la clase 4 se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.1 Todo grafo de clase 4 es de clase 3.

Demostracién
Veamos que, dado un grafo G , si no es de clase 3 entonces no es de clase

Si G no es de clase 3 se tiene trivialmente que en toda representacién plana
por segmentos rectilineos existe una sucesién de aristas {e,} cuya longitud
tiende a 0.

G debe contener ciclos. De lo contrario seria un arbol, y por tanto, de
clase 3.

Consideremos todas las sucesiones de aristas cuya longitud tiende a 0. Si
ninguna de ellas tiene un punto de acumulacién en el plano, todas ellas se
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Figura 6.2:

dirigen hacia el infinito. Luego se puede dar una representacién de G con las
aristas de las sucesiones tan grandes como se quiera (y las otras aristas son
suficientemente grandes). Por tanto G seria de clase 3.

Sean ahora todas las sucesiones {e,} cuya longitud tiende a 0 y tienen un
punto de acumulacién. Siempre podemos dar una representacién plana de
G en la que aparezca una cara exterior (por ejemplo, dando una inmersién
de todo el grafo dentro de una cara). Supongamos que todos esos puntos
de acumulacion estdan en la cara exterior de G. Entonces podemos dar una
representacién por segmentos rectilineos de G en la que la cara exterior esté
tan lejos como se quiera y, por tanto, las aristas de las sucesiones e, serian
arbitrariamente grandes. Luego G es de clase 3.

Consideremos las sucesiones de aristas e, cuya longitud tiende a 0 y que
acumulan en un punto. Existe un ciclo de G en cuyo interior estan los puntos
de acumulacién de dichas sucesiones. Entonces, el interior de dicho ciclo ha de
contener infinitas caras de G (ya que de ser este nimero finito, por contener a
los puntos de acumulacién de las sucesiones, contiene infinitas aristas e,, por
tanto habria uno o varios drboles). Dando al ciclo un 4rea suficientemente
grande, podemos representar los drboles con aristas de longitud mayor que
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1 (por ejemplo, inscribiendo los 1-caminos en rectdngulos de altura 1 y base
arbitrariamente pequeiia).

Por tanto existe un ciclo C de G que contiene inﬁmtas caras en su interior.
Sean Aj, Ag, ..., A,, ... dichas caras. Se tiene quez Area(A) < Area(C’) <
+oo. Esto implica que las dreas de A; tienden a 0 y, por tanto, G no es de
clase 4. =

Sin embargo, existen grafos de clase 3 que no son de clase 4. El grafo de la
derecha de la Figura 6.2 es de clase 3 pues admite una representacién donde
las aristas se acumulan en un tridngulo interior de lado 2. Esto nos asegura
que toda arista tiene longitud, al menos 1. No obstante, dicho grafo no puede
ser de clase 4 pues existen ciclos que contienen en su interior infinitas caras
y encierran un &rea finita.

Recordemos que un final de un grafo es estable si no contiene ciclos.

Dado un grafo G y un ciclo C de G, al grafo generado por todos los
vértices estrictamente incluidos en la regién finita definida por el ciclo G, lo
denominamos disco abierto generado por C en G y lo notaremos por D(C, G)
o D(G) cuando no haya confusién. Al grafo generado por V(D(G)) U V(G)
lo denominamos disco cerrado generado por C en G y lo notaremos por
D(C,G) 6 bien D(G) .

Dado un grafo I y dos ciclos C y C’ tal que V(C) C V(D(C")), el grafo
generado por V(D(C")) — V(D(C)) lo denominamos corona generada por los
ciclos C y C' y lo notaremos por I'(C,C"); siendo C' y C' los ciclos interior
y exterior de la corona respectivamente.

Dada una triangulacién G y un ciclo C' de G, cualquier ciclo C' que
cumpla:

1. V(C) C V(D(C")).

2. Para todo z,y € V(C'), si zy € A(G) entonces zy € A(C'),
lo denominaremos ciclo minimal generado por C' en G y lo notaremos por
C(C,G) 6 simplemente C(C) .

Dada una triangulacién infinita I', cualquier cara de la triangulacién es
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una corona minimal 1-ésima Cor;; su ciclo exterior es el 3-ciclo C) que la
define. Y dada una corona minimal n-ésima Cor, con ciclo exterior Cy,, una
corona minimal (n + 1)-ésima es Cor, 1 = I'(Cy,, Cpnt1) con Cpyq = C(Cy,, T).

Teorema 6.2 Dada una triangulacion T' y una corona minimal I'(C, C)y
tres vértices distintos a,b y ¢ € C,,, entonces existen tres caminos P, Py y
Py disjuntos que unen C con C', cumpliendo:

o (V(P)UV(P)UV(P;))NV(C) = {a,b,c}.

o (V(P)UV(R)UV(P))NV(C) ={d,b,c}.

e Para todo z,y € V(B,), si zy € A(T") entonces zy € A(F;).

Demostracién

Sea I'(C,C’) una corona minimal, en las condiciones de la definicién, de
una triangulacién del plano I' y sea I" el grafo resultante de contraer todas
las aristas de I" excepto aquellas que unan los vértices a,b y ¢ € C, podemos
pensar que dejamos invariante los vértices a,b y ¢ y contraemos todo lo
demés, hasta llegar a una de las siguientes configuraciones (ver Figura 6.3):

Es facil ver que en ambas configuraciones las aristas aa’,bb’ y cc estdn
separadas por otras tantas aristas z,y, 2, entonces al descontraer Iy las
aristas aa ,bb' y cc se generan tres subgrafos de I que no se intersectan pues
estan separados por los tres subgrafos generados por z,y y z de cada uno de
los tres primeros tomamos un camino minimal que cumpla las condiciones
impuestas en el enunciado. n

Dada una triangulacién plana infinita I' y una corona minimal I'(C, ),
diremos que ['(C,C’) tiene una inmersidn estdndar si existe una inmersién

plana en linea recta de forma que su conjunto de puntos estd definido por dos
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d

Figura 6.3:

tridngulos equildteros concéntricos, ademés de tres segmentos rectos que los
unen por los vértices y una cantidad finita de segmentos rectos que triangulan
el espacio entre ambos triangulos; correspondiéndose el tridngulo interior con
C y el exterior con C'.

Teorema 6.3 Toda corona minimal de una triangulacion del plano tiene
una inmersion estindar.

Demostracién

Sélo hay que tener en cuenta lo siguiente:

e dos vértices de los ciclos aa'c'c,aa’db y bb'c ¢ son adyacentes en la tri-
angulacién sélo si lo son en los respectivos ciclos.

e los ciclos pueden ser dibujados mediante segmentos rectos haciendo que

la regién delimitada por ellos sea estrellada. [

Una triangulacién del plano se dice estdndar si tiene una inmersién plana

en la que existe una sucesién de coronas minimales en forma estandar.
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Teorema 6.4 Toda triangulacion del plano, tiene una inmersion estdndar.

Demostracion

Este teorema es consecuencia directa del anterior, basta con colocar las
coronas sucesivamente y para que coincidan los vértices basta con colocarlos

uniformente repartidos en cada segmento recto de los ciclos. |

Lema 6.5 Toda triangulacion del plano admite una inmersién en linea recta

en una banda plana acotada con las dreas de las caras mayores o iguales a 1.

Demostracién

Dada la banda infinita vamos a colocar las coronas minimales sucesiva-
mente de forma que las 4reas de las caras sean mayores que uno.

Vamos a verlo por induccién :

e La primera corona minimal es un ciclo con una unica cara. Basta pues
colocar los vértices en los puntos (-1,0) , (1,0) y (0,1).

e Supuesta colocada la corona minimal n-ésima con 4area de las caras
mayores o iguales a uno y los vértices en los puntos (—2 + 2n—1_1, Yn—1),
(2 — 51, Yn-1), (0,¥,_,), colocamos inicialmente €l ciclo inferior de la
corona (n + 1)—ésima siendo sus vértices extremos (—2 + 5;,1_—1,yn_1)
, (2 - 2—,}:1-,yn_1) , ademés de situar los vértices exteriores uniforme-
mente repartidos y después colocamos los vértices interiores. Sea A la
menor area de todas las caras, si es mayor que 1 ya estd, si no lo es,
ampliamos lo que sea necesario el semiplano que estd estrictamente de-
bajo de la corona n—ésima (esta deformacién no afecta a la conexién
de vértices y si a las 4reas de los tridngulos que definen). Con el ciclo
inferior ya situado, colocamos los dos laterales, con los vértices exte-

riores uniformemente repartidos en los dos segmentos rectos, teniendo
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sélo en cuenta que los ciclos generados por los caminos P, y los segmen-
tos de los ciclos estrellados. Ademds podemos exigir que los vértices
interiores de los ciclos laterales tengan la segunda coordenada estricta-
mente mayor que y;. De esta forma, simplemente ampliando lo que sea
necesario el semiplano que est4 estrictamente sobre la corona n—ésima,
logramos aumentar las dreas de los tridngulos interiores tanto como sea
necesario. Es evidente, por construccién que no hay ningdn vértice
con abcisa menor que —2 6 mayor que 2. Luego tenemos resuelto el

problema. [ |

Tenemos el siguiente resultado para los grafos de clase 4.

Teorema 6.6 Un grafo sin finales estables es VAP-plano si y sélo si es de

clase 4.

Demostracién

| Condicidn Necesarz'cﬂ

Supongamos que G no es VAP-plano, por lo tanto contendrd a al-
guno de los subgrafos prohibidos por Halin [29]. Cada uno de ellos tiene
un final encerrado en una cara con 4rea finita. Como pof hipétesis, los
finales de G no son estables, entonces G' posee un final no estable ence-
rrado por un area finita. Sin embargo, un final no estable contiene infinitos
ciclos, por lo tanto G contiene infinitos ciclos dentro de una cara finita.
Sean Ci,Cy,...C,, ... dichos ciclos, y sea K dicha drea. Entonces tendremos
quenilA/rea( Cn)<Area(K)<+0o. Asi puesnli){lkloo/{rea( C,)=0. Por lo tanto

sabemos que para todo € > 0, existe C,, tal que A’rea(Cn) < € y en ese caso
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G no es de clase 4.

Condicion Suficiente

Supongamos primero que el grafo es conexo.

Sea G un grafo conexo y VAP-plano, entonces segin el resultado de
Thomassen dado en [58] el grafo admite una representacién EAP-plana por
segmentos rectilineos, luego G seria de clase 4.

Supongamos que el grafo no es conexo. Sea n el nimero de componentes
conexas que tiene el grafo. G es VAP-plano, luego cada una de sus compo-
nentes conexas son VAP-planas y, por el resultado dado por Thomassen en
[58], cada una de sus componentes conexas es isomorfa a un subgrafo de una
triangulacién por segmentos rectilineos. Por el Lema 6.5 sabemos que toda
triangulacién del plano admite una inmersién en una banda de tal forma que
todas las caras tengan 4reas mayores o iguales que 1. Por lo tanto, podemos
dar una inmersién del grafo tal que cada componente conexa la sumergimos
en una banda del plano con el 4rea de las caras mayores o iguales a 1; asi
pues, podemos concluir que el grafo G es de clase 4. |

Corolario 6.7 Todo grafo mosaico en S(n) con n>2 no es de clase 4.

Demostraciéon

Un grafo mosaico no tiene finales estables. Al estar en una superficie con
2 6 més finales, dicho grafo recubrird al plano pero tendréd al menos 2 puntos
de acumulacién de vértices. Luego no puede ser VAP-plano. Por tanto, por

el Teorema 6.6 no puede ser de clase 4. |



130 Capitulo 6. Condiciones Métricas

6.3 Inmersiones de grafos con longitud de aris-

tas acotadas

Vamos a caracterizar los grafos que admiten una inmersién plana por seg-
mentos rectilineos tales 'que la longitud de sus aristas estan acotadas tanto
inferior como superiormente, para grafos dindmicos y recubridores del plano
con dos finales de Freudenthal inestables.

Al definir la clase 3 lo que estudiamos son los grafos que admiten una
inmersién plana por segmentos rectilineos donde la longitud de las aristas
estd acotada inferiormente. Wagner en [62] sugirié buscar representaciones
en las cuales la relacién entre la longitud de la arista mds corta y la arista més
larga no fuese demasiado grande. Por ello, nos parecid interesante pensar en
aquellos grafos que tuvieran ademds acotada superiormente la longitud de
sus aristas. En este sentido, decimos que un grafo es de clase 8§ 2 si admite
una inmersién plana por segmentos rectilineos tal que la longitud de sus aris-
tas estdn acotadas superior e inferiormente.

Con respecto a los grafos de clase 3 tenemos que:

Proposicién 6.8 Todo grafo VAP-plano es de clase 8.

Demostracién

Sabemos que todo grafo VAP-plano es isomorfo a un subgrafo de una tri-
angulacién infinita con segmentos rectos segin el resultado dado por Thomassen
en [58]. Por lo tanto es VAP-plano por segmentos rectilineos, con lo cual es
de clase 3. n

El reciproco no es cierto. Cualquiera de los subgrafos prohibidos por
Halin para la VAP-planaridad verifica que es de clase 3 (ver Figura 6.4).

Proposicién 6.9 Un grafo conezo, infinito, localmente finito, plano y con
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Figura 6.4:

un solo final es de clase 3.

Demostracién

Sabemos que si un grafo conexo tiene un sélo final es equivalente ser plano
y ser EAP-plano. Asi pues tenemos que dicho grafo es de clase 3. |

Nos centraremos de ahora en adelante en los grafos que no son VAP-
planos con al menos dos finales inestables e intentaremos dar una caracteri-
zacién para clases de grafos que presenten alguna regularidad como los grafos
periddicos o dinamicos.

Sea G = (V, A) un grafo y sea I' una representacién plana de G. Diremos
que e = zy es una arista virtual de T si se verificaque : z,y eV, 2y ¢ Ay
existe una curva de Jordan § tal que §(0) = = (1) = y tal que 6NI'™* = {z, y},
siendo I'* el conjunto de todos los puntos de I' (ver Figura 6.5 de la izquierda).

Consideremos G = (V, A) un grafo y I" su representacién plana. Decimos
que P = z17,...7,, €s un camino virtual si cualquiera que sea i = 1,2,...,n,
z;T;+1 son aristas virtuales de I' y cualesquiera que sean 7y j = 1,2,...,n
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Figura 6.5:

tales que z;z; ¢ A (ver Figura 6.5 de la derecha).

Se dice que un camino es pseudo virtual cuando estd formado por aristas
reales (al menos una) y por aristas virtuales (al menos una) . Si todas son
reales entonces el camino es real y si todas son virtuales dicho camino serd
virtual.

Dado un ciclo de un grafo C: z,z,...z,2; tal que exista z;z; € A con j #
t+let=1,2,..,n—1,llamamos ciclo reducido C* a z1Z3...Z;T;Tj11...TnT1.
Un grafo G es fractal si existen una sucesién de ciclos disjuntos

il L 1,20, 21, Zo, ...
de tal forma que para todo v € G,
v estd nLeJZ Z.-periconectados con dos ciclos consecutivos en Z.
Ademas, si llamamos

Cor(Z my Zm+1) al subgrafo generado por Z,,, U Zpmy1 y vE G tal que v estéd

LGJZ Zn-periconectado con Zn, Y Zm41
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entonces tenemos que
G — Cor(Zmy Zm+1) es isoformo a G — Cor(Z,,, Z,1) para todo m,n € Z.

Teorema 6.10 Sea G un grafo infinito plano fractal con al menos dos fi-
nales inestables y sea I' una inmersidn plana de G por segmentos rectilineos.
G es de clase 3 si y sélo si existen dos caminos virtuales infinitos y un tercer
camino real o pseudovirtual en T

Demostracién

| Condicién Necesaria |

Como G es fractal tenemos que I" es fractal, luego existen una sucesién
de ciclos disjuntos en T,

il 9,2 1,720,210, Za, ....
Consideraremos los ciclos reducidos
* * %* * *
BV ADNV AR /I /A S

Lo demostraremos por induccién en m :
Para m = 0 consideramos la Cor(Z§, Zf) de T
’ . Ii ! 1 ’ .
Sean a,b y c tres vértices de Z§ y a ,by ¢ tres vértices de Z7.
Consideremos P;, P; los caminos virtuales y P3 el camino pseudo-virtual
1 ! I . .
oreal, queunenacona,bconb ycconc respectivamente (ver Figura 6.6),
es decir,

7
P:a=aya,..,an=a

1
P2 . b-—‘:bl,bg,...,bk =

Pi:c=c,co.,c0=C
Sea I' la representacién obtenida de I tal que

d(a,a’) <e, d(b,b) < e, d(c,c) <e.



134 Capitulo 6. Condiciones Métricas

Figura 6.6:

Entonces tenemos que,

732 Toy Z; =T, |
donde T es un tridngulo de vértices @, b y € que representan a a,by ¢
respectivamente
y T3 es otro triangulo de vértices ?, yy ¢ que representan a a’,b'y ¢
respectivamente (ver Figura 6.7).

Para que
d(a,a) <&, d(b,b) < e,y d(c,c) <,

procedemos de la siguiente forma:
contraemos las aristas de los caminos virtuales P;, P, asi como las aristas
virtuales y reales del camino pseudo-virtual E, llevando 77 sobre Ty, descon-
trayendo posteriormente las aristas de P, = ,lasde P, £ y las de 1,53’ 5
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Figura 6.7:

I" seguird siendo una representacién plana por segmentos rectilineos, aunque
en el camino pseudo-virtual o real seguiremos teniendo aristas no acotadas
inferiormente. Los tres caminos nos dividen la Cor(Tp,T}) en tres regiones
Ry, Ro, Rs.

Sean N; el niimero de vértices que hay en R;, N los que hay en Ry y N3
el nimero que hay en Rj.

Consideremos N =maz{Ny, N2, N3}.

Con esta. eleccién de N para la longitud del lado del tridngulo Ty podemos
acurnular uno de los finales de I" sobre dicho tridngulo. Con Tp no tenemos
problemas ya que podemos tomarlo tan grande como queramos. Repartiendo
uniformente los vértices sobre los lados de los tridngulos Ty y 131 y en las
correspondientes regiones R;, Ry y R; podemos garantizar que las longitudes
de las aristas sean mayores o iguales a 1. Para que las aristas reales que estan
en P; sean mayores o iguales que 1 haremos lo siguiente: las aristas virtuales
las dejamos tal como estdn, y las aristas reales abrimos el dngulo tanto como
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Figura 6.8:

sea posible tal que sus vértices extremos sean admisibles y ddndole a la arista
longitud 1 + ¢ (ver Figura 6.8).
Supuesto cierto para —m, con m € N, para —(m + 1) es evidente.

Supuesto cierto para m € N, para m+ 1 hacemos lo siguiente: Puesto que
el tridngulo sobre el que se acumula uno de los finales es de lado N podemos
llevar Z ., a un tridngulo T, contenido en T}, y procederemos como en el
caso primero para m = 0.

Condicion Suficiente

Como el grafo es de clase 3, existird una inmersién plana de él, por
segmentos rectilineos tal que todas sus aristas tengan longitud mayores o
iguales que 1. Supongamos por reduccién al absurdo que no existen dos
caminos virtuales infinitos y un camino real o pseudo-virtual.

En primer lugar, consideremos que existen dos caminos virtuales infinitos
y no existe un camino real o pseudo-virtual. Tendremos una situacién como
la de la Figura 6.9 y siempre tendremos una arista que no podremos ponerla
en linea recta.

Supongamos por tanto que existen a lo més un camino virtual infinito y
un camino real o pseudo-virtual. Como el grafo es de clase 3 y fractal existira

una inmersién plana de clase 3, I' que se puede poner como una sucesién de
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Figura 6.9:

ciclos disjuntos (ver Figura 6.10),
rZ9, 71, Ty Tty Dy o

Sean ...,02_5,Q_1, 8, Q1, Qs, ... las poligonales cerradas que los represen-
tan. Podemos acumular sobre una poligonal ya que de lo contrario tendria
un tnico punto de acumulacién « y considerando la bola de centro a y radio
1 — £ tendriamos que existirfa un ng tal que para todo n > ng €2, estaria
contenido en la bola de centro o y radio 1 — ¢ . Luego las aristas de {2,
tendrian longitud menor que 1, con lo cual no seria de clase 3. Asi pues
20,221, Q0,1, €, ... se acumulan en una poligonal. Sean a,,b, suce-
siones de vértices de €, alineados, y sean a y b sus puntos de acumulacién.
Consideramos las bolas de centro a y b respectivamente y radio 1 — ¢ para
un cierto £ > 0. Como las sucesiones {a,} y {b,} convergen a a y b respec-
tivamente tendremos que a partir de unos ciertos ng y n1, a, esté en la bola
de centro a y radiol — ¢ y b, pertenece a la bola de centro b y radio 1 —¢.
Sea k =maz{ng,n;}. Consideremos Q y Q1. Por hipétesis, existe a lo més
un camino virtual y un camino real o pseudo-virtual, luego los segmentos
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Figura 6.10:

axag4+1 6 brbry contendrin aristas del grafo y por estar contenida en la bola
de radio 1 — ¢, su longitud serd menor que 1. Con lo que el grafo no serfa de
clase 3. |

Corolario 6.11 En las hipdtesis del teorema tenemos que si ezisten los tres
caminos virtuales infinitos entonces G es de clase 32.

Demostracién

Si tenemos los tres caminos virtuales el mismo razonamiento que hace-
mos en el teorema hacia dentro podriamos hacerlo hacia fuera. En lugar de
acumular el grafo sobre una poligonal lo hariamos sobre una corona triangu-
lar con tres puntos de acumulacién de vértices. Asi tendriamos acotada la
longitud de las aristas tanto inferior como superiormente. |

Se puede probar sin mds que seguir un esquema de demostracién similar
al de la Proposicién 6.1 que todo grafo de clase 4 es de clase 33. El reciproco
no es cierto, como se puede facilmente observar en la Figura 6.5 de la derecha
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1 . . . e .
que es de clase 32, pues existen 3 caminos virtuales infinitos y sin embargo
no es de clase 4, al existir un ciclo con édrea finita que contiene en su interior

infinitos ciclos.

6.4 Conclusiones y problemas abiertos

En este dltimo capitulo no hemos hecho méis que comenzar abriendo una
nueva linea de investigacién que seria encontrar una caracterizacion de los
grafos de clase 3.

Evidentemente, esta cuestién, contiene en si muchos subproblemas. Por
ejemplo, una resolucién algoritmica de él para clases de grafos que presenten
alguna regularidad como los grafos periddicos o dindmicos. Esto podria tener
gran aplicacién en una disciplina emergente como es el trazado de grafos
(graphs drawing (18]).

Por otra parte caracterizar completamente los grafos de clase & puede
resultar una tarea dificil. En este sentido podriamos restringirnos a una fa-
milia de grafos mas pequena que los grafos planos. Considerando la conjetura
de igualdad de dreas de Ringel que dice que todo grafo plano cibico tiene
una representacién en el plano donde las aristas son segmentos rectos y tal
que todas las caras tienen la misma 4rea ([57)). Si la conjetura de Ringel es
cierta entonces todo grafo plano cibico es de clase 8. Queda por tanto como
problema abierto dar una demostracién sin usar dicha conjetura.

Ademés, también podriamos concentrar nuestra atencién en los grafos
que no son de clase 3.

Otro problema que proponemos es el siguiente: que una buena subclase
de grafos planos candidata a subclase del complementario de la clase 3 son
las triangulaciones de superficies abiertas planas con dos o mas finales de
Freudenthal.



Apéndice A

A.1 Obtencién de subgrafos prohibidos a par-

tir de menores prohibidos

En este apéndice vamos a dar un procedimiento que, a partir de la car-
acterizacién mediante menores prohibidos de los grafos que verifican una
propiedad P, obtiene la caracterizacién mediante subgrafos prohibidos de los
grafos que verifican dicha propiedad P. Asi, por ejemplo, mediante dicho
procedimiento, a partir de los 35 menores proyectivos prohibidos obtenidos
por Archdeacon, Glover, Huneke y Wang [3, 4, 26], se pueden obtener los 103
subgrafos proyectivos prohibidos también obtenidos por dichos autores.

También se puede aplicar el procedimiento anterior para, a partir de los
36 menores 2-periplanos prohibidos obtenidos por Céceres en [10], obtener la
lista de subgrafos 2-periplanos prohibidos.

A.2 Descripcion del procedimiento de obtencion

de subgrafos prohibidos

Sea P una propiedad de grafos hereditaria por menores, es decir, si G; es un

menor de G y G verifica la propiedad P, entonces G; también.
Notaremos por P, a la lista de menores prohibidos de los grafos que

verifican la propiedad P, es decir, la lista de grafos tales que un grafo verifica

141
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la propiedad P si y sélo si no tiene como menor ningun grafo de la lista y
ademads ningin grafo de la lista es un menor de otro.

La propiedad P es también hereditaria por subgrafos, ya que si G; tiene
como subgrafo una subdivisién de G5 y G verifica la propiedad P, como G,
es también un menor de G, tenemos que G5 verifica la propiedad P.

Para cada n € N, denotaremos P} al conjunto de grafos no isomorfos
tales que al contraer alguna arista no incidente con un vértice de valencia 1
6 2, se obtiene un grafo de P,,_;.

Finalmente, por cada n € A, denotaremos P, al conjunto de grafos de
P que no tienen como subgrafo una subdivisién de un grafo de Ug—g ...n—1 Pk,
ni tienen como menor a otro grafo de P;.

Por tanto se genera P, a partir de P}, el cual se obtiene de P,,_;.

Vamos a ver ahora una serie de resultados que culminaran probando que
si Py es finito y todos sus elementos son grafos finitos, existe un nimero
np € N tal que el conjunto P de subgrafos prohibidos de los grafos que
verifican la propiedad P es la unién disjunta de los conjuntos Ug=o,..npPk-

Lema A.1 Se puede obtener de cualquier grafo de P a partir de algin grafo
de Py contrayendo sucesivamente aristas no incidentes con vértices de valen-
cia 1 6 2. Ademds todos los grafos obtenidos en cada contraccion de aristas
pertenecen a P.

Demostracién

Sea G un grafo de P. Como G no verifica la propiedad P existe un grafo
G’ perteneciente a Py tal que G’ es un menor de G.

Como G’ es un menor de G existe una secuencia de grafos G = Gy, Gy, ...,Gp =
G' tal que para cada k =0,...,n — 1, Gy procede de Gy, mediante la con-
traccion o el borrado de una arista o el borrado de un vértice.

Como, para cada k = 0,...,n — 1, G} tiene como menor a G’, se tiene
que no verifica la propiedad P. Si existe £k = 1,...,n tal que G no estd
en P, entonces al borrar un cierto vértice o una cierta arista o al contraer

una, arista concreta incidente con un vértice de valencia 1 6 2 se obtiene un



A.2. Descripcién del procedimiento de obtencién de subgrafos prohibidos143

grafo H que no verifica la propiedad P. Sea G* el grafo que se obtiene al
aplicar a G la operacién que transforma Gy en H. Como G* es un menor
de H, ya que H se obtiene a partir de G* aplicdndole sucesivamente las
operaciones que transforman G en Gy, y H no verifica la propiedad P, se
tiene que G* tampoco verifica la 'propiedad P. Esto es contradictorio ya que
G tiene un subgrafo que es una subdivisién de G* y G € P. Por tanto para
todok=1,...,n, G, € P.

Si para algiin k = 0,...,n — 1, G4, procede de G, mediante el borrado
de un vértice o de una arista o mediante la contraccién de una arista inci-
dente con un vértice de valencia 1 6 2, entonces Gy, tiene como subgrafo una
subdivisién de G, 1, lo cual es imposible ya que Gy y G+1 pertenecen a P.l

Si exite una sucesién G = Gy, G, ...,G, tal que cada elemento procede
del anterior mediante la contraccién de aristas incidentes con vértices de
valencia al menos 3y G,, € P, denotaremos como ¢(G) a la méxima longitud
menos 1 de una sucesién del tipo anterior, es decir, si la sucesién anterior
es la de longitud méxima, entonces ¢(G) = n. Con esta notacién podemos
probar:

Lema A.2 Sea G € P. Entonces G € Pyq)-

Demostracion

Probémoslo por induccién en ¢(G). Si ¢(G) = 0, el resultado es obvio.
Supongamoslo probado el resultado si ¢(G) < n—1y supongamos que ¢(G) =
n. Existe una sucesién G = Gy,...,G, donde cada elemento procede del
anterior mediante la contraccién de aristas incidentes con vértices de valencia
al menos 3 y G, € Py. q(G1) = n — 1, ya que la existencia de la sucesién
anterior prueba que ¢(G;) > n—1y si la desigualdad fuese estricta se podria
construir otra sucesién de mds larga que la original entre G y un elemento
de Py, lo cual contradeciria que ¢(G) = n.

Por hipétesis de induccién G; € P,_1. Como G se obtiene de un elemento,
Gi,de P,_1, G estden P .

Como G est4 en P, no contiene como subgrafo ninguna subdivisién de un
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n—1

grafo de kL_JO Py. Si algiin otro grafo G de P fuese menor de G, como G € P,

! Id . rd ° . .
G no seria un menor de ningin grafo obtenido a partir de G mediante bor-
rado de aristas, vértices o la contraccién de una arista incidente con un vértice
! !
LG, =G,

de manera que cada grafo se obtiene del anterior contrayendo una arista in-

1

. . k3 7’ L4 4

de valencia 2. Por tanto, existird una sucesién G = G,,,G,,_1, - -
. ’ . - !
cidente con vértices de valencia al menor 3. Como G de P;;, tenemos que
. ] ’ ! ] .
existe G = G,,, ..., Gy, con G, € Py, de manera que cada grafo se obtiene del
anterior contrayendo una arista incidente con vértices de valencia al menos
3.

7

. , ’ ’ ’ .
Construimos asi G = G,,,G G,, ---, Gy, lo cual contradice que n

m—1%°° ">

es la maxima longitud menos 1 de una sucesién del tipo anterior. Por tanto
G € P,. |

Lema A.3 Seann,m € N, conn<m y sean G € P, y G’ € P,,. Entonces
G’ no es un menor de G.

Demostracion
Si G’ es un menor de G, consideremos la sucesién G' = Gy, . .., G,,, donde
G; € Pm—i para todo ¢ =0,...,m. En particular G/,_, € P,, y como es un

menor de G, se llega a contradiccién con el hecho de que ningiin elemento de
‘P,. es menor de otro. |

Lema A.4 Seann € N y G € P,. Entonces G € P.

Demostracién
Consideremos la sucesién G = Gy, ...,G,, donde G; € P,_; para todo
1t =0,...,n, y cada grafo se obtiene del anterior contrayendo una arista no

incidentes con vértices de valencia 1 6 2.

Si G ¢ P, entoces existe H € P, tal que una subdivisién suya es un
subgrafo de G. Porel Lema A.1, H € Pyp), y por el Lema A.2, ¢(H) < q(G).
Como ningiin elemento de Py) es menor de otro, q(H) # ¢(G), asi que
q(H) < q(G). Pero esto tampoco puede suceder, ya que si ¢(H) < ¢q(G),
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por construccién de Pyg), un grafo de dicho conjunto no puede tener un
subgrafo que sea una subdivisién de un grafo de Pysy. Con lo cual llegamos

a contradiccién en todos los casos y G € P. u

Lema A.5 Si Py tiene una cantidad finita de grafos y todos ellos con una
cantidad finita de vértices de valencia mayor o igual a 4, entonces eriste
n € N tal que Py es vacio.

Demostracién

Dado un grafo G definimos r(G) como Z,ey(¢) max{d¢(v) —3,0}. Como
Py tiene una cantidad finita de grafos y todos ellos son finitos, existe Ny =
maxgep, r(G).

Supongamos, por induccién, que existe Ny_; = maxgep,_, *(G) y con-
sideremos G € calP;. Existe G’ € Pi_1, tal que se obtiene a partir de G
contrayendo en un vértice wp, una arista incidente con dos vértices, ug y vo,
que no tienen valencia 1 6 2. Entonces r(G') — r(G) = Zyev(cy max{dg (v) —
3,0} —Z,ev(c) max{bz(v)—3,0} = max{b¢ (wo)—3,0} —max{da(uo)—3,0}—
max{6¢(vo) —3,0}. Como 8¢(up),bc(vo) > 2y dr(wo) = ba(uo) +0¢(vo) —2,
se tiene que 8¢ (wo) > 3y r(G") —1(G) = b (wo)—3—(6c(uo) —3) — (6c(vo) —
3)=1. ' |

Por tanto r(G) < Nx_1 — 1, y como esto es cierto para todo G € Py, se
tiene que Ny < N, — 1. - ‘

Repitiendo el proceso se llega a que N, < Ng—k. Por tanto si G € Pny41,
entonces 7(G) < —1, lo cual es una contradiccién ya que 7(G) no puede ser
negativo y por tanto Py, 41 es vacio. |

Ya estamos en condiciones de probar el resultado que nos dice cual es la

estructura del conjunto P.
Teorema A.6 Eriste np € N tal que P = Ugo,....npPk-

Demostracion
Sea np = min{n € N : P, = 0}. Este minimo existe, ya que el conjunto
en el que se toma minimo no es vacio por el Lema A.4.
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Como cada Py, se genera a partir del inmediato anterior, se tiene que si
k > np, entonces Py es vacio.

Si G € P, por el Lema A.1, G € Pyg) y como Pyg) no es vacio, ¢(G) <
np, por lo que G € Ug=g,... npPs.

Reciprocamente, si G € Py, con k € {0,...,np}, por el Lema A3, G €
P, con lo que se tiene la doble contencién y concluye la demostracién del
resultado. |
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