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Capitulo 0

Introducciéon

De forma general, la Geometria Computacional trata del estudio de algoritmos
que resuelven problemas geométricos con el ordenador. Esta joven disciplina,
que nacié de una coleccién de resultados diversos, constituye, debido al auge
que hoy en dia ha tenido el ordenador, una de las dreas tematicas que mas in-
terés ha suscitado. Dicho interés radica, naturalmente, en las importantes e in-
mediatas aplicaciones de la Geometria Computacional en los distintos campos
de las Matematicas y de gran utilidad como el disefio asistido por ordenador [4],
tratamiento de imagenes [98], localizacién [38], etc. Aunque, histéricamente,
el estudio de la Geometria y los algoritmos puede remontarse hasta hace mas
de 2000 afos [5, 37], realmente, el estudio sistemdtico de la Geometria Com-
putacional comenzé con la prestigiosa tesis de Shamos en 1978 [91]. Antes
de dicho trabajo pocos problemas geométricos habian sido estudiados desde
el punto de vista algoritmico. Sin embargo, dada la multitud de conexiones
entre la Geometria Computacional y las areas de aplicacién en Informatica,
es dificil describir la linea que separa los algoritmos geométricos de los demds.
.

il
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Los surveys de Lee y Preparata [64], (1984), y Yao [106],(1990), resumen las
distintas interrelaciones de la Geometria Computacional. El primer texto que
se centré en un analisis multidimensional fue el tercer volumen de la trilogia
de Mehlhorn [69], (1984). Esta parte de la Geometria Computacional estd
particularmente vinculada con el estudio de algoritmos de analisis, como ase-
gura Knuth [61], (1973). El libro de Preparata y Shamos [83], (1985), se
ha convertido con el paso del tiempo en un clésico de referencia obligada, fi-
jando la terminologia, enfocando, principalmente, problemas bidimensionales
y, ocasionalmente, tridimensionales. En 1987, O‘Rourke [78] publicé un libro
enfocado en problemas algoritmicos y combinatorios para poligonos. Por ul-
timo mencionar que la relacién entre la Geometria Discreta y la Geometria
Computacional es el tema central del texto de Edelsbrunner {33}, publicado en
1987. Desde entonces otros textos se han publicado, incluso considerando la

geometria Computacional desde su aspecto pedagoégico.

A pesar de todo lo dicho hasta el momento, son pocos y dispersos los
trabajos, que se la han dedicado, dentro de la disciplina, al estudio de proble-
mas en superficies. Y consideramos que dichos problemas son suficientemente
interesante como para que se le dedique un amplio estudio. La razén es bien
obvia, como hemos dicho anteriormente, la Geometria Computacional trata
de resolver algoritmicamente problemas de naturaleza geométrica y se ha cen-
trado en problemas dentro del plano u otros espacios euclideos, pero muchas
veces la modelizacién més adecuada no se puede realizar en espacios euclideos;
el mismo ejemplo, tantas veces citado, del movimiento de robots y con el cual
estan relacionados muchos problemas de la Geometria Computacional, si trata-
mos de resolverlo en la préctica, en la mayoria de los casos el robot es un brazo
articulado que describe en su trayectoria una superficie algebraica. También
podriamos modelizar ciertos fenémenos periédicos en el tiempo a través del

cilindro y, por 1ltimo por no hacer demasiado extensa esta relacién que no pre-



tende ser exhaustiva, podrian ocurrir que la entrada (y la salida) de nuestro

problema sea un conjunto de puntos en cierta superficie.

Por tanto, es el objetivo de esta memoria, iniciar desde un punto de vista
mas sistematico, el estudio de la Geometria Computacional en superficies no
planas. M4s concretamente, consideramos las superficies del cilindro, el toro,
la esfera y ocasionalmente, cuando la situacién lo haga especialmente desta-
cable, el cono. La eleccién de estas superficies, en primer lugar se realizd, por
ser las mds simples al margen de los espacios euclideos; después se ha compro-
bado, que presentaban suficiente peculiaridades y diferencias entre si y con el
caso euclideo como para que puedan considerarse un buen ejemplo motivador
para la continuacion del estudio aqui realizado. Evidentemente, ya se habian
considerados algunos problemas en estas superficies anteriormente por otros
autores, cuando asi ha sido, nos hemos limitado a intentar situar al lector
en la senda bibliogrifica adecuada, aportando algunos comentarios sobre las

soluciones aportadas.

Los problemas de Geometria Computacional que hemos considerado tam-
bién merecen algun tipo de comentario. Evidentemente, hay dos estructuras
que no podian ser excluidas de un trabajo con el titulo como el que aqui pre-
sentamos: la envolvente convexa y los diagramas de Voronoi, su importancia
en Geometria Computacional es clarisima y no es este el sitio, creemos para
justificar su inclusién. Como tampoco creemos que merezca muchos més co-
mentarios el caso de las triangulaciones: numerosos problemas, entre los que
destacamos los de interpolacién, han movido al estudio de las triangulaciones
de nubes de puntos y por lo dicho en el parrafo anterior, es muy factible que
la funcién a interpolar tome sus valores en puntos de un cilindro, una esfera,
un toro, etc. El resto de los problemas considerados (didmetro, anchura y

transversales) puede que dependan més de los intereses personales de quien
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los ha trabajado, aunque estemos convencidos de que todos son de indudable
interés y quisiéramos destacar que cada uno presenta caracteristicas especiales
por lo cual su estudio es interesante: asi en la anchura de un conjunto, la prin-
cipal dificultad encontrada ha sido dar una definicién apropiada y demostrar la
equivalencia entre todas las posibles generalizaciones del mismo concepto en el
plano lo cual ha permitido su resolucién desde el punto de vista computacional.
En el didmetro, los problemas han sido de indole algoritmica y en el caso de
las transversales nos hemos encontrados resultados totalmente distintos a los
que se dan en el plano y con estudios de complejidades sorprendentes. Estas
caracteristicas nos hacen pensar que la seleccién efectuada no es tan arbitraria

como podria parecer a primera vista.

Sin embargo, el estudio realizado para la resolucién de todos los problemas
prueba dos hechos que pudieran parecer sorprendentes y hasta contradictorios:
en casi todos los casos considerados la solucién algoritmica conocida en el plano
no es valida, sin embargo, se puede encontrar algin otro procedimiento que

lleva a la solucién del problema con complejidades éptimas.

Por iltimo quisiera mencionar que todos los temas que aqui se tratan
han sido ya anteriormente presentados en foros especializados en los cuales,
queremos pensar que han tenido una buena acogida. Asi el estudio de la
envolvente convexa ha motivado las publicaciones {25, 26] de la bibliografia,
los temas tratados en el capitulo de diagramas de Voronoi aparecen en los
trabajos [44, 45, 21, 20], el didmetro y la anchura fueron estudiados en {21,
20, 19, 22], las transversales son recogidas en [24] y en el mismo trabajo se

contempla el problema de las triangulaciones.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducciéon

En este Capitulo se daran las nociones y definiciones generales que se utilizaran

a lo largo de esta memoria.

Este trabajo se enmarca dentro la Geometria Computacional, asi como

desde un punto de vista informéatico, en la Algoritmica.

Los textos de O’Rourke [79], Computational Geometry in C, Preparata
y Shamos [83], Computational Geometry: an introduction, y de Edelsbrun-
ner [33], Algorithms in Combinatorial Geometry constituyen referencias basicas
para los Capitulos 2 y 3 de esta memoria, en los que la envolvente convexa en
espacios euclideos y sus aplicaciones, reciben un esmerado tratamiento desde

el punto de vista de la Geometria Computacional. Para la parte referente a
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los espacios euclideos, en la que se habla de politopos, se ha usado, entre otros
textos, el de B. Griimbaun [47]. En cuanto a lo que se refiere a la Geometria
Diferencial de Superficies, de la que hemos hecho uso en la 1ltima parte de
nuestra memoria, el texto fundamental ha sido el de M. Do Carmo [30], Ge-

ometria Diferencial de Curvas y Superficies.

Por 1ltimo podemos citar otros textos como los de Aho, Hopcroft y Ull-
man (1}, y el de Nishizeki y Chiba [74], que nos han orientado en lo que refiere
a Algoritmica. '

1.2 Notaciones y terminologia

Esta seccién contiene algunas precisiones sobre el lenguaje y notaciones que

utilizaremos.

1.2.1 Notaciones y terminologia en Geometria de Su-

perficies

En esta memoria nos centramos en las superficies cilindrica y térica, y sobre
éstas se plantea el célculo de la envolvente convexa. En los espacios euclideos
un conjunto convexo esta caracterizado por contener al segmento que une dos
puntos cualesquiera del mismo. Pero dados dos puntos sobre el cilindro o sobre
el toro, no se puede hablar, en general, de la recta que los une, no obstante,
por tratarse de superficies conexas siempre podemos considerar las geodésicas

que unen a los citados puntos.
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En el caso de la superficie cilindrica, por ser ésta una superficie desar-
rollable, las geodésicas no son mds que rectas en el desarrollo plano de dicha

superficie.

En dicho desarrollo consideraremos un sistema de referencia euclideo, y el
concepto de distancia en el cilindro sera el concepto de distancia euclidea en

la representacién plana del mismo.

En el caso del toro consideraremos la representacién del mismo en la
estructura conocida como toro plano. Sea T,,, : R* — R? la aplicacién
traslacion definida como T, ,.(z,y) = (z +m,y+n) donde m y n son nimeros

enteros. Se define en R? la siguiente relacién de equivalencia:
(z,9) ~ (¢,y") & I m,n tales que Tru(z,y) = (z',y')

Llamamos 7 al espacio cociente de R? mediante esta relacién de equiva-

lenciay 7 : R* — 7 a la aplicacién proyeccién natural
T(z,y) = {Tmn(z,y) : m,n € Z}

De esta forma, en cada cuadrado unitario y abierto cuyos vértices tengan
coordenadas enteras sélo hay un representante de 7; podemos, por lo tanto,
considerar 7 como un cuadrado cerrado en el que se identifican los lados

paralelos y asignandoles en el mismo sentido.

Consideramos iy : Uy € R? — R? una familia de parametrizaciones de
R?, donde i, es la aplicacién identidad Y Uy N Tinn(Us) = O para todos los
valores de m y n. Como Ty, , es un difeomorfismo, se comprueba, sin dificultad
que la familia {Uy, 7 044} constituye una estructura diferenciable para 7. Se

dice que 7 es un toro (diferenciable) y es difeomorfo al toro standar de R3.
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T se comporta localmente como un espacio euclideo, y se denomina toro
plano. Luego si tenemos una superficie térica, T', consideraremos su desarrollo
en el toro plano, 7, y sobre éste podemos fijar un sistema de referencia euclideo
cuyo origen estar4 situado en el centro del cuadrado, y los ejes de coordenadas
seran paralelos a los lados del mismo. Cuando se hable de distancia en el
toro T' nos estaremos refiriendo a la distancia euclidea en su representacion
como toro plano, 7. De nuevo, las geodésicas en esta superficie vuelven a ser

rectas en el plano.

Concluimos que en ambas superficies las geodésicas estdn representadas

como rectas en un plano.

1.2.2 Notaciones y terminologia en Algoritmica

Se denotaran por algoritmos a los procesos que dandoles una entrada nos
proporcionan una salida. La entrada estard compuesta por una secuencia de
instrucciones que realizadas correctamente, y de manera repetitiva, dan lugar
a un resultado deseado, la salida del algoritmo, y de forma que dicha secuencia

de instrucciones verifique:

a) Finitud: un algoritmo debe finalizar siempre, independientemente de la

entrada que se le de, después de un nimero finito de pasos.

b) Definibilidad: cada paso de un algoritmo debe ser definido de manera

precisa y sin ambigiiedad.

c) Conjunto de entradas: ha de existir un conjunto especifico de elemen-
tos que constituyan, en cada caso, los datos iniciales del problema que

resuelve el algoritmo.
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d) Conjunto de salidas: el conjunto de todas las posibles salidas que puedan

producir las posibles entradas.

e) Efectividad: todas las operaciones a realizar deben ser lo bastante bésicas
para poder ser efectuadas por el procesador que lo ejecute, y han de

conseguir el resultado para el que se ha creado dicho algoritmo.

El tiempo usado en la ejecucién de un algoritmo es la suma de los tiempos
que se invierten en cada uno de los pasos que sigue dicho algoritmo. Se suele
utilizar, en lo que se refiere al andlisis de algoritmos, una expresién del tiempo
de ejecucién mddulo una constante multiplicativa. Expresién que viene dada
mediante una funcién que mide la cantidad de operaciones realizadas en la
ejecucién del algoritmo. Esto es lo que se conoce por efectividad del algo-
ritmo. Para medir la efectividad de los algoritmos descritos en esta memoria
utilizaremos la notacién asintética introducida por Knuth [62]. Asi, se notaré
por O(f(n)) al conjunto de todas las funciones g : N — R tales que existe una
constante positiva C' y existe un natural no tal que para cualquier n > ng se
tiene que |g(n)| < Cf(n). Se dird pues indistintamente que 2n® —3n2 +5n—7
es de O(n®) o bien que 2n® — 3n? + 5n — 7 € O(n®). De forma analoga, se
notara por Q(f(n)) al conjunto de todas las funciones g : N — R tales que
existe una constante positiva C y existe un natural ng tal que para cualquier
n > np se tiene que g(n) < Cf(n). Se denotard por ©(f(n)) al conjunto
de todas las funciones ¢ : N — R tales que existen dos constantes positi-
vas C7 y C; y existe un natural ny tal que para cualquier n > ng se tiene
Cif(n) < g(n) < Caf(n). Por dltimo, denotamos por o(f(n)) al conjunto
de todas las funciones ¢ : N — R tales que para toda constante positiva
C existe un natural ng de forma que g(n) < Cf(n) para todo n > ng (o,

=0).

equivalentemente lim,,_, j’,—%% =



Capitulo 2

Envolvente convexa

Cada una de las caracterizaciones de conjunto convexo en espacios euclideos
puede ser significativa a la hora de generalizar el concepto de convexidad a
otras superficies. En este capitulo se consideran diversas extensiones del citado
concepto, caracterizandose, con cada una de ellas, la envolvente convexa de una
nube de N puntos en las superficies que hemos elegido como objeto de nuestro
estudio. Se presentan algoritmos que la calculan en tiempo éptimo O(N log N),
obteniéndose asi la misma complejidad que en el caso plano. Sin embargo, al
analizar el comportamiento de dichos algoritmos en el caso medio se observa
que, en la mayoria de los casos, éstos computan la envolvente convexa en
tiempo lineal; pero en estos casos, la envolvente es demasiado grande y, por
lo tanto, en estas superficies, la citada estructura deja de ser una herramienta

tan 1til como lo es en el plano o en el espacio.
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2.1 Introduccién

Sin lugar a dudas el problema del cdlculo de la envolvente convexa de un
conjunto de puntos en espacios euclideos, ha sido, y es, uno de los objetos
basicos de la Geometria Computacional [90]. Se trata de una estructura no
sélo util en si misma, sino también como herramienta en la solucién de una gran
variedad de problemas, aparentemente no relacionados con ella. Sin olvidar

que se trata también de un bello objeto dentro de las matematicas puras.

Ademés, histéricamente uno de los primeros trabajos reconocidos dentro
del campo de la Geometria Computacional, es el trabajo de Graham [43] del
ano 1972 presentando uno de los algoritmos mas conocidos para el célculo de
la envolvente convexa en el plano en tiempo 6ptimo. Aunque segin Tous-
saint [95], existe un trabajo anterior del afio 1967 [11] que contiene muchas de

las ideas que se utilizan para los algoritmos del calculo de la envolvente.

Como es bien sabido, un conjunto convexo del plano es un conjunto verifi-
cando que el segmento que une a dos cualesquiera de sus puntos esta totalmente
contenido en él. Evidentemente, esta definicién puede ser aplicada en cualquier
espacio euclideo n-dimensional. Dicha idea, lleva inmediatamente al concepto
de envolvente convexa de un conjunto de puntos como el menor conjunto con-
vexo que lo contiene. Es éste un concepto natural y facil de entendei‘, podemos
pensar en la frontera de la envolvente convexa de un conjunto de puntos en
el plano, como la forma que adquirird una goma eléstica envolviendo a todos
los puntos del conjunto, que estdn fijos sobre el plano. Ademds este concepto
intuitivo puede ser extendido a otras dimensiones y puede ser algoritmizado

dando lugar a métodos simples para el calculo de la envolvente convexa

El término converidad tiene muchas facetas, la mayoria de éstas son facil-
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mente reconocibles, pero existen otras que estdn casi “ocultas”, por ejemplo,
en los contextos de Andlisis Funcional [3, 101], Teorfa de la Probabilidad y
Procesos Estocasticos [59], Célculo de Variaciones [12] y Teor{a de Funciones
Complejas [72]. Por otra parte, debido a su posicién entre la Geometria, el
Anélisis y la Matematica Discreta, la convexidad esta relacionada con otras
muchas dreas. Es, sin duda, sorprendente observar que algunos de los mas
eminentes matematicos han contribuido con algin resultado sobre convexi-
dad, mientras sus estudios se centraban, principalmente, en otras areas; entre
ellos podemos citar a Lebesgue, Lindelof, Sierpinski, Perron, Steiner, Cauchy,
Caratheodory o Minkowski (ver [99]).

Como se ha dicho anteriormente, las aplicaciones de la envolvente convexa
son muchas y muy diversas, y entre ellas se pueden destacar: reconocimiento
de patrones [31, 2, 4], procesamiento de imégenes [85, 38, 40, 92, 98], local-
izacién [38], célculo del didmetro de un conjunto [50, 105, 36], el problema
del calculo de una transversal [77, 35, 84], profundidad de un punto en un
conjunto [17], etc. Las anteriores aplicaciones no sélo se han estudiado en el
plano, sino que hay interesantes resultados para espacios de dimensién mayor

que dos.

Pero son muy pocos los trabajos realizados sobre la envolvente convexa
en espacios no euclideos, a pesar de que dicha estructura tiene muchas apli-
caciones en el campo de la Robdtica; y es bien sabido que, en la mayoria de
los casos practicos, la trayectoria de un robot y los puntos accesibles por los
brazos articulados no estian, en general, en el plano sino que describen una
variedad algebraica inmersa en el espacio. Por esta razdn, parece interesante
caracterizar la envolvente convexa de una nube finita de puntos en superficies

no planas.
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Es posible encontrar distintas generalizaciones de la nocién de convexidad
atendiendo a diversos aspectos [46, 65]; hemos considerado dos de ellas, ca-
racterizando tedricamente la envolvente convexa de una nube de puntos sobre
cualesquiera de nuestras superficies y descrito algoritmos que la calculan en
cada caso. Los resultados obtenidos en este sentido son, en cierta medida neg-
ativos, puesto que la envolvente convexa de una nube de puntos en el cilindro,
si éstos estdn en posicién no euclidea, es toda una banda delimitada por dos
paralelos y, ain peor es el caso del toro o de la esfera, donde la envolvente
convexa de un conjunto de tres puntos en posicién no cilindrica es la propia
superficie. De estos hechos se deduce que en estas superficies la envolvente
pierde su cardcter prictico para resolver otros problemas; por ejemplo, en el
plano para evitar colisiones de un robot con un conjunto de obsticulos, se
disefia una trayectoria que evite la envolvente convexa de éstos, este mismo

procedimiento es inviable en el toro, por lo dicho anteriormente.

Observamos ademads que en el caso de la esfera y en del toro, el calculo
de la envolvente es similar al célculo en el cilindro, mientras que en el cono,
el calculo de la misma esta a caballo entre el caso del cilindro y el del plano.

En todos los casos se pueden obtener algoritmos que corren en tiempo 6ptimo

O(N log N).

A pesar de que, en el peor de los casos, nuestros algoritmos tienen la misma
complejidad que en el caso plano, al analizar el comportamiento de los mismos
en el caso medio, se concluye que en la mayoria de los casos practicos, dichos
algoritmos calculan la envolvente en tiempo lineal en el nimero de puntos.
Esto puede parecer una buena noticia, pero no lo es tanto, porque en dichos

casos, tal como se ha dicho, la envolvente es demasiado grande para ser util.
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2.2 Envolvente hiperconvexa

Cuando se plantea la cuestion de extender el concepto de convexidad a otras
superficies, es posible elegir entre las distintas propiedades de los conjuntos

convexos en el plano.

Entre estas propiedades, y desde el punto de vista geométrico, la convex-
idad de un conjunto C C R", se puede definir imponiendo que la interseccién
de C con cualquier recta de R™ sea conexa. Si reemplazamos las rectas por
alguna familia de curvas, entonces tendremos un concepto generalizado de con-
vexidad, la hiperconvezidad, que ya ha sido usado por Danzer, Grumbaum y
Klee [27] en este contexto. En el caso de superficies, parece 16gico definir la
hiperconvexidad usando las familias de geodésicas de éstas, y asi dada S una
superficie, diremos que un conjunto C' C S, es hiperconvexo si dados dos pun-
tos cualesquiera en C, todas las geodésicas que los unen en S estan contenidas
en C. De forma natural, dado un conjunto C' en S llamaremos envolvente

hiperconveza de C al menor conjunto hiperconvexo que contiene a C'.

Con esta definicién, dado un conjunto C de N puntos sobre un cilindro S

trataremos de describir la envolvente hiperconvexa de C'.

Lema 1. Dado un conjunto hiperconvezo C en un cilindro, y dos puntos cua-

lesquiera en €él, la banda que determinan estd contenida en C.

Demostracion: Sea x un punto en la banda determinada por dos puntos p y ¢
de un conjunto hiperconvexo C, y dos geodésicas distintas g y ¢’, uniendo a p
y ¢. Por ser hiperconvexo estas dos geodésicas deben estar contenidas en C.

Es posible encontrar z € g y 2’ € ¢, a la misma altura que z, esto es, con la
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misma ordenada. Luego z estard en una de las dos geodésicas que unen a z y

Z', y por lo tanto, = estd en C.

Figura 1.1.

Del resultado anterior se deduce que los tinicos conjuntos hiperconvexos en
el cilindro son bandas abiertas delimitadas por circulos maximos, a los cuales
se les anade o bien un punto sobre los circulos de la frontera o bien, todo el

circulo. Por lo tanto, se tiene

Teorema 1. La envolvente hiperconveza de un conjunto P de dos o mds pun-

tos en el cilindro es la banda de P unidn el h-top y el h-bottom de P.

En el caso del toro, dados dos puntos en un conjunto hiperconvexo, si
todas las geodésicas que unen a dichos puntos deben estar contenidas en él,

es facil deducir, usando razonamientos similares a los de la demostracién del
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Lema 1., que el dnico conjunto hiperconvexo en el toro es la propia superficie

(ver Figura 2). Por lo tanto, se tiene

Teorema 2. La envolvente conveza de un conjunto de dos o mds puntos en

el toro es el propto toro.

q q q
q\ q
. q q
\ / —_—
) P ) 3
\
Y
'y
Figura 2.

En la esfera, dados dos puntos en un conjunto hiperconvexo, el circulo
méximo que definen debe estar contenido en dicho conjunto, y también todas
las geodésicas que unen a cada par de puntos del citado circulo; por lo que
deducimos que el unico conjunto hiperconvexo de la esfera es, como en el caso

del toro, la propia superficie.

Concluimos que la envolvente hiperconvexa es muy “grande” en cualquier

caso y, por lo tanto, no es 1til como en el caso plano, par resolver problemas
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como el diseno de trayectorias evitando obstaculos. Pero aunque no coincida,
en general, con el caso plano nos gustaria que para puntos préximos, por
ejemplo, sobre el cilindro la envolvente convexa fuese “pequeiia”, como se

muestra en la Figura 4.

<

r

~——

Figura 4

Si al imponer, para la hiperconvexidad de un conjunto, que éste contenga a
todas las geodésicas uniendo a cada pareja de puntos obtenemos una envolvente
convexa muy grande, se podria pensar en definir un conjunto convexo sobre el
cilindro como un conjunto tal que dados dos puntos en él, existiera, al menos,
una geodésica uniéndolos contenida en el conjunto; y asi la envolvente convexa
de una nube de puntos seria el menor conjunto convexo que la contuviera. Pero

esta definicién no es consistente como muestra la Figura 5.

B I

r r

\_/v

Figura 5: Para los mismos puntos {p, ¢, 7} tenemos dos conjuntos convexos que los

contienen y cuya interseccién no es conexa.
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2.3 Envolvente métricamente convexa

En la seccién anterior se ha visto que si imponemos para la convexidad de
un conjunto que éste contenga a todas las geodésicas uniendo a cada par de
puntos en el mismo, la envolvente convexa es poco 1til; y es peor, si se elige

una aleatortamente.

Otra de las generalizaciones del concepto de convexidad, ésta estudiada ya
por Menger [70] en 1928, que podemos encontrar es la de convexidad métrica;
un subconjunto A de un espacio métrico M = (M, d) se dice métricamente

convezo si para cada par de puntos distintos z e y en A existe un punto z en
A\ {z,y} tal que d(z,2) + d(z,y) = d(z,y).

Tal y como vimos en el Capitulo de Preliminares, sabemos, en virtud del
Teorema de Hopf-Rinow [51], que en las superficies que estamos estudiando,
podemos definir el concepto de distancia usando segmentos, esto es, geodésicas
que dan la minima longitud entre dos puntos. Los casos en el que los segmen-
tos no son tnicos los consideramos casos degenerados; y como es sabido, es
posible encontrar en la literatura técnicas que evitan estos casos, por ejemplo,
el método S.0.S. (simulation of simplicity) de Edelsbrunner [33]. También se
puede comprobar que en la gran mayoria de los casos nuestras soluciones son
validas con algunas pequenias adaptaciones cuando se presentan casos degen-

erados.

En términos de geodésicas, diremos que un conjunto A sobre cualquiera
de nuestras superficies, es métricamente convexo (m-convezo) si para cada par
de puntos distintos, la geodésica métrica que los une esta contenida en €él. Asi,
la envolvente m-conveza de un conjunto C serd el menor conjunto m-convexo

que contiene a C, y lo escribiremos E,,,(C). Vamos a caracterizar la envolvente
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m-convexa en el cilindro, el toro, la esfera y el cono.

2.3.1 Envolvente métricamente convexa en el cilindro

Comenzaremos con el cilindro, y en este caso es facil comprobar que si tenemos
un conjunto C = {vy,vs, -+, vx} en posicién euclidea, la envolvente m-convexa
coincide con la envolvente convexa del mismo conjunto en el plano, puesto que
si los puntos del conjunto C estdn en posicién euclidea sobre el cilindro, los
segmentos que los unen de dos en dos, estan contenidos entre dos. generatrices

diametralmente opuestas, (ver Capitulo de Preliminares y Figura 6).

Figura 6

El célculo de la envolvente m-convexa en el cilindro para conjuntos de puntos
en posicién euclidea, es decir, para conjuntos de puntos “préximos” sobre esta
superficie, por lo tanto, coincide con el célculo de la envolvente convexa en el
plano. Si los puntos no estdn en posicién euclidea tenemos, sin embargo, el

siguiente resultado
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Lema 2. La envolvente m-conveza de tres puntos en posicion no euclidea so-
bre el cilindro contiene a la banda delimitada por los circulos mdzimos que

pasan por los puntos de mayor y menor altura respectivamente.

Demostracion:

Sean C' = {vy,vy,v3} en posicién no euclidea sobre el cilindro; sea T’ la
curva definida por los segmentos que unen a estos puntos, dos a dos, g; la
generatriz que contiene a v; y ¢; su generatriz diametralmente opuesta. A
priori, sabemos que tanto C como I estdn contenidas en E,,(C) por su propia
definicién. Sea p; el punto de corte de ¢} y la geodésica métrica que une a v,

Y vs.

5N g5 92 9 g3 gj [
\:W\ ol

D

Figura 7.

La recta r que une a los puntos p; y v;, representa sobre el cilindro una de
los segmentos que unen a estos dos puntos, (existen dos segmentos puesto que
p1 y v1 son diametralmente opuestos), y como ambos puntos estan en E,,(C),
también r debe estar contenida en ésta. Més ain, el tridngulo de vértices

{p1, v1,vs3} estara contenido en E,(C) (Figura 7).

Siguiendo el mismo razonamiento, llegariamos a que el tridngulo de vérti-

ces {p1, p2,v2} (Figura 8), también esta contenido en F,,(C).
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g1 /A

Figura 8: El punto p; es la interseccién de la recta r y la generatriz g5

Repitiendo este proceso, llegamos a que los tridngulos que aparecen en la

Figura 9 estan todos contenidos en E,,(C).

91 g5 92 9%

.............. ceecd LTS

Figura 9.

Reiterando indefinidamente este proceso, en el limite obtendriamos una

regién contenida en E,,(C) similar a la mostrada en la Figura 10.

91 g5 92 g 93 g, 91

[ o by AR B Nttt -

F— ———————

Figura 10.
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Ya tenemos una regién, en principio abierta, que debe estar contenida
en E,,(C); la frontera de dicha regién esta formada por dos curvas continuas
puesto que se trata del limite uniforme de funciones continuas en un compacto.
Pero como todo conjunto m-convexo debe ser localmente convexo. Se deduce
facilmente que toda la banda debe estar contenida en E,,(C) porque en otro

caso, E,,(C) no serfa localmente convexa. ]

El Lema anterior nos permite caracterizar la envolvente m-convexa en el

cilindro de un conjunto de N puntos como sigue

Teorema 3. La envolvente m-convera de un conjunto de N puntos C en el

cilindro es

a) La envolvente conveza de C en el plano si C estd en posicion euclidea;

o

b) La banda abierta definida por los puntos de C unidn el m-top y el m-

bottom de C en otro caso.

Demostracion: Para puntos en posicién euclidea es inmediato que la envolvente
m-convexa en el cilindro es la region correpondiente a la envolvente convexa
en el plano. Supongamos que tenemos C = {v;,v2,...,vN} en posicién no
euclidea, en este caso, podemos encontrar tres puntos en C en posicién no
euclidea entre ellos; podemos suponer por simplificar la notacién que estos
tres puntos son {vy,vs,v3}. Por lo tanto, la banda abierta que definen estos
puntos debe estar contenida en E,,(C) (Lema 2.). Ya tenemos una banda

contenida en la envolvente m-convexa, si existe algin punto de C fuera de
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ella, se puede probar de forma similar al Lema 2., que la minima banda que

contiene a este punto y a la banda anterior, est4 contenida en E,,(C).

Cay

Vk

Figura 11: El punto v esta fuera de la banda que definen vy, vy y v3. Los tridngulos

sombreados deben estar contenidos en En,(C)

El resultado es inmediato a partir de aqui. |

Podemos usar el Teorema 3. para disefiar un algoritmo que calcule la en-
volvente m-convexa en el cilindro. Dado un conjunto C = {vy,vs,--,vn}
sobre el cilindro, para calcular su envolvente, el paso fundamental serd es-
tudiar si C estda en posicién euclidea o no. Para ello vamos a trasladar el
problema a una circunferencia en el siguiente sentido: cortamos el cilindro con
un plano perpendicular al eje y proyectamos los puntos de C' ortogonalmente
sobre la circunferencia resultante. En esta situacién, los puntos de C estdn en
posicién euclidea si, y sélo si, el menor arco que cubre a los puntos sobre la

circunferencia es menor que .
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N

Figura 1.12.

Es sabido que el problema de hallar el menor arco de circunferencia que
cubre un conjunto de N puntos requiere (N log N) operaciones {86]. Sin
embargo, no necesitamos conocer exactamente el menor arco que cubre a los
puntos, nos basta con saber si éste es menor que m o no, y ésto lo podemos
saber en tiempo Sptimo O(N) tal y como se sugiere en [86] por separacién

lineal, pero podemas dar aqui otra demostracién que se nos antoja mas simple

Lema 3. El problema de determinar si el menor arco de circunferencia que
cubre un conjunto de N puntos es menor que m se resuelve en tiempo dptimo

O(N). En el caso de que lo sea, se puede calcular dicho arco en tiempo lineal.

Demostracion: Sean {vi,vs,...,un} puntos distribuidos sobre una circunfer-
encia, elegimos, por ejemplo v;, y consideramos el sistema de referencia con
origen O en el centro de la circunferencia, y de forma que la semirrecta Ov,
sea la parte positiva del eje de abcisas. Calculamos el dngulo formado por
los restantes puntos del conjunto con la semirrecta Ov; girando en sentido

contrario al de las agujas del reloj y los representamos como ang,(vk), para
k=23,...,N.
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- Uk
ang.+(vk)
0 m
Figura 1.13
Llamamos vt = k{glaxN{ang_F(vk);O < ang4(vk) < w}. Del mismo modo

Lyaeay

calculamos el 4ngulo formado por los demés puntos del conjunto con la semir-
recta Ov; girando en el sentido de las agujas del reloj y los representamos como

ang_(vg), k =2,3,..., N. Llamamos v~ = knzlaxN{ang_(vk); 0 <ang_(vk) <
7}. Es ficil comprobar que todos los puntos estan contenidos en una semicir-
cunferencia si y sélo si | = vt + v~ < 7, y en ese caso, [ es precisamente la

longitud del menor arco recubridor.

Determinar si los puntos estdn en posicién euclidea o no necesita, por lo
tanto, un nimero lineal de operaciones. En el caso en que lo estén para calcular
la envolvente en el cilindro habrd que recurrir a algin algoritmo de célculo de
la envolvente en el caso plano [33, 79, 83, 90]. En otro caso, en virtud del
Teorema 3., sabemos que la envolvente convexa serd la banda abierta definida
por el conjunto, a la que anadimos el m-top y el m-bottom. Baésicamente, el

algoritmo quedaria descrito en tres pasos como sigue
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Algoritmo EC-CILINDRO(C)
Paso 1 Si C esta en posicién euclidea ir al Paso 3.

Paso 2 Calcular la méxima y la minima altura de los puntos de C.

FIN.

Paso 3 Calcular la envolvente convexa de C en el plano.

Teorema 4. El algoritmo EC-CILINDRO(C) calcula la envolvente m-conveza
de una nube de N puntos en el cilindro en tiempo dptimo O(N logh), donde
h representa el nimero de puntos que se encuentran en la frontera de la en-

volvente conveza.

Demostracion: El resultado es inmediato si tenemos en cuenta que el paso 1
del algoritmo EC-CILINDRO(C) se realiza en tiempo éptimo O(XN) (Lema 3.),
el paso 2 consiste en calcular el maximo y el minimo de un conjunto de N
puntos y ésto se hace en tiempo lineal; por dltimo, en cuanto al paso 3, es

bien sabido que la envolvente convexa en el plano se calcula en tiempo 6ptimo

O(N log h) (ver [90, 60, 16, 15]). =

Volveremos més adelante sobre este resultado cuando analicemos la com-

plejidad media del algoritmo.
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2.3.2 Envolvente métricamente convexa en el toro

En el caso del toro, para un conjunto de puntos en posicién euclidea, el calculo
de la envolvente, como ocurria en el cilindro, es €l calculo de la envolvente en
el plano. Si el conjunto de puntos al que queremos calcularle la envolvente
estd en posicién cilindrica (ver Capitulo de Preliminares), podemos usar el
algoritmo del cilindro. Ahora bien, si el conjunto de puntos sobre el toro esta

en posicion no cilindrica tenemos

Lema 4. La envolvente m-conveza de tres puntos en posicion no cilindrica

sobre el toro es la propia superficie.

Demostracion:

Sean C = {v1,v2,v3} en posicién no ciindrica sobre el toro; sea I' la curva
definida por los segementos que unen a estos puntos, de dos en dos, g2 ¥y
h, el meridiano y el paralelo que contienen a v;, respectivamente, y g5 y A%
sus diametralmente opuestos. A priori, sabemos que tanto C' como I' estan

contenidas en E,,(C) por su propia definicién (Figura 12).

9 g2

U2

U1

hy

v
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Figura 1.14.

Si consideramos el cilindro obtenido al cortar el toro por el meridiano
diametralmente opuesto a vy, y calculamos la envolvente m-convexa de los
puntos de I, contenidos en la regién definida por el meridiano que contiene a
v1 y el diametralmente opuesto, la que contiene a v, tenemos que la banda

sombreada en la Figura 13, debe estar contenida en E,,(C).

g5 g2

y 4

V4
y/
yAVD]

M £

B,
v

Figura 1.15.

Si consideramos ahora el cilindro obtenido al cortar el toro por el paralelo
diametralmente opuesto a vy, y calculamos la envolvente m-convexa de los
puntos de I', contenidos en la regién definida por el paralelo que contiene a
v1 y el diametralmente opuesto, la que contiene a vz, tenemos que la region

sombreada en la Figura 14, también debe estar contenida en E,,(C).
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Figura 1.16

Uniendo mediante segmentos los puntos en las regiones rayadas, se llega

a que la envolvente convexa es todo el toro.

Teorema 5. La envolvente m-convera de un conjunto C de N puntos en el

toro es

a) La envolvente conveza de C en el cilindro si C' estd en posicidn cilindrica;

(o)

b) Todo el toro en otro caso.

Demostracidn:

Si C esta en posicidn cilindrica, por ejemplo, C estd comprendido entre dos
paralelos diametralmente opuestos, cortando el toro por uno de estos paralelos,
el calculo de la envolvente convexa se reduce al cdlculo de la envolvente convexa

en el cilindro. En otro caso, basta usar el Lema 4. [
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A la hora de disefiar un algoritmo que calcule la envolvente m-convexa en
el toro, en virtud del Teorema 5., el primer paso sera estudiar si C' estd en

posicién cilindrica o no. Pero usando el Lema 3., ésto se hace en tiempo lineal:

a) Cortamos el toro por un meridiano, y nos preguntamos si en el cilin-
dro resultante, los puntos del conjunto C' estin en posicién euclidea
(Lema 3.). Si la respuesta es afirmativa, C' esté4 en posicién cilindrica, C
estd contenido entre dos paralelos diametralmente opuestos; recurrimos
al algoritmo EC-CILINDRO(C'). Si la respuesta es no, se recurre al paso

siguiente.

b) Cortamos el toro por un paralelo, y nos preguntamos si en el cilindro re-
sultante, los puntos del conjunto C estan en posicién euclidea (Lema 3.).
Si la respuesta es afirmativa, C estd contenido entre dos meridianos
diametralmente opuestos y, por lo tanto, estd en posicién cilindrica y
usamos el algoritmo EC-CILINDRO(C). Si la respuesta es no, tenemos

que la envolvente m-convexa es todo el toro (Teorema 5.).

Podemos describir este algoritmo, en tres pasos, como sigue:

Algoritmo EC-TORO(C)
Paso 1 Si C esta en posicidén cilindrica ir al Paso 3.
Paso 2 La envolvente m-convexa es el toro. FIN

Paso 3 Calcular la envolvente m-convexa de C en el cilindro.
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Teorema 6. El algoritmo EC-TORO(C') calcula la envolvente m-convera de

una nube de N puntos en el toro en tiempo dptimo O(N log N).

La complejidad de este algoritmo se deduce del hecho de que los pasos 1

y 2 son lineales, y como sabemos el paso 3 se puede hacer en tiempo 6ptimo

O(N log N) (Teorema 4.).

2.3.3 Envolvente métricamente convexa en la esfera

Nos plantearemos ahora el célculo de la envolvente m-convexa de un conjunto
de puntos sobre la superficie de la esfera. Para ello, recuérdese que en el
Capitulo de Preliminares habiamos definido que un conjunto de puntos en la
esfera se encuentran en posicién euclidea si todos estdn sobre una semiesfera.
Con esto, el estudio de la envolvente métricamente convexa en la esfera es
similar al del cilindro y al del toro: si los puntos estan en posicién euclidea,
el algoritmo en la esfera es una simple modificacién del algoritmo en el plano,
y en otro caso, la envolvente m-convexa es toda la superficie y por lo tanto,

demasiado grande para ser til.

Consideremos C' = {vy,vy,...,vn} sobre la esfera, caractericemos primero

tedricamente su envolvente m-convexa E,,(C).

Lema 5. Dados 4 puntos sobre la esfera en posicion no euclidea, la envolvente

m-conveza es la propia superficie.

Demostracion: Dados {vq,vq,v3,v4} puntos sobre la esfera, llamamos C;; al
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circulo maximo que definen v; y v; y v;; a la geodésica métrica uniendo a

dichos puntos; evidentemente, v;; C C;;

Consideremos por ejemplo Ci;. Entonces vz y vy, estardn uno en cada
uno de los hemisferios en que este circulo divide a la esfera. Las geodésicas
T2 ¥ 734 Do se cortan sobre la esfera, en caso contrario los puntos estarian en
posicién euclidea, considérese por ejemplo el hemisferio cuyo polo es el punto

de interseccién de v12 v ¥34-

Figura 1.16.

A priori sabemos que tanto ;5 y 734 estan contenidas en la envolvente
m-convexa; pero también lo estardn Cyz \ 712 ¥ Ca4 \ 734; puesto los tridngulos
esféricos abiertos de vértices {v1,vq,v3} v {v1,v2,v4}, estdn contenidos en la
envolvente m-convexa y Caq \ 734 €std contenido en dichos tridngulos. Anéloga-

mente se razonaria con Cy2 \ 112 ¥ os tridngulos {vy,vs,vs} ¥ {v2, v, va}.
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Los circulos méaximos Cy3 y Ca4 estdn contenidos en E,(C); si unimos,
de dos en dos, los puntos en ambos circulos mediante segmentos, todas éstas
estaran contenidas en E,,(C) y, puesto que los dos husos que definen dos
circulos maximos miden menos de 180 grados (ver Capitulo de Preliminares),

dichas geodésicas recubren toda la superficie. [

Como consecuencia del resultado anterior, para un conjunto de N puntos
sobre la esfera ocupando mas de un hemisferio, N > 4, la envolvente m-convexa
es toda la superficie. En otro caso, cuando exista un hemisferio cubriendo a
todos los puntos del conjunto, para calcular la envolvente m-convexa puede

usarse la siguiente adaptacién del algoritmo de Graham [43]:

a) Se calcula el centro del menor casquete esférico que cubre al conjunto,
(esto puede hacerse en tiempo lineal si los puntos estdn en posicién eu-
cidea [86]), este punto, p, es un punto interno de la envolvente. Se
considera dicho punto como polo norte y se ordenan los restantes puntos

del conjunto a partir de él, construyendo una lista circular de puntos.

b) Se calcula uno de los puntos del conjunto mas alejado de p, que estara
sobre el borde del menor casquete esférico. Podemos asegurar que éste
es un punto extremo de la envolvente. Comenzamos el scan a partir de

él, siguiendo la lista circular.

c¢) Cada vez que tenemos que estudiar una tripleta vyv;v3, nos preguntamos
si el segmento pv, corta al segmento v vz
e si pv; Nvyv3 # § seguimos avanzando considerando vyvavy,

® si pv; Nvvz = ), se elimina el punto v, de la lista y se analiza la

tripleta vovyv,.
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El recorrido finaliza cuando alcanzamos el punto de partida.

De forma andloga, se pueden adaptar otros algoritmos que calculen la envol-
vente convexa en el plano, para calcular la envolvente m-convexa en la esfera,

cuando los puntos estan en posicién euclidea.

A la vista de todo lo anterior, el primer paso de cualquier algoritmo de
calculo de la envolvente m-convexa en la esfera serad determinar si los puntos
estdn contenidos en un hemisferio o no; ésto puede hacerse estudiando la sep-
arabilidad del conjunto de puntos respecto del centro de la esfera y para ello
puede usarse el algoritmo lineal de [68]. Con lo que, en tres grandes pasos,

podemos calcular la m-envolvente en la esfera como sigue

Algoritmo EC-ESFERA (C)
Paso 1 Si C esta en posicién euclidea ir al Paso 3.
Paso 2 La envolvente m-convexa es la esfera. FIN.

Paso 3 Calcular la envolvente convexa de C' usando un algoritmo

plano, adaptado a la esfera.

2.3.4 Envolvente métricamente convexa en el cono

»

Para calcular la envolvente m-convexa de un conjunto finito de puntos en
el cono, usaremos la representacién del mismo en el espacio métrico X =

C1 UC, UC3 construido a partir de la identificacién de tres copias del desarrollo
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plano del cono (ver Capitulo de Preliminares). Tal y como ocurria en las demas
superficies que hemos estudiado, el estudio de la envolvente en el cono depende
fundamentalmente de la dispersién del conjunto; para puntos concentrados, en
posicion euclidea, el calculo es idéntico al del plano; cuando los puntos no estén
en posicion euclidea, la envolvente esta a medio camino entre la envolvente

plana y la cilindrica.

Si tenemos un conjunto de puntos C = {v,vs,...,vn} en posicién eu-
clidea sobre el cono, es inmediato comprobar que si calculamos la envolvente
convexa de éstos en el desarrollo del cono, usando los algoritmos clésicos de
calculo de la envolvente en el plano, la regién correspondiente sobre el cono es

la envolvente m-convexa en el mismo.

Sin embargo, cuando los puntos de C no est4n en posicién euclidea tenemos

el siguiente resultado

Lema 6. La envolvente m-conveza en el cono de un conjunto de tres puntos

en posicion no euclidea contiene al vértice del cono.

Demostracion: Sean C = {v;,vs,v3} en posicién no euclidea sobre el cono;
sea I' la curva definida por los segmentos que unen a estos puntos, de dos en
dos. A priori, sabemos que tanto C' como I estdn contenidas en E,(C) por
su propia definicién.

Sea r el radio de los puntos de la m-envolvente més cercano al vértice,
supongamos que r > ( y tracemos la circunferencia de radio r alrededor del
vértice; usando razonamientos similares a los usados en la demostracién del
Lema 2., podemos demostrar que la regién abierta comprendida entre I' y

dicha circunferencia esta contenida en la envolvente.
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Mis atin, puesto que dicha circunferencia no es localmente convexa en el
cono, podemos probar, usando el mismo tipo de razonamientos, que la regién
sombreada en la Figura, esta contenida en la envolvente; pero esto contradice
el hecho de que r sea el radio de los puntos de la envolvente mas cercanos al

vértice.

Supongamos que tenemos un conjunto C' = {v1,v2,...,vN} en posicién
no euclidea sobre el cono. En el espacio X = C; U C; U C3 podemos adaptar,
como ya se hizo en el caso de la esfera, algiin algoritmo del plano, por ejemplo
el algoritmo de Graham [43]. Bastaria en este caso con ordenar circularmente
los puntos $71(C) desde el vértice del cono, y repetir el scan usando el mismo
criterio que se usé en la esfera. La regién asi obtenida es una region convexa
en X en el sentido euclideo, el segmento que une a dos puntos sobre X esta
contenido en X. Si nos quedamos con la interseccién de esta regién con la

copia central, Cy, obtenemos una regién m-convexa en el cono , que contiene

aC.

Usando razonamientos similares a los de la demostracién del Lema 2.,
podemos probar que dicha regién, eliminando de su frontera aquellos segmen-
tos que no representen segmentos en el sentido de ser geodésicas de minima
longitud, es el menor conjunto m-convexo en el cono cumpliendo esta condi-
cién. Luego ya tenemos calculada la envolvente m-convexa de C en el cono.
Por lo tanto, en el caso del cono el algoritmo del célculo de la envolvente

quedaria como sigue:
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Algoritmo EC-CONO(C)
Paso 1 Si C esta en posicion euclidea ir al Paso 3.

Paso 2 Calcular la envolvente convexa en X de ¢~ '(C) U
{vértice del cono usando un algoritmo plano, adaptado al

plano, y quedarse con la interseccién de dicha envolvente con

C,.

Paso 3 Eliminar de la frontera aquellas geodésicas que no sean
métricas. FIN.

Paso 4 Calcular la envolvente convexa de C usando un algoritmo

plano.

Obsérvese, que en el caso de la envolvente m-convexa, el papel del cono esta
a medio camino entre el plano y el cilindro y que cuanto menor sea el angulo
del vértice del cono, mds préximo estaremos al caso cilindrico, acercandonos

al plano cuando el angulo va creciendo.

2.4 Andalisis del caso medio

Aunque hemos visto que los algoritmos presentados en este Capitulo corren,
en el peor caso, en tiempo éptimo O(N log V), vamos a realizar en esta seccién
un analisis de la complejidad media de dichos algoritmos.

Recuérdese que el primer paso del algoritmo EC-CILINDRO(C') era pre-
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guntarse si C estaba o no en posicién euclidea. Cuando la respuesta a dicha
pregunta es “si”, entonces el algoritmo remite al cémputo de la envolvente
convexa en el plano y es bien conocido el andlisis de la complejidad media
en este caso (ver, por ejemplo [83]). Sin embargo, si la respuesta es “no”, el
cdlculo de la envolvente convexa es equivalente a encontrar el méaximo y el
minimo de un conjunto, por lo tanto el algoritmo es lineal. La probabilidad

de que esto ocurra queda reflejada en la siguiente proposicién.

Proposicién 1. Si N puntos son escogidos uniformemente e independiente-
mente de forma aleatoria sobre un cilindro, la probabilidad de que estén en

posicion no euclidea es 1 — N/2NV-1,

Demostracion: Si C = {vq1,vq,-+-,uN}, sean (z;,y;) las coordenadas de cada
punto v; en el sistema de referencia que para el cilindro habfamos fijado en el

Capitulo de Preliminares. Si llamamos S al suceso “C estd en posicion eu-
N

clidea”, tenemos que S = U S;, siendo S; el suceso “C; = {vy,...,vi—1,Vit1,...,UN}
=1
estd contenido en la banda definida por las rectas x = z; yz = z; + 1/2”.

Si lamamos P; a la probabilidad de cada S;, y puesto que éstos sucesos

son independientes, (C; N C; = 0), tenemos que la probabilidad de que ocurra

N
C serd P(C) = > P,
=1

Por tltimo, cada P; = 1/2V~1, puesto que cada punto de C; estd o bien
en la la banda definida por las rectas z = z; y £ = z; + 1/2, o bien en'la
definida por la rectas ¢ = z; y ¢ = z; — 1/2, y en cada uno de los casos, con

probabilidad 1/2. Por lo tanto, la probabilidad de que los N puntos estén en

N
posicién euclidea, serd P(C) = Zl 1/28-1 = 2]{,\11 , y se tiene el resultado. m
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Obsérvese que la probabilidad proporcionada en la Proposicién 1. es muy
alta ya que para N = 7 es aproximadamente del 90% y para N = 15 es mas
del 99.9%. Naturalmente, esto implica que, en la gran mayoria de los casos,
es posible calcular la envolvente m-convexa en tiempo lineal, pero, en dichos
casos, dicho objeto serd excesivamente grande para los propositos que suele

ser utilizado, algunos de los cuales han quedado reflejados en la Introduccién.

En el caso del algoritmo EC-TORO(C) para el calculo de la envolvente de
un conjunto de puntos C sobre el toro, podia ocurrir: (a) que C estuviese
en posicién no cilindrica, y entonces la envolvente seria toda la superficie;
(b) que C estuviese en posicién cilindrica pero no euclidea, y en ese caso la
envolvente es una banda en el toro 6 (c) que C estuviese en posicion euclidea
y la envolvente en el toro de C se calcula usando un algoritmo de calculo de la
envolvente en el plano. El siguiente resultado nos proporciona la probabilidad

de que ocurran cada uno de los sucesos anteriores.

Proposicién 2. Si N puntos son escogidos uniforme e independientemente
de forma aleatoria sobre un toro, la probabilidad de que estén en posicion

euclidea es Py = N?/22N-2 y la envolvente m-conveza es el toro completo con

probabilidad P2 =1- —2—]\7_—2-(1 — é—ﬁ)

Demostracion: Sea C = {vy,vq,---,vn} un conjunto de N puntos en el toro
y sean (z;,y;) las coordenadas de cada punto v; en el sistema de referencia del
toro plano, (ver Capitulo de Preliminares). Si llamamos S; al suceso “C estd
en posicion euclidea” tenemos que S; = P N M siendo P el suceso “C' estd
contenido entre dos paralelos diametralmente opuestos” y M el suceso “C' estd
contenido entre dos meridianos diametralmente opuestos”. Como ya se hizo

en la demostracion de la Proposicién 1., podemos calcular la probabilidad de
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Py C y, en ambos casos, esta probabilidad es 5}’_—1 Entonces, como Py C

son independientes, tenemos que la probabilidad de que los puntos de C estén
2

en posicién euclidea es P; = N7

Por otra parte, si llamamos S, al suceso “C' estd en posicion cilindrica” es

facil ver que S; = PUM, y por lo tanto P(S;) = P(P)+P(C)—P(PNM) =

N N N2 _ _N N
aN=1 + N=T = 22N—2 — 2N—2(1 - EN)

Por lo tanto, la probabilidad de que
la envolvente m-convexa sea todo el toro, que es la probabilidad de que los

puntos estén en posicion no cilindrica, serd Py =1 — 5;9’:2—(1 - 5’}]7)

Obsérvese que la probabilidad de que la envolvente m-convexa no sea la
euclidea, y por lo tanto, se calcule en tiempo, a lo més lineal, es para N = 10 del
99'96%. Ademds para N = 10, la probabilidad de que la envolvente convexa
sea toda la superficie es mas del 96%, con lo que concluimos diciendo que
la envolvente de un conjunto finito de puntos en el toro, en la mayoria de los
casos se calcula en tiempo lineal, pero aporta poca informacién acerca de dicho

conjunto; es demasiado grande en esos casos.

En el caso de un conjunto de puntos sobre la esfera podemos enunciar

Proposicién 3. Si N puntos son escogidos uniforme e independientemente

de forma aleatoria sobre una esfera, la probabilidad de que estén en posicion
N?—-N+2

euclidea es P = SN

Demostracion:
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Este es un caso particular de un resultado mas general probado por Wen- -
del [102] ]

En el caso del cono, el estudio probabilistico que hemos hecho en el cilindro
y en el toro no tiene sentido, ya que el calculo de la envolvente m-convexa en
esta superficie recurre a un algoritmo de célculo de la envolvente en el plano
en todos los casos, para puntos en posicién euclidea o no, y estos algoritmos
corren en tiempo éptimo O(N logh). Lo que si podemos observar en el caso
del cono es que, para valores pequerios del 4ngulo en el vértice, la frontera de la
envolvente contiene a pocos puntos del conjunto original. Luego para valores
pequefios del dngulo, conviene utilizar algoritmos de la envolvente en el plano
que se “beneficien” de esta situacién, por ejemplo, la marcha de Jarvis [57]
(ver también [83]).

2.5 Conclusiones y problemas abiertos.

Hemos comprobado que, en cualquier caso, es posible encontrar la envolvente
convexa de un conjunto de /N puntos en el cilindro o en el toro en tiempo
6ptimo O(N log N). Maés ain, en la gran mayoria de los casos, los puntos se
encontraran en posicién no euclidea y en dichos casos los algoritmos que hemos

presentado corren en tiempo lineal.

Sin embargo, cuando los puntos estan en posicién no euclidea, la envol-
vente convexa es demasiado grande y, por tanto, impractica si la queremos
utilizar como herramienta para los problemas sefialados en la introduccién.
Asi, surge como problema principal el encontrar estructuras alternativas ade-

cuadas que puedan ser utilizadas para la resolucién de los problemas para los
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que la envolvente convexa no es itil. En este sentido, sirva como ejemplo el
caso del cdlculo del didmetro de un conjunto de N puntos (la distancia max-
ima entre dos puntos del conjunto), el cual se suele encontrar en el plano en
tiempo éptimo O(N log N) usando la envolvente convexa, sin embargo, si los
puntos no estan en posicién euclidea en el cilindro o en el toro, el didmetro no
tiene porqué darse en puntos extremos de la envolvente, con lo cual conocer la
envolvente convexa de los puntos no es significativo para la resolucién de este

problema.



Capitulo 3

Diagramas de Voronoi

Probablemente, después de la envolvente convexa, los Diagramas de Voronoi
son las estructuras geométricas mas estudiadas en el ambito de la Geometria
Computacional (ver [7, 76]), debido principalmente a las aplicaciones de esta.
estructuras en infinidad de campos diferentes de las ciencias: Cristalogra-
fia [87], Biologia, Geografia y Ecologfa [10, 80, 41]. Bésicamente estas estruc-
turas han sido estudiadas con el fin de modelizar procesos de crecimiento y
relaciones de proximidad entre objetos (el méas cercano, el mas lejano). Por
todo lo anterior, nos parece 16gico dedicar un capitulo al estudio de estas es-
tructuras en superficies, aunque debemos decir que gran parte de los problemas

que surgen en éstas ya han sido estudiados y resueltos por otros autores.

39
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3.1 Introduccidon

Aunque hay autores [76] que afirman encontrar el concepto de diagrama de
Voronoi en el trabajo de Descartes sobre fragmentacion césmica en 1644, Le
Monde de Descartes, ou Le Traité de la Lumiére; parece que la mayoria coin-
cide en que el nacimiento de este concepto se tiene en el trabajo de Dirichlet [29]
y el de Voronoi {100].

A partir de estos dos trabajos y hasta el momento, infinidad de traba-
jos relacionados con los diagramas de Voronoi se pueden encontrar no sélo
en textos matematicos, sino en textos de Cristalografia [73, 75, 87], en 4reas
relacionadas con interpolacién espacial, como la Meteorologia [94, 52, 103], o
Geologia [81, 48, 49], en Fisica[104], Ciencias Agroforestales [13], etc.... En el
campo de la Geometria Computacional los diagramas de Voronoi se han usado
para resolver problemas como el vecino mas cercano (nearest neighbors), tri-
angulaciones que maximizan el mas pequeiio de los angulos, calculo del mayor
circulo vacio (largest empty circle), cdlculo del drbol generador minimo (min-
imun spanning tree) o el problema del viajante (traveling salesperson problem),
ver Seccién 5.5 del libro de O’Rourke [79].

En este capitulo nos vamos a ocupar de estas estructuras en superficies.
Comenzaremos en la Seccién 3.2 estudiando el diagrama de Voronoi clasico
de un conjunto de puntos, es decir, el que asigna a cada punto una regién
sobre la superficie formada por los puntos que estdn mas cercano a dicho
punto que a ningin otro de la nube. En la Seccién 3.3 nos centraremos en
el estudio del diagrama de Voronoi de los puntos mas lejanos, que asigna a
cada punto la regiéon sobre la superficie formada por los puntos que estan
mas alejados de dicho punto que de ningin otro. Como diagrama de Voronoi

generalizado estudiaremos el diagrama polar [44] en el cilindro, por tratarse
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de una estructura que proporciona un preprocesamiento muy interesante en
problemas, por ejemplo, de visibilidad, y porque, por primera vez, a lo largo
de nuestros estudios sobre Geometria Computacional sobre superficies, nos
encontramos con una estructura que en el cilindro tiene una complejidad mayor

que en el plano.

3.2 Diagramas de Voronoi

Dado un conjunto de puntos S = {Py, P2,..., Py} en un espacio métrico X
se define la regidn de Voronoi de Py, 1 < k < N y se denota Vor(Py) como el
lugar geométrico de los puntos de X que estan mas cerca de P que de ningun

otro punto de la nube,

Vor(P) ={Q € X ; d(Q, Px) < d(Q, F;), j #k}
N
La unién de estas regiones, | | Vor(P;) = Vor(S), es la particién de X cono-

k=1
cida como diagrama de Voronoi de S.

En el libro de Okabe et al [76] podemos encontrar el estudio de este dia-
grama en la esfera, el cilindro, el cono y el toro; y, desde un punto de vista mas
general, el estudio de los diagramas de Voronoi en caleidoscopios se encuentran
en la tesis de Mazén [67]. Poco trabajo nos han dejado a nosotros en este

terreno, pero, aln asi, nos gustaria hacer algunas anotaciones.

Dado dos puntos P y @ en el cilindro, el bisector entre éstos, segun se
ve en [76], estd formado por las dos geodésicas de menor longitud uniendo a
dos puntos, uno sobre la generatriz diametralmente opuesta a P y otro sobre

la diametralmente opuesta a (). Veamos que el reciproco de este resultado
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también es cierto. Para ello sean M; y M, dos puntos en el cilindro, hy y h

las geodésicas de menor longitud uniendo a estos puntos, ver Figura 2.1.

M,

h
1 hy

M,
Figura 2.1.

Entonces los puntos de los que dicha poligonal es bisector, P, y P,, estan
situados sobre las generatrices diametralmente opuestas a M; y M, respec-
tivamente (los “picos” de la curva), llamamos g; y g2 a las generatrices que

contienen a P; y P, respectivamente.

51 92

SN

Figura 2.2.
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Para determinar a qué altura de g, se encuentra exactamente P,, observemos
que el bisector junto con la semigeneratriz descendente que comienza en My,

es el diagrama de Voronoi en el plano de los puntos P;, P, y la copia de P, a
la derecha de P, Figura 2.3..

) g2

RN

Figura 2.3.

Como se ve en [76], si lamamos v al dngulo formado por Ay y la recta
que une a P, con M; y ¢ al angulo senalado en la Figura 2.4., se tiene que
T+é=m.
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g1 g2

N\

Figura 2.4.

Como conocemos ¢, basta con trazar una recta formando un dngulo 7 con
hy desde M, y en el corte de esta con g, estard P,; el célculo de P; ya es

inmediato.
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P1 ¢

Figura 2.5.

Otra observacién que queremos hacer en esta seccién es que si en el plano se
demuestra que las aristas del 4rbol generador minimo (M .ST') son un subgrafo
del dual de Voronoi [82], en las superficies anteriormente mencionadas la misma
demostracién es valida en estos casos. Ademaés se puede comprobar facilmente
que todas las aristas del M ST son segmentos en cada una de estas superficies,
mientras que esto no ocurre con el dual del Voronoi, ver Figura????. Por tanto,
podemos decir que en realidad que el M ST es un subgrafo de las aristas del

dual de Voronoi que son segmentos.
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3.3 Diagrama de Voronoi de los puntos mas

lejanos

Dado un conjunto de puntos S = {Py, P, ..., Py} en un espacio métrico X se
define la regidn de Voronoi de los puntos mds lejanos de Py, 1 <k < N y se
denota Vorf(P;) como el lugar geométrico de los puntos de X que estan més

lejos de Py que de ningin otro punto de la nube,

VorF(P) ={Q € X ; d(Q,P.) > d(Q,P;), j # k)

N

La unién de estas regiones, | J Vor®(Py) = Vor(S), es la particién de X
k=1

conocida como diagrama de Voronot de los puntos mds alejados de S 6 N —1

diagrama de Voronot de S.

En su tesis doctoral, Brown [14] resalta el hecho de que, en el caso de
la esfera, el diagrama de Voronoi de los puntos més lejanos coincide con el
diagrama de Voronoi clésico de los puntos antipodales a los de la nube original.
En realidad, este hecho puede considerarse desde un punto de vista mas general
y asi dado un espacio métrico X decimos que un punto y es el antipodal de z si
y es el punto mds alejado de z en X. Por lo tanto, si en X todo punto admite
antipodal, podemos definir una aplicacién ant : X — X que a cada punto le

- hace corresponder su antipodal y enunciar

Teorema 7. Sea S un conjunto finito de puntos en un espacio métrico X, en

el que la aplicacion ant : X — X es una isometria, entonces

Vorf(S) = Vor(ant(S)).
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En virtud del Teorema 7., tenemos un método para construir el diagrama
de Voronoi de los puntos més lejanos en el toro, y en general, en cualquier
superficie donde se pueda definir la aplicacién ant. ;Qué pasa en el cilindro ?
Pues claramente en esta superficie no podemos usar el mencionado teorema,
puesto que la aplicacién ant no est4 definida, el cilindro tiene longitud infinita.
En la tesis de Mazén [67], para calcular el diagrama de Voronoi clasico de un
conjunto de N puntos sobre el cilindro, considera tres copias del mismo, calcula
el diagrama de Voronoi plano de los 3N puntos, y se queda sélo con el diagrama

en la copia central.

Si pensamos en usar este mismo procedimiento a la hora de calcular en el
cilindro el diagrama de Voronoi de los puntos mas lejanos, nos encontramos

con situaciones como la mostrada en la Figura

Vamos a recurrir, por tanto, a un paradigma clasico en Geometria Com-
putacional, al método de “Divide y venceras” (divide and conquer), para com-
putar el diagrama de Voronoi de los puntos mds alejados en el cilindro. Para
ello, al igual que para calcular el diagrama de Voronoi clasico en el plano
usando este método [83], necesitamos describir la construccién de la cadena
divisoria, que serd usada en el proceso de pegado (merge) de los dos subdiagra-
mas, si dicha construccién se hace en tiempo lineal en el nimero de puntos, ya
tenemos que es posible calcular el diagrama de los puntos alejados en el cilindro

en tiempo O(N log N) Describimos a continuacién el proceso completo:

(a) Dividimos el conjunto original S de puntos en dos subconjuntos, 51 y
S3, de, aproximadamente, el mismo tamafio, separandolos mediante un
paralelo del cilindro p : {y = K}, suponemos que S; esta arriba y Sy
debajo.

(b) Construimos el diagrama de Voronoi de los puntos mas alejados de S
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y S3. Cada uno de estos dos diagramas, define sobre el paralelo p, seg-

mentos correspondientes con la interseccién de las regiones. Es decir si

S1=A{P},P},...,P.}y S ={P},PZ,..., P.}, llamamos
i i F(pi
S;={(z,K); (z,K) € Vor"(P})}
cont=1,2y73=12,...,n;.

Comenzamos por un punto cualquiera en p, (z, K), para este punto exis-
ten valores r y s de forma que (z, K) € §} N §2. Calculamos el bisector

o mediatriz entr si este bisector no a
ediatriz entre P! y P2 te bisector no toca en un punto de

s
S! N 8? seguimos hacia la derecha sobre p hasta encontrar S 6 S2,
y volvemos a hacernos la misma pregunta con el nuevo bisector. Si
acabamos de recorrer p y en ningin momento nos hemos topado con
la cadena divisoria, es decir, el paralelo p no corta a ninguno de los
bisectores considerados, serd porque dicha cadena esta totalmente con-
tenida en uno de los dos semicilindros definidos por p; decidir en cual
de ellos esta se hace en tiempo constante, basta con calcular la distan-
cia de un punto de p, (2, K), a un punto cualquiera de S; y a otro de
S2, la cadena estara en el semicilindro que contiene al punto més lejano
de (29, K). Una vez que sabemos en que semicilindro esta contenida
la cadena divisoria, la buscamos “andando” sobre la generatriz ¢ = zq,
hacia arriba o hacia abajo segin la posicién de dicha cadena, de la si-
guiente manera: si estamos en un punto de la generatriz que pertenece
a Vorf (P}) N Vorf(P?), calculamos el bisector entre P! y P2, y com-
probamos si interseca a £ = zo dentro de Vorf (P}) N Vorf(P2?). Si la
respuesta es negativa seguimos andando sobre la generatriz hasta que
cambiemos de regién en uno de los dos diagramas; en algiin momento
tenemos que encontrarla porque la cadena debe ser una curva homotopi-
camente no nula en el cilindro. Si la respuesta es afirmativa ya tenemos

un punto sobre la cadena, seguimos caminando hacia la derecha sobre
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el bisector encontrado, hasta que cambiemos de regién; cuando hemos
cambiado de regién seguimos por el bisector asociados a los dos puntos

que definen la nueva regién, tal y como se hacia en el plano.

(d) Una vez construida la cadena divisoria, borramos todos los segmentos
de Vorf(S1) que estén debajo de la cadena, y los de Vorf (S;) que estén
por encima.

A partir de lo anterior podemos enunciar el siguiente resultado

Lema 7. Es posible construir la cadena divisoria en tiempo lineal en el nimero
de puntos.

Usando el lema anterior y tal como se ve en [83], tenemos

Teorema 8. Es posible calcular el (N —1)-diagrama de Voronoi en el cilindro
en tiempo dptimo O(N log N).

3.4 Diagrama polar en el cilindro

A la hora de generalizar el concepto de diagrama de Voronoi en otras direccio-
nes, en el libro de Okabe et al. [76] define dicho concepto en los siguientes tér-
minos: dado un espacio S y un conjunto A = {A;, As,...,An}, 2< N < o0,

consideramos que cada punto de S tiene asignado, al menos, un punto de A. Si
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P € S tiene asignado A;, ponemos un 1 para el par (P, A;); si P no tiene asig-

nado A;, ponemos un 0; asi esta asignacién se interpreta como una aplicacién
de S x A en el conjunto {1,0}; §: S x A — {1,0}, cumpliendo

§(P, A7) = { 1, si P tiene asignado A;

0, en otro caso

A una aplicacién § en las condiciones anteriores se le llama una regla
de asignacion. Por ejemplo, en el diagrama de Voronoi clasico, la regla de

asignacion es la siguiente

1, sid(A;,P)<d(A;,P)paraj#1

0, en otro caso

§(P,A;) = {

Definimos
V(A) ={P € S| §PA) =1}

G(Ai,Aj) = {P € Sl 5(P, A,‘) = 5(P, Aj) = 1} = V(A,) N V(AJ)

Toda regla de asignacién § que verifique

(z) Todo punto P de S tiene asignado, al menos, un elemento en A,

(22) el conjunto e(A;, A;) es la frontera de V(A;), es decir, dado cualquier
e > 0, la bola abierta de centro P € e(A;, A;) y radio € contiene puntos
interiores de V(A;) y de S\ V(A;). Intuitivamente, esto quiere decir que

si S es el plano, e(A;, Aj) tiene area nula,
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define una teselacién de S conocida como Diagrama de Voronoi Generalizado
(DVG), y que se denota como V(A,6,5) [76].

Sea A = {A;1,A2,..., AN} un conjunto de puntos sobre el plano, consid-

eramos la siguiente regla de asignacién, dado P € E?

) | - | o
§(P, A;) = { 1, sianga,(P) < angys;(P) para j #1

0, en otro caso

donde angga,(P) es el angulo formado por la semirrecta horizontal que contiene
a P y la semirrecta que contiene a P y lo une con A;, medido este angulo en

sentido contrario al de las agujas del reloj.

ang, (P)

ligura

Es facil entender que la regla de asignacién que acabamos de definir verifica
las condiciones (z) y (i¢); por lo tanto tenemos una teselacién de E?, V' (A, 6, E?)

que llamaremos Diagrama polar de A. Intuitivamente si un punto P pertenece

1fp
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a V(A;) quiere decir que si barremos con una semirrecta con origen en P,
comenzando en la horizontal, y en direccién contraria a las agujas del reloj,

A; es el primer punto que apareceré en la pantalla de nuestro radar.

Este diagrama en el plano se puede construir en tiempo O(N log N) como
se puede ver en [44], usando 6 bien un algoritmo incremental, 6 bien, un
algoritmo basado en la técnica de divide y vencerds, ambos estan descritos en
el citado trabajo. Puesto que como en dicho trabajo se resalta la utilidad de
dicha estructura como preprocesamiento de problemas de visibilidad, disefio
de trayectorias, calculo de la envolvente convexa, etc, nos vamos a plantear
estudiar esta estructura en el cilindro. Se puede comprobar que en el caso del
cilindro, es posible calcular el diagrama polar sin mas que adaptar el algoritmo
incremental descrito en [44] a esta superficie. Pero en el caso general dicho
diagrama para un conjunto de N puntos va a tener del orden de N? vértices,

con lo que nos queda

Teorema 9. FEs posible calcular el diagrama polar de una nube de N puntos

en el cilindro en tiempo dptimo O(N?).

Esta es la primera vez a lo largo de nuestro trabajo en superficies, que
nos encontramos un problema con distinta complejidad en el cilindro y en el

plano.



Capitulo 4

Anchura y diametro

Se ven en este capitulo dos propiedades intimamente relacionadas con la en-
volvente convexa y que miden distintas caracteristicas de los conjuntos como
son la anchura y el didmetro. Ademas el cdlculo de ambos invariantes en el
plano son parientes muy préximos ya que los algoritmos que lo resuelven son
ligeras variaciones unos de otros (ver [53]). Sin embargo, como veremos, esto
no es enteramente cierto en el caso de superficies no planas ya que los algo-
ritmos que eran validos en el plano no lo son ya en las superficies que hemos
considerado. A pesar de lo cual probaremos que existen algoritmos que, con

la misma complejidad que en el plano, resuelven ambos problemas.

53
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4.1 Introduccion

Si bien las aplicaciones practicas de la anchura y el diametro de un conjunto
son bien distintas, ambos conceptos pertenecen evidentemente a una misma
familia de problemas en Geometria Computacional. Para comprobarlo, no hay
mas que ojear el articulo de Houle y Toussaint [53] en el que se calcula el ancho
de un conjunto con dos algoritmos distintos que son, cada uno de ellos, una

adaptacién de dos algoritmos preexistentes para el calculo del diametro.

El considerar ambos problemas dentro de este trabajo tiene sentido desde
tres puntos de vista: en primer lugar, las aplicaciones que se le han sefalado
a ambos conceptos en el plano (clustering, robética, Investigacién Operativa,
etc.) se pueden presentar cuando tenemos conjuntos que no se encuentran
sobre el plano sino sobre alguna superficie. En segundo lugar, la solucién al-
goritmica de ambos problemas, deja de ser similar cuando no nos encontramos
en el plano y ésta es una diferencia fundamental (podriamos decir que ambos
problemas en superficies no planas la anchura y el didmetro no son ya parientes
cercanos). Por dltimo, creemos que las soluciones que aportamos a ambos pro-
blemas son muy representativos de la metodologia que se debe aplicar a la hora
de adaptar algin problema de la Geometria Computacional “clésica” a super-
ficies: en el caso de la anchura, la principal dificultad estriba en encontrar
definiciones adecuadas (ya que existen diversas generalizaciones posibles del
concepto "par de rectas paralelas”) y probar la equivalencia entre todas las
definiciones consideradas (una vez realizada dicha labor, la parte algoritmica
es una adaptacién de una de las soluciones dadas en el plano. Mientras, en el
caso del didmetro, probaremos que la envolvente convexa no es un preproce-
samiento util, sino que serd necesario otro tipo de preprocesamiento, aportado,

en este caso por el diagrama de Voronoi de los puntos mas alejados.
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4.2 “Anchura de un conjunto convexo en la

esfera

El problema del sofd {54, 66, 71] parece bastante importante en nuestra vida
cotidiana como para dedicar tiempo y esfuerzo al estudio de la anchura de un
conjunto en el plano. Basicamente, el planteamiento es el de un apartamento
conectado con el exterior mediante un pasillo de anchura constante, con una
esquina de 90 grados hacia la derecha, y la pregunta es cual es el mayor mueble
que se puede sacar del apartamento a través del pasillo; si proyectamos el
problema sobre el plano nos preguntamos cuando una figura plana puede pasar,
mediante traslaciones y rotaciones a través de un intervalo (puerta) de longitud

L (ver Figura 3.1.)

Figura 3.1.

Este problema ha sido tratado ampliamente [54, 66, 71, 96], y es en el

trabajo de Strang [93] donde se prueba que en el plano un conjunto convexo
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puede atravesar una puerta de longitud L si y sélo si la anchura de dicho
conjunto es L. Sin embargo, en dimensién tres este resultado no es cierto
y H. Stark ha construido conjuntos convexos que pueden pasar a través de
una puerta, cuadrada o circular, aunque ninguna de sus proyecciones cabe por
dicha puerta (ver [93]). En principio, no esta claro si la esfera cumple la misma
propiedad que el plano, o si, por contra y tal y como ocurre en el espacio, la
anchura no tiene relacién con el tamafo de la puerta que puede atravesar
un conjunto conexo. Sin embargo, veremos que, respecto a este problema, el

comportamiento en la esfera es exactamente el mismo que en el plano.

Dado un conjunto C' y una recta r en el plano se dira que r es una recta
soporte para dicho conjunto cuando ésta pasa por algin vértice de la frontera
de C y deja a todo el conjunto en un mismo lado, es decir, todo el conjunto C
esta contenido en uno de los dos semiplanos en que la recta r divide al plano.
Asi se define la anchura de un conjunto en el plano como la minima distancia
entre dos rectas soportes paralelas del conjunto [53]. Este concepto, asi como
los algoritmos conocidos para su computacién, tienen aplicaciones en muchos
campos, como pueden ser la robética (o més especificamente en el estudio de
movimientos que eviten colisiones [96]), en aproximacién poligonal de curvas
(ver [55] y [63]), etc. Ademas, el estudio de la anchura de un conjunto finito
de puntos en el plano es equivalente al calculo, en Investigacién Operativa, de
la recta centro del mismo conjunto, siendo la recta centro la que minimiza la
mayor de sus distancias a cualquier punto del conjunto. El calculo de la citada
recta tiene importantes aplicaciones en problemas de localizacién de servicios,
piénsese, por ejemplo, en un conjunto de parcelas cultivadas, como conjunto
finito de puntos en el plano, y su recta centro seria el destino éptimo para un
canal de regadio. Es inmediato comprobar que esta recta es la mediatriz de
las rectas soportes que dan la anchura de la envolvente convexa del conjunto

de puntos.
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Dado que la anchura de un conjunto finito de puntos en el plano es la
misma que la de su envolvente convexa [53], muchos autores han estudiado la
anchura de poligonos convexos, ya que éstos son conjuntos sencillos y tienen
muchas aplicaciones en reconocimiento de formas [2], procesamiento de imé-
genes [85] y troquelado industrial (ver [39], [92] y [40]). En esta seccion nos
reduciremos al estudio sobre la esfera de la anchura de conjuntos convexos en
esta superficie. No consideraremos aqui la anchura sobre las otras superficies
que normalmente hemos estudiado en el resto de la memoria ya que, como se
observa ficilmente, dicho concepto no tiene una traslaciéon natural a las su-
perficies no tratadas (o, al menos, la traslacién no tiene un gran sentido. Por
ejemplo, casi cualquier nube de puntos en el cilindro puede ser comprendida
entre un par de hélices paralelas tan préximas como queramos y, en cualquier
caso todo lo que se haga en el plano con par de rectas paralelas, puede ser

realizado en superficies desarrollables).

La definicién de anchura de un conjunto en el plano puede ser extendida a
espacios euclideos de dimensién superior, definiendo la anchura de un conjunto
como la minima distancia entre dos hiperplanos soportes paralelos de dicho

conjunto [53].

Como se ha dicho anteriormente, en esta seccién vamos a estudiar, apor-
tando algoritmos para su célculo, la anchura de conjuntos convexos sobre la
esfera. Para calcular la anchura de poligonos convexos en el plano se pueden
usar, por ejemplo, las técnicas de calibradores (“rotating caliper”) o transfor-
maciones geométricas y resolver el problema en tiempo y espacio lineales [53].
La propiedad fundamental a la hora de disefiar un algoritmo para el calculo
de la anchura de un convexo en el plano es la de que esta distancia se alcanza
entre dos rectas soportes de forma que una contenga a una arista y la otra

pase por un vértice [53].
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Describiremos bésicamente la técnica de calibradores para el calculo de
la anchura de un conjunto convexo en el plano: en primer lugar se elige,
en tiempo lineal, una pareja de vértices antipodales, es decir, una pareja de
vértices verificando que existen sendas rectas de soporte paralelas pasando por
ellos; se consideran dichas rectas soportes, y se rotan a la vez, como si se tratase
de un calibrador, en sentido positivo hasta que una de las dos rectas contenga a
toda una arista de la frontera del conjunto, se mide entonces la distancia entre
las rectas soportes, se almacena el dato, y se continia el barrido, midiendo
estas distancias cada vez que uno de los calibres se apoye sobre una arista.
Una vez finalizado el barrido se elige la menor de las distancias almacenadas

durante el proceso anterior y ésta serd la anchura de nuestro conjunto.

Conocido el problema de la anchura en el plano y descrito uno de los
algoritmos que la calculan, nos planteamos a continuacién generalizar este
concepto a la esfera. Un conjunto convexo en la esfera es un conjunto que
contiene al segmento que une a cada pareja de puntos en él; estudiaremos la
anchura en el caso de conjuntos convexos contenidos en un hemisferio, puesto
que el 1inico conjunto convexo en la esfera que ocupa mas de un hemisferio es
la propia superficie (ver Capitulo de Preliminares y Capitulo 1). Llegada la
hora de definir la anchura de un conjunto convexo en nuestra superficie se nos
ocurren, a priori, distintas posibilidades: en primer lugar, podemos generalizar
el concepto de rectas soportes de un conjunto por el de geodésicas soportes:
es decir, dado un conjunto convexo C sobre la esfera, llamaremos meridianos
soportes de C' a los meridianos que intersecan a C' y dejan al conjunto en
una de las dos semiesferas definidas por dicho meridiano. Llamaremos huso
soporte de C a la regién que, conteniendo a C, estd delimitada por dos de sus

meridianos soportes.
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Figura 3.2.: El huso definido por m; y ms es un huso soporte para el conjunto C

Cada huso en la esfera divide a esta superficie en cuatro regiones; dado un huso
soporte de C, este conjunto estard contenido totalmente en una de las cuatro
regiones que dicho huso define. Como cada huso soporte define cuatro arcos
ecuatoriales ortogonales a los meridianos que definen dicho huso, equidistantes
de los polos del huso, siendo los polos del huso los puntos de interseccién de los
dos meridianos que lo definen, llamaremos arco soporte de C al arco ecuatorial
asociado al huso soporte Hque estd contenido en la misma regién que C, de

las cuatro definidas por H.
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arco ecuatorial
asociadoa H

Figura 3.3.

Asi dado un conjunto convexo C sobre la esfera, definimos su anchura
horaria, H(C), como la minima longitud de todos los arcos ecuatoriales aso-
ciados a husos soportes de C. La principal diferencia entre esta definicién y
la definicién de anchura en el plano es que, en el plano, dos rectas paralelas
de soporte tienen interseccién vacia, mientras que en la esfera, dos meridianos

soportes tienen dos puntos en comin.

Si queremos generalizar el concepto de paralelismo entre los arcos soportes,
al igual que ocurre en el plano, debemos dar otra definicién: dado un conjunto
convexo C sobre la esfera, llamaremos paralelos soporte de C' a aquellos pa-
ralelos que intersecan a C' y dejan al conjunto en uno de los dos casquetes
esféricos de los que el paralelo define en la esfera. Si usamos la idea de par
de paralelos soportes, conservamos el concepto de para.leliémo existente en el
plano (en el sentido de interseccién vacia) pero en la esfera los paralelos no

son geodésicas.
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§

Figura 3.4.: Los paralelos p; y p; son paralelos soportes para C.

De acuerdo con todo lo anterior, podemos definir para un conjunto con-
vexo C sobre la esfera, su anchura tropical T (C) como la menor distancia entre
todos los posibles pares de paralelos soportes de C equidistantes de un merid-
iano; nétese que dicho meridiano seria la geodésica que minimiza la méxima
distancia a los puntos del conjunto C, o como ya habiamos apuntado anteri-

ormente, sera el meridiano centro del conjunto.

Como ya apuntdbamos al principio de esta seccién, en el trabajo de
Strang [93] se prueba que la anchura de un convexo en el plano coincide con la
longitud del minimo intervalo cerrado (puerta) a través del cual puede pasar el
conjunto, mediante una familia continua de movimientos rigidos (traslaciones
combinadas con rotaciones). Asi se nos ocurre una nueva definicién de anchura
en la esfera: dado un conjunto convexo C sobre la esfera, la puerta P(C) es

la menor longitud de todos los posibles arcos cerrados de meridiano por los
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que puede pasar el conjunto C' mediante una familia de movimientos rigidos

(traslaciones combinadas con rotaciones) en la esfera.

Llegados a este punto tenemos tres posibles definiciones de anchura en la
esfera; en el caso del plano, las tres son equivalentes [93], vamos a estudiar qué

ocurre sobre nuestra superficie.

Lema 8. Para cualquier conjunto convero sobre la esfera se verifica que

P(C) < T(C).

Demostracién: Basta con considerar el arco de meridiano ortogonal y con-
tenido entre los paralelos que definen 7(C). Evidentemente, la longitud de

este arco es mayor o igual que P(C). n

Lema 9. Si C es un conjunto convezo sobre la esfera

T(C) < H(C).

Demostracion: Sea H el huso que determina la anchura horaria H(C) del
conjunto y llamamos P y @ a los puntos de interseccién de los meridianos que
definen H con el arco ecuatorial ortogonal. Sea m la mediatriz (meridiano)
del segmento P(Q, si consideramos los paralelos, equidistantes m, tangentes a
H en Py @, tenemos una banda tropical de anchura H(C) que contiene a
nuestro conjunto, por lo tanto 7(C) < H(C).
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m

Figura 3.5.

Por tanto, P(C) < T(C) < H(C). El siguiente, que es el principal de
esta seccién, teorema nos dice que, al igual que ocurre en el plano, estas tres

cantidades coinciden en la esfera.

Teorema 10. Un conjunto convexo C sobre la esfera puede atravesar, medi-
ante traslaciones y rotaciones, un arco de meridiano de longitud L si y sélo si

H(C) < L. Como consecuencia, dado un conjunto convezo C en la esfera se

tiene que H(C) < P(C) .
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Demostracion:

Si H(C) < L es claro que todo el huso de anchura H(C) puede pasar por

la puerta de longitud L, por lo tanto también nuestro conjunto.

Para probar el reciproco, asumamos en primer lugar que la frontera 0C
de C es suave, es decir, en cualquier punto de ella existe una tnica tangente
a la esfera, y ésta varia de forma continua a lo largo de C. Sea I un arco
de meridiano de longitud L y S la esfera; como C puede pasar a través de I,
es posible definir una composicién continua de movimientos M : [0,1] — §
donde M(0) es la situacién de C antes de comenzar a pasar a través de I y

M(1) su situacién después de haberlo atravesado.

Para cualquier ¢ € [0, 1], podemos definir dos aplicaciones fi : [0,1] —
[0, 7]y f2:]0,1] — [0, 7] como sigue: f1(t)y f2(t) son las longitudes angulares
entre los puntos P, y P y los puntos P, y P respectivamente, donde P, y P»
son las intersecciones de JC con el arco I, y P es la interseccién entre las

tangentes a C en los puntos P, y P, (ver Figura 3.6.).
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f1(8)

fa(t)

Figura 3.6.

La aplicacién fi + f2 : [0,1] — [0,27] es continua con f1(0) + f2(0) =0y
f1(1) + f2(1) = 27, por lo que existe t* € [0,1] tal que f1(t*) + f2(t*) =

3

Si fi(t*) = fo(t*) = %, entonces el arco de meridiano que define M(C') esta

contenido en I, por lo que M(C) < L. Por otra parte, f;(t")— % = %—fz(t*).

T .
Supuesto fi(t*) > = se verifica que fo(t*) < zzr—, por lo que la situacién es

similar a la de la Figura 7.

Como los angulos en el arco ecuatorial son de noventa grados, la longitud
del arco de meridiano que une P; y P, es mayor o igual que la longitud del
arco ecuatorial. Por tanto H(C) < L.
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Figura 3.7.

Sélo nos queda verificar el resultado para un conjunto convexo C' cuando
0C no es suave. Para ello construimos una sucesion (C,) de subconjuntos
convexos de C de frontera suave y convergente a C. Como C puede pasar
a través de I, también pueden hacerlo los C, y su anchura meridiana debe
verificar que H(C,) < L. Por tanto, H(C) < L, lo que prueba el teorema. =

Asi pues, las tres definiciones de anchura consideradas coinciden y pode-

" mos hablar de anchura de un conjunto convexo, usando cualquiera de las tres.
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Como consecuencia inmediata del Teorema 10. se tiene:

Corolario 1. El arco ecuatorial ortogonal del minimo huso soporte de un con-

junto convezo C estd contenido en C.

Demostracidn: Si la anchura horaria es la misma que la de la puerta, debe
ser que al pasar el huso minimo por dicha puerta, el conjunto C toque a la
puerta en sus dos extremos, en otro caso, seria posible encontrar una puerta
menor, y estos dos puntos de contacto serdn precisamente los extremos del
arco ecuatorial ortogonal y puesto que C es convexo, dicho arco debe estar

contenido en C.

En lo que queda de esta seccién vamos de describir un algoritmo para el
calculo de la anchura de un conjunto convexo sobre la esfera, este algoritmo
va a ser una adaptacién de la técnica de calibradores [53] a esta superficie. La
anchura de un poligono convexo en el plano es la distancia entre dos rectas
soportes paralelas definidas por una parejas antipodal vértice-arista [53]; en el
caso de la esfera, esto no siempre se cumple, es posible que la anchura venga
definida por meridianos conteniendo a una pareja antipodal arista-arista, como

se muestra en la Figura 3.8.
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Figura 3.8.

Por lo tanto en el caso de la esfera tenemos el siguiente resultado:

Lema 10. La anchura de un poligono convero es la minima distancia entre
meridianos soporte definidos por los pares antipodales vértice-arista o arista-

arista.

Demostracién: Sea H el huso minimo que contiene a C, al menos C y H
tienen dos puntos en comin, uno en cada meridiano del huso; en virtud del
Corolario 1., al menos tienen en comin los dos extremos P y @ del arco
ecuatorial ortogonal al huso. Pero ademads al menos uno de los dos meridianos
que definen el huso debe contener a una de las aristas adyacentes en P o en
@, porque en otro caso, seria posible encontrar un huso menor conteniendo al

conjunto, simplemente moviendo un poco los meridianos.

El Lema 10. nos dice que es posible adaptar el algoritmo de los calibradores

para encontrar la anchura de un poligono convexo C' de este modo:
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a) Buscamos una pareja antipodal: para ello consideramos una arista cualquiera
a de la frontera y un vértice v que no sea punto final de a; consideramos
el meridiano que define a, m,, trazamos el meridiano ortogonal a m, que
pasa por v, m,, y consideremos el huso definido por m, y el meridiano
ortogonal a m, que pasa por v. Si el conjunto estd contenido en este
huso, a y v son antipodales, en otro caso, si a; y as son las aristas inci-
dentes en v, puesto que C es convexo, o bien a — a; o bien @ — a; es una
pareja antipodal arista-arista. Medimos el arco ecuatorial ortogonal del

huso y almacenamos el dato.

b) Rotamos los meridianos, como los calibradores en [53], hasta encontrar
otra arista o vértice, computamos la longitud del arco ecuatorial del
nuevo huso, y volvemos a rotar los calibradores hasta encuentra la pareja

antipodal inicial

¢) Calculamos la minima longitud de los arcos ecuatoriales calculados en

los pasos anteriores.
Podemos resumir el algoritmo en tres pasos como sigue:

Algoritmo ANCHURA-ESFERA (C)
Paso 1 Encontrar una pareja vértice-arista antipodal inicial.

Paso 2 Rotar los calibradores para encontrar las demds parejas antipodales,

y calcular la longitud de los arcos ecuatoriales de cada una de ellas.

Paso 3 Calcular la minima longitud de los arcos ecuatoriales.

Es inmediato comprobar a partir del trabajo de Toussaint [97] el siguiente

resultado
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Teorema 11. El algoritmo ANCHURA-ESFERA(C) calcula la anchura de

un poligono convero C sobre la esfera en tiempo lineal optimo.

4.3 Diametro de un conjunto de puntos

El didmetro de un conjunto de N puntos en el plano es la mayor de las dis-
tancias entre dos de sus puntos. Este concepto, muy relacionado con el de la
anchura que estudiamos en la seccién anterior, se utiliza para medir la dis-
persién de un conjunto, y para el caso de conjuntos finitos de puntos en el
plano ha merecido la atencién de otros autores [50, 83, 97]. En esta seccién

nos planteamos estudiar este problema en superficies.

Este problema se puede resolver de forma simple considerando las distan-
cias entre todos los posibles pares de puntos de nuestro conjunto y quedan-
donos con la mayor de ellas. Esta primera solucién conduce a un algoritmo
de complejidad O(N?). Sin embargo, en el plano el problema se resuelve en
tiempo Sptimo O(N log N) una vez que se demuestra [50] que el didmetro
viene determinado por la distancia entre dos vértices de la envolvente con-
vexa, y aplicando las técnicas de calibradores [97] como ya vimos al tratar el

problema del célculo de la anchura de un conjunto convexo [53].

Para el caso de un conjunto de IV puntos sobre una superficie, el célculo del
diametro de dicho conjunto queda igualmente resuelto si calculamos la mayor
de las distancias, en dicha superficie de entre todas las posibles parejas de
puntos de la nube, con lo que con esta primera solucién llegamos al algoritmo
simple cuadrético. Si pretendemos mejorar el algoritmo anterior generalizando

los algoritmos existentes en el plano, es decir, calculando previamente la en-
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volvente convexa de la nube de puntos, podemos observar, por ejemplo, que
en el cilindro el didmetro de una nube de puntos no lo definen, en general,
dos puntos del borde de la envolvente convexa, ya que en la mayoria de los
casos en esta superficie, la envolvente es la banda cilindrica determinada por

los puntos de ordenadas extremas (ver Capitulo 1).

. . »> -
. . L] . .//'Q .
. o P
. . . - ~—
La nube de puntos Su envolvente convexa Su didmetro

Figura 3.9.: El didmetro no lo determina el borde de la envolvente convexa.

Esta misma situacién nos la encontramos en el toro y en la esfera, donde
es posible encontrar conjuntos formados sélo por tres puntos, cuya envolvente

es toda la superficie.

Como ya vimos en el capitulo dedicado al célculo de la envolvente con-
vexa, si todos los puntos de la nube estdn en posicién euclidea, la envolvente
convexa de la nube, en el cilindro, coincide con la de la misma nube de puntos
considerada en el plano y, en este caso, si determinarian el diametro dos puntos
situados en ella. Lo mismo ocurria en el toro y en la esfera. Por lo tanto, en
lo que sigue, nos centraremos en el caso en que los puntos no estén posicién
euclidea. Obsérvese que, tal y como vimos en el anilisis del caso medio de los
algoritmos para el cdlculo de la envolvente, si los puntos estan escogidos de
forma aleatoria y uniformemente sobre cualquiera de esta tres superficies, la

probabilidad de que esto ocurra es muy alta.
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Por las razones sefialadas anteriormente, se hace necesario buscar estrate-
gias que nos permitan construir un algoritmo éptimo que calcule el didmetro y
que no utilicen la envolvente convexa en esta superficie. Se nos ocurre utilizar
el (n — 1)-diagrama de Voronoi (farthest-point Voronoi diagram), estructura
cuyo estudio detallado se presenté en en el Capitulo 2. Recordemos que en
este diagrama se define la regién correspondiente a cada punto P, VF(P),
como el lugar geométrico de los puntos del cilindro que distan de P; mas que

de ningun otro punto de la nube.

Obsérvese que si el didmetro de una nube de puntos es d( P, @), para ciertos
Py @ de la nube, entonces el punto P estd en la regién VF(Q), y @ estd en
la regién VF(P), por lo tanto si conocemos el (N — 1)-diagrama de Voronoi

del conjunto podemos disefiar un algoritmo que nos calcule el didmetro:

Algoritmo DIAMETRO(C)
Paso 1 Si C esta en posicién euclidea ir al Paso 6.
Paso 2 Calcular el (N — 1)-diagrama de Voronoi de C.

Paso 3 Localizar la regiéon de dicho diagrama en la que se encuentra cada

punto de C.

Paso 4 Para cada punto, calcular la distancia entre él y el punto correspon-

diente a la regién del diagrama a la que pertenece.
Paso 5 El diametro es la mayor de las distancias calculadas en el Paso 4.

Paso 6 Calcular el didmetro de C en el plano.

Como ya vimos en el Capitulo 2, la técnica de divide y venceras nos

permite construir el (N — 1)-diagrama de Voronoi de una nube de N puntos
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en el cilindro en tiempo éptimo O(N log N); y en el caso de la esfera y el
toro, este diagrama coincide con el diagrama de Voronoi clasico del conjunto
de puntos antipodales, y se calcula en el mismo tiempo éptimo. Puesto que
localizar la regién del (N —1)-diagrama de Voronoi a la que pertenece un punto
tiene un coste O(log N), localizar las regiones de dicho diagrama en donde se
encuentra cada punto de la nube se realizard con un coste de O(N log N)).
Una vez encontradas las regiones a las que pertenece cada punto, el resto del

algoritmo tiene un coste lineal.

Una vez hecho este anélisis, se puede enunciar el siguiente resultado

Teorema 12. Se puede calcular el didmetro de una nube de N puntos en el

cilindro en tiempo dptimo O(N log N).

Teorema 13. Se puede calcular el didmetro de una nube de N puntos en el

toro en tiempo dptimo O(N log N).

Teorema 14. Se puede calcular el didmetro de una nube de N puntos en la

esfera en tiempo optimo O(N log N).

La demostracién de estos resultados es inmediata a partir de las consid-

eraciones anteriores.

4.3.1 Maxima y minima distancia

Otra cuestién que ha sido extensamente estudiada en espacios euclideos es

jcudntas veces se puede dar la mdxima distancia (el didmetro) en un conjunto
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de N puntos? Es sabido que en el plano se puede dar como maximo N ve-
ces [36], y 2N — 2 en el espacio tridimensional [9]. En el cilindro las cosas
cambian, puesto que tenemos un ejemplo con un conjunto de NV puntos donde
la méxima distancia ocurre 4/3N. Para ver ese ejemplo basta con considerar
b con 0 < b, y dividimos los N puntos en el cilindro en tres subconjuntos de
N/3 puntos cada uno; cada uno de estos tres subconjuntos los distribuimos
uniformemente sobre los paralelos de ecuaciones y = 0, y = by y = 2b, de
tal forma que en el paralelo y = 2b y en el paralelo y = 0 los N/3 puntos
correspondientes tengan la misma abcisa, y en el paralelo y = b las abcisas de
los puntos sean los puntos medios de las abcisas de los otros dos paralelos, ver

Figura 3.10.

3
C, (1/2-3/N,2b) (172,2b) (1/243/N,2b) C,
—r—r— LI e——e ¢« v e T A
S e D
‘”s —————— 'o"
---- “‘s ,r'
B (@b -e/Nb)  (6/N,by. L
. .
=3 ——r—— . —_——9
~~~~~ R [ ] .\~~: ."." (]
~~~~~~~ . L
.‘~,_~ ‘~~ ,v'
—o—eo— ) —e g e o o —-v-—vJ
A

(1/2-3/N,0) (112,0) (17243/N,0)

Figura 3.10.
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Se comprueba ficilmente, sin méas que hacer algunos calculos, que tomando

b=1/1(3 - %I—'\}%ﬁ) y para N > 2 y N miiltiplo de 3, se cumple que

d(A, B) = d(A,C,) = d(A,C;) = d(B, D),

y ésta es la maxima distancia en esta configuracién. Luego para cada punto
del paralelo y = 0, si consideramos el desarrollo en el que dicho punto tiene
coordenadas (1/2,0), encontramos cuatro a la maxima distancia, éstos suman

4N/3, y no hay mds puntos a esta distancia, se ha contado todos.

Nos quedaria por ver si este ejemplo es 6ptimo, o si se pueden encontrar

cotas mejores.

¢

Sin embargo si es posible responder a la pregunta: “jcudntas veces puede

ocurrir la mdzima distancia entre N puntos en el cilindro?

Teorema 15. La mdzima distancia entre N puntos en el cilindro puede ocur-

rir como mdzimo 3N — 6 veces.

Demostracidn: Elegimos un desarrollo del cilindro por una generatriz; dibu-
jamos una arista entre cada par de puntos que estén a la minima distancia, y el
grafo asi obtenido es plano; en otro caso si se cruzaran dos aristas considerando
el cuadrildtero formado por los cuatro vértices de dichas aristas, alguno de los
lados de dicho cuadrilatero es mds pequefio que las diagonales, con lo cual las

diagonales no tendrian la minima distancia, ver Figura 3.11.
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Figura 3.11.

Sélo tenemos que aplicar entonces la Férmula de Euler. Por dltimo, en la

Figura 3.12., tenemos un ejemplo de que la cota se alcanza.

Figure 3.12.

4.4 Conclusiones y problemas abiertos

Tradicionalmente, en el plano se ha calculado el didmetro de una nube de
puntos a partir de su envolvente convexa. Sin embargo, esto no es posible en
el cilindro (ni en el resto de las superficies). Presentamos en este trabajo, un
algoritmo que, partiendo del diagrama de Voronoi de los puntos mas alejados,

calcula el didmetro de una nube de n puntos en el cilindro en tiempo 6ptimo
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O(nlogn). Aunque el algoritmo es éptimo, el tiempo tardado a partir de la
construcciéon del diagrama de Voronoi de los puntos mas alejados, sigue siendo
de O(nlogn) y no lineal como cuando se puede utilizar la envolvente convexa;
asi una primera cuestién interesante que queda por estudiar es la existencia
o no de una estructura que permita encontrar el didmetro a partir de ella en

tiempo lineal.

Igualmente, quedan por analizar otras cuestiones relacionadas como el
nimero de puntos en los que se puede alcanzar el didmetro y comprobar en

qué sentido el método expuesto en este trabajo es aplicable a otras superficies.



Capitulo 5

Transversales

Los problemas de visibilidad que surgen en el disefio y preprocesamiento de
imégenes por ordenador han motivado mucha investigacién en Geometria Com-
putacional. Entre éstos, el problema de decidir cuando existe una recta que
interseque a todos los segmentos de un determinado conjunto S ya ha sido am-
pliamente estudiado en el plano [34, 77, 58]. A titulo de curiosidad, podemos
decir que este mismo problema fue el elegido por Edelsbrunner en su libro [33]
como ejemplo para mostrar los paradigmas clasicos de la Geometria Computa-
cional, resolviéndolo usando cinco técnicas diferentes. En el Capitulo que aqui

comienza vamos a tratar de “llevarnos” este problema al cilindro.

78
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5.1 Introduccién

Dado un conjunto S de N segmentos en el plano, no necesariamente disjuntos,
diremos que la recta ¢ es una transversal para S cuando dicha recta interseque

a todos sus segmentos; también se dice que ¢ apuniala (stabs) a S.

Figura 4.1: Transversal para un conjunto de segmentos.

El problema de decidir cuando existe una transversal para un conjunto de
segmentos, como ya hemos dicho, ha sido estudiado en el plano [34, 77, 58];
se pueden encontrar también algoritmos para el cdlculo de transversales para
rectangulos o circulos en [6, 32], y, por ﬁlfimo, algoritmos para el calculo de

transversales para poliedros se encuentran en [8, 56].

Como hemos venido haciendo a lo largo de este trabajo, vamos a plantearnos
el estudio de la existencia de transversales para un conjunto de segmentos
(stabbing line segments) en el cilindro, recordando que un segmento en el cilin-

dro es el arco de geodésica minima que une a dos puntos sobre esta superficie,
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ver Capitulo de Preliminares. A la hora de generalizar el concepto de transver-
sal a esta superficie se nos ocurren, a priori, dos posibilidades: puesto que una
recta en el plano es una geodésica, podemos buscar una transversal en el cilin-
dro dentro del conjunto de las hélices en el mismo, que son sus geodésicas. Pero
por otra parte, una recta del plano cumple la propiedad de ser la mediatriz o
el bisector de dos puntos, y, por lo tanto, divide al plano en dos semiplanos;
en este caso, las hélices no seran una generalizacién apropiada puesto que no

dividen al cilindro en dos regiones (Figura 777)

Figura 4.2: Una hélice no divide al cilindro en dos regiones

Podemos entonces plantearnos en el cilindro buscar una transversal en

el conjunto de los bisectores en esta superficie. Los bisectores en el cilindro
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Figura 4.3: Bisector de p y ¢ en el cilindro

Como consecuencia de lo anterior tenemos dos posibles definiciones en el
cilindro. Dado un conjunto S de N segmentos en el cilindro diremos que una
hélice h es una transversal para S cuando h corta a todos los segmentos de S
diremos que un bisector b apusiala a S si cada segmento de S tiene un extremo
en cada una de las partes en que b divide al cilindro. Nétese que un bisector

no tiene por qué apunalar a todos los segmentos a los que corta, Figura 4.4.

S1

S2

Figura 4.4.: El bisector corta a s; y a sg, pero solo apuiiala a s;

En las secciones siguientes vamos a plantearnos problemas de busqueda

de transversales y de bisectores que apuifialen a un conjunto de segmentos.
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5.2 Hélices transversales

El problema que, usando hélices transversales, nos planteamos en el cilindro

es similar al problema de célculo de transversales en el plano:

PROBLEMA 1: Determinar cuando un conjunto finito de segmentos sobre el
cilindro admite una transversal o no, y en caso afirmativo, encontrar dicha

transversal.

Para atacar el PROBLEMA 1 usaremos representaciones del cilindro en
losetas £ y las bandas originadas partir de éstas M (ver Capitulo de Pre-
liminares), llamamos S = {s;,$2,...,sn} al conjunto de segmentos sobre el
cilindro; lamamos p; = (a;, ;) y ¢; = (ci, d;) a los extremos de cada segmento
s; de forma que b; > d; (p; es el extremo mas alto del segmento). Supongamos
que en S no hay ningun segmento horizontal, b; > d; parat =1,2,...,N. En
este caso consideramos todas las longitudes b; — d;, que sera la longitud de las

proyeccién sobre una generatriz del cilindro de cada segmento p;, (ver Figura
4.5.)
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&
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Figura 4.5.

Llamemos A =  min (b — d;), si consideramos una hélice H con paso

=

sLyeey

de rosca h/2, es decir, una hélice que pasa por los puntos (0,b), (0,b+ h/2),
(0,6 + R), ..., (0,b + mh/2), podemos considerar el cilindro, desarrollado,
dividido en bandas horizontales de anchura h/2 cuya diagonal desde la esquina
izquierda inferior hasta la esquina derecha superior es la citada hélice, como

la banda sombreada en la Figura 4.6.

(0.b+3n2)

(0,b+h)

(0,b+h2)

(0.b)

I
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Figura 4.6

Veamos que H interseca a cualquier segmento de S, para ello sea s; un
segmento de S, consideramos la banda horizontal definida por las rectas y = b
ey = d, entonces by —dy, > h/2, y como consecuencia de esto, dentro de dicha
banda podemos encontrar una banda de anchura h/2 atravesada por H y como
consecuencia, H la divide en dos componentes; pues bien, como s tiene puntos

en las dos componentes y es conexo, en algin punto corta a H, ver Figura 4.7.

by - W2

.-

K
-
P SR LT,

Figura 4.7

Concluimos que si ningin segmento en S es horizontal, el problema de
encontrar una hélice siempre tiene solucién en tiempo lineal en el nimero de
segmentos, puesto que se trata sélo de calcular el minimo de un conjunto de
nimeros. En este caso, se trata sélo de considerar una hélice con paso de rosca

suficientemente pequeno.

A continuacién permitamos que S tenga un segmento horizontal s; en

este caso, se procede como en el caso anterior, considerando S’ = S — {s;},
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tomamos una hélice de paso h/2 o menor , pero imponiendo que la hélice
atraviese a este segmento horizontal. Del mismo modo, si S tiene dos segmen-
tos horizontales a distinta altura, no contenidos en el mismo paralelo, también
es posible encontrar una hélice atravesdndolos a todos. Por simplicidad, su-
pongamos que los segmentos horizontales son s; = piq1 ¥y S2 = p2gz2, con
by = d; < by = d,, y consideremos todas las hélices del cilindro uniendo, por

ejemplo al punto medio de s; con el punto medio de s;, ver Figura 4.8

S2
7_ /%%;/

S

Figura 4.8

Todas estas hélices tocan a s; y s;, por supuesto, pero ademis el paso de
rosca de las mismas cada vez es menor, tiende a cero, por lo tanto, podemos
elegir entre todas éstas alguna que verifique que el paso sea menor que la
mitad de la menor de las proyecciones sobre una generatriz de los restantes
N — 2 segmentos, como ya hiciéramos para el caso en que no habia segmentos
horizontales. Hasta aqui ya tenemos que el problema de hallar una hélice
transversal tiene solucién para el caso en que el conjunto S tiene dos, uno o
ninglin segmento horizontal, sin embargo, encontramos un ejemplo con tres

segmentos horizontales para el que el citado problema ya no tiene solucién.
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. (1/4,1)
0,1) s,
(5/16,172) os—o (7/16,172)
2
(1/4,0)
r—
(0,0) 5
Figura 4.9.

Como podemos observar en la siguiente figura, Figura 4.10, todas las

hélices que atraviesan a s; y s3 a la vez, intersecan al paralelo y = 1/2 en
algiin punto del conjunto {(a,1/2); con 0 <a <1/461/2 < a < 3/4}.

Figura 4.10.

Efectivamente, las hélices que unen al extremo izquierdo de si, con el
extremo izquierdo de s, son las rectas que en el desarrollo plano del cilindro
unen al (0,0) con las copias del extremo izquierdo de s3, (m2,1),y éstas son las

rectas de la forma r,, = z = my. Dichas rectas cortan al paralelo y = 1/2 sdlo
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en dos puntos: (1/2,1/2) para valores impares de m y (1,1/2) cuando m sea

par.

Figura 4.11.

es ficil entender a partir de aqui que cualquier hélice pasando por un punto
de s; y un punto de s, atraviesa al paralelo y = 1/2 a través de los segmentos
{(a,1/2); con 0 < a <1/4} 6 {(a,1/2); con 1/2 < a < 3/4}, y por lo tanto,
ninguna de ellas corta a s; con lo que el problema para esta configuracién de

tres segmentos horizontales no tiene solucion.

El problema de encontrar una hélice transversal para un conjunto de seg-
mentos, por lo tanto, no tiene por qué tener solucién. A continuacién vamos
a describir un algoritmo que decide cuando es posible encontrar la transversal
0 no, y en caso afirmativo, la calcula. A partir de las consideraciones hechas
hasta el momento,lo que s1 esté4 claro es que el primer paso del algoritmo va a
ser comprobar si en el conjunto de segmentos S hay segmentos horizontales,
puesto que si la respuesta es negativa ya sabemos que existe la transversal y
la calculamos en tiempo lineal. Supongamos que estamos en el caso de un
conjunto S = {s1,59,...,5n} de segmentos horizontales sobre el cilindro; lla-
mamos p; = (a;,b;) y ¢ = (ci, b;) a los extremos de cada segmento s; de forma

que by < by < --- < by. En un primer paso, vamos a fijarnos sélo en s; y
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en sy, el mas bajo y el més alto, respectivamente. Consideremos el desarrollo
del cilindro por una generatriz que no corte a ninguno de estos dos segmentos,
esto siempre es posible puesto que cada uno de ellos mide menos de medio
cilindro; y podemos suponer por simplicidad que en dicha representacion se
tiene que a; < ¢; y que any < cy, o lo que es lo mismo que p; y pn son los

extremos izquierdos de sy y sy respectivamente.

\ . /
:—
p, E qy
i
p g,
Figura 4.12.

Dado un paralelo y = y, vamos a ver que hay un numero finito de inter-
secciones de éste con las infinitas hélices del cilindro que unen a p; y a pn,

resultado inmediato a partir del siguiente lema

Lema 11. Las infinitas hélices uniendo a dos puntos sobre el cilindro, p1 y

pn, solo cortan a cada paralelo y = yi, en un nimero finito de puntos.

Demostracidn: Recordemos que en el Capitulo de Preliminares ya dijimos que
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num(yx)

_— d YA

trabajariamos con datos racionales, por lo tanto, yr =

y m.c.d.(num(yi),den(yx)) = 1.

Siempre podemos considerar un sistema de referencia sobre el cilindro
verificando que las coordenadas de los puntos sean p; = (0,0) y py = (a,1),
0 < a £ 1. En esta situacion, las infinitas hélices que unen a p; y py son
las rectas que unen en el plano a (0,0) con las infinitas copias de pn, que

son los puntos {(a + m,1) ; m € Z}; luego las ecuaciones de las hélices son
num(yx)
den(yk)

de corte de éste con las hélices seran {((a + m)yk,yx) ; m € Z} Pero aunque

rm = {2 = (a + m)y}. Dado el paralelo y = y, yx = , los puntos

en principio se trate de un conjunto infinito de puntos distintos en M, sobre
L representan un ndmero finito de éstos, puesto que la diferencia entre el
punto ((a + m)yk,yx) y el punto(ayk,yx) (para m = 0) estaria en la primera

coordenada y esta diferencia seria

num(yx)
den(yx)

y considerando la igualdad anterior médulo 1, puesto que queremos represen-

(a+m)yr — aye = myx =m

tarlos en £, a lo mas hay den(yx) puntos distintos.

Ahora bien, a partir del lema anterior tenemos que si s; es el segmento de
extremos (0,0) y (¢1,0), y sy es el segmento de extremos (an,1) y (ewn,1), la
interseccién de todas las hélices que cortan a s; y a sy intersecan a cada par-
alelo de £ en un nimero finito de segmentos, si hacemos los célculos tenemos

que dichos segmentos son los segmentos

tm = {(s(an + m)yx + (1 — s)[(cx + m — c1)yx + c1), 4x); s € (0,1)}
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desde m = 1 hasta m = den(yx), todos de longitud (cy — ¢1 — an)yx + ¢15 en
adelante llamaremos familia de segmentos asociados al paralelo y = yx a la

siguiente familia

T(yk) = {tm }m=1,2,...,den(yk) :

SRR
SR

Figura 4.13.

Por lo tanto una estrategia para comprobar si existe una transversal para S
puede ser la siguiente: consideramos s, y nos preguntamos si existe tn, € 7 (b2)
verificando que 53Nt # @. Silarespuesta es “no”, ya tenemos que el problema
no tiene solucién y hemos acabado. Pero ;qué pasa cuando la respuesta es si?
Tendremos que eliminar de entre todas las hélices que cortan a 31 y a sy
aquellas que no corten a sy; a continuacién, seguir razonando con s3. Con
el fin de poder algoritmizar todo esto vamos a definir un etiquetado para los

puntos de corte de las hélices con los paralelos.

Sean p y ¢ dos puntos sobre el cilindro, consideramos un sistema de refer-
encia sobre esta superficie (ver Capitulo de Preliminares) en el cual las coorde-
nadas de estos puntos sean p = (0,0) y ¢ = (a,1) siendo a un nimero racional
entre 0 y 1. Las ecuaciones de las hélices que unen a p y ¢ en el cilindro son
las ecuaciones de las rectas que unen al punto p = (0,0) con las copias de

g = (a+m,1), m € Z; por lo tanto las ecuaciones serdn h,, = {z = (a+m)y}.
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Consideremos N — 2 paralelos en el cilindro {y = bs,y = b3,...,y = by-1}
con b, = %’: y0<by <b3<...<by_y <1 Como hemos visto anterior-
mente los puntos de corte de cada paralelo y = by con todas las hélices hy,,
m € Z, son {((a + m)bg,br),m = 0,1,2,...,d; — 1}. Calculamos estos dj
puntos, llamamos 85 = (abk, bx) y numeramos circularmente avanzando hacia
la derecha, nombrando 8%, 6%, ..., ,ijk_l. Estos puntos dividen al paralelo en
di partes iguales. Sea [ = m.c.m.(dy,d3,...,dy_1). Vamos a asignar etique-
tas de la siguiente manera: en cada paralelo y = b; llamaremos of = 8f y
af = ,8,’“] siendo n; = jng(mod.di), desde j = 1,2,...,/—1. En el caso general
cada punto de corte tiene asignadas mds de una etiqueta. Vamos a ilustrar
esta etiquetacién con el siguiente ejemplo: sea p = (0,0), ¢ = (1/2,1) y los
paralelos y; = 2/5 e yp = 1/2

[ 4
[ ]
[

Figura 4.14.: y; = 2/5 — {8} = (1/5,2/5), B} = (2/5,2/5), B% = (3/5,2/5), 85 =
(4/5,2/5), 83 = (0,2/5)}; y2 = 1/2 — {83 = (1/4,1/2), B = (3/4,1/2)}-
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& & & P
@ @ @

1 1 1 1 1
g 0 o oy Q,

1 1 1 1 1
o oy o o o

Figura 4.15.: {o} = a} = 8} = (1/5.2/5),a} = o} = 8} = (3/5,2/5),a} = o} = } =
(0,2/5),&% = Oté = ﬁ% = (2/512/5))6"‘11 - a!l) = ﬁ% = (4/5’2/5)}

o o}
a? a?
) 8 2 9
Qay a3
o’ a2
2 6 2 7
Qg 251
1 1 1 1 1
&%) Qa3 a; Qy 533
1 1 1 1 1
Qg g g Qg G
Figura 4.16.:

{a%:a%:aﬁ:a%:aﬁ:(1/4,1/2),a%:a§:a§:a%:a%:(3/4,1/2)}

Con este método de etiquetado sabemos que si una hélice h corta al paralelo
y = by en el punto de etiqueta a? los demés paralelos y = bg, 3 < k< N -1,
cortan a h en los puntos de etiquetas af.

Volvamos al conjunto S de segmentos. En cada paralelo y = by etiqueta-

mos los segmentos de la familia 7 (b;), segin el etiquetado af aplicado a los
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puntos de corte de las hélices uniendo a p; con py, es decir, asignamos las eti-
quetas a los extremos izquierdos de las segmentos. En el momento inicial cada
etiqueta of representa a un segmento de la forma {(sA% + (1 — s)B¥, b;); s €
[0,1]}, por lo tanto, en el momento inicial las etiquetas de los segmentos seran
de la forma af = [0,1]. Una vez que cada paraleloy = by, 2 < k < N -1,

tiene etiquetados los segmentos en 7T (by), procedemos como sigue:

Algoritmo TRANSV-HORIZONTAL(S)

Entrada: S = {s4,s3,...,sn} segmentos horizontales en el cilindro, a distin- -

tas alturas.

Salida: Transversal para S, cuando existe.
Paso 1 Desde k = 2 hasta k = N — 1 hacer

1.1 Desde j =1 hasta y =1 —1 (I = m.c.m.(dy,...,dn_1)) hacer
a. Sisp N af = () eliminamos las etiquetas a} para n 2 k;
b. Si spNaf # 0, entonces s, N af = {(sA¥ + (1 — s)BE, b);s €
[a;,b;] € [0,1]}, entonces cambiamos las etiquetas o = [a;, b;]
para n > k.
Paso 2 Si no quedan etiquetas no existe hélice transversal, FIN.
N-1
i
un punto (sAN ' + (1 - s)BY !, by_1), para s € [a;, b;] serd una hélice

Paso 3 Dada cualquier etiqueta (a; ™', [a;, b;]) la recta que pasa por (0,0) y

transversal para nuestro conjunto. FIN

Observemos que si dado un conjunto S de segmentos horizontales en el cilindro,

la recta que une a p = (0,0) con el punto (ay+m, 1), para un determinado valor
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de m € Z es una hélice transversal, también lo seran las rectas pasando por p =
(0,0) y (an +m+ kl,1) para todo k € Z y donde | = m.c.m(dz,ds,...,dn-1),
con lo cual se pueden obtener transversales con paso de rosca tan pequeno

Ccomo queramaos.

El algoritmo TRANSV-HORIZONTAL(S) decide la existencia o no de
transversal en presencia de segmentos todos horizontales; ya habiamos visto
que cuando ninguno de los segmentos es horizontal siempre existe transver-
sal, basta con elegir una hélice con un paso de rosca suficientemente pequeio.
Uniendo estas dos ideas es posible disenar el algoritmo que soluciona el PRO-
BLEMA 1 en el caso general.

Teorema 16. Sea S un conjunto de segmentos en el cilindro, entonces

a) st S no tiene mds de un segmento horizontal, el PROBLEMA 1 siempre
tiene solucidon y se puede calcular una hélice transversal en tiempo lineal

en el numero de segmentos.

b) Si S tiene dos segmentos horizontales el PROBLEMA 1 tiene solucion si
y sdlo si éstos no estdn contenidos en un unico paralelo; y en el caso de

que ezista transversal, ésta puede calcularse en tiempo lineal.

¢) Si S tiene N segmentos horizontales, N > 3, se puede decidir si el
PROBLEMA 1 tiene solucidn en tiempo O(NI), donde | es el minimo
comin multiplo de los denominadores de las coordenadas de los paralelos

donde se encuentran los segmentos.

La demostracién de este resultado se deduce de las consideraciones hechas

a lo largo de esta seccion.
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5.3 Visibilidad en presencia de obstaculos

Ademas de para resolver el PROBLEMA 1, los resultados obtenidos en la Sec-
cién 5.2 nos van a permitir resolver otro problema en principio bastante difer-
ente, relacionado con la visibilidad en el cilindro. Si tenemos en cuenta que
el estudio de problemas de visibilidad tiene muchas aplicaciones en el campo
de la Robdtica [88, 89], parece interesante el estudio de estos mismos pro-
blemas, como ya vimos en la Introduccién de este trabajo, en el cilindro. Si
consideramos un conjunto S de N segmentos (obstaculos)y dos puntos p y ¢
sobre esta superficie, la primera pregunta que surge de forma natural es ex-
iste una geodésica (hélice) que los una y que no corte a ningin elemento de
S, en términos de visibilidad, la pregunta es si p ve a ¢ en presencia de los
obstaculos representados por los elementos de S. Otra pregunta relacionada
con la anterior, y que resulta interesante para encontrar el camino mas corto
entre los puntos p y ¢, seria calcular cudntas geodésicas unen a estos dos pun-
tos, sin cortar a ningun elemento de S, teniendo en cuenta que pueden existir
infinitas. Luego, en principio, parece complicado encontrar algoritmos que en
tiempo finito reconozcan la finitud o infinitud de un determinado conjunto; de
hecho, no se conocen muchos algoritmos de este tipo. En la tesis de Cobos [18]
se proporciona un algoritmo cuadratico que dado S determinaba si existian
dos extremos en S unidos por infinitas geodésicas que no corten a ningin seg-
mento del conjunto, determinando con ello si el grafo de visibilidad de S en el

cilindro era o no localmente finito.

La pregunta que podemos facilmente responder, usando los resultados
vistos hasta ahora en este Capitulo, es si dados S, p y ¢ existen infinitas
geodésicas que unen a los dos puntos sin atravesar a ningin segmento de

S. El siguiente resultado proporciona una condicién necesaria sobre los los
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elementos de S para que existan infinitas geodésicas que unan a p y ¢ sin

cortar a ningun segmento del conjunto .

Lema 12. Una condicidn necesaria para que existan infinitas geodésicas u-
niendo a dos puntos sobre una superficie cilindrica, en presencia de un con-
junto de segmentos, es que en la banda abierta y acotada definida sobre la
superficie por los paralelos que contienen a dichos puntos solo ezistan segmen-

tos horizontales.

Demostracién: Consideremos la baldosa £ y la banda infinita M, sean (0,0)
y (a,b) las coordenadas de p y q respectivamente. Si en la banda abierta,
existiera algin segmento no horizontal st y trazamos en M la recta que une
a la copia de t en una baldosa con la copia de s en la baldosa siguiente, y
llamamos C, a la interseccién de dicha recta con la recta y = 0,y C; a la
interseccion de la misma recta con la recta y = b; la copia de p a la izquierda
que C, no ve a ningin punto sobre la recta y = b a la derecha de Cy , y por
lo tanto, no pueden existir infinitas geodésicas uniendo a este punto con ¢. El

razonamiento hacia el otro lado es similar.

Sin embargo, la condicién anterior no es suficiente, tenemos que afinar un
poco mas. Consideremos M y un segmento horizontal contenido en la recta
y =c¢, con 0 < ¢ < b. Sitrazamos las rectas que unen a una copia de p fija con
todas las copias de ¢ en M, los puntos de corte de estas rectas con larectay = ¢
son los dnicos puntos que impedirian la existencia de una geodésica desde p a la
copia de g correspondiente; estos puntos de corte son, tal y como hemos visto

en seccién anterior los elementos del conjunto PP, = {(fﬂ%ﬂ,c);m € Z};
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conjunto que, en este caso, llamaremos puntos prohibidos de coordenada y=c.
Pero aunque en principio se trate de un conjunto infinito de puntos distintos
en M, ya hemos visto que sobre £ representan un numero finito de éstos.
Estamos ahora en condiciones de enunciar el resultado que nos proporcione
una condicién suficiente para la existencia de infinitas geodésicas enter p y g

que no cortan transversalmente a ningin segmento de S:

Teorema 17. Sea S un conjunto de n segmentos sobre una superficie cilin-
drica C y sean p y q dos puntos sobre C. Una condicion suficiente para que
ezistan infinitas geodésicas de C uniendo ap y a q, sin cortar transversalmente
a ningin elemento de S es que los tnicos segmentos de S que tienen intersec-
cién no vacia con la bando horizontal definida por p y q sean horizontales y
que para cada segmento horizontal que corte a dicha banda contenido en una

recta de ecuacidn y = c, dicho segmento no contenga a todos los elementos de

PP,.

Demostracion: El resultado es evidente a partir de las consideraciones anteri-
ores. Sien la banda abierta no hay ningin segmento no horizontal st, las rectas
C,C, construidas en la demostracién del Teorema 1 no impiden la visibilidad
de p y las copias de q. Por otro lado, dado un segmento horizontal contenido
en una recta y = c, si este no contiene a alguno de los puntos prohibidos,
podemos trazar geodésicas desde p hasta las copias de g correspondientes a
dicho punto prohibido, que son infinitas, puesto que los puntos prohibidos se

repiten cada b copias (o czb; si b no fuese entero). ]

Los dos resultados anteriores nos permitirdn disefiar un algoritmo cuya

entrada serdn los elementos de S, p y ¢, y cuya salida nos dira si existen
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infinitas geodésicas uniendo a p y ¢ sin cortar transversalmente a los segmentos

de S.

5.4 “Apunalando segmentos”.

Como ya definimos en la Introduccién de este capitulo, dado un conjunto S
de N segmentos en el cilindro diremos que un bisector b apufiala a S si cada
segmento de este conjunto tiene un extremo en cada una de las partes en que b
divide al cilindro. En términos de bisectores nos planteamos, en primer lugar

el siguiente problema

PROBLEMA 2: Determinar cuando existe o no un bisector que apufale a un
conjunto finito de segmentos sobre el cilindro, y en caso afirmativo, encontrar

dicho bisector.

Cuando hemos intentado atacar el PROBLEMA 2 nos hemos encontrado
con mayores dificultades que en el plano, debidas basicamente al hecho de
que, como ya apuntamos en la Introduccién, un bisector no apufiala a todos
los segmentos a los que corta (ver Figura 4.4.). Nos planteamos una variante
de este problema: consideremos que cada segmento de S tiene un extremo
ROJO y el otro AZUL,

PROBLEMA 2’: Determinar cuando existe o no un bisector que separe extremos

ROJO y AZULES, y en caso afirmativo, encontrar dicho bisector.

Es facil entender que si encontramos un bisector separando puntos rojos

de azules, ese bisector también apuiiala al conjunto; pero tampoco es dificil
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ver que el reciproco no es cierto en general, existen bisectores que apunalan y

Nno s€paran colores.

La versién del PROBLEMA 2’ en el plano, usando rectas en lugar de bi-
sectores, se resuelve en tiempo O(/NV) usando técnicas de programacién lineal,
tal y como se puede ver en el trabajo de Megiddo [68]. La solucién prop-
uesta en dicho trabajo consiste en buscar una recta en el plano de ecuacién
r = {Az + By + C = 0}, imponiendo que todos los puntos rojos estén en un
unico semiplano de los dos definidos por r, y todo los puntos azules en el otro.
Esto se traduce, como hemos dicho antes, en un problema de programacion
lineal con 2N inecuaciones, que se resuelve en tiempo O(N). En el caso del
cilindro se podria pensar buscar el bisector b usando el mismo procedimiento,
pero dicho bisector, como ya hemos visto, estard formado por dos segmentos,
llamémosles b y by. Asi cada segmento de una coleccién S podria ser apufial-
ado bien por b 6 por b,;. Por tanto una aproximacion naif, seria intentar ver si
todos los segmentos de S pueden ser intersectados por 5 y ninguno por by (lo
cual implicaria la resolucién de un sistema lineal con 2N ecuaciones); 6 bien,
suponer que el primer segmento de S es cortado por b, y el resto por by, 6 bien
cualquiera de las 2V variaciones posibles. Evidentemente esto nos conduce a
un algoritmo exponencial. Vamos a ver a continuacién, que a pesar de esto,

es posible resolver el PROBLEMA 2’ en tiempo polinomial, mas concretamente

Teorema 18. El PROBLEMA 2’ puede ser resuelto en tiempo O(N?3).

Demostracion: Partimos de S = {s1,52,...,8n} un conjunto de segmentos,
siendo A; y B; los extremos de cada s;, coloreados en azul y rojo, respec-
tivamente, para 1 < ¢ < N. Buscamos P; y P,, dos puntos en el cilindro

verificando que el bisector entre ambos separe puntos rojos y azules. Como
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vimos en el Capitulo de Voronoi, dados P; y P, el bisector entre ambos, noté-
moslo por b(P1, P»), tiene dos ecuaciones, las ecuaciones de los dos segmentos
que lo componen. Supongamos que vamos a imponer a b( Py, P;) que deje a
los puntos {A1, Az, ..., AN} en la regién superior, de las dos que este bisector
define en el cilindro, y a los puntos {Ry, R,,..., Rn} en la inferior. Dado un
punto de los 2N que tenemos, para imponer que esté por encima o por debajo
de b( Py, P,), necesitamos saber cual de las dos ecuaciones de dicho bisector

tenemos que usar; es ficil entender que serd la del segmento de b(P;, P;) que

no interseque a la generatriz diametralmente opuesta al punto que estamos

que el bisector entre Py y Py, b( Py, P2), deje a P en una de las dos regiones que éste define,

tenemos que usar la ecuacién del segmento en b(P;, P2} que no corta a gp

Llamemos g}, y gjgj a las generatrices diametralmente opuestas a A; y B;
respectivamente, 1 < 7,7 < N. Estas 2N generatrices dividen al cilindro en
bandas verticales. Entonces buscamos P, y P, dejando a los puntos azules por
arriba y a los rojos por debajo. Pero para imponer esta condicién necesitamos

saber en qué bandas de las definidas anteriormente se encuentran P y P,
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Figura 4.17.: (a) Si P, y P; estdn los dos en la banda definida por ¢4 y g5,, y calculamos
el bisector b(Py, P;), para imponer que, por ejemplo, Az esté a un lado u otro de dicho
bisector debemos usar la ecuacién de bs, que es el segmento de b(P;, P;) que no corta a su

generatriz diametralmente opuesta, g’y .

(b) Si Py estd en la banda definida por ¢y y g%,, ¥ P; en la definida por g y g5, , para
imponer que Ag esté a un lado u otro de b( Py, P;) debemos usar la ecuacién de by, que es

el segmento del bisector que no corta a g’ .

Una vez decidido en qué banda se encuentran Py y P,, imponer que los
azules estén por arriba y los rojos por abajo de lugar a un sistema con 2N
desigualdades, podemos encontrar una solucién, usando programacion lineal,
en tiempo O(N). Pero las posibles localizaciones de P; y P; en las 2N bandas
son de orden O(N?), con lo que el tiempo total del algoritmo es de O(N?).



Capitulo 6

Triangulaciones

Si el objetivo de este trabajo es, como dijimos en la Introduccién, estudiar
algunos problemas clasicos de la Geometria Computacional en distintas su-
perficies, parece inevitable dedicar un capitulo al estudio de triangulaciones,
puesto que se trata de una estructura que, aunque simple, tiene muchas aplica-
ciones [28, 42]. En el capitulo que aqui comienza vamos a plantear el problema
de calcular una triangulacién para un conjunto de puntos sobre el cilindro y

la esfera, y a comparar los resultados con el caso plano.

6.1 Introduccién

El término triangulacién aparece en los textos de Geometria Computacional
con diversos propédsitos [33, 83]; asi se pueden encontrar, por ejemplo, trabajos

acerca de triangulaciones de poligonos, o sobre triangulaciones de conjuntos de

103
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puntos; en ambos casos, se trata también de encontrar triangulaciones “bue-
nas” en algdn sentido, por ejemplo, que maximicen el menor de los angulos de
los tridngulos con el fin de usar estas triangulaciones en problemas de inter-
polacidn, ya que es ésta una de las principales aplicaciones de la triangulacion
de una nube de puntos (en realidad, es tan importante que dicha aplicacién
justifica por si misma que se estudien triangulaciones en superficies no planas,

ya que la regién a interpolar pudiera no encontrarse en el plano).

En esta memoria nos vamos a centrar en el problema de calcular una
buena triangulacién para un conjunto de N puntos en el cilindro ya que dicho
problema ya ha sido considerado y resuelto en la esfera haciendo uso de la
tetraedrelizacién de los puntos si los consideramos como puntos del espacio
tridimensional (ver [14]). En ambas superficies se usa la métrica que para

ellas se fij6 en el Capitulo de Preliminares.

Una triangulacion de un conjunto de N puntos en el plano es un con-
junto maximal de segmentos, uniendo a dichos puntos de dos en dos y de
forma que no se intersequen entre si, salvo, a lo mds, en sus puntos finales.
Podemos generalizar directamente esta definicién al cilindro y a la esfera sim-
plemente considerando como segmentos en estas superficies las geodésicas que
dan la minima longitud entre dos puntos sobre la superficie, como ya habiamos

definido anteriormente en Preliminares.

Tanto en el caso del cilindro como en el caso de la esfera, si los puntos
del conjunto estdn en posicién euclidea, el estudio de las triangulaciones es
similar al caso plano, como ocurria también cuando estudidbamos la envol-
vente convexa en estas superficies, Capitulo 1; por lo tanto, en este capitulo

consideraremos siempre conjuntos de puntos que estan en posicién no euclidea.
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Es de destacar, igualmente, que aunque es conocido que triangular la esfera
es relativamente similar a triangular el plano, esto no ocurre asi en el caso
del cilindro, presentdndose numerosas peculiaridades, entre las que podriamos
sefialar que la regién a triangular no siempre es la envolvente convexa de los
puntos ni estd univocamente determinada y que la triangulacién éptima no es

la dual del diagrama de Voronoi.

6.2 Triangulaciones en el cilindro

Dado un conjunto C' de puntos en el cilindro, llamamos triangulacion de C a
todo conjunto maximal de segmentos uniendo a dichos puntos de dos en dos y
de forma que no se intersequen entre si, salvo, a lo més, en sus puntos finales.
Con esta definicién y tal como ya habiamos comentado en la Introduccién de
este capitulo, si los puntos de C estén en posicién euclidea sobre el cilindro, el
estudio de las triangulaciones de C es similar al estudio de las triangulaciones
de un conjunto de puntos en el plano, puesto que si C esta en posicién euclidea
todos los segmentos uniendo a cualquier par de puntos de este conjunto estara
contenido entre las dos generatrices diametralmente opuestas entre las que se
encuentra C, la envolvente convexa de C serd como en el plano, y por lo tanto,

cualquier triangulacién de C serd una triangulacién de su envolvente convexa.

Supongamos entonces que tenemos un conjunto C' de N puntos en posi-
cién no euclidea sobre €l cilindro y T una triangulacién del mismo. La primera
diferencia que podemos comentar entre este caso y el caso plano es que mientras
que una triangulacién de un conjunto de puntos en el plano es una subdivisién
del mismo cumpliendo, entre otras propiedades, que tiene una tnica cara no

acotada, en el cilindro ésto deja de cumplirse; veremos que cualquier triangu-
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lacién de un conjunto de puntos sobre el cilindro define sobre esta superficie

dos caras no acotadas. Para ello probaremos el siguiente resultado

Lema 13. De cualquier punto de C parte un segmento de T hacia la derecha

y otro hacia la izquierda.

Demostracion:

Sea C' = {p1,p2,---,pN} con N > 3, y sean (z;,y:) las coordenadas de
cada punto p; en el sistema de referencia definido para el cilindro en el Capitulo
de Preliminares. Vamos a probar que de un punto cualquiera de C, pg, parte
un segmento de la triangulacién de C hacia la derecha de pg, es decir, existe p,
en C de forma que z < z, < zx+1/2 y verificando que pip, es un segmento de
T; y para ello consideramos dos copias del cilindro y la banda vertical definida

por las rectas £ = 2 y ¢ = zx + 1/2, como en la Figura 5.1.

Pk

i o

T=2r z=zr+1/2

Figura 5.1.
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Nétese que en la banda sombreada en la figura debe existir, al menos, un
punto de C distinto de py, en otro caso, los puntos estarian en posicién euclidea;
sea p,, dicho punto. Si el segmento pip,, no estd en T es porque existe un
segmento t; de T que lo atraviesa; pues bien, uno de los dos extremos de ese

segmento debe estar en la banda, llamémosle p,, .

T =T T=xr+ 1/2
Figura 5.2.
Adema3s el segmento t; produce una zona “sombreada”, N;, como en la

Figura 5.3., que contiene a p,, y de forma que cualquier segmento uniendo a

un punto de C en N y p; interseca a t;.
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T =Tk z=zr+1/2
Figura 5.3.
Si el segmento pipr, no es un segmento de T es porque existe t2 € T' que

lo interseca, con alguno de sus dos extremos en la banda, p,,, y ninguno de

ellos en Nj, porque en caso contrario, intersecarfa a t.

Figura 5.4.
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De nuevo el segmento ¢, produce una sombra N3, que contiene a p,,, y
por lo tanto, ningin segmento de la triangulacién puede tener como extremos

a pr vy a un punto de la zona N

i Pr, ﬂi/
Pk / %
IS
./V2 E I ‘ /
TN
Figura 5.5.

Si reiteramos este proceso, en algin paso, el segmento pip,, debe estar
en la triangulacién, porque el nimero de puntos del conjunto es finito, y no
podemos volver a los p,, anteriores, porque cada p,, se ha ido quedando en la

zona N,,.

Llamemos ahora poligonal esencial en C' a toda poligonal con vértices en
C homotépicamente no nula en el cilindro, es decir, que divide al cilindro en
dos componentes no acotadas. En el conjunto de las poligonales esenciales en
C podemos definir una relacién de orden parcial como sigue: “si P; y P, son

dos poligonales esenciales diremos que P; < P; si la interseccién de cualquier
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generatriz del cilindro con P; tiene menor o igual ordenada que la interseccion

de la misma generatriz con P,”.

(4) (B)

Figura 5.6.: Si lamamos P; a la poligonal en trazo grueso y P, a la de trazo fino, en la
Figura (A), tenemos que estas poligonales no estdn relacionadas; y en la Figura (B),

tenemos que P; < Ps.

Diremos que una poligonal esencial P es una poligonal superior (respec-
tivamente inferior) en C de cuando no exista ninguna poligonal en dicho con-

junto mayor (respectivamente menor) que P.

En los términos que acabamos de definir, y para conjuntos de puntos en

posicion no euclidea se puede demostrar que

Proposicién 4. Cualquier triangulacidn de un conjunto de tres o mds puntos
sobre el cilindro define sobre esta superficie dos caras no acotadas, delimitadas

por una poligonal superior y una poligonal inferior respectivamente.

Demostracion: A partir del Lema 13. es trivial comprobar que en cualquier

triangulacion en el cilindro de un conjunto de puntos en posicién no euclidea
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define una poligonal esencial, ya que siempre podemos avanzar con segmentos
de la triangulacién hacia la derecha, por ejemplo, y si esta poligonal no se
cerrara nunca, seria de longitud infinita y esto es imposible. Por lo tanto, se

tiene que son dos las caras no acotadas definidas por la triangulacién.

Sélo nos quedaria probar que la frontera de las caras no acotadas son
una poligonal superior y una poligonal inferior, respectivamente. Evidente-
mente, ambas fronteras son poligonales esenciales, si la frontera de la cara no
acotada superior no fuese una poligonal superior seria posible encontrar otra
poligonal mayor, y eso significa que ain podemos afiadir segmentos a nuestra
triangulacién. De la misma forma se puede razonar con la frontera de la cara

inferior.

En este punto ya sabemos que en el cilindro, cada triangulacién de una
nube de puntos define dos caras no acotadas, y ésta era la primera diferen-
cia que encontramos con el caso plano, donde la cara no acotada es tnica y
ademas coincide con el complementario de la envolvente convexa del conjunto
de puntos; tampoco ésto se cumplira en el cilindro, las caras no acotadas no
van a ser en general el complementario sobre esta superficie de la envolvente

convexa como podemos ver en la siguiente figura
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Figura 5.7.: Esta triangulacién no triangula la envolvente convexa del conjunto que en este

caso seria la banda definida por los circulos discontinuos en la figura.

Esto dltimo no debe extrafiarnos demasiado porque cuando estudiamos
la envolvente en el cilindro (Capitulo 1) y vimos que para puntos en posi-
cién no euclidea la envolvente contenia toda una banda abierta, empezamos a
sospechar que esta estructura jugaria en esta superficie un papel bien distinto
al del plano, y que no iba a ser tan 1til. Pero aunque la regién complementaria
de las no acotadas no es la envolvente convexa, probaremos que esta region
siempre queda triangulada, es decir, que las caras acotadas comprendidas entre
la poligonal superior y la poligonal inferior son tridngulos. Llamamos poligono
euclideo en el cilindro a toda regién acotada en esta superficie cuya frontera
sea una poligonal; a los extremos de los segmentos de dicha poligonal los lla-
mamos vértices del poligono euclideo. Diremos que un vértice es convexo si el
~ angulo interior al poligono formado por los dos segmentos adyacentes en él es

menor de 180 grados.
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Lema 14. Todo poligono euclideo en el cilindro tiene un vértice convezo.

Demostracion: Basta con considerar bien el vértice de mayor ordenada o bien

el vértice de menor ordenada en el sistema de referencia del cilindro. ]

Llamamos diagonal de un poligono euclideo en €l cilindro a todo segmento

interior a dicho poligono uniendo dos vértices del mismo.

Lema 15. Todo poligono euclideo de cuatro o mds vértices en el cilindro ad-

mite una diagonal.

Demostracion: La demostracién de este resultado es una adaptacién al cilindro
de la que O’Rourke da en su libro [79] del Lema de Meister, que asegura que

cualquier poligono en el plano con cuatro vértices o mas tiene una diagonal.

Consideremos uno de los vértices con menor ordenada del poligono P,
puede haber mas de uno, y lo llamamos v; este vértice es convexo. Sean a y
b los vértices adyacentes con v. Obsérvese que tenemos dos posibilidades: a)
que a, by v estén en posicién euclidea, y en este caso avb es un triangulo en el
cilindro; b) que a, b y v no estén en posicién euclidea, y entonces avb sea una

poligonal esencial
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Sl

;

PV PV
(2) (b)

Figura 5.8.: (a) St @, b y v estdn en posicién euclidea, definen un tridngulo cilindrico; (b)

en otro caso, los segmentos que los unen, de dos en dos, definen una poligonal esencial.

St avb define una cara acotada en el cilindro, es decir, un triangulo acotado, se
razona como en [79]: si ab es una diagonal hemos terminado; en otro caso, 6 ab
es exterior 6 ab interseca a la frontera del poligono; en cualquier caso, puesto
que tenemos al menos cuatro vértices, el triangulo abv contiene al menos un
vértice distinto de estos tres; consideramos una recta paralela a la recta ab
pasando por v y la desplazamos paralelamente desde v hasta el segmento ab;
sea = el primer vértice dentro del tridngulo que encontramos en el barrido,

entonces vz es una diagonal (Figura 5.9.).
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Figura 5.9.

Si avb es una poligonal esencial consideremos las semirrectas conteniendo
a los segmentos av y vb, y barremos girando dichas semirrectas con centro en

v y hacia la semigeneratriz ascendente que contiene a v, ver Figura 5.10.
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Figura 5.10.

Llamamos a; y b; a los primeros vértices del poligono que se encuentran las
semirrectas av y vb, respectivamente, en el barrido que hemos descrito. Nos
preguntamos entonces si a;vb; define un tridngulo acotado, si la respuesta
es si seguimos el razonamiento de O’Rourke; si la respuesta es no, seguimos
con el barrido hasta encontrar a; y b, que son los siguientes vértices que nos

encontramos en el barrido, y nos repetimos la misma pregunta.
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Figura 5.11.

En algin momento debemos encontrar ay y b, de forma que axvb definan
un triangulo acotado porque en otro caso, la poligonal frontera de nuestro
poligono no se cerraria nunca. Para dicho azvbx aplicamos el procedimiento

descrito anteriormente y se tendra el resultado.

Proposicién 5. Todas las caras acotadas de una triangulacion en el cilindro

son tridngulos.

Demostracion:
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Este resultado es una consecuencia del resultado anterior. [

Corolario 2. Dada un conjunto de N puntos en el cilindro, cualquier trian-
gulacidn de este conjunto es una triangulacidn de su envolvente convezra si y

solo si la envolvente es un conjunto cerrado.

Demostracion:

Como ya se dijo en la Introduccién de este capitulo, si los puntos estan en
posicién euclidea la situacién es la misma que en el plano y este resultado se
tiene. Supongamos, por lo tanto, que los puntos estan en posicién no euclidea.
Es evidente que si triangulamos la envolvente ésta sera cerrada por ser unién
finita de conjuntos cerrados. Reciprocamente, si la envolvente es cerrada, como
ya se vio en el Capitulo 1, el m-top y el m-bottom son circulos completos, y
en dicho caso, la unica poligonal del conjunto es el m-top, y la dnica poligonal
inferior es el m-bottom, y en virtud de la Proposicién 5., la regién que queda

entre las dos poligonales queda triangulada.

Pero aun podemos encontrar mds diferencias entre el caso cilindrico y el
caso plano: cuando triangulamos en el cilindro, no sélo es que no triangulemos
la envolvente, sino que ademds distintas triangulaciones pueden triangular

distintas regiones como se puede ver en la Figura 5.12.
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Figura 5.12.: Dos triangulaciones distintas del mismo conjunto de puntos que triangulan

distintas regiones sobre el cilindro.

Nos preguntamos entonces si, en algin caso, la regién triangulada esta
univocamente determinada y en qué casos. Para ello nos preguntamos primero
cuando un punto del conjunto que queremos triangular pertenece a alguna
poligonal superior o inferior; la respuesta la tenemos en el siguiente resultado.
Sea C = {p1,ps,...,pn} una nube de puntos sobre €l cilindro, sean (z, yx) las
coordenadas del punto pg, para cada py llamamos g = {(zk,y);y > yi}; L al
primer punto que encontramos al barrer girando gi con centro en py, en sentido
contrario al de las agujas del reloj y dentro de la banda {(z,y);zx — 1/2 <
z < z1}; y Ry al primero que encontramos al hacer el barrido en el sentido de

las agujas del reloj y en la banda {(z,y);zx < z < z + 1/2}.
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Figura 5.13.

Lema 16. El punto py pertenece a una poligonal superior si y sdlo si la semir-

recta gi no interseca al segmento LiRy.

Demostracion: En primer lugar nétese que de la propia definicion se deduce
que si pi pertenece a una poligonal superior, sus vecinos en esta poligonal son

Lk y Rk.

Supongamos que pj est4 en una poligonal superior P, entonces si g7 cor-
tase al segmento LRy, bastaria sustituir en P los segmentos Lgpr y pr R por
este segmento para obtener una poligonal mayor que P que no contiene a p;

lo que contradice que P sea superior.

Reciprocamente si g§ no corta al segmento L Ry, pueden darse dos casos:

a) 9r = {(zk,y);y < yx} corta a ese segmento, si LiprRi estan en posicién
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euclidea (Figura 5.14 (a)); 6 b) g5 no interseca a L Rg, cuando Lypi Ry define
una poligonal esencial( Figura 5.14.(b))

R k
AP: \I:k\/'\
R
Lk * Pk
(@) (b)
Figura 5.14.

En ambos casos es inmediato comprobar que es posible encontrar una

poligonal superior conteniendo a py.

Teorema 19. Dada una nube de N puntos en el cilindro es posible determinar

cuando admite una tinica poligonal superior en tiempo O(N?).

Demostracion:

A partir de la caracterizacién obtenida en el Teorema 16. podemos disefar
un algoritmo cuya entrada serdn los puntos del conjunto C' y cuya salida sera el
grafo cuyos vértices y aristas son aquellos puntos y segmentos que forman parte
de alguna poligonal superior. Puesto que para cada punto la comprobacidn a la

que nos hemos referido requiere un tiempo lineal, dicho grafo puede construirse
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en tiempo cuadratico. Es inmediato comprobar que la poligonal superior es

Unica si y sélo si la valencia méxima de dicho grafo es dos.

El resultado obtenido en el Teorema 16. nos permitird ademas disefiar
un algoritmo que construya una poligonal superior; este algoritmo serd una
adaptacién del de Graham [43] para el cédlculo de la envolvente convexa: con-
sideramos los puntos ordenados circularmente por su abcisa comenzando por
el punto de mayor ordenada, que debe estar en cualquier poligonal supe-
rior, {p1,p2,.--,pn} (si hay més de un punto con la mayor ordenada elegi-
mos cualquiera de ellos); para cada terna (p;-1,pi,pi+1) nos preguntamos si
el segmento p;_1pi11 corta a gi; si la respuesta es si consideramos la terna
(Pi=1, Pi+1, Pi+2), ¥ €0 otro caso, consideramos (p;, pi41, Pi+2), tal como se hace
en el scan de Graham al que nos referimos antes. Por lo tanto, en virtud del

analisis del algoritmo del citado algoritmo [83] podemos afirmar

Proposicién 6. Es posible calcular una poligonal superior en tiempo dptimo
O(Nlog N).

Siguiendo el paralelismo con el estudio de triangulaciones de un conjunto
de puntos en el plano, y pensando en problemas de interpolacién en el cilindro,
lo que nos planteamos a continuacién es optimizar las triangulaciones sobre
dicha superficie, en el sentido de maximizar el minimo de los dngulos de los
tridngulos acotados que aparecen en ella. Dado un conjunto C' de puntos y
una triangulacién T de este conjunto formada por m triangulos, consideramos
los 3m éangulos de T, ordenados de menor a mayor, a; < az < ... < agm, ¥

llamamos vector de dngulos de T a A(T) = (a1, @, ...,03m). Dada 1" otra
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triangulacién distinta de C, diremos que A(T') es mayor que A(T"), A(T) >
A(T") cuando A(T) sea lexicograficamente mayor que A(T"), es decir, cuando
podemos encontrar un indice : € {1,2,...,3m}, de forma que o; = aj para
los indices j < ¢ y a; > of. Una triangulacién T' maximiza el minimo 4ngulo
cuando A(T) > A(T') sea cual sea la triangulacién T de C.

Dado un conjunto de puntos en posicién general en el plano, el dual de su
diagrama de Voronoi es una triangulacién de dicho conjunto, conocida como
triangulacion de Delaunay; esta triangulacién, entre otras, cumple la propiedad
de maximizar el minimo angulo [28]. Puesto que es posible calcular el diagrama
de Voronoi de un conjunto de puntos sobre €l cilindro, (Capitulo 2), una aprox-
imacién simple seria hacer lo mismo en esta superficie; desafortunadamente,
como nos muestra la Figura 5.15, el dual de Voronoi no tiene por que ser ni

siquiera una triangulacion.
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Figura 5.15: (a) Un conjunto de 8 puntos en el cilindro y su diagrama de Voronoi; (b) Dual

del diagrama de Voronoi, las aristas unen puntos cuyas regiones de Voronoi son vecinas.

Podriamos pensar en adaptar al cilindro otros métodos que se han uti-
lizado para construir triangulaciones maximizando €l minimo angulo. Asi en
primer lugar podriamos pensar en partir de una triangulacién cualquiera del
conjunto de puntos, y mediante flips de aristas transformarla hasta llegar a la
triangulacién éptima [33]; pero la Figura 5.16. nos muestra una situacién en
la que no podemos aplicar este método. No es posible hacer ningun flip en la
triangulacién de la Figura 5.16.(a), que mejore los dngulos. Cuidado, no se
puede cambiar la diagonal en trazo grueso por la diagonal en trazo discontinuo,
esta ultima no es un segmento del cilindro. Por lo tanto, esta triangulacién en
(a) es localmente éptima, no hay flip que la mejore; sin embargo, la triangu-
lacién en (b) mejora los dngulos respecto a la triangulacién en (a), y aunque
si podemos hacer flips para llegar a ella desde (a), éstos no son positivos, en
el sentido que acabamos de decir. Por lo tanto, llegados a una situacién como
en (a) localmente dptima, en el caso del cilindro no podemos asegurar, como

ocurria en el plano, que ya hemos conseguido nuestro propésito.

(a) (b)
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Figura 5.16. !

Otra técnica, utilizada ésta en la esfera, es la propuesta por Brown en su
tesis [14], en su trabajo parte de un cierto conjunto de puntos sobre la esfera,
los considera puntos en el espacio euclideo tridimensional, calcula la envolvente
convexa en este espacio y demuestran que las proyecciones de las aristas de
la envolvente tridimensional sobre la esfera definen una triangulacién sobre
esta superficie del conjunto inicial, que maximiza el minimo angulo; pues bien,
en el caso del cilindro podemos encontrar ejemplos en el trabajo de Cortés
et al. [23], Figura 5.17., para los que dichas proyecciones no determinan una

triangulacion en el cilindro.

'Este contraejemplo me lo dio Francisco Santos (Univ. de Cantabria), en las Jornadas

Franco Espaholas sobre Geometria Computacional celebradas en Barcelona en Septiembre
de 1997. Gracias, Paco.



126 6. Triangulaciones

\/

Figura 5.17.

Reciprocamente, para la triangulacién dada en €] cilindro su envolvente con-

vexa en el espacio no es un poliedro

Tenemos entonces que seguir trabajando para maximizar el minimo angulo
en las triangulaciones de un conjunto de puntos sobre el cilindro. Para ello
volvermnos de nuevo al plano; encontramos [28] un algoritmo basandose basica-
mente en el siguiente método: consideramos dos tridngulos compartiendo una
arista, y el circulo definido por los tres vértices de uno de los dos triangulos;
si el cuarto punto estd dentro de este circulo, cambiamos la arista que com-
parten los dos tridngulos (que serd una arista ilegal) por la otra diagonal del

cuadrilatero formado con los cuatro vértices, ver Figura 5.19. Una vez elimi-
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nadas todas las aristas ilegales, la triangulacién obtenida maximiza el minimo

angulo.

Figura 5.19.

Una vez mas pensamos en hacer lo propio en el cilindro, y una vez mas

descubrimos que no es posible como se muestra en la Figura 5.20.
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Figura 5.20.:Si queremos usar el mismo método que en el plano, debemos intercambiar las

aristas ac y bd, pero esta tltima no es un segmento en el cilindro.

No se desmoralice el lector llegados a este punto, porque si que podremos
adaptar este ultimo algoritmo para usarlo en nuestra superficie. En el plano
este algoritmo funciona de forma incremental como sigue [28]. Afiade al prin-
cipio tres puntos Py, P, y Ps, lo suficientemente alejados, de forma que el con-
junto de puntos que desea triangular esté contenido en el triangulo P; P, Ps,
que sera el triangulo con el que empieza. A continuacién ordena los N puntos
del conjunto a triangular de forma aleatoria, y de uno en uno va realizando
el siguiente proceso. Si el punto a considerar estd en al interior de alguno de
los tridngulos ya construidos (Figura 5.21.(a)), lo unimos con los tres vértices
de dicho tridangulo, y nos preguntamos acerca de la legalidad de las aristas
de los tridngulos que se acaban de formar: si alguna es ilegal la cambia por
la otra diagonal del cuadrilatero formado con los cuatro vértices de los dos

triangulos que comparten dicha arista; cuando ha terminado, considera el si-



6.2. Triangulaciones en el cilindro 129

guiente punto. Si el punto a considerar estd sobre una arista de alguno de los
tridngulos anteriormente construidos (Figura 5.21.(b)), lo unimos con los dos
vértices opuestos en los triangulos que comparten dicha arista, y nos pregun-

tamos sobre la legalidad de las aristas en los cuatro nuevos tridngulos que se

&

Figura 5.21.

forman.

Describiremos a continuacién la adaptacion del algoritmo anterior para
obtener una triangulacién que maximice el minimo dngulo en el cilindro. Si en
el caso del plano empezabamos anadiendo tres puntos para asegurarnos que
cualquier punto del conjunto a triangular estaba contenido en el tridngulo que
definfan dichos puntos, en el cilindro afiadiremos seis puntos de la siguiente
manera: puesto que estamos suponiendo que los puntos estan en posicién no
euclidea, sabemos que su envolvente convexa contiene a una banda definida por
los circulos {(z,y);y = v:} v {(z,y);¥ = v+ }, consideremos, por ejemplo, los
siguientes puntos P; = (0, M), P, = (1/3, M), P = (2/3, M), Py = (1/6,m),
Ps = (1/2,m)y Ps = (5/6,m), de forma que M y m son, respectivamente, su-
ficientemente mayor y menor que y; e 3. Si triangulamos el conjunto formado
por estos seis puntos, podemos asegurar que cualquier punto del conjunto ini-
cial estd en el interior de alguno de estos tridngulos o sobre alguna de las

aristas de los mismos.
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P, P, P, "
Y — ._‘._ y
Ll L]y, :
o 1 m
P, P 7
Figura 5.22.

Sélo nos queda entonces describir el test para estudiar la legalidad o no
de una arista en la triangulacién sobre el cilindro, para ello llamamos circulo
euclideo definido por tres puntos Q; = (z;,¥:), con 1 < ¢ < 3, de forma
que 0 < zy < zy < 23 < 1, a la interseccién del circulo plano que definen
dichos puntos en la representacién plana del cilindro con la banda definida por
{(z,y);23—1/2 <z < zy+1/2},

Entonces dada una arista e en un tridngulo abc del cilindro sera una arista
legal en la triangulacién de C' cuando ningin otro punto de C estd contenido
en el interior del circulo euclideo que definen a, b y c. Usando este criterio
y los resultados conocidos en el plano[28], es posible demostrar el siguiente

resultado

Teorema 20. FEs posible calcular una triangulacion T de un conjunto C de
N puntos en el cilindro que mazimice el minimo dngulo en tiempo O(N?), y

tiempo esperado O(N log N).
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