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Analisis del Coste de Busquedas por Rango en
Estructuras de Datos Multidimensionales'

A. Duch y C. Martinez?

Resumen

En este trabajo presentamos el analisis del coste prome-
dio de bisquedas por rango en diversas estructuras de
datos multidimensionales. En primer lugar, consider-
amos el caso de los drboles K-dimensionales relajados
vy mds tarde extendemos nuestros resultados a otras es-
tructuras de datos multidimensionales. Demostramos
que el coste de las biisquedas por rango esta relaciona-
do con el coste de una variante de las busquedas par-
ciales, usando para ello una mezcla de argumentos com-
binatorios y geométricos. Esta reduccién simplifica el
analisis y nos permite obtener cotas inferiores y superi-
ores del rendimiento y una 1til caracterizacion del coste
de las bisquedas por rango como suma de costes de
bisquedas parciales. Estos resultados se emplean de-
spués para encontrar estimaciones asintéticas precisas
del coste promedio de las bisquedas por rango.

1 Introduccion

Las busguedas por rango aparecen frecuentemente
en aplicaciones de grandes bases de datos, sistemas
de informacién geografica, informdtica gréfica,
etc. [Sam90]. Dada una coleccién de puntos K-
dimensionales y un rectdngulo, el objetivo de una
biisqueda por rango (en inglés, orthogonal range
search) es hallar todos los puntos de la colec-
cién que estan en el interior del rectangulo dado.
Aparte de las aplicaciones obvias e inmediatas de
las biisquedas por rango, este tipo de busquedas
estd implicita en busquedas por regién mas com-
plejas y en otras bisquedas asociativas.
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Son muchas las estructuras de datos que se
han propuesto para el mantenimiento y gestién de
informacién multidimensional, y en particular, para
soportar eficientemente las busquedas por rango
(véase por ejemplo [BF79]). Entre otras, estan los
arboles K-d [Ben75], los quadtrees [BFT4], los tries
K-dimensionales [Riv76] y multiples variantes de
los anteriores.

No obstante, el anélisis matematico del
rendimiento de las busquedas por rango ha resulta-
do ser una tarea dificil. Muchos trabajos anteriores
se fundamentan en la hipétesis de que la estruc-
tura arborescente estd perfectamente balanceada y
en consecuencia los resultados obtenidos son excesi-
vamente optimistas. Sélo recientemente ha habido
un notable progreso en esta direccién con los traba-
jos de Devroye y sus coautores [CDZCO01, DJZC0Q],
donde se calculan cotas inferiores (2) y superiores
(O-grande) para el rendimiento promedio de las
bisquedas por rango en squarish K-d trees (una
variante de los arboles K-d) y otras estructuras de
datos multidimensionales.

En nuestro trabajo hemos utilizado el mismo
modelo aleatorio que en [CDZCO01, DJZC00], pero
obtenemos resultados mds precisos, al obtener co-
tas inferiores y superiores exactas, y una caracter-
izacién precisa del coste de las bisquedas por ran-
go como suma de los costes de buisquedas parciales
en rebanadas (ver mas abajo en esta misma sec-
cién). Usando estos resultados podemos dar una es-
timacion asintética ajustada del coste promedio de
las busquedas por rango. Nuestras técnicas de de-
mostracién son bastante diferentes de las utilizadas
en [CDZCO01, DJZCO00] e involucran argumentos ge-
ométricos y combinatorios. Pero al igual que en los
trabajos antes mencionados, son resultados de tipo
general y facilmente aplicables a una gran variedad
de estructuras de datos multidimensionales.

El presente trabajo resume los resultados pre-




Comunicaciones

sentados en [DM02a] y [DMO02b].

1.1 Definiciones basicas

Sea F = {zM 22 .. 2"} n > 0, la coleccién
de n puntos K-dimensionales dada. Asumiremos
quecadaz € F esuna K-tuplaz = (zg,... ,7x_1)
perteneciente a [0, 1]%.

Una pregunta de rango @ es un hiper-
rectangulo K-dimensional con lados paralelos a los
ejes de coordenadas:

Q = [€o,uo) X [l1,u1] X -+ X [Lx 1, ur—1],

donde ¢; < u;, paratodo 0 <i < K.

El modelo probabilistico que hemos empleado
en nuestro andlisis introduce una leve diferencia con
el modelo presentado en {CDZC01, DJZC00]. En
nuestro modelo, los lados de una pregunta de rango
aleatorio tienen longitudes dadas Ag, A1, ... Ag_1,
siendo 0 < A; < 1/2, paratoda 0 < i < K y
el centro de la pregunta es un punto z obtenido
independientemente al azar, de alguna distribucién
continua en

Za= ][] -Ar/2.1+4,/2]

0<r<K

Por lo tanto, ¢; = z; — Ai/2 yu; =2;+ A1/2
for 0 < i < K. En nuestro modelo una pregunta de
rango () puede “caer” parcialmente fuera de [0, 1]%,
por lo que en general lo que tendremos es

QcCa= [ ~an1+4,

0<r<K

1.2 Arboles K-d relajados

Un drbol K-d relajado [DECM98] que representa al
conjunto F es un arbol binario en el cual se cumplen
las dos siguientes condiciones: (a) cada nodo con-
tiene uno de los n puntos K-dimensionales y tiene
asociado un discriminante j € {0,1,... | K — 1};
(b) para cualquier nodo x con discriminante j se
cumple que cualquier punto y almacenado en su
subarbol izquierdo satisface y; < z; y cualquier
punto z en el subdrbol derecho satisface z; > z;
(véase la figura 1).

Obsérvese que la secuencia de discriminantes
cn un camino desde la rafz hasta una hoja es
arbitraria, al contrario de 1o que sucede con los

z; = (0.692,0.703) -

T = (0.286,0.495) > .
z3 = (0.410,0.895) ‘e

T4 = (0.522.0.953) ls

zs = (0.507,0.394) 5

zg = (0.295,0.300) l

z7 = (0.811,0.605) 9 10

zs = (0.912,0.807) e

o = (0.093,0.210)

z10 = (0.188,0.109)

Figura 1: Un arbol 2-d relajado y la particién de
[0,1)? inducida por dicho drbol

arboles K-d estdndar [Ben75], donde la secuencia
de discriminantes a lo largo de cualquier camino
es ciclica; en particular, la raiz tiene discriminante
0, sus hijos tienen discriminante 1, y en general,
los nodos del nivel m tienen discriminante j = m
mod K.

En nuestro andlisis asumiremos que los arboles
K-d relajados son aleatorios, es decir, que se con-
struyen insertando n puntos obtenidos de forma
independiente de alguna distribucién continua en
[0,11¥ v que los discriminantes asociados son inde-
pendientes y obtenidos uniformemente al azar en-
tre 0 y K — 1. Esto significa que las n!¥ K™ posi-
bles configuraciones de puntos/discriminantes son
equiprobables [DECM98]. En particular, la proba-
bilidad de que un arbol K-d relajado alaetorio de
tamano n tenga un subdrbol izquierdo de tamano
£ y el discriminante de su raiz sea j es 1/(n - K),
para cualquier j € {0.... ,K — 1} y cualquier ¢,
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0<f<n.

Las busquedas por rango en arboles K-d (en
cualquiera de sus variantes, y en concreto en los re-
lajados) son muy simples. Al visitar un nodo x con
discriminante j se compara z; con el j-ésimo rango
[¢;,u;] de la pregunta. Si la pregunta esta total-
mente por encima (o por debajo) de z;, la bisqueda
continuara en el subdrbol apropiado de z. Si, por
el contrario, ¢; < z; < u; entonces la busqueda
continta, recursivamente, en ambos subédrboles de
z. Adicionalmente habria de comprobarse si  esta
contenido en el rectangulo o no. Las invocaciones
recursivas finalizan cuando se alcanzan subarboles
vacios.

Si en el esquema recursivo siempre con-
tinudsemos por ambos subdrboles el coste seria
O(n) ya que la totalidad del arbol seria explora-
da. Si, en cambio, en cada nodo visitado, la recur-
sividad continuase sélo por uno de los subarboles
el coste (promedio) seria ©(logn). Pero en una
bisqueda por rango la “alternancia” entre una y
dos invocaciones recursivas siguen un patrén com-
plejo originando un coste promedio que estard a
medio camino entre logaritmico y lineal.

En nuestro analisis mediremos el coste de las
btisquedas por rango como el nimero de nodos del
srbol K-d visitados durante la busqueda. Si el
nimero de puntos contenidos en la respuesta es P,
es evidente que el coste R, de la biisqueda sera de
la forma P + W, siendo W, lo que se conoce como
overhead.

2 Analisis del coste de

btsquedas por rango

2.1 Envolventes, rebanadas y
busquedas parciales

La envolvente (bounding boz) B(z) de un punto z
en un arbol K-d t es la regién de [0, 1)¥ asociada a
la hoja que fue reemplazada por = al ser insertado
en t. Por ejemplo, si z esta en la raiz de t entonces
B(z) = [0,1)%. Si z es el hijo izquierdo de la raiz
z y la raiz discrimina respecto a la coordenada j
entonces B(z) = [0,1] -+ x [0,z;] x --- x [0,1].

Lema 1 Un punto = con envolvente B(z) es visi-
tado por una biusqueda por rango con pregunta Q si
y solo si B(z) intersecta a Q.

Figura 2: Ejemplo de rebanadas propias inducidas
por una pregunta Q

Demostracién: Véase por ejemplo [DJZC00]. W

Dada una cadena de bits w = wp---wg-1,
la rebanada (slice) Q. es el hiperrectdngulo K-
dimensional definido por

I 1.,

0<r<K

Qu =

donde [¢},u}] = [max{0,£;}, min{u;, 1}] si w; =0,
y [£,,u}] = [0,1] si w; = 1. Por definicién, Qoo..0 =
QN0 1% y Q.1 =1[0,1]%.

Una rebanada propia Q. es la regién definida
por

szQw‘ UQva

v<w

donde v < w si y sélo si v; < w; para toda 0 <1 <
K. En otras palabras, la rebanada propia Q. es la
regién resultante de substraer todas las rebanadas
estrictamente contenidas en @, (véase Fig. 2).

El concepto mas importante de esta subsec-
cién es el de bisqueda parcial en rebanadas; pero
antes revisamos brevemente las biisquedas parciales
estindar. En una bisqueda parcial se nos da una
pregunta ¢ de la forma ¢ = (go,q1,--- LQK 1),
donde ¢; € [-A;, 1+ A;]U{x} y el objetivo es hal-
lar todos los puntos que satisfacen la pregunta, es
decir, los puntos z tales que x; = g; S g # %, para
toda 0 < i < K. Alternativamente, una pregunta
g puede contemplarse como un par (y,w) donde y
es un punto de Ca y w es una cadena de K bits
llamada patrén de especificacién, de manera que
g=yisiw;=1lyg=*stiw; = 0. Las busquedas
parciales tienen sentido cuando al menos una de las
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coordenadas estd especiticada y al menos una de las
coordenadas no lo esta. El coste de las bisquedas
parciales ha sido ampliamente estudiado para di-
versas estructuras multidimensionales (véase por
ejemplo [DJZCO0, FP86, KP94, MPP01]).

Dado un hiperrectangulo @, una cadena de
bits w y un punto y € Ca, una bisqueda par-
cial en rebanada actia como una biisqueda parcial
convencional con pregunta (y,w), pero a diferen-
cia de ésta, la bisqueda parcial en rebanada sélo
reportard un punto z si, ademds de ser visitado
por la busqueda parcial con pregunta (y,w), éste
pertenece a Qw.

Para cualquier bisqueda parcial (en rebanada
o estandar) con pregunta (y,w) definimos el hiper-
plano H(y,w) = {z € Cao|Vi:w; =1 = z; =
yi}. Por ejemplo, si K = 2 entonces H(y,00) =
Ca, H(y,11) = {y}, H{y,01) es la linea paralela al
eje de abcisas que pasa por y y H(z,10) es la linea
paralela al eje de ordenadas que pasa por z.

Lema 2 Un punto = con envolvente B(z) es visi-
tado por una bisqueda parcial con pregunta (y,w),
si y sdlo si B(zx) intersecta el hiperplano H (y,w).

Un punto x con envolvente B(x) es visitado
y reportado por una bisqueda parcial en rebanada
con hiperrectingulo @, patrdn de especificacion w
y punto y, si y sélo siz € Qy, y la envolvente B(zx)
intersecta el hiperplano H(y,w).

2.2 Caracterizacidon combinatoria

En esta subseccién encontraremos varias relaciones
entre el coste R(t) de una busqueda por rango en
un arbol K-d t y el coste de bisquedas parciales en
rebanada P, (t,y) con patron de especificacién w y
punto y en el arbol £. En ambos casos, el hiper-
rectangulo ) serd el mismo (y se deja implicito).

Teorema 3 Sea @ un hiperrectingulo con es-
quinas vo,v1, ... ,Vsk _1. Para cualquier drbol K -d

t
RB)< DY Y Pult,vy)

0<j<2K we(0+1)K

Demostracién: Sea z un punto visitado por la
bisqueda por rango y sea w la cadena de bits cor-
respondiente a la rebanada propia Q,, que contiene
a z. Puesto que z es visitado por la bisqueda por

11
B(z) Ao | | P
ot fiaz B(#)
S (o] / Q| |
T i :
l ‘ QUI |
H{v,11)

Figura 3: Ilustracién grafica de la demostracién del
Teorema 3

rango, sabemos que B(z) N Q # @ (Lema 1). Bas-
tara, por el lema 2, demostrar que si B(z) inter-
secta () entonces existe al menos una esquina v; de
@ tal que el hiperplano H(v;,w) intersecta B(z);
al menos un término de la parte derecha de la de-
sigualdad dada en el enunciado del teorema con-
tabiliza entonces a .

Si B(z) contiene a alguna de las esquinas v; de
@ entonces claramente B(z) intersecta a H (vj,w)
va que el hiperplano en cuestién también contiene
a v;. Si B(z) no contiene a ninguna de las esquinas
de @ —pero intersecta a Q— sdlo existen dos posi-
bilidades: B(z) estd completamente contenido en
() 6 B(z) interesecta una o méas “caras” de Q. En
el primer caso, se sigue que w = 00---0, y en-
tonces H(v;,00---0) = Ca intersecta a B(z), para
cualquier v;. En el segundo caso, puesto que B(zx)
no contiene ninguna esquina y no esta contenida en
Q se sigue que w # 11---1 y es facil ver que una
de las caras de (Q intersectada por B(z) tiene que
ser a su vez parte de la frontera de Q,,. Si v; es
una de las esquinas de la cara intersectada entonces
H{vj,w) contiene a dicha cara y por tanto intersec-
ta a B(z) (véase Fig. 3 para una ilustracién grafica
de esta demostracion para el caso K = 2). [ ]

Teorema 4 Sea Q un hiperrectdngulo con centro
en z. Para cualquier drbol K-d t,

Rt)> Y Pult).
we(0+1)K
Demostracién: El enunciado del teorema es in-

mediato, una vez que demostremos que todo punto
reportado por una busqueda parcial en rebanada
con parametros (z,w, Q)) es también visitado por la
busqueda por rango con pregunta @. Formalmente,
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serd suficiente demostrar que si z € Qq v H(z,w)
intersecta la envolvente B(x) entonces B(z) inter-
secta a ).

Siw =100...0 lo anterior es trivialmente cier-
to ya que z € Q. Por otro lado, si w # 00...0
entonces H(z,w) y Q. son disjuntos. Puesto que
B(z) intersecta Q,, (z forma parte de ambas re-
giones por hipétesis), concluimos que B(z) tiene
que intersectar ) también. Entonces, por el lema 1,
se sigue que zx es visitado por la bisqueda por ran-
go. |

La cota superior del Teorema 3 puede ser re-
finada, clasificando los costes por cuadrantes.

Teorema 5 Dado un hiperréctangulo @@ con cen-
tro en z, dividase Cp en 2K cuadrantes
Co,Ch,...,Cox_y, siendo z €l centro de la parti-
cion. Sea R (t) el mimero de puntos del cuad-
rante 1-ésimo visitados por la bisqueda por rango
con pregunta @ en el drbol t. Andlogamente, sea
P,E,i)(t,y) el niumero de puntos del i-ésimo cuad-
rante reportados por la bisqueda parcial en rebana-
da con pardmetros (w,y,Q) en el drbol t. Sea v;
la (dnica) esquina de (Q que pertenece al i-ésimo
cuadrante. Entonces

RO = 3 PP,
we(0+1)K
Demostracion: Omitimos la prueba detallada.

Baste decir, que en el andlisis por casos utilizado
en la demostracion del Teorema 3, una inspeccién
cuidadosa revela que si el punto considerado z estd
en el {-ésimo cuadrante entonces la esquina que hay
que considerar en la bisqueda parcial en rebanada
€s necesariamente v;. [ |

2.3 Coste esperado de las biisquedas
por rango

Los teoremas de la subseccién previa nos muestran
como se puede reducir el andlisis de la busqueda
por rango al andlisis de buisquedas parciales en re-
banada.

En esencia, tomando esperanzas matemaéticas
(el argumento es un poco mas delicado) en ambos
lados del Teorema 5 tendremos una caracterizacion
del coste promedio de las bisquedas por rango co-
mo suma de costes promedio de busquedas parciales
en rebanada.

Teorema 6 Sea E[R,] el coste esperado de una
bisqueda por rango con pregunta aleatoria en un
drbol K-d aleatorio de tamario n. Sea E[P,.,] €l
coste esperado de una bisqueda parcial en rebanada
con patrén w en un drbol K-d aleatorio de tamano
n, con respecto a un hiperrectdngulo aleatorio Q
y un punto aleatorio indpendiente en [0,1)X. En-
tonces

1 .
V(Za)

Y E[Puu] <E[Rd],

we(0+1)K
E[R)) <V(Za)- Y. E[Paul,
we(0+1)K

donde V(Za) = [lpcrcx (1 + Ar).

Ahora necesitamos hallar los valores de
E [Pr,.] en drboles K-d aleatorios. El siguiente re-
sultado expresa la intuicién de que el coste buscado
es el de una busqueda parcial estdndar multiplica-
do por la probabilidad de que un punto esté en
la rebanada propia Q. (a la que llamaremos volu-
men de la rebanada). Puesto que el coste esperado
de las busquedas parciales estandar en arboles K-d
relajados es bien conocido [MPPO01], obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 7 Sea orden(w) el nimero de coorde-
nadas especificadas en w (el nimero de unos en w).
Siw#00...0 yw#11...1, entonces el coste es-
perado E [P, ,,] de una bisqueda parcial en rebana-
da sobre un drbol K -d relajado aleatorio de tamario
n con respecto al patrén w, un punto aleatorio en
[0,1}% y un hiperrectdngulo aleatorio Q es

E [Pn.w] = Vol(Qu) - B(p) - n*¥) + 0(1),

donde p = orden{w)/K, a = a(z) = (/9 -8z —
1)/2, B(z) = T(2a + 1)/((1 — z)(a + 1)a’T3(a)),
y Vol(QQy) es la probabilidad de que un pun-
to x pertenezca o la rebanada propia Qw de
un hiperrectdngulo aleatorio ). Adicionalmente,
E[Pro0..0] = Vol(Qoo..0) "7 y E[Pr11.1] = 2-
Vol(Qu1..1)-(Hny1-1), donde Hy, = 3, 0, 1/5 =
logn + v + O(1/n) denota el n-ésimo nimero
armoénico.

El calculo de los volimenes Vol(Qw) puede
ser una tarea ardua, en tanto que nuestro modelo
admite que los hiperrectangulos @ caigan parcial-
mente fuera de [0, 1]¥ y especialmente si los puntos
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considerados no estan uniformemente distribuidos.
Adicionalmente, si los A;’s son grandes la diferen-
cia entre las cotas inferior y superior del Teorema 6
es significativa y el modelo empleado pierde interés
va que el “marco” en torno a la regién donde estdn
los datos es demasiado grande. Pero si los A;’s
son pequefos (tienden a 0 para n — 00, es decir,
el nimero esperado de puntos que caen dentro del
hiperrectangulo no crece linealmente con n) y los
puntos estan uniformemente distribuidos en [0, 1}¥
entonces es sencillo establecer el siguiente corolario.

Corolario 8 Dado un drbol K-d relajado aleato-
Ti0 que almacena n puntos obtenidos independiente
y uniformemente al azar en [0,1]% el coste espera-
do de una biusqueda por rango con una pregunta de
dimensiones Ag, ... , Ag_; tales que A; — 0 para
n — 0o y centro independiente y uniformemente
obtenido al azar en Z, satisface

E[Rn] ~Ag---Ag_1-n+ Z ¢; -noU/K)
1<5<K

+2-(1-Ag)---(1-Ak-1)-logn+ (1),

donde
c; =BU/K)-

> (M) (ma-=)

w:orden{w)=j

Demostracion: El corolario resulta de combinar el
Teorema 6 y la estimacién asintética del coste es-
perado de busquedas parciales en rebanada dada en
el Teorema 7. Puesto que A; — 0 para n — oo, se
sigue que V(Za) — 1 y entonces las cotas inferior
y superior del Teorema 6 se igualan, obteniéndose

E[Rn]"’ Z ]E[Pn,w]'
we(0+1)K
Finalmente, para la distribucién uniforme

y puesto que los A;’s son suficientemente

“pequenos” tenemos Vol(Q,) ~ (Tiew, =0 Ad) -
(Hi:wizl(l - Az)) u
Es importante resaltar que el término

Ag---Ag_1-nen E[R,] es el niimero esperado de
puntos que la bisqueda por rango reportard y en
consecuencia el overhead en el coste es O(n®{1/K)),

3 Otras estructuras de datos
multidimensionales

Las caracterizaciones combinatorias obtenidas en
la seccién previa no hacian ninguna hipétesis par-
ticular sobre la particién inducida por el &rbol
K-d, de manera que es bastante inmediato gen-
eralizar el andlisis a todo tipo de estructuras
de datos multidimensionales, siempre y cuando
sean jerdrquicas e induzcan particiones del espa-
cio [0,1]% en hiperrectangulos ortogonales a los
ejes de coordenadas. Ejemplos concretos incluyen
los arboles K-d estdndar [Ben75], los squarish K-
d trees [DJZCO0], los arboles K-d-t [CLF89], los
quadtrees [BF74], los K-d tries [Riv76], los K-d
tries relajados [MPPO1], etc.

Las diferencias radicardn en los costes de las
busquedas parciales en una u otra estructura de
datos. En general, si w # 00...0 y w # 11...1
tendremos

E[Prw] = Buw - Vol(Qy) - n?) + 0(1),

donde p = orden(w)/K, a{z) =1—z + ¢(z) v Buw
es una constante dependiente de w. Y entonces el
coste esperado de las busquedas por rango, cuando
A; = 0, serd de la forma

E[R.)=Ao-- Ax—_1-n+ Z ¢j - n@U/E
1<i<K
+2~ (1 — AO) -..(1 — AK—I) 'lOgn-\\-(’)(l)’
M

donde C; = Zw:orden(w)=j Bw ) VOI(Qw)a

Las diferentes estructuras de datos estaran
caracterizadas por distintos valores de a y de las
constantes 3,,. Por ejemplo, para los arboles K-d
estdndar el andlisis de la biisqueda parcial aparece
en [FP86] y tenemos que a(z) = 1—z+ ¢(z) donde
¢(z) < 0.07 es la unica solucién real de la ecuacién

(p(x) +3-2)*(¢(z) +2—z)' " —2=0.

No se conoce una expresién cerrada simple para los
valores de (3, pero se pueden calcular de manera
explicita con algo de esfuerzo (mayor cuanto mayor
es K). Los valores de las 8’s para todos los posibles
patrones con K < 4 se dan en [FP86].
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