UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Departamento de Matematica Aplicada II

LOCALIZACION DE
ESTRUCTURAS LINEALES Y
LINEALES A TROZOS

José Miguel Diaz Banez

Tesis Doctoral



Memoria de Tesis presentada por José Miguel Diaz Barez
para optar al grado de Doctor en Matematicas

por la Universidad de Sevilla

Ve Be
del Director de Tesis

"\A '}\clo")-’(,.
o AT

e

Fdo. Dr. D. Juan A. Mesa Lopez-Colmenar
Catedratico de Universidad

del Departamento de Matematica Aplicada II
de la Universidad de Sevilla

Sevilla, marzo de 1998.




Agradecimientos

Aunque muchas son las personas que han contribuido a la finalizacién de este trabajo,

destacaré aqui algunas, que constituyen los tres pilares sobre los que se fundamenta.

Por una parte, deseo expresar mi agradecimiento al director, Juan A. Mesa, por sus

consejos y ayuda incondicional.

Por otra, quisiera hacer constar que me siento orgulloso de haber recibido apoyo de un

b
grupo de personas a los que denomino carifiosamente gente de Geometria: Paco Gémez,
Ferran Hurtado, Godfried Toussaint, Juan Carlos Dana y Pedro Diaz, sin cuya compaiia

no se hubiera realizado esta memoria.

Finalmente, en la parte més importante, la familiar, quisiera destacar la ayuda que
siempre recibi de Inmaculada asi como la conflanza y 4nimo recibidos de mi madre y

hermanos.



Resumen

En esta memoria se estudia la localizacién 6ptima en el plano de estructuras lineales y
lineales a trozos, como semirrectas, rectas y poligonales, para cuya resolucién se usan fun-
damentalmente métodos de la Geometria Computacional. Los criterios que se contemplan
son la minimizacién de la excentricidad, para el caso de rectas y semirrectas con origen en
un punto prefijado y la minimizacién de la excentricidad y de la longitud, para el caso de
poligonales con salida y entrada restringidas. Para los problemas minimax de poligonales
se han considerado dos factores de restriccién, el nimero de codos y la longitud del ca-
mino poligonal, que aparecen usualmente en problemas de disefio de trayectorias sobre un
conjunto de puntos en el plano. Los procedimientos de resolucién propuestos para el caso
de poligonales se han desarrollado dependiendo de que estén compuestas por segmentos
cualesquiera o bien sélo horizontales y verticales, denominadas respectivamente poligonales
genéricas y poligonales rectilineas u ortogonales. En la mayoria de los casos, el estudio de
propiedades geométricas de una solucién del problema ha sugerido el disefio de algoritmos

eficientes que lo resuelven.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 El marco disciplinar

1.1.1 Anaélisis de Localizaciones y Geometria Compu-

tacional

En esta memoria se tratan diversos problemas planteados en el marco general
del Anilisis de Localizaciones, aunque la resolucién de los mismos ha resul-
tado como consecuencia de abordarlos desde el punto de vista de la Geometria
Computacional. De esta forma, en el desarrollo temporal de la investigacion
cuya consecuencia ha sido este trabajo, la Localizacién ha proporcionado el
planteamiento de las cuestiones, siendo la Geometria la que ha aportado prin-

cipalmente los procedimientos de resolucion.

Aunque ambas disciplinas surgieron de forma independiente dentro de
la Matematica Aplicada, la conexién entre ambas viene determinada por la
propia naturaleza geométrica de miiltiples problemas del Analisis de Localiza-
ciones. Si quisiéramos expresar de forma concisa, aunque sin duda restrictiva,
el objetivo general del Anélisis de Localizaciones y la Geometria Computacio-
nal, dirfamos que la primera trata sobre la asignacion o ubicacion espacial de

recursos en un espacio prefijado, mientras que la segunda se refiere al diseno
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y andlisis de algoritmos para resolver problemas geométricos en un ordenador.
Como consecuencia, no seria correcto decir que se trata de disciplinas con ob-
jetivos comunes puesto que la primera estudia un conjunto de problemas en
un contexto determinado, mientras que la segunda se refiere mas bien a una
forma de actuacién ante problemas geométricos en cualquier ambito. Cons-
tituyen dos campos que han surgido (como tantos otros en la historia de las
matematicas) para cubrir distintas necesidades en momentos distintos y cuyo
contacto produce (como en tantas otras ocasiones) resultados fructiferos, tanto
desde el punto de vista interno de las matematicas como desde la aplicacién de
ésta a necesidades reales. Pueden citarse [34], [54] y[23] como textos bésicos
del drea de Localizacién y [74], [70] y [36] para la Geometria Computacional.

Las versiones clasicas de problemas de Analisis de Localizaciones (tam-
bién denominada Localizacién de Servicios), consisten en la determinacién de
uno o varios puntos en un espacio prefijado, en el que se conoce la distribucién
de otros tantos denominados puntos de demanda. La eleccion de los puntos
en los que se van a localizar los servicios, se hace de acuerdo con una o varias
funciones objetivo y, posiblemente, una o varias restricciones, que miden la
interrelacién entre los puntos de demanda y los servicios. Las funciones y las

restricciones contienen términos dependientes de las distancias.

Usualmente, los problemas de localizacién puntual se han clasificado
en tres grupos de acuerdo con el espacio en el que se localiza, el cual puede
ser un conjunto finito, un subconjunto propio o impropio de IR*,n > 1, un
grafo o una red. Sin embargo, cuando los servicios que se quieren localizar son
lo suficientemente grandes, con respecto a sus actividades de interés y a su
entorno como para ser representados como puntos, los modelos de localizacién
puntual no pueden ser aplicados ya que el conjunto a localizar no consta sélo
de puntos aislados sino que se ajusta a una determinada estructura sugerida

por la forma del servicio.

Para obtener una formulacién precisa y genérica de un problema de
Anélisis de Localizaciones, consideremos S un espacio dado, C una coleccion de
subconjuntos de S, D C S un subconjunto especificadoy fp:C — IRP,p > 1
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una funcién vectorial. El problema general de localizacién consiste en :

optimizar4cr  fp(A)

donde fp es la funcién objetivo y, si hay restricciones, éstas estan contenidas

en la condicién A € C.

S puede ser, por ejemplo, una regién del espacio 2 6 3-dimensional, una
red o un conjunto discreto de puntos; C una coleccién de superficies, caminos,

conjunto de puntos aislados, etc.

Cuando a los conjuntos de C se les puede asignar alguna medida es-
pacial (longitud, 4rea, etc.) diremos que el problema de localizacién es de
estructuras dimensionales. Estos problemas pueden clasificarse en dos gru-
pos: aquéllos en los que S es un subconjunto (propio o impropio) del espacio
IRP,p > 1, y los que tienen como espacio S a un grafo o una red. Para mayor
claridad, se conviene denominarlos problemas de localizacion de estructuras en
espacios continuos y localizacidn de estructuras sobre redes, respectivamente.
Precisamente, los problemas planteados en este trabajo pertenecen al primer
grupo, cuyos avances se han orientado en gran medida hacia la localizacién
de servicios lineales en el plano. Una de las metodologias mas convenientes
en este contexto es la de hacer uso de los aspectos geométricos que se derivan
de la condicién espacial de dichos problemas. De hecho, estas cuestiones se
pueden describir tanto con un modelo analitico de optimizacién como con un
modelo geométrico en los que la solucién es una determinada figura o estruc-

tura geométrica.

El uso de técnicas propias de Geometria Computacional en la resolucién
de problemas de Anélisis de Localizaciones aparece en la bibliografia reciente
relativa a ambas disciplinas, tanto para el caso de localizaciéon de servicios
puntuales como para el de estructuras. Justamente, en la tesis de Shamos
[80], considerada como punto de arranque de la Geometria Computacional,
se describen algoritmos geométricos que resuelven problemas de localizacién
puntual como el conocido minimum spanning circle. A partir de ahi, miltiples
han sido los resultados en €l campo de Andlisis de Localizaciones obtenidos

mediante el uso de herramientas como la envolvente convexa de un conjunto
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de puntos, los diagramas de Voronoi, la triangulacion de Delaunay, algoritmos
de divide y vencerés, etc. Citaremos, entre otros muchos, los trabajos de Lee y
Wu [53], Toussaint [86], Bose y Toussaint [8], Robert y Toussaint [78], Okabe,
Boots y Sugihara [67] y Okabe y Suzuki [68].

1.1.2 El problema minimax

Uno de los articulos més cortos aparecidos en revistas matematicas fue el que,
firmado por Sylvester y titulado A Question in the Geometry of Situation, se
publicé en el Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics en 1857
[84]: “It is desired to find the least circle which shall contain a given system
of points in a plane ...”. Dicho trabajo, puede considerarse como el punto
de partida de un problema que muestra una fuerte conexion entre los campos
de Analisis de Localizaciones y Geometria Computacional. La resolucién del
problema, también citado en textos cldsicos como [75] y [15], posee una inte-
resante historia que refleja dicha conexién y coincide ademas con el desarrollo

de ambas disciplinas.

Es en 1860, cuando Sylvester proporciona un método de resolucién
geométrico que, sin embargo, es atribuido a Pierce. Desde entonces, fue-
ron propuestos distintos procedimientos para resolver el problema del menor
circulo que contiene a un conjunto de puntos en JR?, también llamado problema
del circulo generador o englobador. Esta formulacién geométrica corresponde
al problema denominado en Teoria de Localizacién del del 1-centro euclideo no
ponderado: dado un conjunto de puntos en el plano P = {p;; i = 1,2,...,n},
encontrar un punto p que minimice la maxima distancia euclidea sobre los
puntos de P,

min max d(p;
peR? 1<i<n (p,,p),

y cuya aplicacion resulta particularmente adecuada a la ubicacién de servi-
cios de urgencias, con objeto de minimizar el tiempo de respuesta en el peor
caso. Puesto que la solucién viene dada precisamente por el centro del me-
nor circulo contenedor, el problema es intrinsecamente geométrico. Por otra

parte, teniendo en cuenta que dicho circulo viene determinado por un par
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de puntos diametrales o una terna de puntos, se puede resolver el problema
considerando todos los posibles circulos determinados por los puntos de P,
descartar los que no contengan a todos los puntos y elegir el menor de todos.
Este procedimiento, que podemos denominar de fuerza bruta dard pie al uso
de una técnica usual en problemas generalizados de éste que denominaremos
andlisis de casos. A dicho procedimiento inicial (de tiempo O(n*)) siguieron
otros de mayor eficiencia. El algoritmo geométrico de tiempo O(n?) propuesto
por Elzinga y Hearn [30] en la década de los setenta, supone un importante
avance en la resolucién. Posteriormente, coindiciendo con la aparicién y des-
arrollo de la Geometria Computacional, Shamos y Hoey [80] usan el Diagrama
de Voronoi del punto mas lejano y proponen un algoritmo O(nlog(n)). Sin
embargo, el algoritmo publicado en [80] contiene un error a la hora de calcu-
lar el didmetro de un conjunto. Bhattacharya y Toussaint [7] proponen un
contraejemplo y demuestran, a pesar de ello, que el algoritmo de [80] conduce
siempre a una solucién del problema. Finalmente, Megiddo [60] por un lado, y
Dyer [28] por otro, encuentran algoritmos de tiempo O(n) usando un método

basado en programacion lineal.

La evolucién histérica que se observa en las distintas soluciones del
problema 1-centro, sugiere precisamente la linea de investigacién en la cual
se enmarca esta memoria y constituye ademds un apartado de la Matematica
Aplicada con evidente interés y actualidad. De hecho, €l problema del I-centro
puntual, que podemos considerar como bésico para el criterio minimax, ha sido
extendido y generalizado a diferentes contextos toda vez que se modifican los
factores que componen el problema. Se han considerado distancias distintas
de la euclidea [72],[55], calibradores [73]. Se ha considerado la versién en la
que los puntos estan ponderados de acuerdo con su importancia relativa [41],
[58]. Ha sido estudiado el caso 3D euclideo [31] y m-dimensional [24]. Con
respecto a la multiplicidad de puntos a localizar se ha estudiado el problema
denominado p-centro, mediante el uso de programacion lineal para la norma
l; [89] y programacién no lineal para el caso I, [54], [26]. Finalmente, en la
actualidad, se estd investigando sobre problemas puntuales de tipo minimax

con restricciones [42].
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1.2 El trabajo realizado

Otra posible generalizacién del problema basico 1-centro consiste en la con-
sideracion de servicios no puntuales, localizacién minimaz de estructuras di-
mensionales. Morris y Norback [65] plantean el problema para rectas, resuelto
en [53] en tiempo 6ptimo O(nlog(n)) para la métrica euclidea. Imai, Lee y
Yang [47] proponen, para la misma métrica, la localizacién de un segmento
de longitud fijada en el plano como problema intermedio entre el 1-punto y
1-recta centro.

Este marco de trabajo, sugiere la consideracién de dos nuevas estruc-
turas intermedias entre rectas y segmentos: semirrecta con origen en un punto
prefijado y poligonal que conecte dos puntos situados fuera del rango de abci-
sas de los puntos de demanda. En esta memoria se plantea la localizacién de
dichas estructuras para medidas de distancias alternativas a la euclidea, como
las inducidas por las métricas [, o [; y la distancia vertical. En la formu-
lacién de todos los problemas propuestos aparece, bien como objetivo o bien
como restriccién, la ezcentricidad de la estructura a localizar (maxima distan-
cia de todos los puntos a la estructura), pardmetro muy comin a la hora de
disefiar caminos en contextos donde se tiene en cuenta la interaccién entre la

estructura y los puntos entre los que ésta se instala.

Debido a la ausencia, en estos problemas, de propiedades como la di-
ferenciabilidad o convexidad de la funcién a optimizar, asi como a la pro-
pia naturaleza geométrica de los mismos, se ha creido conveniente el uso de
técnicas de Geometria Computacional. En la mayoria de los casos, el estudio
de propiedades geométricas de una solucién nos ha permitido proponer algorit-
mos sencillos en su descripcién que resuelven de forma eficiente las cuestiones

planteadas.

Los resultados obtenidos en esta memoria se presentan agrupados en
cuatro capitulos cuyo orden de aparicion coincide con el orden temporal en que
se fueron planteando como continuacién de los problemas ya resueltos de loca-
lizacién de estructuras lineales. Asi, en el capitulo 2 se recogen los principales

resultados que se han obtenido para la localizacién éptima de rectas, semi-



1.2. El trabajo realizado 15

rrectas y segmentos cuando se toma el criterio minimax y se usa la métrica
euclidea, haciendo hincapié en el uso de las técnicas de calibres rotadores y
andlisis de casos como herramientas comunes en la resolucién de miltiples
problemas. A partir de ahi, se discute el problema minimax con distancia
vertical y se abordan los problemas no ponderados para rectas y semirrectas
cuando se consideran métricas inducidas por las normas Il y l;. Aunque para
el caso de la recta, el problema se resuelve mediante programacion lineal, el de
la semirrecta encierra mayor complejidad y proponemos un algoritmo eficiente

basado en la técnica de poda y busqueda.

En el siguiente capitulo, se considera la localizacién de caminos poligo-
nales de minima longitud que conecten dos puntos a y b del plano prefijados
de antemano y cuyas abcisas se encuentra a la izquierda y derecha respecti-
vamente del rango de las abcisas de los puntos de demanda que conforman
la entrada del problema. Se resuelven diversas situaciones, que dependen de
la consideracién de cotas inferiores o superiores en la excentricidad, para el
caso de que los segmentos que componen el camino sean paralelos a los ejes de
coordenadas (caminos rectilineos). A la hora de buscar métodos de resolucién
para los problemas planteados, aparecen, como factores a tener en cuenta, el
que la poligonal sea o no z-mondtona (un camino se dice x-monétono si toda
recta vertical lo intersecta en un punto o en un segmento vertical) y que el
conjunto de puntos de entrada se encuentre o no en posicion degenerada. De
hecho, en la bibliografia de Geometria Computacional, una de las hipétesis
que més frecuentemente se hacen sobre conjuntos de puntos en el plano es que
no haya dos puntos que tengan la misma coordenada z, en cuyo caso se dice
que la nube estd en posicién general o no degenerada. En algunas ocasiones,
dicha hipétesis se realiza por claridad y simplicidad en la exposicién. Sin em-
bargo, para algunos algoritmos esa suposicién es esencial pues no resuelven
el problema para puntos con degeneraciones. Un ejemplo de tales algoritmos
aparece en el trabajo de Mitchell, Snoyeink, Sundaram y Zhu [64] donde se
muestra cémo generar uno de los posibles poligonos monédtonos respecto a
OX con vértices en un conjunto dado de puntos en IR?. Sobre la hipétesis
de no degeneracién en el conjunto de puntos existen trabajos recientes como

los de Fortune [32], Gémez [37], Gémez, Ramaswami y Toussaint, [38]. Por
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ello, tanto en este capitulo como en los posteriores se contemplan las distintas
posiciones de los puntos de la entrada para los casos donde las degeneraciones

son esenciales, asi como consideracién o no de caminos x-monétonos.

En el capitulo 4 se plantea la ubicacién éptima de un camino rectilineo
para el criterio minimax y se usa la distancia vertical. Se propone un algoritmo
eficiente cuando los puntos estdn en posicién no degenerada y se considera una
cota sobre el nimero de codos de la poligonal. Se propone asimismo en este
capitulo un algoritmo de tiempo O(n?) para el caso en el que aparece el factor

longitud en la restriccién, situacién muy comin en el disefio de caminos.

En el 1dltimo capitulo se aborda el problema minimax para el caso de
poligonales generales y distancia vertical. A diferencia de los problemas desa-
rrollados en los capitulos anteriores, esta cuestién aparece resuelta para casos
particulares en un trabajo reciente de Hakimi y Schmeichel [40]. Nosotros
proponemos aqui algoritmos que completan algunos casos no considerados en
dicho trabajo, mejorando ademads la complejidad computacional de otros. Por
otro lado, al igual que se hizo en el capitulo anterior, se introduce la longitud
de la poligonal como factor de restriccién, obteniendo un algoritmo de igual
complejidad que los obtenidos por Hakimi y Schmeichel [40] para los problemas

en cuya restriccién aparece el nimero de codos de la poligonal.

Hemos escrito la memoria de manera que cada capitulo contenga un
conjunto de problemas que provienen de la consideracion de un factor u otro
en la definicién del problema de localizacién, de forma que sean autoconte-
nidos. Sin embargo, las interrelaciones entre unos y otros son tantas que la
referencias cruzadas han sido inevitables, de forma que se presentan las defi-
niciones a medida que se van necesitando para la formulacién y resolucion de

los problemas y se usan desde ese momento.



Capitulo 2

El problema minimax para

servicios lineales

El problema del I-centro puntual, como ya se ha indicado en el capitulo an-
terior, ha sido extendido y generalizado a diferentes contextos. De todas las
posibles variantes del problema basico, destacaremos en este capitulo aquéllas
que, considerando servicios no puntuales, permiten una dualidad en su formu-
lacién, esto es, que pueden formularse, bien analiticamente como problema de
Localizacién de Servicios, bien geométricamente como problema de Geometria
Computacional. Podemos citar, entre otros, los problemas no ponderados que
provienen de considerar servicios no puntuales como rectas, semirrectas, seg-

mentos, circunferencias o poligonales.

El problema no ponderado de la recta centro usando la métrica euclidea
es equivalente al conocido problema de la anchura de un conjunto en Geo-
metria Computacional, que posee diversas aplicaciones como, por ejemplo, en
problemas de movimiento sin colisién [43]. Por su parte, la localizacién de un
segmento de longitud dada con el criterio minimax fue propuesta por Imai,
Lee y Yang [47] como problema intermedio entre el 1-centro y 1-recta centro.
El problema de la circunferencia centro o su equivalente, el problema del anillo
minimo que contiene a un conjunto de puntos, estd directamente relacionado

con el campo de la Metrologia Computacional, concretamente con la medida

17
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de circularidad de un conjunto (se dice que un conjunto de puntos tiene cir-
cularidad p si existe un anillo de radio p que contiene al conjunto) y ha sido
extensamente estudiado en Geometria Computacional [3], [50]. Por dltimo, la
ubicacién de poligonales esta relacionada con uno de los problemas mas cono-
cidos en Matemadticas: la aproximacién a un conjunto de puntos, usando en

este caso funciones lineales a trozos.

En este capitulo consideramos la localizacién de servicios que deno-
minamos lineales (rectas, semirrectas y segmentos). Los problemas resultan
esencialmente distintos cuando se consideran medidas de distancias diferentes,
por lo que dividimos el capitulo en tres secciones, segun la distancia usada
sea la euclidea, la vertical o la inducida por las normas l; y l. En la pri-
mera seccién recogeremos los principales resultados que se han obtenido para
los correspondientes problemas de rectas, semirrectas y segmentos cuando se
usa la métrica euclidea, haciendo hincapié en el uso de las técnicas de calibres
rotadores y andlisis de casos como herramientas comunes en la resolucién de
multiples problemas. En la segunda seccion se discute el problema minimax
con distancia vertical y en la siguiente, se abordan los problemas no pondera-
dos para rectas y semirrectas cuando se consideran métricas inducidas por las
normas lo, y [;. Aunque para el caso de una recta, el problema se resuelve via
programacion lineal, el problema para una semirrecta encierra mayor comple-

jidad y proponemos un algoritmo basado en la técnica poda y bisqueda.

2.1 Problemas con métrica euclidea

2.1.1 La recta centro

La localizacién de servicios lineales para el criterio minimax con métrica eu-
clidea ha sido un problema que ha despertado interés en un gran mimero de
investigadores correspondientes a distintos campos. El articulo de Morris y
Norback (1980) [65] puede considerarse como el punto de partida. Ahi se
presenta el problema de la 1-recta centro y se hacen caracterizaciones béasicas

que han supuesto la referencia a trabajos posteriores.
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La formulacién general del problema l-recta centro es la siguiente.
Dado un conjunto P de puntos de demanda p; = (z;,y;), 7 = 1,...,n en
el plano, y unos pesos asociados w; > 0, j = 1,...,n, (para el caso no
ponderado todos los pesos son iguales a 1), se trata de encontrar una recta

r = az + by + ¢ = 0 que resuelva el problema
min (max w;d(p;,r))
T 3

Si d(p;,r) representa la distancia euclidea de punto a recta, el problema puede
formularse como

min {maxw;laz; + bz; + c|), a® + b =1}

a,b,c 7

El resultado basico que prueban Morris y Norback es

Teorema 2.1.1 ([65]) Toda solucidn al problema I-recta centro se encuentra

a mdzima distancia ponderada de al menos tres puntos de demanda.

Esta caracterizaciéon de una solucién es fundamental pues ofrece una “dis-
cretizacién”del problema en el sentido de que va a permitir buscar entre un
conjunto finito de posibilidades. Esto sugiere usar un procedimiento gene-
ral conocido como “anélisis de casos” o “por casos candidatos” que usaremos

frecuentemente como primer método de resolucién en problemas analogos.

En efecto, la propiedad anterior permite resolver el problema conside-
rando todos los conjuntos de tres puntos. Cada uno de éstos, determina tres
rectas, una por cada dos puntos, los cuales fijan la pendiente, en tanto que el
tercero determina la ordenada de la recta que esta a la misma distancia pon-
derada de los tres puntos. La descripcidn del método andlisis de casos sera:
(a) considerar todas las rectas determinadas por tres puntos equidistantes; (b)
descartar las rectas para las que la distancia maxima a todos los puntos no
viene dada por la distancia a los puntos equidistantes que la determinan; (c)
de entre las restantes rectas nos quedamos con la de menor distancia maxima.
Este procedimiento (digamos ingenuo o de fuerza bruta) es de tiempo O(n?),
por lo que se debe hacer uso de métodos mas eficientes. En particular, para el

caso no ponderado, al que dedicaremos especial atencién por poseer una clara
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Figura 2.1: Recta candidato del problema 1-recta centro.

interpretacién geomeétrica, el conjunto de puntos de demanda que determinan
la solucién deben encontrarse obviamente en el cierre convexo de los puntos.
Ademas, en este caso, se cumplen las siguientes propiedades para una recta

solucién r* de distancia maxima e*:

1. Existen dos lineas paralelas de soporte sobre el cierre convexo de los
puntos, ry y r2 cuya distancia euclidea es 2e*; una de las lineas, digamos
r1, pasa por dos puntos consecutivos del cierre convexo p;, pn, y la otra
recta, r; pasa por otro punto del cierre py cumpliéndose que la base
de la perpendicular desde p; a r* se encuentra comprendida entre las
correspondientes a los puntos p; y pm; y

2. La solucién r* estd situada justo a la mitad de la banda determinada por

las rectas ry y ry (ver la Figura 2.1).

Precisamente la version no ponderada del problema de la 1-recta centro
es equivalente, a un problema fundamental en Geometria Computacional como
es el de la anchura de un conjunto. “La anchura de un conjunto de puntos P (o
un poligono simple P) en dos dimensiones, es la menor distancia posible entre
dos rectas paralelas que soportan a P”. Houle y Toussaint [43] resuelven este

problema usando el procedimiento denominado por Toussaint [85], técnica de
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los calibres (rotating calipers). Basicamente el método se apoya en la propiedad
geométrica de una solucién descrita anteriormente y se puede resumir con
la siguiente descripcién: segin se ha indicado, dos rectas de soporte r; y
r, que corresponden a una solucién, contienen a un vértice y a un lado del
cierre convexo de los puntos, CC(P), respectivamente. Llamando par antipodal
a cada par (recta, vértice) correspondientes a dos rectas de soporte en las
condiciones anteriores, se trata de obtener todos los posibles pares antipodales
y tomar el que determine la banda de menor anchura. Una vez calculado el
cierre convexo CC(P), se enumeran todos los pares antipodales en tiempo
O(n), empezando con una banda inicial y rotando ésta alrededor de CC(P).
Como consecuencia, se obtiene un algoritmo de tiempo O(nlog(n)), donde

domina el cdlculo del cierre convexo.

Ademés, Lee y Wu [53] prueban, reduciendo el problema del “Maximun
Gap” sobre un circulo al problema de la 1-recta centro, que (nlog(n)) es cota

inferior. Como consecuencia de lo anterior, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1.2 ([53]) El problema I-recta centro no ponderado en el plano

se resuelve en tiempo dptimo B(nlog(n))

El tratamiento de la resolucién de este problema desde distintos puntos
de vista, como también se hizo en el problema del 1-centro puntual, da pie a
tratar problemas propios del Localizacién de Servicios desde el punto de vista
de la Geometria Computacional. En este contexto trabajaremos a lo largo de

toda la tesis.

A continuacién veremos que el caso ponderado puede reducirse al no

ponderado. En efecto, el problema puede formularse como

min Z sa. wslaz;+by;+¢c<Z, j=1,...,n,
Z,a,b,c
a?+b24+c2=1

que puede transformarse (véase [65]) a

W, Wk .
min Z sa —*—la(zr—z;)+ by —y;)| £ Z, ke [l,n].
min wj+wk|(’° Dby =yl < Z, j#£ke[l,n]
a2 +b2=1
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Nétese que [w;wyi/(w;+wk)}|a{zk—z;)+b(yx—y;)| es precisamente la distancia
del punto “compuesto ponderado”

W; Wi W; Wi

(zk — ;), (yk — ¥3))

G = (—X—— —_—
Pi (wj+wk w; + wi

a la recta az + by = 0 con a® + b? = 1 (que pasa por el origen).

Puede verse con facilidad que el valor 6ptimo Z, esta determinado por
al menos dos puntos “compuestos ponderados”, que tienen la misma distancia
(no ponderada) a la recta az + by = 0. Si denominamos S. = {pjx : j,k =
1,...,n}y D, al conjunto de puntos “compuestos ponderados” que determinan

la solucién del problema, puede probarse el siguiente lema,

Lema 2.1.1 ([53]) D. es un subconjunto del cierre convezo de S; y los puntos

de D, determinan al menos un par de ejes simétricos de la envolvente de S..

Este resultado permite resolver el problema usando la técnica de los calibres
donde domina el calculo del cierre convexo del conjunto S, que es, en este caso,
de complejidad O(n?log(n)). Como consecuencia, el problema 1-recta centro

ponderado con la métrica euclidea en el plano se puede resolver en tiempo

O(n%log(n)).

Sin embargo, posteriormente, Houle et al. [44] demostraron que este
problema es resoluble en tiempo 6ptimo 6(nlog(n)), luego podemos establecer

el siguiente resultado:

Teorema 2.1.3 ([44]) El problema 1-recta centro ponderado con la métrica
euclidea en el plano se puede resolver en tiempo 6(nlog(n)).

Una variante del problema 1-recta centro consiste en exigir a la recta
éptima que pase por un punto prefijado. Si tomamos ese punto el origen de
coordenadas, €l problema I-recta centro restringido puede expresarse como:

min  Z sa. wjlez;+by;|<Z, j=1,...,n,

Z,a,b
a2+ b2 =1
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Si consideramos el conjunto de “puntos ponderados” S, = {(wjz;,w;y;)}
obtenidos del conjunto de puntos de demanda original, aparece un problema
no ponderado cumpliéndose que existen al menos dos puntos en S, que estan a
distancia méaxima de la recta éptima. Esto permite un algoritmo de bisqueda
geométrica usando el concepto de pares antipodales [43], que encuentra la
solucién en tiempo O(nlog(n)). De forma analoga al caso 1-recta centro no
ponderado se puede obtener la cota inferior }(nlog(n)), lo que garantiza el

6ptimo en la complejidad,

Teorema 2.1.4 ([53]) El problema I1-recta centro restringido se resuelve en

tiempo dptimo O(nlog(n)).

El problema euclideo de la recta centro admite diversas generaliza-
ciones, segin se modifique el espacio ambiente (IR?), el servicio (recta) o la

demanda (conjunto de puntos).

Por una parte, manteniendo como servicio una recta, en 3-D aparece
el problema del minimo cilindro generador que posee diversas aplicaciones
como por ejemplo en tolerancia geométrica. Usando la técnica de bisqueda
paramétrica propuesta por Megiddo [59], Shomer et al. [83] resuelven el pro-
blema en tiempo O(n®log®")(n)). Por otro lado, si lo que aumentamos es la
dimensién del servicio, aparece el problema de aprozimacion de hiperplanos
por un conjunto de puntos, concretamente para el criterio minimax se habla
de aprozimacion l,, [44] (véase el trabajo de Korneenko y Martini [56]). Fi-
nalmente, Robert y Toussaint [78] consideran el problema de la recta centro
con demanda no puntual (concretamente la demanda viene constituida por un

conjunto de poligonos convexos), que resuelven en tiempo O(n?log(n)).

Como problema miiltiple, podemos destacar el problema 2-recta centro:
dado un conjunto de puntos en el plano, D, encontrar dos bandas cuya unién
contenga al conjunto de puntos de entrada P de forma que, la mayor de las
anchuras de dichas bandas sea lo menor posible. Usando la técnica de busqueda
paramétrica, Agarwal y Sharir [2] proponen un algoritmo O(n?log®(n)) que
resuelve el problema. Por dltimo, el problema p-recta centro es NP-duro. La

prueba es, en efecto, un caso particular de la que se muestra en el articulo de
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Megiddo y Tamir [61].

2.1.2 La semirrecta centro

En el problema de la semirrecta centro se trata de encontrar una semirrecta
que parte de un punto fijado del plano de forma que se minimiza la maxima
distancia ponderada de los puntos de demanda a la semirrecta. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que la semirrecta parte del origen y por
tanto, la denotamos s(f) donde 8 es el dngulo, medido en sentido positivo, que
forma la semirrecta con el eje x. Entonces, el problema podemos expresarlo

como
min Z s.a. w;d(p;,s(8))<Z, j=1,...,n,

donde d(p;, s(6)) denota la distancia euclidea entre el punto p; y la semirrecta
s(#). Esta distancia tiene distinta interpretacion segin se tome sobre el punto
inicial (origen) o sobre la recta {(6) (I(#) es la recta que contiene a s(6)). Por
tanto, dada una semirrecta s(6) y el conjunto de puntos de demanda, podemos

distinguir dos tipos de puntos:

1. Los puntos p; cuyo éngulo polar 4; € [§ — %,0 + %], para los que se
cumple d(p;, s(9)) = d(p;,1(9)).

2. Los puntos de la regién restante para los que se tiene d(p;,s(d)) =

d(Pj, O)

Al igual que se hizo para el problema restringido 1-recta centro, po-
demos transformar el problema en uno no ponderado, sin mas que considerar
el conjunto S, = {(wjz;,w;y;)}. Aunque el problema es mas complejo pues
debemos considerar dos tipos de distancia, podemos reformularlo como

mel'n Z(®

donde
Z(0) = méx({X(0),Y(0)}),
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X(6) = méx{d(p;, (0)), 0; € [0 — 5,0+ 51}

, s 3T
Y (8) = max{d(p;,0), 6; € [0 + —2-,9 + —2—']}
Lee y Wu [53] muestran que, para buscar la solucién del problema, es sufi-
ciente considerar los puntos de la envolvente de S,, y presentan un algoritmo
de tiempo O(nlog(n)) que hace uso del método de “rotating calipers”. Sin
embargo, en dicho trabajo dejan abierto el problema de encontrar una cota

inferior. Asi pues, se puede establecer el siguiente resultado,

Teorema 2.1.5 ([53]) El problema 1-semirrecta centro euclideo puede resol-
verse en tiempo O(nlog(n)).

2.1.3 El segmento centro

En el trabajo de Imai, Lee y Yang [47] aparece el problema del 1-segmento
centro: dado un conjunto de puntos en IR? y un segmento s de longitud dada [,
encontrar el emplazamiento de s de forma que se minimice la méxima distancia

(euclidea) de los puntos al segmento.

Cuando [ = 0, el problema se reduce al problema del centro puntual,
mientras que si | es suficientemente grande, tenemos el problema de la recta
centro. Por tanto, este problema puede ser considerado intermedio entre los
dos referenciados. Como sabemos, la complejidad de los problemas 1-punto
centro y 1-recta centro es esencialmente diferente, lo que proporciona mayor

interés precisamente al problema intermedio.

El segmento centro puede ser representado por (z,y,8), donde (z,y)
son las coordenadas del punto inicial y 6 es la orientacién del segmento con

respecto al eje z positivo.

Dado un segmento s de longitud [, representado por (z,y,8), el lugar
geométrico de los puntos equidistantes de s a una distancia r se conoce como

hipédromo centrado en (z,y,0) y radio r. Obviamente el problema es equiva-



26 Capitulo 2. El problema minimax para servicios lineales

Figura 2.2: Hipédromo contenedor minimo.

lente a encontrar el hipédromo de menor radio que contenga a todos los puntos
de entrada (Figura 2.2).

Mientras tres puntos no colineales determinan un tnico circulo, Imai et
al. [47] demuestran que para fijar un hipédromo son necesarios cuatro puntos.
El algoritmo de Imai, Lee y Yang pasa por hacer un analisis exhaustivo de todos
los posibles conjuntos de cuatro puntos y determinar las posibles situaciones
de los puntos en las diferentes partes de la frontera del entorno o hipédromo del
segmento solucién. Este estudio permite resolver el problema en tiempo O(n®).
Sin embargo, usando como preprocesado la envolvente convexa de los puntos
y el diagrama de Voronoi del punto mas lejano, puede reducirse sensiblemente

la complejidad, como indica este teorema

Teorema 2.1.6 ([47]) El problema I-segmento centro euclideo puede resol-

verse en tiempo O(n*log(n)).

Desde la publicaciéon del articulo citado, han ido apareciendo otros cuyo ob-
jetivo ha sido reducir la complejidad. El trabajo de Agarwal, Efrat, Sharir y
Toledo [3], reducen la complejidad del problema haciendo uso de un sofisti-
cado algoritmo de programacion basado en la técnica paramétrica de Megiddo.

Posteriormente, Efrat y Sharir consiguen un algoritmo de complejidad cercana
a la lineal [29].

Finalmente, podemos hacer referencia a algunos casos particulares como
son el problema 1-segmento centro orientado o el problema 1-segmento centro
con pivote, planteados por Imai et al. [47]. En el primero se considera fijada
la orientacién @ y puede resolverse en tiempo lineal usando la técnica de poda

y busqueda. En el segundo, se da como dato un punto p (llamado pivote) y
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un valor d > 0 y se exige que el segmento solucién esté en una recta que pase
por p de forma que la distancia del pivote al segmento sea d. Este problema
puede resolverse en tiempo O(n) o O(n?) segin el pivote p se encuentre en el

interior o no del cierre convexo de los puntos dados inicialmente.

2.2 Problemas con distancia vertical

El problema l-recta centro para la distancia vertical equivale a un conocido
problema en teoria de regresién: el problema de aproximacién de Chebyshev
[77], cuya formulacién es la siguiente: dados py,pa,...,pn €n IR?, encontrar la

recta r solucién del problema
min méx d,(p;, ).
T 1

Si r tiene por ecuacién y = by + by z, se define d,,(pi,7) = |y(pi) — (bo + b1z(p;))|
donde z(p;) e y(p;) representan las coordenadas cartesianas de p;.

Para el caso no ponderado, Shamos [79] resolvié el problema en tiempo
O(nlog(n)) haciendo uso de la técnica de los calibres comentada anteriormente,
y demostré que Q(n) es cota inferior. Sin embargo, el problema puede ser
planteado como un problema de programacién lineal en dimensién 3, que se
resuelve en tiempo lineal (véase [60]). De hecho, el problema ponderado para
una dimensidn fijada d, cuya formulacién es

d
min maxw; | y(pi) — Y biz(p:) |

bo,...,bd 1 j=2

puede reformularse como un problema de programacion lineal de dimensién d+
1 resoluble igualmente en tiempo lineal (cuando la dimensién d estd fijada) [60].
Asi pues, el problema estd cerrado y podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1 Fl problema I-recta centro con distancia vertical se resuelve

en tiempo dptimo 6(n).

Por otra parte, si consideramos como objetivo una semirrecta que parte

de un punto fijado po (sup. sin pérdida de generalidad que po es el origen
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Figura 2.3: Cuadrado minimo englobador.

de coordenadas), debemos imponer que la abcisa de pp se encuentre fuera
del rango de abcisas de los puntos del input. En ese caso, el problema es

equivalente al caso de la 1-recta centro restringido formulado como
min méx | y(p:) — bz(pi) |

que puede ser reducido nuevamente a un problema de programacién lineal y,

como consecuencia, resuelto en tiempo lineal.

2.3 Problemas con métricas [ y [;

Las métricas I, y {1 se han usado con frecuencia en problemas de localizacion.
Es sabido, por ejemplo que la distancia rectangular o /; se adapta mejor que la
euclidea a ciertas situaciones como €l la localizacién en un mallado determinado
por las calles de una ciudad.

Centrandonos en el criterio minimax para problemas no ponderados,
el problema del 1-centro para la métrica [, es equivalente al problema del
cuadrado minimo que contiene a P y puede resolverse facilmente. Dada la
nube P = {p; = (zi,4:); ¢ = 1,2,...,n}, el lado del cuadrado Sptimo viene

dado por

12?’5(71 {lzi — =], lyi — w1},

por tanto, obtenemos la solucién en tiempo O(n) (Figura 2.3).
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Para la métrica I; podemos usar el mismo mecanismo rotando previa-
mente la nube de puntos un angulo %, obteniendo el cuadrado generador para
los puntos transformados que, tras la rotacién correspondiente, se convertira en
el “rombo generador”. Por consiguiente, se resuelve en tiempo lineal. La razon
de fondo de esta similitud entre los procedimientos usados para las métricas
l v I es que se puede establecer una isometria entre los espacios métricos
correspondientes. Para ver la equivalencia entre las métricas inducidas por las
normas [, y [, denotemos por BZO y IR? el espacio métrico R* y dy, d; las
distancias inducidas cuando se usan las métricas l,, y [; respectivamente. La

equivalencia estd garantizada por el siguiente resultado:
Teorema 2.3.1 Los espacios métricos IR, y IR? son isométricos.

y+z y—:c)
2 72

Demostracidn: Sea la funcién f : Rio — Rf fz,y) = (

Dados p; = (zi,4:) ¥ pj = (%;,y;), supongamos z; > i, y; > ¥i ¥
T; —x; > y; — yi. Se verifica que:

yitzi Yyt Yo T YT
d i : = _— —

((y; — yi) + (z; — ) + (=5 — =) — (y; — ¥3))
2

= ma',x{(yj - y,'), (-’Ifj - 331)} = doo(Pi,Pj)-

La prueba para los otros casos es andloga, con lo que se tiene que f conserva las
distancias. Ademas, como puede comprobarse, f es biyectiva y f~! conserva

también las distancias. Por tanto, f es una isometria. O

Por otro lado, f es la composicién de un giro de centro el origen y
’ T . . ’ 1
dngulo —% con una homotecia de centro el origen y razon 75> con lo que l}as
rectas se tranforman en rectas y las semirrectas con origen en el punto (0,0)
en semirrectas con el mismo origen. Por tanto, basta resolver los problemas

recta centro y semirrecta centro con una de las dos métricas. Megiddo [61]
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probé, usando programacién lineal, que el problema de la 1-recta centro es
lineal para la métrica l; y por tanto, también para le. Asi pues, obtenemos el

siguiente resultado

Teorema 2.3.2 El problema I-recta centro con métrica ly, (I1) se resuelve en

tiempo dptimo 6(n).

Centrémonos entonces en el problema de la 1-semirrecta centro. Cuando
tratamos de localizar una semirrecta aparece la dificultad ya comentada en el
caso euclideo de que existen dos tipos de distancias a considerar: la distancia al
punto inicial (que llamaremos foco), y la distancia sobre la recta que contiene
a la semirrecta. Abordamos este problema considerando, por comodidad, la

métrica [, en la siguiente seccion.

2.3.1 La semirrecta centro

Dados un conjunto de puntos en el plano P = {p;; : = 1,...,n} y un punto
po (que denominaremos foco), el problema de la semirrecta centro consiste en
encontrar una semirrecta s(8), 8 € [0,27) que emane del punto py que minimice

la maxima distancia de los puntos a la semirrecta:

mel'n (mfiX doo(pi7 3(0)))

Comenzaremos la resolucién de este problema usando un procedimiento
general conocido como andlisis de casos y que ha sido usado en algunas oca-

siones como en el problema del 1-segmento centro euclideo.

Definicién 2.8.1 Dado una semirrecta s(6) que parte del punto po, el entorno
con centro s(6) y radio R, Ex(s(8), R), es el lugar geométrico de los puntos

cuya distancia de Chebyshev a s(f) es menor o igual que R.

La frontera de un entorno consta de dos tipos distintos de caras, las que co-

rresponden a los puntos que toman su distancia sobre la recta que contiene
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Fo

[

C3 ()

C4

Figura 2.4: Entorno E(s(6), R).

a la semirrecta y las que corresponden a puntos que la toman sobre pp. Las

denotaremos ¢;, ¢ y €3, c4 respectivamente (Figura 2.4).

Segiin la definicidén anterior, el problema puede formularse de la si-
guiente forma:
min R
s.a.: P C Ex(s(9), R)
Por tanto, encontrar una semirrecta Optima es equivalente a encontrar un

entorno de radio minimo que contenga a todos los puntos de P.

Lema 2.3.1 Eziste una solucidn s(0*) con al menos dos puntos de P a mdzima

distancia.

Demostracion: Es evidente que toda solucién del problema contiene, al menos
un punto de P en su frontera. Supongamos que sélo hay un punto en la
frontera del entorno de una solucién s(f) y estd en la cara ¢; o c;; podria
hacerse, entonces, con centro en pp, un pequeiio giro de la semirrecta y obtener
un entorno del mismo radio sin ningin punto en su frontera (Figura 2.5 (a)).
Asi, podria encontrarse un entorno de menor radio y s(f) no seria solucién.

Si el dnico punto situado en la frontera de un entorno éptimo estuviese
en la cara c3 o ¢4, girando con centro po se obtendria otro entorno con el mismo

radio y con algin otro punto més en ¢; o en ¢; (Figura 2.5 (b)). o

De este modo, la consideracién de todas las posiciones relativas de
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C3 T2

(a) - (b)

Figura 2.5: Giro de un entorno de semirrecta optimo.

Figura 2.6: Casos considerados.

dos puntos en las caras del entorno resolvera el problema usando el método
andlisis de casos. Obsérvese que cuando los dos puntos estén sobre c3 y ¢4,
podra encontrarse otro punto en ¢; o ¢, sin mas que girar convenientemente.
Por ello, no consideraremos este caso. Razonando de forma andloga tampoco
contemplaremos los casos {c1,¢s} y {c2,¢ca}. Por tanto, las posibilidades de
que dos puntos definan un posible entorno solucién con un punto en cada una

de sus caras son: {c1, ¢z}, {c1,¢a} y {c2,c3} (Figura 2.6).

En el siguiente punto daremos un método geométrico que permite ob-
tener el entorno para cada uno de los casos que se hace referencia més arriba,
y por tanto, la determinacién de la semirrecta que determina la situacién de

dos puntos a maxima distancia.

Lema 2.3.2 Es posible construir geométricamente un inico entorno para cada

uno de los casos dados por las posiciones relativas de dos puntos en la frontera.
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a
a ¥4
N
C3
0
P3 b
v l
Caso 1 Caso 2

Figura 2.7: Construccién geométrica del entorno.

Demostracidn: Por simetria, podemos reducirnos a considerar dos casos: un

punto en ¢; o ¢y y €l otro en ¢3 0 ¢4 y un puntoen ¢; y el otro en c;.

Caso 1. Sin pérdida de generalidad consideraremos el caso {c,c3}.
Sean po = (Zo0,¥0), 1 = (21,%1) € c1, p3 = (Z3,y3) € €3 ¥y supongamos que
To > T3, To — T3 < Y1 — Yo. Sea v la recta vertical pasando por ps y [ la recta
con pendiente -1 que pasa por pp (Figura 2.7. Caso 1). Denotemos por a el
corte de | y v, con lo que el segmento ap; determina la cara c;. Considerar
sobre [ el punto b tal que po sea el punto medio del segmento ab. El eje c; esta
determinado por la recta paralela a ap; que pasa por b, con lo que se concluye

la construccién del entorno.

Cuando zg > 23 y To— Z3 > y1 — Yo DO existe ninglin entorno; y cuando
To < T3y T3 — To < Y1 — Yo €l procedimiento es similar tomando la recta L con
pendiente 1. Por ultimo, el caso en que zo < 23 y 3 — To > y1 — Yo tampoco

determina ninguin entorno.

Caso 2. Cuando los puntos estdn en ¢; y en ¢, denotemos por I,
II, III y IV las regiones del plano determinadas por el punto py y las rectas
que con pendiente 1 y -1 pasan por él (Figura 2.7. Caso 2). Si los puntos
estdn en regiones opuestas, no existe ningin entorno que los contenga en esa
posicién. Por tanto vamos a suponer que p; y p; estan en regiones adyacentes.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que p; € I 'y p, € IV.
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Sea [ la recta pasando por pp con pendiente -1 y r1(6),r2(0) un par de
rectas paralelas arbitrarias pasando por p; y p; respectivamente (ver Figura
2.7 Caso 2). Entonces, la solucién estd determinada por el dngulo 6 para el
cual py es el punto medio del segmento de extremos a;(0) y a3(6), siendo a,(6)

y a3(0) los puntos de corte de [ con r1(#) y r2(0) respectivamente.

Finalmente, esta misma construccién es valida si los puntos estan si-
tuados en la misma regién, por lo que, en cualquiera de los casos, se puede

determinar geométricamente la semirrecta correspondiente. es idéntica o

Basado en las propiedades anteriores proponemos el algoritmo siguiente:

ALGORITMO SRC1

Entrada: El conjunto de puntos dados P y po.

Salida: El 4ngulo 6* de una semirrecta 6ptima y el radio R*.

1. Para cada par de puntos de P, considerar los casos {c1,c2},{c1,c3},
{c1, ¢4}, {c2,c3} y {c2, ca} y construir los correspondientes entornos (Lema
2.3.2).

2. Eliminar aquellos entornos que no contengan a todos los puntos.

3. Tomar el entorno de radio minimo.

Teorema 2.3.3 El problema de la semirrecta centro con métrica ly, puede

resolverse en tiempo O(n®).

Demostracidn: Puesto que elegir todos los pares requiere tiempo O(n?) y la
construccién del entorno para un par dado es constante, el paso 1 se puede
realizar en tiempo O(n?). El paso 2 require tiempo O(n®) ( decidir si un
entorno contiene a todos los puntos se hace en tiempo O(n)) que es dominante

puesto que el paso 3 se realiza en tiempo O(n?). O
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A continuacién y, con objeto de reducir la complejidad del problema,
consideraremos una restriccién: supondremos que el foco p se encuentra en el

exterior de CC(P) (cierre convexo de P), como en la Figura 2.8.

Hay puntos que toman la distancia sobre Fy

Figura 2.8: Distintas posiciones del foco.

Obsérvese que cuando los puntos de P estan suficientemente alejados
de po, de forma que la distancia a la semirrecta se tome sobre puntos distintos
de po (Figura 2.8), el problema coincide con el de la recta centro restringida
a que pase por un punto dado, para el que puede usarse un método similar al
propuesto por Schobel [82] para rectas y que es lineal para cualquier norma
bloque, en particular la métrica loo. Sin embargo, el método de Schobel no
puede aplicarse si hay puntos que tomen la distancia sobre po. Desarrolla-
remos aqui un procedimiento que resuelve el problema en cualquiera de los
casos en tiempo lineal. Para describir el método, analizaremos con detalle
algunas propiedades de la funcién distancia de los puntos a la semirrecta, que

denominaremos d; := d;(0) := doo(pi, s(6)).

Con objeto de simplificar el an4lisis de la funcién d; supondremos que
po = (0,0) y que todos los puntos de P tienen ordenada positiva, (si po es
exterior a CC(P), los puntos estin en un semiplano definido por una linea
que pasa por po). La primera propiedad es un resultado técnico que resulta

fundamental en la eficiencia del algoritmo que se va a proponer.
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Figura 2.9: Distancia [, entre un punto y una recta.

Lema 2.3.3 Para todo pari # j las funciones d; y d; tienen un nimero finito

de puntos de corte diferentes.

Demostracion: La distancia do, de un punto p a la recta [ se define como:
doo(p,!) = min{|A| : (p+ AB) NI # 0} = min{|A| : 3g € l,q € (p + AB)}
donde B es la bola unidad de la norma [, (Figura 2.9).

Sin embargo, para obtener la expresién de la funcién d; = do(pi, s(8))
consideraremos tres casos, segin se encuentre el punto p; = p;(cosb;,senb;) =

(zi,y:) en una de las regiones I, I; o I5 determinadas por las rectas y = z,y =
—z y el eje OX (Figura 2.10):

d}, sif; €0, %] (pi € I)
T 3T
[Z’ 'Z]
B, 56 € [%’,ﬂ (p: € In)

d; =< d°, sib; € (pi € I2)

Caso 1. p; € ;

Distiguiremos dos subcasos:

1.a) 4 € [0, %) En primer lugar, calculamos el punto ¢, en el que

se cortan la recta r(6) con la paralela a y = —z que pasa por p;. Entonces,
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Figura 2.10: Regiones I3, I, I.

si b = y—y; = —(r—z;) y r(d) := y = (tgf)z obtenemos que ¢q; =
T+ Y tg 6 . . _ |
(1 +tg0 1+ tgg(xt + v;)) (Figura 2.9). Por tanto:
ity
1=doo 0 = Qoo Pi — T —z;
; (pir (0)) = deo(pis02) T+tgf

1.b) 6 € [Z,ﬂ']. El cuadrado més pequefio centrado en p; € I; corta

por primera vez a la semirrecta s(6) en el punto py = (0,0) con lo que d} =
doo(Piy $(0)) = deo(pi, po) = zi. Luego,

T + y; _
tgf+1

' i6€ [z, ]
zi, s 2,71'

Ty

, sife [0,1;-)
&(6) =

Caso 2. p; € I,. Notemos b} y b a las rectas que pasan por p; y
son paralelas a y = z y y = —z respectivamente. La distancia del punto p;
a la semirecta s(0) es dwo(pi, s(0)) = min{de(pi, q1),doo(pi, q2)} donde ¢, =
s(0) Nbf, y g2 = s(8) N b7 (Figura 2.9). Por tanto,

) doo(pi’ fh), si @ € [07 g]
d;(0) = ) T
dw(pi)ql)v sife [5?7‘.]

zi+y;  tg0(xi + y:)
tgd+1" tgh+1

yi —z;  tg0(yi — i)
tgf+1" tgd—1

Puesto que ¢; = ( )y = ( )



38 Capitulo 2. El problema minimax para servicios lineales

entonces

(| Zit ¥ T
g0 1 i, S106[0,2)

d20= yi—xi_ . Zr_
HOER tg0— 1 |, s10€(2,7r]
T

\|$i|, 519—‘2‘

Caso 3. p; € I3

Un argumento similar al del caso 1 nos lleva a la siguiente expresion:

|Ii' ’ si € [O, 'g’]
3 —
#0) ST o 6 € (<,
tgf—-1 |’ . 2’

Por tanto, debemos considerar tres tipos de funciones (ver Figura 2.11).

Introduciendo el cambio de variable z = cos § obtenemos:

P T R IR e A I
tgd —1 "] —cosf+send Tl —z4 V1= 22 T =
I{l.’L'
=|————— K
Vi—z?—z 2
zity | _|(@itw)est || (witw)z N
tgd+1 ~ | senf + cos @ Nz 4+ 1= 22 T
K3.’E

—_— K
z+vV1—z? ¢

LLamando D;(z) y D;(z) a las funciones de 1 y 2 respectivamente, se
tiene que,
D,‘(z), siz € [O, 1]

di(e) = { C; siz € [-1,0]
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P I : T
d! &2 &3

Figura 2.11: Distintos tipos de funciones distancia.

2 — l—i(x)’ siz € [Oa 1]
di(z) = { D, size[-1,0]

d?(x) _ C; ST z € [0,1]
D;, size [—1,0]

Por tanto, para calcular los puntos de corte de d; y d; tendremos que

considerar tres tipos distintos de ecuaciones:

(i) Di(z) = D,(z), Di(z) = Dj(z) o Di(z) = D;(a:) en cuyo caso, puesto que
el grado de la ecuacién que resulta es 4, existen a lo sumo 16 puntos de corte.

(i) Di(z) = Cj, Di(z) = K; que tienen 4 soluciones a lo sumo.

(ii1) C; = C; en cuyo caso sélo consideramos como puntos de corte los extremos

T 7
del intervalo, es decir, 0 y 303Y7 4 m]

A continuacién se exponen dos resultados cruciales para nuestro algo-
ritmo, basados en el hecho de que la funcién distancia de un punto a una

semirrecta tiene un unico minimo en el intervalo que estamos considerando.

Lema 2.3.4 Dada una semirrecta con dngulo 0' € [0, 7] se puede decidir en

tiempo O(n) si eziste una solucidn s(6*) con dngulo mayor, menor o igual que
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0.

Demostracidn: Nétese que la solucién del problema considerado consiste en
encontrar el minimo de la funcién f(#) = mazi<i<ndi(f) donde las funciones
d;(6) tienen un dnico minimo local (que a su vez es global) que denotaremos
por 87. Este minimo se toma en la Unica semirrecta que emana del origen y
pasa por el punto p;. Por tanto, d;(67) = 0 y se requiere un tiempo de O(n)

para calcular 67, ¢ = 1,...,n ya que es constante para cada punto.

Dado #' € [0, 7] podemos determinar en tiempo O(n) aquellos puntos
p;, j =1,...,p para los cuales d;(6') = maz;<i<ndi(§’). Entonces tenemos las

siguientes posibilidades:

1.6 <6 Vi=1,..,p
En este caso, debido a la naturaleza de las funciones, existe un entorno
a la derecha de 8’ donde las funciones d; son decrecientes y como conse-
cuencia d;(0') > d;(0),7 = 1,...,p, V0 € [¢',0'+¢]. Asipues, f(6') > f(6)
V6 € [6',6' + €] con lo que existe §* con §' < 6.

2.0>0; Vj=1,.p
Ahora, las funciones d; son no decrecientes en un entorno a la izquierda
de §'. Asi, f(0') > f(0) VO €[ —¢e,0)y existe 6* con 6* < §'.

3. Para algunos j; € {1,2,..,p} es &' > 6} vy para algunos j; € {1,2,...,p}
6 <05,
En este caso 8’ es un punto de no decrecimiento para las funciones dj,
cuyos j; € {1,2,...,p} para los cuales 8 > 67 . Mediante un argumento
similar al del caso 2, podemos probar que f(¢') < f(6) VO € [¢,0' +¢].
Analogamente, 6’ es un punto de no crecimiento para las funciones d;,

con j2 € {1,2,...,p} siendo & < 67,. Entonces de forma similar al caso 1
obtenemos que f(8') < f(6), VO €[ —e¢,0).

En definitiva

()< f(6) V6el8,6 +e]
£(6) Vo€ lt —e,0]
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y entonces 6* = §'.

Lema 2.3.5 Si6; y 6, son dos soluciones del problema de la semirrecta centro

con distancia l,, entonces todo [0;,0;] es un intervalo de soluciones.

Demostracidn: Puesto que todas las funciones d;(#) son explicitamente cua-
siconvexas [57] también lo es la funcién f(8) = mazi<i<nfi(f). Como conse-

cuencia inmediata, f(8) constante en el intervalo [6;, 6;].

ALGORITMO SMC2

Entrada: El conjunto de puntos dados P= {p;,:=1,...,n}.

Salida: El dngulo 6* de una semirrecta éptima.

fa—

. Hacer P= {p;,i=1,...,n}y K =1.
2. Distribuir aleatoriamente en pares {p;,p;}, ¢ # j, los puntos de P.

3. Para cada par {pi,p;} determinar los dngulos que corresponden a los
puntos de corte de sus respectivas funciones distancia, como se indica en
el lema 2.3.3. Sea R = {#04,...,0,} el conjunto formado por los angulos

asociados a todos los pares.
4. Tomar C > log ¢ un entero positivo. (Teorema 2.3.4)

5. Determinar la media 6,, de los angulos de R, y aplicando el lema 2.3.4

decidir si existe un dngulo éptimo # mayor, menor o igual que 6,,.

(a) Si 8, =0, 6., es una solucién. Salir con §* = 6,,.

(b) Si 0, > 0 eliminar de R aquellos 4ngulos § tales que 6 > 0.
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)

T T

i 1 |
— e —— o— {pi,p;}
- . {Pm,pn}
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Figura 2.12: Pasos 5, 6 y 7 del algoritmo.

(¢) Si 6, < 8 eliminar de R aquellos dngulos 6 tales que 6 < Op,.
6. Hacer C = C — 1. Si C > 0 ir al paso 5 (ver Figura 2.12).

7. Sea [0, 0] el intervalo obtenido mediante el método de biseccién descrito
en los pasos 5 y 6. (Del lema 2.3.4 se deduce la existencia de al menos

una solucién 6* en este intervalo).

Para todos los pares de puntos {p;, p;} sin dngulos de interseccién en R,
decidir el intervalo de 4ngulos asociados a cada par donde se encuentra
[0k, 8] (que incluye a una solucién).

Para cada uno de esos pares, obtener el punto cuya funcién distancia es

mas pequefia en este intervalo y eliminarlo de P.

8. Si |P| < 4, construir geométricamente la soluciéon. Sea 6* el angulo

asociado a esa solucién y tomar [0, 8] = NX, [6;, 0!], entonces tenemos,

(a) Si 6* € [6,6'] entonces §* es una solucién.

(b) Si 6" ¢ [8,6') entonces 8 o 6’ es una solucién (lema 2.3.5).

En otro caso (|P| > 4), hacer K = K +1 e ir al paso 2.
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Teorema 2.3.4 El problema de la semirrecta centro con distancia l., puede

resolverse en tiempo O(n) si po estd fuera de CC(P).

Demostracion: Analicemos la complejidad del Algoritmo 2. Para n puntos
dados, el conjunto R contiene al menos %q dngulos, donde g es el mimero
maéximo de angulos de corte (constante segin el lema 1.3.3). Ya que en cada
iteracion se elimina de R la mitad de los angulos, el numero total de angulos

ﬂ I
en R cuando se completan las C iteraciones es '225‘1. Estos dngulos corresponden
E _ n
2
cuyos angulos asociados no estdn en R. Aplicando el paso 7, de cada uno de

a lo sumo a -,?gq pares de puntos. Por tanto, quedan g‘a‘l pares de puntos

estos pares se elimina un punto quedando asi § — §§ = an puntos. Luego,
tomando C > log g conseguimos que sea 0 < a < 1 y obtenemos la siguiente

ecuacién recursiva,
T(n)=T((1-a)n)+0(n), l-a<l

de donde se sigue que T'(n) = O(n) 0

El hecho fundamental que ha permitido el funcionamiento del algoritmo
anterior es la unicidad de minimos locales de una funcién distancia d;(p;, s(9)).
Esta propiedad estd asegurada como hemos visto en cierto intervalo de ampli-
tud 7. Esto nos ha sugerido resolver el problema general (el punto p, puede

ser interior al cierre convexo) como indica el siguiente resultado,
Teorema 2.3.5 El caso general del problema puede resolverse en tiempo O(n?).

Demostracion: Si po se encuentra en el interior del cierre convexo del conjunto
P, las funciones d; que miden la distancia de un punto p; a una semirrecta
anclada en pp no son cuasiconvexas, esto es, no tenemos asegurada la unicidad
de minimos locales. Sin embargo, denotando por 6; el angulo correspondiente
el segmento pop;, resulta facil observar que, en cada intervalo (6;+7,0;+1+7), la
funcién d; si posee un unico valor minimo local para: = 1,2,...,n (ver Figura
2.13). De esta manera, las propiedades requeridas para ejecutar el Algoritmo

2 se tienen en cada intervalo. Asi pues, es suficiente resolver n problemas en
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04+7T

Figura 2.13: pp estd en el interior de CC(P).

tiempo lineal (obtener una semirrecta éptima para cada intervalo) y escoger
la mejor solucién. Como consecuencia, resulta un algoritmo de tiempo O(n?).
O

2.4 Conclusiones y problemas abiertos

A lo largo de este capitulo ha quedado patente la doble visién que permiten
los problemas no ponderados de criterio minimax para servicios puntuales y
lineales. Asi, desde el punto de vista de la Geometria Computacional, en el
problema general, se trata de encontrar el menor “entorno” que contiene a
una nube de puntos. Esto permite resolver el problema, en primera instancia,
encontrando una caracterizacién de la (una) solucién por puntos de la frontera

del entorno y hacer uso del método que hemos denominado andlisis de casos.

Generalmente, este procedimiento no produce algoritmos de aceptable
complejidad por lo que se requieren herramientas mas potentes, usuales en
Geometria Computacional, como el cierre convexo de un conjunto de puntos,
los diagramas de Voronoi, la técnica de los calibres o algoritmos de poda y

busqueda.
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Existen algoritmos eficientes que resuelven los problemas euclideos de
rectas, semirrectas y segmentos. Aqui hemos ampliado el estudio para otro tipo
de métricas muy usuales en problemas de Localizacién de Servicios como son
la métrica de Manhatan o /; y la métrica de Chebyshev o l. Se ha mostrado
que es suficiente resolver los problemas de puntos, rectas y semirrectas para
una sola métrica (por ejemplo, ). Si bien, para el problema de la recta centro
podemos hacer uso del método propuesto por Megiddo [61], para el problema
de la semirrecta que parte de un punto fijado po, ha sido necesario un minucioso
estudio de la funcién distancia de punto a semirrecta. Esto nos ha conducido
a un algoritmo de tiempo O(n?) en el que hacemos uso de la técnica de poda y
bisqueda y de la construccién geométrica de la semirrecta determinada por dos
puntos a méaxima distancia. Este resultado ha sido presentado en un congreso

de 4mbito espaifiol [17] y constituye la parte principal del trabajo [18].

Servicios lineales | minmax d; | minmax d, d; | minmax d,
Recta 8(nlog(n))* O(n)* f(n)tt
Semirrecta O(nlog(n))* O(n?) O(n)
Segmento O(nlte)*> ABTO N. A.

Tabla 2.4. Localizacién minimax de servicios lineales en el plano.
* Lee y Wu [53]. ** Efrat y Sharir [29]. * Schobel [82]. ** Megiddo
(60]. ABTO: Problema abierto. N. A.: No aplicable.

Para el caso del segmento centro puede hacerse uso de la técnica general
“analisis de casos” y encontrar un algoritmo similar al que Imai et al. [47]
propusieron para el caso euclideo. Sin embargo, el método es laborioso y la
complejidad obtenida es de tipo O(n®). Este hecho, unido a la posibilidad de
que este tipo de métricas permita el uso de técnicas mas adecuadas, nos ha
llevado a plantear la cuestidn en esta tesis como problema abierto. En la Tabla
2.4 aparecen los resultados actuales, de menor complejidad computacional,
que han sido propuestos para problemas de localizacién minimax de servicios

lineales.

Desde luego, en el amplio campo de la localizacién de servicios lineales

quedan abiertos una gran cantidad de problemas como el de encontrar cotas
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inferiores para el problema de la semirrecta tanto con métrica euclidea como
con /1 o I, los problemas que provienen de considerar otras normas como las
denominadas “bloque” o los que se pueden plantear cuando aumentamos la

dimensién del espacio ambiente a 3-D.



Capitulo 3

Caminos rectilineos mas cortos

de rechazo y de cobertura.

Una de las posibles extensiones de problemas de los localizacién de servicios
lineales es la consideracién de servicios lineales a trozos, esto es, poligonales.
Se trata, por tanto, de encontrar una poligonal que optimice cierta funcién
objetivo. Ademds, se pueden considerar dos tipos diferentes de poligonales:
las poligonales genéricas y las poligonales rectilineas u ortogonales, segiin que
los segmentos que la compongan sean generales o bien sélo horizontales y

verticales.

En campos tales como robética (plannig robot motion) o disefio de cir-
cuitos integrados (VLSI layout design), aparecen problemas de optimizacién
cuyo objetivo es encontrar trayectorias o caminos ortogonales, también llama-
dos Li-caminos. De hecho, un tema extensamente tratado en Geometria Com-
putacional es el problema de buscar la trayectoria rectilinea mas corta entre
dos puntos evitando una serie de obstaculos, para el que podemos citar traba-
jos basicos como el de Mitchell y Papadimitriou [63], o mas especificos como
el de Yang [91]. Por otro lado, el estudio de este problema viene motivado en
el contexto de Localizacién de Servicios por aplicaciones en la construccion de
rutas urbanas [88]. Asi, nosotros trabajaremos en este capitulo con poligona-

les que llamaremos rectilineas (por afinidad con el inglés) cuya interpretacién

47
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en el contexto de Localizaciéon de Servicios va a corresponderse con caminos
o trayectorias que conectan dos puntos a y b del plano y atraviesan una nube
de puntos de demanda P = {p;,p2,...,pn} comprendida entre a y b (esto es,
z(a) < z(p;)) < z(b), 1 =1,2,...,n).

Definicién 3.0.1 Definiremos trayectoria o camino rectilineo R, uniendo a
y b, como un conjunto de segmentos (horizontales o verticales) consecutivos

conectando a y b,

R = {1, Ci¢z, ..., ChCht1}s C0 = @, Cry1 = b.

Asi pues, cada segmento ¢;¢;;1 es horizontal o vertical y diremos que ¢ € R si

q € GG para algin 1 =1,... k.

Definicién 3.0.2 Diremos que una trayectoria o camino R que conecta a
y b es z-mondtono(y-mondtono) si es mondtono en la direccién de OX(OY),
esto es, cumple que la interseccién de la trayectoria con cualquier recta ver-
tical(horizontal) es un conjunto conexo. Un camino se dice mondtono si es

x-mondtono o y-monoétono.

La monotonia del camino buscado es de gran utilidad en la resolucién de
algunos de los problemas que se van a plantear pues permitira, en su caso, usar
técnicas de barrido. Asi, para caminos rectilineos que atraviesan una nube de

puntos, la monotonia en la direccién de OX serd una propiedad crucial.

En el presente capitulo, de la misma forma que aparece en los citados,
el objetivo va a ser minimizar la longitud de la trayectoria. Desde luego, si
queremos abordar un problema de localizacion de servicios, debemos imponer
alguna condicién a la trayectoria con respecto a los puntos de la nube P. Asi,
podemos plantear dos problemas fundamentales que pueden ser considerados
de localizacién-rutas: el primero, se obtiene de imponer al camino R una
medida de separacion de los puntos y el segundo, de cercania. Concretamente,

dada una constante no negativa k, se tienen los problemas siguientes:

min I(R) s.a.: d(pi,R) 2 k (RMA)
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minl/(R)  s.a.: d(p;,R) <k - (RMC)

donde d(p;, R) = mingerd(pi,q) es la distancia del punto p; al camino R.
El primer problema (Trayectoria Rectilinea Minima de Anticobertura
o rechazo), aparece cuando p; representa un punto nocivo o peligroso, mientras

que en el segundo (Trayectoria Rectilinea Minima de Cobertura) los puntos

se identifican con clientes que deben ser abastecidos durante el recorrido R.

3.1 Estudio del problema RMA.

En esta seccién haremos hincapié en la formulacién geométrica del problema
RMA segin sea la distancia a considerar. En primer lugar, haremos la tra-
duccién del problema para los casos de distancias inducidas por las métricas
I, l; ¥ l. Resulta bien conocido que toda norma puede ser caracterizada por
su bola unidad. Asi pues, considerando los conjuntos Bp(pi,A) = {p € IR’ :
dp(p,p:) < A}, paracada i =1,...,n y cada p = 1,2, 00, podemos establecer

el siguiente resultado:

Lema 3.1.1 Dado un punto p; € P y un camino rectilineo R, se tiene que
dy(pi, R) = min{| A |: By(pi, ) N R # 0}.
Demostracidn: dy(p;, R) = minger dp(pi, ) =

= minger(min{| A |: ¢ € Bp(pi, A)}) =

= min(minger{| A |: ¢ € By(pi,A)}) =

=min{| A |: 3¢ € R,q € Bp(pi,\)} =

= min{| A |: By(pi, A) N R # 0}. o

Como consecuencia directa, si denotamos CP(\) = {p € R* : dp(p,p;) < A},
se deduce que d,(p;, R) > k equivale a que C?(k) N R = 0. Esto nos conduce
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Figura 3.1: Trayectoria mas corta a través de obstaculos rectangulares.

a plantear la transformacion del problema a una cuestion de trayectorias mas
cortas a través de obstaculos. De esta forma, si el problema geométrico de
obstaculos estd resuelto, la resolucién se compone de dos pasos: la transfor-
macién o reduccién del problema y el algoritmo de céalculo que resuelve el
problema geométrico. Desafortunadamente, la reduccién a un problema de
camino mas corto que evita una serie de obstaculos, es a veces costosa y no
siempre el correspondiente problema geométrico esta resuelto. Sin embargo,
veremos como para el caso de la norma [, pueden obtenerse interesantes re-

sultados.

Cuando se considera la distancia inducida por la métrica [, el pro-

blema RMA se formula como
min [(R) s.a.: deo(pi, R) 2 k,

donde duo(p;, R) = minger doo(pi,q). Estudiamos la posible transformacién a
un problema de obstaculos dependiendo de la posicién relativa de los puntos
de P. Si ocurre que los conjuntos C{° definidos para cada p; no intersecan,
Cr(kynCse(k) =0, i+#3j,1,5=1,...,n, entonces el problema se reduce
a encontrar la trayectoria rectilinea mas corta entre a y b que evita un con-
junto de obstaculos rectangulares disjuntos (cuadrados en nuestro caso) como
se indica en la Figura 3.1. En la bibliografia se encuentran un gran cantidad
de trabajos que se refieren a trayectorias que evitan un conjunto de obstaculos
disjuntos. Para este caso (obsticulos rectangulares), puede aplicarse el algo-
ritmo de DeRezende et al. [16] que resuelve dicho problema en tiempo éptimo

6(nlog(n)). Puesto que en este caso, se obtienen los obstaculos en tiempo
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Figura 3.2: Obtencién de la particién maximal.
O(n), se resuelve el problema original en tiempo O(nlog(n)).
Si, por el contrario, existen 7,5 € {1,2,...,n} tal que los conjuntos

Ce(k), C3°

M
v ly(p:) — y(p;)| < k, se puede transformar el problema en uno de trayectoria

(k), ¢ # 7 tienen interseccién no vacia, esto es, |z(p;) — z(p;)| < k

més corta a través de poligonos rectilineos u ortogonales (de lados son paralelos
a los ejes de coordenadas) que son disjuntos entre si. Para ello, debemos
obtener los poligonos que provienen de hacer uniones mdzimas de cuadrados

con interseccién no vacia (Figura 3.2).

Definicién 3.1.1 Dado un conjunto de cuadrados C = {Cy,Cs,...,C,} en
IR? ordenados lexicograficamente (a partir de la’ordenacién de sus centros),
llamaremos particidn mazimal de C, a la particién disjunta que se puede es-
tablecer en C, de forma que para cada conjunto de la particién se cumple que
todo cuadrado tiene interseccién no vacia con algun cuadrado precedente del

conjunto, esto es, diremos que {R;,..., Rk} es la particién maximal de C' si

1. C=RU...UR;y.
2. Dados C; € Riy C; € R;,1#3j,C:NC; =0

3. Paracada: € {1,...,k} y C € R; existe C' € R; cuyo centro estd a la
izquierda del centro de C, cumpliéndose C' N C' # 0.

Lema 3.1.2 Dados n cuadrados en el plano, podemos encontrar la particion

mazimal del conjunto de cuadrados en tiempo O(n®).
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Demostracion: Se trata de hallar conjuntos maximales de cuadrados, de forma
que cada cuadrado tenga interseccién no vacia con algin otro cuadrado del
conjunto situado a la izquierda de aquél. Dos cuadrados C;, C; correspondien-
tes a puntos p;, p;, tienen interseccién no vacia si doo(pi,p;) < k. Para cada
punto p;, podemos calcular el conjunto de los puntos a distancia menor que k
en tiempo O(n). Asimismo, para cada uno de estos puntos debemos obtener
nuevamente los puntos del conjunto restante que se encuentran a distancia
menor que k. De esta forma, y actuando de izquierda a derecha, para calcular
el primer elemento de la particién maximal, se requiere tiempo O(n?). En el
peor caso, tendremos que hacer esto para los n puntos, por lo que calcular

todos los conjuntos maximales de cuadrados nos llevard tiempo O(n?). O

Una vez obtenida la particién maximal del conjunto de cuadrados, nos
interesa obtener los vértices de los obstdculos para aplicar alguno de los algo-
ritmos que aparecen en la bibliografia que resuelven el problema de encontrar
la trayectoria rectilinea mas corta entre dos puntos evitando un conjunto de
obstaculos rectilineos. La mayoria de los algoritmos que resuelvev esta cuestién
se basan en la construcciéon de un grafo que contenga un camino de minima
longitud (shortest path preserving graph). Podemos citar €l de Clarkson et
al. [13], que resuelve el problema en tiempo O(elog%(e)) siendo e el mimero
de lados del conjunto de obstaculos. Sin embargo, como se muestra en los
trabajos de Wu, et al. [90] y de Yang [91], para obtener el grafo que contiene
a una solucidén, es suficiente considerar los lados y vértices eziremos de los

obstaculos.

Definicién 3.1.2 Se dice que un lado de un poligono rectilineo (ortogonal)
es ertremo si los dos lados adyacentes se encuentran en el mismo semiplano de
los determinados por la recta que pasa por él. Los vértices de un lado extremo

se denominan vértices extremos.

De esta manera, dados n puntos de la entrada y una constante positiva k
(dados n cuadrados centrados en p; y de lado 2k), podemos obtener los vértices
extremos de la particiéon maximal de cuadrados definida anteriormente a la

vez que se construye ésta. Para ello, cuando encontramos un cuadrado con
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Figura 3.3: Célculo de vértices extremos.

interseccién no vacia con el anterior, podemos eliminar los vértices interiores
(se encuentran en el interior del otro cuadrado) y actualizar asi el conjunto de
vértices extremos (ver Figura 3.3 ). Obsérvese que los vértices extremos de un
poligono ortogonal resultante de unir varios cuadrados provienen sélo de los

vértices de los cuadrados (y no de la interseccién de sus lados).

LLamando e y v al mimero de lados y vértices extremo respectivamente,
podemos usar el algoritmo de Yang [91] de tiempo O(elog(v)) + vlog#(v)). En
nuestro caso, se cumple que para n cuadrados [,v < 4n y, por tanto, podemos

establecer el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1 Podemos resolver el problema RMA para la distancia indu-

cida por la métrica l, en tiempo O(nlog%(n)) con preprocesamiento O(n?).

Una vez resuelto el problema para la distancia inducida por I, pode-
mos plantear el uso del mismo método para el caso de las distancias inducidas
por I, y por l,. Si consideramos, por ejemplo, el problema RMA con la dis-

tancia inducida por la métrica [,
min I(C) s.a.: di(pi,C) 2 k,

donde d;(pi, C) = minyec d1(pi, p), podemos hacer una interpretacién anéloga
a la anterior sin mds que usar las bolas de radio k y centro p; para cada
i = 1,...,n, esto es, los conjuntos B;(p;,k) = {p € R® : di(p,pi) < k}
(di(p,p:) = |z(p) — z(p:)| + ly(p) — y(p:)|). Sin embargo, no aparecen en la
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Figura 3.4: Reduccién no vélida del problema con distancia d;.

bibliografia algoritmos que obtengan caminos rectilineos de minima longitud
entre obstaculos que no sean rectilineos u ortogonales. Ademas, si para cada
i € I, se obtiene el menor cuadrado C(p;) que contiene a Bi(p;, k), no se
cumple que una trayectoria rectilinea minima que una dos puntos a través
del conjunto de obstéculos C(p;), es una trayectoria éptima para el problema
RMA cuando se usa la distancia d; ( véase la Figura 3.4). Un ejemplo anélogo

puede darse para el caso euclideo.

Desde luego, actuando de forma anédloga a como se ha hecho en el caso
de la norma I, la resolucién de los correspondientes problemas geométricos
(con rombosy circulos como obstéculos) para las métricas l; y Iy, garantiza la
solucién. Actualmente, en la bibliografia no aparece el problema resuelto para
caminos rectilineos y obstaculos generales, por lo que proponemos aqui esta
cuestién como problema abierto. Sin embargo, cabe sefialar que si se considera
una poligonal genérica (no se impone restriccién sobre los segmentos que la
componen), puede aplicarse el método de resolucién propuesto, actuando de
forma analoga para los problemas con métricas [ y [;. En efecto, el método
bésico que se utiliza para obtener caminos de minima longitud entre dos puntos
a través de un conjunto de obsticulos es el siguiente: se construye un grafo
que contiene un vértice por cada vértice extremo de cada poligono-obstaculo
y una arista por cada dos vértices mutuamente visibles. Una vez probado
que dicho grafo contiene un camino éptimo (shortest path preserving graph),
basta aplicar el algoritmo de Dijkstra sobre el grafo para calcular el camino

de menor longitud que evita el conjunto de poligonos. Puesto que el grafo
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% b

Figura 3.5: Obtencién de una poligonal genérica de anticobertura para d;.

2

O

mencionado contiene O(n?) aristas, puede costruirse en tiempo O(n*log(n)) y
espacio O(n?). Este método ha sido utilizado por diversos autores para obtener
la poligonal se minima longitud que conecta dos puntos y evita un conjunto
de poligonos disjuntos. Citaremos los trabajos iniciales en este campo como
el de Sharir y Schorr [81] que propone un algoritmo de tiempo O(n*log(n)) o
el de Asano et al. [4] de tiempo O(n?).

En la Figura 3.4 se observa que un grafo cuyos vértices son los vértices
de los obstaculos no contiene a un camino rectilineo éptimo por lo que el
método denominado shortest path preserving graph no es aplicable. Para el
caso de una poligonal genérica, sin embargo, podemos obtener el grafo men-
cionado independientemente de la forma de los poligonos que se consideran
obstdculos (véase la Figura 3.5). Por tanto, el método puede ser aplicado
tanto para el caso de la norma l,, como de [l;, para lo que se requiere una
transformacién previa del problema a un problema de obsticulos, que como
se ha visto puede llevarse a cabo en tiempo O(n?®) (la obtencién del conjunto

de obstdculos es andloga en ambos casos).

A continuacién, vamos a considerar una medida de distancia que apa-
rece fundamentalmente en problemas de Investigacién Operativa, Estadistica
y otros campos, como es la inducida por la distancia vertical entre dos puntos.
El uso de la distancia vertical de un punto al servicio se centra principalmente
en problemas de aproximacién como los problemas de regresién. En nuestro

contexto, el uso de la distancia vertical viene justificado cuando los puntos p;
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Figura 3.6: Cadena poligonal rectilinea y distancia vertical.

se encuentran distribuidos en pasillos verticales, de forma que el acceso a la

ruta R se realiza en las direcciones (0,1) 6 (0,—1) (Figura 3.6).

Definicién 3.1.3 Dado un punto p; € P y una cadena poligonal rectilinea
R, que une a y b, se define la distancia vertical de p; a R como la distancia

euclidea de p; a su proyeccion vertical sobre R.

dy(pi, R) = min{d(p:,q),q € R, z(q) = z(p:) }.

Haciendo abuso de lenguaje, en lo sucesivo llamaremos distancia a la distancia

vertical y la denotaremos por d(p;, R).

En este caso, el problema RMA puede interpretarse geométricamente
como sigue: dados dos puntos a y b en IR® y un conjunto de segmentos ver-
ticales de longitud 2k situados entre a y b, encontrar una trayectoria rec-
tilinea de minima longitud que conecte a y b y que no intersecte a ningun
segmento. En efecto, si para cada punto p; consideramos el segmento vertical
I, = (y(p:) — k,y(p:) + k), resulta evidente probar el siguiente resultado

Lema 3.1.83 Dada una cadena rectilinea R que conecta a y b, se cumple que

dy(pi,R) > k siysdlosi LNR=14.

Como consecuencia, podemos encontrar una trayectoria éptima sin mas que
buscar el camino rectilineo mas corto que evita el conjunto de segmentos I;,
i=1,...,n. (Figura 3.7).
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Figura 3.7: Reduccién del problema con distancia vertical.

Pudiera ocurrir que dos segmentos con la misma abcisa tuviesen in-
terseccién no vacia, esto es, que existan puntos p;,p; con z(p;) = z(p;) ¥y
d,(pi,p;) < k. Por tanto, para obtener el conjunto de obstaculos disjuntos
necesarios para la aplicacién de algoritmos geométricos, como se hizo para el
caso de I, basta considerar los segmentos resultantes de unir todos los seg-
mentos correspondientes a puntos que verifiquen dicha condicién, a los cuales

llamaremos segmentos mazimales.

Lema 3.1.4 Dados n segmentos verticales en el plano, podemos encontrar el
conjunto de segmentos mazimales disjuntos, obtenidos a partir de los segmen-

tos iniciales, en tiempo O(n).

Demostracién: Dos segmentos verticales I;, I; con interseccién no vacia (esto
es, dy(p;,p;) < k) deben tener la misma abcisa. Por tanto, dados los segmentos
correspondientes a los puntos ordenados lexicogrificamente, debemos obtener

la unién de segmentos verticales trabajando en cada posicién de abcisa.

Para ello, basta poner dos punteros, uno indicando el extremo inferior
del segmento, que iremos cambiando cuando se terminen de hacer las uniones,
y otro referido al extremo superior, que cambiamos cada vez que haya que
unir un segmento (uniremos los segmentos I;, I; cuando I; N I; # 0, esto es,

d,(pi,p;) < k). Como consecuencia, con un proceso incremental a lo largo
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de la ordenacién de los puntos podemos generar el conjunto de segmentos
maximales disjuntos en tiempo O(n). O

Por consiguiente, nos centraremos en resolver el problema para un con-
junto de segmentos verticales disjuntos.

Teorema 3.1.2 Dado un conjunto de segmentos verticales disjuntos cuales-
quiera, podemos encontrar una trayectoria de minima longitud entre dos puntos

a y b que no corta a los segmentos en tiempo 8(nlog(n)).

Demostracion: Haciendo uso del algoritmo de DeRezende et al. [16] para este
caso particular (los segmentos se interpretan como obsticulos rectangulares

degenerados), podemos resolver el problema en tiempo O(nlog(n)).

Para obtener la cota inferior §2(nlog(n)), mostraremos que la orde-
nacién de un conjunto de numeros enteros puede reducirse a una instancia del
problema RMA para la distancia vertical.

Dado un conjunto de enteros {ay,as,...,a,} a ordenar, considerar dos
puntos {a,0) y (b,0) de forma que a¢ < aj,a3,...,8, < b. (@ y b se calculan
en tiempo lineal). Para cada ¢ = 1,2,...,n se considera el segmento vertical
de extremo inferior (z;, —%) y longitud 5 y el segmento vertical de extremo
superior (z; + 3,0) e igual longitud ilustrados en la Figura 3.8.

Al calcular el camino rectilineo mas corto desde a hasta b que no in-
tersecte a los segmentos, obtenemos una trayectoria que ordena el conjunto
de enteros puesto que, al ser x-mondtona, visita los extremos (z;,—2) de los
segmentos en orden creciente. Por tanto, tenemos reducido el problema de la
ordenacién entera a un caso particular de nuestro problema y se tiene la cota

inferior. O

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos el siguiente

teorema:
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Figura 3.8: [lustrando una cota inferior.

Teorema 3.1.3 Podemos resolver el problema RMA con distancia vertical en

tiempo 6(nlog(n)).

3.2 Analisis del problema RMC.

Dada una constante k > 0, se trata de encontrar un camino poligonal rectilineo
R uniendo a y b de minima longitud cuya distancia a los puntos de P esté

acotada por k.

min I(R) s.a.:d(p;,R) <k (RMC)

Una solucién R* de TMC se denomina trayectoria rectilinea minima con co-
bertura sobre P. Si k = 0, diremos que el cobertura es directa y para los

valores k > 0 hablaremos de cobertura indirecta.

Aunque se puede abordar el problema general, trataremos aqui, por
simplicidad en su desarrollo, los dos tipos de cobertura por separado. Asi pues

consideramos los problemas

min I(R) s.a.:d(p;,R)=0 (RMCD)
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b

Figura 3.9: El camino maés corto no es x-monétono.

min {(R) s.a.:d(pi,R)<k,k>0 (RMCI)

3.2.1 Cobertura directa

Dados dos puntos @ y b en IR? y un conjunto P de puntos comprendidos entre
ayb(z(a) <z(p;) < z(b) Vp; € P), el camino rectilineo més corto que pasa
por todos los puntos no posee la propiedad de x-monotonia (Figura 3.9). En
consecuencia, el problema para trayectorias rectilineas generales no es resoluble
usando técnicas de barrido. De hecho, el problema del camino de menor longi-
tud que pasa por todos los puntos de un conjunto de IR?, (TSP geométrico), es
un conocido problema NP duro. Asi pues, proponemos una resolucién del pro-
blema para el caso restringido de caminos rectilineos x-monédtonos ( Trayectoria
Rectilinea Mondtona Minima de Cobertura Directa):

minl(R) s.a.:p; € R, R x-monétono (RMMCD)

Si todos los puntos de P tienen abcisas diferentes, la trayectoria x-
monotona mas corta desde a hasta b que pasa por todos los puntos viene dada
justamente por la ordenacién de la nube, de forma que longitud (de una tra-
yectoria minima) entre cada dos puntos consecutivos viene dada precisamente

por la distancia de Manhatan o d; entre dichos puntos (Figura 3.10 (i)).

Contemplamos entonces la posibilidad de que los puntos pueden com-
partir abcisa. Para los algoritmos que desarrollamos en esta seccidn, la si-
tuacién de los puntos en cada vertical es esencial, por lo que distinguiremos

los casos en funcién de esa situacidon. A continuacion veremos que para buscar
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Figura 3.10: Construccién de un camino minimo. (i) Posicién no degenerada.

(ii) Posicién degenerada.

un camino rectilineo de minima longitud basta considerar un nimero finito,

aunque no polinomial, de trayectorias.

Por una parte, dada una poligonal rectilinea x-mondtona conectando a

con b, R = {&¢71,¢1¢z,.- - . ,CkChi1}, » la longitud viene dada por la suma de las
longitudes de los segmentos que la componen s; = €Cy, S2 = CiC2, ..., Sk+1 =

CkCr+1 ¥ por tanto se obtiene que

k+1 -
HC) =3 Usi)= 3o Usi)+ D2 I(ss)=(z(b) —z(a))+ D  I(s;)
3=0 sjhoriz, sjvert. sjvert.
de tal suerte que el objetivo es minimizar la suma de las longitudes correspon-

dientes a los segmentos verticales de la cadena que denominaremos longitud
vertical, I,(R).

Por otra, sean a = po,p1,..-,Pn,Pns1 = b los puntos ordenados lexi-
cogréficamente (si fuera necesario los renombramos para que asi sea) y sean
ag = Zg, A1, -.. 5 Gm, Gm41 = Tm41 las abcisas distintas de los puntos. Se
observa facilmente que basta buscar un camino minimo entre los que cumplen
la siguiente condicién: la cobertura para los puntos de cada vertical x = a;
se realiza entrando por el punto de menor ordenada y saliendo por el punto
de mayor ordenada o al contrario (véase la Figura 3.10 (ii)). El ndmero de

caminos x-mondtonos posibles que verifican esa condicidon es 2™, por lo que
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Figura 3.11: Obtencién de los puntos z; y Z;.

el método combinatorio no puede usarse. Haremos uso, sin embargo, de un
método basado en la técnica de programacidn dindmica introducida por Bell-

man [5] (véase [14] para una exposicién reciente).

Dados dos puntos p;, p;, ¢ < j, sabemos que el camino de longitud
minima desde p; hasta p; posee longitud vertical I,(R) = |y(p;)—y(p;)|. Puesto
que debemos minimizar la suma total de longitudes verticales, es suficiente
hacer énfasis en la posicién de ordenada (altura) del camino para cada posicién
de j =1,...,m. De esta forma, dado j = 1,2,...,m se definen los siguientes

pardmetros (ver Figura 3.11):

I; = {p; € P, z(p:) = a;}

to=th=a

t; = (a;,min {y(p:), pi € I;}), t; = (aj, méx {y(p), p: € I;})
zj = (a;,y(tj-1)), % = (a;,y(-1))

Nuestro objetivo es obtener una férmula de recurrencia que calcule la
longitud de camino mas corto desde una posicién z hasta el final b, visitando
todos los puntos a la derecha de z. Puesto que, segun se ha observado, basta
considerar caminos que entren y salgan por los puntos de mayor y menor
ordenada de cada vertical, para calcular la longitud vertical minima de un

camino rectilineo que pasa por todos los puntos basta tener en consideracién
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los parametros anteriores. Por simplicidad en las expresiones, s6lo considera-
remos la suma de las longitudes invertidas en movimientos verticales, pues,
como sabemos, la suma de las longitudes de los segmentos horizontales estd
determinada. Por tanto, continuar a partir de la posicién t;(Z;) es equivalente
a continuar a partir del punto z;41(Z;51) (Figura 3.11).

Para cada j = 1,2,...,m consideramos la funcién f; : {2;,%} — R*
donde f7(2) es la longitud vertical de un camino rectilineo minimo desde el
punto z hasta b visitando todos los puntos de I, I;41,...,Im. Se cumple la

siguiente propiedad:

Lema 3.2.1 Para z € {z;_1,%Z;21} se tiene que

1. Siy(z) 2 y(Eio1), fia(2) = ((2) —y(Ei-1)) + (¥ (E-1) —y(t-1)) + f7 (2:)
2. Siy(z) Sy(ti1), fi1(2) = (W(ti-1) —y(2)+ (¥(Ei-1) —y(t-1)) + f (%)

3. Siy(tia) <y(z) <y(tior), fia(2) =min{(y(t-1))—y(2)) +(¥(¥-1) -
y(ti-1)) + £ (23, (y(2) — y(ti-1)) + ((E-1) — y(t5-1)) + f5 (%)}

Demostracion: El caso 1y 2 son andlogos y el caso 3 es evidente (ver Figura

3.11), por lo que basta demostrar la férmula de 1.

Supongamos y(z) > y(f;—1) y estamos en la situacién de la Figura 3.12.
Entonces se cumple fr,(z) = min{a,f}, donde a = (y(z) — y(%;-1))) +
(y(G=0) —y(ti-)) + £7(23) y B = (y(2) —y(ti-1)) + (y(£2) —y(ti-1)) + £5 ().

Por otra parte, se tiene que f7(z;) < y(z;) — y(2;) + f; (%) y por tanto,
a < (y(2) = y(E-1)) + (W(Eion) — y(tiza) + ¥(%) — y(2) + F5(Z) = (y(2) -
y(ti-1))+y(Z) —y(2)+ f;(F) = (y(2)~y(ti-1))+ (w(Eim) —y(ti-1))+ £ (F) =

B de donde se tiene el resultado. O

Como consecuencia del lema anterior, la longitud minima de un camino
rectilineo de cobertura directa desde una posicién en I;_; involucra la longitud

del camino a partir de una posicién en el siguiente conjunto I; y, por tanto,
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Figura 3.12: Caso y(z) > y(f;-1) en el lema 3.2.1.

podemos usar programacién dindmica. A saber, definiendo f;,,,(z) = |y(2) —
y(b)] para z = zm41 ¥ Zmi1, podemos calcular recursivamente los valores de

% *

> fr _1y.-.s fo, fT v obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.2.2 La longitud de un camino rectilineo z-mondtono minimo desde

a hasta b que visita todos los puntos de la nube P, viene dado por I*(a,b) =

f1(z1) + (2(b) — 2(a)).

Lema 3.2.3 I*(a,b) se obtiene en tiempo y espacio lineal cuando los puntos

de la nube P estdn ordenados.

Demostracidn: Si llamamos T(f}) al tiempo invertido en calcular f7(z;) y
f;(Z5), se tiene la ecuacién de recurrencia T(f;_,) = T(f;) + O(1) mediante
uso de los lemas 3.2.1 y 3.2.2, de donde deducimos que T'(f;) = O(m).

Por su parte, en cada paso, necesitamos almacenar los valores t;, %;, z;,
Z; en cada vertical I; asi como las cantidades f} en el recorrido inverso. Por

tanto, se requiere espacio lineal. ]

Teorema 3.2.1 El problema (RMMCD) se resuelve en tiempo O(nlog(n)) y
espacio O(n).
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Demostracion: Se obtiene como consecuencia directa de los resultados ante-

riores ejecutando el siguiente algoritmo:

ALGORITMO RMMCD

Entrada: P = {p1,p2,-.-,Pn}, @, b.

Salida: {*(a,b) y la lista de orden de visita desde a hasta b.

1. Ordenar P, llamar ap = z(a),a1,...,am,am+1 = z(b) a las diferentes

abcisas, to =0 = @ ¥ tmy1 = lms1 = .
2. Para j =1,2,...,m + 1 calcular I,t;,1;,2;,%;.

3. Hacer f1’:z+1(zm+l) = ly(zm+1) - y(tm+1)| y f;;+1(m) = Iy(m) -
y(tm+1)l

4, Paraj=m,m—1,...,2,1
(a) Obtener f7(z;) usando el lema 3.2.1 y guardar la lista de orden de
visita de z; a b.
(b) Obtener f;(%;) usando el lema 3.2.1 y guardar la lista de orden de

visita de Zj a b.

5. Salir con I*(a,b) = f;(#1) + (@m+1 — ao) y la lista de orden de visita de

zlab.

3.2.2 Cobertura indirecta

Al igual que en la seccién anterior, el objetivo es minimizar la suma de las lon-
gitudes de los segmentos de la cadena, pero ahora impondremos una restriccién

de cobertura.
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Figura 3.13: Transformacién del problema RMCI para el caso dw.

Definicién 3.2.1 Diremos que la nube P esta k-cubierta por R o que R tiene
cobertura de orden k sobre P, si la distancia de los puntos de P a R esta

acotada por la cantidad positiva fijada k.

El problema que se plantea (Trayectoria Rectilinea Minima con Cobertura

Indirecta) se formula como sigue:
min I/(R) s.a.:d(p;,R)<k, k>0 (RMCI)

Puede mostrarse con un ejemplo analogo al caso de cobertura directa que,
la trayectoria rectilinea minima con cobertura indirecta no es, en general,
x-monétona. Nosotros plantearemos la cuestiéon para el caso de caminos x-
mondtonos y, como consecuencia, el objetivo sera minimizar la longitud vertical
de la cadena R, esto es, la suma de las longitudes de los segmentos verticales.

minl(R) s.a.:d(pi,R) <k, R x-mondtono (RMMCI)

Si queremos resolver el problema RMMCI con una distancia dada d,
definida entre punto y camino, bueno serd considerar la transformacién del
problema haciendo uso de la bola unidad (para cada punto) determinada por
la correspondiente distancia. En este caso, aparecerda un problema de ca-
mino mondtono que debe intersecar a un conjunto de obstaculos situados entre
dos puntos. En el caso de la distancia d., definida anteriormente, aparecen
obstéculos de tipo cuadrado (Figura 3.13). Si suponemos que los puntos tienen
distinta coordenada z y ademds, se cumple |z(p;) — z(pi+1)| > 2k, Vp; € P,
podemos resolver facilmente el problema en tiempo lineal sin mas que aplicar
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Figura 3.14: Un algoritmo incremental sobre las abcisas no resuelve el pro-

blema.

un algoritmo incremental sobre la ordenacién de las abcisas (desde cada po-
sicién se accede al cuadrado siguiente con la menor longitud vertical posible)
'(obsérvese la Figura 3.13). Sin embargo, en general, esta técnica no resuelve el
problema pues como se observa en la Figura 3.14, el orden de cobertura de un
camino éptimo puede no coincidir con la ordenacién lexicografica de la nube.

Asimismo, si se consideran otras distancias aparecen diversos problemas
geométricos con un mismo enunciado: encontrar el camino minimo que toca a

un conjunto de objetos en el plano, que no estdn resueltos.

Aquf resolveremos el problema para el caso de la distancia vertical d,
definida anteriormente. La interpretacién geométrica del problema es quizas
mas interesante que la de camino de cobertura: dado un conjunto de segmentos
verticales en el plano (ventanas), se trata de encontrar un camino mondétono
de longitud minima que conectando un origen y un destino pase por todas las
ventanas (Figura 3.15).

En este caso, veremos que una trayectoria éptima posee propiedades
que permiten resolver el problema usando métodos cldsicos como barrido y
programacién dindmica. En efecto, probaremos que la longitud de un camino
6ptimo desde una posicién puede expresarse en funcion del camino éptimo

desde la posicién siguiente, por lo que la programacion dindmica es aplicable.

Supongamos en primer lugar que los puntos estan en “posicién general”,
esto es, todos tienen distinta coordenada z. En este caso, denotando por
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Figura 3.15: Transformacién del problema con distancia vertical.

y(p), y(p2), - - ., y(pn) a las ordenadas de los puntos, podemos transformar el
problema en una cuestién de trayectoria mas corta a través de obstaculos en
un sentido contrario a como se hizo para los problemas de anticobertura. Esto
es, considerando como obstéculos entre a y b las semirrectas (y(p;) + k,00) y
(—o0,y(p;)—k) paracadat = 1,2,...,n (Figura 3.15). Justamente obtenemos
un caso particular del problema resuelto por deRezende et al. [16], por lo que

podemos aplicar su algoritmo para resolver el problema en tiempo O(nlog(n)).

Para el caso degenerado, esto es, si admitimos la existencia de puntos
con la misma coordenada z, consideraremos los siguientes casos: en primer
lugar, supongamos que los puntos sobre una misma vertical no estan alejados
entre si mas de 2k. Dada la nube ordenada lexicograficamente, consideremos
los conjuntos I; y los puntos t;,%;, j = 1,2,...,m definidos en la seccién
anterior, y supongamos que se cumple y(t;) —y(t;) < 2k para todos los valores
de j. En esta situacién podemos igualmente resolver el problema tomando
para cada j, las semirrectas (y(¢;) + k,00) y (—o0,y(tj) — k) como barreras
y aplicar el algoritmo de deRezende et al. [16], ya que una solucién para el

problema de las barreras es solucién a nuestro problema.
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oy(t;)
y(t;) — k
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y(t;) + i
*y(t;)

Figura 3.16: Problema de decision.

Finalmente, si consideramos una posicién arbitraria de los puntos, po-
demos observar que en el caso de puntos en una vertical que estén “alejados”
mas de 2k aparece un problema de decisién para el que el método anterior
no es valido. Consideremos el caso de la Figura 3.16; para trazar un camino
de cobertura desde z hasta b de minima longitud tenemos dos opciones: acu-
dir primero alpunto y(Z;) — k, después a y(t;) + k y seguir adelante o, tomar
el camino inverso. Por tanto, tenemos una situacién andloga al problema
(RMMCD) y actuaremos de forma parecida.

Sean, para j = 1,2,...,m, los conjuntos I; y los puntos ¢;, ¢; defi-
nidos en la seccién anterior. Considerar ademds, los puntos (a;,y(t;) + k) y
(a5,y(;) — k).

Definicién 3.2.2 Diremos que un punto z con abcisa a; es una posicion que
cubre a I; si se cumple d,(z,p;) < k, Vp; € I; (o sea, si |y(z) —y(t;)| < ky
ly(2) — y(E)| < k).

Definicién 3.2.3 Dada una posicién z con z(z) = a;, definimos sucesores de

z (Figura 3.17) a las posiciones en la recta vertical z = a; siguientes:

1. Si ly(%;) — y(t;)| > 2k, posiciones (a;41,y(t;) + k) ¥ (aj41,3(%5) — k).

2. Si |y(t;) — y(4)] < 2k
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Figura 3.17: Obtencidén de sucesores.

(a) Si z cubre a I, posicion (a;41,y(2)).
(b) Si z no cubre a I;
i, S| y(2)- (W(EH)—) <] y(z)—(y(t;)+) |, posicién (ass1, y(5)—

ii. En caso contrario, posicién (a;41,y(t;) + k).

Obsérvese que cada posicion z en una vertical £ = a; posee a lo mas
dos sucesores en la recta vertical siguiente (véase Figura 3.17); adem4s, dadas
dos posiciones distintas en la recta £ = a;, el conjunto compuesto por los

sucesores de ambos tiene a lo mas dos elementos que denominaremos z;41 y

Ziv1 (y(2j+1) < y(ZJ_+T))

Definicién 3.2.4 Dado z; = z7 = (z1,y(a)), definimos €l conjunto de suce-
sores de z; como S={23,%3, 23,23, - - y Zm, Zm, Zm+1, Zmi1}, donde {z;,%;} es el

conjunto de sucesores de {z;-1,Z;=1},J = 2,3,...,m+ 1.
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Lema 3.2.4 Dados a,p,,...,p.,b ordenados lezicogrdficamente, y 2y la po-
sicidn definida anteriormente, se puede determinar el conjunto S en tiempo y

espacio lineal.

Demostracidn: Se obtiene directamente de las definiciones anteriores mediante

un proceso incremental sobre las abcisas a;, y = 1,...,m. (]

Vamos a mostrar a continuacién cémo la longitud de un camino minimo
desde una posicién z en z = a; involucra la longitud de un camino minimo
desde una posicién en z = a;41, lo que nos permitird usar un procedimiento
de programacién dindmica. La situacién es similar a la planteada para el

problema (RMMCD) y la actuacién sera analoga.

Definicién 3.2.5 Para j = 1,2,...,m definimos las funciones f} : {2;,%} —
IR* donde f}(z) es la longitud minima de un camino rectilineo que conecta la
posicién z con b que cubre todos los puntos de I}, Jj41,.. ., In y 6} : {2,755} —
IR* donde g}(z) es el recorrido minimo sobre la recta vertical z = a; que par-

tiendo de z cubre los puntos de I;.

Lema 3.2.5 Dado z € {z;,%;}, y j=m,m—1,...,2,1 se tiene que:

1. Si (y(T;) — y(t;)) < 2k (z tiene un solo sucesor 2'), entonces f;(z)
9;('2) + ff+1(2,)-
2. Si (y(t;) — y(t;)) > 2k (z tiene dos sucesores zj41 < Zj31), entonces

f;(2) = min{|y(z) = (v(%;) — k)| + M; + f7(z541), [y(2) — (3(t;) + )| +
M; + £ (Zn)} donde M; = (y(2;) — k) — (y(45) + &)

Demostracion: Analoga al Lema 3.2.1. 0

Como consecuencia del lema y definiendo los valores f . (zm41) =
ly(zm+1) —y(B)| ¥ frns1(Zma1) = |¥(Zms1) — y(b)|, podemos calcular recursiva-
mente los valores de f, fx_1,..., f5, fi y tenemos, al igual que en la seccién

anterior los resultados siguientes:
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Lema 3.2.6 La longitud minimae de un camino rectilineo de cobertura que
conecta a con b viene dada por I*(a,b) = f;(z1) + (z(b) — z(a)).

Lema 3.2.7 [*(a,b) se puede obtener en tiempo y espacio lineal cuando los

puntos de la nube P estdn ordenados.

Demostracion: Si denominamos T'(f}) al tiempo de cdlculo necesario para
obtener f¥(z;) y f7(Z;), podemos establecer la ecuacién de recurrencia T'(f}) =
T(f*1) + O(1) por lo que T(f;) = O(m). Por su parte, debemos almacenar
desde j = 1 hasta j = m+1 las posiciones y(t;), y(%;), y(t;) + k, y(t;) — k, 2;,
Z; asi como los valores de las funciones f7 en el recorrido inverso. Por tanto,

obtenemos espacio lineal. 0

Como consecuencia de los resultados anteriores, tenemos el teorema

siguiente:

Teorema 3.2.2 El problema (RMMCI) se resuelve en tiempo O(nlog(n)) y
espacio O(n).

Demostracion: Basta aplicar el algoritmo descrito a continuacién:

ALGORITMO RMMCI

Entrada: P = {p1,p2,.--,Pn}, @, b.

Salida: {*(a,b) y la lista de orden de visita desde a hasta b.

1. Ordenar P, llamar ap = z(a),a1,...,8m,am41 = z(b) a las diferentes

abcisas y hacer z; = z7 = (a1, y(a)).

2. Para j =1,2,...,m+1 calcular I;,t;,%;,2;,%;, tm41 = tms1 = b.

3. Hacer f5,1(zm41) = ly(zm+1) — y(O) y fr1(Fnr1) = ly(Zms1) — w(b)].
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4, Paraj=mym-—1,...,2,1

(a) Obtener f7(z;) usando el lema 3.2.5 y guardar la lista de orden de

visita de z; a b.

(b) Obtener f;(z;) usando el lema 3.2.5 y guardar la lista de orden de

visita de Zj a b.

5. Salir con I*(a,b) = f7(21)+(@m+1—ao) y la lista de orden de visita desde

z1 ab.

3.3 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se han resuelto problemas de localizacién éptima de caminos
rectilineos cuya funcién objetivo ha sido la longitud y la restriccién involucra
las distancias entre la trayectoria y los puntos de la nube que ésta atraviesa.
Imponiendo en la restriccién cotas inferiores o superiores sobre la distancia,
aparecen dos problemas que, aunque cercanos en su formulacién, son esencial-
mente distintos. De hecho, se ha visto cémo en el primer caso, una técnica
adecuada para resolver el problema es la transformacién a un problema de
caminos rectilineos que evitan un conjunto de determinados obstaculos. La
transformacién se basa en la consideracién de la bola unidad (correspondiente
a la distancia de trabajo) centrada en cada punto p; cuya interaccién con el

camino R quiere contemplarse.

El segundo problema planteado (camino rectilineo de cobertura) posee
mayor complejidad. De hecho, se ha mostrado cémo el camino éptimo no posee
la propiedad de x-monotonia en general y, por tanto, no podemos aplicar las
técnicas propias que aprovechan dicha propiedad. De hecho, el problema de
encontrar un camino rectilineo de minima longitud y que pase por todos los
puntos (cobertura directa) es NP-duro [35]. Sin embargo, aqui se ha resuelto el
problema para un caso particular: se ha supuesto el camino x-monétono y se ha
considerado la distancia vertical entre punto y trayectoria. Cabe destacar que
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en los algoritmos propuestos para estos problemas restringidos, la complejidad
es lineal si consideramos la ordenacién de los puntos como prepocesado. Este

es debido a que se basan en el uso de barrido y programacién dinamica.

En el desarrollo del capitulo, se han expuesto los distintos problemas
conforme han ido apareciendo de forma natural al imponer una u otra res-
triccién o al considerar una u otra distancia. La idea central que subyace en la
resolucién de los problemas aqui tratados es la de interpretarlos como cuestio-
nes geométricas. En este sentido, cabe observar que el método usado no exige
que los entornos centrados en los puntos p; (cuadrados, segmentos) sean del
mismo tamafio, por lo que el caso ponderado queda igualmente resuelto. Por
otra parte, el procedimiento desarrollado para el problema RMA es aplicable
igualmente si se consideran poligonales genéricas, puesto que en la bliografia
existen multiples algoritmos que obtienen, de forma eficiente, caminos poli-
gonales de minima longitud evitando un conjunto de obstaculos (véanse los
trabajos de Lee y Preparata [51] y Mitchell y Papadimitriou [63]). Sin em-
bargo, los problemas que provienen de considerar la distancia /; o euclidea no
han sido resueltos con el mismo procedimiento puesto que los correspondien-
tes problemas geométricos no lo estan. Estas cuestiones quedaran aqui como

problemas abiertos.

Consideramos finalmente, que lo que aparece en este capitulo no es mas
que una muestra de un estudio de problemas de caminos rectilineos de minima
longitud en el plano planteados desde la 6ptima de la Localizacién de Servicios
y que pueden resolverse de forma eficiente con técnicas usuales en la disciplina
de Geometria Computacional.



Capitulo 4

El problema minimax para

trayectorias rectilineas

En este capitulo se plantea la localizacién éptima de caminos rectilineos (or-
togonales) usando otro criterio distinto al de minima longitud. Uno de los
criterios més usados en teoria de localizacién es el minimaz. Plantearemos

aqui el problema minimax correspondiente.

Asi pues, se trata de encontrar una trayectoria rectilinea que atraviese
una nube de puntos de forma que, la mixima distancia que tome sobre los
puntos sea minimizada. Usualmente, como se pudo apreciar en el capitulo
2, al servicio 6ptimo que proviene de considerar el criterio minimax, se le
denomina “servicio centro”. Por extensién, llamaremos trayectoria centro a
una solucién del problema general que va a plantearse. La formulacién de
dicho problema es la siguiente: sea P = {p;,: = 1,2,...,n} un conjunto de
puntos en IR? y X(P) el rango de abcisas de P. Denotaremos por Rp al
conjunto de trayectorias rectilineas que atraviesan la nube P, esto es, R € Rp
si para todo p € P existe un punto ¢ € R que cumple z(q) = z(p). El

problema se expresa entonces
min max d(p;, R).
ReRyp picP (pn )

Definicién 4.0.1 La ezcentricidad de una trayectoria R € Rp, es la maxima

75
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de las distancias de los'puntos a la trayectoria:

e(R) = méx d(p;, R)

Haciendo uso de la deficién anterior, el problema quedaria

min e(R).
ReRp

Si no imponemos restricciones sobre la trayectoria, la solucién esta dada por
una poligonal que pase por todos los puntos de la nube. Por tanto, considera-
remos rectricciones sobre dos factores que son generalmente utilizados para la
construccién de caminos: el numero de codos y la longitud. Como distancia
de punto a trayectoria se usard la distancia vertical definida en el capitulo
anterior, por lo que los problemas que vamos a plantear pueden incluirse en el
contexto de ajuste de una poligonal R a una nube de puntos P = {p1,...,pn}
en el sentido de Chebichev, esto es, el error considerado en la aproximacién
es £ = méxi<i<n dy(pi, R). Puesto que, tanto en este capitulo como en el si-
guiente, trabajaremos con la distancia vertical de punto a poligonal, haremos
en lo que sigue abuso de lenguaje y llamaremos distancia a distancia vertical

denotando d por d,.

Existen interesantes trabajos que abordan problemas de tipo minimax
en el contexto de aprozimacion de funciones o aprorimacion de poligonales
complejas por otras mds simples, pero siempre la poligonal buscada es no
rectilinea (ver [45] y [40] entre otros). Trataremos este tipo de poligonales mas
generales en el siguiente capitulo y consideraremos en éste los problemas para

trayectorias rectilineas usando los factores de restriccién ya mencionados.

4.1 Restriccidon en el nimero de codos

4.1.1 Formulacién del problema

Dada una trayectoria rectilineal R € Rp, sea | R | el niimero de dngulos rectos

o codos de Ry c la cota para el nimero de codos. El problema (trayectoria
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rectilinea centro con restriccion en el nimero de codns) consiste en minimizar
méx d(p;,R) sa.:|RI|L( (RCC)
pi€P

o bien, usando el concepto de excentricidad definido

min e(R) s.a.:|R|LC.
ReRp

Dado que un segmento no extremo de la trayectoria posee dos codos, uno a
cada lado, y teniendo en cuenta que cada trayectoria puede empezar y terminar

con segmentos horizontales o verticales, se cumple que:
| R|<2h(R) <|R|+2
siendo h(R) el nimero de segmentos horizontales de R.

Primero, consideramos el caso de trayectorias que empiecen y terminen
con segmentos horizontales, en cuyo caso | R |= 2h(R) — 2 y el problema sera

formulado entonces

min e(R) s.a.: h(R) <

A continuacién, extenderemos el problema permitiendo un ndmero impar de
codos. Ademads, si la trayectoria se restringe en sus extremos por segmentos
verticales o puntos, aparecen variantes del problema libre. Para el primer caso,
denominamos I, = [y(a),y(a")] y Is = [y(b),y(¥)] los intervalos de entrada y
salida, situados fuera del rango X (P), esto es, si z(a) y z(b) son las abcisas
de los segmentos I. y I, entonces, z(a) < z(p;) < z(b) para i =1,...,n. Si
denotamos por Rp(I, I,) el subconjunto de trayectorias de Rp que empiezan
y acaban en puntos de los segmentos de la restriccion, respectivamente, el
problema restringido a intervalos puede formularse como

e(R) sa.:|R|<LC.

min
RGRP(IC,I,)

En segundo lugar, los intervalos pueden ser degenerados a los puntos O y D
(origen y destino respectivamente) y entonces, el problema restringido a puntos

consiste en

e(R) sa.:|R|LC (RCCR).

min
ReRp(0,D)
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Noétese que la formulacién original resulta como “limite” de la formulacién
del problema restringido a intervalos cuando y(a),y(d) — +o0,y(a’),y(d') —
—o0. Sin embargo, resolveremos los problemas restringidos usando el método

propuesto para el correspondiente libre.

4.1.2 Propiedades de soluciones éptimas

Para el caso | R | par, una solucién es una coleccién s; 83 8285 ... Si_y Sk de
segmentos horizontales s; y verticales s;. Puesto que es suficiente determinar
los segmentos horizontales s;; 5 = 1,2,...,k, identificaremos una trayectoria

rectilinea por sus segmentos horizontales.

Cada segmento horizontal s; estd determinado por un par (g;, ;) siendo

g; €l punto del segmento con menor abcisa y [; su longitud. Asi, tendremos
x(qj+1) = :c(qj) + lj; j=12,...,k—1.

Definicién 4.1.1 Dada una trayectoria rectilinea R € Rp determinada por
los segmentos horizontales s sz ... s¢, definimos el conjunto de asignacion del
segmento s;, A(s;), como el conjunto de puntos de P que toman la distancia a
R sobre el segmento s;. Formalmente, diremos que p € P es un punto de A(s;)
si, bien 2(g;) < z(p) < z(gj+1), bien z(p) = z(g;), y(p) ¢ I(y(gi-1),y(a;)) ¥
d(p, s;) < d(p, sj-1), o bien z(p) = z(g;+1), y(p) & 1(y(4;),¥(gi+1)) y d(p, s;) <
d(p,sj+1) donde 7 = 2,... k—1 (Figura 4.1). Para los segmentos extremos, s;

y 8x la formalizacién del concepto es analoga .

Obsérvese que para los puntos p € P tal que p ¢ Ule A(s;) cumplen
d(p,s:) = 0 para algin segmento vertical s; de R (esto es, estan en algin
segmento vertical). Asi pues, un punto p estd en un segmento vertical de la
trayectoria y no pertenece a ningun conjunto de asignacidn, o estd contenido

en A(s;) donde s; es el segmento horizontal mas cercano cumpliendo z(g;) <

z(p) < z(gj+1)-

Definicién 4.1.2 Dada R € Rp, decimos que un segmento horizontal de R,
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; [
g9i+1 i1

q; . S;

« p € Asj)

Figura 4.1: Conjuntos de asignacion.

s es segmento-centro respecto a un conjunto A si se cumple que
axd = 2maxd(p, s
méx d(p, q) = 2méx d(p, s)

‘donde d(p, s) es la distancia vertical de punto a segmento.

Proposicién 4.1.1 FEziste una trayectoria solucidn cuyos segmentos horizon-

tales son segmentos-centro respecto de sus puntos asociados.

Demostracion: Sea R* una solucién de segmentos horizontales s s3 ... si_;

s%, O sea:

e(R) = oin e(R), ¢(R*)<c

Si tomamos s* € {s},s5,...,s5} de forma que e(s*) = e(R*), se tiene que
e(R*) = max,,ca(s+)d(pi, s*). Sis* no es el segmento centro de A(s*), llamando

d = méx,, 5,ca(s) d(pi,p;), se cumple que e(s*) > 5 y, por tanto, e(R*) > g

Sea s* el segmento centro de A(s*) (se tiene e(s}) = £ < e(s*) = ¢(R*))
y R la trayectoria resultante de sustituir en R*, s* por s}, para todo s* € R*

que verifique e(s*) = e(R*).

Es facil deducir que e(R?) < e(R*), dado que, si existe, en el peor caso,
un punto p en una vertical adyacente a algin segmento s* (e(s*) = e(R*)) que
cumple d(p, R*) = 0 y d(p, R%) > 0, se tiene que d(p, R}) < % al estar p en el
conjunto A(s*) y, por tanto, no se aumenta el valor de e(R*) = £ (véase la

Figura 4.2 ).
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Figura 4.2: Segmentos horizontales centro.

Como consecuencia, podemos encontrar una trayectoria con menor ex-
centricidad que R* y eso contradice que R* sea solucién. Se concluye, que s*
debe ser el segmento centro. Finalmente, sustituyendo los restantes segmentos
horizontales s de R verificando e(s) < e(R*) por los segmentos-centro respec-
tivos, la excentricidad total de la trayectoria no se altera. Por tanto, siempre
podemos considerar una solucién R, = s;3;...5sk, donde s; es el segmento
centro de A(s;). O

Proposicién 4.1.2 Siempre eziste una solucion R* que tiene situado cada

segmento vertical sobre la abcisa de algin punto de la nube.

Demostracion: Sea R la trayectoria considerada en la proposicién 4.1.1. Su-
pongamos que existe un segmento vertical v de la trayectoria cuya abcisa
z(v) # z(p;) para todo p; € P segin ilustra la Figura 4.3. Sean k, A’ los seg-
mentos horizontales adyacentes a v. Se tiene entonces que, para todo p € A(h)
se tiene z(p) < z(v) y, para todo ¢ € A(h') es z(q) > z(v).

Sea ¢1 € A(R') tal que z(q:) < z(q') V¢' € A(R') y v* el segmento
vertical con abcisa z(v*) = z(q1) (ver Figura 4.3).

La nueva trayectoria R* que se obtiene desplazando horizontalmente v
hasta v* cumple e(R*) = e(R) y ¢(R*) =| R |< ¢ y, por tanto, también es

solucién. O

Como consecuencia directa de las proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 se tiene el

teorema siguiente:
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Figura 4.3: Situacién de los segmentos verticales.

Teorema 4.1.1 Eriste una solucidn al problema de la trayectoria rectilinea
centro con restriccion el nimero de codos (RCC) que consta de segmentos
horizontales centro y segmentos verticales situados sobre la abcisa de algin

punto de la nube.

4.1.3 Bisqueda de soluciones

Los resultados obtenidos en la seccién anterior indican que podemos centrar
la bisqueda de soluciones sobre trayectorias que verifiquen las condiciones del
teorema 4.1.1. En esta seccién cuantificaremos el numero de trayectorias que
se encuentran en esa situacién. Para ello, comenzaremos denotando por Rp el
subconjunto de trayectorias de Rp para las que las abcisas de los segmentos
verticales coincide con la abcisa de algin punto de P. Sea ademds, Rp(k) el

subconjunto de Rp con k segmentos horizontales.

Si tenemos n puntos de demanda, existen a lo mas ( 1:1() posibilidades
para la eleccién de k — 1 segmentos verticales. Para cada una de esas configu-
raciones, los segmentos horizontales(centro) pueden ser calculados después de
determinar los correspondientes conjuntos de asignacion. Por tanto, actuando
con fuerza bruta, la consideracién de todas las posibles situaciones de k seg-
mentos verticales y los correspondientes conjuntos de asignacion entre cada
dos verticales nos llevard a encontrar una solucién a nuestro problema. Nos
centramos entonces en la obtencién de conjuntos de asignacién para trayecto-

rias del conjunto Rp. Mientras que los puntos cuyas abcisas estdn situadas
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en el interior de algin intervalo determinado por dos segmentos verticales ad-
yacentes seran automaticamente asignados a dicho intervalo, los puntos que
pertenezcan a las lineas verticales pueden ser asignados bien a la izquierda o
bien a la derecha, o incluso pertenecer al correspondiente segmento vertical.

A continuacidn, analizamos las distintas asignaciones que pueden ser
consideradas para una configuracién de abcisas dadaC = {z},...,z}_,}. Para
cada banda vertical determinada por {z}_,, :r;} , consideremos los conjuntos de
asignacién correspondientes al interior de la banda, A; = {p € P : z(p) < z}},
Ai={peP:zi_<z(p)<zj}y A={p€P:z;,_, <z(p)}

A la hora de afiadir puntos situados en las verticales adyacentes a A;

haremos algunas consideraciones. Primero, que los puntos situados en la ver-
» 4
tical que delimitan los conjuntos A; y A;4+1 que tienen ordenadas en el rango
de las ordenadas de los puntos de A; U.A;,1, serdn asignados al conjunto A4; o
A; 1 con segmento centro mas cercano. Por otra parte, los puntos que no cum-
7+ ’

plan la condicidén anterior seran agrupados como sigue. Para una configuracion

dada {z},...,z}_,} (Figura 4.4) se consideran los conjuntos

Wi = {peP:a(p) =z eylp) <y(@) VPE€AUAn}
Wi = {peP: z(p) =z ey(p) > y(F) VD€ AUAn}

Cabe observar que la asignacion de los puntos de cada uno de estos
conjuntos puede hacerse a la misma banda, debido a que el punto mas lejano
a A; U A;;1 en cada conjunto determina la excentricidad global. Ademads, no
es necesario considerar todas las posibilidades pues cada conjunto W; debe ser
asignado a la banda de la izquierda o la banda de la derecha, pero légicamente

no a las dos.

Definicién 4.1.3 Dada una configuracién de abcisas C, llamamos asignacio-
nes globales compatibles a aquellas para las que los conjuntos Wf y W; han

sido asignados a una y sdlo a una banda adyacente.

Proposicién 4.1.3 El nimero de asignaciones globales compatibles para una

configuracion dada es a lo mds 281,
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+ +
W; Wi, =0
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[
[ ] ®
[ ] [
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'AJ Zj+1 3
Wi T Win
Z; Tit1

Figura 4.4: Asignacién de los puntos en una vertical.

Demostracion: Para la primera banda {z;,z,} hay cuatro posibilidades de-
pendiendo de que cada uno o ambos conjuntos Wi, W[ se asignen a A
Para la segunda banda, la decisién tomada en la primera va a determinar los
conjuntos W pertenecientes a la primera linea vertical que se afiadan a A,
pero hay también cuatro posibilidades para asignar los conjuntos de la segunda
vertical. Asf pues, para cada banda tenemos 2? posibilidades que correspon-
den a la asignacién de la vertical a su derecha y por tanto, el nimero total es
22(k=1) Sin embargo, en el cémputo se han repetido algunas asignaciones. De
hecho, cuando ambos conjuntos Wj+ y Wi van al mismo lado (pongamos a la
izquierda), existe otra configuracién de abcisas para la que el conjunto de pun-
tos interiores a la banda correspondiente es A; U W} UW; . Esta configuracién
tiene los mismos elementos excepto que z’; ha sido sustituido por la siguiente

abcisa. Por tanto, basta considerar 2¥~! asignaciones globales compatibles. O

Baséndonos en los resultados obtenidos anteriormente, proponemos un
algoritmo que construye una solucién del problema RCC para el caso par
en la cota, que pasa por considerar todas las posibles configuraciones y sus

correspondientes conjuntos de asignacion.

Es necesario observar que puede haber infinitas soluciones ya que, los
segmentos horizontales que no proporcionan la excentricidad de la trayecto-
ria pueden desplazarse infinitésimamente en direcccién vertical de forma que

posee un rango de posibles valores. Asimismo, una pequefia traslacion de los
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segmentos verticales no afecta a la excentricidad total de la trayectoria. Aqui
se trata la localizacién de una solucién 6ptima. Cualquier otra solucién en
las condiciones del teorema 4.1.1 puede encontrarse a partir de ésta y de las

consideraciones anteriores.

ALGORITMO RCC

Entrada: P= {p;,1=1,...,n} y la cota par del mimero de codos | R |= ¢

Salida: La excentricidad de una trayectoria solucion.

1. Sea k = 5'—2’*—2 y ordenar lexicograficamente la nube P.

2. Paracadau=1,2,..., ( X " . ), obtener todas las configuraciones C,, =
{244, T%_1.}, que contienen k — 1 elementos tomados de las abcisas

de los puntos de P.

3. Para cada configuracién C, obtener los conjuntos de asignacién corres-

pondientes a los puntos del interior de cada banda, {A; 4, Az, ..., Axy}.

4. Para cada configuracién C, determinar todas las asignaciones globales

compatibles afiadiendo los puntos sobre verticales

k-1
{AT AL ALY T =1,2,0., 2570

5. Para cada configuracién C, = {z},,...,74_1.} ycadar=1,2,...,2k!

construir la poligonal R que esta formada por segmentos horizontales

S5, que son segmentos centro correspondientes a los conjuntos A;u, J=

1,2,...,k, y que tienen puntos extremos con abcisas

rréig{x(p)} y z3,, para el extremo izquierdo;
4

Ti_ 1, Y Tiy paraj =2,...,k—1;

Th 1. Y rppeéj;({z(p)} para el extremo derecho.
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6. Calcular la excentricidad de cada trayectoria R7:
e(R,) = maxpep d(p, B) = maxigjck €(s].)-

7. Salir con el valor min,, e(R}).

En todo el desarrollo anterior se ha tomado ¢’ par. El caso impar en
el nimero de codos de la restriccién puede considerarse como una variante del
anterior. En este caso, debemos considerar trayectorias que empiezan o termi-
nan con segmentos verticales, puesto que pueden mejorar la excentricidad de
una trayectoria cuyos segmentos extremos sean obligatoriamente horizontales.
Esto se debe a que los segmentos verticales pueden contener a algunos puntos.
Es facil probar que siempre existe una solucién al problema en el conjunto de
trayectorias que empiecen o terminen con un segmento vertical, por lo que nos

restringiremos a este conjunto.-

©

Figura 4.5: Cota impar del nimero de codos.

Para determinar una poligonal éptima en estas condiciones, considera-
remos ; la primera abcisa de la nube P y los conjuntos de puntos P;t and
P[ obtenidos de P\ {p € P : z(p) = z,} afladiendo el punto p € P tal que
z(p) = z; con la mayor o menor ordenada, respectivamente como se indica en
la Figura 4.5. (En el caso de tener el conjunto {p € P : z(p) = z1} un tnico

elemento, sea Pt = P~). De igual forma, sea z, la mayor abcisa de P y P},
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P los conjuntos de puntos de abcisa distinta a z,, afiadiéndoles el punto de

la vertical z = z,, com mayor y menor ordenada respectivamente.

Para resolver el caso impar, ejecutaremos el algoritmo RCC cuatro veces
con k = E(<%2) (parte entera de 32), una vez para cada conjunto de puntos
P 1+, P, 1_7 P, +

)+, P—-. Para cada caso, la trayectoria se construye afadiendo, al

comienzo (o al final) un segmento vertical en el lado opuesto al punto aiiadido
aP\{p€ P :z(p) =z} (P\{p € P: (p) = zim}) conectando con el
correspondiente segmento horizontal. La excentricidad 6ptima se obtendra

comparando las cuatro trayectorias consideradas.

Teorema 4.1.2 Cuando n es el nimero de puntos de demanda y la constante

¢’ es la cota del nimero de codos, puede encontrarse una solucion al problema

RCC en tiempo O(n*) siendo k = E(c * 2).

Demostracion: Como es sabido la ordenacion lexicografica se hace en tiempo

O(n logn). Puesto que el nimero total de configuraciones es , el

n
k-1
paso 1 requiere O(n*~1). Por otra parte, la asignacién de todos los puntos de
cada conjunto A;, para una configuracién dada lleva (k — 1)n operaciones,
esto es, O(n). En el paso 3 debemos obtener el mdximo y el minimo de
las ordenadas correspondientes a los puntos de A;, U Aj414, y asi quedan
determinados los conjuntos WJ-+, W7 . Esto requiere tiempo O(n). Dado que
por cada configuracién existen 2! asignaciones compatibles, el paso 3 toma

tiempo O(n).

La construccién de todas las trayectorias que resultan de las correspon-
dientes asignaciones compatibles se hace en tiempo O(n*), teniendo en cuenta
que la obtencién de un segmento centro es O(n) [61] y que existen O(n*1)
configuraciones, para cada una de las cuales tenemos O(2%~1) asignaciones
compatibles. Finalmente, los pasos 5 y 6 requieren tiempo O(n*~!) cada uno

y como consecuencia el cémputo total es O(n*). O



4.1. Restriccidén en el nimero de codos 87

4.1.4 El problema restringido

Hasta ahora habiamos permitido libertad para los extremos de la trayectoria
y reducido el problema a considerar segmentos horizontales tanto en la salida
como en la entrada de la poligonal. Sin embargo, si imponemos restricciones
en los extremo (el camino comience y termine en dos puntos o dos segmentos
verticales prefijados), ciertas modificaciones del algoritmo RCC son necesarias

para resolver el problema.

El método usado para el problema no restringido ha consistido en la
reduccién de candidatos de un conjunto continuo a otro finito considerando
trayectorias cumpliendo que todo segmentos horizontal sea segmento-centro
de su correspondiente conjunto de asignacién. Para obtener un ndmero finito
de candidatos para el problema restringido podemos considerar modificaciones
convenientes en el conjunto de candidatos que se disponia para el caso libre.
La modificacién consiste en cambiar los segmentos extremos de la trayectoria,
afiadiendo un nuevo segmento vertical, si lo permite la cota en los codos, o

moviendo los segmentos extremos para conseguir la restriccion impuesta.

Hay que tener en cuenta en este apartado que el desplazamiento de
los segmentos horizontales extremos puede modificar la excentricidad global.
O sea, las trayectorias con menos segmentos horizontales podrian tener una
excentricidad menor. Més precisamente, si la cota para el nimero de codos ¢’
es par, entonces el mdximo nimero de segmentos horizontales es k = i,‘,ﬂ Sea
R el conjunto de trayectorias que considera el algoritmo RCC. A continuacién,
consideramos los conjuntos de trayectorias que se derivan del anterior cuando
modificamos los segmentos extremos. En primer lugar, sea el conjunto ’RS)
de las trayectorias obtenidas del conjunto R; moviendo, si fuera necesario,
uno o ambos segmentos horizontales extremos hasta conseguir el objetivo de

la restriccién (Figura 4.6 (a)).

Por otra parte, sea 'Rg_)l el conjunto de las trayectorias obtenidas de
R afiadiendo dos codos (uno a cada lado) y los correspondientes segmentos

verticales que nos garantice el cumplimiento de la restriccién (Figura 4.6 (b)).
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Figura 4.6: Considerando restricciones en los extremos.
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Si el maximo nimero de codos permitido es impar, sea Rg") el conjunto
de trayectorias que se obtienen de R, modificando (moviendo verticalmente),
si es necesario, uno de los segmentos de los extremos y afadiendo un codo
y un segmento vertical al otro lado (Figura 4.6 (c)). En este caso, debemos

2)

considerar ademas, el conjunto R, obtenido de Ri—1 anadiendo dos codos
J k-1

y dos segmentos verticales, uno a cada lado (Figura 4.6 (d)).

La idea fundamental es que en 'Rﬁ") UR;:'_)I, v = 1,2 existe al menos una

solucién del problema pues si consideramos cualquier trayectoria con menos
segmentos horizontales, existird otra en RSJ’) UR;C"_)1 derivada de ella con menor

o igual excentricidad.

El siguiente algoritmo encuentra una solucién al problema restringido:

Algoritmo RCCR

Entrada: P= {p;,i = 1,...,n}, la cota par del nimero de codos | R |=c'y

dos intervalos I., I, o dos puntos O, D.

Salida: Una trayectoria de minima excentricidad.

1. Obtener el conjunto R para k = E'(-C-'Zﬂ) ‘ejecutando los pasos 1,2,3,4
del algoritmo RCC.

Si ¢’ es par ir al paso 2.

Si ¢ es impar ir al paso 3.
2. Obtener RQ’ y Rfcl_)l e ir al paso 4.
3. Obtener 'Rfcz) y R}c"’_)l e ir al paso 4.

4. Extraer del conjunto Rﬁ") U Rfc"_)l, v = 1,2 la trayectoria de minima

excentricidad.

Puesto que la modificacién realizada con respecto al algoritmo RCC
requiere analizar un nimero de trayectorias del mismo orden, se obtiene la

misma complejidad y se puede establecer el siguiente resultado:
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Teorema 4.1.3 El problema restringido RCCR puede resolverse en tiempo

O(n*) donde k es la cota del nimero de codos.

4.1.5 Un algoritmo eficiente para el caso no degene-
rado

En los algoritmos anteriores, el indice k de la cota del nimero de codos, aparece
en el orden de complejidad. Por ello, éstos son aplicables para valores pequenos
de k. Sin embargo, cuando los puntos del conjunto P estin en posiciéon no
degenerada, esto es, no hay dos puntos sobre la misma vertical, podemos

desarrollar un algoritmo eficiente véalido para cualquier valor de k.

Supongamos entonces, que los puntos de P (ya ordenados) cumplen
z(p1) < z(p2) < ... < z(pn). Resolveremos el problema sin restricciones en los
extremo, resultando el caso restringido una derivacién de éste. Asi pues, en este
caso podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la poligonal buscada
empieza y termina con segmentos horizontales (posiblemente degenerados). Es

facil observar que dado k > 0, el problema es equivalente a
minméxd,(p;, R) s.a.:h(R)<h
donde h = &2 y h(R) el nimero de segmentos horizontales de R.

El método que proponemos se basa en la generacién de un conjunto
finito de valores candidatos para el valor e(R*) de cualquier solucién. A con-
tinuacién hacemos la descripcién del método: segin vimos en una seccién
anterior (4.1.1), basta buscar una solucién entre las trayectorias cuyos seg-
mentos horizontales son segmentos-centro respecto de sus correspondientes
conjuntos de asignaciéon. Por tanto, basta considerar los conjuntos de puntos

consecutivos
5127 513’ SM, reey Sln, 523, 5243 sy SZn, ey S'n—ln

donde S,'j

valor e;; =

= {pi,Pi+1,---,Pj}, J > t y obtener para cada uno de ellos el
1 maxp ges;; du(p, q). Puesto que e(R*) € {e;j}ic;, obtenemos un
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conjunto de =1 valores candidatos que denominaremos:
2

C= {612, €13,..-9€1n; €23,€24y-..,€2py. -+ en—ln}-
®
i €45 ° pj
° H [ ]
N ]
€ij | ¢
L :
pi ¢

Figura 4.7: Valores candidatos.

Para cada valor del conjunto C, e;;, resolveremos el problema que lla-

maremos inverso y que proviene de alternar los factores objetivo y restriccion,

min h(R) s.a.:dy(pi, R) < ej.

Denominaremos h;; la solucién (veremos que se puede obtener en tiempo
lineal). Si para cada valor de e;; resolvemos el correspondiente problema in-
verso, generamos una lista de pares (ey, h1), (€2, h2),. .., (er, h,) de forma que
e1<ey < ...< e yhy > hy>...> h, Finalmente, realizando busqueda
binaria sobre la lista ordenada de pares, la solucién vendra dada por el primer
valor e;, j = 1,...,r que cumpla la restriccién, h; < h.

Teorema 4.1.4 Dado e > 0, el problema de encontrar una trayectoria rec-
tilinea y z-mondtona R con el menor nimero de segmentos horizontales cuya

distancia a cada punto de P es no superior a e, puede resolverse en tiempo

O(n).

Demostracion: El problema tiene la siguiente interpretacion geométrica: dado

un conjunto de segmentos verticales de longitud 2e con distinta abcisa, se
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trata de encontrar un camino rectilineo con el minimo numero de segmentos
horizontales que atraviese a todos los segmentos, o bien, encontrar el minimo

numero de segmentos horizontales consecutivos que “insertan” a los segmentos
(Figura 4.8).

Figura 4.8: Interpretacion geométrica del problema.

Puesto que buscamos el menor nimero de segmentos horizontales con-
secutivos, podemos resolver el problema obteniendo, mediante barrido de iz-
quierda a derecha, una particiéon disjunta compuesta por conjuntos maximales
de segmentos horizontales consecutivos de forma que cada conjunto pueda ser
atravesado por un solo segmento horizontal. En efecto, esto puede realizarse
con barrido de izquierda a derecha sobre los puntos p; € P usando una recta
vertical. Para obtener un proceso lineal, tomaremos dos punteros sobre la recta
vertical que indican (en cada posicién) la ordenada mayor y menor de los pun-
tos del conjunto que se esta construyendo. De esta forma, la actualizacién de
los punteros y la inclusién o no del punto siguiente al conjunto (segin la distan-
cia vertical con los anteriores sea menor o igual que 2e o no) puede realizarse
en tiempo O(1). Como consecuencia, obtenemos una particién del conjunto
P, digamos P = Q1 UQ,U... U Qh(e) que es maximal en el sentido siguiente:
cumpliéndose para cada conjunto Q; = {pi,Pi+1,---,Pi+s}, J = 1,..., h(e), se
verifica que méx, qeq; du(p,q) < 2e, y ademds existen puntos p y ¢ de Q; de
forma que dy(p, Pits+1) > 2€ ¥ dy(pi-1,9) > 2e. De esta manera, el nimero
minimo de segmentos lo indica el cardinal de la particién. Hay que observar

que si el barrido se realiza de derecha a izquierda, se obtiene en general otra
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Figura 4.9: Los segmentos de trazo continuo (discontinuo) corresponden al

barrido de derecga a izquierda (de izquierda a derecha).

particién, aunque el cardinal de la particién no varia respecto al obtenido en

el barrido de izquierda a derecha. Esto es debido a que la consideracién de

un nuevo conjunto en el barrido equivale a la aparicién de un nuevo punto a

distancia superior a 2e de alguno anterior, por lo que el nimero de conjuntos
P » P , j

de la particién no se altera (ver Figura 4.9). Por tanto, se puede obtener la

solucién al problema, h(e), en tiempo lineal.

Para establecer la complejidad del método propuesto analizaremos el
gasto computacional necesario para obtener el conjunto de valores candidatos
C. Para cada valor de i, podemos calcular e;it1),€i(i+2)s---»€in €0 tiempo
O(n). En efecto, usando actualizacidn de datos, podemos obtener e, a partir
de e;(x-1) sin méds que comparar la ordenada del punto pi con la mayor y menor
ordenada del conjunto anterior Sj(-1) (Figura 4.10). Para ello, haremos uso
nuevamente del barrido plano de izquierda a derecha usando una recta vertical,
en la que se destacardn dos punteros indicando los puntos de mayor y menor
ordenada. De esta forma, cada paso del barrido se realiza en tiempo constante
y ademés obtenemos el siguiente valor e;; en tiempo O(1). Por tanto, puesto
que la operacién anterior se realiza n veces, la actualizacion de punteros en el
método de barrido plano permite calcular eficientemente los valores candidatos
de C en tiempo O(n?).
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a o
~ Pk+1
p g
.,' . ’ k
P * Dk-1 P
S,
b
Sik

Figura 4.10: Célculo de valores candidatos: e; = ejx-1 = du(a,d), €ixt1 =
dy(Prs1,b) > €ik.

Una vez calculado el conjunto de valores candidatos, la busqueda bina-
ria sobre la lista de candidatos ordenada visita O(log(n)) elementos. Puesto
que en cada paso de la busqueda, se obtiene el valor correspondiente h; en
tiempo O(n) (Teorema 4.1.4), encontraremos la solucién en tiempo O(nlog(n)).

Como consecuencia, podemos establecer el siguiente teorema,

Teorema 4.1.5 El problema (RCC) para el caso de un conjunto P no dege-

nerado, puede resolverse en tiempo O(n?).

Finalmente, al igual que se hizo para el caso de posicién degenerada
de los puntos de P, posee gran interés la consideracion del caso restringido,
esto es, se tiene una fuente y un sumidero o bien intervalos de entrada y salida
a los cuales debe restringirse el camino. A continuacién veremos que puede
resolverse el problema en tiempo O(n?) debido a que es suficiente realizar una
variante sobre el algoritmo propuesto para el caso no restringido. En efecto,
imponemos como restriccion sobre la trayectoria el que comience desde una
ventana o segmento vertical I, y termine en otro segmento prefijado I, (Figura
4.11) (obsérvese que la consideracién de fuente y sumidero es un caso particular
de éste). Para resolver el problema modificamos el algoritmo anterior en los
siguientes términos: puesto que un camino solucién verifica nuevamente la
condicién de segmento-centro para sus segmentos horizontales no extremos, es

vélido el procedimiento anterior pero adaptando la bisqueda binaria sobre la
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[

Figura 4.11: Adaptacién al caso restringido.

lista ordenada de valores candidatos e; < €3 < ... < e, de la forma que sigue:

1. Se obtiene el primer valor €; de forma que h; < h. Llamar e* a ¢; y

continuar.

2. (a) Siel camino construido como solucién del problema min A(R) s.a.:
d(pi, R) < e* cumple la restriccién, entonces e* es la solucién.

(b) En caso contrario, continuar.

3. (a) Si h; £ h —2, basta afladir dos segmentos horizontales en los ex-
tremos del camino de forma que el trazado resultante verifique la

restriccién y e* es la solucién (véase la Figura 4.11).

(b) Si h; = h o hj = h -1, se continua la bisqueda binaria sobre e;;;.

Hacer e* = ¢;4; e ir al paso 2.

4.2 Restriccién en la longitud

La restriccién sobre el nimero de codos o segmentos del camino proviene del
interés por conseguir trayectorias “simples” en el sentido de que la existencia
de gran cantidad de codos es no deseable (en problemas de disefio de circuitos
integrados por ejemplo). Sin embargo, en otros contextos, como en el trazado

de redes de transporte, el nimero de vértices no es tan relevante como la
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Y4 =. (0’ 1)

lpb=0.8
e*=0.1
R*
P2 = (3’0)

Figura 4.12: Los segmentos horizontales no son segmentos-centro.

longitud. En este caso, la poligonal representa un servicio para el cual la

longitud es mas costosa que el niumero de codos.

Si para el trazado de una trayectoria o cadena rectilinea x-monétona R
a través de un conjunto de puntos, P, se dispone de una longitud maxima o
y marcamos como objetivo el hecho de que la cadena esté “lo menos alejada

posible” de todos los puntos de la nube, debemos resolver el problema

ngnmé,x d(p:, R) sa.: [(R)<l (RCL).

Aunque la formulacién de este problema difiere del anterior unicamente
en el factor de restriccién, es esencialmente distinto. Resulta facil observar que,
en este caso, puede no existir una cadena optima para la cual los segmentos
horizontales son segmentos-centro respecto del conjunto de puntos que toman
la distancia sobre él (ver figura 4.12). Por tanto, podemos decir que el cambio

en el factor de restriccidén resulta esencial.

Asi pues, se requiere buscar otro tipo de caracterizaciones para una
solucién. Con este objetivo, definiremos los conceptos de “conjunto de puntos
alternados de una nube” y “puntos extremales de una nube con respecto a una

cadena”:

Definicién 4.2.1 Llamaremos conjunto de puntos alternados de P (respecto
de la ordenacién de la nube P), al conjunto Ap = {a1,ay,...,a,} de los puntos
correspondientes a los maximos y minimos locales de la funcién cuya gréfica

es el conjunto de puntos P.
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Obsérvese que dos puntos consecutivos de Ap, a;,a;41, determinan una banda
horizontal en cuyo interior se encuentran todos los puntos comprendidos entre
a; y aiy1. Por otra parte, puesto que un extremo local puede darse en varios
puntos con la misma ordenada, diremos que Ap es tinico en el sentido de que sus
puntos son inicos respecto a las ordenadas. El conjunto de puntos alternados

para la nube de la Figura 4.13 es Ap = {p1, P2, P3, P4, P7, Po, P11, P14} -

%7
~ p 1
Pe <
. P12
P3 ps  Ps| Plo
b Ps IS%
1@2 P.ls R

Pc;)4
Figura 4.13: Puntos extremales de una cadena R.

Sea A(P) el conjunto de subconjuntos de Ap cuyos puntos estin en
posicién alternada, i.e., A(P) = {B € P(Ap) : Ap = B}, siendo Ap el

conjunto de puntos alternados de B.

Una cadena rectilinea x-mondtona R que atraviesa de izquierda a dere-
cha una nube P, puede descomponerse en un conjunto de subcadenas ma-
ximales xy-monétonas (mondtonas en las direcciones OX y OY), digamos
Ri,R,,...,R;. Cada subcadena maximal empieza y termina con segmentos
horizontales puesto que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer este he-
cho sobre la cadena general R. Por tanto, podemos decir que la intersecciéon

entre dos subcadenas maximales consecutivas es un segmento horizontal.

Definicién 4.2.2 Sea R; una subcadena xy-mondtona de R. Denotando por
P(R;) C P,i=1,...,tel conjunto de puntos p; cuya abcisa pertenece al rango
de abcisas de los segmentos que componen R;, llamaremos puntos eztremales
de P con respecto a R;, E(R;), a los elementos del par de puntos més alejados

de P(R;) (respecto a la distancia vertical). Finalmente, sea E(R) = Ui, E(R:)
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el conjunto de puntos extremales de P con respecto a R. (En la Figura 4.13
E(R) = {p, 7, P9, P11, P14})-

De la definicién anterior se extrae directamente la siguiente propiedad:

Proposicion 4.2.1 El conjunto de puntos extremales de cualquier cadena R

es un conjunto de puntos en posicidn alternada, en particular, E(R*) € A(P).

4.2.1 Analisis de soluciones

A continuacién, establecemos una condicién necesaria para las soluciones del

problema propuesto:

Proposicién 4.2.2 Si R* es una cadena dptima para el problema RCL con
ezcentricidad e* = e(R*), entonces d(q, R*) = e* para cada g € E(R*).

Demostracidn: Supongamos que existe ¢ € E(R*) cumpliéndose e* > d(g, R*).
En ese caso, el segmento de R* sobre el que ¢ toma la distancia, S;, puede
situarse a distancia e* de ¢ y obtenemos una nueva cadena con igual excen-
tricidad global pero menor longitud. Esta diferencia de longitud puede usarse
para situar a todos los segmentos correspondientes a puntos de E(R*) a una
distancia menor que e* y, por tanto, obtener una nueva cadena factible con

menor excentricidad que R*. Esto contradice el hecho de que R* es 6ptima. O

Puede observarse que en el calculo de la longitud total de una cadena
6ptima no intervienen los puntos no extremales (la longitud de la poligonal
situada entre dos puntos extremales consecutivos es igual a la suma de la
diferencia absoluta de las abcisas mas la diferencia absoluta de las ordenadas
de los segmentos correspondientes). Como consecuencia de esto y, teniendo en
cuenta que E(R*) € A(P) (Proposicién 4.2.1), buscaremos elementos de A(P)
que verifiquen la condicidn necesaria de la Proposicién 4.2.2. Llamaremos en

esta ocasién conjuntos candidatos a dichos subconjuntos de A(P) .
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Puesto que, tanto la excentricidad como la longitud de una cadena rec-
tilinea viene determinada por los puntos extremales, podemos obtener una
cadena éptima (no es tinica) encontrando sus puntos extremales. Como sabe-
mos, deben ser puntos en posicién alternada y situados a la misma distancia

de la cadena. Ademas, se verifica la siguiente propiedad:

Proposicién 4.2.3 Si R* es una solucién del problema (RCL), entonces se
cumple I(R*) = l,.

Demostracion: Sea R* una solucién y E(R*) el conjunto de sus puntos ex-
tremales. Si I(R*) < ly, la cantidad de longitud sobrante, lp — I(R*) > 0,
permite construir otra poligonal deslizando los segmentos horizontales de R*
en direccién a los puntos de E(R*). De esta forma, se obtiene una poligonal
con el mismo conjunto de puntos extremales y con menor excentricidad, lo que

contradice la optimalidad de R*. o

Dado un conjunto candidato @ = {q1,¢2,-..,¢-} y k > 0, pueden darse

dos situaciones:

1. Que para cada par de puntos consecutivos g;,q;+1 € @, se verifique que
d(g;, 3j+1) > 2k.

2. Que exista al menos un par de puntos consecutivos para el cual no se

verifique la condicion anterior.

En el primer caso y, teniendo en cuenta la condicién necesaria de la proposicién
4.2.2, podemos situar un segmento horizontal a distancia k¥ de cada punto
extremal para construir una posible solucién. En otro caso, si d(gj, gj+1) < 2k
para algin j, entonces la cadena que contiene un sélo segmento horizontal
para el par {g;,q;+1} posee menos longitud que la que asigna un segmento a
cada punto y, como consecuencia, aplicando la proposicién 4.2.3, el conjunto
@ no sera el conjunto de puntos extremales de una solucién. Deducimos de lo

anterior la propiedad siguiente:
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Proposicién 4.2.4 Si Q = {q1,92,--.,9-} es el conjunto de puntos extrema-
les de una cadena dptima R* y e(R*) = k, entonces se cumple que d(q;,qj+1) >
2k, 3=1,...,r—1.

Por otro lado, puesto que la trayectoria buscada es x-monétona, la suma
de las longitudes de los segmentos horizontales estad fijada (es la diferencia
absoluta entre las abcisas del primer y dltimo punto de la nube). Por esta
razon, es suficiente tener en cuenta la suma de las longitudes de los segmentos
verticales, denominada longitud vertical de la cadena, [,(R). El problema a

resolver quedaria formulado entonces:

rrgnméx d(p:, R) s.a. I(R)<I (RCL,).
Desde luego, el problema resulta trivial si I > 75" d(a;,aj41) siendo

{a1,a2,...,a,} = Ap el conjunto de puntos alternados de P. En este caso,
una solucién viene dada por la trayectoria x-mondtona que pasa por todos los
puntos de P. Supondremos en lo que sigue que tal condicién no se verifica

para el factor de restriccién I.

Las dos proposiciones siguientes nos indican cudl debe ser la excentri-
cidad de una cadena solucién y cémo debe estar colocada con respecto a sus

puntos extremales:

Proposicién 4.2.5 Sea Q = {¢1,¢2,.-.,9-} €l conjunto de puntos ertremales

de una cadena dptima R* del problema (RCL,), entonces, se cumple que

*\ Zr;% d(qjaqj+l)-7
o) = Bt -}

Demostracion: Denotemos e(R*) = k por comodidad. Teniendo en cuenta
los resultados anteriores, para cada j = 1,2,...,7 — 1 debe cumplirse que
d(g;, R*) = k y d(g;,q;+1) > 2k. Asi pues, la longitud de la cadena éptima
vendra dada por I(R*) = ¥7Z1[d(g;,q;41) — 2k]. Por otra parte, si R* es

j=
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Figura 4.14: Situacién de los segmentos horizontales.

éptima, [{(R*) = I por la proposicién 4.2.3. Como consecuencia de lo anterior,
se obtiene ) _
_ Yz d(g;,q+1) — 1

k 2(r —1)

Proposicién 4.2.6 Sea Q = {q1,¢2,---,9-} €l conjunto de puntos extremales
de una solucion R*, k el valor expresado por la férmula de la proposicion
anterior. Si se cumple que d(q;,q;4+1) > 2k para j = 1,...,7 — 1, entonces,
los segmentos horizontales extremos de las subcadenas zy-mondtonas de R* se
encuentran situados en el interior de las bandas horizontales determinadas por

cada dos puntos consecutivos de Q@ y a distancia k de dichos puntos.

Demostracidn: Puesto que dos puntos extremales consecutivos de R* determi-
nan una banda horizontal que contiene a todos los puntos comprendidos entre
ellos, los segmentos horizontales sobre los que toman la distancia los puntos
de Q, deben estar incluidos en cada banda (Figura 4.14). Por otro lado, si
R* es una solucién, los segmentos horizontales (extremos de cada subcadena
xy-monétona) deben estar a distancia menor o igual a k. Si los colocamos a dis-
tancia menos que k, la trayectoria no seria factible pues la longitud superaria
el valor méximo lo. Por tanto, deben estar colocados a distancia justamente
k. O
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4.2.2 Descripcion del método

El estudio de las propiedades de una solucién descritas en la seccién anterior
sugiere como método el ir generando conjuntos candidatos y construyendo una
cadena rectilinea para cada uno, de forma que ésta se encuentre a una distancia
comin de cada uno de los puntos del conjunto. El primer conjunto candidato a
considerar serd el conjunto de puntos extremales correspondientes a la cadena
que pasa a través de todos los puntos de P, Ry. Es facil observar que esos
puntos extremales coinciden precisamente con el conjunto de puntos alternados
de P, esto es, E(Ro) = Ap = {¢},43,...,4"}. Entonces, si d(q},¢5,1) > 2ko,
Vi=1,...,70 — 1, con el valor
TR d(gdgd) =1

ko =
0 2(ro — 1) ’

se podria construir una cadena situando los segmentos horizontales extremos
de cada subcadena xy-mondtona a distancia ko de cada punto ¢; € E(Ro)
y el resto de los segmentos horizontales de las subcadenas sobre cada punto
intermedio. La poligonal asi construida serad 6ptima por la proposicién 4.2.6.
Si por el contrario, para algin ¢; € E(Rp) se tiene d(g;, ¢j+1) < 2ko, entonces la
cadena asi construida no es éptima debido a la Proposicion 4.2.4. En este caso,
debemos buscar el siguiente conjunto candidato. Obsérvese que, para mejorar
la excentricidad de la cadena anterior debemos asignar un tdnico segmento
horizontal a cada par {¢9,¢%,,} de E(Ro) que verifique d(¢?,¢5,,) < 2ko. De
hecho, méds de un par de puntos consecutivos pueden verificar la desigualdad
anterior. Esto nos lleva a la consideracion de familias de puntos consecutivos
de F(Co) cumpliendo que la distancia para cada par de puntos de la familia no
supere la cantidad 2ky. De este modo, dado ko, se puede obtener una particién
disjunta de E(Rp),

E(Ro) = Ulfi”Fu(ko), F,(ko) = {pi(u)api(u)-}-l, s api(u)+l}

de forma que existen ¢,q' € F,(ko) con d(q,piu)-1) > 2ko ¥ d(¢, pi)+i+1) >
2kg.

Con objeto de elaborar un nuevo conjunto candidato, tomaremos de

cada familia F, (ko) €l punto més alejado respecto a la familia anterior F,_; (ko),
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obteniendo asi un conjunto de puntos que denominaremos conjunto de repre-
sentantes de la particién {F,,}Z(:f) que lo denotaremos por R(ko) (para co-
menzar este proceso, eligiremos los puntos representantes de las dos primeras
familias como los més alejados entre si). Puesto que el conjunto candidato
debe estar en posicién alternada, esto es, E(R*) € A(P), el nuevo candidato
vendrd dado por el subconjunto de puntos en posicién alternada de R(ko),

AR (ko)-
Para el nuevo candidato E; = {gj,...,q}, }, obtendremos el valor
- T d(g),gia) =1
2(ry — 1)
Razonando de igual forma, si d(q},qj;,) > 2ki,5 = 1,...,m1 — 1, entonces k;

corresponde a una trayectoria éptima (k; = e(R*)). En otro caso, pasaremos

a construir un nuevo conjunto candidato Ej.

En general, dado E,_; and k,—_1, siendo

Eq—_1|-1 - - 3
Tl g(get, g2r) = T

ko1 = ,
' 2(] Eo-1 | -1)

podemos obtener una cadena Sptima de excentricidad k,—; cuando Vj =
1,...,| Ea-1 |, se cumple d(q;?‘“l,q;’;'ll) > 2k,-1. En otro caso, creamos la
particién de conjuntos maximales F,(kqo—1), v = 1,2,..., ¥(ko-1), de “altura”
no superior a 2k,_1, asi como el conjunto de representantes R(k,-1) de la
forma ya indicada anteriormente. E, = Ag(x,_,) es el siguiente conjunto can-
didato y

e d(gg, ) - 1

Bl 2(| Ea | _1)

es el nuevo valor posible para la excentricidad buscada.

ko

Este proceso da lugar a una secuencia finita

(Eo, ko), (E1,k1)y- oy (Eam1,kaz1)s (Eoay ka)y - -y (Eavy kar ),

cumpliéndose E, € A(P), Esy1 C Ey ¥ ko < ko41. El par (Egae, koe) serd
el primero que cumpla d(qf‘,qﬂl) > 2k,+ para cada j = 1,...,| Eu | —1.



104 Capitulo 4. El problema minimax para trayectorias rectilineas

Puesto que esta construccidn barre todos los posibles candidatos que verifican
las condiciones de las proposiciones de la seccién anterior, el par (Eq», ko+) da
la solucién al problema.

Basado en la descripcién anterior, proponemos el siguiente algoritmo

que proporciona una solucion al problema:

Algoritmo RCL

Entrada: P= {p;;i=1,...,n} con z(p1) < z(p2) < ... < z(p,) y la cota de
longitud (.

Salida: k* = e(R*) y E(R").

1. Obtener el conjunto de puntos alternados de P, Ap = {a1,...,an}, ¥y
denotar 1 = lp — (z(pn) — z(p1))-

2. Sil> ¥y d(aj,a541), salir con k* =0y E(R*) = Ap.
En caso contrario, hacer o =0, ¢¢ = a;, Ey = Ep y pasar a 3.

3. Mientras para algin j € {1,2,... | Eo | —1}, d(¢%,¢%,) < 2k, con

_ Sl d(g2, ¢2) = 1

ka
] Ea | 1)

» 45 € Ea,

hacer a =a+ 1y E, = Ar
Salir con k* = k, y E(R*) = E,.

a—l)'

A continuacién hacemos un analisis de la complejidad del método pro-
puesto: dado un conjunto de puntos ordenados, podemos obtener el conjunto
de puntos alternados, Ap, en tiempo lineal, usando sin mas un algoritmo in-
cremental que decide en tiempo O(1) si un punto es maximo o minimo local.
La unicidad del conjunto (respecto a las ordenadas), permite usar el barrido
de izquierda a derecha. Puesto que el test del paso 2 es O(n), concluimos que

los dos primeros pasos requieren tiempo O(n). Sin embargo, €l paso 3 conlleva
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el calculo de un nuevo conjunto candidato y podemos descomponerlo en tres
apartados:

’Y(_ka)

o Construccién de la particién {F,},27.

¢ Determinar el conjunto representante R(k,) de la particién.

e Seleccionar el subconjunto de R(k,) que estan en posicién alternada,

AR(ka).

Los dos primeros apartados pueden hacerse a la vez con barrido plano de iz-
quierda a derecha de la siguiente forma: se toma una recta vertical en la que se
consideran dos punteros que indican la mayor y menor ordenada de los puntos
que se vayan incluyendo en cada familia y que iremos actualizando cada vez
que se introduzca un nuevo punto. Asi, para cada punto bajo consideracién se
decide si pertenece o no a la familia de la particién en tiempo O(1) comparando
con los puntos de mayor y menor ordenadas de dicha familia. De esta manera,
se obtendran a la misma vez los conjuntos {F,,}Z(:f) y R(k) en tiempo O(n).
Puesto que los puntos extremales de una solucién son dnicos (con respecto a
sus ordenadas), se puede realizar el barrido de derecha a izquierda o en sentido
contrario. La particién puede ser distinta aunque el nuevo conjunto candidato

AR(k,) €s el mismo.

Por otra parte, como ya se ha indicado, la seleccion de los puntos alter-
nados de un conjunto es lineal, por lo que Ag(x,) se realiza en tiempo O(n).
Por tanto, cada iteracién del paso 3 del algoritmo se hace en tiempo O(n). Fi-
nalmente, como el mimero de etapas que tendremos que recorrer es, en el peor
caso, del orden de n (puesto que el cardinal de los sucesivos conjuntos candi-
datos va disminuyendo al menos en un punto), €l algoritmo es de complejidad

O(n?) y podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1 FEl problema de encontrar una trayectoria rectilinea con res-

triccion en la longitud que se ajuste a una nube de puntos (no degenerada) en
el sentido de Chebichev (RCL) puede resolverse en tiempo O(n?).
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Para el caso degenerado puede usarse el mismo método teniendo en cuenta la
siguiente consideracién. Puesto que el conjunto de puntos alternados de un
conjunto depende de la ordenacién de éste, se considerard en todo momento,
la ordenacién de los puntos que proporciona el camino rectilineo de minima
longitud que pasa por cada uno de ellos. El algoritmo (RMCD) (capitulo 3)
resuelve dicho problema en tiempo lineal y, por consiguiente, la complejidad

final O(n?) no se altera.

4.3 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se ha abordado la localizacién éptima de caminos rectilineos
u ortogonales para el criterio minimax. Se ha supuesto que el acceso de los
puntos de demanda al camino se realiza en la direccién OY, esto es, hemos
considerado la distancia vertical de punto a trayectoria definida en el capitulo

anterior.

El problema resulta trivial si no se consideran restricciones sobre el
camino. Aqui se han considerado restricciones en términos del nimero de
codos y la longitud delcamino. Los problemas resultantes son esencialmente
distintos puesto que, las soluciones correspondientes no verifican las mismas
propiedades. Sin embargo, el método usado en ambos casos es similar: analizar
propiedades de una solucidén, con objeto de acotar el rango de las mismas.
Desde luego, la propia naturaleza de cada problema sugiere después usarlas de

una u otra forma.

Cuando la restriccién aparece sobre el nimero de codos de la trayec-
toria, basta buscar una solucion en el conjunto de caminos cuyos segmentos
horizontales son segmentos-centro respecto del conjunto de puntos que toman
la distancia sobre él y, cuyos segmentos verticales se encuentran sobre la abcisa
de algiin punto de la nube. Este hecho sugiere un procedimiento de obtencién
y comparacién sobre todos los caminos en esas condiciones. Desafortunada-
mente, la complejidad del método aumenta exponencialmente con el maximo

nimeros de codos permitido, por lo que reduce su aplicabilidad al caso de
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caminos con reducido nimero de codos. Sin embargo, para el caso no degene-
rado (no existen dos puntos con la misma abcisa), proponemos un algoritmo
eficiente de complejidad O(n?) no aplicable para el caso general. Constituye
un ejemplo para el que la posicién degenerada de los puntos es esencial. Resul-
tados parciales de este problema han sido presentados en congresos de ambito

nacional [20] e internacional [21].

El método usado para resolver el problema con restriccién sobre la lon-
gitud del camino, se basa, en sentido intuitivb, en la continuidad de la funcion
longitud (frente a la no continuidad de la funcién nimero de codos) de la tra-
yectoria. De hecho, se trata de ajustar a una nube de puntos una trayectoria
de longitud dada, de forma que se encuentre a una distancia comin de una
serie de puntos de la nube (eztremos de la trayectoria). El algoritmo propuesto
requiere tiempo O(n?) cuando los puntos estdn en posicién no degenerada. Por
su parte, el caso degenerado puede resolverse con una variante del algoritmo
propuesto (la degeneracién no es esencial para este problema). Una versién de

este trabajo aparece en [22].

En la Tabla 4.3 se resumen los resultados obtenidos para los problemas

propuestos de camino rectilineos en los capitulos 3 y 4.

Servicios rectilineos | min!/(R) | minmaxd,(p:, R)
deo(pi, R) 2 k O(n?) N.A.
dy(pi,R) > k 6(nlog(n)) N.A.
dy(pi, R) < k O(nlog(n)) N.A.

|R|=k N.A. O(n?)
I(R)=1o- N.A. O(n?)

Tabla 4.3. Algunos problemas de localizacién para ser-

vicios rectilineos en el plano.



Capitulo 5

El problema minimax para

poligonales

5.1 Antecedentes

Trataremos en este capitulo el trazado de caminos poligonales genéricos en el
plano que sean éptimos para el criterio minimax. La bidsqueda de poligonales
éptimas (atendiendo a distintos criterios) ha constituido un tema de interés
en las dos tltimas décadas habiendo sido tratada por gran grupo de investiga-
dores de distintos campos (véase [48]). En la mayoria de los textos recientes
del drea de Geometria Computacional aparece un problema intimamente re-
lacionado con la bisqueda de cadenas poligonales optimas: la aprorimacion
de curvas poligonales, que posee miiltiples aplicaciones. De hecho, las curvas
lineales a trozos han sido usadas a menudo a la hora de aproximar fronteras
de complicadas figuras en cartografia, reconocimiento de patrones, disefio por
ordenador [71], [9], [11].

En los trabajos realizados en este campo, entre los que debemos desta-
car los de Imai e Iri [45], [46], Toussaint [87], Melkman y O’Rourke [62], Chan
y Chin [10], Guibas et al. [39], entre otros, se plantea el problema de aproximar

una poligonal dada por otra cuyos vértices comparten abcisa o bien, son un

109



110 Capitulo 5. El problema minimax para poligonales

Figura 5.1: Interpretacién del error correspondiente a un segmento.

subconjunto de los de la poligonal de entrada. Formalmente, sea una curva po-
ligonal C, definida por el conjunto de sus vértices V(C) = {p1,p2,...,Pn}, €sto

es, p1,P2,--.,Pn €S una secuencia de puntos en el plano y cada par de puntos
Pi,Pit+1, ¢ = 1,...,n — 1 estan conectados por un segmento. El segmento 7,7,
puede ser usado para aproximar la curva poligonal dada por p,,pri1,---,Ps

y €l error de p;p, puede definirse como la méaxima distancia entre el seg-
mento P;P; v cada punto p; comprendido entre p, y p, (i.e. r < k < s).
La distancia d(p;Ps,px) entre el segmento 7,p; y €l punto pi se define como
d(PrPs, px) = minyep7:{d(p, pr)} siendo d(p, px) la distancia euclidea entre pun-
tos. De esta manera, el error del segmento P;p, (denotado e(r,s)) se define
como méx,<k<s{d(PrPs, px)}. En este contexto, se dice que C’ es una poligonal
aproximante de C si su conjunto de vértices, V(C') = {pi,, Piss- - -, Pirn } €5 un
subconjunto de V(C) siendo ¢; = 1, i, = ny 1 < m < n. El error de la
curva aproximante C' se define como el maximo error de los segmentos que la
componen, esto es, e(C') = méxi<k<m{€(tk, tk+1)}. Nétese que d(7rp5,p) < €

si y sblo si pi esta contenido en el entorno mostrado en la Figura 5.1.

En los articulos mencionados se consideran dos tipos de problemas de

optimizacién bajo el marco de aproximacién de una poligonal:

1. min-#: Dado £ > 0, construir una poligonal aproximante con error no
superior a € y con el minimo nimero de codos.

2. min-¢: Dado un valor natural ¥ > 0, construir una curva poligonal
aproximante con un numero de codos no superior a k£ y con minimo

(S19y0)

Légicamente este tipo de problemas permite multiples variantes si imponemos
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o no restricciones en la ubicacién de los vértices o bien, si consideramos un

error u otro en la aproximacién (véase el articulo de Imai e Iri [46]).

Justamente el concepto de error definido coincide con el de excen-
tricidad de una cadena poligonal que atraviesa una nube de puntos P =
{p1,..-,pn}, €(C) = méxp,ep{da(pi,C)}, donde dy(p,C) denota la distancia
de punto a poligonal inducida por la métrica euclidea. Por consiguiente el
problema min-# se interpreta como un problema de localizacién-rutas con
cobertura, donde se pretende minimizar el nimero de codos de la poligonal (en
el capitulo 3 se defini6 este problema para poligonales rectilineas de minima
longitud) y, por otra parte, el problema min-¢ corresponde a un problema
minimax para poligonales genéricas. En ambos problemas, la distancia consi-
derada es la euclidea y los algoritmos mds eficientes obtenidos por los autores

referenciados son:

1. Un algoritmo de tiempo O(n?) para el problema min-# [10].

2. Un algoritmo O(n?log(n)) para el problema min-¢ [10].

Sin embargo, hay un problema intimamente conectado con los ante-
riores que surge de forma natural en contextos de Estadistica, Investigaciéon
Operativa o Inteligencia Artificial: el ajuste de una poligonal a una nube de
puntos. Es sabido que en este tipo de problemas de regresion o ajuste se usa
la distancia vertical en la definicién del error . Precisamente, en un trabajo
reciente de Hakimi y Schmeichel [40] se plantea el siguiente problema: dado
un conjunto de datos (puntos en IR*) P = {(z1,%1),(z2,¥2),- -, (Zn,¥yn)} con
z1 < T3 < ... < Tn,se trata de construir una funcién poligonal (o sea, continua
y lineal a trozos) f con un ndmero limitado de vértices (puntos no diferencia-
bles) que ajuste el conjunto P. Y para medir la calidad del ajuste emplean

dos criterios:

e El nimero de vértices de la grafica de f.

o doo(f, P) = méxicicn |yi — f(:)] (error de Chebychev del ajuste).
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Precisamente, la herramienta clave que usan para disefiar sus algoritmos es la
propuesta por Imai e Iri [46]: un algoritmo lineal que obtiene el poligono de
visibilidad desde un eje en un poligono monétono. Concretamente adaptan el
método de Imai e Iri al problema con distancia vertical y obtienen algoritmos
de tiempo O(n%log(n)) para el problema minimax siguiente:

Dado P y un entero k > 0, construir una funcidn poligonal f con k o

menos codos de forma que do(f, P) sea lo menor posible.

Aunque Hakimi y Schmeichel [40] resuelven el problema tanto si los
vértices de la funcién poligonal aproximante son puntos de la entrada o pun-
tos cualesquiera, en las hipdtesis del problema aparece la nube de puntos en
“posicién general”, esto es, sin degeneraciones (asi se consideraba igualmente
en los trabajos de Imai e Iri [45], [46]). No contemplan por tanto el caso de
puntos con la misma abcisa, situacién muy comin si los puntos representan

demanda.

Nosotros centraremos la atencién en este capitulo sobre los problemas
de criterio minimax para una poligonal x-mondtona con cota en el nimero de
vértices y, al igual que se hizo en el capitulo anterior, sustituiremos el factor
de la restriccién nimero de codos por longitud de la poligonal, puesto que en
nuestro contexto de Localizacidn de Servicios, C interpreta un camino a través
del conjunto de puntos P. Ademas, planteamos los problemas con puntos
origen y final correspondientes a los extremos del trayecto que determina C. La
distancia utilizada va a ser (como en el trabajo de Hakimi y Schmeichel [40]),
la distancia vertical de punto a poligonal definida como se hizo en capitulos
anteriores para poligonales ortogonales: dado un punto r € JR? comprendido
entre a y b y una poligonal monétona C, se define la distancia vertical como

la distancia euclidea entre r y su proyeccién vertical sobre C:
dy(r,C) = min{d(r,s) /s € C,z(s) = z(r)}

Es usual en problemas de regresién, y aqui haremos lo mismo, abusar de la
notacién designando por d(r,C), la distancia vertical y llamando distancia a
la distancia vertical. En cada discusion se sefialara si la nube de puntos puede

contener degeneraciones y propondremos, en cualquier caso, algoritmos que
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mejoran la complejidad de algunos de los obtenidos por Hakimi y Schmeichel
[40].

5.2 Definiciéon de los problemas

Sean a,b € IR? los puntos entre los cuales se encuentra incluida la nube de
puntos P = {p1,---,pn}. Las coordenadas cartesianas de p; se designaran
como se hizo a lo largo de toda la memoria por (z(p:),y(p:)), donde z(a) <
z(p;) < z(b), para todo i = 1,---,n. Diremos que C = {co,¢1 - ,Ck,Ck41} €S
una cadena poligonal que une a y bsi cg = a y cky1 = b. Llamaremos a los
puntos ¢; - -+, c; codos de la cadena poligonal y denotaremos por |C| = k el
‘nimero de codos. Al igual que se hizo en los problemas analogos de cadenas

ortogonales consideraremos caminos monétonos con respecto al eje .

Las poligonales que unen a y b se pueden clasificar en dos tipos:

e poligonales discretas, cuando cada codo esté situado sobre algin punto
de la nube P.

e poligonales libres, si los codos estdn situados en puntos arbitrarios com-

prendidos entre las rectas z = z(a) y z = z(b).

Basandonos en dicha clasificacién, dividimos €l capitulo en dos secciones

en las que se plantean los siguientes problemas de optimizacién:

P1 : Encontrar una poligonal discreta con un codo que minimice la maxima
distancia de los puntos a la poligonal:
min{mix{d(p;,C)}} s.a.:|C|=1 y ¢ €P.
C "pi€P
Véase Figura 5.2 (a).

P2 : Dados dos convexos P, y P,, encontrar una poligonal discreta con

un codo que empiece en P, acabe en P,, y que minimice la maxima
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distancia de los puntos a la poligonal:
ng’n{mé%({d(p,-,C’)}} s.a.:|C|=1,¢; € P,a € P,be P,.
pi
Véase Figura 5.2 (d).
P3 : Encontrar una poligonal discreta con k codos que minimice la maxima
distancia de los puntos a la poligonal:
min{mdx{d(p;,C)}} s.a.:|Cl=k y a€P, 1=1,---,k
C "pi€P
Véase Figura 5.2 (b).

P4 : Dado Iy > 0, encontrar una poligonal discreta cuya longitud no su-
pere el valor lp y que minimice la maxima distancia de los puntos a la
poligonal:

A min{méx{d(p;,C)}} s.a.:l(C) <.
C “pi€eP
P5 : Encontrar una poligonal libre con un codo que minimice la maxima

distancia de los puntos a la poligonal:
min{méx{d(p;,C)}} s.a.:|Cl=1 y ¢ € R%.
C “pi€eP

Véase Figura 5.2 (c).

Concretamente, nuestra aportacion respecto a algunos de los algoritmos

aparecidos en [40] es:

Un algoritmo O(nlog(n)) para calcular una poligonal discreta de un

codo, que mejora el existente de tiempo O(n?).

Un algoritmo O(n?) para calcular una poligonal discreta de k codos, que

mejora el actual de O(n?log(n)).

Un algoritmo O(n?) para calcular una poligonal libre de un codo, que es
mejora el propuesto en [40] de tiempo O(n?log(n)).



5.3. Poligonales discretas 115

Figura 5.2: Distintos problemas de optimizacion.

Ademds, los algoritmos que se proponen son validos para el caso de
que el conjunto de puntos P esté en posicién degenerada. Por otra parte, se
obtienen algoritmos de tiempo O(n?log(n)) para los problemas P2y P5 y se
plantean problemas abiertos que aparecen de forma natural por proximidad

en la formulacién con los definidos aqui.

5.3 Poligonales discretas

5.3.1 Poligonales de un solo codo

El problema de hallar la mejor poligonal discreta con un codo correspondiente
al problema P; admite una solucién directa por fuerza bruta. En efecto, el
nimero de cadenas candidatas es 6(n), una por cada punto p;,---,p,. Para
una candidata {a, c;, b} en concreto, hay que calcular n — 1 distancias al resto

de los puntos, resultando una complejidad total de O(n?).

Sin embargo, se puede conseguir un algoritmo mas eficiente haciendo
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Figura 5.3: El maximo de la distancia no se alcanza en el cierre convexo.

uso del cierre convexo. Si disponemos del cierre convexo de {a,p;, -, pn, b}

podemos usar las siguientes propiedades, que permiten bajar la complejidad a

O(nlog(n)).

Lema 5.3.1 Sea C = {a,c1,b} una cadena poligonal discreta que une a y b.
Entonces el mdzimo de la distancia d(p;,C), para todo ¢, se alcanza sobre un
vértice del cierre convezo, o bien sobre un vértice interior situado en la recta

vertical z = z(¢p).

Demostracion: Dada una cadena C = {a,c, b}, el midximo de la distancia
d(pi, C) no es necesariamente un vértice del cierre convexo de {a,p;,- - -, pn, b},

como se muestra en la Figura 5.3.

Refiriéndonos a dicha figura, se demuestra facilmente la méxima distan-
cia se alcanza en el punto px que, sin embargo, no pertenece al cierre convexo.
En efecto, el punto p; tiene menos distancia a la poligonal C = {a,c;, b} que
pr puesto que se encuentra incluido en la banda dada por las rectas ac; y r,
y a la izquierda de la recta z = z(c;). Lo mismo le ocurre a p;, situado en
la banda dada por las rectas c;by s, y a la derecha de la recta z = z(¢;). El

resto de los puntos del cierre convexo se halla a menor distancia de la cadena

que py.

Lo que si es cierto es que, si una recta cualquiera interseca a un poligono
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Figura 5.4: Descomposicién del cierre convexo por la recta z = z(c;).

convexo, entonces la maxima distancia vertical entre los puntos (cuyo cierre
convexo es el poligono) y la recta se alcanza en un vértice del poligono debido
a la convexidad de éste. Para el caso de nuestra poligonal {a, c;, b}, descompo-
nemos el cierre convexo de {a,p;," -, Ppn, b} trazando la recta z = z(c;), como

muestra la Figura 5.4.

La recta z = z(c;) da lugar a dos subpoligonos convexos cuyos vértices
coinciden con los del cierre convexo salvo, posiblemente, dos de ellos (las in-
tersecciones de z = z(c;) con el cierre convexo). En virtud de la observacién
anterior, el maximo de la distancia de los puntos a la cadena se alcanzara
en alguno de los vértices de los subpoligonos convexos. Si esto ocurre en un
vértice del cierre convexo original, hemos acabado. Cuando, por el contrario,
el maximo se alcance en uno de los nuevos vértices, lo despreciamos y busca-
mos el maximo en el resto de los vértices situados sobre la recta z = z(c;).
En todo caso, hay que calcular la maxima distancia con respecto a los puntos
de P situados sobre la recta z = z(c;). Entre ambas distancias, la dada por
los vértices originales del cierre convexo y la dada por los puntos de P en

z = z(c1), elegimos, de nuevo, la mayor. 0

Lema 5.3.2 Sea R un poligono convero yt una recta que interseca a R. La
funcidn distancia es unimodal (alcanza un unico valor mdzimo) en cada una

de las dos cadenas en que t divide a R.
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Demostracidn: Sea {ry,---,r,} €l conjunto de los vértices de R dados en or-
den positivo y designemos por {ry,---,r;} una de las cadenas formadas por
la interseccién de R y t. Supongamos que en rj,1 < j < i, se produce un
méximo local. Probaremos que r; es, en realidad, el inico maximo posible y,
por lo tanto, el maximo global. Si hubiese otro maximo, digamos 7,7 < 1 <3,
necesariamente habria un minimo ry entre r; y r;. Pero en r se romperia la
convexidad de la cadena {ri,---,r;}, ya que el angulo dado por rir_17kTr41
habria de ser mayor que 7 para que rj sea minimo. Se obtiene asi una contra-

diccidn. O

Con la ayuda de los dos lemas anteriores podemos probar el siguiente

teorema, que resuelve P1.

Teorema 5.3.1 El problema P1, encontrar una poligonal discreta de un codo,

puede resolverse en tiempo O(nlog(n)) y espacio lineal.

Demostracién: A continuacién se hace la descripcién del algoritmo que resuelve
el problema y que se compone de dos pasos principales: primero, el calculo del
cierre convexo de {a,p;,---,pn,b} y de otra estructura de datos auxiliar D y,
segundo, el cémputo, para cada punto p; € P, de la maxima distancia de la
nube a {a, p;, b}. Finalmente se selecciona la minima entre todas las distancias

maximas.

Como se en muestra el lema 5.3.1, para una cadena {a, p;, b}, el mdximo
no se alcanza necesariamente en el cierre convexo. Con el fin de tener en
cuenta esa situacidn, se construye una matriz D que contiene al conjunto
{a,p1," ", Pn, b} ordenado lexicogrificamente. Ademas, en cada elemento de
la matriz se guardan punteros a los puntos de menor y mayor ordenada de entre

todos los puntos con la misma abcisa z. Construir D lleva tiempo O(n log(n)).

El siguiente paso es mostrar cémo, dada una cadena {a,c;, b}, donde
c1 = p; para algin 7, se puede calcular en tiempo O(log(n)) la maxima distancia
a esa cadena. Suponemos que €l cierre convexo esta almacenado en sentido po-

sitivo en una matriz. Para descomponer el cierre convexo en dos subpoligonos



5.3. Poligonales discretas 119

convexos como los que aparecen en el lema 5.3.1 en tiempo O(log(n)), se pro-
cede de la forma siguiente. Tomando la recta z = z(c;) orientada hacia +oo,
se realiza bisqueda dicotémica en cada una de las dos cadenas mondtonas con
respecto al eje £ en que se divide el poligono. Accediendo en tiempo cons-
tante al elemento mitad y a su anterior y se comprueba a qué lado de la recta
se encuentran ambos. Si estan uno a cada lado, hemos encontrado un punto
de interseccién; si ambos estdn a la derecha, se busca recursivamente en la
submatriz izquierda; y si no es asi, miramos en la submatriz derecha. Este
procedimiento garantiza que las intersecciones entre la recta z = z(c;) y el

cierre convexo se hallan en tiempo O(log(n)).

Una vez descompuesto el cierre convexo en dos subpoligonos convexos,
se calcularan las distancias méximas en cada subpoligono. La maxima distan-
cia de los puntos de cada subpoligono a la recta correspondiente se calcula en
tiempo O(log(n)) con bisqueda binaria sobre los vértices ordenados del sub-
poligono. Si se alcanza en un vértice que proviene de la intersecciéon de la recta
vertical con el cierre inicial, se debe buscar el maximo sobre los puntos de la
nube contenidos en el segmento comin a ambos subpoligonos. Llamamos la
atencién sobre el hecho de que, en el segmento comin a ambos subpoligonos,
puede haber varios puntos de P. No obstante, de todos esos puntos, sélo es
relevante el que estd a mas distancia de ¢; y la estructura D proporciona ese

punto en tiempo O(1). O

5.3.2 Poligonales de un codo apoyadas en convexos

En algunos problemas reales, el camino poligonal que se pretende trazar no
estd restringido a un origen y destino puntual, sino a regiones de salida y
llegada. Concretamente, planteamos el caso para el que las regiones de la
restriccién son poligonos convexos. Asi pues, aparece el problema que hemos
denominado poligonales apoyadas en convezos. Nosotros propondremos un

algoritmo eficiente para el caso de poligonales de un solo codo.

Como paso intermedio para la solucién del problema de las poligonales

de un codo apoyadas en convexos, consideraremos el problema previo siguiente:
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Figura 5.5: Calculo de la recta 6ptima que pasa por dos poligonos convexos.

P2.1: Dada una nube de puntos y dos poligonos convezos P, y P,, encontrar
la recta que minimiza la mdzima distancia vertical a los puntos y que tiene

interseccion no vacia con Py y Ps.

La primera observacidon que hacemos sobre P2.1 es a propdsito de una
propiedad de la solucién. La recta solucién tiene que equidistar de dos pun-
tos situados en semiplanos distintos (véase la Figura 5.5). Si no fuese asi,
podriamos mover infinitesimalmente la recta y la solucién éptima seria mejo-

rada, lo cual es una contradiccién.

i Qué significado tiene la recta solucién en el dual? La recta solucién
se transforma en un punto y los puntos de los que equidista, en sendas rectas.
La aplicacién dual polar [70] (a,b) — y = 2az — b no conserva la distancia
euclidea, pero si conserva en cambio la distancia vertical [12]. Entonces, en
el arreglo de rectas, la recta solucién corresponde al punto medio del menor
de los mayores segmentos verticales que se pueden inscribir en una cara del
arreglo.

Sin embargo, lo anterior no tiene en cuenta que la recta deba intersecar
a los dos poligonos convexos. En el dual un poligono convexo se transforma en
dos cadenas convexas. La region comprendida entre ellas representa las rectas
que intersecan al poligono. Dado que hay dos poligonos convexos, salen cuatro

cadenas y las rectas que intersecan a ambos poligonos convexos se identifican
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con los puntos que pertenecen al exterior de las cuatro cadenas.

La porcién del arreglo que se debe considerar es la que se encuentra
en la regién descrita. Calcular el arreglo entero de rectas costaria ©(n?) en
tiempo y espacio; sin embargo, se puede evitar esa complejidad y hacerlo en
tiempo O(nlog(n)) y espacio O(n). Para ello, basta hacer uso de la siguiente
propiedad: toda recta solucién determina un par antipodal, a saber, el dado
por los dos puntos que realizan la minima distancia (véase de nuevo la Figura
5.5). Como hay un nimero lineal de pares antipodales, se obtienen también un
ndmero lineal de candidatos. En el dual, esto se traduce en que el nimero de

intersecciones de las rectas comprendidas entre las cadenas convexas es lineal.

Finalmente, mediante un algoritmo de barrido se puede recorrer la parte
del arreglo que nos interesa. Este algoritmo puede disefiarse adaptando el de
Bentley y Ottman [6] y el de Nievergelt y Preparata {66).

Concluimos con el siguiente teorema:

Teorema 5.3.2 El problema P2.1 puede resolverse en tiempo O(nlog(n)) y
espacio O(n).

Una vez resuelto el problema P2.1 es sencillo resolver el problema P2,
esto es, el problema de encontrar la poligonal discreta de un codo que se apoya
en los dos convexos y que minimiza la maxima distancia. Dado que cada punto
de la nube es un convexo, podemos calcular todas las posibles poligonales que
se apoyan en P;, un punto de la nube y, en este punto y en P,. Como hay un
ndmero lineal de esas poligonales, y para cada una de ellas, se emplea tiempo

O(nlog(n)), en total, tenemos tiempo O(n?log(n)) y espacio lineal.

Concluimos la seccidn con este teorema:

Teorema 5.3.3 El problema P2 puede resolverse en tiempo O(n?log(n)) y

espacio lineal.
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5.3.3 Poligonales de k£ codos

Para el problema P3, calculo de una poligonal discreta de k codos que minimiza
la maxima distancia a los puntos, recurrimos a la técnica de programacién
dinamica. La razon para ello es que las soluciones del problema para valores
menores que k participan en la solucién final. Introduzcamos previamente
algunas definiciones que haran mas cémoda la descripcién del algoritmo de

programacion dinamica.

Definicién 5.3.1 Sean a = po,p1,P2,---,Pn,Pn+1 = b los purntos de la nube
P ordenados lexicograficamente.

1. Denotaremos por C;(a, p;) el conjunto de las cadenas de j codos que unen

aconp;,t=1,---,n.
2. Si C € Cj(a,pi), la excentricidad de C, e(C), por:

e(C) = max{d(ps,C),- -, d(pi-1,C)}.

3. El coste desde a hasta p;, ¢ = 1,---,n+1, es el valor dado por la férmula:

7j(a’pi) = min{e(C’)/C € Cj(avpi)}’ ’ .] = 07' ot ,k'

Usando esta terminologia, buscar una solucién al problema P3 es equi-
valente a calcular el coste v,(a,b). El lema siguiente muestra la relacién entre

el coste para el punto p; y los costes para puntos anteriores.

Lema 5.3.3 El coste v;(a,pi), j < i, es igual al menor valor positivo del
siguiente conjunto de costes:

{7i-1(a, ;)0 (P> Pi), Yi-1(a, Pi+1), Yo(Pit1, Pi)s - - - Vie1(@5 Piz1), Yo(Pi-1, Pi) }-

Demostracion: Sea C' = {a, px,, ..., P,, pi} la cadena de coste v;(a, p;), esto es,
la cadena con excentricidad 6ptima. Esta cadena puede descomponerse en dos
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Figura 5.6: Una de las dos subcadenas es 6ptima.

subcadenas, a saber, {a,pk,,...,Pk;} ¥ {Pk;»Pi}; la primera subcadena tiene
7 —1 codos y la segunda, cero codos (Figura 5.6). Puesto que una de estas dos
subcadenas debe tener excentricidad v;(a, p;), el valor minimo positivo entre
los costes 7vj-1(a, Pk,;) ¥ 7o(ps,,pi) serd el coste de v;(a,p;). Como el indice k;
puede variar entre j e i — 1, han de considerarse todas esas cadenas candidatas,

por tanto se obtiene la férmula expresada. 0o

Una vez probado el lema anterior podemos continuar con el siguiente

teorema:

Teorema 5.3.4 El problema P3, esto es, encontrar una cadena discreta de k

codos, puede resolverse en tiempo O(n?) y espacio lineal.

Demostracion: El primer paso, ordenar los puntos por coordenada z lleva
tiempo O(nlog(n)). Después, se requiere hacer el calculo de cada uno de los
costes Yo(pk, b), - - -, Yo(Pn, b), lo cual lleva tiempo lineal para cada uno de ellos,

y por tanto, O(n?) en total.

Finalmente, el cdlculo recursivo de los costes <, usando el lema 5.3.3,
da lugar a la ecuacién T'(n) = T(n — 1) + O(n). El término O(n) es debido al
célculo del valor minimo positivo de entre los costes. La solucién de la ecuacion
es T(n) = O(n?), lo que proporciona la cota para el tiempo establecida por el
teorema. En cada paso sdlo es necesario guardar los valores de los costes del
paso anterior. El nimero de dichos costes son a lo mas n, lo cual prueba la

cota para el espacio. 0
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A modo de observacién, cabe destacar que los algoritmos propuestos
en estas dos primeras secciones (poligonales con uno y k codos respectiva-
mente) contemplan la posibilidad de que dos puntos puedan tener la misma
abcisa. Por tanto, no s6lo mejoran la complejidad de los algoritmos hasta

ahora conocidos, sino que son validos también para el caso degenerado.

5.3.4 Poligonales con longitud restringida

Como ya se hizo en el capitulo anterior, consideramos aqui el problema mi-
nimax para poligonales (genéricas en este caso) cuando se dispone de una
longitud méxima a invertir en el trazado del camino. Supongamos que los
puntos de P estan en posicién no degenerada, esto es, z(a) = z(po) < z(p1) <
... < 2(pn) < (pr41) = z(b). El problema en cuestién puede formularse como

min{ mmix {d(pi, C)/(C) < b)) (P4)

Resolveremos el problema en esta ocasion basandonos en un problema
previo que proviene de alterar el orden de los factores objetivo y restriccion y

cuya formulacidn es la siguiente:

P2.1: Dado A > 0, encontrar una poligonal discreta C de minima longitud que
conecte los puntos a y b y cumpliendo d(p;,C) < A, parai =1,...,n.

Por analogia con un problema similar planteado en el capitulo 3, pode-

mos denominarlo poligonal discreta de minima longitud con cobertura indirecta:

m&'n (C) s.a. :d(pi;,C)< A (PDMCI).

Para la resolucion de este problema usaremos un método tradicional
(véase [46]) que consta de dos pasos. Primero se construye un grafo dirigido,
que llamaremos G()), de forma que sus vértices son los puntos de la entrada
@ = Po,P1,---,PnyPnt1 = by sus aristas son los pares (p;, p;) que verifican que
d(pk,7:p;) < A, para todo punto p; comprendido entre p; y p;.

Si ponderamos cada arista del grafo (p;, p;) con lalongitud del segmento

P;p;, un camino de minima longitud sobre el grafo que conecte los puntos a y b,
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Figura 5.7: Construccién del poligono monétono =(a,b).

proporciona la solucién al problema. Asi pues, la resolucién del problema pasa
por la construccién del grafo mencionado mas la aplicacién de un algoritmo

‘de camino maés corto sobre grafos.
Lema 5.3.4 Se puede construir el grafo G()\) en tiempo O(n?).

Demostracion: Dados los puntos a,p1,ps,-. -, Pn, b, considerar para cada ¢ =
1,2,...,nlos puntos (z(p:), y(p:)+A) y (z(pi), y(p:) — A) y construir el poligono
monétono (ordenado) conectando los puntos a, (z(p1), y(p1)+2A), (z(p2), y(p2)+

)‘)7 Ty (x(pn)a y(pn) + /\)) b, (‘T(pn)a y(pn) - ’\)’ M) (.’E(pl), y(pl) - ’\)’ a como
indica la Figura 5.7. Denotaremos por 7(a, b) dicho poligono.

Para determinar el conjunto de puntos conectados en G()) con cada
punto p;, consideraremos el poligono de visibilidad sobre 7 (a, b) desde el punto
pi, 1= 1,...,n, que denominamos V (p;). De esta manera, (p;, p;) es una arista

de G()) si y sélo si p; estd en el poligono de visibilidad V(p;).

Puesto que V(p;) puede construirse en tiempo O(n) (véase [45]), pode-
mos determinar los vertices conectados con p; en tiempo lineal. Como conse-

cuencia directa, tenemos construido el grafo en tiempo O(n?). D

Finalmente, podemos usar el algoritmo de Dijkstra para encontrar el
camino mas corto desde a hasta b en el grafo G()). Nuestro grafo no tiene ci-

clos, esta dirigido y los pesos son positivos, luego podemos encontrar el camino
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maés corto en tiempo §(| V |+ | A|) donde | V |y | A | denotan el nimero de
vértices y aristas respectivemente del grafo ([14]). G()) contiene n vértices y,
en el peor caso, O(n?) aristas, por lo que el algoritmo de Dijkstra adaptado al
grafo dirigido sin ciclos corre en tiempo 6(n?). Por tanto, podemos establecer

el siguiente resultado:
Teorema 5.3.5 El problema (PDMCI) puede resolverse en tiempo O(n?).

Una vez resuelto el problema considerado como previo P4.1, abordamos

la resolucién del problema principal P4, cuya formulacién es

min{ méx {d(p, C)/1(C) < lo}} (P4).

Un método usual para los problemas de tipo minimax aparecidos en esta
memoria ha sido la consideracién de los posibles valores de la excentricidad que
corresponden a una solucidn, llamados valores candidatos. En nuestro caso,
la solucién al problema, digamos e(C*) (excentricidad de la cadena éptima),
sélo puede tomar un nimero finito de valores. De hecho, existen dos puntos
Pi, Py 1 < j, de tal manera que e(C*) = méxick<;j{d(px,Pi;P;)}. Por tanto,

pasaremos a la construccién del conjunto de valores candidatos.

En primer lugar, se consideran los conjuntos de puntos consecutivos
Sij = {pi,Pi+1,---,Pj}, ¢t < §. Para cada conjunto S;; definimos e(S;;) =
ei;; = mMaXi<k<;{d(px,Pip;)}. Asi, tendremos un conjunto de valores £ =
{€12,€135 -+ €1ny €235+ -3 €2ny- .., €n—1n} que llamaremos conjunto candidato
(obsérvese que e¢(C*) € E). Puesto que tenemos O(n?) conjuntos S;; con
i < j, el conjunto de candidatos E contiene O(n?) elementos.

Tras una ordenacién sobre €l conjunto E obtenemos una lista ordenada
de valores candidatos e; < e, < ... < e, con p de orden n? sobre la que vamos
a aplicar bisqueda binaria. Desde luego, un valor e; de la lista ordenada
corresponde a una solucién si existe una poligonal de longitud no superior a ly
(factible) cuya maxima distancia a los puntos es e; y no existe otra poligonal
factible con méaxima distancia inferior a e;.
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Para cada valor e;, j = 1,...,p de la lista ordenada anterior podemos

resolver el problema previo
minl(C) s.a.:d(pi,C) < e;

y obtener en tiempo O(n?) el valor de longitud minima [; correspondiente al
candidato e;. Puesto que para e, < e, se obtiene I, > [,, resulta una lista de
pares

(e1,11), (e2,12), ..., (eps 1)

de formaquee; <ex<...<eylh20hL>...21,.

Finalmente, aplicando biisqueda binaria sobre la lista ordenada e; <
ez < ... < €, la solucién vendrd dada por el primer valor candidato e; cuyo

correspondiente valor [; cumpla la restriccién (I; < lp).

La complejidad del método descrito puede descomponerse en dos ope-
raciones: construccién del conjunto de candidatos y bisqueda binaria sobre la

lista ordenada.

Lema 5.3.5 Dadosa = pg,p1,..-,Pn, Prnt1 = b, podemos construir el conjunto

de candidatos E en tiempo O(n2log(n)) y espacio O(n?).

Demostracién: Puesto que hay O(n?) candidatos, centrémonos en el célculo
de cada uno de ellos. El cilculo de e;; = e(S;;) = maxi<k<;{d(px,P:P;)} puede
realizarse en tiempo O(n). Sin embargo, haciendo uso del cierre convexo de
Si;» CC(S;;), podemos encontrar e;; de forma mas eficiente como se describe a
continuacién. Primero, el cdlculo de CC(S;;) puede realizarse de forma incre-
mental usando el cierre del conjunto anterior C'C(S;j-1) en tiempo O(log(n))
[74]. Por tanto, podemos tomar como preprocesado la obtencién de todos los
cierres CC(S;;), t < j, en tiempo O(nlog(n)).

Si conocemos el cierre convexo C'C(S;;), podemos calcular el valor can-
didato e;;=max;<k<;{d(px,PiP;)} en tiempo O(log(n)) (Figura 5.8) puesto que
la funcién distancia de los vértices al segmento 7;p; es unimodal en las dos sub-

cadenas de CC(S;;) determinadas por dicho segmento (véase el Lema 5.3.2).
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Figura 5.8: Obtencién de e;; en tiempo O(log(n))

Como consecuencia, el conjunto

FE = {612, €135:+:5€C1ny €23y .+ 3€2nq 0y en_ln}

puede calcularse en tiempo O(n%log(n)) y espacio O(n?). O

La segunda parte del método es la biisqueda binaria sobre la lista e; <
ez < ... < e, donde p es del orden de n?. Puesto que en el proceso de bisqueda
visitaremos O(log(n)) candidatos, para cada uno de los cuales debemos resolver
el problema previo (P4.1) correspondiente en tiernp.o O(n?), se requiere en
total tiempo O(n?log(n)). Asi pues, ya estamos en condiciones de enunciar el

teorema de resolucidn:

Teorema 5.3.6 El problema minimaz para poligonales discretas con restriccion
sobre la longitud puede resolverse en tiempo O(nlog(n)) y espacio O(n?)

cuando el conjunto de puntos de la entrada no contiene degeneraciones.

Para el caso degenerado, puede usarse el mismo procedimiento pero
se requiere resolver el problema previo (PDMCI) para una nube degenerada.

Dicho problema posee un interesante enunciado “geométrico” (Figura 5.9):

Dados dos puntos a y b en el plano y un conjunto de segmentos verticales

situados entre a y b (puede haber varios segmentos sobre la misma vertical),
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Figura 5.9: Interpretacién geométrica de un problema

encontrar una poligonal de minima longitud que conecte a y b e intersecte a

todos los segmentos

Para la resolucién de dicho problema puede adaptarse el algoritmo
de programacién dindmica propuesto para la misma cuestiénm con poligo-
nales rectilineas. En aquella ocasién, el método se basaba en una propiedad
geométrica crucial: existe un camino de cobertura indirecta minimo que cubre
a los puntos situados en cada vertical entrando (o saliendo) por el punto posi-
ble de mayor abcisa y saliendo (o entrando) por el punto permitido de menor
abcisa de dicha vertical. Puesta que dicha propiedad se mantiene para el caso
de caminos x-mondtonos genéricos, se puede disefiar un algoritmo lineal seme-
jante a (RMCI) una vez que se tengan ordenados los puntos lexicograficamente.
A pesar de que se reduce la complejidad del problema previo, y como conse-
cuencia, la bisqueda binaria se realiza en tiempo O(nlog?(n)), el célculo de

los valores candidatos {e;, es,...,¢€,} sigue tomando tiempo O(n?log(n)).

5.4 Poligonales libres

En los problemas de esta seccién aparecen las poligonales x-monétonas con
codos libres, o sea, pueden ser puntos cualesquiera del plano. Nosotros resol-

veremos el problema minimax para poligonales con un solo codo en tiempo
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O(n?). Para poligonales con & codos tomamos como referencia el algoritmo de
tiempo O(n%log(n)) de Hakimi y Schmeichel [40] véilido para un conjunto de
puntos sin degeneraciones. Para un conjunto de puntos con degeneraciones el

problema esta abierto.

5.4.1 Poligonales libres de un codo

Sea el conjunto P = {p;,pz,...,pn} ordenados lexicogréficamente, situados

entre a y b, pudiendo contener degeneraciones. Se trata de resolver el problema
ngn{rr})éx{d(p,-,C)}} s.a.:|Cl=1y ¢ €R? (P5).

La idea principal de la resolucion que proponemos es la consideracién de un

conjunto de problemas previos, cuyas soluciones determinan la solucién de P5.

Consideremos las abcisas no repetidas de los puntos de P, denotadas
por ai,as,...,d, (supongamos estan ordenadas). Vamos a definir con B; la
banda vertical determinada por a; y aj41, B; = B(aj,a;+1)={r € R* /a; <
z(r) < aj+1}. Llamamos P55 al problema de encontrar una poligonal de a a
b, con un codo en B;, que minimice la maxima distancia a los puntos de P:

min{max{d(p;,C)}} s.a.:C ={a,c1,b},c1 € B; (P57).

La observacion crucial es que si resolvemos este problema para cada
banda B;, podemos determinar una solucién de P5 sin méas que tomar la
mejor de todas las soluciones parciales obtenidas para cada problema P5j
(ver Figura 5.10).

Lema 5.4.1 FEziste una solucion C* = {a, ¢;,b} para P5 cumpliendo que:

méx{d(p:,acr) [ z(p:) < z(e1)} = méx{d(pi, c10) / z(p:) > z(c1)}

Demostracion: Supongamos que, por ejemplo:

méx{d(p:,aer) [ z(p:) < z(e1)} < méx{d(pi, 1) [ z(p:) > z(e1)}
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Figura 5.10: Resolucién del problema en cada banda.

Entonces moviendo ¢; infinitesimalmente sobre la recta ac; en alguno de sus

‘dos sentidos, la méaxima distancia d(p;,c;b) disminuye. En algin momento

ambos minimos se igualan. o

El lema siguiente muestra cémo obtener, para cada banda, la solucién

en ella. La solucién final serd la minima de las soluciones obtenidas en cada
banda.

Lema 5.4.2 Se puede encontrar una poligonal éptima para el problema P5j en

las condiciones del lema 5.4.1 en tiempo O(n) con preprocesamiento O(nlog(n)).

Demostracidn: Para una banda B; = [a;,a;41] definimos: F; = {p; : z(p:) <

a;} y Fi = {pi : (p:) > a;41}, asi como sus cierres convexos, P; = CC(F;)
y P =CC(F}).
Sean s;, s}' rectas que, pasando por a y b, respectivamente, minimizan

la méxima distancia a los puntos de .7-7,.7-';', respectivamente. Es claro que,

7 s;-* deben encontrarse a méxima distancia de al menos dos puntos (que estan
en semiplanos diferentes de los determinados por sj, s}), (véase Figura 5.10),

S

puesto que, en caso contrario, se puede encontrar otras rectas que mejoren la

maxima distancia efectuando un deslizamiento infinitesimal.

Sea r el punto interseccién de las dos rectas, r = s7 Ns}f. Sir € B;
hemos terminado; por tanto, supongamos z(r) < a; sin pérdida de generalidad.
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Por otra parte, sean e~ y e* los valores que dan la méxima distancia de los

- T+ - o
puntos de F;,F; a s;,s],

generalidad, que e = méx{e",et} = et. En ese caso, podemos modificar

respectivamente. Supongamos, sin pérdida de

convenientemente la recta s; de forma que se verifique:

e = méax d(p;,s7)= méax d(p;,st)=¢et
z(pi)<e; (P s; z(pi)2a;+1 (P, J) ’

y el valor de e no se modifica. Si el nuevo punto de interseccién de las rectas,
r, se encuentra en la banda B; hemos terminado, por lo que suponemos, sin
pérdida de generalidad, que el nuevo punto de corte cumple igualmente z(r) <

a;.

En esas condiciones sean y;,y; las ordenadas de los puntos de inter-

seccién de s;, 3;-*

ordenada entre y; e y;-" cumpliendo

con la recta vertical ¢ = a; y ¢* el punto de abcisa a; y

max{d(p;,ac*) [ z(p:) < a;} = max{d(pi,c*b) / z(p:) 2 @j41}

Es facil ver que c* es tnico (se obtiene resolviendo una ecuacién) y que
da una solucién para la banda Bj; en las condiciones del lema 5.4.1, puesto que
tomando como codo cualquier otro punto de la banda no se mejora la maxima
distancia a ambos lados de B;. En efecto, en la Figura 5.11 se puede observar
que si el codo ¢* se mueve sobre la recta z = a; el valor de la excentricidad
total no se mejora. Asimismo, en el interior de la banda B;, podemos hacer un
analisis segiin el codo esté situado en algunas de las tres regiones determinadas
por las semirrectas r; y 2 (que se cortan en el punto c¢*) y se observa que la
excentricidad total se empeora cuando se sitia el codo ¢* en cualquiera de
dichas regiones (obsérvese que los puntos sefialados con doble circulo en la
Figura 5.11 determinan la excentricidad de las rectas ry y r2).

Las rectas sj,s;

P, PJ-+ adaptando el método que Lee y Wu [53] usan para el problema res-

tringido de recta centro con distancia euclidea. Por otra parte, el célculo de

se obtienen en tiempo O(n) si tenemos calculados

¢* es constante. O
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Figura 5.11: Obtencién del codo c*.

Teorema 5.4.1 Se puede calcular una solucion de P5 en tiempo O(n?) y

espacio lineal.

Demostracion: En virtud del lema anterior, obtenemos la solucién para cada
banda B; en tiempo O(n) con preprocesamiento O(nlog(n)) y seleccionamos
la minima de todas ellas. Puesto que hay n — 1 bandas, la complejidad es
O(n?). Queda por precisar un detalle: en el célculo de la solucién en B; se
suponia que el cierre convexo de ;" y .7-'; estaba ya dado de antemano. Para
poder aplicar el lema necesitamos construir los cierres convexos de F; y ff.
Esto puede hacerse adaptando el algoritmo de barrido del cierre convexo {74].
Las rectas z = a; y £ = aj4; son las rectas de barrido. Cuando la recta z = q;
avanza una posicién, actualiza el cierre convexo a su izquierda (insertando el
punto de P con coordenada aj4;); cuando la recta £ = a;4; avanza, actualiza
el cierre convexo a su derecha borrando el punto de P con coordenada aj,;.
La complejidad de este paso es O(nlog(n)) por la ordenacién del barrido mas

el coste de las actualizaciones, que es lineal. m]
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5.5 Conclusiones y problemas abiertos

Han sido resueltos en el presente capitulo varios problemas concernientes a la
busqueda de servicios poligonales genéricos bajo en criterio minimax, tanto
para el caso de poligonales discretas como para poligonales libres. Sin em-
bargo, han quedado otros sin resolver que surgen, bien de la necesidad de
mejorar computacionalmente los algoritmos propuestos (incluso buscar cotas
inferiores), bien de generalizaciones de los problemas tratados, o bien de cam-
biar el objetivo minimax por otros tépicos de Localizacién de Servicios como

maxmin, minsum, etc.

Principalmente, los resultados que se recogen en este capitulo se refieren
a poligonales discretas. Dos factores fundamentales a tener en cuenta en el
disefio de un camino poligonal son el nimero de codos y la longitud. Se han
propuesto, en este sentido, algoritmos eficientes para poligonales discretas de
uno o k codos, mejorando la complejidad de los algoritmoé existentes en la
actualidad (O(n?log(n) en ambos casos) [40]. Ademas, se ha planteado la
posibilidad de que el camino buscado empiece y termine en ciertas regiones
convexas dadas en el input como poligonos convexos ordenados. Se ha resuelto
el problema para poligonales de un solo codo, quedando como problema abierto

la resolucidén para poligonales discretas de k codos.

Con respecto a la restriccion en la longitud, se ha resuelto un intere-
sante problema, tanto por el resultado en si, como por el método de reso-
lucién usado. En dicho método se ha resuelto asimismo un bonito problema
geométrico, pudiéndose considerar de localizacién-ruta, donde se busca la po-
ligonal mas corta con cobertura indirecta sobre los puntos de la nube. La
resolucién de dicho problema, denominado previo, se basa en la consideracién
de un grafo dirigido y la busqueda del camino mas corto entre dos puntos de
dicho grafo. Hay que destacar, sin embargo, que el método se ha desarro-
llado para un conjunto de puntos sin degeneraciones. Para el caso degenerado,
puede pensarse en usar el mismo procedimiento, aunque para ello se requiere

resolver el correspondiente problema previo con degeneraciones.

En el fondo de la cuestidn, se observa como la propiedad de que los co-
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dos sean puntos de la entrada, determina un conjunto discreto de poligonales
posibles sobre el que tenemos que trabajar. Sin embargo, cuando los codos
pueden ser puntos cualesquiera situados entre las verticales determinadas por
los puntos origen y final del trayecto, podemos decir que el problema los proble-
mas son de naturaleza “continua”, que son en general, de de mayor dificultad
intrinseca. Una técnica adecuada es la bisqueda de propiedades geométricas
de una solucién. Asi, se ha resuelto el problema minimax de poligonales libres
con un codo en tiempo O(n?), tanto si la nube es degenerada como si no lo es.
Para el caso de k codos se puede adaptar el algoritmo de Hakimi y Schmeichel
[40] (O(n?log(n))) para el caso de poligonales con puntos origen y final. Sin
embargo, dicho algoritmo no es aplicable para puntos con degeneraciones, por
lo que estd abierto, tanto la resolucién de este caso, como la mejora de la
complejidad del método referenciado. La mayor parte de los algoritmos aqui
propuestos han sido presentados recientemente en un congreso espaiiol [19]. La
Tabla 5.5 refleja los resultados computacionales obtenidos para los problemas

aqui planteados.

Cadenas poligonales min méax d,(p:, C)
| C |=1 discreto O(nlog(n))
| C |= k discreto O(nlog(n))
I(C) = lp discreto O(n?log(n))
| C |=1 libre O(n?)
|Cl=% O(n*log(n))"

Tabla 5.5. Problemas de localizacién minimax para
poligonales en el plano. * Hakimi y Schmeichel [40].

Finalmente, consideramos oportuno plantear en este capitulo, y mas
aln en el terreno propio de Localizacién de Servicios, los problemas que surgen
de manera natural por su proximidad en la formulacién con los aqui resueltos.
Nos referimos a la bisqueda de poligonales bajo el criterio maxmin que ha
sido resueltos para el caso euclideo [27]. No cabe duda de que, modificando los
ingredientes del problema, aparecen una serie de cuestiones interesantes, tanto
desde la Sptica de Localizacién de Servicios como de Geometria Computacio-

nal, tanto desde el punto de vista tedrico como del punto de vista practico.
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A modo de conclusién final, podemos decir que se han resuelto un
conjunto de problemas y que, en realidad, se han sentado las bases para el
desarrollo e investigacion de un apartado de matematica aplicada situado entre

dos campos de investigacion que poseen un evidente solapamiento.
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