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La Teoria de Localizacién comienza a desarrollarse en el siglo XVII,
aunque la mayoria de los trabajos en este drea, se han realizado en los
tltimos 30 afios. Sin embargo, la investigacién sobre la localizacién de centros
peligrosos, nocivos o detestables, no se ha llevado a cabo hasta los tiltimos diez
afios. Ademds, como sefialan Erkut y Neuman (1989), el nimero de trabajos
realizados sobre la localizacién de este tipo de centros es inferior al 2% de los
trabajos que aparecen en la literatura de localizacién. Es decir, solo hay unos
50 trabajos que tratan con modelos analiticos aplicables a la localizacién de
este tipo de centros. Una explicacién de esta descompensacién puede ser que
hasta hace poco no han aparecido centros de servicio que pueden causar dafios
o perjuicios a la salud o que atentan o son una amenaza para nuestro
bienestar o estilo de vida. Asi, gran parte de la sociedad prefiere tener una
central nuclear, un cementerio atémico, un mega-aeropuerto, un basurero, una
cdreel, etc, lo mds alejado posible. Estas preferencias se contraponen con las
preferencias cldsicas en teoria de localizacién donde se desea que el centro de
servicio o el punto de demanda estén lo mds cerca posible, como es el caso de

ambulatorios, farmacias, supermercados, estaciones de bomberos, etc.

Las soluciones a estos problemas pueden traspasar el &mbito nacional.
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Asi, en Junio de 1980, el gobierno belga protesté al gobierno francés por haber
colocado éste varias centrales nucleares a lo largo de su frontera comin. El
gobierno francés decidié colocar la mitad de sus centrales nucleares a lo largo
de su costa atldntica y en la frontera con Bélgica y Alemania, a gran distancia

de los grandes niicleos de poblacién.

Los modelos analiticos de localizacién de centros peligrosos vienen

configurados con los siguientes elementos:
a) Un conjunto V = {P,, P,, ... ,P,} de "m" puntos que representan la

posicién de cada uno de los centros (poblaciones) afectados por la ubicacién de

los centros peligrosos.

b) Un conjunto X = {X,, X,, ... X} de "p" puntos que representan la
posicién de cada uno de los centros peligrosos, y que trataremos de determinar

en base a los objetivos establecidos.

¢) Un espacio solucién que puede ser:

-RX
- Grafo (tipo drbol o general)

d) Una regién factible, S:

- Continua (convexa o0 no convexa)

- Discreta.

e) Una medida de distancia d(P; X,):
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- Euclidea
- Rectangular
- Poliédrica

- Sobre una red.

f) Un conjunto de pesos {w,, w,, ... ,W,} que representan los diferentes
niveles de repulsién para los centros afectados, es decir, la incompatibilidad

relativa entre el centro a ubicar y el centro afectado:

- Pesos iguales (modelo no ponderado)

- Pesos diferentes.

g) Funciones objetivo:

- Objetivo tinico:
maximin
maxisum

- Multiobjetivo.

h) Interacciones:

- Solo entre puntos de S con puntos de X
- Solo entre puntos de X con puntos de X

- Con los dos tipos de interacciones anteriores

El problema de localizacién de centros peligrosos mas conocido es el

problema maximin. Se trata de ubicar el centro peligroso de manera que el
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centro afectado mds cercano quede lo mds lejos posible, es decir:

Mdx, o[ min,_,_, w,dX, P) 1]

Este problema se puede formular también de la siguiente manera:

Miax Z
(P1)

sujeto a: z < w,dX, P), i=1,2,....m

xe S

La mayoria de los articulos publicados utilizan la distancia euclidea y
enumeran todos los 6ptimos locales basdndose en las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker. Asi, el primer articulo que sugiere este método es el de
Dasarathy y White (1980). En este trabajo, el conjunto S es una regién
poliédrica de R* y todos los pesos son iguales. Se prueba la existencia de un
conjunto finito de candidatos para la solucién éptima y se presenta un
algoritmo combinatorio que se compara con los existentes de la programacién

convexa.

Drezner y Wesolowsky (1980) tratan el problema ponderado sobre el
plano, imponiendo que el centro detestable esté dentro de una distancia
predeterminada de cada centro afectado. Asi, la regién factible viene
determinada por la interseccién de "m" circulos centrados en cada centro

afectado. Proponen un algoritmo para determinar la solucién.
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Melachrinoudis y Cullinane (1983) consideran el problema sobre un
poligono no convexo con regiones circulares alrededor de los centros afectados
dentro de las cuales no se permite la ubicacién del centro peligroso. Asi
aseguran que el centro no deseado esté fuera de regiones como lagos, rios,
parques nacionales, etc. Utilizan las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker y
enumeran los 6ptimos locales con un algoritmo que es una modificacién del

propuesto por Dasarathy y White (1980).

Melachrinoudis (1985), ha demostrado que una solucién éptima, X,
para el problema P1 estd localizada:

a) En un vértice de S (regién poligonal), o

b) Sobre un lado de S, w-equidistante de dos puntos de V, o

c) En el interior de S, w-equidistante de tres puntos de V.

‘Melachrinoudis y Cullinane (1986) consideran el siguiente problema:

min { md wi }
Meyes LMAX ;) oy

[(x - a)*+(y - b

sujetoa ¢X +Cpy +¢3<0

j = 1,2,...,11

Se aplica a la localizacién de centros no deseados que producen de
alguna manera polucién ambiental, mediante radiaciones, ruidos o gases, y se
supone que la concentracién de la misma sigue la ley de la inversa del

cuadrado de la distancia. Es decir, los niveles de emisiones no deseables,
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desde una fuente de polucién, son inversamente proporcionales al cuadrado
de la distancia a la fuente. Proponen un algoritmo de programacién

matemaética cuando la regién factible es poligonal y convexa.

Recientemente, Erkut y Oncii (1991) han introducido la versién
paramétrica siguiente:

Max Z
sujetoa Z< (w)"dX, P), i=12,..,m
XeS

donde 1 < q < . Demuestran que este problema tiene la misma solucién

6ptima que el siguiente problema minimax:

min Z

sujetoa Z 2 _u".__, i=12,...m
dX, Py

XeS

donde u; > 0 es un peso proporcional a la susceptibilidad o sensibilidad del
centro afectado P,. Precisamente este problema, para q = 2, es el propuesto
por Melachrinoudis y Cullinae (1986), que hemos sefialado mas arriba como

una alternativa realista al problema maxmin.

Aunque este nuevo resultado tampoco libra al decisor de tener que

especificar los pesos w; sin embargo, le permite cambiar los pesos
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sistemdticamente, de manera que sea menos importante la eleccién inicial de
los mismos. Se puede observar la trayectoria de la localizacién éptima

conforme q aumenta.

El problema maxmin con distancia rectangular no es tan popular como
con la distancia euclidea. Adema4s, algunos de los resultados obtenidos con la
distancia euclidea se han aplicado a la distancia rectangular. El primer
trabajo recogido en la literatura es el de Drezner y Wesolowsky (1983), donde
se proponen dos métodos para resolver el problema l-maxmin sobre un
poligono convexo. El primer método se basa en una biisqueda binaria con un
punto de vista geométrico. El segundo método divide la regién factible en
segmentos rectangulares al trazar lineas verticales y horizontales por cada
punto afectado, y resuelve un problema de programacién lineal para cada
segmento. Melachrinoudis (1988) propone esencialmente el mismo algoritmo

para este problema.

Melachrinoudis y Cullinane (1986) establecen tres propiedades de la
solucién 6ptima del problema 1-maxmin sobre un poligono convexo S, que

limitan, de forma eficiente, la bisqueda de la solucién éptima.

En la literatura no hay trabajos de localizacién en redes con criterio
maxmin. La razén estd clara, su resolucién es trivial; basta considerar todos
los pares de vértices para determinar la solucién 6ptima. En el caso de que
todos los pesos sean iguales, la solucién 6ptima es el punto medio del eje mas

largo.

En cuanto al problema de la localizacién de un centro peligroso con

criterio maxisum (problema 1-maxisum) podemos decir que hay muy pocos
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trabajos en la literatura. El problema se puede expresar como sigue:

maxy, . gy, w; dX, P)

i=1

El problema 1-maxisum en el plano ha sido estudiado por Hansen,

Peeters y Thisse (1981). Consideran el problema de minimizar

> D(IX - PJ)

para X € S, donde D;(.) es una funcién continua y decreciente. S se supone
cerrado y acotado. Utilizan el concepto de punto remoto para caracterizar la
solucién del problema. Asi, representando por C a la envolvente convexa de V,
prueban que el conjunto interseccién de S con C 6 el conjunto de puntos
remotos desde C, contienen al menos una solucién 6ptima para el problema
anterior. Asimismo, cuando las funciones D, son lineales, entonces el conjunto
de puntos extremos de la envolvente convexa de S que son remotos desde C,
contienen al menos una solucién 6ptima. Sin embargo, cuando S es convexo
y la interseccién de S con C no es vacia, entonces el conjunto de puntos
remotos desde C viene dado por la frontera de S. Por esta razén se debe dar
otra definicién (mas restrictiva) de punto remoto: Se dice que s € S es remoto
desde C si, y sélo si, para todo x € C, la semirrecta que parte de x y pasa por
s € S no contiene puntos de S mas alld de s. Se obtienen resultados similares
a los anteriores con esta nueva definicién, solo que ahora el conjunto de

puntos remotos suele ser mas reducido.
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Hansen, Peeters y Thisse (1981) proponen un algoritmo de ramificacién
y acotacién similar al método del cuadrado grande con cuadrados pequefios
desarrollado por Hansen y Thisse (1981), que permite la resolucién del

problema anterior.

Drezner y Wesolowsky (1988) y Tellier y Polanski (1989) también han
estudiado este problema pero con pesos positivos y negatives, es decir,
contemplando simultdneamente centros repulsivos y atractivos. Cuando la
suma de los pesos es positiva el problema tiene solucién finita y si es negativa
la solucién es ilimitada. Un estudio detallado de este problema ha sido
realizado por Velasco (1991) caracterizando los puntos solucién y proponiendo

algoritmos para su determinacién.

En el mundo real, el problema de localizar un centro peligroso o no
deseado es claramente un problema de decisién multiobjetivo. Aunque el
problema de la localizacién de un centro de servicio deseado es también
multiobjetivo, sin embargo, desde el punto de vista social, el grado de molestia
de un centro peligroso es mayor que el grado de utilidad de un centro de
servicio deseado. Esto supone que en él existan presiones sociales,
manifestaciones, etc, que aumentan la complejidad social del problema. Asi,
los costes de operacidén, el impacto biolégico, la calidad del aire, el impacto
socioeconémico, etc son factores a tener en cuenta para la ubicacién y

operacién del centro.

En este trabajo, se estudia el problema de localizacién de centros
peligrosos con criterios miltiples. Como sefialan Erkut y Neuman (1989), se
ha realizado muy poca investigacién sobre modelos de optimizacién

multiobjetivo en este drea. Solo han encontrado un articulo y un trabajo
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presentado en el "TIMS/ORSA meeting". Estos dos trabajos se basan en el

problema 1-maximin con distancia rectangular.

Mehrez, Sinuany-Stern y Stulman (1985) consideran una funcién
objetivo ponderada que combina los criterios minimax y maximin y utiliza la
distancia rectangular. Desarrollan un procedimiento que produce una gréfica
de la localizacién 6ptima para cualquier peso posible. Obtienen el conjunto de

puntos eficientes y sus rangos de optimalidad.

Aqui abordaremos el problema desde dos puntos de vista, uno a través
del concepto de dominancia y otro a través de la definicién de una funcién, f(x)
multiobjetivo. Las dos maneras de tratarse el problema estdn conectadas como
veremos en el Capitulo III. Todo lo aqui realizado estd hecho en R? puesto que
es ahi donde se plantean los problemas de mas interés, no obstante, todas las

propiedades estudiadas son facilmente transportables a R*.

En el Capitulo I del presente trabajo, se aborda el problema de
localizacién de centros peligrosos o no deseados desde el punto de vista de la
dominancia. Es decir, se considera la mejor ubicacién para tal centro aquella
para la cual, desde el punto de vista de todos los puntos P;, no existe otra

mejor. Esto es, el 6ptimo serfa aquél punto, x’, tal que:

Ix - PJ < |x" - P,| para cadaxeS e i=1,2,...m

En este aspecto se advierte primero que el problema, en general no tiene
solucién. No obstante, desde otro punto de vista, este planteamiento nos sirve
para quedarnos solamente con el conjunto de puntos no dominados, en este

sentido se llega a la conclusién de que tal conjunto resulta de la unién de los
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dos conjuntos siguientes:

a) la interseccién de S con C

b) 1a frontera de S.

Adem4s, demostramos que el problema de encontrar un x € S tal que

domine a todos los demds, si tiene solucién, estd en la Frontera de S.

Acabamos este Capitulo con un apéndice sobre propiedades de las
normas que se utilizan en el presente trabajo. De estas algunas se pueden
encontrar en la literatura sobre el particular y otras no, sin embargo, hemos
considerado oportuna su inclusién aqui por cuanto se hace a menudo

referencia a ellas.

En el Capitulo II, se continta por la misma linea en el caso de que el
conjunto factible sea una poligonal convexa, en tal caso se estudia como
reducir el conjunto de puntos eficientes de la frontera de S a través del
concepto de equivértice, se termina dicho capitulo dando un algoritmo de

busqueda de los puntos no dominados de la frontera.

En el Capitulo III, se trata lo que hemos denominado problema general
de localizacion de centros no deseados, empezamos por definir una funcién que
engloba a todas las expuestas con anterioridad en esta introduccién de la

manera siguiente:

Sean w;, W,, ... , W, nimeros positivos (pesos), y sean los niimeros
positivos o nulos k;, k,, ... ,k,; supongamos, ademds, que se verifica, para una

cierta permutacion, (.), lo siguiente:
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Wplix - Pyl € wig)lIx - Pgyll < ... € Wgyllx - Pyl

entonces, definimos la funcién:

fa) =3 k. by lx - Py
i=1

Se trata entonces de buscar los puntos, x € S tales que f{x) sea

maximo.

Observemos en primer lugar que se estudia el problema con una norma
cualquiera en un conjunto cerrado y acotado; que, por otra parte, segin los
valores que tomemos para los k; se obtienen distintos problemas, asi, por
ejemplo, si
k, = 1 y todos los demds k; = 0 para i=2,3,...,m se obtiene el problema
maximin, si son todos los k; iguales y distintos de cero obtenemos el problema

maxisum, etc.
Obtenemos los siguientes resultados:

a) La funcién definida es continua y por tanto existe solucién éptima
en S.

b) La funcién posee la propiedad de que respeta la dominancia, es decir,
si un punto estd dominado por otro, la funcién toma en éste un valor
mayor o igual que en el primero.

c) Los puntos 6ptimos de la funcién, bajo ciertas pequefias restricciones

para la norma o para los pesos w;, son puntos w-equidistantes de los P;.
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Por tanto, obsérvese que ya tenemos una generalizacién de los
resultados que hemos enunciado con anterioridad, con la particularidad de que
aqui no se toma la decisién sobre la funcién objetivo, ni siquiera con respecto
a la norma o a los pesos. Es de prever que cuando tomemos una norma en
particular se pueda, utilizando los mismos métodos que aqui usamos, obtener

los resultados a que hemos hecho referencia.

Asi, en el ultimo Capitulo hacemos una aplicacién al caso de norma
euclidea con pesos iguales, obteniéndose que las soluciones éptimas de la

funcién objetivo estdn entre los conjuntos siguientes:

a) Los vértices de la poligonal S.
b) Los puntos de los lados de S equidistantes de dos puntos P;.

¢) Los puntos interiores equidistantes de tres puntos P;.

Mencionar solamente que tales resultados son vélidos tanto para el
problema maxmin, maxisum o cualquier otro que se nos pudiese ocurrir y que

ya hacemos mencién en el Capitulo III.

Acaba el trabajo y el Capitulo IV dando un algoritmo de bisqueda de
soluciones 6ptimas que engloba la introduccién de la funcién, f(x), como

deseemos y una implementacién de tal algoritmo.



Capitulo [

DOMINANGIA
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I.1: INTRODUCCION:

En este Capitulo estudiamos el Problema de la Localizacién de Centros

Peligrosos como un problema de decisién multicriterio.

Cuando hay que ubicar un centro peligroso en una regién donde hay
"m" poblaciones afectadas, situadas en los puntos P, P,, ..., P,, estamos frente
a un problema de decisién multicriterio, pues el deseo de cada poblacién es
bien claro: ubicar el centro lo mas retirado posible de ella. Sin embargo, estos
criterios se van a contraponer entre si, es decir, una ubicacién éptima para

una poblacién puede ser pésima para otra.

Observemos que, en general, dadas "m" poblaciones no es posible
encontrar la ubicacién 6ptima para todas ellas en el sentido que lo decimos en
el parrafo anterior. Tal situacién se observa en la figura I.1 donde se advierte
que si consideramos las posibles ubicaciones del centro peligroso en el
conjunto S = [P,, P,] las poblaciones de "demanda" situadas en los mismos
puntos P, y P, y la norma euclidea, la mejor ubicacién con respecto al punto

P, seria el punto P, y reciprocamente, es decir, dado cualquier punto "x",
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siempre es posible encontrar un punto mejor bien para P, bien para P,.

AN \\
\
\ Vo
31 | X | X P:
; : ,
T
! J
/
Fig.: 1.1

No obstante, este enfoque del problema nos proporcionard ciertos

resultados importantes.

De una parte, cuando sea posible determinar puntos que verifiquen
estar mas alejados de todas las poblaciones P, que todos los demds habremos

resuelto el problema.

En otro caso, también serd deseable que cualquier criterio que
utilicemos lleve implicito la propiedad que si un punto, x, estd mas alejado

de todos los P; que otro punto, y, el primero debe ser mejor que el segundo.
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I1.2: VECTOR DE COMPONENTES MAXIMAS:
Definicion 1.2.1:

Sea || . | una norma cualquiera sobre R2, S un subconjunto cerrado y
acotado de R? y un conjunto de puntos P,, P,, ... P, del plano. Para dos
puntos x,y € S, se dice que x domina a y, 6, que y estd dominado por x si:

ly-Pi<lx-Pl; Vi=12..,m
Definicion 1.2.2:

En las mismas condiciones anteriores, definimos el vector de
distancia de un punto x € R? a los puntos, P,, de demanda, como la funcién
vectorial:

vx)=(lx-P |, Ix-Pyll, ..., I x-P 1)

Si existe x € S tal que x domina a todo punto y € S, entonces x

seria la mejor solucién del problema. Mas claramente, si

deyeslly—PiI|=||x—Pi||; Yi=12 ..,m

entonces x es una solucién éptima.

Por tanto el problema se plantea como:
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Max {v(x); xe S}

entendiendo dicho méximo como el vector que tiene todas sus componentes

maximas.

A tal vector, v(x), si existe, le llamaremos el vector de componentes

n__1n

maximas y al punto "x", la solucién ideal.
En la introduccién a este Capitulo ya vimos que el vector de
componentes méximas no tiene por qué existir en general; por tanto el

concepto de dominancia de puntos nos servird, en realidad, para determinar

el conjunto de puntos eficientes de S.

Propiedad L.2.1:

Si definimos la relacién:

vx)Sv(y) © Ix-Pl<|y-P| Vi=12,..,m

se tiene que tal relacién es una relacién de preorden sobre S. (En general, no

es una relacién de orden).

Demostracion:

La demostracién es inmediata, pues es evidentemente reflexiva ya que

v(x) < v(x).
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Es transitiva pues se sigue que:

v(x) S v(y); viy) $v(z) =

" X - Pi " < II y- Pi " < “ Z - Pi “; i=1a2’-"7m

por lo tanto: v (x) < v (z). ]

La propiedad antisimétrica no se cumple en general, baste considerar

la norma euclidea sobre R? y la figura 1.2 donde se observa que:

Si X={P,}, vix)<v(y), v(y) SVv(X) y es X .

Por dultimo, decir aqui, que tampoco los puntos estdn totalmente
ordenados como muestra la figura 1.3 en la que si X = [P,, P,], los puntos x

e y no son comparables.
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P2
e S “\‘ /°
£ =———
y- ——ad 4
P £ = 4
01/; X —
Fig.: 1.3

NOTACION:

De aqui en adelante, denotaremos por X a la envolvente convexa de los
puntos P, P,,..., P_. Es decir:
X={xeR4yx=YAP, conI\=1y ,=0}.
De otra parte, denotamos por B(x,, r) al conjunto siguiente:

By, ={xeR*;|x-%xl<r}
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1.3: DETERMINACION DE PUNTOS NO DOMINADOS:
Teorema 1.3.1:

Sea | . | una norma sobre R? S c R? un conjunto cerrado
b

acotado, P, P,, ..., P_, "m" puntosde R® yX =[P, P, ..., P, 11a envolvente

1

convexa de estos puntos. Si "s" es un punto interior a S - X, entonces

existe un punto s’ € Fr(S) - X tal que v(s*) = v(s).
Demeostracion:
Sease Int(S-X)=3r>0talque B(s,r)cS-X
Por otra parte, segiin el Teorema I.A.1 existe x € X tal que
Ix-Pi<ls-Pl, Vi=12 ..,m. (1)
Puesto que s es el centro de la bola B(s,r), y, B(s,r) c S -X, existe
A > 1 tal que:
As+(1-A)xe B(s, 1)
Ademsis, por ser X convexo, resulta que:

x*¥*=A+1-AMxeX. VA>1l (2

vaquesix*e X, se[x,x*] vy se€ X

Sea entonces,
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A =sup; {A; As+(1-A)xe S-X]}

Evidentemente A, > 1 . Sea:

=Ms8+(1-A)x

Se tiene que s, € S, aun mds, s, € Fr (S) puesto que si s, fuese interior

a S, repitiendo el razonamiento anterior llegariamos a que A, no seria el

superior.

Como A, > 1, de (1) se tiene que s, ¢ X. Veamos ahora que s, es el

punto s° que buscamos.

De la expresién:

8;=A8+(1-2)x

resulta que:

-1
s=1 s, + M x ast
1 M

A -1 A -

Is-Pi = 121l (LM hpy <« L py

MM 7»1 A A
y por la expresién (1)

<Xiys -Py+2ys-p
A,

obteniendo finalmente que:

A, -1
—|x-P,| <
T Ix-P;l

1
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A,-1 1
(1_—;'\’—)I|S_Pi“STIIsl_Pi“

1 1

es decir,

ls-Pl<ls -Pll Vi=12,..,m [

Corolario 1.3.1:

Si el problema: max { v (x), x € S} tiene una solucién ideal, entonces

existe una que estd en la Frontera de S.

Demostracién:

Sabemos, por el resultado del teorema anterior, que el conjunto de

puntos no dominados se nos ha quedado reducido al conjunto:
(SnX)u(Fr (S -X).

Por tanto, si existe solucién serd s € ( Fr (S) - X)), en cuyo caso ya

estaria demostrado, o bien s € S N X. Demostremoslo en éste caso:

SiSNX={s"}, entonces s € Fr(S) y también habriamos terminado.

Supongamos, entonces, que s, #s, y, 8,€ SNX:

Puesto que s* era solucién tenemos que:
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Is-Pj=|s-P|,Vi=12, .. ,m.

Consideremos ahora los puntos: As +(1-1)s, € S, para

A 2 1 (existen algunos, por lo menos para A = 1) y sean:

A =sup,s; {A/ As +(1-A)s, €S}

So=Ms +(1-A;)s;

Como S es un conjunto cerrado se tiene: s, € S y procediendo de

manera andloga a como lo hicimos en el teorema I.A.1, obtendriamos que:

Is*-P;|<ls-P |, parai=12 ..,m [ |

Comentario:

Hemos visto, que los puntos interiores de S - X estdn dominados por
puntos de la frontera de S. Lo que ahora nos faltaria ver es, de una parte, si
existen puntos de S N X que dominen a los demds puntos de este mismo
conjunto, y, de otra parte, si no existen tales puntos, ;serd posible, en general,

encontrar puntos de Fr(S) - X que dominen a los de S n X?.

Para contestar a la primera de las cuestiones, demostraremos con el
Lema 1.3.1 y el Teorema 1.3.3, que con unas hipé6tesis minimas no es posible
dominar puntos de S N X con puntos de ése mismo conjunto. En cuanto a la
segunda de las cuestiones veremos, con un ejemplo, que hay que decir mas
cosas referentes al conjunto S, para poder asegurar la contestacién afirmativa

a la pregunta.
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Lema 1.3.1:

Sea X la envolvente convexa de los puntos P, P,, ... ,P, con m>3;
elijamos un P; cualquiera y sea T un subconjunto de X, con T no vacio y tal
que todos sus puntos son interiores. Sea x un punto interior a T; si definimos:

H={teX/|t-PI<lx-P|}

Entonces, existe ye T - H.

Es decir, para todo punto, x, interior a X, dado i=1,2,...,m, existe otro

punto, y, también interior a X verificando que:

ly - Bill > Ix - Pyl

Demostracion.:

El elegir m > 3 es para asegurarnos de que existen subconjuntos de X

con todos sus puntos interiores.

Sea x € int(T) = Existe r > 0 tal que B(x, r) c T.

Sea entonces 0 < h < r y tomemos el conjunto

K={z=2x+(1-A)P;e X conAi>1}.

K # @ pues si elegimos A=1+h |x-P,|' esA>1 y, adem4s:



Capitulo I: DOMINANCIA. 30

lz-x=1Ax+ QMNP -x|=]1A-1)x-P) =
"h"X'P1 "-I(X'Pi) I=h<r
Luego ze B(x,r)c T cX.

De otra parte z ¢ H pues:

||z-pi||=n%xﬂ_}:lp,.—an=%||x-P,-u<||x-P,-n

Teorema 1.3.2:

Si X N S tiene puntos interiores se verifica que para todoxe X N S,

existe te€ XN S y un punto de demanda P; i=1,2, .. ,m tales que:
“t'Pi ">"X'Pi Il
(Es decir los puntos de X NS no dominan a los puntos de dicho conjunto).

Demostracién:

Sea x€ XN S, sixe int (X), eligiendo T = int(X) y aplicando el lema

anterior, existe ye Ttal que [y -P; [ > i x- P, |.

Supongamos, por tanto que es x € Fr(X n S). Si para todo

t € X N S se verificase que:
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Ix-P;2lt-P;|,i=1,2, .. ,m;tendriamos:

Existe, por hipétesis, t € int ( X N S ); entonces particionamos X en
tridngulos con vértice comun, t, y tales que, en cada tridngulo, los otros dos
vértices sean P; adyacentes en la poligonal X. De esta manera, existen P, P,
tales que si M =[t, P, P;] es la envolvente convexa de los puntos dados,
xe M.

Segun la Proposicién: 1.A.3, sera:

Ix-Pl+Ix-P<s|t-Pl+lt-P| =

Ix-Pli<it-Pil,6Ix-Pl<it-Fl.

Pero, puesto que, [ x-P; |2 | t - P, | para todo i=1,2...m =

Ix-Pl=lt-Pll, y, Ix-Pji=lt-Pl

Ahora bien, t € int X n S), luego, aplicando de nuevo el lema anterior,

tendremos que existe, para el "i" o el "" anterior, ye XN S con:

"y'Pi">"t'Pi||="X‘Pi"-

Para responder a la segunda de las cuestiones que nos planteabamos
en el comentario, podemos observar en la figura 1.4 que, en general, los puntos
de Fr(S) - X, no dominan a los puntos de X comunes con S, en ésta figura, la
norma considerada es la euclidea y en ella se puede verque Vye R y

Vxe S-X es
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Ix-P i>ly-P I

En todo caso, se pueden dar condiciones suficientes para asegurar que

los puntos de S N X estén dominados tales como la siguiente:

Proposicion 1.3.1:

Sea 8X) = R = méx, ., 14l P; - P; |. Si existe s € S tal que

d(s, X) = min, ¢ [s - x|| 2 R, entonces s domina a los puntos de S N X.

Demostracion:

Es trivial pues: [s-P;] 2 d(s, X) 2 R = §X) = [x-P,|.
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I.A: APENDICE AL CAPITULO I:
ALGUNAS PROPIEDADES UTILES DE LAS NORMAS:

Proposicion LA.1:
Sixe [ P,. P, ], entonces:
Ix-Pli+l1x-Pyll=[P,-Py .
Demeostracion:
xe[P,P,]= JaeR 0<a<1 tal que x =oP,+(1-0)P, =

"X‘P1 ||+||X'P2 "=
| oP; + (1-0)P, - P, |+ P, +(1-a) P, -P, | =

"(1 - (X)(P2 = P1)||+||(X(P1 - Pz)ll = (1 - (X)" P1 - P2 ||+0.“ P1 - P2 " =

1Py - Py .

Proposicion LA.2:
Seanxte [P, P,]y Ix-P, I<|t-P, |, entonces:

"X'P2">"t'P2"-
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Demostracion:

xte [P, P,]1=

x =oP, + (1-0)P,, t =P, + (1-B)P, con 0<a<1,0<P<1 =

Ix-Pl=loP;+(Q-a)P,-P I=(1-0) || P,-P, |

It-Pl=1BP+Q-P)P,-P, =(1-B) [ P,-P |

Por hipétesis: [ x - P, | < ||t -P, |, luego:1-a<1-p = a>p, haciendo lo

mismo que anteriormente:

“X‘Pz “=(X.||P2-P1 ", "t'Pz "=B"P2'P1 ||,porlotanto:

Ix-Pi>0t-Pyl.

Proposicion L.A.3:

Sean xe [P, P,] y te R2 Se tiene:

"X"P1 ||+||X'P2“S"t'P1 "+"t‘P2||

Demostracion:

Consideremos dos casos: (i):te [P, P, ]; Gi):te [P, P, ].
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(i): De la Proposicién I.A.1 tendriamos:

Ix-Pl+0lx-Poll=1t-P,i+1t-Py|
(ii): En este otro caso: xe[t,P,,P,] = x=at+BP,+AP, con
020,220,220, y, a+P+A=1, asi:

Ix - Pyl + Ix - Pyl =
lot+BP;+AP, - (a+B+A)P, | + flot + PP, + AP, - (o + B + VP,| <
S alt - Pyl + AP, - Pyl + alt - Pyl + BIP, - Pyl <
< ofit-Pill + A|Py-t]l + Allt-Pill + alt-Pyll + Blt-Poll + BlIt-Pyll =
=(@+B-VDIt-Pll+@+B+A)It-Pyl=
=[t-Pl+lt-P;l. u

Proposicion L.A.4:

Seaxe [P,P,], y, te R2 Entonces se verifica:

o bien Ix-P,lI<|t-P,; I, obien, Ix-P, I<ht-Pyl.

Demostracion:
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Aplicando I.A.3, si fuese: | x-P, |>[t-P, |, ¥,

x-P, | >lt-P, ] tendriamos:

"X'Pl"“'"X'Pz||>"t'P1"+"t'P2"- [

Proposicion LA.5:

Seate [ P, P, ], existe un subintervalo [x;, x,] contenidoen [ P;, P, ]

tal que si x € [ x;, X, ], entonces:

Ix-Pii<lit-Pl y Ix-Plslt-Pyl

Demostracion:

te[P,P]l = It-Pj=r, vy It-Pl=rx,

Sea x; € [P, P,] de forma tal que si x € [P, x,], se verifique que

Ix - P,| £r, y, andlogamente,
x, € [P,, P,] tal que si x € [x,, P,] se cumpla que [x - Pyl < r,.
Si no fuese posible tomar el x,; anterior dentro de [P,, P,] seria porque

Vx € [P,, P,] tendriamos que: |x - P,| < [it - P}, entonces Vx € [x,, P,] ya

se verificaria la proposicién.
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Tomemos, entonces, I = [x,, x;]. Se tiene:

a) ]l # D, pues s8i =0 = y € [x,,x,] es |y-P,l>r,y, ly-Pul>r, =
ly - Pyl + lly - Pyl > it - Py|l + It - P,|| en contra de la proposicién I.A.3.

b)Sixel= xe [P, x,], y, xe [x,P,]y, por tanto, se verifica lo que

queriamos.
|
Teorema I.A.1:
Sean P, P,, ... , P, "m" puntos de R? y X la envolvente convexa de

ellos. Si x" ¢ X, existe al menos x € X, tal que

Ix-P;|<|x -P,| para todoi=12,...,m.
Demostracion:

En primer lugar, veamos que el teorema es cierto si los puntos

P, P, ..., P, estdn alineados:

En efecto: Supongamos que el segmento [ P,, P,, ] contiene a todos los
puntos P; y "ordenemos” los puntos P; de tal forma que decimos que P; < P, si
el punto mas préximo a P, es el P,, podemos, asimismo, suponer que el orden
resultante es el mismo que el orden de los subindices.

(El orden que hemos establecido es el siguiente:

P,-P, =\ (P, -P)) paracadai=12,...m
Pues bien, P, < P; si A, <A)
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Segtin la propiedad 1.A.5, dados P, P,, existe un intervalo

I, = [x,, x;] tal que si x € I, se verifica que :
Ix-P <z -P 5 Ix-PlI<Ix-Pl.
Puesto que hay un nimero finito de puntos P;,
tomemos J =1, n I, n ... n I, que serd un subintervalo de [P,, P, ] y dentro de
él, se verifica:

xe J = xe I paratodoi=12,..m = [x-P,|<[x -P|.

Procedamos, entonces, a la demostracién cuando los puntos P;, no estdn

alineados:
Sabemos que X c R? es convexo y cerrado.
Si x° ¢ X, designemos por H al conjunto siguiente:
H={seR*/|s-P,|<|x-P/|, i=12,..m}
Entonces, puede suceder: H n X # &, en cuyo caso el teorema estaria
demostrado, o bien:
HnX=0.
En este iltimo caso, se tiene:

H es cerrado, H= & puestoque x € H, y, H es convexo ya que:

xye H y 0<a<1setiene:
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lox + (1-o)y - P; || = lox - P) + (1-a)y - P) | <
oalx-P 1+ (Q-a)lly-P | <

<afx-Pl+@-0)lx"-PI<|x -P .

Por lo tanto, aplicando el Teorema de separacién de Hahn-Banach,

existe un hiperplano, T, que separa los conjuntos convexos X y H.

Tomemos los segmentos [ x, P, ], evidentemente, estos segmentos
contienen puntos de T, sean entonces Q,, Q,,...,Q,, 10os puntos de T comunes a

los segmentos.

Por la Proposicién 1.A.1, tenemos:

"X*'Pi “= “X*'Qi ""' “Qi'Pi “,i=1,2, see ,m-

Por otra parte, T es el subespacio generado por los puntos Q; y estos
estan alineados, luego aplicando lo demostrado en la primera parte de este
teorema tendremos que existe

ze T/ |z-Q | <|x -P,| para todo i=1,2,....m.
Asi tendriamos:

I -Pl=1x-QI+1Q-Pl2lz-Ql+1Q-Pl2lz-Pl,

lo cual implica que z € H que es absurdo.

Por tanto, Hn X # . ]
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IL1: INTRODUCCION:

En el Capitulo anterior se ha estudiado lo siguiente: Dado un conjunto
de "m" puntos del plano, P = { P,, P,, ... ,P_ } y un subconjunto S, de R?,
determinar todos aquellos puntos, x, de S para los cuales no existe otro punto,

y € S, tal que:

Ix-P;|<|ly-P, | para todo i=1,2,...,m.

A este conjunto de puntos se le denomina el conjunto de puntos no

dominados de S respecto a los puntos P, P,, ... ,P, y a lanorma | . |.

Los resultados que obtuvimos se pueden resumir diciendo que este

conjunto estd formado por (S N X)) U (Fr(S) - X).

En este capitulo seguiremos estudiando el mismo problema pero ahora
supondremos que el conjunto factible, S, est4 constituido por una regién

poligonal convexa determinada por unos vértices Q;, Q,, ... ,Q,.
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Llamaremos puntos eficientes a los puntos no dominados de S, por lo

tanto el conjunto de puntos eficientes, E, sera:

E={xe S/xes eficiente } =

{x € S/ x no estd dominado por cualquier otroy € S} =

{xeS/VyeS Ji=12,.,m conly-P,Il<lix-P |}
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IL2: DETERMINACION DE LOS PUNTOS EFICIENTES:

Las preferencias de cada uno de los centros afectados por la ubicacién
del centro peligroso son muy claras; los centros afectados prefieren como lugar
de ubicacién el punto mas alejado de S. En este sentido, tenemos la siguiente
proposicién:

Proposicion I1.2.1:

Para cada punto fijo, P,, existe un vértice de la poligonal, S, que es el

punto mas alejado de éL
Demostracion:

Sea:

xeS = x=) AQ;, A e[0,1], YA =1 =
=1 1

lx -PISYMQ - P I <mdrg, 1Q -P I =1Q, - P

J=1

Por tanto, cada punto fijo, P,, tiene asociado un vértice Q; que es el

punto de S mas alejado de dicho P,, es decir, el punto preferido de P;. [ |
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Definicion 11.2.1:

Un punto, x € S se dice que es eficiente si no estda dominado por ningin
otro punto de S. Es decir, no existe ningin otro punto de S que sea mas

preferido por todos los puntos afectados P,, P,, ..., P,..

Proposicion I1.2.2:
Si se verifica que

1Q,-P; 1121 Q;,-P; || para i=1,2,...,m (2.1)

entonces:

IAQ + 1 -MQ-P, I<1Q -P |, i=1,2,..,m @

Demostracion:

IAQ+(1-MQ-PIlsMQ -P Il +1-MIQ-Fl

< " Ql - Pi " i= 1’2""7m u

Obsérvese, que si en (2.1) al menos una de las desigualdades es

estricta, entonces al menos una de las desigualdades de (2.2) también es

estricta, para todo A tal que 0 <A< 1.
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Proposicion 11.2.3:

El conjunto de puntos eficientes contenido en un segmento, [Q,, Q,] es

otro segmento y/o alguno de los vértices.

Demostracion:

Si Q, domina a Q,, es decir, si:

1Q,-P; 121Q;-P, |, i=1,2,...m

con la desigualdad estricta para al menos un i, entonces por la proposicién

anterior, A Q, +(1-1) Q, con A € (0, 1), es dominado por Q, con al menos

una desigualdad estricta. Por tanto el dinico punto del segmento [ Q,, Q; 1 que

puede ser eficiente, es el punto Q.

En el caso general, sean:

L=0;1Q-P1>1Q-P}

I2={i;"Q1'Pi“S"Qz‘Pi“}

r,=1Q -Pl.

Como la norma es una funcién convexa, se tiene que el conjunto:

Ak={XE RZ/"X‘Pk"SI‘k}
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es un conjunto convexo. Por tanto, el conjunto:

es también convexo. Ademds Q, € A,, k=12,..m, yasi:

[Ql)Qz]nC

es un segmento que contiene al vértice Q,.

En consecuencia, para todo puntoxe [Q,, Q, 1" C y x#Q,, se tiene

que

si ielLes|x-P<sr=1Q,-P I,

y de la proposicién anterior tenemos

Ix-P;l<1Q,-P;| paratodo ie I,

ya que hemos dicho que xe [Q,, Q,] y, respecto a los puntos P, tales que

ie I, el punto Q, domina al punto Q,. Por lo tanto, el punto x estd dominado

por el punto Q, con alguna de las desigualdades estricta, es decir, el punto x

es no eficiente.

De manera andloga se obtiene un conjunto de puntos (segmento)
dominados por Q,, quedando asi un segmento de puntos eficientes, contenidos

en el segmento [Q,, Q,l.
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Para entender el significado de ésta proposicién, se puede ver la figura
II.1 que ilustra como se consigue el conjunto de puntos no dominados
contenidos en el segmento [ Q,, Q, ], donde los puntos Q;, ¥y Q¢ son los
denominados equivertices, es decir, los puntos del segmento [ Q;, Q, 1 que

distan, desde P, y P, lo mismo que Q, y Q,, respectivamente.

Fig.: 11.1

En dicha figura se observa como el subsegmento del segmento

[Q;. Q,] de puntos no dominados es el segmento [Q), Q).
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IL.3: ALGORITMO DE CONSTRUCCION DE LOS PUNTOS
EFICIENTES EN LA FRONTERA DE S

A continuacién presentamos un algoritmo para determinar los
equivértices, en el caso de la distancia euclidea.vamos a tratar de construir los
segmentos de puntos eficientes. Entendemos por equivértice los puntos, x,
del segmento
[Q,, Q, 1 que verifican:

||Q1'Pk“="X'Pk"

siendo x el punto extremo del segmento [ Q,, Q, ] » C mas préximo a Q,.

ALGORITMO:
Paso 0: Poner k=1.
Paso I.- Determinar el conjunto:

Ik={i;||Qk'Pi||S||Qk+1‘Pi||}
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Paso I1I.- Si 20 y adh(l,) =3 entonces ir al paso siguiente.

En otro caso, parar. Segin sea I, =9 6 adh(ly) = O, el
punto eficiente del lado Q,Q,., serd el vértice Q, 6 Q.;-

Ir al paso I con k=k+1.

Paso III.-  Determinar para todo ie I

(Qk+1 - Qk)(P i Qk) ]

A, =Mdx [0, 2 =
|Qk+1 . le

y para todo j € adh(l,)

(Qk - Qk+1)(Pj - Qk+1) ]

n =Mdx [0, 2
! |Qk+1 - Qk|2
Paso IV.- Determinar
A=Min; 4 , mn=Min;y

El segmento determinado por los puntos

E; =X Q.+ (1-MQ

E; =nQ, + (1 - mQy,
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es el conjunto de puntos eficientes del lado Q,Q,,; junto con sus

vértices Q; ¥ Qn

Paso V: Si k =m parar. En otro caso ir al paso I con k = k+1.

Hasta ahora hemos determinado los puntos eficientes que estédn en la
frontera de S. Ahora podemos conseguir una reduccién de puntos dominados
si utilizamos los resusltados obtenidos en el Capitulo I, en especial el

siguiente:

Si X es la envolvente convexa de los puntos P, Py, ... , P, y X estd
contenido en S. Entonces si x es un punto interior del conjunto S - X, existe

un punto de la frontera de S que lo domina.

Comentario:

En el caso de la distancia euclidea todos los puntos de X son eficientes.
Sin embargo, en el caso de la distancia rectangular, pueden haber en X puntos

no dominados, como se comprueba en el ejemplo de la Fig: I1.2.
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Fig.:11.2

Por otra parte, como estamos resolviendo un problema de localizacién

multicriterio, donde las funciones objetivo son:
g(x) =dx, P) =[x - P,|, i=1,2,...,n

podia pensarse en utilizar el siguiente resultado (ver Roy y Vincke) para
caracterizar y determinar los puntos eficientes, dados el conjunto de acciones

S y el conjunto de criterios:

(g, g8:(x), ... , u(x)).

Teorema I11.3.1:

Una condicién suficiente para que un punto, x € R?, sea eficiente es que

"1t

existan "m" constantes positivas, A;, Ay, ... , A,, tales que "x" maximice la

funcién:

Y A g®
i=1

en S.
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Sin embargo, como las funciones objetivo, g(x) son convexas, las

soluciones de los problemas de la forma:

Mir,_ 3 Mg (23

i=1

constituyen un subconjunto del conjunto de vértices de S, por lo que el
resultado anterior no tiene aqui ningin interés. Asimismo, la condicién
suficiente que nos proporciona el Teorema II.3.1, no es una condicién
necesaria, ya que el conjunto de R™ en el que se transforma el conjunto S

mediante la transformacién:

Z; = g(x)

no es un conjunto convexo como puede comprobarse con el ejemplo que
aparece en la figura I1.3 y su transformado en la figura I1.4. El punto T es
eficiente y, en cambio, no aparece como una solucién de problemas del tipo

(2.3).

Q1 T Q-
\\ //
oPl \ ! oPa
/ \
/ \
yd \
Q Q,

Fig.: 1.3
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Z (P)
-

Z l(P .)

Fig.: 114



Capitulo [l

PROBLEMA GENERAL DE

LOCALIZACION DE

CENTROS PELIGROSOS




Capitulo lll: PROB. GRAL DE LOCALIZACION DE CENTROS PELIGROSOS 55

IIL.1: INTRODUCCION:

El problema de Localizacién de Centros no Deseados (o problema de

Localizacién de Centros Peligrosos) se plantea en los términos siguientes:

Sea | . | una norma sobre R2 S un subconjunto cerrado y acotado de
R? y los puntos P,, P,, ..., P_ del plano. Si D; i=1,2,...,m son "m" funciones
de R en R* continuas y decrecientes, se trata de encontrar el punto o puntos

de S tales que hacen minimas las siguientes funciones:

Antiproblema de Rawls:

H(S) = mdx]_sism D;( Ils - P;II )

Antiproblema de Weber:

E) =YD, (Is - PJ)
i=1

Las funciones D, se denominan funciones de molestia sobre cada punto

P, y las funciones H(s) y E(s) son las funciones de molestias totales de Rawls
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y Weber respectivamente.

En los problemas usuales las funciones D, son funciones lineales de la

forma:

D(x)=a-bx con a>0,b,>0 i=1,2,...m

y los enunciados quedarian de la siguiente forma:

Antiproblema de Rawls: (Problema maximin)

mdx, . smin ;.. b, lx - P |

Antiproblema de Weber: (Problema maxisum)

max,.s Y. blx - P |

i=1

Evidentemente, puesto que las funciones D, son continuas en S (cerrado

y acotado) todos los problemas aqui enunciados tienen solucién.

El problema que nos plantearemos en este Capitulo serd el de dar un
nuevo enfoque de forma tal que en un solo problema abarquemos los dos
problemas en su forma lineal asi como otros muchos que nos podrian ser de

utilidad.
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I11.2: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA:
Definicion I11.2.1:

Se denomina permutacién del conjunto: {1,2,...,m} a toda aplicacién, o,

biyectiva de dicho conjunto en si mismo.
Sea ahora | . | una norma cualquiera sobre R?, S c R* un conjunto
cerrado y acotado , P,, P,, ... , P, "m" puntosde R* y b, i=1,2,..,m "m"

numeros reales no negativos.

Definimos la funcién:

fx) = 3 A0 bk - P 3.1

i=1

donde A(x) son funciones de R? en R definidas de la siguiente forma:

Sea xe S, k; i=1,2,...,m y, o, lapermutacién de {1,2,...,m} que verifica:
byl X - Poggy I € byl X - Py | S ..o S byl X - Py |
Entonces
M(x) = k; si b, [ x-P, | ocupa el lugar j-ésimo en la
sucesién anterior.

El problema de Localizacién de Centros Peligrosos o Centros no



Capitulo 1ll: PROB. GRAL DE LOCALIZACION DE CENTROS PELIGROSOS 58

Deseados lo enunciaremos de la siguiente forma:

mdx, . s Y, Mx) b; Ix - Pl = mdx, _ ¢ fx)
i=1

O lo que es lo mismo:

m
max . g E k byl x - Py |l
i1

Obsérvese lo siguiente:
Cuando k; = 1 para todo i=1,2,...,m obtenemos el Problema lineal de Weber.

Cuando k, =1 y k; =0 para todoi = 1 se obtiene el Problema lineal de

Rawls.

Ademads, el enunciado anterior nos podria cubrir innumerables tipos de

problemas mds, como por ejemplo:
Sik,=1 y k; =0 parai=#l podriamos enunciar el problema como encontrar
la ubicacién del centro de manera tal que sea mdxima la poblacién que ocupa

el lugar l-ésimo de afectacién por la funcién f(x).

Del mismo modo, el enunciado anterior, nos cubre problemas de tipo

multicriterio tales como el siguiente:

Tomando como h(x) la funcién del problema lineal de Rawls y como
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g(x) la del problema de Weber, maximizar la funcién:

F)=ah®Xx)+(1-0) gx), para ae [0, 1]

es decir, combinaciones lineales convexas de los dos criterios mas usuales, lo

que nos permitird estudiar un amplio abanico de problemas.

La funcién f(x) debe tener sentido, es decir, debe ser univoca para cada

valor del punto x € S, en este sentido tenemos la proposicién siguiente:

Proposicion IIL2.1:

La funcién f(x) estd bien definida.

Demostracion:

En efecto, si:

bolx - Pogll < bgg . 3l X = Pog,

entonces la asignacién de los k; es tinica.

Si, por el contrario

bc(i)IIX - PG(])" = bc(i + 1)'| X- Pc(j + 1)||
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el valor de la funcién no sufre alteracién si consideramos en la sucesién

situado en primer lugar el o(j) o el o(j + 1). [ |
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I11.3: PRIMERAS PROPIEDADES DE LA FUNCION f(x):

Proposicion I11.3.1:

En general, la funcién f{x) no es convexa.
Demostracion:

Consideremos | . | la norma euclidea por ejemplo.

Seanb, =b,=1 y k; =1, k, = 0. consideremos la figura III.1, donde se

aprecia:

|

b4 i t y
O,
e T N

|

|

[

|

|

1

|

Fig.: 1I1.1

la recta que contiene al segmento [x, y] es paralela al segmento: [P,, P,],

ademaés:
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Ix - Pyl =1y - Pgl.

Tomemos, por ultimo: t=%x+%y.

Asi, tenemos:

fx) = Ix - P, = | y - Pl = fy)

Por otra parte:

fit) = It - PyJl = [t - Pyl

y, por tanto: f{t) > f(x); f(t) > Ky)

Ahora bien:

f(t)=f(1/2x+1/2)’)=||t'P1">"X'P1"=

=% |x-Pl+%Ix-Pl=

=L x-Pl+%ly-Pl=%x)+%1fly)

Por lo tanto, f(x) no es convexa.

Lema ITL.3.1:

Sean a,, a,, ... ,a, nimeros reales tales que:
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y by, by, ..., b, otra sucesién de niimeros reales tales que:
|a;-b; | <e i=1,2,...m
Si o es la permutacién del conjunto { 1,2,...,m} que hace que:
bsyy € bge < ... < by, entonces
| a; - by | < &, para todo i=1,2,....m

Demostracién:

Procedemos por induccién:
En el caso k =1, la propiedad es trivial.
Supongamos que el lema es cierto para k=m-1 yveamoslo para k =m:
Tomemos la sucesién: a;<a,<..<a, y by,b,..,b, verificando que:

|a;-bgy | <e i=12,..,m

Si elegimos los términos de la sucesién a, <a, < .. <a,, ylos términos: b,,

by, ... , b, por hipétesis de induccién se verifica que si "v' es la

permutacién de los elementos del conjunto { 1, 2, ..., m-1} que establece:
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bv(l) S bv(2) S .er S bv(m-l)a

entonces, se verifica:

| a; - by, | <€ para i=12,..,m-1

Si ahora afiadimos a nuestras sucesiones los elementos a,, b,, entonces se

tiene:

bv(l) S bv(2) _<.. -..S bv(k) S bm S bv(k) S .ee S bV(m—l) y

| a;-by;, | <€ para i=12,..k

Por otra parte:

si a,,, 2b, entonces, |a,,-b,|=a,,-b,<a,-b,<e y,

si a,,, <b, entonces, |a,,-b, |=b,-a,; by -an <€

Por lo tanto | a,,,-b, | <€

En cuanto al resto de los términos es:

Para m-1>1i>k+1 resulta que

| 8, -byy | =a,,-by<a,, -by<a,-b,<e obien
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= by - 811 € Doy - 814y < €
Por 1ltimo:
| 8y - bym-y | = 8m - bymyy S 8 - by <€, o bien
= bym1) - 8n S by - Ay <E
Por tanto, el resultado estd probado puesto que es:
o (i) = v(i) para i=1,2,..,k
c(k+l)=m
o (i) = v(i-1) para 1=k+2,...m |

¢

Teorema IIL.3.1:

La funcién f{x) definida en (3.1) es continua.

Demostracion:

Sea x,€ R? y veamos que f(x) es continua en x,:

Puesto que la norma es una funcién continua, tendremos que dado € > 0,

existen §; positivos tales que si || x - x, | < &; se verifica que:
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| bl x-P, | - bl x,-P, | | < -
km

donde k = max (k,, k,, ... , k)

Tomemos, entonces, 8=min (3,,5,, ... ,8,), y, x € R? tal que |x - x,| < §,

puesto que 6 < §;, i=1,2,...,m serd:
| b0 x-P, | - b x,-P, I | < -
km

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la permutacién que ordena las

normas en el punto x, es la identidad, es decir:
bylix, - Pyl < bylxg - Pyl < ... <bylixy - Pyl
en tal caso, se tiene:
flxy) = kb lx, - Pyl + kobylxy -Poll + ... + kb, lx, - Pl
Sea ahora ¢ la permutacién tal que:
boylx - Pyl € bggylix - Pyl < ..o < bggylix - Pyl
Por el Lema anterior:

| billx, - Pill - boglIx - byl | < &/km.
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Por tanto, si |x - x,| < 9, se verificara:
Ifix) - flxy)| <
k1|b1"X.0 - P]" = bﬁ(l)"X - Po(l)'” + k2|b2||X0 - P2" - bo(z)"X - PO‘(Z)'H + san
< R(E_ + + E)=¢
km km
[ ]

Corolario I11.3.1:

Sea S c R? un subconjunto compacto de R? entonces el problema

general de localizacién de centros no deseados tiene siempre solucién en S.

Demostracion:

El resultado es trivial por ser la funcién f(x) definida en (3.1) continua

en un conjunto cerrado y acotado.
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II1.4: COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION "f(x)" ANTE
LA DOMINANCIA:

Como ya indicdbamos en el Capitulo I, es deseable que para que un
criterio sobre localizacién de Centros no deseados esté "coherentemente
definido" debe llevar implicito que si un punto domina a otro, el dominante

debe ser "mejor" que el dominado.

El criterio que hemos definido es, en éste sentido, coherente como lo

muestra la siguiente proposicién:

Proposicion I11.4.1:
Sean x e y dos puntos de R? tales que
" X - Pi II < " y- Pi " ’ i= 132:---’m

Entonces se verifica que:

fix) < fly)

Demostracion:

Para proceder a la demostracién, veamos previamente el siguiente

resultado:
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Lema II1.4.1:

Supongamos que:

yque ye R?estal que |x-Pj < |y- P, para todo i=1,2,...m y que se

verifica que

bo(l) ly - Po'(l) | < bo(z) lly - Pc(z)" <..5 bc(m)"y - Po'(m)"’

entonces

b]“X - Pi" S bG(l)“y - PG(I)" para i = 1,2,...,1'!1

Demostracion:

Procedemos por induccién:

El resultado es trivialmente cierto para k=1.

Supongamoslo cierto para k = m - 1 y veamoslo para k =m

Sean x,y € R® con [x - P;| < |y - Pyl i=1,2,...,m y tales que:

bylx - Pl S bylx - Pyl < ... < b, lIx - P, < blx - P || <

S bk+1"X = Pk+1" S wse S bm"X - Pm" y
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boy [y-Poyll € boyly - Pyl < ... < bogenly - Pogenll < bogly - Pogoll <
< bogeenlly = Pogeunll S vove S Dgiaylly = Pyl
Si o(m) = k, aplicamos la hipétesis de induccién y resulta
b;lx - Pl < by lly - Pyl para i=1,2,...k-1
by lx - Pl € beglly - Pyl para i=k, k+1,...,m-1
Ahora, si i=k, k+1, ... ,m-1 se tiene:
by,1lx - Pyl < bylly - Pogyll < bogunlly - Pl
Por 1ltimo:
blx - Pyl < by, % - Pyl < bogylly - Pogol
Continuemos, entonces, con la demostracién del teorema.

Tenemos que:

ﬂx)=z kbl x-P. I vy f(y)=z kibo(i)ll y'Pc(i) Il
i=1 i=1

con b; [x - Pl < b, lx - Pl i=1,2,..m y

bG(i)"y - Ptf(i)II - bo(i+1)"y - Pc(i+1)" i=1,2,...,m
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y bi"X - Pi" S bi"y - Pi“ i=1,2,...,m
Luego, aplicando el lema anterior, tenemos:
biix - Pill < by lly - Pyl para i=1,2,...,m

y, por lo tanto:

f)=Y kb lx-P) <Y by ly-Po =)
i=1 i=1

Comentario:

A partir de este resultado, son pues, aplicables los obtenidos en el

Capitulo I y II respecto a dominancia.

En este sentido, tenemos que existen soluciones del problema general
de localizacién de centros no deseados que estdn o bien en X o bien en

Fr(S - X), y, también el obtenido en el Capitulo II para regiones poligonales.
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I11.5: CONDICIONES DE EQUIDISTANCIA:

En este apartado estudiamos mas a fondo qué otras propiedades
verifican las soluciones del problema general, ademds de las ya expresadas

en anteriores capitulos.

Proposicion IIL5.1:

Si || . || es una norma tal que las circunferencias (es decir, los conjuntos
de puntos: {x € R% | x-P | =a} donde P e R®esun punto fijo, y "a"es
un numero real positivo) no contienen segmentos, entonces para cada
subconjunto abierto y no vacio, U c R?, y cada punto fijo, P e R’ existen

xye U, y, aeR con O<a<1 tales que:

lox+(1-o)y-Pl<oalx-Pl+Q-0)ly-PlI.

Demostracion:

Sea xe€ U y x#P, por ser U abierto, sabemos que existe p > 0 tal
que B =B(x,p)cU.

Consideramos la circunferencia

L={yeR%|y-Pl=1x-P|}L

Se tiene:
L N B# O puestoque xe L y, obviamente, x € B. Adem4s, puesto que la

funcién: ¢(y) =y -P | es continua, existe ye L talque ye B con
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y #X.
Tomemos
[x,yleL ylx,ylcBcU

ya que B = B(x, p) es un conjunto convexo.

Por lo tanto, existe ze [x,y]c U tal que z ¢ L.

Asi

z=o0ox+(1-a)y con 0< o<1l ypuesto que la norma es una funcién

convexa.

lox + (1-a)y-Pl<alx-Pl+1-a)ly-Pl=|x-Pl|
Pero, puesto que z ¢ L la igualdad no puede darse, por tanto, es:

lox + (1 - )y - Pl < afx - Pl + (1 - o)lly - P

Proposicion II1.5.2:

Sea | . | una norma que verifica las condiciones de la anterior

proposicién, y g(x) la funcién siguiente:

gx) =Y Nlx -PJ con A, 20 y Y A >0

i=1 i=1

entonces, la funcién, g(x), no es constante en cualquier abierto de R2.
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Demostracion:

Sea U c R?, puesto que ZA, >0 y A, 20,
existe j = 1,2,...,.m talque A >0.

Tomemos, entonces, x € U y x# P;; por la proposicién anterior, sabemos

que existe ye U y o con 0 < a < 1 tales que:
lox + (1 - oy - Byl < allx - Pyl + (1 - o)lly - By

Si g(x) # g(y), la proposicién estaria probada.

Supongamos entonces que g(x) = g(y).

En este caso, teniendo en cuenta que para i=j la desigualdad es estricta,

se obtiene:

glox + (1 -ay)=3 A fax + (1 - o)y - Pj <
i=1
<Y h(alk-Pl+d-oly-Pp-
i=1

= aZ: Ax-P) + (1 _“)Zl: Mly-Pll = 2: Alc-P) = glx)

Luego existe z=ox+(1-0)y con ze U ytalque g(z)=#gkx
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Teorema II1.5.1

Sea | . | una norma para la cual las circunferencias no tienen
segmentos. Entonces, los posibles 6ptimos de la funcién objetivo, f(x),
interiores a S son necesariamente puntos para los cuales existen ij=1,2,...m
tales que:

bi "X'Pi |I=bj "X'Pj [

Demostracién:

En efecto, sea x, un 6ptimo de la funcién:

ﬂx) = E }\v,(x) bo(i) Ix - Pc(g) I
i=1

donde:

y, supongamos que tenemos:

bc(l)llxo - Pc(l)" < bo(2) "XO - Pc(z)" <..< bc(m)"XO - Pc(m)"

Entonces, por la continuidad de la norma, existe un entorno, U, de x, donde

se verificara:

ba(l)"X - Po(l)" < ba(z)"X - Po(z)“ <..< bo‘(m)“X - P(s(m)“; vze U
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Luego para todo x € U sera:

ﬂx) = E x,(x) bc(i) Il x - p o6) I =
i=1

flx) =E k; b(,(i) I x _Po(i) i

i=1

o bien, llamando: p; = kb, la podemos escribir como

f£) =Y wlx-P I VxeU
i=l

Tomemos ahora xe U y B(x, r)cU con r>0.
Puesto que B(x,, r) es un conjunto convexo, existen y € B(x, r) y o> 1 tales
que:
X = 00X, + (1 - Ay,
por lo tanto:

o-1
o

y =

1
Xog = —X +
o

kPl =1te + &1y Pyl -P)+ %Ly -Ps
ol o o ol

<lp-pp+%Lly-py
o ol



Capitulo lll: PROB. GRAL DE LOCALIZACION DE CENTROS PELIGROSOS 77

En consecuencia,

fixy = Y pl, - Pl < %z e - P,.||+°‘(;12 ply - P =
i=1 i=1 i=1

(puesto que x, era un 6ptimo para la funcién f(x) )

= L+ &) < 1w + O Lfixy
ol o ol o

Asi, se tiene: f(x,) < f(x), pero usando otra vez el hecho de ser x, un 6ptimo

deberd ser: f(x) = f(x,) para todo x € U, es decir: la funcién:

) =Y B ke - Pl

i=1
es constante en el entorno U, lo cual contradice la proposicién II1.5.2.
Por lo tanto, si un punto interior al conjunto de oportunidades o
conjunto factible, S, es solucién de nuestro problema para una norma con las
condiciones antes expresadas, necesariamente debe cumplirse que alguna de

las desigualdades debe saturarse en ese punto. |

Comentario:

En primer lugar, debemos hacer notar que las restricciones impuestas

en el teorema son necesarias como se demuestra con el siguiente ejemplo:
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Si tomamos sobre R? la norma L, o norma rectangular, los puntos P,

y P, y el conjunto S como en la figura II1.2, y la funcién f(x) definida como

f(X) =[x - Plll +|x - Pz"

podemos apreciar que tomados dos puntos cualesquiera x,y € S es f(x) = fly)
ya que el valor de f(x) se corresponderia con la longitud de la quebrada en
trazo continuo y el de f(y) con la de trazo discontinuo. Por tanto, f(x) es
constante en S, es decir, toma su valor méximo en todos los puntos de dicho
conjunto, en especial, en aquellos donde

"X - Plll = “X = qu

L %y

| %
| %

Fig.:111.2

Obsérvese que las condiciones impuestas a la norma no son, en general, muy
restrictivas; piensese que, en los fenémenos que podemos estudiar, muy
raramente las molestias se propagan siguiendo normas del estilo de las que
hemos eliminado en el Teorema anterior. No obstante, el teorema también se
verifica imponiendo condiciones a los coeficientes A(x)by;), como veremos a

continuacion.
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Proposicion II1.5.3:

Sea la funecién:

f(x)=2 }\‘,"x_P;"

i=1

con A, 20 y para algin ij=12,..,m A #A. En estas condiciones, la

funcién f(x) no es constante en cualquier subconjunto, U, abierto de R
Demostracion:

Con el fin de simplificar notaciones, supongamos que es A, # A,, por lo
tanto o bien A,, o bien A, es distinto de 1. Supongamos que es A,.
Trabajaremos con la hipétesis de que es A, > 1 y a las mismas conclusiones

llegariamos si fuese A, <1.

Sea la funcién g(x) definida como

g(x) = ||x—P1|| + E }\';“-x—P,"
i=2

Sea, ahora, x € U y r> 0 tales que B(x,r) c U. Pueden suceder dos

Casos:

a) g(x) es constante en B(x, r).
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Entonces existe y#x, ye [x,P,] e ye B(x,r); se tiene, por tanto:

ly -Pill<lx-Pill, y

gx) = lx-P| + Zlillx—P,-II = ly-P,0 + Y Aly-Pll = 80)

i=2

por consiguiente:

le-Pyll - ly-Pill = 3 Aly-Pll - Y Ale-Pl #0
i=2 i=2

Ahora, puesto que A, > 1, obtendremos:

MCle-Pil - lv-Ph) = Y Aly-Pi - Y Alxe-Pil
i=2 i=2

es decir, f{x) # f{y).

b) g(x) no es constante en B(x, r). Para tratar este caso veamos previamente
que si g(x) no es constante en la bola anterior se verifica que existen y, e y,

tales que:

glyy) < g(®) < glyy).

En efecto, por ser g(x) no constante en B(x, r), existe y, tal que

g(y,) # g(x). Supongamos que es g(y,) < g(x) (de igual modo razonariamos si
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fuese al contrario).

Sabemos, de capitulos precedentes, que existe A > 1 tal que:

Yo=Ax+ (1 -ANy, € B(x, r)

entonces, sera:

asi, se tiene:

g = P, + S Alx-P = u_y*2+"x 9,-P,| + Exu_yz

i=2

yl'P I <

< _[ P13 My, -Pa 1 + A2 1[ by,-PI+Y ,-PJ 1 <

i=2 i=2

< %g(yz) + &}Elg(x)

por lo tanto:
g(x) < g(yo)-

Sigamos, ahora con la demostracién de la proposicién para el caso b)

Existe y € B(x,r) tal que g(y) < g(x), asi



Capitulo lil: PROB. GRAL DE LOCALIZACION DE CENTROS PELIGROSOS 82

Ily—Pl“ + E?\',“‘Y"P;“ < “x_Plll + E?»,Hx—Pln
i=2

i=2

luego

"x—Plll - |b"P1|| > lelb'"P,“ - E}\';“x_P;"

i=2 i=2

y, como A, > 1 > 0, tendremos:

ML Ix-Pill - =Pyl 1> Y Aly-Pl - Y Alx-Pyl
i=2

i=2

es decir:

fix) > fy)

De acuerdo con esta proposicién podremos enunciar el siguiente teorema que

no necesita demostracién puesto que seria la misma del teorema anterior:

Teorema II1.5.2:

Si para cada x interior a S, existen i,j = 1,2,...,m tales que se verifica

que:

M(®)byg # A(Xbgg,
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entonces si un punto x, que es un 6ptimo del problema general de localizacién
de centros peligrosos, es interior a S, se verifica que alguna de las

desigualdades siguientes se satura.

Obsérvese, entonces, que si la funcién f(x) verifica alguna de las
hipétesis de los teoremas II1.5.1 o I11.5.2, los puntos 6ptimos interiores a S se

encuentran en los lugares geométricos de los puntos, x, que verifican:
a) x esinteriora S-X
b) existen ij=1,2,.,m tales que b;|x - Pl =bjix - P,].

Por ejemplo, en el caso de norma euclidea, las ubicaciones de esos
posibles 6ptimos serdn las mediatrices de los segmentos [P;, P;] si todos los b;
son iguales y serdn circunferencias centradas en la recta P,P; en otro caso

como nos muestra la fig I11.3 donde hemos supuesto b,=1 y b, =2

| i
AN
\
\
\
P, (0,0) (40 |
P, (3,0) )
\ /
\ /
\\\ ///

Fig.: II1.3
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En la figura se puede observar como las posibles ubicaciones interiores
a S se encuentran en el arco de la circunferencia con centro el punto (4,0)

y radio 2.



Capitulo 1V:

UNA APLICACION DEL

PROBLEMA GENERAL:

CASO DE NORMA EUCLIDEA.
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IV.1: INTRODUCCION:

Consideremos ahora sobre R? la norma euclidea. Sabemos que esta
norma verifica las hipétesis del Teorema III.5.1, lo cual, junto con los

resultados obtenidos en los Capitulos precedentes, nos permite afirmar:
1.- Los posibles 6ptimos de la funcién objetivo, f(x), del Problema General de
Localizacién de Centros Peligrosos se encuentran o bien en el interior de S -
X, o bien en Fr(S) - X
2.- Si un 6ptimo de f(x) es interior a S, entonces existen r, s = 1,2,...,m tales
que

br "X - Pr" = bs "X - Ps" (1)

Obsérvese que, uniendo las dos conclusiones obtenemos:

Para buscar los posibles médximos de f(x) se procederd, en primera instancia



Capitulo IV: UNA APLICACION DEL PROB. GRAL.: NORMA EUCLIDEA. 87

entre los puntos del conjunto:

H = [Fr(S) - X] U {x € XnS; 3r,s=1,2,...m con b, [x - P,| = b, |x - P,|}

En este iltimo Capitulo afinaremos un poco méds y, estudiaremos el

caso que los pesos son todos iguales, es decir: b, =b;, Vij =12, .. ,m.

Asimismo, hacer notar que la restriccién aqui impuesta a los b; no es
caprichosa, ya que es bastante habitual esta eleccién puesto que, por ejemplo,
en el problema maxmin, el ponderar las distancias |x - P;| con pesos
proporcionales al tamafio de la poblacién nos conduciria a suponer alejadas

poblaciones de mayor tamaiio.

Veamos entonces primero como se nos quedara el planteamiento del
problema en este caso y a continuacién veremos que resultados adicionales

obtenemos.
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IV.2: DEFINICION DEL PROBLEMA:

Sea |.| la norma euclidea sobre R?, S un subconjunto cerrado y acotado

de R® y" P, P,, ... ,P, "m" puntos del plano (poblaciones afectadas).

Sean, por otra parte, los nimeros reales y positivos k;k,, ... )k, y
supongamos que para cada x € S © es la permutacién del conjunto:
{1,2,...,m} que verifica:

Ix - Pc(l)“ <x- Pc(z)“ S.5x- Pc(m)ll

Si definimos la funcién: A(x) = k; si [x - P;| ocupa el lugar el lugar j-ésimo en

la sucesién anterior, el enunciado del problema seria el siguiente:

mdx, . sy, M) Ix - Py = mdx, Y k; lx - Py
i=1

i=1

Sabemos, del Teorema II1.5.1, que las posibles soluciones interiores a

S estdn sobre los lugares geométricos:
Ly={xe S;Ix-Pl=Ix-Pl} ij=12,..m

¥, en el caso que estamos tratando (norma euclidea), tales lugares geométricos

estdn sobre las mediatrices de los segmentos [P, P;l.
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IV.3: OPTIMOS INTERIORES A S:
Proposicion IV.3.1:
Si |.] es la norma euclidea sobre R? y para algin i = 1,2,...,m, los

puntos y, z y P, no estdn alineados para algin A; no nulo, entonces la

funcién:

g(x) = z )"i "x - P,“
i=1

no es constante en el segmento [y, zl.

Demostracion:
Veamos en primer lugar que si 0 < o < 1, se verifica que:
loy + (1-o)z - Pyl < ally - Pill + (1-o)|z - Py
En efecto:
Puesto que [.] es convexa se tiene:
loy + (1-0)z - Pyl < aly - Pyl + (1-o)]z - Pyl
es decir,

loy - (1-0)z - Pyl = aly - Pyl + (1-o)llz - Pl (4.1)
Ahora si se diera la igualdad:
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loy + (1-0)z - Pi? = [ aly - Pyl + (1-0)lz - Pyl I*
Por ser .| euclidea, proviene de un producto escalar sobre R? y sera:
loy+(1-a)z - Py|? = [aly-Py) + (1-a)(z - P)] [y - P) + (1-0)(z - Py)]
= [aly - P12 + [(1-a)lz - P;I1? + 20(1-0)(y - P)(z - P) = (4.2)
y por (4.1), tendremos que:
= [aly - P,I1? + [(1-o)]z - P, + 20(1-a)]y - P;}i liz - P, es decir:
(y-P)z - P) = ly - Pill.|z - Pyl

lo cual implica que los vectores y-P, y z-P; son paralelos, y puesto que

los dos tienen su origen en P, tendremos que y,z,P; estdn alineados en contra

de la hipétesis.

Finalmente, si y, z, P, no estdn alineados y fuese g(y) < g(z), tenemos

que:

glay + (1-0)2) = 3 Aoy + (1-0)z - Pl <

i=1

< a3 Aly-Pi + 1-03 Lle-Pl = 0gy)+(1-0)g(2) < g(2)
i=1

i=1
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y esto para todo o ¢ [0, 1], por lo tanto, la funcién, g(x), no es constante

en [y, zl. |

Teorema IV.3.1:

Si x, es un punto interior a S tal que maximiza la funcién

fix) =Y &, Ix - Pyl
i=1

donde o es la permutacién tal que:
Ix - P5(1)“ <x- Pg(z)“ S.<x- Po'(m)"’
entonces existen r,s,t,u = 1,2,....m tales que:

%o - Pl = Ixo - Pl ¥y 1%, - Pell = lixg - Poll.

Demostracién:

Del Teorema IIL.5.1, sabemos que existen P, y P, tales que:
I%o - Poll = 1%, - Pyl

Sea: r = o(i), s = co(i+1) para un cierto i.

Se tiene por tanto,
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IZg-Poyll £ IXg-Poyll < ... < I%g-Pyiyll = 1%-Pogapll < -.. S 1Xo-Poy)l
si tuviéramos
IXo-Poyll < IXg-Pop)ll < ... < IXg-Pyyll = IXg-Poguyll < v < 1%g-Pogmyls
entonces, por la continuidad de la norma, existiria h >0
% - Poyll S IX - Pyl S .. S [X - Pyl € ..o X = Pyl
V x e B(xy, h)
Sea L;={xe B(xyh); Ix-Pyyl=Ilx-Py.yl}

L, es un segmento que denotaremos por [y, z], por otra parte, la funcién f(x)

queda definida en dicho segmento como:

fix) =Y Mlx - Pl con A, constantes.
i=1

Si xely,z] y x, #x, entonces

x, €[y, x] 6 x; € [x, z].

Para el primer caso, x, € ly, %,], tomamos un punto, w e [x,, z],

existe PB>1 tal que: x;,=Bx,+(1-f)w y asi
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Tenemos,

flxg) = ,i:l:)""_[lfxl + 3[;1w - Pl < —]B;ﬂxl) + B[;Iﬂw) <

< %ﬂxl) . 3I;1f(xo)

pues x, es un mdximo de f(x) en S.

Por tanto,

flxy) < fix,),

y asi
fiz,) = flxy),
Esto es, la funcién es constante sobre el segmento [y, z]
Aqui podemos distinguir dos casos:
a) Existe A, no nulo tal que P, no estd alineado con x e y.

b) Los tnicos A; no nulos son los correspondientes a P; que estén alineados con

X e y.

En el primer caso habriamos llegado a un absurdo por la proposicién

anterior.
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Veamos ahora que el caso b) no se puede dar.

En efecto, puesto que x, es un punto interior a S, existe

B(x,, 8) € B(x,, h) < S.

Si ahora tomamos s € B(x, 8), s#x, y s sobre la perpendicular a

la recta que contiene a x, y los P, para los cuales A; > 0. Tenemos
(8- x)x,-P) =0
y, por otra parte:
lIs - Pyl® = (s-P)(s-Py) = [(s - xp) + (% - PYLU(s - %) + (%, - P)] =
lIs - XI? + I - Pyl + 2(s - x}(x, - P) =
lIs - %ol + I%o - Pii* > Ix, - Py
Resulta asi Is - Pl > Ix, - Pl

y, por tanto:

Y Nls-Pi>Y A lx, - Pl
i=1 i=1

es decir, f(s) > f(x,), en contra de que x, era un méximo de f{x) en S.
Finalmente, si x, € [X,, z] se procederia de manera andloga al primer

caso. |
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IV.4: OPTIMOS EN LA FRONTERA: CASO EN QUE S ES
UNA REGION POLIGONAL.

Desde el punto de vista préctico, el conjunto S va a venir dado, en la
mayoria de los casos, por una regién poligonal. Sea S una regién poligonal

convexa de vértices Q,, Qp, ... ,Q-

El siguiente Teorema nos va a asegurar que si la solucién 6ptima estd
en la frontera de S, entonces existe un conjunto finito de puntos candidatos
a esas soluciones éptimas.

Teorema IV.4.1:

Los posibles 6ptimos de la funcién f(x) que estdn sobre la frontera de

S son o bien vértices o bien puntos para los cuales existen P; y P; tales que:
Ix - P1" = "X - PJ"
Demostracion:

En efecto, sea x € Fr(s) y supongamos que x no es un vértice de la

poligonal S =[Q,, Q,, ..., Q,], supongamos, para simplificar notacién, que:
x€(Q,Q) vy x#Q para i=12

Procediendo de manera andloga a teoremas precedentes tendremos que

si para ese x se verificase que:
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Ix - Pyl < Ix - Pyl < oo < X = Pyl
existira h > 0 tal que para todo y € B(x, h) se tiene que:
IX - Poyll 1% - Pyl € ... S lIx = Pyl
y Ix - Qll>h para i=1,2 y algin nimero real, h >0

Por 1o tanto:

fiz) = Y Mz - P con A constantes Vz € B(x, h)

i=1

Si ahora tomamos el segmento, B(x, h) N [Q;, Q,], procediendo de manera

andloga a situaciones anteriores se prueba el teorema.

Conclusion:

Cuando tratamos el caso en que los pesos, b;, son todos iguales y la
norma es euclidea los posibles 6ptimos de la funcién f(x) definida en (4.2)
hay que buscarlos, con independencia de los k; que nosotros elijamos, dentro

del conjunto discreto que se forma entre los siguientes:

a) Los puntos interiores a S que se obtienen como puntos de corte de las
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mediatrices de los segmentos [P;, P] para ij = 1,2,...,m; esto es, a lo sumo:

mim-1)? - 2m(m-1)
8

puntos

de estos, segin lo obtenido en el Capitulo I, podemos desechar los que no

estén en X.

b) Los puntos que se obtienen al cortar cada una de las mediatrices con los

segmentos del contorno de S, es decir:

m(m - 1) puntos nuevos distintos.

c¢) Los vértices de la poligonal S. Esto es "n" puntos més.

Evidentemente, cuando adoptemos algunos valores concretos para los
k,, seria posible ampliar nuestro estudio de tal manera que podamos reducir

el conjunto de puntos factibles.

La siguiente figura nos da una imagen gréfica de cuales son los puntos

que nos resuelven nuestro problema:

Los puntos marcados con el simbolo: ® son los posibles 6ptimos de la

funcién objetivo, f{x).

De los 20 puntos obtenidos, es claro que si se adopta algunos valores
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particulares para los k; se pueden reducir bastante.




Capitulo IV:  UNA APLICACION DEL PROB. GRAL.: NORMA EUCLIDEA. 99

IV.5: ALGORITMO:

De acuerdo con los resultados obtenidos anteriormente, podemos

establecer el algortimo de biisqueda de puntos optimos de la siguiente forma:

Condideremos el poligono S determinado por los puntos Q,, Q,, ... ,

de manera que sus lados son: Q,Q,, Q,Qs, ..., Q.1Q. ¥ que cada punto Q,

viene dado por las coordenadas (x;, y), i =12, ... ,n.

Paso I: Poner:
4 =X%a-%
b = Y1 - ¥
C = XV - YiPin

para i=12,..,n, donde Xx,,, =X, € Y, =Yi

Paso II: Poner

a;" =y - Y

* - -_—
bij =x; - X

.o+ Y. X. + X.
c¢=_(yz2y1)a-_(z J)bijt

para i=12,...,n; j=12, ...,n

Paso II: Resolver el sistema de ecuaciones:
ay+bx+¢=0
ajk*y+bjk*x+0jk=o

parai=12,..,n; j=12, ..,n; k=12, ...,n y almacenar los puntos
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solucién. Sea L el conjunto de dichos puntos.

Paso IV: Resolver el sistema de ecuaciones:
a; y+bx+¢ =0
a, y+b, x+¢, =0

para L,j=1,2,...,n; r=i+l,..,n; s=r+l, .. n

Sea M el conjunto de puntos solucién.

Paso V: Parar. El conjunto de puntos eficientes es L U M UV, donde

V esel conjunto: V={Q,, Q. ..., Q, }.
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IV.6: PROBLEMA MAXMIN.

En este epigrafe tratamos, como ejemplo de aplicacién de lo obtenido
anteriormente, el problema mas conocido de localizacién de centros peligrosos,

el Problema Maximin.

Como ya dijimos en II1.2, el problema maxmin planteado en términos
de la funcién f(x) se enuncia de la siguiente forma:
Sean P,, P,, ... P, m puntos de R?, S una poligonal convexa y x € 8, si

o es la permutacién del conjunto {1,2, ... , m} tal que:
le - Pc(l)“ S "X - PO’(2)I| S e S "X - Po(m)ll

definimos

ﬂx) = E k,“x - Po(i) I
i=1

con K;=1 y k=0 para j=23,..,m

Entonces el problema maxmin es equivalente a maximizar f(x) en S,

es decir:

maxxeS ﬂx) = maxxes m in 1<ism le _Pi“

Teorema IV.6.1:

Sea |.| la norma euclidea sobre R? y x, un optimo de f(x) interior a

S, entonces |Ix, - Pyl = Ixp - Pyoyll = 1Xg - Pyl
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Demostracién:
Sabemos del Teorema IV.3.1 que si x, es un optimo de f{x) interior a
S, entonces Ix, - Pa(i)" =[x, - P5(i+1)||, Ixo - Pc(,')“ = |, - Pc(i+1)“ para algun

ij=1,2,..,m. Veamos en primer lugar quei o j es 1:

En efecto, supongamos que:

"XO = PO’(I)" < "Xo = PO’(Z)“ S ......

por la continuidad de la norma, existe un entorno B = B(x,, €) tal que si

x € Bc S se tiene que:

IIXO - PG(l)" < "Xo - PO‘(2)" S ......

y, por tanto, f{x) = |x - P,,l, ahora bien, la semirrecta con origen en P, y
que contiene a %, tiene puntos de B mas alld de x,, sea y (ver figura IV.2
(A)) uno de estos puntos, serd f{y) = |y - Pyl > IX, - Pyl en contra de que

X, era un mdximo de f{x).

Asi ya tenemos que si x, es un mdximo interior a S, se verifica

necesariamente que |x, - Pyl = 1%, - Pygyll-

Supongamos, ahora que:
1%, - Po‘(l)" = |%, - Pc(z)" < |Ix, - Pcr(3)“ <
Por la misma razén anterior, existe un entorno, B, de x, en el cual es:
Ix - Poyl S Ix - Pygyll < w3 X - Pyl S X - Pyl < ...
para todo x de B.
Asi, para xe€ B serd flx) = |x- Pl 6 fix)=Ix-Pyyl, ahora

bien, si consideramos la recta {x e B; Ix - Pyyl = Ix - Pyl }, en ella
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existen puntos x tales que [x - Pl > %, - Pyl v,
Ix - Pyoyll > lIxg - Pyyl, luego en este punto se tendrd que f(x) = flx,) (ver
figura IV.2 (B)), luego llegariamos a un absurdo, por tanto si x, es un méximo

de f(x) interior a S se tiene que:

“XO - Po(l)" = IIXO - Pa(2)" = "XO - PG(S) I

/\y
/Q/\x}
% N\
/ ; AN\N
47 N\
47 N\
/ AN
—_N
Pety P Ew
Fig.:Iv.2
Teorema IV.6.2:

Si x, es un mdximo de f(x) en la frontera de S y no es un vértice de S

entonces: %, - Pyl = X, - Pyl

Demostracion:

Del Teorema IV.4.1 sabemos que los posibles méximos de f{x) en la
frontera de S que no son vértices son equidistantes de dos puntos P,
supongamos que [x, - Pyl < lIxg - Pyl < ...
como siempre, existe un entorno, B, de x, en el cual se verifica que:

Ix - Pyl € Ix - Pyl parai =23, ... m.
La mediatriz del segmento P,,,P,., contiene puntos de B y en esos puntos es
Ix - Poyll > %o - Pgeyyll, por tanto flx) > f{x,) y llegamos a una contradiccién

con el hecho de que x, era un maximo de f(x)
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Conclusion:

Vemos, entonces, que con los métodos que hemos utilizado a lo largo del
presente trabajo se llega a que los puntos eficientes para el problema maxmin
son o bien los puntos interiores, x, de S que equidistan de los tres puntos de
demanda P, m4s préximos a él, o los de la frontera que equidistan de los dos
P, m4ds préximos o bien los vértices, es decir, el mismo resultado que ya

sabiamos sobre el problema maxmin, dejando abierta una puerta para el

estudio, de la misma forma, de otros problemas que se planteen en términos

de la funcién f(x).
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