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La presente Tesis describe una teoria de seguimiento entre vehiculos. Dicha
teoria estd basada en una forma funcional para la curva de equilibrio velocidad-
densidad y en una formulacién del tiempo de reaccién de los conductores. Como
una extensién de la teoria, se han estudiado los cambios que introduce en el
modelo de Payne la adopcién de la mencionada formulacién para el tiempo de
reaccién.

Esta Tesis presenta basicamente los resultados ya expuestos en los siguien-
tes articulos:

Del Castillo J. M., Pintado P. and Benitez F. G. (1994) The Reaction Time of
Drivers and the Stability of Traffic Flow. Transportation Research 28B, 35-60.

Del Castillo J. M. and Benitez F. G. (1994) On the Functional Form of the
Speed-Density Relationship, Part I: General Theory. Transportation Research



B, pendiente de publicacidn.

Del Castillo J. M. and Benitez F. G. (1994} On the Functional Form of the
Speed-densily Relationship, Part II: Application of the Theory. Transportation
Research B, pendiente de publicacién.

Del Castillo J. M. (1994) A Generic Car-Following Model, Part I: Formulation
of the Model Transportation Research B, enviado.

Del Castillo J. M. (1994) A Generic Car-Following Model, Part II: Numerical
Solution. Transportation Research B, enviado.

No obstante, los contenidos de la Tesis han sido dispuestos en un orden
mas adecuado.

Sevilla, Abril de 1994 Jose M. del Castillo
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MEMORIA

En la presente Tesis se expone una teoria de seguimiento de vehiculos. Los
principales componentes de dicha teoria son una forma funcional para la curva
de equilibrio velocidad-densidad y una formulacién para el tiempo de reaccién
de los conductores.

En el apéndice A se presenta una breve introduccién al modelado del tréfico.
Los modelos del flujo de trifico pueden ser clasificados en cuatro grupos prin-
cipales, de acuerdo con el tipo de descripcién: microscépica o macroscépica y
aleatoria o determinista. Los modelos de seguimiento entre vehiculos son mi-
croscopicos y fundamentalmente deterministas. Los modelos fluidodinamicos
son igualmente deterministas pero macroscépicos. Los dos mas importantes son
el Modelo Simple de Continuidad o Modelo de Lighthill-Whitham y el Modelo
de Payne.

En el apéndice B se propone una forma funcional para la curva velocidad-
densidad. Esta forma funcional est4 basada en una definicién adimensional de la
distancia entre vehiculos, la distancia equivalente, y en una funcién, la funcidn
generadora, cuyo argumento es la distancia equivalente.

La mencionada forma funcional es derivada mediante dos tipos de argu-
mentos. La hipdtesis de la existencia de un conjunto de pardmetros funda-
mentales del trifico es un punto crucial de ambos argumentos. Dicha hipStesis
es justificada por medio de una extensa revisién bibliografica. Los parametros
fundamentales son la densidad de atasco, la velocidad de las ondas cinemadticas
en el atasco y la velocidad maxima. Los dos primeros parametros son cuasi-
universales, puesto que estdn débilmente condicionados por las caracteristicas
de la carretera en cuestién. Por el contrario, dichos parametros se encuen-
tran principalmente determinados por el volumen fisico de los vehiculos y el
tiempo de reaccion de los conductores. Se observan unos valores medios de 150
veh/km/carril para la densidad de atasco y de 20 km/h para la la velocidad de
las ondas cinematicas en el atasco.

El primer argumento mediante el cual se deriva la forma funcional, esta
basado en el conjunto de propiedades que la relacién intensidad-velocidad-den-
sidad debe satisfacer. Entre todas las propiedades referidas se hace especial
hincapié en la condicién de concavidad. Esta condicién descarta del Modelo
Simple de Continuidad la existencia de ondas de choque de aceleracién. Para
ello la curva de equilibrio velocidad-espaciamiento, o equivalentemente, el dia-
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grama fundamental del trdfico deben ser funciones céncavas. El conjunto de
propiedades de la relacién velocidad-densidad-flujo de trafico impone restric-
ciones tan severas que resulta virtualmente imposible encontrar curvas arbi-
trarias que las cumplan. Sin embargo, se demuestra que si las curvas velocidad-
densidad poseen la forma funcional propuesta, entonces resulta relativamente
sencillo encontrar expresiones analiticas para éstas,

El segundo argumento surge al aplicar el analisis dimensional a un mode-
lo genérico de seguimiento de vehiculos. Segiin dicho modelo, los conductores
responden a los cambios de distancia con un tiempo de reaccién y sensibilidad
determinados. La aplicacién del analisis dimensional al mencionado modelo,
demuestra que la sensibilidad de los conductores no puede depender arbitraria-
mente de las variables del trafico. La dependencia explicita de la sensibilidad
conduce a la forma funcional para la curva velocidad-densidad, o sea, a una
funcidn, la funcién generadora, cuyo argumento es la distancia equivalente.

Finalmente se muestran diversos ejemplos de funciones generadoras. De
todas las posibles curvas velocidad-densidad que se pueden derivar de ellas,
s6lo dos tienen especial interés: la curva exponencial y la curva de médxima
sensibilidad. De entre todas las curvas velocidad-densidad sugeridas por otros
autores, s6lo una responde a la forma funcional propuesta en esta Tesis. Es
concretamente la curva exponencial, que aparece en algunos trabajos que han
pasado completamente inadvertidos. De este hecho se deduce que las curvas
velocidad-densidad propuestas son completamente novedosas y, lo que es mds
importante, de todas las existentes en la literatura son las tinicas que satisfacen
el conjunto de propiedades requeridas.

En el apéndice C la teoria desarrollada en el apéndice previo se aplica a
datos de trafico. Ciertas curvas velocidad-densidad basadas en la forma fun-
cional anterior, son usadas en un modelo de regresién que se ajusta a datos
de trafico en autopistas de tres carriles. Primeramente los datos originales son
sometidos a un test estadistico para contrastar la estacionariedad de la serie de
las velocidades y de las cuentas de vehiculos. La aplicacién iterativa de dicho
test permite encontrar la serie estacionaria de mayor duracién. Las cantidades
medias se determinan a partir de las medias de las series. El procedimiento
de seleccién de periodos de trafico estacionario incluye una serie de recomenda-
ciones sobre la duracién minima de dichos periodos para contar con estimadores
suficientemente fiables.

Las curvas elegidas para los modelos de regresién son la exponencial y la
de maxima sensibilidad. La bondad del ajuste es excelente, excepto para los
detectores situados en el carril izquierdo. Para el carril izquierdo, un modelo de
regresion bilineal resulta mas adecuado. No obstante, dicho modelo no responde
a la forma funcional cuya validez se pretende verificar. En todos los modelos
de regresion ensayados, la desviacién entre los datos y los valores predichos es
extraordinariamente reducida. Este hecho confirma la validez del procedimiento
para aislar periodos de trafico estacionario. Dicho procedimiento elimina satis-
factoriamente la dispersion de las medidas individuales.
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En el apéndice D se presenta un modelo de seguimiento de vehiculos. El
modelo es derivado a partir de tres condiciones: la velocidad de los vehiculos
en equilibrio es una funcién dada de la distancia entre ellos, las perturbaciones
se propagan sin amplificarse y la velocidad de propagacién de pequefias per-
turbaciones coincide con la velocidad de las ondas cinematicas de la teoria de
Lighthil-Whitham.

El modelo de seguimiento de vehiculos es formulado primeramente para el
caso de relacidn lineal entre la velocidad y la distancia. Partiendo de las tres
condiciones anteriormente mencionadas, se obtiene una expresioén para el tiempo
de reacci6n y la sensibilidad de los conductores.

A continuacidn se extiende el mismo razonamiento para el caso de curva
velocidad-distancia no lineal. Se obtiene entonces una formulacién para el
tiempo de reaccién en funcion de la distancia entre vehiculos. Si se acepta la
condicién de concavidad, el tiempo de reaccién resulta ser una funcién creciente
de la distancia entre vehiculos. A densidades altas, dicha funcidn proporciona
un valor del tiempo de reaccién del orden de 0.6 segundos, lo que concuerda con
diversos datos. Conforme el trafico se hace mas ligero, el tiempo de reaccién
tiende a infinito, lo que significa realmente que las interacciones entre conduc-
tores desaparecen.

El modelo de seguimiento de vehiculos no lineal responde a una ecuacién
diferencial con retraso dependiente del estado. En dicho modelo la inversién
del orden de la causalidad o retrogresion, puede aparecer como consecuencia
de la variabilidad del tiempo de reaccién. El problema de la retrogresién es
resuelto mediante un razonamiento basado en el comportamiento esperable de
los conductores. Dicho razonamiento introduce el concepto de saturacion de la
percepcion.

Finalmente, se demuestra que al adoptar para la curva velocidad-distancia
la forma funcional propuesta en el apéndice B, el modelo adimensional resultante
no contiene parametros. Este hecho destacable implica que la dindmica de un
convoy de vehiculos estd exclusivamente gobernada por la funcién generadora.

En el apéndice E se explican dos algoritmos de diferencias finitas para el
modelo de seguimiento de vehiculos previamente formulado. Para el primer
algoritmo es necesario desarrollar un criterio numérico de saturacién. Dicho
criterio permite conocer si en un intervalo de tiempo suficientemnente corto se
va a producir saturacién. Para ello se requiere evaluar una determinada funcién
tan sélo en los extremos del intervalo.

El segundo algoritmo es especialmente adecuado para simulacién debido
a su extrema simplicidad. Los resultados numéricos muestran que el compor-
tamiento del convoy obtenido mediante dicho algoritmo concuerda con la teoria
de Lighthill-Whitham. En concreto se observa que las ondas de frenado no se
distorsionan conforme se propagan por el convoy de vehiculos, mientras que el
perfil de las ondas de aceleracidn se estira progresivamente. Por iltimo, me-
diante los dos algoritmos, se obtiene el movimiento del vehiculo seguidor para
ciertas maniobras del vehiculo seguido, No se observan diferencias apreciables
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en los resultados de lo que se deduce que el segundo algoritmo resulta mas idéneo
por su reducido nimero de operaciones.

En el apéndice F se formula una condicién para cualquier modelo macros-
cépico de trafico: la condicién de consistencia. Dicha condicién obliga a que
la linealizacién de cualquier modelo macroscdpico conduzca a las ecuaciones
del Modelo Simple de Continuidad linealizado. En otras palabras: elimina del
modelo linealizado las ondas no cinematicas.

Al aplicar dicha condicién al modelo de Payne se obtiene una expresion
del tiempo de reaccién en funcién de la densidad. Dicha expresion es similar
a la propuesta en el apéndice D. Los cambios introducidos en el modelo de
Payne por la adopcién de la mecionada expresion del tiempo de reaccién son
investigados. Este estudio demuestra que los resultados del modelo de Payne
modificado son casi idénticos a los del Modelo Simple de Continuidad, e incluso
idénticos en ciertos casos.

También se realiza un andlisis comparativo del modelo de Payne resultante
con los modelos propuestos por otros autores. Dichos autores toman un valor
macroscépico del tiempo de reaccidn, del orden de decenas de segundos, a dife-
rencia de los valores microscépicos dados por la formulacion propuesta en esta
Tesis. Sin embargo, el andlisis demuestra que la adopcién de la nueva formu-
lacién del tiempo de reaccién no hubiera modificado esencialmente los resultados
obtenidos por dichos autores. La razdn de esta aparente paradoja radica en que
la sobrestimacién del tiempo de reaccidn se ve compensada con la del coeficiente
de anticipacién.

Finalmente la estabilidad del tréfico es estudiada linealizando el modelo
de Payne modificado. El anédlisis de estabilidad no conduce a ningiin resultado
practico, lo que sugiere la necesidad de introducir términos estocasticos en el
modelo para explicar los fenédmenos de inestabilidad observados en el tréfico.

En resumen, las principales contribuciones de esta Tesis a la Teoria del
Flujo de Trafico son las que se enumeran a continuacién:

(i) se ha definido una forma funcional para la curva de equilibrio velocidad-
densidad;

(ii) se ha demostrado que las curvas que obedecen dicha forma funcional sa-
- tisfacen todas las propiedades requeridas;

(iii) se ha comprobado que dichas curvas se ajustan excelentemente a datos de
trafico;

(iv) se ha formulado un modelo de seguimiento entre vehiculos, que incluye
una formulacién del tiempo de reaccién de los conductores;

(v) la adimensionalizacién de dicho modelo conduce a un modelo universal, o
sea, sin parametros;

(vi) se ha propuesto un algoritmo que simula el modelo anterior de una manera
extremadamente simple;
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(vii) se ha demostrado que los cambios introducidos en el modelo de Payne por
la nueva formulacién del tiempo de reaccién, conducen a un modelo casi
idéntico al Modelo Simple de Continuidad;

(viii) se ha comparado el modelo de Payne modificado con los modelos propues-
tos por otros autores, no habiéndose encontrado diferencias significativas.



Apéndice A

Introducién

A.1 Modelos Macréscopicos de Trafico

Los modelos en los que el trifico se asimila a un fluido son denominados modelos
macroscopicos de trafico. Las variables que describen el movimiento de dicho
fluido son la velocidad media de los vehiculos (V) y la densidad de trifico (K).
K representa el nimero de vehiculos por unidad de longitud. La intensidad de
trafico (Q0), que es el niimero de vehiculos por unidad de tiempo est4 relacionada
con las otras cantidades, ya que @ = KV. Una definicién mas precisa de estas
variables se puede consultar en Leutzbach (1988).

Una hipdtesis bésica de los modelos macroscépicos es la existencia de una
velocidad de equilibrio (V,) que seria la velocidad de los vehiculos en condiciones
de trafico estacionario y homogéneo. Esta velocidad es funcién de la densidad
a través de una relacién (V, = V.(K)) que tiene en cuenta factores como la
geometria de la carrretera y el comportamiento de los conductores. A lo largo
de esta Tésis nos referiremos a la relacién V, — K como la curva velocidad-
densidad, entendiendo por velocidad, la velocidad de equilibrio.

Los modelos macroscépicos pueden ser divididos en dos tipos: modelos de
primer orden y modelos de segundo orden. En los primeros la velocidad es
considerada una funcién de la densidad, o sea, V = V, = V,(K) por lo que
solo la ecuacién de continuidad es requerida para formular el modelo. En los
segundos la velocidad es una variable independiente lo que exige intoducir una
nueva ecuacién en el modelo: la ecuacion de cantidad de movimiento.

A.2 La Curva Velocidad-Densidad

Las investigaciones sobre la relacién entre la velocidad y la densidad comenzaron
en los afios 20. El trabajo de Schaar (1925) puede considerarse como pionero en
este campo. Greenshields (1935) propuso una relacién lineal entre la velocidad
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y la densidad:

K
Ve-Vf(“fc)'

donde K; es la densidad de atasco y V; la méxima velocidad posible. A partir
del trabajo de Greenshields {1935), numerosos autores han propuesto diversos
modelos de velocidad-densidad. Los mas conocidos son el de Greenberg (1959)

V. = Voln (%) : (A.1)

Underwood (1961)

K
= vioss (1),

1 K\*
Ve:Vf exp (—5(-1?-) );
[

donde K. y V, son los valores de la densidad y la velocidad para los que se alcanza
la capacidad o maxima intensidad posible. Otra familia de curvas velocidad-
densidad han sido deducidas de modelos de car-following:

V.=V, (1 - (%) 1) m, (A.2)

que es una generalizacién de la curva propuesta por Pipes (1967):

KA\™
Ve:Vf(l—-K—j) .

Por otra parte, Prigogine y Herman (1971) han calculado numéricamente curvas
velocidad-densidad a partir de las ecuaciones de la teoria cinética del trafico.

Greenshields postulé para las curvas velocidad-densidad las siguientes pro-
piedades:

y Drake et al. (1967)

(i) los valores de la velocidad van desde cero hasta una maximo conocido
como velocidad de flujo libre, Vy;

(i1) los valores de la densidad estdn comprendidos entre cero (flujo libre) y un
maximo llamado densidad de atasco Kj;

(111) el maximo de la velocidad se alcanza en flujo libre, V.(0) = Vy;

(iv) la circulacidn se interrumpe a la densidad de atasco, Vo(K;) = 0;
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(v) la velocidad decrece con la densidad, o sea, V/(K) < 0 para0 < K < Kj,
donde (') significa derivada respecto de la densidad;

(vi) en el limite de flujo libre la dependencia de la velocidad sobre la densidad
desaparece al igual que las interacciones entre conductores, V,/(0) = 0.

Estas propiedades de la curva velocidad-densidad son propiedades estaticas. En
la seccién B.1 se propondra otra propiedad de tipo dindmico: la condicién de
concavidad.

A.3 Modelos de Seguimiento de Vehiculos

Los modelos de seguimiento de vehiculos, o simplemente modelos de car-following,
establecen una relacién entre la reaccién de un conductor de un vehiculo y los
cambios de velocidad del vehiculo precedente. La respuesta tiene lugar tras un
tiempo de reaccién y la sensibilidad de la respuesta es funcién de la velocidad
y la distancia entre los vehiculos. La mayoria de los modelos son de la forma:

- [Vi(t) — V(?)]
Vit +T) = oy V(1) it A3
( ) 41 ( ) [XL(t) —X(t)]q ( )
donde T es el tiempo de reaccién y X es la distancia recorrida. El subindice
L hace referencia al vehiculo seguido. Las variables sin subindice son las del
vehiculo seguidor. Se puede demostrar que este modelo de car-following conduce
a las curvas velocidad-densidad del tipo (A.2).

A.4 El Modelo Simple de Continuidad

En este modelo, la velocidad se supone que es una funcién de la densidad. La
unica ecuacién del modelo es la de continuidad que expresa el balance entre el
flujo neto de vehiculos a través de una seccién y la variacién del nimero de
vehiculos en ésta. Se tiene:

K+ (Qe)z =0, (A4)

donde los subindices indican derivada parcial.
La relacién velocidad-densidad conduce a una ecuacién para la densidad,

Ki+ C(K)K; =0, (A.5)

donde dO.(K
C(K) = %72 = QU(K) = KV!(K) + Vu(K). (A.6)
La ecuacién (A.5) es una ecuacién de ondas no lineales. Las soluciones son
ondas que se desplazan a una velocidad C(K). El modelo de continuidad fue

propuesto por Lighthill y Whitham (1955), por lo que también se conoce como
teoria de Lighthill y Whitham.
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A.5 El Modelo de Payne

El modelo de Payne es el méas usado de todos los modelos de segundo orden.
Las ecuaciones de este modelo son la ecuacién de continuidad:

Ke+(KV), = 0; (A7)
y la de cantidad de movimiento,

Ve -V vl
T TK™™

Vit VVe = (A.8)

donde T es el tiempo de reaccién y v es el coeficiente de anticipacién. Payne
sugiridé un tiempo de reaccién constante y la siguiente expresién para v:

v = -%v (A.9)

Payne (1971) derivé dicho modelo como una versién continua del modelo de
seguimiento de vehiculos

‘ 1
Xns1t+T) =V, (Xn(t) —X,.+1(t)) '

A.6 Esquema de la Tesis

En el apéndice B se vera que ninguna de las curvas velocidad-densidad pro-
puestas hasta ahora satisface las propiedades requeridas. Por consiguiente, la
busqueda de una expresién analitica para la curva velocidad-densidad es una
cuestion abierta. En el apéndice B se propone una forma funcional para la
curva velocidad-densidad, con la particularidad de que las curvas que obedecen
a dicha expresién satisfacen las propiedades mencionadas. En el apéndice B
se ajusta un modelo de regresién no lineal basado en dichas curvas a datos de
trafico en autopistas. En el apéndice D se expone un modelo de seguimiento
entre vehiculos que estd basado en una formulacién para el tiempo de reaccién
y en la forma funcional de la curva velocidad-densidad. Dversas soluciones
numeéricas del modelo resultante se presentan en el apéndice E. Como aplicacién
se formula un algoritmo de simulacién microscdpica del trafico. Finalmente, en
el apéndice F la formulacién para el tiempo de reaccién se deduce a partir del
modelo de Payne. Las consecuencias de adoptar dicha formulacién en el modelo
de Payne también se estudian.



Apéndice B

La Relaciéon Velocidad-Densidad

B.1 La Condicién de Concavidad

La solucién del Modelo Simple de Continuidad (A.5) puede ser ficilmente obte-
nida en forma paramétrica mediante el método de las caracteristicas. Para dicho
modelo las caracteristicas son rectas de pendiente C'(K) (ver Whitham 1974).
Ademas la densidad permanece constante a lo largo de las caracteristicas, por
lo que conociendo el valor de ésta en una curva de contorno, se puede conocer
en el resto del dominio.

Es posible encontrar puntos donde la densidad toma dos valores, lo que
ocurre st las caracteristicas se cortan. Dichos puntos corresponden en realidad a
una onda de choque, lamada asi ya que la densidad varia subitamente a través
de la onda. En principio pueden existir dos tipos de onda de choque: ondas
de choque de aceleracién y ondas de choque de frenado. En las primeras la
velocidad aumenta tras la onda, mientras que en las segundas disminuye. La
condicién necesaria y suficiente para que existan ondas de choque de aceleracién
es que C'(K) > 0. De igual manera, para la existencia de ondas de choque de
frenado es necesario y suficiente que C'(K) < 0.

Una onda de choque en el trifico real se corresponde a una situacién en
la que los vehiculos experimentan un cambioc brusco, pero no instantaneo, de
velocidad. Tales cambios de velocidad se producen regularmente cuando un
convoy de vehiculos se aproxima a un semaforo en rojo o cuando en general un
vehiculo frena bruscamente parar evitar colisionar con el vehiculo precedente. Es
decir, los cambios bruscos de velocidad que, de una manera idealizada, describen
las ondas de choque, corresponden siempre a disminuciones de velocidad. Por
lo tanto resulta natural admitir solamente ondas de choque de frenado en el
modelo. No parece razonable pensar en aceleraciones violentas de los vehiculos
como sl éstos fueran catapultados hacia delante, situacién descrita por una onda
de choque de aceleracién. Por lo tanto las ondas de choque de aceleracién deber
ser descartadas del Modelo Simple de Continuidad. La condicién necesaria y

11
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suficiente para ello es:
C'(K)=QY(K) <0, (B.1)

o sea, que la curva intensidad-densidad sea cdncava.

Franklin (1961) fue el primero en enunciar claramente esta propiedad: “The
relationship between flow and density is such that for densities greater than that
corresponding to maximum flow the gradient of the curve increases in magnitude
with density. In such a case, if the flow is decelerated each successive wave
carrying a small increase in density travels faster than the previous waves and
the waves coalesce to form a shock wave”. Sorprendentemente, la condicién de
concavidad ha sido olvidada en la mayor parte de los trabajos de investigacion
realizados durante los iltimos 30 afios. Tan sélo recientemente Ansorge (1990) la
ha recuperado para la teoria. Dicho autor ha probado que (B.1) es equivalente a
la condicién de entropia que permite eliminar del Modelo Simple de Continuidad
las soluciones que no son fisicamente vilidas.

La condicién de concavidad puede ser tambiién escrita en términos de la
curva velocidad-espaciamiento. Si se tiene en cuenta que el espaciamiento (H)
es el inverso de la densidad, se obtiene,

K3QY = f—‘é—
dH?’
que demuestra que la curva velocidad-espaciamiento debe ser céncava. De ahora
en adelante se asumird que la curva intensidad-densidad satisface la condicién
de concavidad.

Finalmente, la velocidad de una onda de choque que cause una disminucién

de la velocidad de Vi a V,, esta dada por:

_ I(QVQ - KW

v’ - ]{2 —_ I(l ’ (BQ)

donde V; = V,(K;). La ecuacién (B.2) se obtiene de la ignaldad de la intensidad
de trafico @, relativo a la onda:

Qs = K1(Vi = V) = Ka(Va — V5).

La velocidad de la onda es la pendiente de la recta que pasa por los puntos
(K1,@1) v (K2,Q2), mientras que la velocidad V,(K) es la pendiente de la
recta que pasa por el origen y el punto (K, Q.(K)), ver figura B.1.

B.2 Los Modelos de Velocidad-Densidad Existentes

Rsculta bastante notable que ninguno de los modelos de velocidad-densidad
mencionados en la seccidén A.2 satisfagan completamente las propiedades enu-
meradas en dicha seccién y la condicién de concavidad (B.1). Por lo tanto, el



B.2. LOS MODELOS DE VELOCIDAD-DENSIDAD EXISTENTES 13

K K

i

Figura B.1: Diagrama Fundamental y velocidad de las ondas.

encontrar un modelo de velocidad-densidad que cumpla todas las propiedades re-
queridas es una cuestién sin resolver. La figura B.2 muestra las curvas velocidad-
densidad més comunes. El eje z representa la densidad adimensional definida
como K/K,.;, donde el valor de referencia Krep, es Kj or K. dependiendo de
la curva. Igualmente la velocidad de referencia V,..s, es V; or V..

Aparte de estos problemas, existe una controversia sobre la continuidad
de la curva intensidad-densidad. Desde el trabajo de Edie (1961), diversos
autores han sugerido curvas velocidad-densidad discontinuas. Recientemente,
autores como Koshi, Iwasaki y Okhura (1983) y Payne (1984) han basado esta
conclusion en exhaustivos andlisis de datos de trifico en autopistas. Edie ob-
servé una discontinuidad en la curva intensidad-densidad para densidades de
90 vehiculos por milla. Una discontinuidad semejante obtuvo también Payne
en su andlisis. Sin embargo, estos andlisis pueden llevar a conclusiones falsas
debido principalmente al método seguido para seleccionar los datos. Hall et al.
(1986) han criticado igualmente el trabajo de Koshi et al. (1986). La opinién
de estos autores revela los defectos de los analisis realizados: la discontinuidad
observada en la curva intensidad-densidad seria la consecuencia de la existencia
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Figura B.2: Curvas velocidad-densidad mas comunes.

de un cuello de botella aguas abajo. Ademads los datos han sido probablemente
agrupados de tal manera que reflejan condiciones que nunca han existido en la
realidad. Hall et al. llevan también a cabo un agudo analisis de los trabajos de
Ceder (1979) y Easa (1983), arrojando serios interrogantes sobre la validez de
las conclusiones.

Otra cuestién polémica es la derivabilidad de la curva intensidad-densidad.
Hall et al. encontraron que una curva suave no ajustaba bien los datos recogidos
por ellos. Una curva con forma de V invertida resultaba ideal para explicar el
régimen de transicién entre el régimen congestionado y el libre. Ellos dieron un
argumento basado en el andlisis de ondas de choque para justificar la forma de V
invertida. Sin embargo, si la curva intensidad-densidad sdlo tiene en cuenta es-
tados estacionarios del trafico, resulta un contrasentido recurrir a argumentos de
tipo dindmico para interpretar caracteristicas de la curva intensidad-densidad.
Por ello, la continuidad y derivabilidad del diagrama fundamental del trafico
debe ser admitida a priori, para dejar que cualquier discontinuidad o pico sea
explicada mediante un modelo dindmico. Por lo tanto, se asumira que la curva
intensidad-densidad es continua y diferenciable.

B.3 Los Parametros del Trafico

En esta seccidn se argumenta que los principales pardmetros de las curvas de
trafico son la densidad de atasco K, la velocidad de flujo libre V; y la velocidad
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de las ondas cinematicas en el atasco, Cj, que estda dada por:
C; = Q(K;). (B.3)

Por lo tanto la relacién velocidad-densidad puede ser escrita de la siguiente
forma:
Ve = F(K,K;,Vy,Cj,n1,...,np),

donde , ny, ..., n, es un conjunto de pardmetros adimensionales que caracterizan
las propiedades de la curva velocidad-densidad que no podemos explicar en
términos de los parametros fisicos Kj, Vy y Cj.

El que la densidad de atasco y la velocidad de flujo libre sean parimetros
fundamentales del trifico es consecuencia directa de las propiedades de la curva
velocidad-densidad. La densidad de atasco estd principalmente determinada
por la longitud de los vehiculos y toma valores que varian en un rango rela-
tivamente pequeno. En general, se puede considerar K; = 150 vehiculos por
kilémetro como valor medic. Este valor corresponde a un espaciamiento de
atasco H; de 6.7 metros. La velocidad de flujo libre varfa sin embargo en un
rango considerablemente mds amplio. Por lo tanto, la densidad de atasco puede
ser considerada una constante cuasi-universal. A continuacién se demostrard
que lo mismo ocurre con la velocidad de las ondas den el atasco. En este caso
se puede tomar como valor medio -20 km/h.

En la literatura sobre Teoria del Flujo de Trifico existen numerosos tes-
timonios que confirman la afirmacién anterior. La mayoria de ellos surgen del
analisis de la relacién velocidad-densidad en el régimen congestionado. El valor
de C; esta dado por

v,
Cj = K; (—“—;

dVe
= - H, —=
K, i dl

H;

Dicho valor puede ser estimado también a partir del tiempo que un vehiculo en
un convoy parado tarda en arrancar en funcién de su posicién dentro del convoy.

Pipes (1953) propuso un modelo de seguimiento de vehiculos basado en
la regla del cddigo de la ciculacién de California: “a good rule for following
another vehicle at a safe distance is to allow yourself the length of a car (about
fifteen feet) for every ten miles per hour you are traveling ”. Si se asume un
espaciamiento de atasco ligeramente superior a la distancia de seguridad, por
ejemplo 20 pies, el valor de Cj que da este criterio seria:

10 millas/h

C; = ~20 pies x 15 pics

= ~21 km/h.

Lighthill y Whitham (1955) fueron los primeros en senialar la linealidad de
la curva velocidad-espaciamiento a altas densidades: “as V increases, the mean
headway increases almost linearly (by about 1.2 ft for each 1 mile/h increase
in speed)”. Puesto que segin ellos la longitud media de un vehiculo en Gran
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Bretaiia es de 17 pies, las observaciones anteriores conducen al siguiente valor
de Cj:
1 millas/h

Cj = =17 pies x 12 pie

= ~23 km/h.

Foote (1963) referencia un trabajo de Daou sobre formacién de convoyes
en los ttineles Lincoln y Holland en Nueva York: “for constant speed platoons,
Daou hypothesized a mean headway-time versus mean speed relationship of
t, = 1.6 +25/V. ”. Teniendo en cuenta que el intervalo temporal entre dos
vehiculos £, es igual a H/V,, se obtiene:

25 pie
1.6 seg

C; = = =17 km/h.

Edie y Baverez (1965) recopilaron datos en el tiinel Holland para estudiar
la propagacién de ondas de marcha y parada. El tinel fue dividido en cuatro
secciones y el valor medio de la velocidad de propagacién de dichas ondas fue
-16 km/h.

Dorfler (1965) estudié la dindmica de un convoy parado en un seméforo. El
encontré que el tiempo transcurrido entre el inicio de la fase verde y el arranque
de cada vehiculo t,, era un funcién lineal de la posicién de éste en el convoy n,.

Concretamente:
t, = —0.68 + 1.08n,,

donde el tiempo estd en segundos. La linealidad de esta expresion es debida a
la constancia de la velocidad de la onda de arranque. Dicha velocidad es un
estimador razonable de C;. Tomando un valor de 5.6 m para el espaciamiento
de atasco, tal como sugiere Dorfler, se tiene:

56 m

Gy = =~ T seg = ~ 19 km/h.

Lam y Rothery (1970) estudiaron la propagacién de fluctuaciones de veloci-
dad en autopistas, calculando el desfase temporal que maximizaba la correlacién
entre la velocidad medida en dos puntos diferentes. La velocidad de la onda
puede ser estimada como la distancia entre los puntos dividida por el desfase
temporal. Este procedimiento da un valor de 17.8 pie/seg, o sea, C; = —19.4
km/h.

Recientemente Ozaki (1993) ha obtenido una serie de observaciones de
velocidad-espaciamiento correspondiente a trafico estacionario. De ellas se de-
duce una velocidad de la onda de -17 km/h, aproximadadmente.

Por lo tanto, numerosas observaciones experimentales sostienen que la ve-
locidad de las ondas en el atasco es una constante cuasi-universal cuyos valores
oscilan entre -17 y -23 km/h. Valores ligeramente por debajo de este rango han
sido encontrados por Franklin (1965) y Duckstein et al. (1970), C; = —13.1
km/h y C; = ~14.4 km/h respectivamente. Por otra parte, Greenberg (1959)
y Herman et al. (1971) dan valores de -27 km/h.
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La sobreestimacién del valor de Cj es bastante frecuente en las curvas de
velocidad-densidad tomadas por algunos autores. Concretamente Drake et al.
(1967), Payne (1979), Michalopoulos y Pisharody (1980} y Michalopoulos et al.
(1984), consideran curvas V, — K que dan unos valores de C; absolutamente
irrealistas, -43 km/h, -158 km/h, -48 km/h y -96 km/h. respectivamente.

En esta seccién se ha puesto de manifiesto la existencia de tres parametros
fundamentales del trafico: la densidad de atasco (Kj;), la velocidad de las ondas
en el atasco (Cj) y la velocidad de flujo libre (V;). Ademads se ha demostrado
que los dos primeros son cuasi-universales. Franklin (1965) fue el primero en
destacar el papel de estos tres parametros: “the flow-concentration relationship
is determined by three main factors ...the jam concentration ...the slope of
the steady-state part of the curve, and the maximum safe speed”. Resulta
sorprendente que el trabajo de Franklin haya pasado inadvertido durante 30
afios.

B.4 La Forma Funcional

En la seccion previa se ha visto que tanto la densidad de atasco como la velocidad
de las ondas en el atasco son practicamente constantes. Por lo tanto, resulta
obvio adimensionalizar las variables de trafico por estas magnitudes. Definiendo
entonces:
u = Ve _ K . Q
IGE PTE = KIGT

las propiedades de la curva velocidad-densidad (ver seccién A.2) y la condicidn
de concavidad se transforman en

u.(0) = uy, (B.4)
uo(1) = 0, (B.5)
u,(p) < 0, 0<p<l, (B.6)
u,(0) =0, (B.7)
q’(p) <0, 0<p<l, (B.8)

donde uy = V;/|C;| y las derivadas son respecto de la densidad adimensional
p. Debido a la adimensionalizacion elegida se debe cumplir:

u;(l) = q;(l) =~-1. {B.9)

El problema de encontrar una funcién continua y derivable que cumpla
las anteriores propiedades se simplifica considerablemente si se restringe la
bisqueda a funciones que tengan la siguiente forma funcional:

L) B
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Haciendo

A:—l—-(—l-—l), (B.11)

uf P
se tendra

we = up(1— f(N).

La funcién f()) se llamar4 funcidn generadora. Su argumento A es un espacia-
miento adimensional y por ello se denominara espaciamiento equivalente.
Entonces la funcién generadora debe satisfacer las siguientes propiedades:

Jlim f(3) =0, (B.12)
f(0)=1, (B.13)

fA) <0, A>0, (B.14)
Jim A? f()) =0, (B.15)
fy>o0,  A>0, (B.16)
£(0) = -1, (B.17)

donde (') significa derivada respecto de A. Ademds,
0< f(A) <1, A>0. (B.18)

Es facil ver que de las condiciones (B.12), (B.16) y (B.18) implican (B.14). Por
lo tanto la lista de propiedades para la funcién generadora se reduce a (B.12),
(B.13), (B.15), (B.16) , (B.17) y (B.18). Las condiciones para la funcién gene-
radora son menos restrictivas que para las relaciones originales.

B.5 Ejemplos de Funciones Generadoras

En esta seccién se proponen cuatro familias de funciones generadoras: exponen-
cial, doble exponencial, racional y racional-inversa. La familia exponencial de
funciones generadoras esta dada por:

A n
F(A) = exp [1 - (1 + ;) } : (B.19)
con n > 0. Para n = ], la expresion anterior se reduce a
F(A) = exp(=2A). (B.20)

La curva velocidad-densidad resultante es:

Vo=V, [1 — exp (%—' (1 - -I;—’))] . (B.21)
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Cuando n — oo la funcidn generadora exponencial tiende a:
F(A) = exp[1 — exp(A)], (B.22)

que es a su vez una funcién generadora.
La familia doble exponencial se puede obtener introduciendo un pardmetro
en la anterior funcién generadora:

oo (2)]

con n > 1. El limite de estas curvas cuando n — oo es f(A) = exp(—A).
La familia racional corresponde a la expresién:

1

&)
n

con n > 1. Finalmente la familia racional-inversa tiene la forma:

ey

F) =

n

= exp(nA)+n—1

donde 0 < n < 2. Para n = 1, se reduce a la curva (B.21), y paran = 2, la
funcién toma la forma mas familiar:

f(A) =1 - tanh(A).

La figura B.3 muestra las curvas velocidad-espaciamiento generadas por
estas cuatro familias para diversos valores de los parametros. la velocidad adi-
mensional v, definida como:

Ve Ue
Vo= — = —=1~— f(A B.23
e, (B.23)
ha sido representada frente al espaciamiento adimensional (A). Un hecho bas-
tante destacable es que todas las curvas estidn acotadas superiormente por la
curva
ve =1 —exp [l —exp(A)],

que se aproxima al régimen bilineal idealizado:
v, = A, A<l

ve = 1, A> 1

Tan sélo la curva velocidad-densidad dada por (B.21) ha sido propuesta
anteriormente por otros autores. Esta curva tiene de hecho una interesante
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Figura B.3: Velocidad adimensional (v) y espaciamiento equivalente (1) para las
familias exponencial (a), doble exponencial (b), racional (c) y racional-inversa

(d).

historia. Fue propuesta independientemente por Newell (1961) y Franklin (1961)
como solucidn estacionaria de los modelos de seguimiento de vehiculos:

Vi=V; [1 — exp (1_‘0/;_' (1-Kj(Xiz1 — X;)))] (Newell)

dv; ( V.') .
= IC|K; (1~ —}(Vich - V; Franklin
dt l Jl J V] ( 1 ) ( )

donde el subindice ¢ se usa para el vehiculo seguidor y i — 1 para el seguido.
Newell toma (B.21) a priori simplemente porque “it has approximately the cor-
rect shape and it is reasonably simple”, mientras que Franklin parte del ante-
rior modelo de seguimiento de vehiculos ya que encuentra que “a reasonable
agreement with the measured acceleration characteristics of automobiles is ob-
tained if it is assumed that the available acceleration decreases in proportion
to the speed”. La curva (B.21) es posteriormente mencionada en el trabajo de
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Leutzbach y Bexelius (1966), que mds tarde es referenciado en el libro de Valdés
(1971). Desde entonces, la curva exponencial desaparece misteriosamente de la
literatura.

B.6 La Derivacién de la Forma Funcional

En esta seccién se derivara la forma funcional (B.10) mediante dos argumentos
diferentes: uno estrictamente matematico y otro basado en el comportamiento
de los conductores.

B.6.1 Argumento matemaitico

Sin pérdidad de generalidad se puede escribir

ue = up[l = f(Mp)),  q=pulp),

donde A{p) es en principio una funcién desconocida. Al derivar respecto de p se
obtiene:

ule(p) = _uff(’\)’\’v

¢(p) = —uglpf N + (P2 + 2X) f(N)],

donde
dX

A=
dp
La eleccidén de una funcidén A(p) que satisfaga
pA 42X =0, (B.24)

elimina la dependencia de ¢%/(p) respecto de f()\) y simplifica el problema de
encontrar una expresion analitica para u.(p). La integraciéon de la anterior
ecuacion diferencial con las condiciones

A(po) = Ao, X (po) = Ao,
produce:
A=A = Al ( ! l)
0= opo Po P
Por lo tanto
Po
A= ’\,D?»

y la condicién (B.9) obliga a que

- “!f(’\(l)))‘opo =—L (B.25)
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Entoces la transformacién A(p) estd dada por:

La elecceidn de pg, Ag y Af que conduce al espaciamiento equivalente (B.11)
es obviamente py = 1, Ag = 0y Af = —1/u;. Otraeleccién de pg, Ag y Aj hubiera
conducido a la misma forma de la funcidn generadora sin mas que hacer una
adecuada transformacion de variables. En conclusidn, la forma funcional (B.10)
es la \inica que simplifica el problema de la curva velocidad-densidad ya que
reduce el niimero de condiciones requeridas.

B.6.2 Argumento del comportamiento de los conductores

La curva velocidad-densidad puede ser considerada como una solucion de equi-
librioc de un modelo de seguimiento entre vehiculos. Un modelo genérico de
seguimiento entre vehiculos puede ser escrito en la siguiente forma adimensional:

du dh
— = s{u,h;us)}—,
dr ( 2 dr
donde 7 = t|C;|K; es el tiempo adimensional y h = 1/p es el espaciamiento
adimensional. La funcién s es la sensibilidad de los conductores respecto de
cambios en la velocidad relativa. La solucién de equilibrio del modelo anterior

es entonces:
du,

dh

En principio la sensibilidad puede depender separadamente de la velocidad

y de la velocidad adimensional de flujo libre uy. Pero esta hipétesis implicaria

que la sensibilidad dependiera de la velocidad de las ondas en el atasco. No es

razonable suponer que la sensibilidad depende de este parametro macroscépico

que no estd relacionado con el comportamiento individual de cada conductor.

En realidad resulta absurdo admitir que los conductores conocen incluso la exis-

tencia de las ondas que generan. por lo tanto la dependencia de la sensibilidad
de Cj debe ser eliminada. La tnica manera de hacerlo es suponiendo que:

s(ue;up) = s(uefuy) = s(Ve/Vy).

Por lo que la integracién de la ecuacion

‘S;: = s(u/uy), (B.26)

= s(ue; uys).

con la condicién u,{(h = 1} = 0 conduce a la solucién

R(ue/ug) — R(0) = {7(!» 1),
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que escrita en términos de la densidad adimensional conduce a la forma funcional
propuesta {B.10), puesto que la constante R(0) es irrelevante.

La funcidon s es en realidad la sensibilidad adimensional y viene dada
por (B.26):

(o)) = e = B _j0) = —f(I7N(1 = ve)).

La sensibilidad fisica se obtiene teniendo en cuenta que v, = V., /V}:

S(v.) = j‘;; = l—}C%Is('ue). (B.27)

En esta expresién aparece el pardmetro C; pero en la forma |C;|/Hj, que es una
medida microscdpica relacionada con el tiempo de reaccion de los conductores.
Para la familia exponencial de funciones generadoras la sensibilidad viene
dada por:
1-1
s{ve) = (1 - v.)[1 = In(1 ~ ve)]( %),

Las curvas de sensibilidad se muestran en la figura B.4 para diversos valores de
n. El limite superior de todas ellas se obtiene con n = oo

s(ve) = (1 — v )1 — In(1 = v,.)], (B.28)

que corresponde a la curva velocidad-densidad generada por (B.22). Por esta
razén se denominara a esta curva con el nombre de curva de mdzima sensibilidad.
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s(v)

Figura B.4: Curvas de sensibilidad para la familia exponencial.



Apéndice C

Ajuste de Datos de Trafico en Autopistas

En el apéndice previo se han propuesto diversas curvas velocidad-densidad que
responden a la forma funcional:

donde A viene dado por
— —— R 2
A= Vj HJ’ 1 (C )

De todos los modelos propuestos, dos presentan especial interés. Son la curva

exponencial
_ |Cj1 H ))
Ve=V; [1 exp ( 7, 1 7 \ (C.3)

y la curva de méxima sensibilidad:

Vo=V, [1_exP (1-exp ('_%_' (;{"’7-1)))] (C)

En este apéndice se aplican estos dos modelos a datoas de trafico en autopistas.

C.1 Seleccién de Datos de Tréfico en Equilibrio

Los datos de trifico usados en este estudio fueron recogidos en la autopista A2
Amsterdam-Utrecht por Smulders (1992). Se trata de una autopista de tres
carriles. Dichos datos fueron tomados en la hora punta de la mafiana (6.30
a 9.30) en dias laborales. Se componen de mediciones de la velocidad media,
ocupacién y mimero de vehiculos registrados cada 30 segundos. La velocidad
media en el intervalo i-ésimo de 30 segundos se denota V; y el nimero de
vehiculos contados en el mismo es N;.

Todos los detectores que no registraban un rango suficientemente amplio
de velocidades (de 30 km/h a 100 km/h) fueron descartados. Esta primera
seleccién dejé dos grupos de tres detectores correspondientes al sentido hacia

25
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Amsterdam. Los detectores han sido nombrados de acuerdo con su posicién
(U y D) para los tres primeros (upstream) y los tres segundos (downstream),
y el carril que registran (L, C, R) para el carril izquierdo, central y derecho
respectivamente. Los seis detectores se denominan: UL, UC, UR y DL, DC,
DR.

Para cuantificar la homogeneidad espacial del trafico se usé el coeficiente de
autocorrelacién de las mediciones de los detectores, r(V;, V). Como criterio
se rechazaron aquellos dias y detectores cuyo maximo coeficiente de correlacién
fuera menor que 0.5. De acuerdo a este criterio se rechazd el segundo dia para
los seis detectores.

A continuacién se aislaron periodos potencialmente estacionarios a partir
de las 12 horas de datos (4 dias x 3 horas cada dia). Dichos periodos se se-
leccionaron visualmente. La figura C.1 muestra los periodos seleccionados del
quinto dia del detector DL.

140 -
120 - ™
100 - v

—— periodos seleccionados

80 ,
60 -
40 -

velocidad (km/h)

20

0 T
0 1 2 3

tiempo (horas)

Figura C.1: Periodos seleccionados para verificar su estacionariedad.

Para verificar la estacionariedad de los periodos seleccionados se siguieron
las recomendaciones de Breiman y Lawrence (1973) aplicandose un test no
paramétrico basado en el test 7 de Kendall. Mediante este test se seleccionaba
de cada periodo el mayor subperiodo cuya serie de velocidades y cuentas de
vehiculos no mostrara ninguna tendencia. Para detectar alguna tendencia en la
muestra se media la correlacién de ésta con la secuencia 1,2,...,n. El resultado
del test era por lo tanto el mayor periodo estacionario detectado en cada caso.
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C.2 Estimacién de Cantidades Medias.

La intensidad media sobre el periodo estacionario se estimd mediante la media
muestral:
1< m
N=— § Ni = -,
n 4 n
i=1

donde m es el nmimero de vehiculos en los n intervalos de 30 segundos. Por
otra parte, la relacion Q = V,/H es cierta si la velocidad es la velocidad media
espacial, cuyo estimador no sesgado es la media arménica muestral. Como
solo se dispone de la media aritmética muestral y la varianza muestral para
cada intervalo de 30 segundos, la media arménica muestral puede ser sustituida
en primer aproximacién por éstas. En efecto, desarrollando el inverso de la
velocidad de cada vehiculo Vi en torno a la media aritmética se tiene:

1ol Ve-Vo (Vi—Va)?
Vi Va V2 7

Por consiguiente, la esperanza de la media drmonica muestral serd aproximada-
mente:
1 1= 1 1 o2
El—]|=—F — &~ — 4 —.
[Ve] m ; VJ AT

Reemplazando la media y la varianza (V,,0?) por sus estimadores muestrales

(v, (;2), se obtiene finalmente el siguiente estimador de la media arménica:
. e
Ve = ——.
Vito?
El espaciamiento (en metros) fue estimado mediante la relacién

i 1000 x v
120 x N

para la velocidad en km/h y la intensidad en vehiculos cada 30 segundos.

C.3 Analisis de Regresion

En esta seccidn nos referiremos a los estimadores de la velocidad y del espacia-
miento simplemente como velocidad y espaciamiento. El modelo de regresién
utilizado para ajustar los datos obtenidos corresponde a la expresién

VG:VJ[I—-f(l%l (%-1))]“, (C.5)



28 APENDICE C. AJUSTE DE DATOS DE TRAFICO EN AUTOPISTAS

con

e ~ N(0,02).

Se trata pues de un modelo de regresién con error normal aditivo de varianza
constante. Como funcién generadora se eligié la curva exponencial (C.3) y la
de maxima sensibilidad (C.4), por lo que los pardmetros a estimar son |Cj|, V;,
y Hj. Ademais el modelo de regresién es no lineal puesto que la dependencia
respecto de que los parametros es no lineal.

Para los detectores del carril derecho, DR y UR, el analisis de regresién se
realizé tomando las curvas exponencial y de maxima sensibilidad. Las tablas C.1
y C.2 muestran los estimadores de los pardmetros asi como la desviacion del
error, 0,. Las curvas velocidad-espaciamiento resultantes se muestran en las
figuras C.2 y C.3 donde ‘max. sens.” se refiere a la curva de maxima sensibilidad
y ‘exponential’ a la exponencial. El sesgo y la desviacién de los estimadores
proporcionan una medida de la precisién de la estimacién. Se trata del sesgo y
desviacién aproximados al truncar el desarrollo de los estimadores en serie de
Taylor. Las expresiones explicitas se pueden consultar en Ratkowsky (1983).

Detector DR: curva exponencial
Total periodos estacionarios: 18
Desviacién del error (km/h): 1.96

parametro estimacion % sesgo % desviacion std.
Vi 86.4 km/h 1.56 6.98
|C;) 11.92 km/h 4.29 85.15
H; 6.18 m -7.46 68.73
K; 161.75 veh/km 54.7 68.73

Detector DR: curva méaxima sensibilidad
Total periodos estacionarios: 18
Desviacién del error (km/h): 2.65

parametro estimacion % sesgo % desviacion std.
Vi 74.88 km/h 0.55 2.97
|C; 5.86 km/h 4.03 97.89
H; 434 m -6.08 86.73
K; 230.4 veh/km 81.3 86.73

Tabla C.1: Resultados para el detector DR.

Las observaciones de velocidad-espaciamiento para los detectores de los
carriles central e izquierdo mostraban un abrupto cambio de pendiente en la
transicién del régimen congestionado al libre. Resultaba obvio que la curva ex-
ponencial no podria ajustar los datos de estos detectores. Entonces se decidio
usar un modelo basado en la curva de maxima sensibilidad y otro modelo bi-
lineal. Este dltimo modelo de velocidad-densidad no satisface las propiedades
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Figura C.2: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector DR.
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Figura C.3: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector UR.
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Detector UR: curva exponencial

Total periodos estacionarios: 18
Desviacién del error (km/h): 3.1

parametro estimacion % sesgo % desviacion std.
Vy 106.85 km/h 0.41 3.9
|C; 21.22 km/h 0.54 28.26
H; 8.08 m -1.20 20.44
K; 123.79 veh/km 4.20 20.44

Detector UR: curva maxima sensibilidad

Total periodos estacionarios: 18
Desviacién del error (km/h): 3.47

parametro estimacién % sesgo % desviacion std.
Vi 94.85 km/h 0.16 2.09
IC;j1 6.14 km/h 0.88 60.12
H; 3.64m -2.31 54.45
K; 274.73 veh/km 31.96 54.45

Tabla C.2: Resultados para el detector UR.

requeridas por lo que, en cierta manera, va en contra de la teoria aqui desarro-
llada. Pero, por otra parte constituye un buen ‘test de bondad de ajuste’ de
ella. Los estimadores de maxima verosimilitud del modelo bilineal se calcularon
segin el método de Quandt (1958). El sesgo de |Cj| es siempre cero puesto
que es un parametro lineal en este modelo. Los resultados para los detectores
DC, UC, DL y UL se presentan en las tablas C.3 a la C.6. En las figuras C.4
a la C.7 se muestran las correspondientes curvas velocidad-espaciamiento y las
observaciones.

C.4 Interpretacién de los Resultados

La metodologia cldsica para juzgar sin modelo de regresién ajusta bien unas
observaciones se basa en el andlisis de los errores. En la practica cuando el
tamafio de la muestra es limitado y no existen replicaciones de los datos, dicha
metodologia resulta de dudosa utilidad. En nuestro caso, si los modelos de re-
gresion ajustados se comportan bien, los valores estimados de los pardmetros
IC;] y K; deben ser realistas. La velocidad de la onda, segin se vié en la
seccion B.3, estan entre 15 y 25 km/h. Para la densidad de atasco, un valor en
torno a 150 veh/km resulta razonable. Por consiguiente, como criterio de bon-
dad de ajuste, se usara principalmente el valor estimado para dichos parametros.
Adicionalmente, la varianza de los errores puede servir de criterio auxiliar.
Para los detectores del carril derecho, DR y UR, la curva exponencial pro-
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Figura C.4: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector DC.
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Figura C.5: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector UC.
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Figura C.6: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector DL.
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Figura C.7: Curvas velocidad-espaciamiento y observaciones del detector UL.
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Detector DC: curva de maxima sensibilidad

Total periodos estacionarios: 21
Desviacién del error (km/h): 2.21

parametro estimacidén % sesgo % desviacién std.
V; 113 km/h 0.04 0.98
1G5 17.98 km/h 0.13 11.6
H; 6.77 m -0.15 8.91
K; 147.77 veh/km 0.94 8.91

Detector DC: modelo bilineal
Total periodos estacionarios: 21
Régimen congestionado: V =228 x H — 11.3
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 1.5
Régimen hibre: V =049 x H + 72.32
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 2.1

parametro estimacién % sesgo % desviacién std.
IC; 11.3 km/h 0 14.12
Hj 4.95 m -0.35 11.44
K 202.2 veh/km 1.66 11.44

Tabla C.3: Resultados para el detector DC.

duce un ajuste superior al de la curva de maxima sensibilidad. Las estimaciones
de |C;| y H; dadas por este tltimo modelo son claramente irrealistas. La falta
de datos para espaciamientos pequenos eb el detector DR es la causa de los
considerables valores de la desviacon de las estimaciones. Por el contrario, los
valores obtenidos para el detector UR son muy precisos.

En cuanto a los detectores del carril central, DC y UC, el ajuste logrado por
la curva de maxima sensibilidad es excelente. La desviacidn de las estimaciones
en el detector UC resulta considerablemente mayor debido al reducido tamano
de la muestra. Los modelos bilineales no se ajusten bien pero proporcionan una
estimacién del punto de transicién entre el régimen congestionado y el libre.

Finalmente para los detectores del carril izquierdo, DL y UL, la curva
de maxima sensibilidad sobrestima claramente |Cj|. Para estos detectores el
modelo bilineal produce el mejor ajuste. Las desviaciones dadas por este modelo
son sobresalientemente pequefias, lo que es debido a la linealidad del modelo.

Una caracteristica muy destacable de todos los modelos ajustados es el
sesgo extremadamemente bajo de las estimaciones de los pardmetros de Vj,
|C;l y H;. Excepto para el detector DR, todos los sesgos estan por debajo del
1%. Segun Ratkowsky (1983), este porcentaje indica un comportamiento cuasi-
lineal del modelo respecto de los pardmetros. Si el sesgo fuera importante, seria
aconsejable una reparametrizacién del modelo para reducirlo. El mayor sesgo
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Detector UC: curva de maxima sensibilidad

Total periodos estacionarios: 14
Desviacién del error (km/h): 3.68

parametro estimacién % sesgo % desviacién std.
V; 1104 km/h 0.1 1.85
|C; 19.8 km/h 0.75 28.31
H; 6.97 m -0.81 22.22
K; 143.51 veh/km 5.75 22.22

Detector UC: modelo bilineal
Total periodos estacionarios: 14

Régimen congestionado: V =2x H - 2.3
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 4.74

Régimen libre:
V (km/h), H (m)

V=034xH+834
Desviacion del error (km/h): 2.29

parametro estimacion % sesgo % desviacidn std.
|Gy 2.3 km/h 0 44.05
H; 116 m -19.95 42.73
K; 871.68 veh/km 38.2 42.73

Tabla C.4: Resultados para el detector UC.

producido en las estimaciones del detector DR est4dn causadas por la ausencia
de observaciones para espaciamientos pequefios.

El analisis de regresién llevado a cabo demuestra que una aproximacién
algo burda de la curva intensidad-densidad es la curva bilineal dada por:

Q.
Q.

KV, 0< K < K (C.6)

K; — K (7

Kj - KC’

VK. K.< K < Kj.

En la figura C.8 se ha representado esta curva junto con las curvas exponencial
y de maxima sensibilidad. El eje x representa la densidad adimensional p =
K/K; y el eje y la intensidad adimensional ¢, = KV,/(K;|C;|). Las curvas
corresponden al caso uy = V;/|C;| = 5. La aproximacién es muy buena fuera
del régimen de transicién. En cualquier caso, el error cometido es compensado
por la enorme simplicidad del modelo Simple de Continuidad resultante al tomar
la curva intensidad-densidad bilineal.
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Detector DL: modelo bilineal
Total periodos estacionarios: 27
Régimen congestionado: V =3 x H —25.67
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 2.63
Régimen libre:  V =0.22 x H +99.41
V (km/h), H (in) Desviacién del error (km/h): 2.31

parametro estimacion % sesgo % desviacion std.
IC; 25.67 km/h 0 7.86
H; 8.54 m -0.13 5.52
K; 117.14 veh/km 0.43 5.52

Detector DL: curva de maxima sensibilidad
Total periodos estacionarios: 27
Desviacién del error (km/h): 3.74

parametro estimacién % sesgo % desviacién std.
Vi 122 km/h 0.02 1.1
ICj 34.94 km/h 0.27 9.78
H; 9.93 m -0.08 6.11
K; 100.74 veh/km 0.45 6.11

Tabla C.5: Resultados para el detector DL.
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Figura C.8: Curvas exponencial y de maxima sensibilidad junto con la aproxi-
macién bilineal.
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Detector UL: modelo bilineal

Total periodos estacionarios: 21

Régimen congestionado: V = 2.63 x H — 18.99
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 2.8

Régimen libre: V = 0.19 x H + 103.92
V (km/h), H (m) Desviacién del error (km/h): 2.63

parametro estimacion % sesgo % desviacion std.
|G 18.99 km/h 0 16.21
H; 7.21 m -0.52 12.55
K; 138.73 veh/km 2.1 12.55

Detector UL: curva de maxima sensibilidad

Total periodos estacionarios: 21
Desviacién del error (km/h): 5.25

parametro estimacidn % sesgo % desviacién std.
v 126 km/h 0.02 134
ICs1 38.85 km/h 0.32 15.80
H; 10.81 m -0.37 10.56
K; 100.74 veh/km 1.49 10.56

Tabla C.6: Resultados para el detector UL.

39



Apéndice D

Un Modelo de Seguimiento de Vehiculos

D.1 El Modelo de Propagacién

Un enfoque diferente en la modelizacién del trafico mediante modelos de se-
guimiento de vehiculos lo constituyen los modelos de propagacién. El Modelo
de propagacién mas simple asume que la velocidad de un vehiculo seguidor es
proporcional a la velocidad del vehiculo seguido, estando afectada la respuesta
por un desfase temporal T,, o tiempo de respuesta:

V(t+T) = GVi(t), (D.1)

donde G es el factor de ganancia.

Un estudio experimental en el dominio de la frecuencia de este modelo de
propagacion fue realizado por Herman et al. {1977). Ellos encontraron que el
factor de ganancia disminuia rdpidamente para frecuencias mayores de 0.1 Hz.
Por debajo de este valor la ganancia era generalmente mayor que la unidad
cuando el espaciamiento medio entre los vehiculos era menor de 40 m. Sin
embargo, los valores de la ganancia medidos en experimentos en autopistas son
cercanos a la unidad, lo que siginifica que las perturbaciones de velocidad ni se
amplifican ni se amortiguan. Por esta razén se asumird G = 1, lo que implica
adoptar una postura neutral respecto de la amplificacién y amortiguamiento de
las perturbaciones.

Herman y Rothery (1969) encontraron valores del tiempo de respuesta T,
dentro del rango de 1 a 3 segundos, con un valor medio de 2.1 segundos. En
general, encontrar una expresién analitica para el tiempo de respuesta es com-
plejo debido a la variabilidad de éste. Por ello parece mas razonable proponer
una formulacién tedrica a partir de la teoria de ondas cinematicas. Segun dicha
teoria la velocidad de propagacion de las perturbaciones de velocidad y densidad

esta dada por:
dQ. _ . dVi
dK ~ K dK

Puresto que el modelo de propagacién (D.1) debe ser consistente con la teoria

C=

+ Ve.

40
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de ondas cinemadticas, el tiempo de respuesta serd el tiempo que tarda una per-
turbacidn en propagarse de un vehiculo al siguiente. Este tiempo es obviamente:

H H? dH
T"Ve—c""gi_V_e“QVe‘ (D.2)
dK

El tiempo de respuesta es por lo tanto una funcién del espaciamiento. En la
deduccién de (D.2) se ha asumido que los vehiculos se desplazan a la velocidad de
equilibrio V. Esta hipdtesis es falsa si el trdfico se encuentra lejos del equilibrio.
En este caso, el tiempo de respuesta serd una funcién mas complicada de las
variables de trafico. El modelo de propagacién definido por (D.1) con G =1y
T, dado por (D.2) estd incompleto ya que no incluye ninguna relacién entre la
velocidad y el espaciamiento. En las dos secciones siguientes se vera como se
puede subsanar este defecto.

D.2 FE] Modelo Lineal

Este modelo establece una relacién lineal entre la aceleracién del vehiculo seguidor
y el espaciamiento, la velocidad relativa y la aceleracién del vehiculo seguido:

V(t+T) = alVp(t) - V()] + BIXL{t) = X ()] + V().

Los experimentos de seguimiento de vehiculos realizados por Kometani y
Sasaki (1961) y Rockwell et al. (1968) mostraron que la influencia del espa-
ciamiento en la respuesta del vehiculo seguidor era despreciable. El mismo
resultado fue obtenido por Helly (1961). El término de aceleracién puede ser
igualmente despreciado, segiin indicaron Evans y Rothery (1973). Por lo tanto,
un modelo simplificado pero realista es:

V({t+T) =alVi(t) - V(1) (D.3)

que es el conocido modelo propuesto por Chandler et al. (1958). La cuestién
ahora es como elegir los parametros o y T para que las soluciones del mode-
lo (D.3) sean ‘equivalentes’ a las del modelo de propagacién (D.1). Por solu-
ciones equivalentes se entenderd lo siguiente:

(i) la razdn entre las velocidades de dos vehiculos consecutivos es préxima a
la unidad;

(it) el desfase temporal entre las velocidades de los mismos vehiculos es préximo
al tiempo de respuesta Tr.;

(iii) la solucidn estacionaria de ambos modelos debe conducir a la misma curva
de equilibrio velocidad-espaciamiento.
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Si las soluciones del modelo de seguimiento de vehiculos satisfacen las anteriores
propiedades, entoces reproduciran las caracteristicas principales y la solucién de
equilibrio del modelo de propagacién.

La estabilidad de las soluciones de (D.3) ha sido estudiada por Chandler
et al. (1958). Ellos demostraron que las soluciones son asintéticamente estables
si:

T<1:
ol < 5.

La frontera de la estabilidad esta dada por la igualdad. Con esta condicién
el amortiguamiento de las soluciones es minimo y de hecho sélo ligeramente
menor que la unidad. Por lo tanto, para satisfacer la primera de las condiciones
de equivalencia, se debe hacer oT = 1/2.

La amplificacién de la velocidad en el dominio de la frecuencia, G(w), se
obtiene haciendo Vi = exp(iwt) y V = G(w)V, ien (D.3). Entonces

—1/2

o= [(1= v+ ()

En la figura D.1 se muestra {G(w)| como funcién de wT cuando o7 = 1/2.
Hasta valores de la frecuencia adimensional iguales a 0.6, el amortiguamiento
resulta insignificante.

El préximo paso consiste en encontrar una relacion entre el tiempo de
repuesta Ty y el tiempo de reaccién T. El desfase en la velocidad de dos vehiculos
consecutivos es ¢ = arg[G(w)]. Por otra parte, el mismo desfase dado por el
modelo de propgacion es wT,.. La razon entre los desfases es por lo tanto:

w
—coswT

¥y 1 o
= arctan | —————
wlp  WwT; 1 — —sinwT
Ie3

Para la equivalencia de los modelos (D.3) y! (D.1) es necesario que esta razén
sea lo mds cercana posible a la unidad. Si se

T, = 2T, (D.4)

los desfases dados por ambos modelos son casi idénticos hasta valores de la
frecuencia adimensional de 0.4, ver figura D.1.

Finalmente, la curva velocidad-espaciamiento del modelo de propagacién y
del modelo de seguimiento de vehiculos debe ser la misma. Integrando (D.3) se
obtiene una relacidn lineal entre la velocidad y el espaciamiento como solucién
estacionaria:

Ve = a(H — Hj), (D.5)
donde H; es el espaciamiento de atasco. Por lo tanto, el tiempo de respuesta del
modelo de propagacién cuya solucién estacionaria es (D.5), sera segin (D.2):

T,.:—l—.
o
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1 - 2
(a)
‘s ¢/(wT)
0.975 - 1.5

(b)

0.95 T T 1

0 0.2 0.4 0.6
oT

Figura D.1: Amplificacién de la velocidad (a) y razén entre los desfases (b).

Usando la relacién (D.4) entre los tiempos de respuesta y de reaccidn, se obtiene:
T=_—. (D.6)

Para derivar la expresién (D.4) y la relacién entre a y T', se ha considerado
que sélo frecuencia adimensionales de hasta 0.4 contribuyen a la respuesta. Esta
hipédtesis necesita ser justificada ahora. En el régimen congestionado, la relacién
entre la velocidad y el espaciamiento es casi lineal, por lo que la velocidad de las
ondas cinemaéticas es C = C; = —Hja. Valores tipicos de C; oscilan entre -15
y -25 km/h, ver seccién B.3. Por otra parte, para el espaciamientod de atasco,
H;, se puede tomar un valor de 6 m. Por consiguiente, los valores del tiempo
de reaccion dados por (D.6) oscilan entre 0.45 y 0.75 segundos. En cuanto a
la frecuencia, el analisis realizado por Herman y Rothery (1969), Darroch y
Rothery (1971) y Hoffmann (1975) mostré que la contribucién de frecuencias
superiores a 0.1 Hz en el espectro de la velocidad es perfectamente desprecia-
ble. por lo tanto, los valores maximos siginificativos de wT estan alrededor de
0.4. Este valor puede ser considerado como la frecuencia de corte del sistema
vehiculo-conductor. Se concluye que las relaciones (D.4) y G ~ 1 son vilidas.

D.3 El Modelo no Lineal

En esta seccidén se extiende el resultado de la seccidén anterior y se formula un
modelo genérico de seguimiento de vehiculos para el caso de una relacién no
lineal entre la velocidad y el espaciamiento.
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El modelo lineal de seguimiento (D.3) pueder ser escrito en la forma:
V(t+T) = alXo(t) - X(1) - Hj.

E! hecho de que el segundo miembro de esta ecuacién sea la velocidad de equi-
librio V, sugiere definir con la misma estructura el modelo genérico:

V(t +T(8) = Vo(H(®)). (D.7)

En este modelo, V, sera en general una funcién no lineal del espaciamiento. Si
se linealiza el modelo en torno a un punto de equilibrio (Vg, Hy), se obtiene el
modelo lineal:

Vit + T()) =VWVo+ ao[XL(t) — X(t) - Ho], (D.S)

Donde los parametros son el tiempo de reaccién de equilibrio Tp = T(Ho), y la
pendiente de la curva velocidad-espaciamiento en el punto de equilibrio:

_av.
T 4H

Qg

Ho

Usando el mismo argumento que en la seccién previa, el modelo (D.8) es equi-
valente al modelo de propagacién si Ty = T;0/2 y el tiempo de respuesta esta
dado por (D.2). Por lo tanto, el tiempo de reaccién sera:

1
dVe )
D e
dfH

T():

Hy

Ademas otra condicién para la equivalencia es ag7y = 1/2, a partir de la cual
la misma se obtiene la expresién para el tiempo de reaccion.

El modelo (D.8) puede ser generalizado inmediatamente para grandes fluc-
tuaciones lejos del punto de equilibrio (Vp, Hp), si el tiempo de reaccién de
equilibrio se reemplaza por el tiempo de reaccién real T' y la velocidad de equi-
librio linealizada por la velocidad de equilibrio real V.(H). El modelo que se
obtiene es el dado por (D.7) donde el tiempo de reaccién es

_ 1
T AV
2dH

T

(D.9)

Para pequenas fluctuaciones el modelo linealizado (D.8) es una aproximacién
del modelo genérico (D.7). Para grandes fluctuaciones el tiempo de reaccién
puede llegar a depender de otros factores. Por ejemplo, es razonable pensar que
el tiempo de reaccién disminuye cuando la velocidad es mayor que la velocidad
de equilibrio y viceversa. Es facil tener en cuenta este hecho si se sustituye
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la velocidad de equilibrio por la velocidad real. Teniendo en cuenta (D.4), el
tiempo de reaccién vendria dado por:

H 1
= = D.
T 2V - C) z(v-m+d%)’ (D-10)

H dH

y la expresién (D.9) serfa una aproximacién vilida para pequefias desviaciones
del equilibrio. No obstante, por simplicidad, el tiempo de reaccién serd consi-
derado una funcién exclusiva del espaciamiento.

El modelo de seguimiento de vehiculos dado por (D.7) y (D.9) se le ha
denominado modelo genérico porque no parte a priori de una ley especifica de
seguimiento, a diferencia de otros modelos como el modelo cldsico (A.3).

D.4 Tiempo de Reaccién y Condicién de Concavidad

A partir de la expresién del tiempo de reaccién (D.9), es facil derivar las sigu-
lentes relaciones: - 2V
€
77 = 2KQY = QH'“’m, (D.11)
donde (') significa derivada respecto de la densidad.

Por la tanto, la condicidn de concavidad implica que el tiempo de reaccién
es una funcién decreciente de la densidad, o inversamente, suponer que el tiempo
de reaccién decrece con la densidad, implicaria descartar ondas de choque de
aceleracién. La expresion (D.11) relaciona la curvatura de la curva intensidad-
densidad con la tasa de variacién del tiempo de reaccién. Esta relacién permite
hacerse una idea de como es la funcién tiempo de reaccién. Concretamente, si
el régimen de transicidén a densidades intermedias se desprecia y se considera
tinicamente los regimenes cuasilineales de las densidades extremas, el tiempo
de reaccién tomara entonces dos valores constantes. Concretamente, para la
aproximacién bilineal de la curva intensidad-densidad dada por (C.6) y (C.7) o
equivalentemente la aproximacion bilineal de la curva velocidad-espaciamiento:

Ve = ile(g—l), H; <H < H
J

V. = V], H. < H

-— k)

el tiempo de reaccién vendra dado por:
T = oo, 0< K < K

roo M1
2[G;]  2|GyK;

K.< K < K;.

La ecuacién (D.9) predice la existencia de dos regimenes diferentes:
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(1) a altas densidades el tiempo de reaccién es practicamente constante y del
orden de 0.6 segundos, ver seccidén D.2;

(i1) a bajas densidades la conducién se vuelve mas relajada y el tiempo de
reaccién toma valores mucho mayores, lo que quiere decir que en realidad
las interacciones entre conductores practicamente desaparecen.

Las curvas tiempo de reaccién-espaciamiento para los detectores de los ca-
rriles derecho y central del apéndice anterior se han representado en la figura D.2.
Las curvas de mdxima sensibilidad (detectores DC y UC) proporcionan una
curva de tiempo de reaccién mas pronunciada que las dadas por el modelo
exponencial (detectores DR y UR).

5 UC DC DR UR
4 -
)
S
= 37
=
on
=
1 -
0 i 1 i 1 i
0 20 40 60 80 100
H (metros)

Figura D.2: Tiempo de reaccién como funcién del espaciamiento.

D.5 El Problema de la Retrogresiéon

El modelo genérico de seguimiento de vehiculos puede ser escrito en términos
del espaciamiento si se tiene en cuenta que:

H(t) = Vi(t) = V(t). (D.12)
Escribiendo esta relacidn para el tiempo ¢t + T

H(U+ T(H(1) = VLt + T(H(L)) - Vo(H(1)), (D.13)
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donde T esta dado por (D.9). La ecuacién (D.13) es una ecuacién diferencial con
retraso dependiente del estado, o ecuacién diferencial funcional (FDE). Ecua-
ciones de este tipo han sido propuestas en otros campos como la biologia de las
poblaciones, Aiello et al. (1992), y la teoria econémica, Bélair y Mackey (1989).

Una de las caracteristicas de los modelos basados en FDE, es la posibilidad
de retrogresién de las soluciones, o sea, de la inversién del orden natural de
la causalidad. Para que el modelo (D.13) tenga sentido es necesario que las
respuestas a estimulos consecutivos sean consecutivas. La figura D.3 muestra
un esquemna de como puede aparecer la retrogresién en las respuestas a dos
estimulos. En el primer caso el orden de la causalidad es respetado, mientras
que en el segundo se invierte, ya que t4 + T4 > tg + Tg. Entonces, si la
reaccién del conductor se produce de manera continua, la condicién para evitar
la retrogresion es

-~ 1. D.14
o > 1 (D.14)

Esta condicion se obtiene al tender tg — t4 a cero, con tp > t4.

Ly Ig Ia+Th  t3+T,
orden R R \ ; -
natural ¥ ' ! !
ESTIMULOS RESPUESTAS
t A tB t B + TB t A + TA
retrogresién t ) } } gl

Figura D.3: Orden natural de causalidad y retrogresion.

Teniendo en cuenta que el tiempo de reaccién estd dado por (D.9), la
condicién de no retrogresion se transforma en:

3—2[%@) — V()] > -1. (D.15)

Como el tiempo de reaccién es una funcién creciente del espaciamiento, la re-
trogresion sélo puede ocurrir si la velocidad relativa es negativa. En la siguiente
seccién se investigard si las soluciones del modelo genérico de seguimiento de
vehiculos pueden presentar retrogresién.
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D.6 El Modelo Adimensional

En esta seccidn se adoptara para el modelo genérico de seguimiento de vehiculos,
las curvas velocidad-espaciamiento cuya forma funcional viene dada por (C.1).
Definamos el siguiente tiempo de reaccién adimensional:

¢ = 161

Hj

Entonces de (D.9), (C.1) y la expresién para el espaciamiento equivalente {C.2),
el tiempo de reaccién adimensional viene dado por:

1dA

(=-3% (D.16)

donde f es la funcidn generadora. Igualmente el tiempo adimensional se definirda

como: He
-2 UG
Hj
Recordando que la velocidad adimensional es v = V/V}, la ecuacién (D.7) se
transforma en:

v(1T + (A7) = ve(A(7)). (D.17)
Ademas la adimensionalizacién elegida permite escribir la ecuacién (D.12) en la
siguiente forma adimensional:

M) = v (r) = v(7). (D.18)

La caracteristica mas sobresaliente de este modelo es la ausencia de parametros.
en otras palabras, la forma funcional propuesta en el apéndice B resulta ser una
transformacion de semejanza.

Teniendo en cuenta la expresién del tiempo de reaccién adimensional (D.16),
y las de la curva velocidad-espaciamiento exponencial (B.20) y de méaxima sen-
sibilidad (B.22), la condicién para evitar la retrogresién queda:

A > —2exp(-)), (D.19)
para la curva exponencial y:

exp[A+1— exp(/\)].

A> -2
> exp(A) =1

(D.20)

para la de maxima sensibilidad.

En la figura D.4 se ha representado el dominio de retrogresién dado por
estas expresiones. También se ha representado la trayectoria de un vehiculo que
se aproximara a otro parado, por lo que la velocidad relativa seria A = —v. Se
observa que el vehiculo que se aproxima se puede encontrar en el dominio de
retrogresién, lo que prueba que las soluciones con retrogresién son posibles.
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0.5 -
méxima
sensibilidad
0 -
[ ]
7\ exponencial
-0.5 1
trayectoria de
un vehiculo
"1 i li | 1
0 1 2 3 4

Figura D.4: Dominio de retrogresién para las curva exponencial y de maxima
sensibilidad.

D.7 Solucién del Problema de la Retrogresion

Se puede considerar que los conductores reaccionan a los cambios de velocidad
de manera discreta. En cada reaccién se marcan el objetivo de alcanzar la
velocidad de equilibrio en un tiempo igual al tiempo de reaccién. Sin embargo
la situacién del trafico puede ser tal que oblige a los condutores a rectificar
antes de haber alcanzado el objetivo que inicialmente se fijaron. Entonces,
resulta natural suponer que los conductores intentaran alcanzar la velocidad
objetivo inicial, V.( H(t)), mediante una maniobra de aceleracién constante. La
aceleracidn seria pues
Ve(H(t)) - V()
THE)

ya que el tiempo para alcanzar la velocidad objetivo seria T(H (t)). Siel objetivo
inicial es modificado por el siguiente objetivo, la ecuacidn (D.21) reemplaza
a (D.7) y el problema de retrogresién desaparece. Esta sustitucién de ecuaciones
ocurre por lo tanto cuando la condicién (D.14) se viola. En otras palabras, en
lugar de existir retrogresién en las soluciones, lo que existe es una especie de
saturacion de la percepcidn, como si la capacidad del conductor para procesar
los estimulos resultara desbordada.

V(t) = (D.21)



Apéndice E

Solucién Numérica y Resultados

E.1 Solucién Numérica del Modelo

Las ecnaciones del modelo adimensional han sido establecidas en la seccion D.6.
La ley de seguimiento estd expresada por la ecuacién (D.17) siempre que no
haya saturacion, o sea si:

d¢

a? > -1, (El)

sino la ley de seguimiento es:

v ve(M1)) = v(7)
(1) = 0 (E.2)

La ecuacién anterior es la forma adimensional de (D.21). La velocidad de equi-
librio, v, y el tiempo de reaccién, ¢, son funciones del espacimiento equivalente
A.

La primera cuestién que surge al resolver las ecuaciones del modelo es la
relativa a las condiciones iniciales. Si la condicién de saturacion (E.1) se viola
en el tiempo inicial, el problema inicial se compondra de ecuaciones diferenciales
ordinarias, concretamente (E.2) y (D.18). Esto ocurre si:

| e vy < -1,

donde el tiempo inicial se ha hecho cero arbitrariamente. En este caso, sdlo se
necesitan los valores iniciales, v(0) y A(0). Sin embargo, si los valores iniciales
no satisfacen la condicién de saturacién, el problema se compondra de una
ecuacién funcional (D.17) y de una ecuacién diferencial ordinaria (D.18). a
partir de estas ecuaciones es imposible calcular la velocidad y el espaciamiento
en el intervalo (0,¢{A(0))). Entonces una de las variables debe ser especificada
en dicho intervalo. Por otra parte, la continuidad de la velocidad obliga a que:

quci(r)r\l(o))v('r) = v.(A(0)). (E.3)

50
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Por esta razon resulta mas natural especificar la velocidad.

Una vez que la velocidad ha sido especificada en el intervalo inicial, la inte-
gracién de (D.18) proporciona A(1) en dicho intervalo. El proceso de resolucién
prosigue en sucesivos pasos: ahora, la velocidad puede ser calculadad en el in-
tervalo (C{A(0)), C((A(0)) +<¢(A(C(A(0))))] a partir de (D.17). A continuacién, se
obtiene el espaciamiento en el mismo intervalo integrando (D.18). Por lo tanto,
el procedimiento se compone de los siguientes pasos:

(i) integrar (D.18) en I, = ((n,(n+1) para obtener el espaciamiento, A;

(ii) evaluar la velocidad v en el nuevo intervalo In41 = (Cay1,(nt2] medi-
ante (D.17);

(iii) hacer n+ 1 — n e ir al paso (i).

Los extremos de los intervalos sucesivos se obtienen mediante la ley de recu-
rrencia;

Cat1 = Cn +C(AMGR))

y para n = 0 se define {; = 0. Las condiciones iniciales son A(0), v(0) y v(7)
para T € Ig, junto con la condicién de continuidad (E.3).

El procedimiento anterior es vilido siempre que no haya saturacién. Por lo
tanto, la condicidn (E.1) necesita ser evaluada durante el proceso de integracién.
Si en un instante determinado, 75

@f -, (E.4)

dr s
entonces el procedimiento anterior se para, y la solucién prosigue integrando las
ecuaciones (E.2) y (D.18) con los valores iniciales A(rs) y v(7s). En la practica,
se busca 75 después de haber integrado el espaciamiento en el intervalo I,,. Si
Ts € I, la solucién para 7 > 75 es rechazada.

Por otra parte, puede ocurrir que desaparezca el estado de saturacién mien-
tras se integra (E.2) y (D.18). Supongamos que (E.4) se verifica en 7 = 75 pero
no se verifica (E.1) en tiempo anterior. Entonces para 7 > 75 el modelo es
equivalente al dado por la ecuacién funcional (D.17) y (D.18), pero para re-
solver este problema necesitamos conocer o la velocidad o el espaciamiento en
Is = (75,75 + ((A(7s))]. Por consiguiente, el modelo estd incompleto. Para
resolver las transiciones de estados de saturacién a estados normales, se puede
suponer que la velocidad varia linealmente en el intervalo Is, desde su valor
inicial hasta el valor de equilibrio v(rs + ((A(7s)) = ve(A(7s)).

E.2 Algoritmo para el Modelo Lineal

Cuando la curva velocidad-espaciamiento es lineal, el modelo de seguimiento de
vehiculos también lo es. Por otra parte, el tiempo de reaccién es constante y
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la condicién (E.1) siempre se satisface. Entonces, el modelo se reduce a una
ecuacion diferencial con retraso constante. Sin pérdida de generalidad se puede
asumir que la funcién generadora es:

f)=1-2,

entonces el tiempo de reaccidn es { = 1/2 y la velocidad de equilibrio es v, = A.
El modelo esta dado por la ecuacidn:

o(r 4+ 1/2) = v () — v(7), (E.5)

que se obtiene diferenciado (D.17).

Nuestra intencién es reemplazar la anterior ecuacion diferencial por un
modelo mas simple en diferencias finitas. Un punto crucial del algoritmo es
la eleccién del intervalo de tiempo entre sucesivas iteraciones. Un intervalo
excesivamente largo disminuiria el niimero de operaciones pero aumentaria el
error y viceversa. Una buena eleccién del intervalo es A = 1/2, el valor del
tiempo de reaccidn. Para esta eleccién podemos escribir directamente la ley de
seguimiento en diferencias finitas:

Un4l = An, (Eﬁ)

donde los subindices n y n + 1 indican los instantes de tiempo separados por
1/2. Si hubieramos elegido un intervalo de discretizacién diferente, la ley de
seguimiento no tendria una forma tan simple.

Otro punto importante es el orden del algoritmo. Hay esencialmente dos
alternativas: un algoritmo de aceleracion lineal o de aceleracion constante. En
el primer caso la aceleracién de un vehiculo entre los instantes 7 y 7 + A varia
linealmente, o sea:

A
Ang1 = an + '_22: (E7)
a, Aa
Unt1 = vn + o+ = (E.8)
A Aa, A?
Angr = An+ —n 4 = 28 (E.9)

2 8 48’

donde Aa es la sobreaceleracién, A%a = Aaz, — Aa, es la sobreaceleracién
relativa, Aa, = ar, — a, es la aceleracién relativa y Av, = vp, — v, es la
velocidad relativa. Para el algoritmo de aceleracién constante:

Qan

Ung 1 :‘Un-*——z“, (EIO)
Avy,
Angi :A,,+—;’-+A;", (E.11)

donde la aceleracién a,, se obtiene de (E.6).
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Se podria pensar que el algoritmo de aceleracién lineal proporciona mejores
resultados que el de aceleracién constante. Sin embargo, ésto es radicalmente
falso. De hecho el primer algoritmo introduce un serio error, como se verd a
continuacién. Las ecuaciones del algoritmo pueden ser escritas en forma ma-
tricial para el caso en el que el vehiculo seguido se desplaza a una velocidad
constante, vo. Las ecuaciones para la desviacidn de la velocidad, w =v~vp y la
desviacién del espaciamiento ¢ = A — Ay pueden ser derivadas de (E.6), (E.7),
(E.8) y (E.9) para el algoritmo de aceleracién lineal:

Ap 41 -1 —4 4 an
Xngl = | Wngr | = O1 01 é w, | = Az Xn.
Bnt1 —-%3 ~3 § Hn

Para el algoritmo de aceleracidn constante se obtiene de (E.6), (E.10) y (E.11):

Twe ] [ 0 len]-A ’
yn+1 [ Hnti ] [ —"}T % Hn 2 Yo

Los autovalores de las matrices proporcionan una medida de la amortiguacién
de la solucién en cada intervalo de discretizacién, A = 1/2. Para la matriz Ag
los autovalores son: a2 = 0.326914 £ 0.3102527 y a3 = —0.820495, y para Ag
son: oy = 0.375 + 0.330719:. Por lo tanto, la respuesta esta atenuada ya que
la parte real de los autovalores es menor que la unidad.

Por otra parte, la ecuacién del modelo de seguimiento de vehiculos puede
ser aproximada por la EDO (ecuacidn diferencial ordinaria):

-;—i}(r) + (1) + v(7) = v (7). (E.12)

Este hecho se puede comprobar comparando las funciones de transferencia de
la ecuacidn anterior con la de (E.5). Hasta frecuencias adimensionales de 0.4,
ambas funciones toman valores casi idénticos. Para el caso del vehiculo seguido
viajando a velocidad constante, el comportamiento de las soluciones estd gob-
ernado por las raices de la ecuacién caracteristica de (E.12): ay3 = —1 £ 1.
Entonces, el amortiguamiento de la solucién tras un tiempo A es:

exp ("1 ;‘ ’) ~ 0.36788 + 0.36788i.
Este valor estd mucho mds préximo al dado por el algoritmo de aceleracién
constante. Ademds el algoritmo de aceleracién lineal introduce una solucién
esplrea a través de la raiz az. Esto ocurre porque el orden de dicho algoritmo es
superior al orden efectivo de la ecuacién diferencial, que es dos. En conclusién, el
algoritmo de aceleracion constante aproxima adecuadamente el modelo original.
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E.3 Algoritmo para el Modelo Original

El objetivo de esta seccién es formular un algoritmo para el modelo no lineal
de seguimiento de vehiculos. El anélisis previo del algoritmo para el modelo
lineal, sugiere considerar que la aceleracién es constante durante el intervalo de
discretizacién. Entonces la aceleracién vendria dada por:

- ve()q) —_ U(T])
G ’
en el intervalo (r, 71 + (1), siendo {; = ((A(m)). La anterior ecuacién es

valida siempre que no haya saturacidon. Se puede hacer 1 = 0 sin pérdida de
generalidad. Entonces no hay saturacion siempre que:

(E.13)

r)+7>¢, 0<r<(y. (E.14)

Desafortunadamente, la condicién anterior se debe comprebar para un mimero
suficientemente grande de instantes de tiempo en el intervalo (0,(;), lo cual
supone una considerable carga computacional.

Para disminuir el coste computacional, nos preguntamos si es posible de-
sarrollar un criterio de saturacién que requiera solo la evaluacién de (E.14) en
los extremos del intervalo de discretizacién. A continuacidn, se demostrara que
ésto es posible si se reduce el intervalo de discretizacién de (0,¢1) a (0,1/2).
Notar que el intervalo original siempre contiene al (0,1/2) ya que el tiempo de
reaccién minimo es 1/2.

Definamos la funcién de saturacién como:

S(ry=({(n)+ 17—, (E.15)

para § < 7 < 1/2. Por lo que hay saturacién si S(r) < 0. Resulta obvio que
S(0) = 0. Por otra parte

dS d¢

- = EX(Avl + Aar) + 1,
S _ d%
dr? — d\?

donde Av; = vy, — vy es la velocidad relativa al inicio de la reaccién y Aa =

ay, — a es la aceleracién relativa. Entonces, si

d
(Av, + Aar)? + -Ji—Aa,

ds| _ dc
-(F s = E:\~Av1 +1<0, (E16)
’ &8 2 d¢
L I SN S
a7 | _ T ettt yha#0
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la saturacion tiene lugar justo al principio de la reaccidn. Por consiguiente, la
condicién (E.16) proporciona un criterio de saturacién, Este criterio es justo el
opuesto de (E.1) particularizado para 7 = 0. Sin embargo, la condicién (E.16) es
suficiente pero no necesaria. Es decir, puede ser violada pero haber saturacién
en un instante de tiempo posterior al comienzo de la reaccién.

Si el criterio (E.16) falla, necesitamos formular otro criterio. Por razones
de simplicidad, el nuevo criterio deberia requerir la evaluacién de la funcién
de saturacién S sélo en los extremos del intervalo (0,1/2). Por lo tanto, es
necesario que la frontera de la saturacién esté delimitada por 1 = 1/2. En otras
palabras, la condicién $(1/2) > 0 deberia implicar S(r) > 0 para 7 € (0,1/2).
La transicién de la no saturacién a la saturacién deberia ser como la mostrada
en la figura E.1. Sin embargo, con las hipétesis realizadas sobre el tiempo de
reaccion no resulta posible demostrar que la transicién es realmente asi. Por
ello, se realizé una ‘prueba por ordenador’. Antes de nada, veremos de qué
variables depende el segundo criterio de saturacién.

(a) (b) ()

3 3
T

T Iy T, T \

Figura E.1: Sin saturacién (a), frontera de la saturacién (b) y saturacién antes
del instante final {c).

En el extremo final del intervalo se tiene:

§1/2) =G +1/2-G,

donde el tiempo de reaccién ¢, es una funcién del espaciamiento final A,. Como
la aceleracién se considera constante, el espaciamiento final es:

A A
o= A4+ 224 20 (E.17)
2 8

donde los subindices 1 y 2 indican los estados inicial y final. La expresién
anterior se puede escribir en términos de la velocidad media relativa, Av, =

(Avy + Avz) /2, como:
Avy,
2 3

Az =Ap+ (E.18)
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puesto que la aceleracién relativa es Aa = 2(Avy — Avy). Por consiguiente, el
criterio de saturacion es:

C2+%"Cl <0, (E.19)

que depende sdlo de Ay y Av,,,. En general, la funcién de saturacién depende de
A1, Avy y Avs, ya que el dltimo pardmetro esta relacionado con la aceleracién.

Para cada trio de condiciones iniciales y finales -A;, Avy, Ave- la funcién
de saturacién fue evaluada en 20 instantes de tiempo equidistantes dentro del
intervalo (0,1/2]. El intervalo de velocidades relativas, desde -1 hasta 1, fue
discretizado en 100 valores equidistantes. El cuadrante Av, > 0, Avg > 0 fue
eliminado, puesto que la saturacién no es posible en dicho dominio. El limite
superior para el espaciamiento inicial, Ajqz, fue elegido como aquel valor para
el que el tiempo de reaccién era 50. Para la curva velocidad-espaciamiento
exponencial Ayqer = In 100 = 4.60517, y para la curva de mdxima sensibilidad
Amar = 2.0332. El intervalo de A, fue discretizado en 100 valores equidistantes.
El programa representaba el dominio de saturacién en el plano Av;, Avy para
cada valor de A;. Para todos los casos evaluados, la saturacién se producia
si (E.16) o (E.19) se satisfacian. Este procedimiento de verificacién no constituye
una prueba formal pero justifica en cierta manera el empleo de los criterios
de saturacion debido al elevado nimero de puntos en los que se discretizé el
dominio.

En conclusién, dos criterios de saturacién han sido desarrollados. El primero
estd dado por (E.16) coincide con la condicién de saturacién original y de-
pende sdlo de las condiciones iniciales Ay y Av;. El segundo criterio esta dado
por {E.19) y depende de las condiciones iniciales y de la velocidad media rela-
tiva Av,,. Las curvas frontera de saturacidn se obtienen transformando (E.16)
y (E.19) en igualdades. Teniendo en cuenta las expresiones (D.16), (B.20), y
(B.22), las curvas frontera dadas por el primer criterio son:

Avy = —2eM, (E.20)
para la curva exponencial, y

exp [A1 +1- e’\l]

A'Ul = -2 er — 1 y

(E.21)

para la curva de méxima sensibilidad. Las curvas frontera dadas por el segundo
criterio se obtienen de las mismas expresiones y de (E.18). Son, para la curva
exponencial:

Avp, =2In 1 —e™™], (E.22)

y para la de mdxima sensibilidad en forma implicita:

exp [exp (/\; + A;m> —eM - SA%] + exp [/\1 +1- e’“] = 1. (E.23)
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Las curvas de frontera de saturacién se representan en la figura E.2. Estas
curvas presentan ciertas caracteristicas interesantes: en todos los casos existe
un limite inferior para el espaciamiento inicial bajo el cual la saturacién no es
posible. Dicho limite corresponde a una velocidad relativa igual a la unidad. En
la tabla E.1 se muestran los valores del espaciamiento minimo de saturacién, y
las correspondientes velocidades de equilibrio.

4
exponencial
3
A'1
2 |
L méxima
sensibilidad
0 T T T =
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0
Av P Avm
Figura E.2: Curvas frontera de saturacion.
criterio de curva velocidad-espaciamiento
saturacién exponencial maxima sensibilidad
primero 0.6931472 0.8210585
0.5 0.7199829
segundo 0.9327521 1.0370783
0.6065306 0.8381302

Tabla E.1: Espaciamiento minimo de saturacién (arriba) y velocidad de equi-
librio correspondiente (abajo).

El espaciamiento minimo dado por el criterio (E.16) es menor que el dado
por (E.19) para ambas curvas velocidad-espaciamiento. Ademas es bastante
sobresaliente el hecho de que ambos criterios proporcionan curvas frontera de
saturacién bastante similares para todo el rango de velocidades relativas. En
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concreto, las curvas son casi idénticas para velocidades relativas bajas. Esto
demuestra que el segundo criterio equivale practicamente a aplicar el primero a
la velocidad relativa media.

A continuacién se formula finalmente el algoritmo para el modelo origi-
nal de seguimiento de vehiculos cuyas ecuaciones son (D.17) a (D.18). Se ha
demostrado previamente que la velocidad final es

ve = v1 + a/2, (E.24)

donde la aceleracién estd dada por (E.13), si no hay saturacién. Entonces, se
prosigue la integracién tomando el mismo valor para la aceleracion en el siguiente
intervalo (1/2,1]. Este procedimiento se repite hasta la velocidad objetivo ve(A;)
haya sido alcanzada, si no ha habido saturacién antes de que se alcance dicho
objetivo. Por el contrario, si hay saturacidén en cualquiera de los intervalos, no
es posible obtener una expresién analitica para la velocidad final. El tiempo
de discretizacién debe ser reducido y la velocidad final dependera del paso de
discretizacién tomado. Todas estas consideraciones se pueden resumir en los
siguientes pasos:

(i) dada la velocidad inicial, v; y el espaciamiento, A;, evaluar la velocidad
final vo mediante (E.24) y (E.13);

(ii) evaluar el tiempo de reaccién final, (3, y verificar los criterios de satu-
racién (E.16) y (E.19);

(ili) si cualquiera de los criterios se cumple reducir el paso de tiempo 1/2 a
1/(2N) con N entero, e ir desde (i) directamente a (iv) N veces;

(iv) hacer los valores finales igual a los iniciales, y si no ha habido saturacién,
guardar el valor previo de la aceleracién;

(v) ira(1).

En general, la velocidad y el espaciamiento obtenidos mediante este pro-
cedimiento corresponderan a instantes de tiempo arbitrarios. En cambio, re-
sultaria muy conveniente que los valores correspondieran a instantes de tiempo
equiespaciados. Ademds, el tiempo entre dos valores consecutivos no deberia
ser mayor de 1/2 para que el movimiento de cada vehiculo fuera adecuadamente
descrito. Estos valores equiespaciados son facilmente obtenibles interpolando
entre los valores dados por el algoritmo. La interpolacién se realiza teniendo en
cuenta que la aceleracidn es constante entre los valores originales.

E.4 Algoritmo para el Modelo Aproximado

El procedimiento expuesto previamente es considerablemente mas simple que
la integracién directa de las ecuaciones del modelo. No obstante, la necesidad
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de evaluar los criterios de saturacién junto con la de disminuir el tiempo de
discretizacion si hay saturacién, hace que el modelo sea ligeramente complicado
para aplicaciones de simulacién. Las complicaciones surgen cuando hay satu-
racién. Esto se podria evitar si se aproximara la ecuacién diferencial funcional
por la ecuacién diferencial ordinaria (E.2). Entonces el modelo se reduciria a un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente (E.2) y (D.18),
para las que el problema de saturacién no existe.

La cuestidn entonces estriba en saber hasta qué punto es valida la aproxi-
macion:

v(7 + (A7) = v(7) + 0(7)¢(A(7))-

Diversos resultados de aproximacién de ecuaciones diferenciales funcionales con
retraso constante mediante ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen en Ha-
lanay y Risvan (1981). Desgraciadamente no parece haber ningin resultado
para el tipo de modelo que nos ocupa. Por lo tanto, la aproximacién estara
Jjustificada en base a los resultados numéricos y a la fisica del problema, ya que
la escala de tiempo de las fluctuaciones del trifico es mayor o igual al tiempo
de reaccién.

El modelo aproximado puede ser resuelto mediante los métodos clasicos
para ODEs. Sin embargo, un método eficiente y extremadamente simple es el
método de Euler. De acuerdo con este método, la funcién se aproxima por
el primer término de la serie de Taylor. Entonces, tomando un tiempo de
discretizacién de 1/2, la velocidad final se calcula de acuerdo con (E.24), y
el espaciamiento final estd dado por (E.17). Es facil ver que para el modelo
lineal este método coincide con el expuesto en la seccién E.2.

E.5 Resultados Numséricos

Esta seccidn presenta los resultados numéricos correspondientes a diversos ejem-
plos. Concretamente dos ejemplos han sido resueltos mediante cuatro métodos
diferentes. Los métodos empleados han sido clasificados de acuerdo con ia
versién del modelo de seguimiento de vehiculos y con la técnica de resolucién.
Dos versiones del modelo de seguimiento de vehiculos han sido consideradas: la
primera corresponde al modelo original basado en las ecuaciones (D.17), (D.18)
y (E.2), y la segunda es el modelo basado en ODEs obtenido al aproximar (D.17)
por (E.2). El primer modelo es denominado (OR) y el segundo (AP). Para cada
uno de estos modelos, los ejemplos han sido resueltos integrando directamnte
el modelo mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, y mediante
los algoritmos en diferencias finitas explicados en las secciones anteriores. Las
etiquetas RK y FD indican el método de resolucién empleado. Ademas to-
dos los ejemplos han sido resueltos tomando la curva velocidad-espaciamiento
exponencial y la de maxima sensibilidad.

El primer ejemplo considerado consiste en una maniobra de aproximacién a
un vehiculo que se desplaza a velocidad constante. El vehiculo seguidor parte a
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la velocidad maxima vy la velocidad del primer vehiculo es 0.15. El espacimiento
inicial es A, 42, que corresponde a un tiempo de reaccién igual a 50. Los valores
de Ajnar se dan en la seccién E.3. Dichas condiciones iniciales fueron elegidos
para que durante la primera parte de la maniobra de frenado hubiera saturacién.
Ademds interesaba contrastar la validez de la formulacién para el tiempo de
reaccién para grandes velocidades relativas. Los resultados obtenidos se rep-
resentan en la figura E.3. La simulacién comienza en 7 = 0 pero sélo se ha
representado el intervalo de tiempo mas significativo. El régimen de saturacién
dura respectivamente hasta 7 = 1.5 y r = 4.5 para las curvas de maxima sensi-
bilidad y la exponencial.

En el segundo ejemplo, el vehiculo lider describe una trayectoria genérica,
cuya velocidad estd dada por:

_ o (T Z.t
o (7) = 0.6 — 0.2c05 ( s ) o.zsm(m).
Se eligio este registro de velocidad porque contiene dos frecuencias representa-
tivas del espectro de velocidades y porque ademas la respuesta tiene lugar sin
saturacién. En la figura E.4 se muestran los resultados obtenidos.

Lo mas sobresaliente de los resultados obtenidos es la similaritud entre
ellos. De hecho, todos los resultados numéricos pueden ser encerrados dentro
de una banda de velocidad de anchura 0.15. Esto significa que las soluciones
pueden ser consideradas casi idénticas puesto que la aleatoriedad del trafico es
de por si del 15% o mayor. La correlacién de la respuesta del vehiculo seguidor
con la del seguido es mayor para el modelo basado en la curva de maxima
sensibilidad. Esto se explica facilmente por la manera en que se ha derivado
el modelo de seguimiento de vehiculos. La derivacién del modelo perseguia
aproximar el modelo de propagacién

o(T + 2¢) = v (), (E.25)

por un modelo de seguimiento de vehiculos. El modelo no lineal fue derivado ge-
neralizando a partir del modelo lineal. Por lo tanto, desviaciones de la hipdtesis
de linealidad tienen como consecuencia desviaciones similares del modelo de
propagacion.

Del andlisis previo se concluye que el algoritmo FDAP da los mejores re-
sultados en cuanto a simplicidad y exactitud. Por esta razon este algoritmo fue
analizado con mayor profundidad. Dos aspectos de la solucidén tenian especial
interés: la amplificacidn o atenuacién de la respuesta y la distorsion del perfil
de velocidad a lo largo de la caravana.

Para estudiar la propagacién de una perturbacion a lo largo de una cara-
vana, se resolvieron diversos ejemplos. En todos estos ejemplos, el movimiento
del vehiculo lider consistia en una maniobra de frenado o aceleracidén rapido
seguida de una recuperacion de la velocidad inicial. Se consideraron caravanas
con 50 vehiculos y se evaluaron los minimos y mdximos de las velocidades de-
pendiendo de que el vehiculo lider frenara o acelerara. En todos los casos, la
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Figura E.3: Frenado desde A = Aoz vy v = 1 hasta vy = 0.15.
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Figura E.4: Un registro genérico de velocidad para el vehiculo lider.
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repuesta se amortiguaba ya que los minimos y los méaximos de las velocidades
aumentaban y disminuian respectivamente, con la posicién del vehiculo en la
caravana. Todos los ejemplos se resolvieron tomando las curvas exponencial y
de médxima sensibilidad.

El segundo punto de interés esti relacionado con la manera en la que el
perfil de velocidad se propaga a través de la caravana. El tiempo de reaccién ha
sido derivado de la teoria de ondas cinemdticas. De acuerdo con esta teoria, si la
curva intensidad-densidad es concava, las ondas de aceleracién se distorsionan
mientras que las de frenado se propagan sin distorsionarse. Por lo tanto, este
comportamiento debe ser reflejado en el modelo de seguimiento de vehiculos.
Para comprobar este punto, diversos ejemplos de maniobras de frenado y ace-
leracién se simularon. La figura E.5 (a) muestra el perfil de velocidad de 13
vehiculos al aproximarse a un vehiculo lider que desplaza a una velocidad de
0.2. La velocidad inicial de la caravana es 0.9 y se observa que no hay dis-
torsién en el perfil de velocidades. La figura (b) muestra el problema inverso:
la caravana acelerando desde 0.2 hasta 0.9. En este caso el perfil de velocidad
sufre una distorsion clara. Los resultados representados en la figura E.5 fueron
obtenidos con la curva velocidad-espaciamiento de exponencial, pero para la
curva de maxima sensibilidad son similares. Por el contrario para la curva
velocidad-espaciamiento lineal, los resultados muestran que el perfil de veloci-
dad no experimenta distorsién tanto en frenado como en aceleracién, lo que
concuerda con la teoria de ondas cinematicas.

Se concluye que el algoritmo desarrollado en la seccién E.4 resulta muy
apropiado para simulacién microscépica debido a su simplicidad y a su capacidad
para reproducir los resultados de la teoria de ondas cinematicas. Por lo tanto
es un serio competidor de otros algoritmos como el propuesto por Gipps (1981)
y usado en el programa MULTSIM.
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Figura E.5: Propagacién de una onda de frenado (a) y de una onda de acelera-
cién (b).



Apéndice F

Revision del Modelo de Payne

F.1 El Modelo de Payne Linealizado

Las ecuaciones originales del modelo de Payne son (A.7) y (A.8). Si se linea-
lizan dichas ecuaciones para pequefias perturbaciones en torno a un punto de
equilibrio (Kg, V5 = V.(K)y)), las ecuaciones resultantes son:

K+ VoK, + KoV, = 0,

VWK =V vy

% Vx = - AI’)

Vot Vo Ty ToKo
donde K y V son las perturbaciones de densxdad y velocidad con K < Ko y
V& Ve Vo = V)(Ko); vo = v(Kp) = Vo y To = T(Ko, Vo). Las cantidades

totales son K = Ky + K V=V+ V.
Manipulando las anteriores ecuaciones se llega a una ecuacién de segundo
orden para la densidad:

. 5 - i} 0 -
IX¢+C()]1, =y Kpyp — (6i +Vga ) K, (Fl)

donde C; es la velocidad de la onda cinematica correspondiente a Koy, o sea,
Co = Vo +V{ K. La misma ecuacion se obtiene para V. Es importante observar
que el segundo miembro de (F.1) es el modelo Simple de Continuidad linealizado
e igualado a cero. Por consiguiente, cabria esperar que para pequefios cambios
de densidad las solcuiones de (F.1) pudieran ser aproximadas por las de:

Ki+ CoK, = 0. (F.2)

El segundo miembro de (F.1) es en si mismo un operador de ondas, ya que
puede ser escrito en la forma:

8 wON(6 . 98
T (gr+0ra) (mre o) &

65



66 APENDICE F. REVISION DEL MODELO DE PAYNE

donde:

+ - Yo - v, X
CT=V+ T C =W Ty

Se puede demostrar (ver Kevorkian, 1981 o Whitham, 1974) que la solucién
de (F.1) tiende a la de (F.2) conforme Ty — 0 si la velocidad de la onda
cinematica Cy esta entre las de las ondas de alto orden Ct y C—:

C~ < Cy<Ct.

Si la anterior restriccién se viola, pueden surgir inestabilidades que conduzcan
a ondas de choque. Por lo tanto, la solucién estable se corresponde a una sefial
principal que se desplaza a una velocidad Cy precedida y seguida de sefiales
secundarias que se propagan a lo largo de las caracteristicas de la ecuacién.
Como Cy = Vo + KyVy, la condicidn de estabilidad se reduce a:

' Yo
K()VO < To.

F.2 Onda de Compresién Estacionaria

Para ver si el modelo de Payne suaviza las ondas de choque del modelo Simple
de Continuidad, buscamos soluciones con la forma:

K = F(z - Vit) = F(y),

V =Gz - Vit) = G(y).

Al introducir esta forma funcional en las ecuaciones (A.7) y (A .8) se obtiene

(K(V-V,))y =0,

Ve—V v
V=VoVy = === 7 f
de las que a su vez se deduce una ecuacién para la velocidad
Q?
(v - 7<—’2T> Ky = K(V. = V,) = Q,, (F.3)

donde Q, = K(V ~V,) = K{(Vi = V,) = Ko(Vo—V,) es la intensidad de trafico
relativa ala onda y V, = (K;V) — K,V2)/(K; — K3) es la velocidad de la onda.
La pareja de valores (K, V) y (K3, V) corresponde a la velocidad y la densidad
en los extremos de la onda.

Debido a que la condicién de concavidad es asumida, sélo puede haber
ondas de choque de compresidn o frenado, por lo que Ky >0y Ky < K»
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Vi > Va. Ademas el segundo miembro de (F.3) es siempre positivo. Esto se
demuestra ficilmente teniendo en cuenta que
KV, - K1V

EVe-V;,)-Q, = ( kTR, —V,) (K - Ky).

En el intervalo [K, K»] ambos factores del segundo miembro permanecen
constantes. El primero es la diferencia entre las pendientes de las rectas AB y
AC (ver figura F.1), y esta diferencia es siempre positiva si Q7 < 0.

B=(K.Q)
C=(X,Q,)

A=(K Q)

K K

J
Figura F.1: La pendiente de AB es siempre mayor que la de AC.

Por lo tanto la ecuacién (F.3) puede dar soluciones continuas sélo si:

v @}

=TT 0, (F4)
en [Ky, Ky]. En este caso la ecuacién (F.3) debe ser resuelta con las condiciones
K(y — —o0) = K1y K(y — +00) = K, y la solucién sera como la mostrada en
la figura F.2. Si A cambia de signo en K* € [Ky, K»] entonces K, vale infinito

en ese punto y el perfil de la onda se vuelve hacia atras (ver figura F.3).
en este caso la solucidn analitica no tiene sentido fisico y debe ser reem-
plazada por una solucidn débil, que requiere una discontinuidad. La condicién
de salto a través de la discontinuidad se halla integrando la ecuacién (F.3) entre
los valores de y a ambos lados del punto y, donde la discontinuidad debe ser

emplazada:
ey @ et K(Ve - Vi) - Qs
la_t ('T - 7<—2) Kydy = /; T dy.

a—f
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Y

Figura F.2: Perfil de onda continuo.

Tomando el limite cuando ¢ tiende a cero y teniendo en cuenta que el integrando
del segundo miembro permanece acotado mientras que el del primer miembro
tiende a infinito, se obtiene:

o] + @3 [Il{] =0,

donde [ ] indica ‘salto a través de la discontinuidad’ y

g= /%dK.
Cuando A cambia de signo en [K}, K3] se pueden distinguir dos subcasos.

(i) A(K1) > 0y A(K3) < 0 (ver figura F.4). El salto de densidad [K] =
Ky — K4 y K, se calcula usando la condicién de salto, concretamente:

/KQVdK+Q2 L_ 1)y (F.5)
k. T *\K: K.) )

(i) A(K1) < 0y A(Kz2) > 0 (ver figura F.5). Entonces [K] = K, — Ki,
donde K, se obtiene de la condicién:

/K‘"d1<+Q2 L)oo (F.6)
k, T \K, K /)T '

Finalmente si A < 0 en [Ky, K3] no existen soluciones continuas de (F.3)
y la solucién débil es simplemente una discontinuidad desde K; a K3, como en
el modelo Simple de Continuidad (ver figura F.6).
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y

Figura F.3: Perfil de onda que se vuelve hacia atras.

Si se recuerda que Q, = K(V — V,), la condicién para ondas de compresién
continuas se transforma en:

v 14
V—,/a,-<V,<V+\/;,

que tiene un gran parecido con la condicién de estabilidad para el modelo linea-
lizado.

F.3 Tiempo de Reaccién y Condicién de Consistencia

En esta seccién se deducird una expresién para el tiempo de reaccién como
funcién de la densidad. Ademas se vera la relacién existente entre el tiempo de
reaccion y la condicién de concavidad. Para deducir la expresién del tiempo de
reaccién nos basaremos en el modelo de Payne linealizado, que daba la siguiente
ecuacidn para la densidad:

o AV A
K+ CoK, 4+ Tp (-a-—t-+c 5;) (E’t*-f-c %) K =0. (F?)

Ahora debemos volver a la teoria a partir de la cual se deriva la analogia
fluidodindmica de los modelos macroscépicos de trifico: la dindmica de gases.
Las ecuaciones del flujo unidireccional isentrépico de un gas son:

[ (pu)-’&' = 0:
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/K‘

Figura F.4: Discontinuidad cuando A(K1) > 0y A(K3) < 0.

2
up + vy = — P

donde a = a(p) es la velocidad del sonido. Las ecuaciones linealizadas en torno
a (po,uo = 0) conducen a la ecuacién de ondas de la acistica:

?p _ 8%

E—t? = aoa—zi.
En este caso las ondas que describen el fenémeno tienen una clara interpretacién
fisica: llevan informacién sobre pequefios cambios de densidad y presién.

Sin embargo, en el modelo de Payne linealizado, las ondas cuyas velocidades
son C*, C~ no parecen tener un significado fisico concreto. Ademis, la onda
de velocidad Ct = V4 + \/1o/Ty viajaria mas rapido que los vehiculos, lo cual
es absurdo. Por lo tanto las ondas C* deben ser eliminadas del modelo ya que
no pueden representar el comportamiento de los conductores. La dnica manera
de eliminarlas es haciendo C~ = Cj en (F.7). Entonces la ecuacién linealizada
se transforma en:

9 8 a O\ o

cuya solucién general es,
K = F(z — Cot) + e TG (x — C*1).

Las tinicas soluciones relevantes son aquellas con G = 0, las cuales son a su
vez soluciones del modelo Simple de Continuidad linealizado (F.2). En vista
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Figura F.5: Discontinuidad cuando A(K,) < 0y A(K2) > 0.

de los resultados, se formulard la condicién de consistencia para los modelos
macroscopicos de trafico de la siguiente manera: “la linealizacién de cualquier
modelo macroscépico de trafico debe conducir a las ecuaciones del modelo Simple
de Continuidad linealizado”.

Si Cy = C~ se satisface para punto de equilibrio (Ko, Vy = V.(Ko)) en-

tonces
C=V,+KV/=V,—/==C",

T
==KV,

y como v estd dado por (A.9), el tiempo de reaccién es

1
T:“E—j;’?_“/e;' (F.g)

y por lo tanto,

La expresién anterior es la misma que (D.9). Aunque la expresién (D.9) fue
obtenida a partir de un modelo de seguimiento de vehiculos, la idea que sub-
yace en ambas expresiones es la misma. La formulacién del tiempo de reaccién
garantiza que pequeiias perturbaciones de velocidad y densidad se propagan de
acuerdo con la teoria de ondas cinemadticas, tanto en el modelo de seguimiento
de vehiculos como en el modelo de Payne.

También se podia haber hecho C* igual a Cp y se habrian obtenido las
mismas soluciones para la densidad

K = F(z - Cot) + e~ ToH(z — C™t),
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y

Figura F.6: El perfil es discontinuo si A(K) < 0.

y después de hacer H = 0, se tendria:

1 4 -
T = Iﬁ ‘/c,,
en contra de la hipétesis de V, positivo.

Debido al modo en que se ha obtenido el tiempo de reaccidn, éste debe ser
considerado como un tiempo de reaccién de equilibrio, o sea, se deberia escribir
estrictamente:

1
Te =~
¢ 2K2Vv¢!
Para condiciones de no equilibrio la expresién (D.10) toma la forma:
Te

T=Thrw T

Esta expresion tiene en cuenta el hecho de que los conductores conducen con mas
precaucién cuando llevan una velocidad mayor que la de equilibrio y viceversa,
como observé Kohler (1974) entre otros. Para simplificar la teoria nosotros
asumiremos que

T="T..

F.4 Consecuencias en el modelo de Payne

Para investigar los cambios que la nueva formulacién del tiempo de reaccién
produce en el modelo de Payne, consideraremos primero soluciones de la forma
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F(z—V,t). Soluciones continuas con esta forma son posibles si la condicién (F.4)
se satisface. Con la nueva formulacién del tiempo de reaccién se tiene:

A=(KV)2 - (V-V) =(KV! 4V - V}(KV! -V 4+ V,).
Teniendo en cuenta que V; = V.(K;), la evaluacién de A en los extremos da:
A(K;) = (Ci = VYKV ~ Vi + VL), i=1,2,

donde C; = K;VJ; + V; es la velocidad de las ondas cinematicas. El segundo
factor es siempre negativo si V > V,. Gracias a la condicidén de concavidad se
cumple que el primer factor es siempre positivo para el punto de menor densidad
y negativo para el de mayor densidad, ver la figura B.1. Por lo tanto A(K;) < 0
y A(K2) > 0 y no son posibles soluciones continuas en el intervalo [K;, K»].
Para este caso, el salto a través de la discontinuidad se obtiene de (F.6).

Es de gran interés conocer de qué orden de magnitud es el salto de densidad
y velocidad a través de la discontinuidad. Para ello definiremos las variables
adimensionales p, u, u,, ¢ ¥ g., como en la seccién B .4 y los siguientes pardmetros
adimensionales:

V]{J'
p=—> ¢ =TI|C;IK;.
[&F 1K
Entonces, para la curva velocidad-densidad de Greenshields:
‘Ue=1"P1 %:p2a 9s = p1P2;

y tras adimensionalizar, la ecuacién (F.6) se transforma en:

(P% + P1pa+ P)pa — 3p1p3 = 0, (F.9)

La velocidad tras la onda de choque, u,,5e obtiene de la conservacién del flujo
relativo a la onda

Ug = -q—’--}-u,.
Pa

Para la curva velocidad-densidad de Greenberg

u. = — In(p), LCL- =1,
y (F.6) se reduce a
Uy — Uy = ! , (F.10)
Uy — U,
Yy
- qs
Pa Ug — Uy

La ecuacién (F.9) ha sido resuelta para diversos valores de (u;,u;) en el
intervalo [0, 1] x [0, 1] mientras que la ecuacién (F.10), se tomaron valores en el
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intervalo [0, 5] % [0,5]. En ambos casos el salto de velocidad en la discontinuidad
representa un 95% de la diferencia total de velocidad a través de la onda:
W7l 0.95.

Uy — uy

Por consiguiente, la capacidad del modelo de Payne para resolver de manera
continua las ondas de choque del modelo Simple de Continuidad es bastante
limitada. Concretamente, al afiadir la ecuacién de cantidad de movimiento
sSlo se obtiene un 5% de ‘informacién adicional’ sobre la velocidad. En otras
palabras, los resultados del modelo de Payne pueden ser muy bien aproximados
por los del modelo Simple de Continuidad. Esto es claramente una consecuencia
de haber introducido la condicién de consistencia en el modelo de Payne.

El resultado anterior no es aplicable sélo a soluciones de la forma F(z—V,t),
sino que incluso se mantiene para cualquier solucién realista del modelo de
Payne. Esto es facil de demostrar si se tiene en cuenta que el modelo de Payne
con vy T dado por (A.9) y (F.8), permite soluciones no estacionarias en las que
V = Ve(K). En efecto, si se hace V = V, la ecuacién de cantidad de movimiento
se transforma en

Ve + VeVer = KV’ K.,

que resulta ser la ecuacién de continuidad si se divide por V. Por lo tanto si el
tiempo caracteristico de variacién de las condiciones del trafico es considerable-
mente mayor que el tiempo de reaccion, el término de relajacién en (A.8) puede
ser despreciado. Esta condicidén es muy probable que se satisfaga en la realidad
ya que el tiempo de reaccidn es pequefio, concretamente del orden de segundos,
mientras que las condiciones del trifico varian mds lentamente.

Un caso en el que los dos modelos dan exactamente la misma solucién
es en el problema del vehiculo lider con condiciones de contorno de equilibrio.
Para este problema las condiciones de contorno se imponen sobre la trayectoria
del vehiculo lider, z = X(t). Si las condiciones a lo largo de X (¢) son de
equilibrio, o sea si VL(t) = V(KL (t)), donde VL{t) es la velocidad del vehiculo,
las soluciones del modelo de Payne y la del modelo Simple de Continuidad son
las mismas. Se concluye que la adopcidn de la formulacién para el tiempo de
reaccidn dada por (F.8), hace que el modelo de Payne sea cast idéntico al modelo
Simple de Continuidad.

F.5 Comparacién con otros Autores

Payne (1971) sugirié valores de 1.5 segundos para el tiempo de reaccién aunque
mas tarde -Payne (1979)- recomendd ‘valores macroscépicos’ del orden de 10 se-
gundos o mayores. Los valores tomados para el tiempo de reaccién normalmente
estan entre 15 y 70 segundos -Cremer et al. (1981), Papageorgiou et al. (1989),
Payne (1979), Smulders (1990)-. Sin embargo, los valores proporcionados por
la expresion {F.8) en el régimen congestionado son claramente ‘microscépicos’.
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Concretamente a altas densidades toma un valor de 0.6 segundos aproximada-
mente, mientas que tiende a infinito cuando la densidad tiende a cero.

Por lo tanto cabria esperar obtener resultados muy diferentes del modelo
de Payne dependiendo de la formulacion para el tiempo de reacccién que se
adoptara: constante y macroscopico o la dada por F.8. Para estudiar mds a
fondo esta cuestidn se eligieron los modelos definidos por Cremer et al. (1981),
Papageorgiou et al. (1989) y Payne (1979). Estos modelos serdn denotados
como modelo A, By C, respectivamente. La intencidn del andlisis comparativo
era demostrar que el término de relajacién tiene escasa influencia en el modelo
de Payne y que el término dominante es el de anticipacién.

Para cada uno de estos tres modelos se definié un modelo equivalente como
aquel que proporcionaria el mismo valor de »/T. Por lo tanto el término de
anticipacién del modelo original y del modelo equivalente deben ser iguales.
De esta condicién se puede obtener la curva velocidad-densidad del modelo
equivalente simplemente integrando la ecuacién diferencial:

s

Como el pardmetro v/T es considerado constante en los modelos A, By
C, la integracién de la anterior ecuacién con la condicién V.{Ky) = Vy conduce
a la curva velocidad-densidad de Greenberg (A.1). Para los modelos A y Cla
condicién impuesta es concretamente V,(K;) = 0, mientras que para el modelo
B una condicién diferente debe ser adoptada ya que la densidad de atasco es
infinita en dicho modelo. En este modelo el término de anticipacién es

v 1
Y 1 Kk
Tek+K ©

siendo k = 40 veh/km/carril, lo que sugiere la condicién V, (k) = V;. Ademds,
la velocidad en los modelos equivalentes estd limitada por la velocidad de flujo
libre de los modelos originales.

La tabla F.1 muestra las curvas velocidad-densidad usadas en los modelos
A, By C,y la correspondiente curva obtenida para los modelos equivalentes por
el procedimiento anteriormente explicado. Las curvas de los modelos original
y equivalente estdn representadas en las figuras F.7, F.8 y F.9. No hay que
destacar ninguna variacién significativa entre las curvas originales y las equiva-
lentes. El parecido es considerable sobre todo en la zona de densidades medias,
que es precisamente la zona de operacién para la que los modelos originales
fueron calibrados.

una vez que la curva velocidad-densidad equivalente ha sido obtenida, el
tiempo de reaccién para el modelo equivalente se calcula a partir de (F.8).
Como el tiempo de reaccién es funcidén de la densidad, se ha calculado el valor
medio que toma en cada modelo para compararlo con los valores de los modelos
originales. Teniendo en cuenta la expresién (D.9), el tiempo de reaccién medio
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Velocidad en km/h, densidad en veh/km/carril

4
Cremer et al. Ve= 123[1 - (2_{%)1.4]

(1981)
Ve = min [123, —46 In ()]

Papageorgiou et al. Ve = 90exp (“%(%6)2)
(1989)
Ve = min [90,90 (1 — .4191n (£))]

Payne Ve = min [88.5,
(1979) 88.5 (1.94 - 6 (L) +8(£5)" - 3.93(5)")]

V. = min [88.5, —56In (£5)]

Tabla F.1: Curvas velocidad-densidad originales (arriba) y equivalentes (abajo).

se calcula promediando desde la velocidad cero hasta la velocidad de flujo hibre:

v, 1%
T= i/ "rvyav = _1_/ P1dH L, 1 (_,_1_-—1-),
Vi Jo ViJog 24dV 2Vy \K(Vy) K;

Los valores obtenidos mediante esta expresién se dan en la tabla F.2 junto
con los valores de T en los modelos originales. En los tres casos, los valores
son claramente microscépicos, asociados con el comportamiento individual de
cada conductor. No obstante, como el tiempo caracteristico de variacién de las
condiciones del trafico en autopistas es del orden de minutos, cabe esperar que
los modelos equivalentes y los originales proporcionen soluciones proximas.

En conclusion, se puede considerar en primera aproximacién que el trafico
evoluciona a través de estados de cuasi-equilibrio. En otras palabras, el término
de relajacién puede ser despreciado tanto en los modelos equivalentes como
en los originales. Si se hace ésto, o sea si V se hace igual a V,, los mode-
los equivalentes se reducen al modelo Simple de Continuidad, mientras que
de los modelos originales se obtienen dos ecuaciones para una sola incégnita.
Estas dos ecuaciones no deberian proporcionar resultados muy diferentes, como
se ha demostrado al comparar las curvas de velocidad-densidad equivalentes
y originales. Un analisis mas exhaustivo deberia incluir la comparacién de los
resultados numéricos obtenidos al dejar v//T constante y decrecer T hasta valores
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75

v/T=constante

V_(km/h)

50

25 ~
Cremer et al.

0 1 ! T
0 50 100 150

K (veh/km/carril)

Figura F.7: Curvas velocidad-densidad original y equivalente para el modelo A.

valores de los autores valores
medios de
Vv/T (km/h) | T (segundos) | T'= —2—1?127‘,- (seg.)
Cremer et al. 46 36 1
Papageorgiou et al. 37 72 0.45
Payne (1979) 56 25 0.55

Tabla F.2: Valores de los parametros v y T.

microscépicos. De hecho, tal andlisis ha sido realizado por Papageorgiou et al.
(1989) para valores de T entre 36 y 108 segundos. El modelo resulté bastante
insensible frente a variaciones del tiempo de reaccidn.

Resumiendo, del andlsis se desprende la siguiente conclusidn: los valores
del tiempo de reaccién propuestos en los modelos de Cremer et al. (1981),
Papageorgiou et al. (1989) y Payne (1979), son mucho mayores que los dados por
la formulacién (F.8). Por otra parte, los valores del coeficiente de anticipacidn,
v, son también mucho mayores que los que se hubieran obtenido usando la
expresién (A.9), de tal manera que los valores del cociente v/T muestran un
buen acuerdo con los obtenidos para los modelos equivalentes mediante (F.8).

En cuanto a los valores dados a v, es sorprendente que los autores men-
cionados hayan pasado por alto la contradiccién existente entre los valores de v y
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100 —

80 Papageorgiou et al.
= 60
g /
X
> 40

v/T=constante
20
0 T T T T 1
0 50 100 150 200 250
K (veh/km/carril)

Figura F.8: Curvas velocidad-densidad original y equivalente para el modelo B.

la expresion (A.9). En concreto, Papageorgiou llega a escribir la expresién (A.9)
para unas paginas mas tarde tomar un valor de ¥ mucho mayor que el que daria
dicha expresion. En efecto, la curva velocidad-densidad tomada por Papageor-

giou es:
1/ K \?
Ve:erxp (_§<Kcr) ),

con V; = 90 kin/h y K., = 120 veh/km/carril. Por lo que el valor de v
promediado entre K =0 y K = K, habria sido

_ 1 Kcr 1 B 2
y= /0 VK = 52— (Vy = Vil Ker)) = 0.15Kkm? b,

mientras que el valor hallado mediante identificacién de parametros es v =
28km? /h.

En esta seccion se ha comparado el modelo de Payne resultante de adoptar
la nueva formulacién del tiempo de reaccién con modelos propuestos por otros
autores. En todos estos modelos el tiempo de reaccién era constante. La tinica
formulacién del modelo de Payne que haga uso de un tiempo de reaccidén variable
es la propuesta por Yamauchi (1983). Dicha formulacién ha sido utilizada por
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100—
75—
s
=" Payne (1979)
25
v/T=constante
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Figura F.9: Curvas velocidad-densidad original y equivalente para el modelo C.

Michalopoulos et al. (1984). El tiempo de reaccidén estd dado por:

Tomee = it g 4 7, K <K
s
T(K) = (F.11)
T—’"}gf-:—l%-‘i(x ~ K) + Tomaz, K > K,.
La figura F.10 muestra la curva tiempo de reaccidn-densidad con los valores
de los pardmetros tomados por Michalopoulos et al. (1984). La forma de la
curva no tiene ningin parecido con la de la figura D.2 aunque los valores da-
dos son igualmente microscépicos. Ademds Michalopoulos et al. calcularon el
coeficiente de anticipacion a partir de la expresién (A.9). Como ellos tomaron
la curva velocidad-densidad de Greenshields con V; = 96.5 km/h y K; = 109
veh/km/carril-, se tiene v = 0.44km?/h. El modelo de Payne resultante fue
comparado con el modelo Simple de Continuidad y no encontraron diferencias
significativas en los resultados. Este hecho es consecuencia de la pequefia in-
fluencia del término de relajacidn del modelo de Payne, como se ha sefialado
anteriormente.

F.6 Estabilidad del Flujo de Tréfico

la estabilidad del flujo de trafico ha sido estudiada entre otros por Payne (1971)
y Kiihne (1984). Estos autores estudiaron como se propagan las perturbaciones
de velocidad y densidad en torno a un punto de equilibrio (Ko, Vo = Ve(KY)).
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Figura F.10: Tiempo de reaccién en funcién de la densidad segin Yamauchi.

Payne tomo el pardmetro v como funcién de la densidad dada por (A.9) mien-
tras que Kiihne considerd v/T constante. El tiempo de reaccién fue considerado
constante por ambos autores. Payne hallé que la perturbaciones eran amplifi-
cadas si

a = —-2TKZV!(K,) > 1. (F.12)

Kiihne encontrd un criterio ligeramente diferente

a= —V%Ingé(Ko)> 1, (F13)

va que partia de otra versién del modelo de Payne. Segun el primer crite-
rio (F.12), el flujo de trafico se volvia inestable cuando la densidad superaba los
37.5 veh/km/carril. El segundo criterioc daba un valor de la densidad critica se-
mejante, 35 veh/km/carril. La idea de la densidad critica mas alla de la cual el
trafico se vuelve inestable ha tenido una gran aceptacién entre diversos autores,
siendo compartida también por Smulders (1990) y Cremer (1979).

Con la nueva formulacién (F.8) el tiempo de reaccién el punto de equilibrio
es

1

70}

20— Ko VI(Ko).
0
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Si se sustituyen estas expresiones en los criterios de estabilidad (F.12) y (F.13),
se obtiene a = 1 en ambos casos, lo que significa que las perturbaciones ni se
amplifican ni se amortiguan. Por lo tanto el flujo de tréfico evoluciona por la
frontera entre la estabilidad y la inestabilidad. Este hecho es consecuencia de la
condicién de consistencia, que obliga a que las perturbaciones se propagen sin
sufrir amplificacién o amortiguamiento.

Por lo tanto, cuando la expresién (F.8) se adopta en el modelo de Payne, el
analisis de estabilidad lineal no arroja ningun resultado. Este hecho sugiere que
para estudiar los fenémenos de inestabilidad del trifico se requiere una nueva
aproximacién: realizar un analisis de estabilidad no lineal y/o incluir términos
estocdsticos en el modelo. No obstante, la linealizacién del modelo no parece
ser una aproximacion descabellada si se tiene en cuenta que a altas densidades,
la curva intensidad-densidad es practicamente lineal. Por consiguiente, parece
que la naturaleza aleatoria del fendmeno no puede ser despreciada en el analisis
de estabilidad y que es necesario introducir términos estocasticos en el modelo.
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SUMMARY

This Thesis presents a car-following theory. The main components of the theory
are the functional form of the equilibrium speed-density curve and the formula-
tion for the reaction time of drivers. A brief introduction to traffic flow modeling
is given in Chapter A.

In Chapter B a functional form for the speed-density relationship is pre-
sented. This functional form is made up of a dimensionless headway, the equiva-
lent headway and of a function, the generating function, whose argument is the
equivalent headway. This functional form is derived by means of two different
argumentations. The first argumentation is based on the set of properties that
the volume-speed-density relationships should satisfy. Among these conditions,
the concavity condition is specially remarked. The second argumentation arises
when applying a dimensional analysis to a generic car-following model.

A crucial point for both argumentations is the assumption of the existence
of a set of fundamental parameters of traffic flow. The justification of this
assumption lies on an extensive literature review. The fundamental parameters
are the jam density, the free flow speed and the kinematic wave speed at jam
density. Finally, several examples of generating functions are shown. From all
the possible speed-density curves derived from them, two have special interest:
the exponential and the maximum sensitivity speed-density curve. From all the
existing speed-density curves only one has the proposed functional form. It is
the exponential curve, which is regarded in a few and unnoticed works.

In Chapter C the theory developed in the previous chapter is applied. Some
speed-density curves having the above functional form are fitted to three-lane
freeway traffic data. The goodness of fit is excellent, except in the case of
the left lane detectors. A procedure for isolating stationary traffic periods is
also explained. This procedure satisfactorily eliminates the dispersion of the
individual measurements.

The car-following model itself is presented in Chapter D. The model is
derived on three premises: the speed of the vehicles in equilibrium is a given
function of the headway, propagation of disturbances takes place without am-
plification and the propagation speed of small disturbances is given by the kine-
matic wave speed from the Lighthill-Whitham theory. Based on these premises,
a formulation for the reaction time of drivers is derived. Under the assump-
tion of the concavity condition, the reaction time turns out to be an increasing
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function of the headway,

The car-following model is first derived for a linear speed-headway curve,
and then extended for a generic speed-headway curve. The resulting model con-
sists of a state-dependent delay differential equation. In this model, inversion
of the causality order or retrogression of the solution may occur as a conse-
quence of the variability of the reaction time. This problem of retrogression
has been solved by means of a behavioral argumentation that introduces the
concept of saturation of perception. Finally, it is shown that when adopting
for the speed-headway curve the functional form of Chapter B, the resulting
dimensionless model has no parameters. This remarkable fact implies that the
platoon dynamics is exclusively governed by the generating function.

In Chapter E, two finite-difference algorithms for the dimensionless car-
following model are proposed. For the first algorithm it is necessary to develop
a numerical criteria to properly account for saturation. The second algorithm is
specially adequate for simulation purposes, due to its extreme simplicity. The
numerical results show that the behavior of a vehicle platoon described by this
algorithm agrees with that predicted by the kinematic wave theory.

In Chapter F, a condition for any continuum traffic flow model is pro-
posed: the consistency condition. An expression for the reaction time of drivers
as a function of traffic density is derived when applying this condition to the
Payne model. This expression is the same as that proposed in Chapter D. The
changes introduced in the Payne model by the adoption of this expression for
the reaction time are investigated. A comparison analysis of the resulting Payne
model with others proposed by several authors and with the Simple Continuum
Model is carried out. This analysis leads to the conclusion that the results of
the Payne model are almost identical to those given by the Simple Continuum
Model. Finally, the stability of traffic flow is studied by linearizing the Payne
model modified by the adoption of the new formulation for the reaction time.
The analysis does not bring any practical result. This fact shows that the inclu-
sion of stochastic terms in the models could be necessary to explain instability
phenomena in traffic flow.
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