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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Definicién e interés del problema

Tradicionalmente se han denominado mecanismos a los sistemas mecd-
nicos formados por cuerpos interconectados mediante pares cinematicos
que permiten el movimiento relativo entre los cuerpos. El concepto de
mecanismo suele asociarse a sistemas mecdnicos simples, como el meca-
nismo de cuatro barras o el biela-manivela, que se usan para controlar
la posicién y, en algunos casos, la velocidad y aceleracién de los compo-
nentes de una méquina. Pero existen sistemas mecanicos mas complejos,
como los que se muestran en la Fig. 1.1, pertenecientes a diferentes areas
de la Ingenierfa Mecdnica: Automocion, Robética, Tecnologia Aeroespa-
cial, Biomecdnica, etc. En la literatura inglesa sc usa un término mas ge-
neral para englobar a todos los sistemas mecéanicos, denomindndoseles sis-
temas multibody. No habiéndose encontrado ninguna referencia andloga
en castellano, se ha optado por traducirlo como sistemas multicuerpos
en este trabajo.

La dindmica de estos sistemas se caracteriza por la existencia de rota-
ciones finitas de sus elementos que conducen a no linealidades geomeétri-
cas, las cuales se reflejan, tanto en las ecuaciones diferenciales del movi-
miento, como en las ecuaciones algebraicas de restriccién. Debido a este
comportamiento no lineal no es posible obtener una solucion analitica,
salvo para algunos casos particulares.

Los primeros métodos para el andlisis cinematico y dindmico de me-
canismos cran graficos, y se restringfan a considerar mecanismos simples
formados por sélidos rigidos (Hirschhorn, 1962; Beyer, 1963). Posterior-
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Figura 1.1: Ejemplos de sistemas multicuerpos



Definicién e interés del problema 3

mente. con la llegada de la era espacial, surgio el problema de formular
las ecuaciones del movimiento de los ingenios acroespaciales, cuyas ©s-
tructuras eran muy complejas. Hooker y Margulies (1965) y Roberson
y Wittenburg (1966) desarrollaron metodologfas que sistematizaban ta
obtencion de las ecuaciones del movimiento, y cuya solucion podia ser
obtenida numéricamente. La restriccion de aplicacidén a sistemas con
pares cinemdticos fue climinada en los setenta por Irisch (1974) y Wit-
tenburg (1977) entre otros. Comenzaron ademds a estudiarse otras apli-
caciones mecanicas distintas a las espaciales (Orlandea et al., 1977; Paul,
1979; Haug et al., 1981) para las que fue necesario resolver dificultades
debidas a la existencia de cadenas cinematicas cerradas y restricciones
no holénomas, raramente presentes en tecnologia acroespacial.

Paralelamente al desarrollo de la dindmica de sistemas multicuerpos
rigidos, se empezaron a desarrollar modelos de los sistemas mecdnicos en
los que se trataban miembros flexibles ademds de los tradicionales ele-
mentos rigidos. Hasta entonces se habfan despreciado las deformaciones
de los cuerpos, pero éstas comenzaron a ser importantes con ¢l aumento
de las velocidades de operacién de los mecanismos, con la utilizacién de
elementos mas ligeros y con el aumento de los requerimientos de precision.
Los primeros modelos que inclufan cuerpos flexibles (Winfrey, 1971; Erd-
man et al., 1972; Imam et al., 1973; Sadler v Sandor, 1973) realizaban
hip6tesis simplificativas que desacoplaban el movimiento de sélido rigido
del debido a la deformacién de los cuerpos; es decir, suponian que las de-
formaciones eldsticas eran producidas por las fuerzas de inercia asociadas
con el movimiento de sélido rigido, pero que éste wltimo no dependfa de
las deformaciones eldsticas.

Posteriormente, algunos autores (Chu y Pan, 1975) consideraron el
acoplamiento entre los desplazamientos de solido rigido y los desplaza-
mientos elasticos en las ecuaciones del movimiento, pero se limitaron a
aplicaciones simples en las que sélamente se counsideraba un elemento fle-
xible. A finales de los setenta y comienzos de los ochenta (Song. 1979;
Shabana, 1982), empiezan a surgir métodos para simular numéricamente
el comportamiento dindmico de sistemas generales formados por cuerpos
rigidos y flexibles, en los que se contempla el acoplamiento existente en-
tre el movimiento global de sélido rigido y los desplazamientos debidos
a las pequeiias deformaciones. ’

Kane et al. (1987) pusieron de manifiesto que, para determinadas
aplicaciones, las respuestas obtenidas con algunos de los métodos exis-
tentes de analisis podian ser completamente erroneas, debido a que no
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Contiguracion
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Figura 1.2: Representacidn de los desplazamientos para distintas formulaciones

se incluian todos los efectos que influfan en la respuesta. En aquellos

problemas eu los que las deflexiones de log elementos son grandes o ex-

isten fuerzas axiales altas, es importante considerar los efectos no li-

neales debidos a la deformacién para obtener una respuesta correcta.
Un ejemplo tipico es el del movimiento de las palas de un helicoptero.
Cuando éstas estdn en reposo, su peso hace que se deformen a flexién,
produciéndose una flecha apreciable en el extremo. Cuando el rotor gira,
la fuerza centrifuga compensa la flecha producida por el peso propio,
produciéndose un fenémeno de rigidizacién. Matematicamente esto rep-
resenta otro efecto geométricamente no lineal—adicional al debido a las
rotaciones finitas de los elementos—, que ocurre cuando las deflexiones
son lo suficientemente grandes para causar cambios significativos en la
geometria del sistema. A lo largo de este trabajo a estas no linealidades
se les denominard indistintamente no linealidades geométricas debidas a
la deformacién o no linelidades geométricas eldsticas.

Es posible dividir las formulaciones del comportamiento dinimico de
los sistemas multicuerpos flexibles actualmente existentes en dos grandes
grupos, graficamente mostrados en la Fig. 1.2: aquellas que expresai si-
multdneamente los desplazamientos de sélido rigido y los debidos a las
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deformaciones, v las que los expresan por separado. El primer grupo
de métodos (Simo y Vu-Quoc, 1986; ‘ardona y Géradin, 1988: Yang
y Sadler, 1990; Avello, 1990) utiliza la teorfa de grandes deformaciones
y, por tanto, incorpora automaticamente el efecto de la no linealidad
geométrica debida a la deformacién. El segundo grupo de métodos (Song,
1979; Song vy Haug, 1980; Shabana, 1982; Wu y Haug, 1988) se apoya cn
la técnica denominada Sintesis de Componentes. La principal ventaja de
estos tltimos reside en su aplicabilidad, ya que con un ntimero moderado
de grados de libertad se pueden modelar sistemas mecdnicos complica-
dos. Sin embargo, uno de los inconvenientes reside en que no consideran
implicitamente la no lincalidad geométrica debida a la deformacién. En
los tltimos afios se ha trabajado mucho para suplir esta carencia. Lsta
tesis se encuadra dentro de este esfuerzo para obtener una formulacion
geueral que permita simular correctamente el comportamiento dinamico
de los sistemas multicuerpos flexibles.

1.2 Revisién bibliogrifica de las formulaciones
geométricamente no lineales para sistemas
multicuerpos flexibles

Un gran nitmero de problemas ingenieriles pertenecientes tanto al campo
de la dindmica de estructuras como al de la dindmica de sistemas multi-
cuerpos flexibles puede resolverse haciendo uso de la teorfa eldstica lineal
bajo la hipdtesis de pequetnias deformaciones y desplazamientos.

Existe, sin embargo, una serie de situaciones practicas en las que es-
tas hipStesis no son aplicables: estudio de estabilidad de los componentes
elasticos; aplicaciones en las que existen deflexiones eldsticas grandes,
alin con pequeias deformaciones, como es el caso de elementos de gran
esbeltez; o problemas de deformacion por flexién (incluso pequefia) in-
fluenciada por fuerzas axiales presentes, por ejemplo, en componentes
que giran a grandes velocidades. En este tipo de situaciones, las ecua-
ciones de equilibrio planteadas en la configuracién deformada difieren
grandemente de las establecidas en la configuracién indeformada, por lo
que, para simular correctamente el comportamiento del sistema, deben
incluirse en el anlisis los efectos de las no linealidades geométricas de-
bidas a la deformacién. La teorfa geométricamente no lineal considera
que las deformaciones son pequenas y que no se supera el limite eldstico
del material, pero permite grandes desplazamientos relativos entre pun-
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tos pertenecientes al mismo cuerpo. Esta iltima hipétesis es la responsa-
ble de la existencia de un fuerte acoplamiento entre los desplazamientos
longitudinales y transversales. Por ejemplo, una fuerza axial cambia la
rigidez transversal de una viga (la aumenta si es de traccién v la dismin-
uye si es de compresion) y los desplazamientos transversales dan fugar a
desplazamientos longitudinales para que se mantenga invariable la lon-
gitud de la misma.

En los problemas de dindmica de mecanismos flexibles este acopla-
miento se acenta. Las no linealidades geométricas pueden proceder
tanto de los grandes desplazamientos elasticos como del cam bio de orien-
tacion del cuerpo debido a las rotaciones finitas. Estas dos fuentes de
no linealidades estdn acopladas y son responsables de la complejidad del
sistema de ecuaciones del movimiento que gobierna el comportamiento
de estos sistemas.

Matemadticamente, el acoplamiento debido a los grandes desplaza-
mientos eldsticos se representa mediante un tensor de deformaciones no
lincal. Por ejemplo, para una viga en el plano, la Gnica componente no
nula del tensor cs

_Odu 1 [ ou 2+1 v\ ? (1.1
for = e T\ Gs 2\ 9z 1)

donde ¢, es la deformacién normal; u y v, los desplazamientos longitu-
dinales y transversales, respectivamente; y z es la coordenada a lo largo
de la viga. Silos desplazamientos son pequenos, los términos cuadriticos
son despreciables frente al lineal, simplificindose la expresién anterior a

_ Ou
50 7 B

(1.2)

La linealizacién de la deformacién conduce a la pérdida del acoplamiento
entre los desplazamientos transversales, v, y los longitudinales, u, origi-
nado por los grandes desplazamientos eldsticos.

Las formulaciones que, usando la técnica de Sintesis de Componentes,
incluyen los efectos de las no lincalidades geométricas debidas a la defor-
macion en las ecuaciones del movimiento no han de usar necesariamente
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ol tensor de deformaciones no lineal. De hecho, es posible separar los
métodos encontrados en la bibliografia en dos grupos:

[. Los que dividen cada cuerpo flexible en subestructuras en las que
es posible usar el tensor de deformaciones lineal.

2. Los que usan ¢l tensor de deformaciones no lineal.

Se discutiran, en primer lugar, los pertenecientes al primer grupo.
Eatre los mas representativos se encuentran ol método de Song (1979).
que utiliza coordenadas nodales, y el de Wu y Haug (1983), que reduce
el nimero de grados de libertad usando la técnica de Sintesis de Compo-
nentes. Pero, incluso en este caso, el nimero de ecuaciones y coordenadas
del problema es muy alto, lo que hace que estos métodos no sean com-

putacionalmente muy eficientes.

1.2.1 Método de Song (1979)

Song formula las ecuaciones que describen el movimiento de un meca-
nismo plano usando el método de los elementos finitos. Para describir
la posicién de un punto cualquiera utiliza dos sistemas de coordenadas:
uno es un sistema de referencia fijo, mientras que el otro estd situado
en el centro del elemento y se mueve solidariamente con el. Los despla-
zamientos longitudinales, u, y transversales, v, se miden con respecto a
este dltimo sistema de coordenadas.

Puede conseguirse que los desplazamientos u y v scan siempre peque-
fios, incluso en aquellas aplicaciones en las que existan grandes despla-
samientos debidos a las deformaciones. Para ello, basta con dividir cada
cuerpo flexible del mecanismo en clementos lo suficientemente pequenos
para que scan aplicables las hipétesis de pequenos desplazamientos y
pueda linealizarse el tensor de deformaciones sin que esto afecte a la res-
puesta. Este procedimiento se explica con la ayuda de la Fig. 1.3. Esta
figura muestra la configuracién deformada , y la posicién indeformada su-
poniendo que ha experimentado el mismo desplazamiento y rotacion de
sélido rigido que el cuerpo deformado. La diferencia entre estas configu-
raciones representa los desplazamientos debidos a la deformacion. Estos
son tanto mis pequeifios cuanto menor sea el elemento. En la figura se ob-
serva la reduccién del desplazamiento transversal al disminuir el tamano
del elemento a la mitad.

El principal inconveniente que presenta cste método es la imposi-
bilidad de disminuir el mimero de grados de libertad usando técnicas
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(a} un elemento

(b) dos elernentos

Figura 1.3: Desplazamiento debido a la deformacién utilizando distintas dis-
o 2
cretizaciones en el método de Soug

de Sintesis de Componentes. Estas s6lo se aplican eficientemente a los
cuerpos que componen el mecanismo, pero no a los elementos en que
estd discretizado ni al mecanismo completo. Por tanto, ¢l nimero de
coordenadas que describe la configuracién del sisterma mecanico es muy
alto. También lo es el ndmero de ecuaciones, puesto que las relaciones
de compatibilidad entre elementos deben ser impuestas como ecuaciones
de restriccion. Ambas cosas conducen a que este procedimiento sea com-
putacionalmente muy costoso.

1.2.2 Meétodo de Wu y Haug (1988)

La forma de tener en cuenta los efectos de las no linealidades geométricas
dentro de un cuerpo del mecanismo consiste en dividirlo en subestruc-
uturas y definir un sistema de referencia local que se mueva con cada
una de ellas. Estas subestructuras se encuentran unidas mediante en-
laces rigidos o brackel joints. Su nimero y tamaiio se elige de forma que
sea vilida la hipétesis de pequefios desplazamientos dentro de cada una,
por lo que éstos pueden ser expresados como una combinacién lineal de
modos. Estos modos, generados nsando el método de los elementos fini-
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tos, incluyen tanto a los modos de vibracion de la subestructura como
2 los denominados modos de correccidn estitica. Estos dltimos se usan
para representar los desplazamientos debidos a las fuerzas y momentos
transmitidos a través de las uniones entre subestructuras. Un modo de
correccién estatica no es mas que la deformada de un cuerpo sometido a
nna fuerza o un momento unidad en la direccién de la fuerza de reaccion.

La filosoffa de este método es similar a la del método anterior, jugando
las subestructuras el mismo papel que los elementos de Song: aunque
cada subestructura sigue experimentando desplazamientos que se consi-
deran pequefios, el conjunto de varias subestructuras unidas por brack-
ets puede tener grandes desplazamientos elasticos. La principal diferen-
cia radica en que Wu v Haug usan, ademds, la técnica de Sintesis de
Componentes para reducir el nimero de grados de libertad del sistema.
Pero incluso usando este procedimiento, el nimero de grados de libertad
del sistema es muy elevado, requiriendo un tiempo computacional muy
grande, por lo que sou preferibles los métodos que aplican las técnicas
de Sintesis de Componentes a los cuerpos del mecanismo y que necesitan
usar el tensor de deformaciones no lineal para tener en cuenta el efecto
de los grandes desplazamientos relativos al sistema de referencia local.

Muchos de estos métodos (Turcic y Midha, 1984; Thompson y Sung,
1984; Bakr y Shabana, 1986; Liou y Erdman, 1989; Ider y Amirouche,
1988 y 1989) incluyen las no lincalidades geométricas eldsticas mediante
la incorporacién en la ecuacion del movimiento de una matriz de rigidez
gcométrica obtenida a partir de una expresién de la energia de defor-
macién del cuerpo que ticne en cuenta los términos de orden superior del
tensor de deformaciones. Otros métodos (Kane et al., 1987) las intro-
ducen mediante restricciones geométricas entre los desplazamientos lon-
gitudinales y transversales eldsticos para cuerpos tipo viga. Estos autores
estudiaron el caso particular de una viga en voladizo montada sobre un
soporte con movimiento general. Banerjee y Kane (1989) generalizaron
este analisis al estudio de placas delgadas. En estos procedimientos es
dificil determinar gue términos deben ser retenidos en la expresion de la
encrgia de deformacién con objeto de generar ecuaciones del movimiento
consistentemente lincalizadas.

1.2.3 Método de Bakr y Shabana (1986)

Estos autores expresan el movimiento de un cuerpo deformable del meca-
nismo como superposicién de un movimiento de solido rigido, con grandes
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desplazamientos vy rotaciones, definido por medio de un sistema de refe-
rencia movil unido de alguna manera al cuerpo deformable, y un movi-
miento de deformacién del CUCTpO respecto a esos ejes moviles. Suponen
que las deformaciones permanecen pequenas, pero que los desplazamien-
tos eldsticos respecto a los ejes moviles pueden ser grandes. FEn este
€as0 no es posible linealizar la expresién de la deformacién desprecian-
do sus términos cuadrdticos, por lo que cs posible escribir su expresién
scpardndola en dos componentes:

e=el pen (1.3)

donde [ y ni, denotan, respectivamente, las componentes lineal Yy no
lineal.
Escribiendo ¢l vector de deformaciones en el orden:

€' = [e11 €22 €33 €19 €0y €13) (1.4)

se puede escribir

e=(D;+ Dy)u = D"u (1.5)

donde D; y D, son operadores diferenciales dados por

[ 1 8 10
9y ¢ L = 9 =2
ET 201, 2 Juq
, 0 1d 19 .
_ 9 ~ L9 1.6
D 0 Dy 20w 20z, ( (1.6)
% Lo 19
0 0 =S 0 ‘ ‘

iy 20, 201,
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) 0.1,'1 ().172 (?.’173 (}.L‘Q Jra ().L';g
(1.7)

Fl desplazamicnto eldstico de un punto del cuerpo i@ se puede expre-
sar en funcién de un nimero finito de coordenadas, que constituven los
grados de libertad elasticos del problema. Esto se puede hacer en dos
pasos. kn primer lugar, usando una discretizacién de elementos finitos
es posible escribir

(1.8)

donde NV es una matriz de funciones de interpolacion y g el vector de
coordenadas locales de los nodos en la configuracion deformada del ele-
mento finito correspondiente. Como el mimero de nodos puede ser muy
grande, con objeto de disminuir el ntimero de variables eldsticas, se aplica
ol método de la Sintesis de Componentes que transforma el espacio de las
coordenadas generalizadas nodales (también lamadas fisicas) al espacio
de las coordenadas modales segin

q' = Wpj (L.9)

Usando las Ecs. 1.8 y 1.9, se puede escribir el vector de deformaciones

expresado en la Fe. 1.5 como

e = D"NWp, (1.10)
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La energia de deformacion para un elemento j pertencciente al cuerpo
i se puede escribir como

Ui - [ o1l et gy (L.11)

Para un material istropo eldstico lineal se verifica la siguiente relacién
tension-deformacién:

o' = Elgl (1.12)

donde EY es la matriz de coeficientes eldsticos de Hook. La Ec. 1.11 se
puede escribir como

i / T i gii gy (1.13)
Vi

donde e estd definido en la Ec. 1.10. Usando esta definicién la energia
de deformacién para el cuerpo completo se puede escribir como

SR ST
U = 5Py K" p'; (1.11)

donde K™ es la matriz de rigidez que se obtiene de ensamblar las matrices
de rigidez elementales K™ dadas por

K™ = W*T/ (N D TEDNiaviw (1.15)

Vi

En la Fe. 114, K™ representa la suma de la matriz de rigidez eldstica
convencional K% v de la matriz de rigidez geométrica K&, resultante de
incluir los términos cuadrdticos de la deformacion en la expresién de la
energfa de deformacién para tener en cuenta los grandes desplazamientos

eldsticos.
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Eu el método propuesto por estos autores, el idnico cambio en las
ecuaciones del movimiento con respecto a la formulacién de pequenos
desplazamientos cldsticos consiste simplemente en anadir la matriz de
rigidez geomdétrica a la matriz de rigidez lineal. La matriz de rigidez
geométrica, a diferencia de K., no es constante, sino que depende de
las coordenadas eldsticas axiales, debiendo ser actualizada en cada paso
de tiempo. Esta es la razén de que esta formulacion sea computacional-
mente muy ineficiente. La dependencia de la matriz de rigidez geomeétrica
con los desplazamientos axiales eldsticos ralentiza considerablemente la
simulacion, puesto que no es posible despreciar la vibracion longitudinal,
v, al tener ésta frecuencias muy altas, los pasos de tiempo del proceso de
integracién han de ser muy pequenos.

Algunos autores resuelven este problema considerando solo las fuerzas
axiales que aparecen debidas al movimiento como sélide rigido del me-
canismo. Viscomi y Ayre (1971) estudiaron el comportamiento de un
mecanismo de biela-manivela. Sadler y Sandor (1974) obtuvieron la res-
puesta para un mecanismo de cuatro barras. Yigit et al. (1983) exami-
naron el comportamiento dinamico de una viga girando sobre un soporte
rigido, teniendo en cuenta cl trabajo realizado por las fuerzas de inercia
centrifugas, a cuyo efecto denominaron rigidizacion centrifuga. Recien-
temente ha aparecido un grupo de métodos que sou capaces de modelar
componentes generales (Banerjee y Dickens, 1990; Wallrapp y Schwer-
tassek, 1991; Ryu, 1991) Estos procedimientos son computacionalmente
muy eficientes porque, a diferencia de los anteriores, no necesitan consi-
derar modos axiales. Pero mientras que en el caso de la matriz de rigidez
geométrica la fuerza axial es introducida de una forma relativamente ge-
neral, en estas investigaciones dicha fuerza es simplificada, con lo que
se obtiene una forma lineal menos exacta que reemplaza a la matriz de
rigidez geométrica no lineal.

1.2.4 Método de Banerjee y Dickens (1990), Wallrapp y
Schwertassek (1991)

Banerjee v Dickens introducen la idea de motion stiffness como la rigidez
asociada con el movimiento mds general de un sistema de coordenadas
ligado al cuerpo flexible de alguna mancra. Esta rigidez la reconocen
como una forma de rigidez geométrica originada por un sistema de 12
fuerzas y 9 momentos de inercia distribuidos por todo el cuerpo flexible.

(on objeto de definir las matrices de rigidez tanto convencionales
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como geométricas, se calcula ¢l trabajo virtual realizado por las fuerzas
internas, definido por

S0 = / seiati qiii (1.16)
1

El tensor de deformaciones virtual de ( reen-Lagrange se puede escribir
como

{Ssij = 66? + (56:& (IIT)
donde
L
56;J = 5(51“,]‘ + 6uj,,») (1'18)
66:31 — (5uk,iuk,]’ (1.19)

El'segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff se supone compuesto de
tensiones incrementales resultantes de la deformacién dindmica y de ten-
siones de referencia o inducidas por las cargas de inercia de D’Alembert
que surgen del movimiento como sélido rigido del sistema de coordenadas
ligado al cuerpo. Este tensor se puede expresar como

ot = DK L 5t (1.20)

Sustituyendo el tensor de deformaciones virtual y el tensor de tensiones
en la expresién del trabajo virtual interno se obtiene

U = / (95;J'D“jk[s,k1dV"j + ﬁejja?d‘fﬂj + 585{30{:7‘(11’”‘7’
Vi 1 |52 ,
(Lr.21)

donde se ha despreciado el término cuadritico,
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Usando técnicas de Sintesis de Componentes, cstos autores suponen
que el vector de desplazamientos eldsticos uw se pucde expresar como
una combinacién lineal de funciones de forma modales con coeficientes
a dependientes del tiempo. Usando esta transformacion se llega a la
siguiente expresion para cl trabajo virtual interno

§U = éa” (K + Ka)a + 8a” F, (1.22)

donde K es la matriz de rigidez lineal convencional expresada en térmi-
nos de las coordenadas modales, K ,; es una matriz de rigidez geomaétrica
y F. es un vector de fuerzas adicional.

Banerjee y Dickens (1990) definen 21 matrices de rigidez geométricas
asociadas con las cargas de inercia que surgen del movimiento de sélido
rigido del sistema de coordenadas ligado al cuerpo. Estas matrices de
rigidez geométricas se obtienen mediante analisis cuasi-estdticos para los
que se usa un programa de analisis estructural de elementos finitos. Este
procedimiento es sélo aplicable a un cuerpo flexible sin carga externa,
ya que las tensiones de referencia no incluyen las tensiones inducidas
por las cargas aplicadas externamente y por las reacciones en los pares
cinematicos en la configuracién indeformada del cuerpo flexible.

El método propuesto por Wallrapp y Schwertassek (1991) es similar,
pero su planteamiento inicial es distinto. Ellos no ven su método como
una simplificacién eficiente en la que se han despreciado las fuerzas axia-
les debidas a la propia deformacién del cuerpo, sino como un método que
resuelve una paradoja que se presenta en la mayorfa de los métodos exis-
tentes actualmente. La paradoja es la siguiente: debido a las traslaciones
y rotaciones de sélido rigido de los sistemas de coordenadas ligados a los
cuerpos del mecanismo aparecen fuerzas de inercia que varfan tanto en
el tiempo como a lo largo del cuerpo. Estas fuerzas variables deben estar
equilibradas en todo momento. Walrapp y Schwertassek defienden que la
mayoria de las formulaciones de sistemas multicuerpos flexibles suponen
que las tensiones son nulas en la con figuracién de referencia, por lo que las
fuerzas de inercia variables estarian equilibradas mediante tensiones nu-
las. Para evitar esta paradoja, ellos suponen que las tensiones en la con-
figuracién de referencia o “indeformada” no son nulas, sino que varian de
forma que puedan equilibrar facilmente cualquier distribucién de fuerzas
de inercia. La variabilidad de las tensiones de referencia provoca que
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la configuracién de referencia cambie continuamente. Sin embargo, es-
tos autores afirman que considerar la deformacion de la configuracién de
referencia llevaria a un costo computacional excesivo comparado con la
mejora de la respuesta. Por eso suponen que las tensiones de referencia
son distintas de cero y variables, pero que la configuracion de referencia
no varia. Afirman que la ausencia de términos de rigidez geométrica en
la ecuacion del movimiento resulta de la hipétesis de tensiones nulas en
la configuracién de referencia, por lo que no puede satisfacerse el equilib-
rio entre las fuerzas externas e internas en la configuracién de referencia,
y la ecuacién del movimiento no representa un conjunto de ecuaciones
correctamente lincalizadas alrededor de un estado de referencia on el cual
todas las fuerzas nominales estdn en equilibrio.

En esta tesis no se comparte la opinién de estos autores. La configu-
racion de referencia no es un estado de equilibrio, sino que es una confi-
guracion que se utiliza para describir la posicién de los puntos del cuerpo
mds ficilmente, evitando los problemas asociados a las rotaciones finitas,
y poder ademads disminuir el nimero de coordenadas usando técnicas de
Sintesis de Componentes. Los tinicos estados de equilibrio son los de las
configuraciones deformadas, que son dnicos en cada instante de tiempo.
Las configuraciones de referencia pueden ser muchas distintas, y lo que
si es cierto es que cuando se usa Ja hipdtesis de pequefios desplazamien-
tos es necesario, para obtener respuestas aceptables, elegir el sistema de
coordenadas ligado al cuerpo de forma que sea cierta esta hipétesis para
poder linealizar a partir de ella (Agrawal y Shabana, 1985).

1.2.5 Método de Ryu (1991)

Este autor propone un método para incluir los efectos de las no lineal-
idades geométricas debidas a la deformacién, o, como él los denomina,
los efectos de la rigidizacién por tension, va que los deriva a partir de
las tensiones. Su formulacién es similar a la anterior, pero aplicable a
sistemas multicuerpos flexibles generales, va que incluye los efectos (e
rigidizacién por tensiones inducidos por las fuerzas de inercia del mo-
vimiento de sélido rigido del sistema de coordenadas ligado al cuerpo,
por las fuerzas aplicadas externamente y por las cargas de reaccidn en
las uniones. No incluye los efectos debidos al movimiento del cuerpo
con respecto al sistema de coordenadas ligado a él, y en este sentido se
considera una aproximacién de primer orden.

El método propuesto por este autor para calcular la matriz K" con-
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siste en obtenerla a través de una serie de analisis estructurales. Los
coeficientes de influencia I(,rvl asociados con los doce términos dependien-
tes del tiempo (Fry Py, T2y Wey Wy, Wr, w?, '.uj, W wewy, wyws, W)
se generan mediante andlisis estructurales cuasi-estdticos, para los que
se utiliza el método de los elementos finitos si las geometrias son com-
plicadas. La matriz de rigidez geométrica K”‘ se obtiene aplicando el

principio de superposicion:

—~—T1

i o ," s . oxn . T L, TS L. Tsn 2”:71

yt L gt —n —~n s .
+ w, Ky +w;Kg+ wew, Ko +wyw. K +ww Ky, (1.23)

En caso de cargas aplicadas externamente o reacciones se calculan los
coeficientes de influencia de forma andloga, obteniéndose una matriz de
rigidez I&,,; La matriz de rigidez geométrica se obtiene combinando
ambas matrices segin la expresion

K" =& (K + Kp)® (1.24)

o~y

donde @ es la matriz modal en el espacio nodal. Tanto ?7; como Ky
dependen del estado de aceleraciones y reacciones, ambos desconocidos
a priori, por lo que se aproximan usando los valores del paso de tiempo
previo. Puede usarse un método iterativo para actualizar estos valores.
El término F7 de la Ec. (1.22) se obtiene aplicando el principio de su-
perposicion de forma similar.

Fon la literatura de los sistemas multicuerpos flexibles, existe una dis-
cusién sobre la importancia prictica de los efectos de las no linealidades
geométricas debidas a la deformacion de sus componentes (London, 19393
Kane et al., 1989). La inclusién general de estos efectos no lineales en
el sistema de ecuaciones del movimiento es diffcil y computacionalmente
costosa. Esto, unido al hecho de que no son siempre significativos, lle-
va a la necesidad de obtener un criterio para determinar, previamente
a la simulacién dindmica real, si es necesario introducir los términos de
rigidez no lincales para analizar un mecanismo cn unas condiciones de
operacién determinadas.



I8 Introduccién

Ryu et al. (1992) presentan un criterio que se basa en un examen
cuerpo a cuerpo de la variacion del primer autovalor que resulta de anadir
ta matriz de rigidez geométrica modal a la matriz de rigidez lincal modal.
Como la matriz de rigidez geométrica depende de magnitudes descono-
cidas a priori, como las aceleraciones y reacciones, seria necesario aplicar
el criterio simultdncamente a la integracion de las ecuaciones, por lo que
no servirfa para el propésito previsto. Para solventar oste problema,
s¢ puede realizar una aproximacién analizando los cuerpos como sélidos
rigidos para generar las aceleraciones y reacciones desconocidas.

Estos autores concluyen que cambios significativos en la respuesta,
usando o no la matriz de rigidez geométrica, se obtienen cuando la
variacion del primer autovalor de cualquier cuerpo del sistema es superior

al 10%.

1.3 Resumen y objetivos

Fista tesis presenta dos nuevas formulaciones de las ecuaciones que gobier-
nan el comportamiento dindmico de los sistemas multicuerpos flexibles
planos. Estas incluyen los efectos geométricamente no lineales deriva-
dos de la existencia de grandes desplazamientos eldsticos en los cuerpos
que componen el mecanismo. Bajo condiciones de operacidn severas o
cuando los cuerpos son muy flexibles, la importancia de las no lineal-
idades geométricas cldsticas puede ser muy grande, influyendo sustan-
cialmente en la respuesta. A pesar de su importancia, no muchas de
las formulaciones que se encuentran en la literatura incluyen estos efec-
tos. Algunos métodos son simplificaciones quc evitan la ineficacia com-
putacional y los problemas numéricos que suelen levar asociados. En
el segundo capitulo de esta tesis se presentan, usando un planteamiento
de medio continuo, las dos formulaciones geométricamente no lineales
propuestas en este trabajo. Con estos dos planteamientos se pretende
mostrar como partiendo de las mismas hipétesis se puede llegar a formu-
laciones completamente diferentes, siendo una de ellas muy ineficiente
y numéricamente inestable y presentando la otra un comportamiento
opuesto. Esta dltima es comparable, en términos de eficiencia computa-
cional, a los métodos simplificados, presentando, sin embargo, un grado
de aproximacién mayor.

Fstas dos formulaciones geométricamente no lincales se desarrollan
usando el método de los elementos finitos en el tercer y cuarto capitulo,
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respectivamente.  Este método permite la simulacién de sistemas mds
generales pero su formulacidn, aunque similar a la de medio continuo,
conlleva un mayor nimero de transformaciones, por lo que se prefirid
comenzar por este iltimo para una mejor comprensién de las aproxima-
clones propuestas.

En el capitulo quinto se presentan los resultados numéricos obteni-
dos con los dos planteamientos: medio continuo y clementos finitos. Se
comparan entre si las formulaciones geométricamente no lincales desarro-
lladas on esta tesis, asi como con los resultados de otros autores.

En el capitulo sexto se analizan brevemente las formulaciones des-
arrolladas y las conclusiones derivadas de las mismas.

Por tltimo, en los dos apéndices de esta tesis se presenta alguna in-
formacién auxiliar. En el primero (A) se aplica a un elemento particular
la primera de las formulaciones presentadas. En el segundo (B) se de-
sarrolla la matriz de masa de la segunda de las formulaciones usando
el método de los elementos finitos, ya que al tener una expresién muy
compleja se ha preferido incluirla en un apéndice.



Capitulo 2

Formulacién con Modos
Supuestos de la Viga en el
Caso Plano

Fn dindmica de los sistemas multicuerpos flexibles, dependiendo de cdmo
se elijan las coordenadas generalizadas que describen la configuracidn de
los mismos, las técnicas de generacién de las ecuaciones del movimicnto
pueden dividirse en dos grupos:
1. Mctodos Cldsicos, lamados también de los modos supuestos (Chu
y Pan, 1975; Badlani y Midha, 1982): Estos métodos usan técnicas
clasicas de aproximacién, tales como los métodos de Rayleigh-Ritz,
para describir la deformada de los cuerpos que componen un sis-
tema multicuerpo flexible. Llevan a cabo, por tanto, un estudio
directo como medio continuo que permite una comprensién mds
profunda de la fisica del problema, pero presentan la dificultad de
ser de diffcil sistematizacién y no generalizables al caso de cuerpos
deformables con formas geométricas complejas.

2. Método de los Elementos Finitos (Song y Haug, 1980; Shabana,
1982; Cardona et al., 1988): El método de los elementos finitos
(MEF) se puede visualizar como un caso especial de los métodos
clasicos en donde el cuerpo deformable se divide en pequenas re-
giones llamadas elementos. Los desplazamientos de los nodos son
las incégnitas basicas del problema. Como resalté Cook (1981), el
uso del método de Rayleigh-Ritz tiene dos propiedades indeseables.
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Primero, los campos de desplazamientos supuestos deben cumplir
las condiciones de contorno. Y, en segundo lugar, las coordenadas
carecen de un significado fisico. Kl método de los clementos finitos
resuelve ambos problemas usando como coordenadas los desplaza-
mientos y giros de los nodos, v describiendo el campo de desplaza-
mientos entre nodos mediante funciones de interpolacion.

Este capitulo desarrolla la formulacién de las ecuaciones del movi-
micnto de un sistema multicuerpo flexible basada en una teorfa geomé-
tricamente no lineal eldstica usando un planteamiento continuo de los
perteuecientes al primer grupo. En los dos capitulos siguientes se formu-
lardn dichas ecuaciones usando el método de los elementos finitos.

En primer lugar, antes de entrar en la formulacién propiamente dicha,
se analiza el tensor de deformaciones, ya que, como se ha indicado en el
capitulo primero, en su expresién radica la diferencia con las formula-
ciones que no incluyen los efectos de los grandes desplazamientos. Para
formular las ecuaciones se presentan, en el segundo apartado, las coor-
denadas generalizadas que describen la configuracién del sistema. En el
tercero se habla del campo de desplazamientos supuestos para describir
la deformada de los cuerpos. En el cuarto ¥ quinto, sc obticnen las ex-
presiones de la energfa cinética y potencial de cada cuerpo en funcién de
sus coordenadas generalizadas. En el siguiente apartado se describen las
ecuaciones de restriccidn cinemdticas para a, continuacién, en el séptimo,
obtener las ecuaciones de Lagrange del movimiento de un cuerpo del me-
canismo. En los cuatro apartados siguientes se particularizan las ecua-
ciones del movimiento para cuatro aproximaciones distintas. La primera
considera que los desplazamientos debidos a la deformacién son pequeiios
y es, por tanto, la menos general. Las otras tres son formulacionoes
geométricamente no lineales eldsticas. La primera de estas tres se pre-
senta por ser usada por muchos autores y se compara con las dos tltimas
que son las desarrolladas en esta tesis. Estas dos formulaciones parten de
las mismas hipétesis pero difieren en las coordenadas generalizadas que
utilizan. Esto hace que para una de cllas, la dltima que se presenta, sea
preciso recalcular las expresiones de la energfa cinética, energfa poten-
cial y ecuaciones de restriccidn, en funcién de las nuevas coordenadas, lo
que se presenta en el undécimo apartado. En contraposicion a este desa-
rrollo adicional, la tltima formulacién presentada es considerablemente
mas eficiente que la otra desarrotlada en este trabajo, e incluso que las
anteriores, ain siendo mds general.
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2.1 FEl tensor de deformaciones

(wando se aplican fuerzas sobre los cuerpos, éstos se deforman, cam-
biando de configuracién v de volumen. Si se consideran dos puntos situ-
ados entre si a una distancia dl. tras la deformacién la varfa la distancia
pasando a ser dlI’. La variacién de una Jongitud infinitesimal cuando el
s6lido se deforma viene dada por (Landau, 1969)

Al = dI? + 2 e;pduiday, (2.1)

donde €, os el tensor de deformaciones y estd definido como

1 <(‘)ui dup  dy _(_)l{[_)

€k = St 3 i A
' 2\ ey, Ox; Oz Oty

variando los {ndices entre 1 y 2 en el caso plano.

En la mayoria de las aplicaciones pricticas las deformaciones son
pequefias. Esto significa que la variacion de una longitud, comparada
con la longitud misma, es pequefia. Si un cuerpo estd sujeto a peqitenas
deformaciones, todos los componentes del tensor de deformaciones son
pequeiios ya que sus elementos representan las variaciones relativas de
longitud en el cuerpo.

Fn muchos casos es también posible considerar que el vector desplaza-
miento correspondiente a una pequefia deformacién es también pequeno.
Si esto es asf u; es pequeiio y se puede despreciar el iltimo término de
la Ec. (2.2), por ser un orden de magnitud menor que los anteriores. kil
tensor de deformaciones para pequefios desplazamientos se simplifica a

e = (.‘)“" N @‘i) (2.3)

2\ dr L ix i

Sin embargo, a veces, el vector de desplazamientos puede ser grande,
adn para pequenias deformaciones; es decir, el cuerpo puede deformarse
de tal manera que algunas partes de él se muevan cousiderablemente sin
que ocurran extensiones o compresiones importantes dentro del cuerpo.
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Cuando los sistemas mec4nicos operan a altas velocidades, en determi-
nadas ocasiones, las deflexiones de sus elementos pieden ser lo suficien-
termente grandes como para causar cambios significativos en la geometria
del sistema. Este cfecto puede ser atin mas acusado si ademss estan fa-
bricados con materiales ligeros, como es la tendencia actual en robotica
y tecnologia acroespacial. En estas aplicaciones no es posible simplificar
la formulacién cousiderando pequeiios desplazamientos.  Es necesario
suponer que existen grandes desplazamientos y trabajar con la expresion
geueral del tensor de deformaciones de la Ec. (2.2).

Es posible, por tanto, dividir dicho tensor en una parte lineal y otra
no lineal, segiin

eik = el + €} (2.4)
donde
/0w, Ouy
{ ! .
== — + == 2.5
Fik 2 (éhu. + f):r;) (2:5)
y

ent = L (dul ‘)"‘) (2.6)

2\ dx; Oz

El tensor de deformaciones ¢!, estd formado por términos lineales en
iN

las derivadas de los desplazamientos. En aquellos problemas en los que
tanto los desplazamientos como las deformaciones sean pequernos, este
término es mucho mayor que el no lineal, por lo que e;‘lf se desprecia,
simplificindose la formulacién. Cuando los desplazamientos son grandes,
los términos cuadréticos en sus derivadas pueden ser del mismo orden que
los lineales, debiendo ser tenidos en cuenta en el andlisis.

Conocido el tensor de deformaciones es posible obtener la expresién
de la energfa de deformacién para un cuerpo eldstico lineal como

U= i/‘ e"EedV (2.7)
2 fy
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donde I/ es la energfa de deformacion, e es un vector, de dimension 3 en
el caso plano, cuyvos elementos son las componentes del teusor de defor-
maciones, E es una matriz simétrica cuyos clementos dependen de las
propiedades del material, y ¥ es el volumen del cuerpo elastico. Usando
la e (2.1), la Ec. (2.7) se puede reescribir como

1 e . e )
[ = 3 / (611 Eel + 26T Bent 4+ e’ Ec"ydV (2.8)
y

Fl primer término de esta expresién representa la energia de deformacion
de la formulacién de pequeiias deformaciones y pequeiios desplazamien-
tos, mientras que los otros dos términos surgen de la contribucion del
componente no lineal €™ de la relacién deformacién-desplazamiento. Ios-
tos dos términos adicionales tienen en cuenta el cambio en la geometria
debido a la existencia de grandes desplazamientos, es decir, incluyen el
ofecto de las no lincalidades geométricas.

A continuacién se desarrollan las ecuaciones dindmicas que gobiernan
el movimiento de los sistemas multicuerpos flexibles. Las formulaciones
geométricamente no lineales, basadas en la Ec. (2.2), presentadas en
este trabajo, son una extensién de la formulacién lincal desarrollada por
Shabana (1989). Es importante aclarar que todas las formulaciones de
sistemas multicuerpos son necesariamente geométricamente no lineales,
puesto que los cuerpos pueden experimentar rotaciones finitas. Cuando
en este trabajo se habla de formulaciones lineales y no lincales, se hace
referencia exclusivamente a si los desplazamientos debidos a la defor-
macion de los cuerpos son grandes o pequeiios. En el primer caso, la
formulacion se denominard no lineal, mientras que si los desplazamientos
son pequefios se hablard de una formulacion lineal. Por simplicidad, las
formulaciones son aplicadas a vigas en el plano, aunque serfan facilnente
generalizables a vigas y placas tanto en el plano como en el espacio.
Aunque la formulacién no sea aplicable a cualquier geometria, queda
justificado su estudio ya que la mayorfa de los mecanismos existentes
pertenecen a alguno de los grupos antes mencionados.

2.2 Coordenadas generalizadas

La configuracién de un cuerpo flexible @ se puede ¢ k‘s(‘rxblr usando dos
conjuntos de coordenadas: las coordenadas de referencia q: que definen
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deformada

x! \‘indeformcdc

Figura 2.1: Coordenadas del cuerpo deformable

la localizacién R y la orientacién 6° de un sistema. de referencia asociado
al cuerpo 7, denominado XY con respecto al sistema de coordenadas
global XY, como se muestra en la Fig. 2.1; y las coordenadas eldsticas
qf, que describen la deformacién del cuerpo con respecto al sistema de
referencia del cuerpo. El vector de coordenadas q* del cuerpo i se puede
escribir, entonces, como

q;

qz':(‘#):/gf) (2.9)

En la notacion empleada en este capitulo, los caracteres en negrita se
usan para representar madtrices y vectores expresados en el sistema de
coordenadas global, y los caracteres en negrita suprarayados se usan
para vectores definidos en el sistema de coordenadas local, es decir, en
el sistema de referencia del cuerpo.
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2.3 Campo de desplazamientos supuestos

Un cuerpo flexible es un sistema continuo y, por tanto, posee un namero
infinito de grados de libertad (el niamero de componentes de qj, deberfa
ser infinito). Sin embargo, se puede obtener una solucion razonable
aproximando el campo de desplazamicatos debidos a la deformacion me-
diante una serie finita de funciones de forma. El campo de desplaza-
micntos supuestos W' para el cuerpo flexible i se suele escribir usando la

técnica de separacién de variables como
Wizt y' ) = Sty gt (2.10)

donde W' es el desplazamiento de un punto perteneciente al cuerpo @
debido ala deformacién, zt e y* son las variables espaciales, t es el tiermpo,
y 5% es la matriz de funciones de forma.

Como se muestra en la Fig. 2.1, la posicién global de un punto arbi-
trario perteneciente al cuerpo i puede escribirse como

r = R 4+ AT (2.11)

donde ' es el vector de posicién local del punto arbitrario, y A’ es
la matriz de transformacion del sistema local del cuerpo al sistema de
coordenadas global fijo, definida como

costt  —senb (2.12)

senft  cosf

Al =

La hipétesis de sélido rigido de nn cuerpo implica que la distancia en-
tre dos puntos arbitrarios pertenecientes a dicho cuerpo permanece cons-
tante, lo que lleva a que la longitud del vector T permanezca constante y
sus componentes con respecto al sistema de coordenadas ligado al cuerpo
permanezcan invariantes. Sin embargo, cuando se consideran cuerpos
deformables, la distancia entre dos puntos arbitrarios pertenecientes al
cuerpo eldstico no tiene necesariamente que mantenerse constante. Fl
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vector &' se puede dividir en dos vectores, como muestra la Fig. 2.1:
=, 4w (2.13)

donde &} representa el vector de posicién de un punto arbitrario en el
estado indeformado expresado en el sistema de coordenadas local, y w*
el desplazaniiento debido a la deformacién expresado en la Ec. (2.10). Es
decir

@ =7, + S'q} (2.14)
Usando la Ec. (2.14), la Ec. (2.11) se puede reescribir como
v = R'+ AT + Sig') (2.15)

donde se expresa el vector de posicién de un punto cualquicra del cuerpo ¢
en funcién de sus coordenadas de referencia y eldsticas.

2.4 Energia cinética

La energia cinética se define como

T:§/pw%ww (2.16)
Vi

donde ply Vi son, respectivamente, la densidad y el volumen del cuerpo t,
y 7' es el veetor velocidad de un punto del cuerpo 1.
La velocidad, 7, se puede de la Ec. (2.11) con respecto al tiempo:

=R+ AT+ AT (2.17)
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donde el punto sobre cada simbolo representa derivada con respecto al
ticmpo. Interesa expresar los términos de esta ecuacién en funcion de
las coordenadas generalizadas del cuerpo y de sus derivadas temporales.
Para ello, usando la Ec. (2.12). la derivada de la matriz de transformacion
Al se puede escribir como

A= Ay (2.18)

donde A} es la derivada con respecto a # de la matriz A, siendo, como

ésta, una matriz ortogonal, cuya expresion es

Al = (2.19)

costt —senf’

—senft —cosh )

. . . . .y 1 . ..
Usando la Ec. (2.14), se obtiene la expresion de w en funcion de las
derivadas temporales de las coordenadas eldsticas del cuerpo i como

i = 5 (2.20)
Sustituyendo las Ecs. (2.18) y (2.20) en la Ec. (2.17) sc obtiene
M= R+ AT + ATSYGY (2.21)

Fn esta ecnacién el vector R representa la velocidad absoluta del origen
del sistema de referencia asociado al cuerpo. El dltimo término A‘S‘(‘;}
representa la velocidad del punto P debida a la deformacién del cuerpo,
definida con respecto a un observador estacionado en el sistema de refe-
rencia, por lo que, en caso de solidis rigidos, dicho término serfa nulo. [l
término central Aﬁ,ﬂ'iéi depende de la rotacién del sistema de referencia
asi como de la deformacion eldstica del cuerpo. Para poder in terpretarlo
correctamente son necesarias algunas transformaciones. Es posible repre-
sentarlo como un producto vectorial si se opera de la siguiente forma:

Aad = —senf —cost! ( ﬁ’l )91
g - 7

cosflt —senf! i
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Y costt  —send’ i .
LU = — . . - ! ) D)
ot ( senft  cosf ) ( -0} )9 (2.22)

Ademds se puede verificar facilmente que

=l

]

( 2 ) 0' =% x w (2.23)

t

~

donde x representa un producto vectorial y w os el vector velocidad an-
gular, que debido a que sélo se estudia el movimiento en ol plano, su tnica
componente no nula es la perpendicular a éste, es decir, w =0 0 9‘}1
Se puede escribir, por tanto, que

AT =~ AT x w) = Alw x T) (2.24)

A la vista de la Ec. (2.24) se puede interpretar el término central de la
Ec. (2.21) como la velocidad debida a la rotacién del sistema de referencia
del cuerpo, cuyo médulo es igual al producto de la velocidad de giro
por la distancia del punto P al origen del sistema de referencia, y cuya
direccién es perpendicular a la linea que une el punto P con el origen de
dicho sistema.

La Bec. (2.21) puede ser escrita matricialmente como

= (1, A A'S)| g (2.25)

donde I, es la matriz identidad de dimensién 2 x 2. Esta ecuacién se
expresa de forma compacta como

=L (2.26)
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T

s T Sy
donde ¢¢ = [q. q " = [R
velocidades generalizadas del cuerpo iy Lt es la matriz

A 1T e el vector total de

Li — ( I, Zﬁi Aisi ) ( K

b
SN
-3
e

Sustituyendo la Ec. (2.26) en la Ec. (2.16) se puede cscribir la energfla
cinética como

[
N
Z

.r]‘z [ / /)1('11TL17 Lz(:f ([‘,'l (.
2 Vit

En la expresién anterior es posible escribir fuera de 1a integral el vector
de velocidades generalizadas, ya que éste es funcién exclusivamente del
tiempo. Fl resto de las magnitudes presentes en la ccuacion dependen de
la posicién que ocupe el punto P en el cuerpo, ademds de poder depender
del tiempo. Por tanto, se puede escribir

T = :Eq’T (/ /)'L"7 Lt (ﬂ'") q (2.29)
Jy

o de forma compacta como

T = gt MY (2.30)

donde M es la matriz de masa del cuerpo ¢, definida como

1\/[£:/ P AR AR (2.31)
Y
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2.5 Energia potencial

En el calculo de la energfa de deformacién /i de una viga en el plano,
es habitual despreciar la deformacién por cortante de la viga. haciendo
esta simplificacién dicah energia se puede representar por

Ut = / [ / ot Y dv (2.32)
Vv Jo

En el caso de grandes desplazamientos pero pequenas deformaciones, se
utiliza la expresién general del tensor de deformaciones de la Ec. (2.1).

Particularizdndola para obtener la deformacién normal, se tiene que

v i il 5 e
grx - grx + 5::;17 (2'3';)
donde
it
8“ _ 0&
A Y

piul _ l ()'!li z + ] (‘)I?i z
I I W 2\ dat

siendo 2’ la coordenada espacial a lo largo del eje de la viga; u! = ul v
' = uj,los desplazamientos eldsticos logitudinal y transversal, respecti-
vamente, ambos medidos desde la posicién indeformada.,

La deformacién no lineal est4 compuesta por dos términos que no son
del mismo orden. Los desplazamientos transversales eldsticos son mucho
mayores que los longitudinales, por lo que (Ou'/92%)? puede ser despre-
ciado frente a (0v'/dz%)2. Con ello, las componentes de la Fc.(2.33)
pasan a ser

i du

i dat

17 I {‘}Ui : S
el = E(JT’> (2.34)
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u*= uo — Vo'y

[9]e]
Y 1 Vo

Figura 2.2: Desplazamientos de un punto no perteneciente al eje neutro

Suponiendo que las secciones planas permanecen planas tras ser de-
formadas, como se muestra en la Fig. 2.2, las componentes de la defor-
macién de un punto situado a una distancia y' del eje neutro de la viga
se pueden escribir como (Przemieniecki, 1968)

Eil _ (‘)Ufo _ 02(/‘3 H
rr Ozt (‘)1‘2'
oo\ 2
41
~ind — l ()?"0 (2 -35)
oz 2 \ 9z o

donde u! y v¢ son los desplazamientos u® y o' del eje neutro de la viga,
es decir, para y* = 0.
Fn el caso de un material con comportamiento isdtropo lineal,

o= Kiel, (2.36)
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donde E' es el médulo de elasticidad del material,
Sustituyendo la Ec. (2.36) en la Ec. (2.32) ¢ integrando, se obtienc I

expresion

v

I

MO} —

L
/ BAe, T dat (2.37)
Jo

en la que A" es el drea de una seccién de la viga y L es su longitud.
Introduciendo la Ec. (2.35) en la Ec. (2.37) y operando se llega a

S B R A S B A ORI
U = —/ BrA (%) dz' + —/ A (“*) dat
2 /s Dt 2 Jo dzi*

Lol oout (ouiNT 1 fE R it
9 EPA o= o Azt 5 —{ = b (2.38
" 2/(; it (0.1:‘) “r ¥ 2/, 4 (anx) ds' (2.38)

donde ' = fm y‘vz(lzl" es la inercia de la seccidn.

Comparando las Ecs. (2.8) y (2.38) es posible identificar términos.
Las dos primeras integrales de la Ec. (2.38) corresponden al primer
término de la Ec. (2.8), ya que contienen exclusivamente la componente
lineal de la deformacién. Estas dos integrales dardn lugar a los términos
lineales de rigidez axial y transversal, respectivamente. La tercera inte-
gral de (2.38) corresponde al segundo término de (2.8) y es un término
de tercer orden que generard, por tanto, una fuerza eldstica o término de
rigidez de segundo orden que acople las deformaciones lineales y no line-
ales. Finalmente, la dltima integral de (2.38) se identifica con el wltimo
término de (2.8) y es funcién solamente de la deformacién no lincal,
siendo una integral de cuarto orden que conduce a una fuerza eldstica o
término de rigidez de tercer orden.

Todos los términos, lineales o no, expresados en la Ec. (2.38) son
del mismo orden de magnitud cuando existen grandes desplazamientos
debidos a la deformacién en el sistema. Se pueden comparar, a modo
de ejemplo, la primera y dltima integral de la expresién anterior. Fn la
primera aparece el cuadrado de la derivada del desplazamiento longitudi-
nal elastico, mientras que en la dltima aparece la derivada del desplaza-
miento transversal eldstico a la cuarta potencia. Como las deflexiones de
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la viga son generalmente mucho mayores que los desplazamientos longitu-
dinales debidos a la deformaciéu, ambos términos pucden ser del mismo
orden.

Para la energia de deformacién es posible hacer un desarrollo andlogo
al realizado para la energia cinética. Para ello hay que expresar los
desplazamientos segin el eje del cuerpo u' y transversal a ¢l v, en
funcién de las coordenadas cldsticas del cuerpo. En la Fig. 2.3 se pone
de manifiesto que las componentes del desplazamiento @' en el sistema
de referencia del cuerpo son los desplazamientos v y v, solamente, si el
eje X'¢ coincide con el eje de la viga en el estado indeformado. En este

Caso

. ) = S'q} (2.39)

4

Si éste no es el caso, el eje indeformado de la viga formard un angnlo cons-
tante o con el eje de abeisas, v serd posible obtener los desplazamientos
u' y v' a partir del vector ' mediante una matriz de transformacion
constante. Es decir,

ut coset  sena’ wy . N
)= ; ; . (2.40)
k — SEeTLY OSKY 11‘2

In cualquier caso, usando la Ec. (2.10) puede escribirse la expresion
general de la energla de deformacién de la Ec. (2.38) en funcién de las
coordenadas generalizadas del cuerpo @ como

[

A R
V=54 K'q (2.41)

donde K es la matriz de rigidez del cuerpo.

2.6 Restricciones cinematicas

Los componentes de los sistemas multicuerpos flexibles no son libres,
ya que estan unidos entre si mediante pares cinemalicos que permiten
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deformada

W

indeformada

Figura 2.3: Desplazamientos u y v de un punto del cuerpo

el movimiento relativo entre ellos, o bien, algunos de sus puntos tienen
especificada la trayectoria a seguir. Para un sistema formado por nb cuer-
pos y sujeto a m ecuaciones de restriccién cinemdticas, éstas se pueden
representar por el sistema de ecuaciones algebraicas no lineales sigulente:

Cilq.t) =
-Cz(q,t) = 0

(2.42)
Cnlg.t) = 0

donde g es el vector de coordenadas del sistema completo definido por

T 5T Y
g=I[¢" q* - g*|T

Supéngase, por ejemplo, un sistema formado por dos vigas unidas
mediante un par de rotacién, como se muestra en la Fig. 2.4. Esta
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unién permite rotacién relativa alrededor de un punto P comin a los dos
cuerpos. Bs decir, las ecuaciones de restriceién para este par cinemitico
se obtienen obligando a los puntos P!y P? a coincidir en todo momento.

7’1):7'?) (.2 1‘;)
o bien
7'}) — 7'?) = 0 (2’1!)
R'+ A'ul, - R? - A%} =0 (2.45)
R' + A'(pl + Sphe}) — R* — A*(upl — Shq}) =0 (2.46)

Jcuaciones vectoriales que equivalen, por tanto, a dos escalares. s
decir, un par de rotacion genera dos ecuaciones de restriccién, y por
tanto, como es bien conocido, elimina dos grados de libertad del sistema.,
[icnaciones similares a las anteriores se pueden encontrar en la literatura
para cualquier tipo de restriccién cinematica (Nikravesh, 19383; Shabana,
1989: Haug, 1989). Elsistema de ecuaciones de restriccién dela Ec. (2.42)
se pucde escribir de forma compacta como

C(g.l)=o0 (2.47)

Una vez obtenidas las expresiones de la energfa cinética, de la energia
potencial de deformacién, y de las ecuaciones de restriccion cinematicas,
en funcién de las coordenadas generalizadas del problema, se formu-
laran, en el siguiente apartado, las ccuaciones del movimiento, usando

un planteamiento energético.
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=

Figura 2.4: Par de rotacién

2.7 Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones de Lagrange para cada cuerpo ¢ del mecanismo con res-
tricciones tienen la siguiente expresién :

d(&T‘)T (a'z‘f)T (an)T Ty o

donde X es el vector de multiplicadores de Lagrange, Q! es el vector de
fuerzas externas generalizadas, y Cq‘ es la submatriz de la matriz jaco-
biana de las restricciones correspondiente a las coordenadas del cuerpo 1,
Las filas de la matriz jacobiana son las derivadas de cada una de las
ecuaciones de restriccién cinemiticas con respecto a las coordenadas del

sistema:

Cq=(Cq Cq ... Cqu ) (2.49)



Fcuaciones del movimiento 39

donde
o ) . -
<qu)'1k'—‘ (W{) g=1....m k=1....n{1) (2.50)

donde n(i) es el nimero de coordenadas del cuerpo i, suma de las tres
coordenadas de referencia, las dos componentes de R v #, més las coor-
denadas eldsticas qj, cuyo nimero puede ser distinto para cada cuerpo.
El ndmero de componentes de qij se elige dependiendo de la geometria y
condiciones de carga de cada elemento eldstico.

Usando la expresion general de la energia cinética de la Lc. (2.30),
se pueden escribir los dos primeros términos del primer miembro de
Ec. (2.48) como

A\ T ain T , T
1 [or )T SRR IR A BT |
K A -(f ) :M’éj’+Mc’1'—<—,)LqT (—q'rl\/fzq‘>> (2.51)
(

dt Odi dqt 2
o bien
d (0%‘ "N e - g 2.5
di ()q, 0q1 - 4 q v ("" “)
donde se ha definido un vector f} €oIno
NN I Ry M) 2.53
Q; q+2<0q,(q q) (2.53)

ste vector representa las fuerzas de inercia centrifugas y de Coriolis y es
o < Y

por tanto, un vector de fuerzas de inercia dependientes de la velocidad,
por lo que también se le conoce como vector de velocidades cuadraticas.
Usando la definicién de la energfa de deformacion expresada en fa
Ec. (2.41), puede escribirse el vector de fuerzas eldsticas generalizadas
representado en ¢l tercer término del primer miembro de la Bc. (2.4%)
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Como

o,
I o
(i—> =Kig'- Q' (2.54)
dq’

donde se ha definido Q! como un vector de fuerzas cldsticas no lincales,
que solamente es distinto de cero cuando la matriz de rigidez K' no cs
constante.

Sustituyendo las Bcs. (2.52) ¥ (2.51) en la Ee. (2.48). se obtiene la
siguiente ecuacién matricial del movimiento de un cuerpo del sistema,
multicuerpo flexible.

MG+ K'¢'+ Cl A= Q. + Q) + (2.55)

En los tres siguientes apartados se discutirdn diferentes formulaciones
de las fuerzas eldsticas generalizadas.

2.8 Formulacién lineal

La formulacién lineal (L) supone que tanto los desplazamientos debidos
a las deformaciones como estas mismas, permanecen pequefios, de forma
que el término de segundo orden de la relacién deformacién-desplazamiento
puede ser despreciado. Haciendo uso de esta hipétesis, la expresién de la
energia de deformacién puede escribirse como

A ouiNt o it
I 250 O il WL it i dat
At e A (=

la cual, haciendo uso del campo de desplazamientos supuestos, puede
reescribirse como

]

56)

i Lo
v 25((1 Kiq') (

[ AV
[
-1
R
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en la que K es la matriz de rigidez constante. Consecuentemente el
vector de fuerzas elasticas no lineales @, cs nulo. y el vector de fuerzas
olasticas resultante es lineal como se muestra en la siguiente exprosion:

it o
<__) = K¢ (2.58)
dq

Fo el caso de la formulacién lineal, el sistema de ecuaciones del movi-

miento se reduce a

.
N
ool
e
g

~—

Mg+ Kiq +Chx=Q.+Q,

2.9 Primera formulacién no lineal

La formulacién no lineal NL1 (Turcic y Midha, 1984; Bakr y Shabauna,
1986; Liou y Erdman, 1989) retiene el término no lincal de tercer orden
de la energia de deformacién expresada en la Ec. (2.38). En este caso, la
energfa de deformacién se puede escribir como

‘ LT 7 T B A L L
Uvr = ~/ A QI—[—) dr' + _~/ B <( L)> dr!
2 O ()Jfl 2 Jo (’);If‘“
L P Tt L
- A" —— | — | da' 2.60
ol /0 Jdut <0‘L“) ! (2.60)

que pucde escribirse de forma compacta como

= E(q'l Kig+q Kig) (2.61)

donde K| es conocida en 1a literatura como matriz de rigidez geoméirica,

y depende lincalmente de las coordenadas eldsticas axiales.
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Son dos las hipStesis bdsicas que se usan en el procedimiento pre-
sentado en este apartado. En primer lugar, se desprecia el término de
cuarto-orden de la expresidn de la energia de deformacion. Fn segundo
lugar, se desprecian las derivadas de la matriz de rigidez geométrica I{;
con respecto a las coordenadas eldsticas. A la vista de estas hipdtesis, se
tiene que

au\" i ~iy i

Por tanto, la matriz de rigidez del cuerpo deformable consta de dos
partes: la matriz constante Kf y la matriz de primer orden K; Las
ecuaciones del movimiento que incluyen el efecto de las no linealidades
geométricas eldsticas se pueden obtener afiadiendo simplemente la matriz
de rigidez geométrica, K; a la matriz de rigidez lincal K} en la Ec. (2.59),
conduciendo a

M'¢' +(K{+ K})qd' + Cha = @l + @} (2.63)

Este procedimiento puede ser ficilmente desarrollado en un programa
de andlisis de multicuerpos flexibles. Para un gran nimero de aplica-
ciones los resultados que se obtienen son de una aproximacién aceptable.
Sin embargo, tiene dos graves inconvenientes:

L. Generalmente, los valores de las rigideces axiales son varios érdenes
de magnitud mayores que los de las rigideces transversales. Conse-
cuentemente, los desplazamientos eldsticos en la direccién transver-
sal ticnen amplitudes mucho mayores y frecuencias mucho mas ba-
Jas que los desplazamientos eldsticos en la direccidn longitadinal.
Por esta razén, puede resultar aconsejable, en muchas aplicaciones
prdcticas, despreciar los desplazamientos longitudinales debidos a
la deformacién. Ello no modificarfa sustancialmente la respuesta,
pero si aumentaria considerablemente la cficiencia computacional,
ya que el paso de tiempo para la integracién numérica estd en
relacién inversa con las frecuencias mds altas que intervienen en
la respuesta. En el procedimiento presentado en este apartado,
sin embargo, la matriz de rigidez geométrica depende de las coor-
denadas eldsticas axiales, y por tanto se convertirfa en la matriz



Segunda formulacién no lincal 43

nula si se desprecian los desplazamientos axiales, reduciéndose la
formulacion a la presentada en el apartado anterior.

2. Ademis, la aproximacién usada en la formulac ion NIt puede no
ser suficiente conduciendo a respuestas erréneas para algunas apli-
caciones pricticas, como se comprobard en el capitulo de resultados
numéricos. Para estos casos es necesario una formulacion con un
mayor grado de aproximacién, como los dos procedimientos que se
presentan a continuacién y que han sido desarrollados en esta tesis.

2.10 Segunda formulacién no lineal
La formulacién no lineal NL2 considera la expresién general para la

energfa de deformacion mostrada en la Ec. (2.38), que puede reescribirse
COmo

(‘1 "Kiq +q" K ' +q TKiq') (2.64)

donde K73 es una matriz de rigidez no lineal de segundo orden. La
ecuacion anterior conduce a

iy’ P o s
—(El— =(K + K, + Ki)q' - Q. (2.65)
donde

(‘)K,u) ;

g o )1
Q. = _; : A (2.66)

r ()Klt i

()(/m'

en la cual KU = =K' L+ K, v m'es el nimero de coordenadas elasticas

del cuerpo que se est(‘ considerando
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Este procedimiento, al igual que el anterior, puede ser desarrollado
facilmente en un programa comercial de multicuerpos flexibles. Se nece-
sita, solamente, afiadir la matriz de rigidez no lincal K, y el vector
de fuerzas eldsticas no lineales Q% a la ecuacién del movimiento de la
formulacidn lineal definida en la Ec. (2.59). Ello conduce a

MG +(Ki+ Ky + Ki)q' +ChA=Q+ QL+ @ (267)

Es importante resaltar que la diferencia entre la formulacion no li-
neal NL2, presentada en este apartado, y la formulacién no lineal NLI
del apartado anterior es debida a la inclusién de la matriz de rigides de
segundo-orden K} y del vector no lincal de fuerzas eldsticas QL. Esta
diferencia conduce a que los desplazamientos longitudinales sean distintos
para ambas formulaciones. En la formulacién NL2 la vibracién longitudi-
nal tiene lugar debido a dos efectos; uno, las deformaciones causadas por
las fuerzas axiales, que es el dnico considerado en la formulacién NLI,
y el otro el efecto del “acortamiento” por flexién, conocido en la litera-
tura inglesa como foreshortening: cuando un cuerpo flecta, los puntos
de dicho cuerpo tienden a desplazarse longitudinalmente, con objeto de
no variar la longitud de la viga. Este desplazamiento por foreshortening
sigue la expresién:

: 1 [= fovi\? .
u!fs=—§/1:z (a—f) dr' (2.68)

donde z es ¢l punto de la viga con desplazamiento longitudinal nulo
que se haya tomado como referencia. Por tanto, las funciones de forma
del desplazamiento longitudinal dependen de las funciones de forma del
desplazamiento transversal, a través de la ecuacién anterior. Para poder
representar correctamente el desplazamiento longitudinal de los puntos
de la viga se necesitan un gran nidmero de funciones de forma axiales
(Mayo y Dominguez, 1991a, 1991b, 1992). Este hecho hace que el pro-
ceso sea, no solamente muy costoso computacionalmente, sino también
muy dependiente del tipo de funciones de forma axiales. Con objeto de
resolver este problema, se propone una nueva formulacién no lineal NL3
en el signiente apartado.
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2.11 Tercera formulacién no lineal

Debido a los problemas asociados con la representacion del desplaza-
miento longitudinal en la formulacién no lineal NL2, se ha desarrollado
un nuevo procedimiento que distingue entre el desplazamicnto longitudi-
nal debido a la deformacion axial, denotado como s', y el desplazamiento
longitudinal causado por la deflexion de la viga, uj,s. Los desplazamien-
tos longitudinales y transversales, u' and o', estian relacionados a través

de la expresion:

uo= s +u}s
P I 2
S N A s .
= § - = — | d&' 2.69
T T / o) “F (2.69)

Las ecuaciones del movimiento se escriben en términos de st y vt en
lugar de w' 'y v' ya que es mds sencillo suponer un campo de desplaza-
miento para §' que para u'. Fn lo que sigue se supondrd, por simplificar
la formulacién y sin pérdida de generalidad, que el eje de abeisas del
sistema de coordenadas asociado al cuerpo t, Xt coincide con el eje in-
deformado de la viga. Teniendo ésto en cuenta, se puede dividir el vector
desplazamiento debido a la deformacion en dos vectores desplazamientos:

Wit t) = W+ WY, (2.70)
donde
i Si
"
R AN
— -—j‘/ (-:—(') dl‘z
u’fs = 2 St ()‘1'“"
0

Fl primero de estos vectores se expresa facilmente en funcién de fas
nuevas coordenadas eldsticas generalizadas del cuerpo ya que el campo



16 Modos Supuestos
de desplazamientos supuestos para w* se puede expresar como

W(2h 1) = S gh (1) (2.71)

Para expresar el segundo vector, W hay que aislar el desplazamiento
transversal »'. §i §' y g se separan en sus componentes axiales y
transversales de acuerdo con

. S5, 0 a9y ,
w = : @ 2.72

se puede escribir que

LA AN 05, iy i 5
.A' (5;) dz =4y, /I' (;)::) It dz a7, (2.73)

Definiendo una nueva matriz H; como

7 iNT ;
; = [08; Js; :
P = et — 1 dz! 2.74
! L; (045') (OI‘) i (27
se reescibe la Ec. (2.73) de forma compacta como
A% i T i g 9 ==
o dz =q5, Hiq, (2.75)

Llenando con ceros las filas y las columnas correspondientes a las coor-
denadas axiales, se puede escribir la expresion anterior en funcién del
vector de coordenadas eldsticas generalizadas del cuerpo:

= o0\ ‘ i T pri s 9 =
T da’ = qf H'q' (2.76)
i ;

-1
Ca
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Sustituyendo las Ees. (2.71) y (2.76) en la L. (2.70) se obticne

N
=1
-1
-

: . Pl
W(‘",[):S'{q‘/—“‘z‘el(q.f H'qY) (

donde e, es el vector unidad [1 ()]‘1" [5n la ecnacion anterior se expresi
el vector de desplazamientos debidos a la deformacién en funcidn de las
coordenadas eldsticas generalizadas del cuerpo t.

§i se reescribe la expresién general de la energfa de deformacion de
la Fe. (2.38) en términos de st v i, se obtiene la siguiente expresion mas

simple:

Y A W AN S B LA I
Ul = - / EAT (——~> de' + - / _;11'( ) d* 2.78
2 o duat 2 Ju Oz’ ( )

Comparando la Ec. (2.78), que representa la energia de deformacion con
todos los términos geométricamente no lineales segin la formulacién NL3,
con la Ec. (2.56) para la formulacion lineal, se observa que tienen la
misma forma pero con u' reemplazado por st

Usando la Ec. (2.71), la energia de deformacion de la Ec. (2.78) se
puede formular como

Ui = E(ql’K; a') (2.79)

que tiene exactamente la misma forma que la formulacién lineal aunque
su significado es diferente, porque las coordenadas cldsticas represen-
tan diferentes magnitudes fisicas. Es muy importante resaltar que la
Ec. (2.79) representa la energia de deformacion expresada en la Ec. (2.38),
es decir, tiene en cuenta las no linealidades geométricas, y lo consigue a
través de una matriz de rigidez constante K‘L.

Aunque se consigue simplificar la energfa de deformacién, esta for-
mulacidn exige un nuevo planteamiento para la energia ciética, ya que ¢l
vector de posicién de un punto arbitrario se puede escribir en términos
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de ' y v*, 0 lo que es lo mismo de w™ y wy,, como

r = R O+ ATt
= R + AY@+wm) 4 AT, (2.80)
] (ot [ i i T ppi
= R+ Az +SIQj) - %a (q[ H ‘lj)

donde a* es la primera columna de la matriz de transformacién A, De-
rivando la expresién anterior con respecto al tiempo se obtiene

o= R A+ AlSi - al(glTHG) (2.81)

que escrito matricialmente da lugar a

1

R
o= (1, Ap(T, + S'gh) A'S') éf
q;
T . ST . R‘
-+ (0 -—%a;(q} H'q}) —a'qy H‘) 9 (2.82)
a5
o, de forma compacta, a
= Lg% + L' g (2.83)

donde L' tiene la misma expresién que en la Eec. (227)y

i i Dyt g i i U yyi 9 Q.
L= (0 ~laite) m'q) —a'giH') (2
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Iis evidente que tanto la expresion de la matriz de masa como del vec-
tor de velocidades cuadraticas serdn diferentes de las de las formulaciones
anteriores. La energia cinética se puede expresar como

T = Qq”/ PO RN AR TO AREY VAT A (2.83)
1t
[¢]
rret l T wi i e
T = 54 M™q (2.86)
con
M™ = M'+ M}, (2.87)

donde M’ estd expresada en la Ec. (2.31) y

A/Ii s = / : piLffsT }s (lVi + / piLiT j's ([Vi t+ / piLffsTLi (’[V{
Vi Vi Ve
(2.8%)

Las ecuaciones de restriccién deben ser también expresadas en términos
de las nuevas coordenadas generalizadas del problema. Considerando el
mismo ejemplo de las dos vigas unidas mediante un par de rotacién que
se utilizé en el apartado 2.6, para la formulacién NL3, la Be. (2.45) se
reescribe como

. URPY:
R' + A'(@p)+ Spay) ~ a'(ay H'ap)-

s e 2 arayy Lo aT o
R® — A*(upl — Spai) + 5a~(g,; H%q5) = 0 (2.89)

sto, a su vez, da lugar a una expresion modificada de la matriz jacobiana

de las restricciones.
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La forma final de las ecuaciones del movimiento puede escribirse como

M™§' + Kiq'+ CTA = Qi + Q7 (2.90)

donde todas las no linealidades geométricas han sido transferidas desde
los coeficientes de rigidez y fuerzas eldsticas no lineales a las fuerzas de
inercia y de reaccién, que ya cran originalmente no lineales, mientras que
la matriz K permanece constante ¥y Q! nulo.

Comparadas a las dos formulaciones no lineales anteriores, presen-
tadas en los apartados 2.9 y 2.10, esta formulacién apartado tiene un
grado de aproximacién mayor que la formulacién NL1, y es equivalente a
la formulacién NL2 ya que ambas usan la misma expresién de la energfa
de deformacién. La formulacién propuesta en esta seccién, sin embargo,
es computacionalmente mucho mé4s eficiente que las otras dos. El hecho
de que su matriz de rigidez no depende de las funciones de forma axia-
les puede ser tremendamente ventajoso en la si-mu-la-cién dinamica de
muchos sistemas mecdnicos en los que, debido a las caracteristicas del
problema, se pucdan despreciar los desplazamientos axiales.

2.12 Comentarios finales

El objetivo principal de este capitulo es presentar unas nuevas formula-
ciones que incluyan los efectos de las no linealidades geométricas elasticas.
También se ha realizado una comparacién entre las formulaciones des-
arrolladas en esta tesis y otros procedimientos propuestos por otros au-
tores con diferentes grados de aproximacién en la expresion del tensor de
deformacines. Las ecuaciones del movimiento se han formulado usando
un planteamiento energético. A continuacién se utiliza un planteamiento
newtoniano, basado en el equilibrio de un elemento diferencial sujeto a
las leyes de comportamiento y a las relaciones de compatibilidad de las
deformaciones, para estudiar los esfuerzos implicados en cada una de las
formulaciones.

La formulacién lineal L plantea el equilibrio en la posicién indefor-
mada, como se muestra en la Fig. 2.5

mi - N' =g, (2.91)
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Q+QR’dx

M M+M’gix

N L — 4 N+N’dix

~— ox

Figura 2.53: Fuerzas elasticas actuando sobre un elemento diferencial segin la
teoria lineal

mj - Q' = q, (2.92)

il
o

Q+ M (2.93)

donde N son los esfuerzos axiles, @ los cortantes, M los flectores, m la
masa por unidad de longitud, ¢, g, la carga distribuida y el simbolo 7
indica derivada con respecto a la coordenada espacial z. La formulacion
lineal utiliza las leyes de comportamiento lineales

N =FAY (2.94)

M = EIv (2.95)
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Sustituyendo las leyes de comportamiento en las ecuaciones de equilibrio

se llega a

mi— KAu" =g, (2.96)

mij+ FElv™V = ¢, (2.97)

donde, debido a que el propssito de este apartado es solamente la com-
paracion de términos, se admite por comodidad de escritura que K, A, e
[ son independientes de la coordenada espacial.

Las formulaciones geométricamente no lineales describen ol compor-
tamiento de aquellos sistemas en los que los desplazamientos son lo sufi-
cientemente grandes para que la variacién de su geometria sca significa-
tiva, por lo que el equilibrio de fuerzas debe plantearse sobre la posicién
deformada de la rebanada, como se muestra en la Fig. 2.6.

mi~ N'=q, (2.98)
mij - Q' = q, (2.99)
Q+M -Nv =0 (2.100)

En la primera formulacién no lineal NLI se considera el equilibrio
en la posicién deformada, aunque se siguen utilizando las leyes de com-
portamiento lineales. Con este procedimiento se obtienen las ecuaciones

mi — KAW' = g, (2.101)

mij + FIv'Y — BEA(WYY = q, 2.102
Y y



Figura 2.6: Fuerzas elasticas actuando sobre un elemento diferencial segin la
teoria no lineal

Fsta formulacién considera la influencia de la fuerza axial en la rigidez
transversal, pero no tiene en cuenta el “ycortamiento” por flexién. Des-
precia la parte no lineal de la fuerza axial ya que desprecia los términos
de segundo orden de la deformacion, y el inico término de rigidez no
lineal que aparece es el debido al momento producido por el esfuerzo
axial.

La segunda formulacién no lineal NIL.2 ademds de considerar el equi-
librio de fuerzas en la posicién deformada, para que el planteamiento
sea consistente utiliza las leyes de comportamiento que resultan de no

despreciar los términos cuadrdticos de la deformacion:

N = EA(U + 5v7) (2.103)

M=ENR (2.104)
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que sustituidas en las de equilibrio dan lugar a

mi — KAu — BEAY" = ¢, (2.105)

my + Ko™ — EA(u"v"Y + gEA'z.rlzz,"' =yqy, (2.106)

donde se observan dos nuevos términos de rigidez no lincales debidos al
esfuerzo axial no lineal.

Del desarrollo anterior se desprende que los desplazamientos longitu-
dinales u usados en las formulaciones NL1 vy NL2 representan distintas
cantidades. Si un cuerpo del mecanismo flecta, en la formulacién NL1 los
puntos no se desplazan longitudinalmente por esta causa, mientras que
la formulacién NL2 si contempla este desplazamiento. Esta diferencia
hace que la formulacién NL2 sea mads general pero también que su defor-
mada sea mds dificil de representar mediante funciones de forma por ¢l
acoplamicnto existente entre el desplazamiento longitudinal y transver-
sal. Por esta causa surge la formulacién NL3. Estas dos formulaciones,
NL2 y NL3, se estudian en profundidad en los dos préximos capitulos.



Capitulo 3

Formulaciéon con Elementos

Finitos de la Viga en el
Caso Plano: NL2

La teorfa de vigas ha sido formulada por muchos autores usando el
Método de los Elementos Finitos (MEF) (Desai y Abel, 1972; Bathe,
1982). Su aplicacién a sistemas multicuerpos flexibles comenzé a ser
objeto de estudio en 1979 (Song, 1979; Song y Haug, 1980). Desde
entonces se han desarrollado diversas formulaciones para abordar este
problema (Wehage y Haug, 1982; Kim y Vanderploeg, 1986; Cardona
et al., 1988; Avello et al.,1991), algunas de las cuales han sido el origen
de conocidos programas comerciales como DADS, ADAMS, MECANO,
etc. Una de estas formulaciones es la propuesta por Shabana (1982,
1989), cuya principal ventaja es que usa un ndiero muy pequeio de
coordenadas para simular el comportamiento dindmico de los sistemas
multicuerpos flexibles. Su principal inconveniente radica en ser sola-
mente aplicable a problemas en los que sea vdlida la teoria de pequenos
desplazamientos y deformaciones. Bakr y Shabana (1986) propusieron
una ampliacién de la formulacién para tener en cuenta el efecto de las
1o linealidades geométricas causadas por deflexiones lo suficientemente
grandes para ocasionar cambios significativos en la geometria de la viga.
Sin embargo, como se ha expuesto en el capftulo anterior, este método
realiza una serie de hipdtesis simplificativas.

Con objeto de hacer més general la formulacion que predice el comn-
portamiento de los sistemas multicuerpos flexibles, se ha desarrollado una



56 Elementos Finitos: NL2

aproximacion que incluye el efecto de otras fuerzas cuya contribucidn a
la respuesta puede ser significativa cuando se producen grandes despla-
zamicntos debidos a las deformaciones. Fn este capitulo y el siguiente se
proponen dos variantes de esta aproximacién, que se han denominado,
como en el capitulo anterior, formulaciones NL2 y NL3.

La formulacion NL2 es una extensién de la formulacién de Bakr v Sha-
bana (1986), consistente en la inclusién de una matriz de rigidez mds ge-
neral. Este procedimiento es ficilimente desarrollable en un programa de
clementos finitos para sistemas mecdnicos formados por cuerpos rigidos
y flexibles. Tedricamente este procedimiento es correcto, sin embargo,
numéricamente presenta una serie de problemas que conllevan la necesi-
dad de utilizar un gran nimero de elementos y coordenadas, por lo que
resulta computacionalmente muy costoso. Por ello, se ha desarrollado la
formulacién alternativa NL3, que simula el comportamiento de los sis-
temas multicuerpos flexibles con pequeiias deformaciones, pero grandes
desplazamientos, con un nimero razonablemente pequeiio de elementos
y coordenadas. Este método utiliza unas coordenadas que trasladan las
no linealidades geométricas desde los términos de rigidez a los términos
de inercia y a las ecuaciones de restriccién.

La presentacién se ha dividido en dos capitulos, uno incluye la for-
mulacién NL2, y otro la NL3. En este primero se describe la NL2
usando el método de los elementos finitos. Se comienza presentando,
en los tres primeros apartados, los elementos necesarios para describir
adecuadamente la posicién de cualquier punto de un cuerpo. Primero
sc presentan los cuatro sistemas de coordenadas necesarios para definir
el problema. A continuacién, en el punto 3.2, se muestra la forma de
aplicar las transformaciones necesarias para legar a definir la posicidn
del punto en un sistema de coordenadas global de referencia, como la
composicion de la posicién del origen de un sistema de coordenadas lig-
ado al cuerpo y la posicidn con respecto a este sistema de coordenadas.
En el tercer apartado se definen algunas condiciones, denominadas de
referencia, que deben imponerse para que el campo de desplazamientos
con respecto al sistema de coordenadas ligado al cuerpo sea tnico. Tras
exponer estos conceptos y definiciones generales, se pasa a formular las
ecuaciones del movimiento de la viga en el caso plano. Para ello se sigue
un planteamiento energético. Se obtiene, en primer lugar, la energia
cinética de un elemento, de la cual se derivan la matriz de masa clemen-
tal y el vector de fuerzas de inercia dependientes de la velocidad. En el
siguiente apartado se obtienen, mediante ensamblado de las matrices y
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Sistemas de coordenadas

vectores elementales, la matriz de masa y el vector de fuerzas de inercia
para la viga completa. Aunque las expresiones de estos términos de iner-
cia son idénticas a las correspondientes a la formulacién L, recogidas en
¢l trabajo de Shabana (1989). sc reproducen en este capitulo para quc
oxista continuidad en el desarrollo. No ocurre lo mismo con los términos
de rigidez. Estos son completamente distintos y han sido desarrollados
en este trabajo. Para ello se realiza un estudio de la encrgia poten-
cial, andlogo al de la energia cinética, obteniéndose el vector de fuerzas
eldsticas, primero para un elemento, y posteriormente para el cuerpo.
De ello se trata en los apartados 3.6 y 3.7. Finalmente, se presentan fas
ocuaciones del movimiento del sistema cuyas componentes se han des-
arrollado en los apartados previos. Muchos de los conceptos presentados
en este capitulo son comunes a las dos formulaciones geométricamente
1o lineales, haciéndose referencia a ellos en el siguiente capitulo, cuando
se desarrolle la formulacién NL3 para elementos finitos.

3.1 Sistemas de coordenadas

La formulacién con elementos finitos del andlisis dinamico de cuerpos
fexibles que experimentan grandes traslaciones y giros se puede realizar
nsando dos procedimientos conceptualmente diferentes. Ambos incor-
poran el uso de una teorfa estandar de elementos finitos para la dis-
cretizacién del cuerpo flexible, pero difieren en el sistema de coordenadas
elegido.

El primer procedimiento, conocido como la formulacién Lagrangiana
actualizada, usa un sistema de coordenadas rigidamente unido a cada
clemento. El sistema de coordenadas se traslada y gira con el elemento,
y por tanto, comparte su movimiento de sélido rigido. Esta formulacion
supone que el movimiento de sélido rigido puede ser descrito por las fun-
ciones de forma del elemento. Debido a que éstas pueden ser usadas
solamente para describir pequefias rotaciones, en el caso de vigas, pla-
cas y ldminas, se requiere que en cada paso de tiempo la rotacion del
clemento sea pequeiia. En caso contrario, la aproximacién conduciria a
resultados erréneos. El estado deformado en un instante de tlempo se usa
como nuevo estado de referencia para el paso de tiempo siguiente. Ello
exige la actualizacién de los sistemas de coordenadas elementales en cada
incremento de tiempo. Esta formulacién produce ecuaciones elementales

simples.
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A pesar de la sencillez de las ecuaciones elementales, el uso de la for-
mulacién Lagrangiana actualizada no es conveniente en el analisis de los
sistemas multicuerpos flexibles por diversas razones. En primer lugar,
la descripcién de las rotaciones relativas entre dos cuerpos interconec-
tados, especialmente en el anglisis tridimensional, es muy dificil cuando
s¢ usan coordenadas nodales para describir el movimiento como sélido
rigido. Ademds, el uso de coordenadas nodales para describir los grandes
desplazamientos como sélido rigido conduce a una linealizacién, ya que
las coordenadas nodales del elemento no pueden usarse para describir las
rotaciones finitas. El grado de linealizacién depende del paso de tiempo
usado en la integracién numeérica. Consccuentemente, este procedimiento
requicre generalmente un paso de tiempo muy pequefio para obtener nna
solucién aceptable, por lo que resulta computacionalmente ineficiente.

Por estas razones, la formulacién mas cominmente empleada en el
andlisis de los sistemas multicuerpos flexibles es la conocida como formuy-
lacion Lagrangiana total. En la formulacién Lagrangiana total, conocida
también como Lagrangiana estacionaria, se define un sistema de coor-
denadas global fijo, con respecto al cual se realizan la diferenciacién y
la integracion de las ecuaciones del elemento finito. La configuracién de
cada elemento en el sistema de coordenadas global se define usando tres
sistemas de coordenadas adicionales que se encuentran representados en
la Fig. 3.1. Estos se conocen como: sistema de coordenadas del cuerpo,
sistema de coordenadas elemental, y sistema de coordenadas elemental
intermedio.

El sistema de coordenadas del cuerpo X'V donde el superindice ¢
hace referencia al cuerpo al que pertenece, se traslada y gira con cada
cuerpo o componente del mecanismo, y por tanto, comparte su movi-
miento de sélido rigido. Este sistema de coordenadas no ha de estar
necesariamente unido a un punto del cuerpo. De hecho, se suclen uti-
lizar sistemas de referencia flotantes como se discutird en un apartado
posterior.

El sistema de coordenadas elemental XY si se halla rigidamente
unido a un punto de cada elemento finito. Consecuentemente, se traslada
y gira con ¢l. Los superindices tj hacen referencia al elemento 7 perte-
neciente al cuerpo 1.

En tercer lugar, se define el sistema de coordenadas elemental inter-
medio XY™ de forma que su origen coincide con el origen del sistema
de coordenadas del cuerpo XY y la orientacién de sus ejes se elige de
manera que sean inicialmente paralelos a los ejes del sistema de coordena-
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\- cuerpo i indeformado

elemento j

Figura 3.1: Sistemas de coordenadas

das clemental XYY moviéndose posteriormente solidariamente con el
sistema del cuerpo XYY, Es decir, en todo momento el sistema de coor-
denadas elemental intermedio tiene una orientacion fija con respecto al
sistema de coordenadas del cuerpo. El dngulo entre ellos coincide con el
formado inicialmente por el sistema de coordenadas elemental en relacién
al X'V, La definicién de este sistema permite relacionar facilmente el
sistema de coordenadas del elemento con el ligado al cuerpo.

3.2 Definicién de la posicién

Para representar la posicién de un punto cualquiera de un elemento j
del cuerpo 1 en el sistema de coordenadas global, es necesario realizar
una serie de transformaciones de coordenadas, pasando la definicién de la
posicién del punto del sistema elemental al global, a través de los sistemas
intermedios. Estas transformaciones se representan en la Fig. 3.2 y se
definen a continuacién. Para una mejor comprension de la nomenclatura,
en la Tabla 3.1 se enumeran las denominaciones de algunas magnitudes
en los distintos sistemas de coordenadas.

En primer lugar, en el sistema de coordenadas elemental XHY9 la
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cuerpo i deformado

elemento j

cuerpo i indeformado

Figura 3.2: Posicién de un punto

o ivi | I VAT
XY | Xt¥ve | XVYY | xiuyu
ut’ ut’ wH

PP v
uy wy wy

ty —1j =—i] 5]

L"“f us wi wi

Tabla 3.1: Notacién en los distintos sistemas de coordenadas
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Figura 3.3: Coordenadas nodales del elemento viga en el sistema XY

posicion w de un punto pertencciente al elemento j del cuerpo i puede
expresarse en funcién de las coordenadas nodales del elemento a través

de la expresion:

w'l = Sie' (3.1)

dounde S es la matriz de funciones de formay e' es el vector de coorde-
nadas nodales. La Fig. 3.3 muestra, como ejemplo, el vector de coordena-
das nodales de un elemento viga, con seis cormponentes que representan
los desplazamientos y el giro en cada nodo.

Las funciones de forma no pueden ser cualesquiera. El campo de
desplazamientos supuestos a través de ellas debe satisfacer los requeri-
mientos de convergencia que garanticen que la solucién se aproximard
a la exacta a medida que el ndmero de elementos aumenta. Las condi-
ciones de convergencia pueden resumirse en tres (Desai y Abel, 1972
Cook, 1981):

1. El campo de desplazamientos del elemento debe ser continuo. La
condicion de continuidad se consigue facilmente usando polinomtios
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como funciones de interpolacién.

2. El campo de desplazamientos debe incluir los estados de defor-
macion constante del elemento. Bésicamente, esta condicidn es-
tablece que deben existir combinaciones de las coordenadas genera-
lizadas que hagan que todos los puntos del elemento experimentoen
la misma deformacién. Tal combinacién debe existir para cualquier
deformacién posible.

3. Ll campo de desplazamientos debe incluir los desplazamicntos de
sélido rigido del elemento. Un desplazamicnto de sélido rigido es
la deformacién mds elemental que puede experimentar un clemento.
Eiste requerimiento se puede considerar como un caso especial de los
requerimientos de deformacién constante, en el cual la deformacién
es nula.

Por esta tltima razén, es decir, debido a que las funciones de forma
elementales pueden describir grandes traslaciones como sélido rigido, es
posible describir la posicién del punto en el sistema de coordenadas cle-
mental intermedio. Asf, la Ec. (3.1) puede reescribirse como

W = §iE (3.2)

donde WY y &7 se definen con respecto al sistema de coordenadas XY,
como se muestra en la Fig. 3.4 para el elemento viga.

Como el sistema elemental intermedio tiene una orientacién fija con
respecto al sistema de coordenadas ligado al cuerpo, se puede expresar
el vector de coordenadas nodales &7 como

g = Clqii (3.3)

_.__z' y . .. ..
donde €Y es una matriz de transformacion ortogonal constante y g,/ es
el vector de coordenadas nodales del elemento j definido con respecto al
sistema de coordenadas del cuerpo 1.
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Figura 3.4: Coordenadas nodales con respecto al sisterna de coordenadas ele-
mental intermedio

—

A partir de las consideraciones anteriores el vector posiciébn u' se
puede definir en el sistema de coordenadas del cuerpo 1 como

= CYwY

= CUgiigd (3.1)

3

= CcusiClqy

donde se han hecho uso de las expresiones (3.2) y (3.3).
Fn el andlisis bidimensional C¥ es una matriz de giro de 2x2, definida

por

Cii = ( cos3 —sen3Y ) (3.3)

sen3  cos3l
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Donde 54 es el dngulo formado por los sistemas XiY¢ y XYY, La
matriz de transformacién €V tiene una dimension gue es igual al mimero
de coordenadas nodales del elemento. Para el elemento viga con dos
nodos y tres grados de libertad por nodo, la matriz €7 estd definida

como

cos sensS 00 0 o
—senf3 ecosBY () 0 0 0
i 0 0 1 0 0 0 »
©= 0 0 0 (,'().91,(3‘7 S(;ny.”)”'j 0 (J.())
0 0 0 —sens Y eps3t 0
0 0 0 0 01

El sistema de coordenadas X'Y'¢ del cuerpo ¢ ¢s inico para todos
los elementos de éste, y sirve, por tanto, para expresar la conectividad
entre dichos elementos. El vector de coordenadas nodales del elemento
gyl se relaciona cou las coordenadas nodales del cuerpo gl a través de la
expresion

< =BYq, (3.7)
donde BY es una transformacién booleana constante cuya misién cs cx-
presar la conectividad del elemento ;.

En la Fig. 3.5 se muestra el ejemplo de un cuerpo  dividido en dos
elementos viga que comparten un nodo, pudiéndose considerar esta union

rigida. En este ejemplo, los vectores i contienen cada uno seis compo-
nentes, pudiéndose representar como

ty o [.%) 1 17 i Ty i7 1T
q, = [Qn 1 2 3 1 4 w5 fn 6} (38)
mientras que el vector g ticne nueve componentes definidas como

T ) i i ) i { 7 1 i T 90
q/L—‘[(lnl 0712 qn3 ’],M ([n;’) q/L(} {InT qns ([n.‘)} (33)
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Figura 3.5: Relacion entre las coordenadas nodales en el elemento y las coor-
denadas nodales en el cuerpo

La Ec. (3.7) puede particularizarse para el primer elemento como

(100000000\

010000000

s looviooooo0o], .

@“=ogpo0100000]" (3.10)
000010000
000001000

obteniéndose de forma similar la del segundo elemento.

Sustituyendo la Ec. (3.7) en la Ec. (3.4) se puede escribir el vector de
posicion de un punto del elemento j relativo al sistema ligado al cuerpo ¢
en términos de las coordenadas nodales de dicho cuerpo como

G = CijsiJEijBijq’;L (3.11)
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o de forma compacta como
@’ = Niigh (3.12)
donde NV estd definida como
Nl = Cli§i TV Bii (3.13)

En dindmica de sistemas multicuerpos flexibles es conveniente sepa-
rar el movimiento global de un punto en un movimiento como sélido
rigido del cuerpo y el sistema ligado a &l y un movimiento debido a la
deformacién con respecto a dicho sistema. Teniendo en cuenta esta so-
paracion se puede definir la posicién de un punto arbitrario del elemento
J perteneciente al cuerpo i, como se muestra en la Fig. 3.2, por

P = Ri+Ai’Tlf£j
= R4+ A'Niugh (3.14)

donde R’ es cl vector de posicién del origen del sistema ligado al cuerpo,
y A' es la matriz de giro que transforma un vectos del sistema ligado al
cuerpo al sistema global de referencia, estando definida como:

A < cosﬂi ~sem?i (3.15)

senfl'  cos@

siecndo 6" la orientacién del sistema de coordenadas ligado al cuerpo.
Al conjunto de coordenadas formado por #° y por las componentes del
vector R, que describen la posicion del sistema ligado al cuerpo, se les
denomina coordenadas de referencia:

- [RiT 9"}7 (3.16)
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En la Be. (3.11) estdn tratados conjuntamente ol movimicnto del
punto debide al giro como solido rigido del cuerpo indeformado v el
movimiento generado por la deformacion de dicho cnerpo. El proceso
de separacion se puede hacer dividiendo en dos el vector de coordenadas

nodales:
4, =q,+d; (3.17)

donde g, es el vector de coordenadas nodales en el estado indeformado y
qy s ol vector asociado a los desplazamientos debidos a la deformacion.
Sustituyendo la Ec. (3.17) en la Ee. (3.14) se puede escribir

ril = R+ A'NY(q;, +37) (3.13)

3.3 Condiciones de referencia

En principio, el sistema de coordenadas ligado al cuerpo puede definirse
con diversos tipos de ligaduras entre cuerpo y sistema. Cada forma de
ligar el sistema al cuerpo supondrd una posicién relativa entre ellos y una
forma de evolucién de ésta a lo largo del tiempo. La ligadura mas simple
que se ocurre, que no por ello tiene que producir los mejores resultados,
consiste en fijar el origen del sistema de coordenadas a un punto del
cuerpo y obligarlo a moverse solidariamente con el mismo. Dependiendo
de las condiciones de ligadura que se adopten, la solucién serd mds o
menos exacta 0 requerira mayor O menor esfuerzo computacional. Por
cllo, es importante buscar aquellas que produzcan mejores resultados.

La definicién de esta relacién entre sistema y cuerpo se realiza me-
diante la imposicién de ciertas condiciones, denominadas condictones de
referencia.

In general, de acuerdo con Agrawal y Shabana (1985), las condiciones
de referencia pueden dividirse en tres grandes griupos:

V. Ejes rigidamente unidos a un punto del cuerpo deformable: Esta
primera aproximacién consiste cn fijar materialmente los cjes a
algiin punto del componente. Esto implica que la traslacion y la

rotacién de este punto relativa a los cjes de referencia son nulas.
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(gq; q; q;, q:m q;u
T 7 N /
Q. aL  qvan Qi 4., a4t q. al

Figura 3.6: Discretizacién de la biela

A este tipo corresponde el caso de la Fig. 3.7(a), donde se ha con-
siderado que la biela es el dnico elemento flexible del mecanismo.
Si se considera ésta dividida en cuatro elementos viga, como se
muestra en la Fig. 3.6, las condiciones de referencia son:

Tr = 0 (3.19)
q}'S = { (320)

donde 7, Gs8 Y g9 son las coordenadas nodales asociadas a la
deformacién del nodo central.

2. Ejes principales del cuerpo deformable: Son aquellos que resultan

de minimizar la energfa cinética relativa del cuerpo deformable con
respecto a un observador estacionado en el cuerpo. Estos ejes no
estan ligados a ningiin punto del cuerpo, sino que constituyen un
sistema de referencia flotante.
La principal ventaja de este planteamiento radica en la simplifi-
cacion de la matriz de masa del elemento, puesto que disminuye el
acoplamiento entre los términos de sélido rigido y deformable de la
misma.
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3. Otros ejes de referencia Ademds de las dos anteriores existen otros
muchos conjuntos de condiciones de referencia. que pueden ser mas
idéucos para determinadas aplicaciones. Por cjemplo, puede resul-
tar mis eficiente usar condiciones de contorno de viga simplemente
apoyada, que tienen asociados, como en ol caso anterior, un sistema
de referencia flotante.

Fn la Fig. 3.7(¢) se ha situado el sistema de referencia de forma que
sean nulas las componentes transversales de q' de todos los nodos
vy la longitudinal del punto medio. Las condiciones de referencia se

pueden escribir como:

Gy = 0 (3.22)
Gpp = 0 (3.23)

En general, puede decirse que el conjunto de condiciones de referencia
no es nico, pero si debe ser consistente con las restricciones cinemdticas
impuestas cn el contorno del cuerpo deformable.

I.a imposicién de las condiciones de referencia implica una transfor
macién de coordenadas en la que al vector de coordenadas nodales Zj} 56
le hace cumplir dichas condiciones, transforméandolo en q}. Estos estdan
relacionados mediante:

-1

¢, = Bidj (3.25)

dounde Bi es una transformacién lineal que surge de imponer las condi-
ciones de referencia. A q} que estd asociado a los desplazamientos
por deformacién, también se le denomina vector de coordenadas nodales
eldsticas.

Sustituyendo la Fe. (3.25) en la Ec. (3.18) se obtiene que

v = R+ AINU (¢ + Bigh) (3.26)
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Figura 3.7: Condiciones de referencia

Ecuacién que expresa en coordenadas globales de referencia el vec-
tor de posicién de un punto arbitrario del elemento j perteneciente al
cuerpo ¢ en funcién de las coordenadas de referencia y de las coordena-
das elasticas del cuerpo 1.

Es importante notar que, en unos casos, las condiciones de referen-
cia definen totalmente la posicién inicial y la evolucién del movimiento
del sistema ligado al cuerpo, como ocurre cuando se usan los ejes prin-
cipales del cuerpo deformable. En otros, sélo definen la evolucién del
movimiento, siendo necesario imponer alguna otra condicion para definir
totalmente la posicion relativa del cuerpo con respecto al sistema de coor-
denadas ligado a él. Esta dltima condicién suele quedar a eleccién del
analista que sitda el sistema de coordenadas ligado al cuerpo de forma
que sea sencilla la descripcién de la geometria del cuerpo. Distintas lo-
calizaciones iniciales del sistema hacen que los vectores g! que describen
la posicién de los puntos del cuerpo flexible en el estado indeformado
varien, pero no afectan a los vectores de deformaciones nodales q}.

La Ec. (3.26) tiene el inconveniente grave de que el niimero de nodos,
y por tanto de coordenadas nodales, puede ser muy grande. Con objeto
de disminuir el ndmero de coordenadas, se usa el método de la Sintesis de
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Componentes. Iista téenica, desarrollada inicialmente por Hurty (1965)
para el estudio dindmico de subestructuras, consiste en representar el
comportamiento dindmico de la subestructura por medio de algunos de
sus modos de vibracion. Tl conjunto de ecuaciones correspondiente estid
desacoplado y su solucién se obtiene ficilmente. Esta idea fue aplicada
por primera vez a la simulacion dindmica de los mecanismos flexibles por
Shabana (1982). Pero en este campo, los modos de vibraciéu libre no de-
sacoplan las ccuaciones del movimiento debido al acoplamiento entre los
desplazamientos elasticos y los desplazamientos de sélido rigido. Ademas,
los modos de vibracién libre de un cuerpo del mecanismo dependen de
la configuracién del sistema, por lo que varfan continuamente, siendo
esta variacion cspecialmente significativa cuando cl sistema es de cadena
abierta. Consecuentemente, no hay motivo para preferir los modos de
vibracién libre sobre otros campos de desplazamientos. Se supone que la
deformacion del componente ¢ se puede expresar como una combinacién
lineal de vectores de Ritz, segin

;= B.p} (3.27)

1

=t . . ;
donde B, es una malriz cuyas columnas son los vectores de Ritz, v p‘f
es ol vector de coordenadas modales. La expresion (3.26) se transforma

en:

P = R+ AINY (g + BiB,p}) (3.2%)

Ll mimero de componentes de pj. debe ser seleccionado de forma que se
pueda obtener una buena aproximacién de la deformada. El resultado
debe ser un nimero de componentes sensiblemente inferior al de q;.
Los vectores de Ritz son los modos estaticos y/o dindmicos calculados
con las condiciones de contorno impuestas por las condiciones de refe-
rencia. En resumen, la scleccion de las coordenadas de referencia no es
arbitraria. ya que su eleccién equivale a seleccionar el conjunto de modos
de vibracion del cuerpo. Mediante una buena eleccion es posible aproxi-
mar adecuadamente los desplazamientos del cuerpo usando un conjunto
pequeiio de vectores de Ritz. Por ejemplo, en la aplicacion del meca-
nismo biela-manivela las condiciones de referencia de viga simplemente
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apoyada conducen a un menor ndmero de coordenadas que cualquiera de
las otras opciones, pues las formas de sus modos de vibracion se asemejan
mias a la d(\form‘uin, de la biela.

3.4 Energia cinética de un elemento

La energia cinética del cuerpo i sc obtiene a partir de Ia energia cindtica
de cada uno de sus elementos.

7% = / pHF gy (3.29)
Jvis

donde p' y X« i/ son, respectivamente, la densidad y el volumen del ele-
mento 7,y 77 es la donmdd con respecto al tiempo del vector de posicién
expresado en la Ec. (3.28):

7= R4 ALTIG + AINY B Bmi)f (3.30)

siendo la matriz ortogonal Aj la derivada de A* con respecto a la coor-
denada rotacional del cuerpo i:

cosft —send?

A = ( —senf' —cosf! ) (3.31)

Agrupando en un solo vector todas las coordenadas del cuerpo i, la
Ec. (3.30) se puede expresar como

| A R
= (1 AN+ BB aNBE, )| 6 | e

-1

Py
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donde I es la matriz identidad de orden 2. La ecuacion anterior se

expresa de forma condensada como

P o= Lig (3.33)

donde ¢' es la derivada temporal del vector de coordenadas generalizadas
del cuerpo ¢ definido como

. P
q = [RzIH'Tp}I} (3.31)

Usando la Ec. (3.33), la energfa cinética del clemento j se puede reescribir

comao:

r[ﬂ] — qulMqut (33'))

donde M¥ es la matriz de masa del elemento j pertencciente al cuerpo i,
expresada segin

M = / pH LT LdV (3.36)
.

Ty

Explicitamente, M"Y se representa como

I, Alw AN BB,
M = / P wilgi @' INYBIB, av
JVi

L. T T .. J—
simétrica  B,, B." NY' NYB.B,
(3.37)

donde I se define como:

I=A4a"A= ( 01 ) (3.33)
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La matriz de masa M* puede representarse condensadamente como

N MRR Mpyg Mpy
MY = mgp Mgy (3.39)
siméltrica myy

Esta matriz pone de manifiesto la diferencias entre las propiedades iner-
ciales de los sistemas deformables que experimentan grandes rotaciones
v las propiedades inerciales de los mecanismos formados por elementos
rigidos o los sistemas estructurales. De las submatrices que aparecen en
la matriz de masa, solamente las dos submatrices mi, y 771}"}r asocia-
das con las coordenadas translacionales de referencia y las coordenadas
eldsticas, respectivamente, son invariantes. Las otras submatrices, sin
embargo, dependen de las coordenadas generalizadas del sistema, y por
tanto, son funciones implicitas del tiempo. La submatriz m}}, representa
la matriz de masa asociada a las coordenadas translacionales de referen-
cia. Esta matriz es diagonal, y los elementos diagonales igualan la masa
total del cuerpo, similarmente a lo que ocurre en dindmica de sélidos
rigidos. La matriz my) estd asociada a la coordenada rotacional de refe-
rencia y representa, por tanto, el tensor de inercia del cuerpo. Mientras
que cn dindmica de mecanismos rigidos el tensor de inercia, expresado
en e} sistema de coordenadas ligado al cuerpo, es constante, en dindmica
de sistemas multicuerpos deformables el tensor de inercia depende de la
deformacion eldstica, y es por tanto funcién implicita del tiempo. La sub-
matriz my, y su traspuesta mj, acoplan la traslacién y la rotacién de
sélido rigido del sistema de coordenadas ligado al cuerpo. En dindmica de
mecanismos rigidos este acoplamiento desaparece si el origen del sistema
de coordenadas del cuerpo estd rigidamente unido al centro de gravedad
del mismo, reduciéndose, en este caso, la matriz de masa a una matriz
diagonal. En dindmica de mecanismos flexibles la localizacién del origen
del sistema de coordenadas ligado al cuerpo es indiferente a este respecto,
ya que, debido a la deformacién, la submatriz m}, es siempre no nula.
Las submatrices m}gf, mff} y sus traspuestas acoplan el movimiento de
solido rigido del sistema de coordenadas ligado al cuerpo con la defor-
macién eldstica de los elementos. Estos términos son importantes y no
pueden, en general, despreciarse, como hicieron algunos autores como
primera aproximacién a los problemas de mecanismos flexibles (Sunada
vy Dubowsky, 1981, 1983; Naganathan y Soni, 1988). Es importante
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destacar que la submatriz m;'f no solo acopla la rotacién como solido
rigido con la deformacion, sino que ademis acopla la deformacion lon-
situdinal con la deformacion transversal y este acoplamiento se realiza
a través de la rotacion como solido rigido. Matemadticamente es posible
comprobar este hecho si se subdivide el vector Y en sus componentes

longitudinal y transversal.

I e
mw = Bm, B:: NJ I -—!J
14
—; T T A __EU
= B, B.'NY iz"; (3.10)
{

En los resultados numéricos se comprobard que, para un gran mihmero
de aplicaciones. la influencia de este acoplamiento es despreciable. Por
iltimo, la submatriz m'jjf es idéntica a la matriz de masa convencional
(ue aparcce en problemas de dindmica de sistemas cstructurales.

Al sor los sistemas multicuerpos flexibles sistemas de inercia variable,
la matriz de masa debe ser actualizada en cada paso de tiempo. Sin
embargo, es posible escribir la matriz de masa en funcién de tres inva-
riantes, los cuales haciendo uso de la Ec. 3.13 pueden escribirse como:

57 = Ci / pisiidyvi| €Y BY (3.41)
Vi
~ij _ l‘:T—*x'jT ij i T3 @iy vt “=51) i » o
Y = BY'C PSSV CYBY  (3.42)
SV
§Y = ): ol U p”S‘JlS”dV”}CJBif (3.13)
Vi

Istos tres invariantes pueden calcularse una vez al comienzo del pro

grama, lo que agiliza sustancialmente el proceso de resolucion. Usando
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las Fes. (3.41), (3.42) y (3.43) la matriz de masa toma la forma:

M} AiS7¢,  AS'BE,
MY = ’TSHq” ‘7"5 BB, (3.4:4)
simétrica -B—:n B,‘r S}JIB;B;”

donde
i mi g o i
i = (7 ) (3.43)

siendo mY la masa del elemento 7.

Los términos que aparecen en las ecuacién del movimiento de La-
grange de un clemento, derivados de la energia cinética, pueden escribirse
usando la expresién condensada de la energia de la Ec. (3.35) como

T

- .. T .. T
d [orv oTv i oweiig L[O
—_ - — 17 5t L ' 1 (¥R
,1,(aqi) (aqi) Mg + Mg 2[-0q,(q Mq)]
(3.46)

La variabilidad de la matriz de masa es la causante de que aparezca un
vector de fuerzas de inercia dependientes de la velocidad Q¥ definido a
partir de la ecuacién anterior como

G 1[0 g T i
Q:}J = —-—M qu + 5 ijw (quM”qz)J (34()

o bien
A'SYqi (6 - 245" BI B, pi b

QY = L, —2q'7 S B‘Bmp/f) ' (3.48)
B, B.S}q.(07+2B, BS"BIE b
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A este vector también se le conoce como vector de velocidades cuadritt-
cas.

De acucrdo con esta definicion la Ee. (3.46) se reescribe como

d oo\ goriNT |
— - - — MUgt — 1) RIS
i(57) - (G ) =ari-a G4

3.5 Energia cinética de la viga

I.a energia cinética del cuerpo zse puede determinar sumando Jas energlas
cinéticas de sus elementos, es decir,

ne

Th= TV (3.50)

J=1

donde me es ol nimero de elementos en el que se ha discretizado el
Cuerpo 1.
Sustituyendo la Ec. (3.35) en la Ec. (3.50) se obtiene

ne

i 1 T i .

7to= EZqJZ\JJq (3.51)
j=1

i 1T — g\ i -

T = 54 Z{NI q (3.52)

- Ui agici q =

1= ¢TMg (3.53)

Los invariantes pueden redefinirse para el cuerpo completo como la
suma de los invariantes para cada elemento segin

e

5 = Y5 (3.54)
=1
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ne

5 = E”J (3.55)

ne

i ij o =
Sy = Zsff (3.56)

con lo que la matriz de masa para el cuerpo i se puede escribir como

Mt)‘ Ai~§£qi Al S B Bm
]\,ji _ ‘TSffqn 17'5 B . (.}57)
simétrica Bm B‘ 5' i-—;z

donde

im0 " =
27 ( 0 m? ) (‘i")s)

siendo m' la masa total del cuerpo 1.

El otro término que aparece en la ecuacién del movimiento derivado
de la energfa cinética, es decir, el vector de fuerzas generalizadas depen-
dientes de la velocidad, para el cuerpo 7, puede escribirse como

i iy L[0T o =
Q. . =—-Mgq + 5 — (¢ M'q") (3.59)
dq
T
. ne T 1 (') "nc R
= =Y MU = ¢TSS Mg 3.60
Q== M +5 | (q > Mg (3.60)

[ e -z'j,l- ] (,) - ; A
_ _ O it ar 3.61
Q, Z(Mq+2[)q(q MYq') (3.61)
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De esta expresion se deduce inmediatamente que

ne

Q.=> Q} (3.62)
=1

que usando la expresion de los invariantes para cl cuerpo completo puede
escribirse como

AS' (6 - 24,5 BB, pj#
Q, = ~2qi' S} BiB, Pyt (3.63)

5 T BiTsi g () o LTS gi g oig
m ~7 2 jjqu(()) +ZBIN 'Bz SBQB fg

1

3.6 Energia potencial de un elemento

En el capitulo anterior se obtuvo la Ec. (2.38) que representa la energia
potencial para una viga en el plano. Dicha expresién puede

ser particularizada para el caso de un clemento j pertencciente al
cuerpo i segan

T T L N L ) L0 L
U = - / EAY (—3——) drt 4+ 7/ E ( : Iﬁ,,) drt
2 /o dartd 2 Jo Jate”
LY o i1 o giN\ 2 i TN )
Ao Loud f0vY D B TR .
E9 AT — N deV 4= | EVAY | =— ] deY(3.61
/D Jatd ((‘)4!:‘3) e+ 8/{; ‘ ((‘).1:‘«’) de™(3.61)

donde U es la energia potencial del elemento j. £ sumdédulo de elas-
ticidad, A¥Y ¢l drca de una seccién, IV la inercia de dicha seccién, LY
la longitud del elemento, y 29 la coordenada espacial a lo largo de su
eje. Los desplazamientos u¥ y v¥ que aparccen en la expresion anterior
se tefieren a los desplazamientos, debidos a la deformacién, paralelos y
transversales al clemento indeformado, respectivamente, como e mues:
3.8, En la notacién que se viene utilizando a lo largo de

+

B} o

.

tra en la Fig. -
este capitulo, al vector cuyas componentes son dichos desplazamientos
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Figura 3.8: Desplazamientos en el clemento

se le denomina "&3}7 y viene definido:

o en términos de las coordenadas modales del cuerpo ¢ como:

w/ = ST B BB, p!

(3.65)

(3.66)

La expresién de la energia potencial del elemento se va a dividir en tres
términos. Ello permitird posteriormente identificar tres de las formu-
laciones de sistemas multicuerpos flexibles que surgen dependiendo del

grado de aproximacién utilizado:

ij o g7id i rid
U = Ll +Lnll+Ln12

(3.67)
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donde
T ) LS AN S T S LR
U”=f/H%W<ff>¢W+—/rﬂw< MJ(MJ 3.68
: 2 Jo Qi 2 Jo duats” ( )
(i BT L A
| — SINAALY 1y a3 g
l' nil 9 /() [‘ “ U_[;ij <0-I?ij) d't (v;.().))
T R A R A
AN Tt At ot o =
Ui = E/o Z/,JAJ (—”—(‘).z:"f) dr' (3.70)

Para poder sustituir la expresion de los desplazamientos u* y v*/ en estas
ecuaciones cs necesario reescribir la Ie. 3.65 como

i) u'l S9N ij Y -
wf:(vij):(seij)ef] (3.71)

donde ;Y y S¢¥ corresponden a la primera y segunda fila de la matriz
S,

3.6.1 Obtencién de Uy

Sustituyendo la Ec. (3.71) en la Be. (3.68) se tiene

y 1yl o S OSN i
[ 1y At] Ft =t g7
v’ = 2/0 EYAY e; (({)J,‘ij e €; dx
t ’ i T
Lo [ 0FS O*SHN ij i .
+ = | EVIYEY ! ) @ldeT (3.72)
2 Jo drii® dry
ecuacién que puede reescribirse como
' p T o
y L) [ 08V oS- o
I8 — 5 Jt_]‘f 1} i . ’ ¥ -ty
U, 5 €; {/0 E'7A (W(‘);I:’J e dx ey

| IAUA o (f)z St 1y T (‘)‘ZSL i] .. ..
by /E”I”( ) ( )dx” & (3.73)
2 4 1 Jgatl” drii’ ! (
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o, de forma compacta, como

i _ b aT f=iy i .
(/[‘/ = - 8‘7 (Afj)l E}J (v).s-l)

donde CI?}?)I es la bien conocida matriz de rigidez del andlisis lincal

definida como

L it s oci;
=i AR ()Sz'J ()51] -
I.r J) — 1_,/1‘_/ /llJ . : ll‘-/
(&ff ! A < ((’)_1,"1 ) ((‘)J:U)(l‘

Lo ra2giinT 925,17 N
+ /E”I‘J(LL) (‘) ‘)dxw (3.75)
Q0

D.pii? 9pis?
£ €T

En funcion de las coordenadas modales del cuerpo, La Ec. (3.74) se
puede escribir como

i I VN i o
v = 5w (I&f"f)tpf (3.76)

donde

1Y =B Tl guleil (v 759 ni ) nigt -
(l\;j>(—_Bm B" <Bl] ¢ (Aff>lc Bl") BzBm (‘;"1)

En funcién de las coordenadas del cuerpo se puede también escribir:

00 0 R
U{,J:§(R,r o7 p}7> 0 0 0 6" (3.78)
oo (k7)) )\ #

o de forma compacta como

TR BT :
vf =3 g Kig (3.79)
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La matriz K}’ cs la misma matriz de rigidez que aparcce en la formulacion
de las ecuaciones del movimiento de los sistemas multicuerpos flexibles
cuando solo se admiten pequeiias deformaciones y desplazamientos. K/
es una maltriz constante y, por tanto, se verifica que

oy
dq’

= K/q' (3.80)

3.6.2 Obtencién de U/,
Los términos cuadraticos de la ecuacién de compatibilidad contribuyen
a la energfa de deformacion U con dos términos: U,y U, Bl quese
analiza en este apartado es el dnico que consideran muchos autores en sus
formulaciones geométricamente no lineales. La razén es que '], es un
término de tercer orden que acopla los términos lincales y cuadraticos de
la ecuacion de compatibilidad, mientras que U}, es un término de cuarto
orden debido exclusivamente a los términos cuadriticos de la relacion
deformacién-desplazamiento. La expresion de U, escrita en términos

de los desplazamientos E}J de los nodos del elemento j es

.- ’[' .
i it (0S8N (0SCN Gis i
) € €; (().L“ I €; dz

(3.81)

(LT e
v =3 [ B (G
it T g 0 ‘ ( dr

Como el vector E}J depende sélo del tiempo, puede salir fuera de la inte-
gral, conduciendo a

¢ . T ..
R A L - AN T 08, A
(";l_] . EU EZJAIJ i —t} , . N (1, ¥ -e—:J
nll 9 f A ((").L'U ) ef ( dwi ) Ol ) £ f

(3.82)
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que puede ser escrita matricialmente como

LT fe=ii \ i
Uil = 5%/ (A,’,) e (3.83)

donde (I{ff> se conoce en la literatura como matriz de rigidez geomé-

trica, y estd dCf[nldd por

. i i i i
70 N _ [ ij i 9S 95, IS, i ,
(Aff)gglf, A (T.yii)e (()_w o | &7 (384

. . i . .
Como la matriz (Kfjf) no cs constante, al derivar la energia po-

tencial para obtener los términos correspondientes de la ccuacion del
movimiento, la expresién usada por algunos autores (Bakr y Shabana,
1986)

T
()U:jl i =i

es una simplificacién, siendo la expresién completa:

0U1';1 : =1y —ij =7
n _ _ I

donde (ij) es un vector de fuerzas eldsticas no lineales elemental, del

que pll(‘dC expresarse una componente gCIlLI‘lLd k como

i) —ij’fa(K“ )g _ij . am
(@), ]k = &} Wej (3.87)
Tk



Energia potencial de un elemento 85

siendo (“ la componente k del vector de coordenadas nodales eldsticas
del elemento. Las componentes de (fo) correspondicntes a coorde-
nadas que representen el desplazamiento tr.msw‘rsa! seran nulas va que
(K ) depende exclusivamente de la deformacion longitudinal del cle
mento.

Anslogamente al desarrollo del término lf, , U , puede ser escrito en
funcion de las coordenadas del cuerpo segin

i 1 FY A oD
Uih = 549 Kjq (3.55)
donde
0 0 0
ng -1 o0 0 (3.89)
0 0 (K”)
if),
siendo

i = T 1 i T=i (1 Fipii\ gi{ .
2 . ? ? . g t 1
<Ixff)g_Bm B (BJ c (Aﬁ)gc Bg) BB (3.90)

“n la ecuacién del movimiento, las fuerzas eldsticas se obticnen de-
rivando la energia potencial con respecto a las coordenadas del cuerpo,

ohteniéndose
();3“ . Kig - Q' (3.91)
donde fo esta definido por
0
Q= I (3.92)
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3.6.3 Obtencién de U”u

U}, es una energia de deformacién debida exclusivamente a los términos
cnadrdticos de la ecuacién de compatibilidad. Muchos autores despre-
cian esta componente de la energia frente a U}, debido a que es de
cuarto orden en las deformaciones mientras que U, es de un orden in-
ferior. Pero, como ya se discutié en el capitulo anterior, U, depende
s6lo de las deformaciones transversales, que suelen ser varios 6rdenes de
magnitud mayores que las deformaciones longitudinales. Por ello, las
dos contribuciones no lineales a la energfa de deformacién pueden tener
el mismo peso. Siguiendo un desarrollo andlogo al de U, se puede

expresar (/7112 COIno
i AT (i N ‘
Ui, = (%7), & (3.93)

donde (Y}Jf) es, al igual que (Kff) una matriz de rigidez geométrica

elemental, y estd definida por

i

AT A P AR AN DAL AT R
®n)o=if (5 (5) =mr(52) (52)] «

(3.94)

A diferencia de la primera matriz de rigidez geométrica (Kff) que

estd bien documentada en la bibliograffa (Clough y Penzien, 197 ) esta
segunda matriz de rigidez geométrica (Kff) ha sido desarrollada en

esta tesis.
La contribucién a los términos de rigidez elementales de esta parte
de la energia potencial se puede escribir como

T

()[/ ——tq —q . -
AT B (K jf) L@}, (3.95)
()ef '
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=t L. .
donde (Q7 ), os un vector de fuerzas eldsticas no lincales elemental.
oer

La expresion (3.93) puede reescribirse en términos de las coordenadas
del cuerpo como

. 1 7 P »
Ui = 5 ¢ Kjq (3.96)
donde
0 0 0
Ki=(00 0 (3.97)
“ii
0 0 (I\ff>},
siendo

i i T JEURYS Y T i o
(I\;f)h - B, B (BL-’ c (Af’,)hZ*”Bg) BB, (399

La segunda matriz de rigidez geométrica, K}, no es constante, al igual
que Kéj. Pero mientras que esta iltima dependia de la deformacion
longitudinal de la viga, K} depende de la deflexién de la misma. En
términos de las coordenadas del cuerpo, el vector de fuerzas elasticas
no lineales, Q), se puede obtener derivando directamente la energia de

deformacion, U,

PN
ol Y i3 iy .
——(}E-’l Kiq ~Qy (3.99)

Il

quedando thj definido por

0
Qj = ‘o b (3.100)
=1 ; Y =13 APl
m%Bm B;z ij & (fo)h
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3.6.4 Vector de fuerzas elasticas

Teniendo en cuenta los estudios parciales anteriores, se puede escribir
nna expresion para la energia potencial total del elemento j, en términos
de las coordenadas del cuerpo 1, como

[ = Eqvll{",}q' (3.101)

donde la matriz de rigidez elemental estd compuesta por las tres matrices
de rigidez desarrolladas en los apartados anteriores:

de las cuales solamente la primera es constante. Por tanto, el vector de
fuerzas eldsticas se puede expresar como

. N
Ol L g
<(0qi> = K'q' - QY (3.103)

donde se ha denominado con el subindice 7 al vector de fuerzas eldsticas
no lineales, definido por

QY =Q7 + Q7 (3.104)

Para su aplicacién en la obtencién numérica de las matrices de rigides
y vectores de fuerzas eldsticas elementales, en el apéndice A se presentan
las expresiones algebrdicas de sus términos, para el caso particular de un
elemento viga de seis grados de libertad.
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3.7 Energia potencial de la viga

La cnergia potencial del cuerpo i se puede determinar sumando las ener-
gfas potenciales de sus elementos, es decir,

ne

Ut=y U9 (3.105)

j=1

donde me cs el nimero de elementos en el que se ha discretizado el
cuerpo t.
Sustituyendo la Ec. (3.101) en la Ec. (3.105) sc obtiene

: 1S o
t — - 3 1) b . .
Ut = 5 E— q' K{Ygq (3.106)

= Z K9 q' (3.107)

J=1
que se puede expresar:

U= -q' Kiq (3.108)

Por tanto, la matriz de rigidez de la viga se obtiene sumando las matrices
de rigidez de todos los elementos en los que se encuentre discretizada. Es
decir,

= Z K" (3.109)
=1

De igual forma, el vector de fuerzas elasticas no lincales, para cl
cuerpo i, se obtiene sumando los vectores elementales expresados en la
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Ec. (3.104) segin

ne

Q.=> QY (3.110)
f=1

3.8 Ecuaciones de Lagrange de la viga

Las ecuaciones del movimiento que describen el comportamicnto dindmi-
co de los sistemas multicuerpos flexibles se derivan utilizando las ecia-
ciones de Lagrange. En los sistemas multicuerpos flexibles suelen existir
restricciones cinemdticas, debidas a las uniones mecdnicas entre los cuer-
pos o a las trayectorias especificadas. Por tanto, las coordenadas del
sisterna no son independientes, sino que se hallan relacionadas a traveés
de las ecuaciones de restriccién:

Clg.t)=0 (3.111)

donde ]
C = [C1(q,1),Colq,1),...Culq, O (3.112)

es el vector de funciones de restriccién y n. es el niumero de ecuaciones
de restriccién. Se han propuesto diversos métodos para incluir las res-
tricciones en las ecuaciones de Lagrange:

1. El mds ampliamente utilizado cs el de los multiplicadores de ILa-
grange. Consiste en expresar el vector de reacciones generalizadas
como el producto de la matriz jacobiana de las restricciones por un
vector desconocido de multiplicadores de Lagrange.

2. Otro método es el método de los penalizadores (Bayo, 1989), que
consiste en definir un potencial equivalente que incluya una cner-
gla potencial ficticia asociada con la violacién de las ecuaciones de
restriccidn. Este potencial equivalente puede interpretarse supo-
niendo que las variables nodales disponen de unos muelles ficticios
de constante igual al penalizador, que les impide dejar de cumplir
la restriccién. El inconveniente de este método reside en que no se
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garantiza el cumplimiento exacto de las restricciones. En realidad,
lo que se garantiza es el incumplimiento de las mismas. Valores
muy grandes de los penalizadores harian que las ecuaciones de res-
triceién se cumplieran con gran exactitud, pero podrian conducir
a problemas numéricos con pérdidas de precision por operar con
términos de érdenes de magnitud muy diferentes.

Para mejorar el método anterior se utiliza un método mixto que in-
troduce en las ecuaciones términos con multiplicadores de Lagrange
y términos con penalizadores. Este procedimicnto es denominado
en la bibliograffa augmented Lagrangian (Vanderplaats, 1984).

Los métodos anteriores formulan las ecuaciones del movimiento en
funcién, tanto de las coordenadas independicntes, como de las de-
pendientes. Esto tiene la ventaja de su facil implementacion en
un programa de propdsitos generales para el analisis dindmico de
sistemas multicuerpos flexibles, ya que, en este caso, las fuerzas
externas e internas que dependen tanto de las coordenadas inde-
pendientes como de las dependientes se pueden introducir en la
formulacién de una forma directa. Sin embargo, estos procedi-
mientos conducen a un elevado ndimero de ecuaciones y variables
con el consecuente costo computacional en tiempo y precisién. Es-
tos inconvenientes no estan presentes en otro método cominmente
empleado que se basa en plantear las ecuaciones del movimiento
en coordenadas independientes, es decir, utilizando un nimero de
variables igual al nimero de grados de libertad que tenga el me-
canismo. La solucién de la ecuaciones del movimiento definen el
sistema de coordenadas v velocidades generalizadas independientes.
Las coordenadas vy velocidades generalizadas dependientes se deter-
minan usando las ecuaciones de restriccién cineméticas. Siguiendo
este esquema, no hay posibilidad de violacion de las ecuaciones de
restriccidn cineméticas, puesto que estas se utilizan para obtener
las variables dependientes. Sin embargo, esto no significa que la
solucién obtenida sea exacta. Debido a errores numéricos en la in-
tegracién numérica, las variables independientes no serdn exactas
y, por tanto, el error en las dependientes serd, al menos, del mismo
orden que el error en las variables independientes. Esta forma de
plantear las ecuaciones es adecuada cuando existen muchas coor-
denadas dependientes y pocos grados de libertad, como ocurre con
frecuencia en los mecanismos con elementos rigidos. Sin embargo
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puede plantear el problema de que la eleccién de las coordenadas
independientes que se haga al principio de la integracién deje de
ser adecuada en instantes de tiempo posteriores, siendo necesaria
una nueva cleccidn. Este procedimiento fue propuesto por Wehage
(Wehage,1980; Wehage y Haug, 1982).

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, para un cuer-
po @ del sistema, las ecuaciones de Lagrange toman la forma:

arin T Grin T
d /oL ar: - :
— =y 2 CiA=0Q 3.113
i) ~(5) < )
donde L' = T' — Vi X ¢s el vector de multiplicadores de Lagrange,

incognitas adicionales del problema, Q¢ es el vector de fuerzas externas
generalizadas asociado con las coordenadas del cuerpo i y Cq.' es la ma-
triz jacobiana de las restricciones cuyos clementos estan definidos comos

oC; : 1.
(C’q'>jk = %4l J=1,...ne k=1,...n (3.114)

sicndo n el nimero de coordenadas del cuerpo 7. La matriz jacobiana de
las restricciones del cuerpo i tiene, por tanto, tantas filas como ecuaciones
de restriceién y tantas columnas como coordenadas tenga el cuerpo.

Conocidas las energfas cinética y potencial de cada cuerpo, las ecua-
ciones del movimiento del sistema sc pueden reescribir como:

MGg+K'q¢+CI A= Qi+Qi+Q", i=1,2,...nh (3.115)

donde nb es ¢l nimero total de cuerpos del sistema. La matriz de
masa de la formulacién geoméiricamente no lincal NL2, expresada en
la Ec. (3.57), es la misma que aparece en una formulacién del com-
portamiento dindmico de los sistemas multicuerpos flexibles suponiendo
pequenios desplazamientos y deformaciones. Igual ocurre con el vector
de fuerzas de inercia dependientes de la velocidad Q:. expresado en la
Ec. (3.63). Diferente es el comportamiento de los términos de rigidez K¢
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v Q' expresados en las Ecs. (3.109) v (3.110), respectivamente, que son
completamente distintos a los de la formulacion Ly han sido desarrolla-
dos en oste trabajo. In el primer miembro aparece, ademas, ol veetor de
reacciones en las uniones cambiado de signo Cg‘/\, y, en el segundo, el
vector de fuerzas generalizadas provenientes de las fuerzas externas Q.
Ambos son idénticos a los de una formulacién que no incluya los cfectos
de las no linealidades geométricas.

A las Ecs. (3.115) hay que afadirles las ecuaciones de restriccion,
Ecs. (3.111), con objeto de tener tantas ccuaciones como incoégnitas. Es-
fas ccuaciones constituyen un sistema mixto de ecuaciones diferenciales-
algebraicas que debe integrarse numéricamente con algoritmos adecua-
dos. Como los algoritmos de resolucion de ecuaciones diferenciales-
algebraicas (EDA) no son muy eficientes, un procedimiento generalizado
consiste en afiadir a las Ecs. (3.115) la segunda derivada de las ecuaciones
de restriccién, con lo que se obtiene un sistema de ecuaciones difcrenciales
ordinarias (EDQ) que puede resolverse usando algoritmos muy eficientes.

MUCE (@ _[Qi+Q,+Q - Kq (3.116)
Cqo O A ¥

La solucién de este sistema de ecuaciones, con sus correspondientes condi-
ciones iniciales de posicién y velocidad, permite hallar el movimiento del
mecanismo con respecto al tiempo.

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.116) plantea algunos proble-
mas en su integracién, derivados del incumplimiento de las ecuaciones
de restriccién pues no han sido consideradas dichas ecuaciones sino su
segunda derivada. Matemdticamente se puede demostrar que la solucion
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.116) coincide con
la del sistema mixto de ecuaciones diferenciales-algebraicas (3.115) v
(3.111). En la prdctica, los errores de redondeo hacen que esto no
sea cierto v la solucién final puede ser muy diferente. Fllo es debido
a que el sistema de ecuaciones (3.116) no garantiza el cumplimiento de
las ecuaciones de restriccién, por lo que si, debido a errores numéricos,
las variables dejasen de verificar dichas ecuaciones, el sistema, (3.116) no
garantiza que se vuclvan a cumplir en los instantes de tiempo posteriores.
Debido a que se estd integrando la segunda derivada de las ecuaciones de
restriccion, la violacién de las ecuaciones puede crecer de forma lineal.
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En la literatura se proponen varias técnicas para conseguir que cl
sisterna de ccuaciones converja a la solucién correcta:

- Bl método de estabilizacion de Baumgarte (1972) se basa en intro-
ducir unos términos estabilizadores en la segunda derivada de las
ecuaciones de restriccion:

aniji = - 205C — A*c (3.117)

donde los valores de ag y 8 controlan la estabilidad de las ecua-
ciones del movimiento.

- Otro método consiste en identificar un conjunto de coordenadas
generalizadas independientes, y aunque se integren las ecuaciones
del movimiento tanto en coordenadas dependientes como en inde-
pendientes, posteriormente se ajustan las coordenadas dependien-
tes para que verifiquen las ecuaciones de restriccién cinemdticas.
De esta forma se consigue una mejor estimacién de las coordena-
das dependientes que integrando exclusivamente en coordenadas
independientes y obteniendo las dependientes a partir de ellas, a
través de las ecuaciones de restriccién. Por razones obvias, con esta
técnica no puede utilizarse una rutina de integracién numérica que
use la historia de las coordenadas y velocidades en el proceso de
integracion,

3.9 Comentarios finales

En este capitulo se ha presentado la formulacién geométricamente no
lincal NL2 empleando el método de los clementos finitos. Se puede ob-
servar, comparandola con la formulacién NL2 para modos supuestos pre-
sentada en el capitulo anterior, que la formulacién de elementos finitos
es mds compleja que las teorfas de aproximacién cldsicas. Esto se debe
principalmente al hecho de que la descripcién del campo de desplazamien-
tos del elemento finito requiere més transformaciones entre los diferentes
sistemas de coordenadas. Ademds, las matrices y vectores elementa-
les tienen que ser ensamblados para obtener las matrices y vectores del
cuerpo deformable. Sin embargo, todo lo que pierde en sencillez lo gana
en generalidad.

Se ha resaltado a lo largo del capitulo que la formulacién NL2 difiere
tan sélo de la formulacidn L en el vector de fuerzas eldsticas, que se
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denominard QY,, definido por

o'

— (3.118)
iq

QY. =

Este vector, durante el desarrollo, ha sido separado en tres partes, cor-
respondientes a las componentes de la energfa potencial Uf, U;H y (f,';,,_).
La complejidad de las expresiones de los vectores asociados crece en el
orden en que se han nombrado. Para algunas aplicaciones especificas no
os necesario considerar todos los términos de la energfa potencial. Es
decir, ol grado de aproximacién usado en la formulacién dependerd del
problema que sc esté analizando. En aquellos casos en los que sea posi-
ble admitir que tanto las deformaciones como los desplazamientos son
pequefios, se obtiene una respuesta aceptable usando, para las fuerzas
elisticas la siguiente aproximacion

Qi = -Kid (3.119)

Sin embargo, cuando los desplazamientos no son pequefos, es necesario
‘ntroducir nuevas fuerzas cldsticas que tengan en cuenta las no lineali-
dades geométricas. Para algunas aplicaciones, como se comprobard en
los cjemplos numéricos, es suficiente con considerar que

Q. = -Ki¢' - Kiq' (3.120)

Pero para otros casos, en los que el efecto de las no linealidades geométri-
cas es mds acusado (grandes deflexiones o fuerzas axiales significativas),
s necesario usar la formulacién que se ha desarrollado en cste capitulo,
denominada NL2. Es decir,

Q' = -Kig' — Kiq' - Kid' +Q, + Qi (3.121)

La formulacién NL2, debido al aumento sustancial del tiempo de
calculo que conlleva, debe usarse sélo en aquellas aplicaciones pricticas
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en las que la mejora de la respuesta debida a la inclusién de las no
lincalidades geométricas es importante.



Capitulo 4

Formulacion con Elementos
Finitos de la Viga en el

Caso Plano: NL3

En este capitulo se presenta la formulacién NL3 usando el método de los
clementos finitos. Esta formulacién incluye los mismos términos de orden
superior de la expresién de la energia de deformacién que la NL2, pero
difiere de ella en que incluye implicitamente el efecto del “acortamiento”
por flexion.

En el primer apartado sc define la posicion de un punto en la que se
distingue la contribucién debida a dicho “acortamiento”. Lista se repre-
senta mediante funciones de forma a través de su relacién con los des-
plazamientos transversales. A obtener esta expresién se dedica la mayor
parte del capitulo, usdndose a continuacion las mismas transformaciones
que en el capitulo anterior para definir la posicién del punto en el sistema
de coordenadas global de referencia.

En el segundo apartado se definen las condiciones de referencia para
que el campo de desplazamientos con respecto al sistema de coordenadas
ligado al cucrpo sea tnico.

Siguiendo ¢l mismo orden que en el capitulo anterior se obticnen a
continuacién, en los apartados tercero y cuarto, la energia cinética de
un elemento y la del cuerpo completo. Mientras que en los apartados
quinto y sexto se desarrollan la energia potencial para el elemento y
para el cucrpo. La formulacion NL3, a diferencia de la NL2, da lugar
a una matriz de rigidez constante, incluyendo todas la no linealidades
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geométricas en los términos de inercia y en las fuerzas de reaccién. Estas
se describen a continuacién, en ol apartado séptimo, en el que se trata
de las ecuaciones de restriccidon cinemadticas.

4.1 Definiciéon de la Posicién

Cuando un clemento se deforma, cada uno de los puntos de dicho cle-
mento experimenta un desplazamiento wf , como se muestra en la Fig. 3.8,
El desplazamiento del punto se puede dividir en una compounente en la di-
reccion del elemento indeformado, u”, y otra en direccidn perpendicular,
v, Cuando los desplazamientos v¥ son grandes no puede despreciarse el
acoplamiento existente entre ambos. Asi, parte del desplazamiento longi-
tudinal es debido a que cuando el cuerpo flecta los puntos del mismo tien-
den a desplazarse longitudinalmente para mantener invariable la longitud
de dicho cuerpo. Este desplazamiento se denominard “acortamiento” por
flexién (foreshortening en inglés), donde la palabra acortamiento va en-
tre comillas porque no se trata de una disminucién de la longitud real.
En el caso de que el desplazamiento longitudinal no esté impedido, al
flectar la viga la linea neutra no modifica su longitud, pero sf disminuye
el valor de la proyeccién de la viga sobre la configuracién indeformada,
como se muestra en la Fig. 4.1(a). Por el contrario, en el caso de que el
desplazamiento longitudinal esté impedido, la linea neutra se alarga para
poder verificar las condiciones de contorno, como se esquematiza cn la
Fig. 4.1(b).

La diferencia entre las dos formulaciones geométricamente no lineales
desarrolladas en esta tesis reside en la manera de representar el despla-
zamiento mediante las funciones de forma. En el capitulo anterior se
present6 la formulacién NL2, en la que las funciones de forma se utilizan
para representar la posicion de un punto de un elemento j perteneciente
a un cuerpo t con respecto al sistema de coordenadas elemental XY,
Asi, se puede escribir de nuevo la Ec. (3.1) como

w' = S eV (4.1)

La posicion w™ expresada en esta ecuacién se puede obtener como suma
de la posicién en el estado indeformado, wY, y el desplazamicnto debido
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"acortamiento”
por flexion

"acortamiento”
por flexion

Figura 4.1: “Acoriamiento” por flexién de una viga: (a) simplemente apoyada,
(b) con desplazamientos impedidos en ambos extremos

a la deformacion, w}J, como se muestra en la Fig. 4.2(a). Es decir

wi = wY + wifj (4.2)

Esta ecuacién puede particularizarse para las coordenadas nodales, puesto
que éstas representan las posiciones de los nodos relativas al sistema de

coordenadas elemental, dando lugar a
e’ =¢e +e (4.3)

Usando las expresiones anteriores se llega a que la formulacién N L2
3]

representa el vector w?, cuyas componentes son los desplazamientos u
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Figura 4.2: Representacién de los desplazamientos en el clemento para las
formulaciones (a) NL2 y (b) NL3.

y v de cada punto del elemento, a través de la expresién
w}j = S‘J 6}7 (41)

La formulacién N L3, sin embargo, no representa mediante las funciones
3 O oM -
de forma la posicién w' del punto, sino que separa el vector w en tres
b
partes, como se muestra en la Fig. 4.2(b), de las cuales las dos dltimas
provienen de una descomposicién de w}] y su significado se discutird a
continuacién.

wi = w4 w}ij + wj,js (4.5)

De estos tres términos solamente los dos primeros son representados me-
diante funciones de forma. El primer término representa la posicion en
el estado indeformado con respecto al sistema de coordenadas elemental
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XYY,y puede expresarse como
w!] = S ey (1.6)

liste término es idéntico al de la formulacién N L2 que aparece en la
Ec. (4.2). Sin embargo, el tratamiento del vector desplazamicnto cldstico
de un punto, w}j. es. diferente al de la formulacién del capitulo anterior.
En este vector desplazamiento es posible apreciar una parte debida al
“aeortamiento” por flexion, denominada w}Js. El desplazamiento eldstico
que no sea debido a esta causa se incluye en ol vector w3, De estos dos
términos solo éste dltimo se representa mediante las funciones de forma

como
=ij . qij Lt 1
w; = S e; (4.7)

mientras que el otro, el desplazamiento debido al “acortamiento” por
flexion, w}'ﬁ, estd relacionado con el desplazamiento w3 v, por tanto,
no es necesario representarlo mediante funciones de forma, sino que es
descrito indirectamente por ellas a través de su relacion con w7.

La Ec. (4.5) se puede escribir como

it =y ] w

donde el subindice ff indica que este vector se describe directamente
mediante las funciones de forma. Usando las Fe. (4.6) y Ee. (4.7), w,

P uede expresarse como

(%

w}Jf = w" + ’w}ij = Sii eV (1.9)

En la Ec. (1.8), no solo w'fjf os funcion de las coordenadas nodales del
cuerpo, sino que ‘wjjs también lo es y su expresion en funcidn de ellas
sord obtenida a lo largo de este apartado.

I'n resumen, como es sabido, las funciones de forma no son mds que
unas funciones de interpolacién que sirven para obtener la posicién de un
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@ Debido al "acortamiento” por flexign

e(1
X Y Q
Y 812 €, X ef2 e,
. L
Eil 8,1 - e‘:
eol eol
(@) (b)

Figura 4.3: Coordenadas nodales para las formulaciones: (a) NL2, y (b) NL3

punto del elemento en funcién de la posicién de los nodos del elemento,
los cuales estdn expresados en el vector de coordenadas nodales, e¥/,
Estas coordenadas representan distintas magnitudes {isicas para las for-
mulaciones NL2 y NL3. En la Fig. 4.3 se encuentran representadas para
ambas formulaciones, en el caso de un elemento con dos nodos extremos
y dos grados de libertad por nodo. En esta figura se observa que las
coordenadas nodales en la formulacién NL2 tienen un significado fisico
mds intuitivo que en la formulacién NL3. En la formulacién NL2, repre-
sentan la posicién final de los nodos relativa al sistema de coordenadas
elemental. Sin embargo, en la formulacién NL3 representan la posicidén
de los nodos sin considerar el desplazamiento debido al “acortamiento”
por flexién. Para alcanzar la posicién final, a dichas coordenadas hay
que sumarle este desplazamiento. Es decir, las coordenadas nodales em-
pleadas en ambas formulaciones difieren en el desplazamiento debido al
“acortamiento” por flexién. Ambas lo consideran, pero mientras que la
NL2 lo hace implicitamente, la NL3 lo tiene en cuenta explicitamente.

El desplazamiento por “acortamiento” por flexién. a su vez, puede
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separarse en dos componentes

w "._nf\+_lw (14.10)

La primera representa ol desplazamiento wj, de un nodo extremo del
clemento. El nodo extremo corresponde al mds cercano al punto que se
ha tomado como referencia para medir el desplazamicnto longitudinal
relativo al sxstoma de coordenadas ligado al cuerpo. Esta magnitud se
denomina n'_. donde la letra n hace referencia a que esta asociada a
un nodo, ¢l submduc fs indica que representa un desplazamiento por
“acortamiento” por flexién y los superindices asocian la magnitud al
clemento j pertencciente al cuerpo i. La segunda componente representa
la contribucién debida al “acortamicnto” por flexién dentro del elemento,
entre el nodo cuyo desplazamiento estd representado por nfj y ¢l punto
cuyo desplazamiento se desea conocer. Sustituyendo la Ec. (1 10) en la
Ec. (4.8) se obtiene que la posicién de un punto del elemento, relativa al
sistema de coordenadas elemental, se puede expresar como

wi = + n + Aw” = Sl e + n” + Aw (4.11)

Esta ecuacién representa la misma magnitud que la Fc. (4.1) para la
formulacién NL2.

En la Fig. 4.4 se representa un par de ejemplos para aclarar el signifi-
cado de cada uno de los términos de esta ecuacién. El primer cjemplo
representa una viga biapoyada, discretizada en dos elementos, y sometida
a una carga transversal estatica. La posicién del segundo nodo del primer
elemento se puede representar mediante su posicion en el elemento in-
deformado w!, més el desplazamiento transversal, wf ya que se ha
supuesto que no existen fuerzas axiales, mas el despl azamiento w}s de-
bido al “acortamiento” por Hexién. Este ltimo se debe exclusivamente
a la contribucién del elemento 1, ya que el primer nodo tiene restringido
su desplazamiento, es decir, n} =0y w} = Z_\w}s La posicion del se-
sundo nodo del segundo elemento se obtiene de forma similar, pero ahora
wfz = 0), porque este nodo tiene restringido su desplazamiento transver-

sal, v wj estd formado por el desplazamiento por “acortamiento” por
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Figura 4.4: Desplazamientos para la formulacién NL3

flexién del primer nodo de este elemento y la contribucién del segundo ele-
mento, es decir, w} = n?, + Aw?, 6 wh, = Awl, +Aw?,. El segundo
ejemplo se presenta para ilustrar la influencia del desplazamiento por
“acortamiento” por flexién cuando los elementos tienen distintas orien-
taciones. Se trata de un cuerpo formado por dos elementos situados a
90° y uno de ellos empotrado en un extremo. Se supone que la longitud
de la linea neutra permanece invariable para que los desplazamientos w}
sean perpendiculares a los elementos. Los desplazamientos de los nodos
de ambos elementos se representan de forma similar al del ejemplo an-
terior, pero con una modificacién. Las componentes del desplazamiento
por “acortamiento” por flexién tienen distinta direccién, resultando que
el desplazamiento por “acortamiento” por flexién total del segundo nodo
del segundo elemento no tiene la misma direccién del elemento.

A partir de ahora se segunird un desarrollo anilogo al utilizado en
el capitulo anterior para la formulacién NL2. Se intentard mantener,
en lo posible, el mismo orden en las ecuaciones, de forma que sea ficil
compararlas, sin tener que acudir a continuas referencias. No hay que
olvidar que parten de las mismas hipStesis.

El siguiente paso es reescribir la Ec. (4.11), expresada en el sistema de
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coordenadas elemental, N9 Y%  en el sistema de coordenadas elemental

intermedio. Esta toma la forma
ol _ wet) g ] R
w _w/f+nj.$+Awfb (1.12)

donde

W/, = 5 ed (1.13)

y se ha usadom nf ¥ Aw , para d(\uotar los desplazamientos nj v Aw

en el sistema de (u()rdf‘n(idas Xy J, cuyos valores seran ignales, por
tener la misma orientacién los dos sistemas de coordenadas.

Para hacer compatible la Ec. (4.12) con la de los otros elementos
del mismo cuerpo, debe estar expresada en el sistema de coordenadas
de dste, XHYE "Ho se consigue a través de matrices de transformacion
ortogonales. Asi, el vector de coordenadas nodales se transforina en

&l =CqY (4.14)
o bien N

el =CYqY (4.15)

é‘; = c““‘f (4.16)

y los vectores de posicién y desplazamiento pasan a ser

wl = Clw (4.17)
Yy, = C'«’_‘f’j (4.18)

*‘“ C‘J"‘J (4.19)
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AW}, = CYADY, (-1.20)

Usando estas transformaciones, s llega a

o (1.21)
donde
ﬁ_}Jf _ CijSij‘C'ijq:'f' (1.22)
y .
W, =, + AT, (1.29)

La Ec. (4.21) estd expresada en el sistema de coordenadas del cuerpo i.
De los términos que la componen, no se conoce la expresién del debido al
"acortamiento” por flexién, ?I}JS, en funcién de las coordenadas del pro-
blema. A continuacién sc van a estudiar cada una de sus componentes
por separado, comenzando con la tltima, L\E}JS, que implica exclusiva-
mente al elemento 77-ésimo.

Obtencién de A%/ : Iiste vector, expresado en el sistema de coorde-
Ja7 08 VECUOT, GXP
nadas del elemento j, XYY" sélo tiene componente longitudinal, cuya

cxpresion es
1 4 I AN »
/ Vo - il A O
Aw} = Qel/r;j (():z'ii) du (4.24)

donde ey es el vector unitario [1 0], La integral se extiende entre las
coordenadas del nodo £, cuyo desplazamiento por “acortamiento” por
flexién se expresa en n}JS, y la coordenada del punto cuyo desplazamiento
se desea conocer,
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Para poder expresar el desplazamiento transversal, ¢/, en funcion de
lus coordenadas nodales, es necesario reescribir la Ee. (4.7) como

donde se ha dl\]djdo la matriz S% en dos submatrices, SJ ¥ S’ que
corresponden a la primera y segunda fila de la matriz, ospcctnanmm‘,.
De la Ec. (14.25) se sigue que

v = SPel (1.26)

Usando esta expresion, la Ec. (4.24) se reescribe como

N T ..
g ks ot [a Yl
‘-J»I/ Js, Js,
[
x

i\ 9z Dt
k

deef (1.27)

en la que se ha tenido en cuenta que el vector de dospla/&mwntos nodales,
f , es independiente de la coordenada espacial x I

Definiendo la matriz HY como

. ZI:‘J 1%} & 17 =
HY = 05/ 05\ gpis (1.28)
P dxtd ozt

la Kc. (4.27) puede escribirse de forma compacta como

. ’1 L.
A“’}Is =-3e (e}’ H”e'f") (1.29)



108 Elementos Finitos: NL3

Puede comprobarse que la matriz HY es una matriz clemental cua-
drada simétrica, cuya dimensién coincide con el nimero de erados de
libertad del elemento. Esta matriz, por su definicién, tiene la propiedad
de que las filas y las columnas asociadas a las coordenadas nodales que
representan los desplazamientos longitudinales son nulas. Por ejemplo,
para el elemento viga de seis grados de libertad, la matriz HY tiene la
siguiente expresion

0\"
134
o= [ LS 0w ) e ()
r;f
it
I
A
i
o bien
0 o
o
Eal) N, ot
- 0 (fg‘ zyv ’lf’J‘ 175 ..
Hi = 2y Wyl drt 4.31
/r;, 0 0 0 0 ’ (4.31)
0 Wl WL 0 g
0 Q08 ¥ e 0 [ g Ly

Debido a esta propiedad, el desplazamiento longitudinal producido
por la flexion dentro del elemento j, entre los puntos ]y 4, definido
en la Ec. (4.29), depende exclusivamente de las coordenadas nodales que
representan los desplazamientos transversales en el elemento 7, como
cabe esperar por su definicién de la Ec. (4.24).

En el sistema de coordenadas elemental intermedio del elemento 7,
Aw}’5 pasa a tener la forma

AT, = ~ze, (€ HYEY) (1.32)
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y en el sistema de coordenadas del cuerpo
N Ui i Tt i e
An S:-;C’-‘e[ q; C HYCq; (-1.33)
Haciendo uso de la Ee. (4.33), la Ec. (4.23) se puede escribir como

s

N T i T—is T =i
wf, =] ‘gc”el(qf" c” H”C’qf’> (1.31)

donde se pone de manifiesto que ol desplazamiento '/, de un punto
arbitrario pertencciente al elemento j depende del desplazamicento debido
al “acortamiento” por flexién de un nodo extremo de dicho clemento,

i .
mfjs, y de las coordenadas nodales transversales del propio elemento.

Obtencidon de m'fﬂ.: Para conocer el desplazamiento 'ﬁi}jﬁ de un nodo
extremo perteneciente al elemento j del cuerpo i, hay que recorrer todos
los elementos situados entre el elemento j y el elemento en el que se
encuentre el punto de desplazamiento longitudinal nulo z, y calcular en
cada uno de ellos la contribucién al desplazamiento por “acortamiento’
por flexién. Como este desplazamiento involucra muchos elementos es
méas sencillo expresarlo en el sistema de coordenadas del cuerpo, XY,
que en el sistema de coordenadas del elemento 7, X9YHY, Es decir, es

1] ]
fg

mas facil obtener la expresién de M, que la del desplazamiento ni
definido en la Ec. (4.10).

El punto de desplazamiento longitudinal nulo, z,, depende de la
eleccion de las condiciones de referencia. En la Fig. 4.5 se muestra una
viga discretizada con condiciones de referencia de simplemente apoyada
en el primer caso y de punto fijo en el segundo. Se han numerado con-
secutivamente los clementos con objeto de ilustrar mas claramente la
formulacion, pero, en general, la numeracién de éstos no tiene por que
ser consecutiva.

Para el caso de condiciones de referencia de simplemente apoyada, el
desplazamiento ?ﬁ'fjs se puede representar como la suma de las contribu-
ciones debidas a todos los elementos completamente comprendidos entre
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1 2 i
"ttt
S 7@;

X, X
(a)
1 2 i kk+1k+2

Figura 4.5: Conjuntos P para las condiciones de referencia: (a) simplemente
apoyada, y (b) punto fijo

T,V T
Y, = AT, + ATE + o+ AT 4 Auly™ (4.35)

La contribucién de cada elemento se puede escribir en el sistema de coor-
denadas ligado al cuerpo como

AT} = C AT (4.36)

e\prosmn en la que _&“1"‘ representa la contribucién al desplazamiento

por “acortamiento” por ﬂo\dén de cada elemento en el sistema de coor-
_—_Z'UL_ITTL
denadas elemental intermedio X Y

La Fc. (4.35) puede ser escrita en forma mds compacta si se define
un conjunto, 7, cuyos elementos sean todos los elementos finitos que se
encueniren comprendidos entre el nodo de desplazamiento longitudinal
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nulo y el nodo extremo del elemento j del cuerpo @ mads cercano al nodo
anterior. Para el ejemplo que se esta analizando el conjunto PY se define

cCOmo

PYo={1,2,...,j - 1} (1.37)

Haciendo uso de esta definicién y de la Fc. (4.36) se puede escribir que

—— N ; ’ Yo
g, =y, CTAwY, (1.3%)
mgpk

La ccuacién anterior se expresa en funcién de las coordenadas nodales
del elemento de acuerdo con la Ec. (4.32) como

19 l_ . . . o . -
mi = =2 3 ome, (e HEY) (4.39)

meg Pk

donde la matriz HY™ es un caso particular de la matriz H™ en el que
la integral esta C\L(‘ndxda a toda la longitud del elemento, por lo que
o couvicrte en una matriz constante. Para este ejemplo, suponiendo
el origen de coordenadas del sistema elemental situado en el extremo
izquicrdo del elemento, se define como

Lm (?Sim T (f)Sim -
i __ ¢ L ¥ 4.
mi= [ ( L) ) ( Ll ) da (4.40)

Para ol caso de condiciones de referencia de punto central fijo de la
Fig. 4.5(b), se va a hacer un desarrollo analogo al anterior para obtener
la expresion del desplazamiento m mf Fon este caso, el nodo de referencia

para medir el desplazamiento longitudinal eclistico se encuentra cn ol
centro del elemento, v el punto cuyo desplazamiento se desca conocer a
su izquicrda, por lo que los elementos se recorren en el sentido del ¢je
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XY negativo. Definiendo, para este caso, el conjunto PY como
PYo= L+ 2kk 1) (1.41)

el desplazamiento "Tﬁ}JS se puede escribir como

m, = AT a4 AT At
> (Cimma}’g) (4.42)

me s

It

Escribiendo la contribucién de cada elemento _\w‘]’” en funcidn de las
coordenadas eldsticas nodales elementales, se llega a la misma expresién
que en el caso anterior (Ec. (4.39)) Pero la matriz H™ cambia de signo,
pucs los elementos se recorren en sentido contrario, quedando expresada

i 0 dszm ()Szm ,
H /”” ( Dril ) (aii ) dzx' (143)

In CI\CI‘E’Ll la matriz H”n uede re resentarse por la siguicntc ecua-
cion:

como

. Lo aszm r aSzm )
tm - d‘.t] 4.44
Hit=% ), <0) (75) o 1

donde se empleard el signo positivo o negativo, dependiendo de que el
clemento se recorra en el sentido del eje X*™ positivo o negativo, respec-
tivamente.

En el caso del clemento viga con tres grados de libertad por nodo,
cuyas funciones de forma son los polinomios de Hermite, su expresion es
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tm

0 36
+1 0 3L 1L°
30Lim 0 0 0 0
0 —36 —3L 0 36
0 3L —L* 0 =3L AL*

o __
H L -

Usando la Be. (4.16) para pasar de las coordenadas nodales en el
clemento a las coordenadas nodales en el cuerpo, la Ec. (1.39) se puede
escribir como

=]
my

l\.«]b—-‘

Z (sze (—zm C”” Hzrn“‘”ﬂm—zfm)) (-’1.4(5)
P

Una vez obtenida la expresién del desplazamiento debido al “acor-
tamiento” por flexién en un punto cualquicra pertencciente al elemento J
del cuerpo 7 en funcién de las coordenadas nodales del cuerpo, se pucde
expresar la Ec. (1.21). que representa la posicion de dicho punto con
respecto al sistema de coordenadas del cuerpo ¢, en la forma

W =+ Y, AT, (447)
donde
uy, = cis9C (¢ +7}) (4.48)
‘ﬁi; = —% Z (ci”‘ (ﬁ}”’c‘”’ H‘”_”"’}’”)) (4.149)
me Py

AT/ = -—EC”el(qf C’ H’JC"’) (+.30)
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Aligual que en el capitulo anterior, se desea llegar a una expresion
del vector de posicion de un punto en funcién de las coordenadas genera-
lizadas del problema. Para ello hay que realizar una serie de transforma-
ciones para pasar del espacio de las coordenadas nodales en el elemento
al de las coordenadas modales en el cuerpo, las cuales se describen a
continuacion.

Condiciones de conectividad: Mediante la matriz booleana B se
identifican las coordenadas nodales elementales gr con las coordenadas
nodales del cuerpo ¢!, segiin

7 = Biq,, (1.51)
é .

ail = Big, (152)

7/ = BT, (4.53)

expresiones que, sustituidas en la Ec. (14.47), dan lugar a que sus compo-
nentes se puedan representar como

w/, = CYsSIC'Bi(q +7)) (1.54)

iy I 3 ; o T=im L i —im .

m;, = —52 Cire (g, B™'C™ HI"C B:"‘q})>(.j.:);¢))
me P

- ] A . ’___1T S s - -

Awd = ~§Cve1(q}’B;J”cJ HT" Biig!) (4.56)

Las expresiones anteriores pueden escribirse de forma mas compacta si
se definen las siguientes matrices:

N = CusiTY Bl (4.57)
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ij _ ,“,'T——iJT 1Y i "
R = Bv'CY H'CTY B! (1.58)

.. L T R .. R
R = B1'CY H{C"BY (4.59)

La primera ya se definié en la Ec. (3.13) para la formulacion NL2, mien-
tras que las otras dos surgen de la expresién explicita del “acortamiento”
por flexién. Estas matrices son independientes del tiempo, siendo ademis
R} independiente de la coordenada espacial, es decir, constante para
cada elemento. Usando las definiciones anteriores. las componentes del
vector posicién de un punto respecto al sistema ligado al cuerpo se ree-
scriben como

wf, = Ni(g,+7))=NYq, (41.60)
Fn’.—z) — _}_ Z (C{m,el(airr zm——l )) (i(il)
[s ) f
. mePu
; 1 .. o ,
Awi = —‘zcwel(q}"Rszf) (4.62)

Fl vector de posicién cuyas componentes se acaban de escribir se puede
comparar con la Fe. (3.12) que representa el mismo vector para la for-
mulacién NL2. Ambas ecuaciones representan la misma magnitud, w,
pero mientras que en la formulacién NL2, el desplazamicento debido al
“acortamicnto” por flexién se encuentra incluido en el vector de coor-
denadas nodales, en la formulacién NL3 dicho desplazamiento se halla

expresado en los términos mfs y A’ﬁ}’s

4.2 Condiciones de referencia

La posicion de un punto del elemento j perteneciente al cuerpo 7, en el
sistema de referencia global, esta definida por

r = R+ AV (4.63)
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o sustituyendo la Ec. (1.47), por

s R A )
= R4uf +mY +Au] (1.61)

donde uzfjf, m’fs y Au}ls estin expresados en el sistema de coordenadas
asociado al cuerpo.

Como se vi6 en ¢l capitulo anterior, la representacion de los desplaza-
mientos de la Fc. (4.47) contienc el movimiento de sélido rigido del ele-
mento con respecto al sistema de coordenadas del cuerpo. Paraeliminarlo
se imponen una seric de condiciones de referencia. Estas condiciones, que
relacionan entre si las componentes del vector de coordenadas cldsticas
nodales, se usan para expresar el vector de coordenadas eldsticas nodales
ﬁ"f en funcién de un nuevo conjunto de coordenadas nodales eldsticas

independientes g%, a través de la matriz Bi.

¢, = q.+7;
= g+ Biq (4.65)

Si ademds se usa el método de la Sintesis de Componentes para reducir
el nimero de coordenadas, q'; sc puede expresar como

1

¢; = B..p} (4.66)

donde B, es una matriz cuyas columnas son los modos estdticos y/o
dindmicos del cuerpo, obtenidos usando las condiciones de contorno im-
puestas por las condiciones de referencia expresadas en la matriz B,i, y
p} son las coordenadas modales eldsticas, cuyo nidmero debe ser significa-

tivamente inferior al de las componentes de q%. La forma y nimero de

. N [ . .
los vectores de Ritz que forman la matriz B, se cligen dependiendo de
la geometria del sistema y de sus condiciones de funcionamiento. Usando
las Ecs. (4.65) y (4.66), es posible expresar los tres ltimos términos del
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vector de posicién de la Lc. (1.64) en funcién de las coordenadas modales

elasticas:

uf; = ANU(q,+B.B,p)) (167)
i3 L i1 i tm
my, = —§A‘>:(C' e.v)' B, BB} BB,,lpﬂ)( 53)
. mEI"I
Aul = -laicie(p," B, Bi'RIBIB.pY) 169
ufs - 9 ei\pPy m 2 2Py ( ')')

Usando estas expresiones se consigue representar el vector de posicién de
un punto, respecto al sistema de coordenadas global, en funcién de las
coordenadas de referencia (R‘ H‘) y de las coordenadas elasticas pf del
cuerpo i.

Para simplificar la escritura de las ecuaciones se definen unas nuevas
matrices a partir de las definidas en las Ecs. (4.57), (4.58) y (4.59) como

N} = NUB{B, (4.70)

T T iy pi R ,
R’ =B, B.'RYB]B, (4.71)
R,V =B, B‘ "RBIB., (4.72)

donde el subindice m hace referencia a que son matrices modales ya que
. . . 57 .y

incluyen la matriz de vectores de Ritz, B ,. Usando esta nueva notacion,
los tres ltimos términos de la Ec. (4.64) pueden expresarse ahora como

ui, = ANYg, +A'NpY (4.73)
1 ! v i ren PR
”ljjs = —‘EA Z (C (pf R/),” p )) {1.71)

me Y
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ij L, i —=
Auf, = —-§A’C”€1(’Pf R,J,pj) (1.75)

A continuacion, al ignal que se hizo en el capitulo anterior, se desar-
rollan las ecuaciones del movimiento de cada cuerpo usando un proce-
dimiento energético. Las matrices de masa y rigidez y los vectores de
fucrzas generalizadas, tanto externas como internas, para cf cuerpo coms-
pleto se obtienen por ensamblado de las matrices y vectores elementales.
A cstas ecuaciones hay que afadirles las ecuaciones de restriccion, que
definen el movimiento relativo entre los cuerpos, para obtener el sistemna
completo de ecnaciones que gobiernan el comportamiento dindmico de
un sistema multicuerpo flexible.

4.3 Energia cinética de un elemento

La energia cinética de un elemento j perteneciente al cuerpo i se define
como

T~ E/ pUT‘J]r’J([‘J 1 (1.76)
Vi

La cnergfa cinética depende, pues, de la derivada temporal del vector de
I

posicién. La expresién de 79 para la formulacién geométricamente no

lineal NL3 se obtiene derivando con respecto al tiempo la Ec. (4.6:4):

”—R‘+u WY+ ALY, (4.77)
donde
WY, = ANNYGL 4 Niphd + AINTp
mil = —~A > (cmep) R R b
me P

) 4 i T m
— Az Z (szel(pf [ll o pf))
me Py
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X U i g (il pid i G i s pij i
A"‘f]s = _EABCJel(pf Ryin)" _chel(pf anlpf)

kI vector velocidad 79 se puede escribir como el producto de una matriz
por un vector, siendo este vector la derivada temporal del vector de
coordenadas generalizadas, o vector de velocidades generalizadas, del

cucrpo i. Es decir,
o= LYq + LY 4 = (LY + L7 )4 (4.78)
donde el vector de velocidades generalizadas estd definido como
g =[R ¢ pi)" (4.79)

De las dos matrices que aparecen en la Ec. (4.78), la primera, L*, s la
misma definida en el apartado 3.4 del capitulo anterior para la formu-
lacién NL2, es decir,

mn

L= (I, AYN9q +Nipy) A'NY) (4.80)

i7 . s AT 4
y Lf]s es una nueva matriz que aparece en la formulacién NL3 para tener
on cuenta la contribucién explicita del “acortamiento” por flexion a través
N Y . .
de mj, v Auj y que puede definirse como

= ((En (L (L)) (181)
con

ij
(L7,)
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i 1 { im ill‘ trn
(ijs)o = *EAO Z (C el(pf Lom pf))+CJe1(pf Rmp_[)

mg i

(L9); A Y (Ci”‘elp}llsz,i,’f‘)+C”e1p R

mE

L}"E es la matriz que multiplicada por el vector de velocidades generali-
zadas expresa explicitamente la velocidad de un punto debida al “acor-
tamicnto” por flexidn.

Sustituyendo la expresiéon condensada del vector velocidad de un
punto de la Ec. (4.78) en la definicién de la energia cinética de la Ec. (4.76)
se obtiene la expresién de ésta en funcién de dos matrices de masa:

a1
™ =54 drMYG + q']Mfgq (4.82)
donde MY y M}Js estan definidas por

M / P LT L gy (1.83)
Vi

1] — L33 L] St
MY, = /mp LY, LYdvi

T pid e
WLET LY VY
+ [/zj p Is
T ..
L ) 17,4V 4.8
+/;ri3/) Li, L7dV (1.84)
Por su definicién MY es idéntica a la matriz de masa definida para la

formulacion NL2, expresada en la Ec. (3.57). Sin embargo, la otra matriz
de masa, ]\/[ T es propia de la formulacién NL3. Escrita matricialmente
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s5¢ pll(!(lt‘, expresar como

N 0 mpy mpy
]\/[’fjs = map Ty (1.85)
simélrica mygy fs

donde las distintas expresiones explicitas de las submatrices se encuen-
tran desarrolladas en el apéndice B.

4.4 Energia cinética de la viga
La energfia cinética del cuerpo @ se puede determinar sumando las energias

cinéticas de sus elementos, por lo que la matriz de masa del cuerpo se
obtiene sumando las matrices de masa elementales. Es decir,

S R o
77 = 5q”"zwr"ql (4.86)
donde
ne ne B .
M~ = Z M =3 (M7 + MY) (4.87)
=1

La definicién de la matriz de masa clemental M se realizé en el capitulo
anterior, y la de la matriz elemental M” debida a la contribucidn
explicita d(l ‘acortamiento” por flexién se lm realizado eu ¢l apartado
previo.

4.5 FEnergia potencial de un elemento

La expresién que representa la energla potencial para un elemento viga j
perteneciente a un cuerpo ¢ en el plano es, como se presento en el capitulo
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anterior:

R TP T AN N T 2 AP - I T AN S
i = 7/ £ A4 (S'—) (11:'J+7/ pig (‘ ﬂ,) da'd
2 Jy duat 2 Jy duii®

I A D AN B N S AN
—_ Irl_] {l] R d 1y — 1’,""“{” _ 1 b
+2A Jut ((’).1;‘1) o 8/0 ((‘).,5:]) dz" )

Los desplazamientos u y v que aparecen en la expresion anterior,
se refieren a los desplazamientos relativos al sistema de coordenadas ele-
mental, o al elemental intermedio (son los mismos), en la direccién del
clemento indeformado y perpendicular a él, respectivanente, En la no-

tacion que se viene utilizando a lo largo de este capitulo, estos desplaza-
micntos estdn representados por

pt

1] ..
( v ) *"” + nfs +ABY, (1.89)

Para introducir ambos desplazamientos en la expresion de la energfa
potencial s necesario hallar su derivada con respecto a la coordenada
espacial a lo largo del cje del clemento. Derivando la expresién anterior
se obtiene

Jutd

ax‘J — ()wf d A——ZJ (1 ()0)
i (‘)l‘ij 0.6” h
Dt

donde se ha tenido en cuenta que el desplazamiento debido al “acor-
tamiento”™ por flexién del nodo extremo del elemento es funcién del
tiempo pero no de la coordenada espacial, pucsto que estd asociado a
un nodo determinado.

Usando las expresiones (4.7) y (4.32) obtenidas en el primer apartado,
se verifica que

i)ﬁ}ij 98

Ouis — Oai

e/ (1.91)



Energia potencial de un elemento 123

2

0 gy L [(yroHY .

Para obtener las expresiones explicitas de las derivadas de los des-
plazamientos u" y v se particiona la matriz S en dos submatrices,
S,Y y 8, que representan su primera y segunda fila, respectivamente.
Ademds, si se desea. escribir también la matriz HY en términos de las
funciones de forma, de su definicién de la Ec. (4.28) se desprende que

JdHY 0S5, 7S
HE (950 (22 (4.93)
dxij Jdut JxzH ‘

Usando las ecuaciones anteriores, la Ec. (1.90) se puede expresar como

Outl N 7 ,
r - G Qs __"T ,)S 1y ‘)S 1 o
gt &5_. J 1 1] Dy d0p 17
Oa _ | o er Tz \&F e orT ) €F (4.94)
ot 85,7 _ij '
01.1) f

R

Una vez conocidas las expresiones de las derivadas de los desplazamien-
tos en funcién de las coordenadas nodales elasticas del elemento, se susti-
tuyen en la expresién de la energfa de deformacion de la Ec. (4.88). En
la expresién resultante es posible cancelar muchos términos, Hegindose
a la simple representacion siguiente

. U 05N (089N L
7ty _— . Sty oAty i ij i
I/ = 2 [; P/ {1 ef ( 0.1,‘"] ) ( (‘)I“J ) ef (Z.L

Lo 028N 02SN
* 5/ Eer ey (() t) <() .{.))E}J’/:I*” (1.95)
0 Jdrid” i " )

La ccuacion anterior es idéntica a la Ec. (3.72) que definfa la encrgfa
potencial lincal U}/ para la formulacién NL2. Por tanto, haciendo uso
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de las mismas transformaciones, es posible reescribirla como
'1) l "7 N
UV = Eq I\l q' (-1.96)

estando definida K7 en el apartado 3.6.1

Sc observa, pues, que mientras que la expresion de la matriz de masa
para la formulauon NL3 es mucho mds complicada que para la formu-
lacién NL2 (se ha definido una matriz de masa adicional, J\/ljj ), ocurre
lo contrario con la expresién de la matriz de rigidez (para la formulacién
NT.2 se definen dos matrices de rigidez adicionales, K‘J y K J). ks decir,
las no lincalidades geométricas se trasladan desde las fULI‘Adb eldsticas ge-
neralizadas en la formulacién NL2, a las fuerzas de inercia generalizadas
en la formulacién NL3.

4.6 Energia potencial de la viga

La energfa potencial del cuerpo i se puede determinar sumando las ener-
gias de deformacién de todos sus elementos, por lo que la matriz de rigidez
del cuerpo se obticne sumando las matrices de rigidez elementales. Es
decir,

U= %q”l{;q’ (4.97)
donde

nl
=> K/ (1.98)
j=1

4.7 Restricciones cinemditicas
Una restriccién cinemdtica entre dos cuerpos impone condiciones sobre el

movimiento relativo entre ambos. Las restricciones pueden representarse
mediante ccuaciones algebraicas de restriccién de la forma

C*(q,1) =0 (4.99)
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que han de afiadirse al sistema de ecuaciones diferenciales del movimiento
para obtener el mismo mimero de ccuaciones que de incognitas, y poder
simular ¢l comportamiento dindmico de los sistemas multicuerpos flexi-
bles.

Las ecuaciones de restriccion algebraicas se escriben en funcion de las
coordenadas generalizadas g que describen la configuracion del sistema.
Como cstas coordenadas son diferentes para las formulaciones NL2 yNL3,
también lo serdn las expresiones de las ccuaciones de restriccidn y de la
matriz jacobiana de las restricciones. Se va a desarrollar, como ejemplo,
las ecuaciones que caracterizan a un par de rotacién. Los cuerpos iy
7 unidos por el par de rotacién son dos cuerpos flexibles, siendo lyn
los clementos de dichos cuerpos ligados a través del par. La condicidn
de que el punto P sea siempre comidn a ambos cuerpos puede escribirse

como

rh =T (1.100)

o, usando la definicién del vector de posicién de un punto de la Ec. (4.64),
como

R‘+u +m +Au ~ R —ujj'}—mjf: AuJ”:O (4.101)

Es interesante resaltar que esta ecuacién podria reducirse a la expresion
del par de rotacién para la formulacién NL2 haciendo nulos todos los
términos que representan explicitamente el desplazamiento por “acor-
tamiento” por flexién , es decir,

mﬁ = Auf, = mjf'i = AuJ" = (14.102)
La Ec. (4.101) puede escribirse explicitamente como

C* (q)= R+ A‘N‘lq + A'NY pY

rot
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~R‘iA‘jN'j’lq;7; . AjN'f;:lpj {(1.103)
1 . T |
+§AJ Z (C‘]mel (P]f ![tn"lpf)) + 5‘4‘/(}7116l < R{: ) =0
me}in

Derivando con respecto a cada una de las coordenadas generalizadas del
cuerpo se obtienen los elementos de la matriz jacobiana de las restriccio-
nes C7,. La contribucién a esta matriz debida al par de rotacién en la
formulacion NL3 es:

oCT

= = (4.104)
acro ' t 1 ! 1 1 i T i
(‘)91 [ e A{;N lq“ + A Nlnpf "‘Ag Z C e, (pf R] mpf>
me Pt
——A ictle, (pf Rmpf) (4.105)
()Cro{ : nrtd i tm Yail il >
= AINY - A 3 et R, | - AiCYe,p R (4.106)
¢ pf me P
aC”
S = L (4.107)
oC: P 1. i w
()(JJO[ = —A;N"q] - Atj?Ngr:IpJ} + §A$ Z C'e, ( le lmpﬁ)
mEpPIm
1 I vin iT gn, 7 ) 5
+§Aﬁc €, (pf Rmpj) (1.108)
C” S . . T
(){ 302 = —_AINIm + Al Z ijelpjf ijum
()pf mgl’rm

. ST
+A/CI"e, pl" R (4.109)
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4.8 Ecuaciones de Lagrange de la viga

Las ccuaciones de Lagrange para un cuerpo con restricciones, como son
los que componen los sistemas multicuerpos flexibles se pueden escribir

COmaoO
i T T arrin T
d (0T oT! out . :
a fol’ N [l ou_ A= QF 1,110
dt (e)q') («’)Q‘) " (r‘)q‘) T o ( )

C*(g,t) =0 (4.111)

donde se utiliza el asterisco para sciialar las matrices y vectores quc
dificren de las que constituyen la ccuacién del movimiento en la formu-
lacién lineal o formulacién de pequefios desplazamientos eldsticos. Se
puede recordar que la ecuacién del movimiento para la formulacién NL2
tan sélo diferfa en la inclusién de dos matrices de rlgldez geométrica K‘
y Rh y un vector de fuerzas cldsticas no lincales Q:.

La contribucién de la energfa cinética a la ccuacién del movimiento
se puede explicitar como

d (@zﬁ)"' _ (a_'f:)"'
dt \ 8¢ Jq’

i

i 1 a
‘A/I*qu _M q‘+_2_ {:_‘__

M~ g - Q} (4.112)
donde M™ = M* + ]Wf,;, y la de la encrgfa potencial de deformacion
como
N T
BN - ,
dq'

Por lo que la ecuacidén del movimiento de un cuerpo ¢ del sistema se
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puede expresar como
M*§' + Kig' + C/a = QX' + @ (4.114)

En la ccuacién anterior se observa que el dinico término que permancee
idéntico al de la formulacién de pequefios desplazamientos eldsticos es la
matriz de rigidez, exactamente todo lo contrario a lo que ocurre en la
formulacién NL2.

4.9 Comentarios finales

En este capftulo se ha desarrollado una formulacién que incluye las no lin-
calidades geométricas eldsticas en las ecuaciones del movimiento, mante-
niendo la eficiencia computacional debido a dos factores principalmente:

1. La inclusién de los términos de orden superior del tensor de de-
formaciones se manifiesta en la ecuacién del movimiento en una
forma mds compleja de las matrices y vectores que ya cran origi-
nalmente no lincales debido a las rotaciones finitas de sélido rigido.
Sin embargo, preserva la constancia de la matriz de rigides.

2. Al expresar explicitamente el “acortamiento” debido a la flexién,
es capaz de incluir las no linealidades geométricas eldsticas ain
despreciando las vibraciones longitudinales de los elementos. Esto
hace posible obtener una respuesta que incluya la rigidizacién por
tension prescindiendo de la contribucién de los modos de frecuen-
cias altas, lo que agiliza sustancialmente el proceso de resolucién.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo se presentan algunos resultados numéricos que permi-
tiran validar y mostrar la cficiencia de los métodos propuestos en los
capitulos anteriores. El capitulo se divide en dos partes. En la primera
se discuten resultados de las formulaciones usando modos supuestos ex-
puestas en ol segundo capitulo. En csta parte se trata de contestar dos
preguntas: (1) ;En qué aplicaciones es necesario incluir términos de or-
den superior en la expresién de la energia de deformacién?, y (2) ;Cudl
es el costo computacional asociado a la inclusién de estos términos? En
la segunda parte del capitulo sc presentan simulaciones realizadas con
las formulaciones de clementos finitos discutidas en los capitulos tercero
y cuarto. En ella sc estudian varios cjemplos diferentes para analizar
la validez de la teorfa y la influencia de las no linealidades geométricas
debidas a la deformacién en diferentes situaciones, por ejemplo, cuando
hay mds de un cuerpo flexible.

5.1 Resultados numéricos con modos supuestos

El ejemplo elegido en este estudio numérico es el mecanismo biela-mani-
vela mostrado cn la Fig. 5.1. Este mecanismo ha sido usado en muchas
investigaciones (Bakr y Shabana, 1986; Koppeuns, 1989) y, por lo tanto, es
un buen modelo de referencia en dindmica de multicuerpos flexibles. El
mecanismo estd formado por una manivela rigida de longitud e = 0.15m,
una bicla cldstica de longitud b = 0.3 m y seccién circular A de diametro
d = 0.006 7, y una corredera rigida de masa mg. El mecanismo esta fa-
bricado de acero con médulo de elasticidad £ = 0.2 x 10'2Pa y densidad
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Figura 5.1: Mecanismo biela-manivela

p = 7878 kg/m?>. La manivela da vueltas con velocidad angular constante
w. Kl efecto de la gravedad no se considera en la simulacién numérica.
La posicion inicial del mecanismo corresponde al punto muerto supe-
rior de éste, y se supone que tanto los desplazamientos eldsticos como
sus derivadas son nulos. Comenzando desde esta configuracion inicial,
se examina la deflexién adimensional v/b del punto medio de la biela
durante cuatro ciclos.

El primer paso en el modelado de la biela flexible es seleccionar el sis-
tema de coordenadas ligado al cuerpo, y seleccionar el nimero y forma de
las funciones que describen el campo de desplazamientos con respecto a
este sistema de coordenadas. Una eleccidn errénea puede dar lugar a una
soluciéon muy lejana a la exacta. Usando una aproximacion con elemen-
tos finitos, Agrawal y Shabana (1985) examinaron la dindmica del meca-
nismo biela-manivela con el eje de la manivela girando a w = 150 rad/s.
La masa de la corredera se supuso la misma que la de la manivela, por
lo que la razén entre la masa de la corredera y la masa de la biela,
rmn = mg /pAb, tenia un valor igual a 1/2. Uno de los sistemas de coor-
denadas ligado al cuerpo seleccionados por Agrawal y Shabana (1985)
ciumplia las condiciones de referencia de viga simplemente apoyada. Es-
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tos autores demostraron, que para estas condiciones de funcionamiento
y referencia, los dos primeros modos transversales eran suficientes para
representar con una aproximacién aceptable la solucién bajo hipotesis
de pequenios desplazamientos (formulacién denominada L). De hecho, se
puede demostrar que la mayor contribucion procede del modo funda-
mental. Bakr y Shabana (1986) examinaron la dindmica del mismo me-
canismo bicla-manivela, introduciendo los efectos de las no linealidades
geométricas debidas a la deformacién, haciendo uso de la formulaciéon
denominada en esta tesis NL1. Usaron las mismas condiciones de re-
ferencia y mostraron que al menos seis modos de vibracion de la viga
simplemente apoyada debfan ser usados en cl andlisis. La razon radicaba
en que ol sexto modo era el primer modo axial, y por tanto, si sc usa-
ban menos de seis la matriz de rigidez geométrica se transformaba en la
matriz nula, reduciéndose la formulacién a la lineal L. Para obtener una
respuesta aproximada usando la formulacién NLL se debe introducir al
menos una funcién de forma axial. Como los modos de vibracién axiales,
en general, ticuen frecuencias mucho mds altas que los transversales, su
inclusién implica una disminucién importante del paso de tiempo en el
proceso de integracion.

La discusién anterior pone de manifiesto que el tipo de formulacion
y cl conjunto de funciones de forma para describir el campo de desplaza-
mientos elasticos estdn relacionados entre si. lLos resultados numéricos
que se presentan a continuacion estdn obtenidos usando condiciones de
referencia de simplemente apoyada. Uno de los aspectos que se discu-
tirdn en profundidad es ¢l ndmero de modos necesarios para converger
a la solucién del problema en ¢l caso de las formulaciones no lincales de
orden superior desarrolladas en esta tesis: NL2 y NL3.

Primer caso estudiado:

El primer caso considerado en este estudio numérico es el mecanismo
bicla-manivela con la manivela girando a w = 180 rad/s. La masa de
la corredera se supone la mitad que la masa de la biela (rin = 1/2).
La respuesta del mecanismo se obtiene usando las cuatro formulaciones
presentadas en el segundo capitulo.

La Fig. 5.2 muestra la solucién con tres modelos distintos emple-
ando la formulacién L. En ella se representa la deflexién adimensional
del punto medio de la biela versus el dngulo de la manivela. El primer
modelo usa sélo el primer modo de vibracién transversal de la viga sim-
plemente apoyada; el segundo modelo usa el primer modo axial y el
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primero transversal para comprobar si la inclusion de un modo axial
mejora la respuesta; mientras que el tercer modelo afade a los anteriores
el segundo modo transversal para ver si modos transversales superiores
tienen alguna aportacién significativa a la solucién. De los resultados
presentados en la Fig. 5.2 se deduce que los tres modelos conducen a la
misma solucién. En este mecanismo y con las condiciones consideradas
solo el primer modo transversal de la simplemente apovada contribuve
significativamente a la respuesta para la formulacién L. La solucién con-
verge con un modo, como comprobaron Agrawal y Shabana ( 1985). Lano
contribucién de modos axiales a la respuesta transversal debe analizarse
mis detalladamente.

El acoplamiento entre los desplazamientos eldsticos axiales y transver-
sales en un sistema multicuerpo flexible se atribuye a tres fuentes: prime-
ramente, existe acoplamiento en los términos de inercia causado por la
rotacion como solido rigido del sistema de coordenadas ligado al cuerpo;
en segundo lugar, hay acoplamiento debido a que las condiciones de con-
torno de cada cuerpo son no concordantes; v finalente, existe acopla-
micnto originado por las no lincalidades geométricas debidas a los grandes
desplazamicntos eldsticos. La formulacion L desprecia éste dltimo, pero
tiene en consideracion los otros dos. Sin embargo, los resultados numéricos
presentados en la Fig. 5.2 demuestran que el efecto del acoplamiento de-
bido a las dos primeras fuentes también puede ser despreciado, al menos
en este caso.

Bakr y Shabana (1986) demostraron que al menos un modo axial
era necesario para converger a la solucién cuando se usa la formulacién
NLI. Este resultado se muestra en la Fig. 5.3. Cuando se usa un solo
modo transversal, la respuesta es la misma que la obtenida mediante la
formulacién L. Sin embargo, cuando se afiade ol primer modo axial de la
viga simplemente apoyada la respuesta cambia, lo que demuestra la im-
portancia del acoplamiento entre los desplazamientos cldsticos axiales y
transversales debido a las no linelidades geométricas eldsticas. Micntras
que afiadir mds modos transversales no cambia significativamente la res-
puecsta, sc encuentra que la inclusién de una segunda funcién de forma
axial lineal para tener en cuenta el efecto de la masa concentrada de
la corredera, denominada por algunos autores como modo de correccidn
estdtica, mejoraba ligeramente la respuesta.

La Iig. 5.4 muestrala respuesta del mecanismo usando la formulacion
de orden superior NL2, durante aproximadamente ¢l primer ciclo. Para
esta figura se ha usado una escala diferente que para las figuras anteriores
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Figura 5.2: Solucién con modos supuestos para w = 180 rad/s y rm=1/2
usando tres conjuntos diferentes de funciones de forma
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i -- 1 modo transversal
L 1 modo axial & 1 tranversal
- -1 modo axial & 2 transversales

—2 modos axiales & 1 transversal
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Figura 5.3t Solucidn con modos supuestos para w = 180 rad/s y rn = 1/2
usando cuatro conjuntos diferentes de funciones de forma
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L

formulacion NL2

-1 modo transversal (a)
--1modo axial & 1 tranversal (b)
-1 modo axial & 2 transversales (c) \
-2 modos axiales & 1 transversal éd)
--3 modos axiales & 1 transversal (e)
—2 modos axiales & 1 transversal (f)

[ I S SRS ST S U N

<o

1 2 3 4 5 6 7

Angulo de la manivela (rad)

Figura 5.4: Solucién con modos supuestos para w = 180 rad/s y rm =172
usando seis conjuntos diferentes de funciones de forma
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por motivos de claridad en el dibujo va que se presentan muchas curvas.
Fan fa figura se observa que cuando se afiade un modo axial al transver-
sal (curva b) la respuesta se modifica sustancialmente. mientras que al
atadir un nuevo modo transversal (curva ¢) esta no varfa con respecto a la
anterior. Si se continda anadiendo modos axiales de vibracion de la viga
con un apoyo fijo de frecuencias mds altas, éstos introducen modifica-
ciones importantes en la respuesta (curvas d v e). Esto muestra ol fuerte
acoplamiento entre los desplazamicentos eldsticos axiales v transversalos
para esta formulacion no lineal. De los resultados numéricos presentados
en la Fig. 5.4 se extrae una observacién interesante: la solucién no parece
converger al aumentar el nimero de modos axiales. La razéu se explica a
continuacion. Esta formulacidn, como se discutié en ol segundo capitulo,
toma en consideracion los términos de orden superior de la expresion
de la energia de deformacién de la Ec. (2.38). Cousccuentemente, estd
implicitamente establecido en esta formulacién que un desplazamiento
transversal cldstico de la viga produce un movimiento lougitudinal de los
puntos de la viga definido en la Ec. (2.68). Por ejerplo. si de los modos
transversales solo se excita el primero, como ocurre en ol ejemplo que se
estad estudiando, el desplazamiento transversal eldstico de los puntos de
la biela se pueden escribir como
AN ,
v(r,t) = (scnrrg> 9(1) (5.1)
donde ¢ representa la coordenada generalizada eldstica asociada con la
amplitud del primer modo. Siguiendo la Ec. (2.68), este desplazamiento
transversal da lugar al siguiente desplazamiento longitudinal:

T 1 Lo L
wps = | + ;z;scuz/’r[j h{t) {5.2)

donde A es una funcidén del tiempo que depende cuadrdticamente de q.
La interpretacion de este desplazamiento se muestra graficamente en la
Fig. 5.5. Usando como funciones de forma los modos axiales de la viga
con un apoyo fijo, se requicre un niimero muy elevado de modos para
representar con exactitud wgg. Siugs no estd bien representado, existivd
un error grande en el esfuerzo axial N = FA(u' + 1/2 ¢™). conduciendo a
una rigidizacion por deformacion inexacta. Si se usan el primer modo de
vibracion transversal y dos funciones de forma axiales: primer modo de
vibracion axial y la funcién de forma descrita en la Ec. (5.2). se converge
a la respuesta del mecanismo {curva { de la Pig. 5.4), va que la inclusion
de nuevos modos no varfa la respuesta.
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Figura 5.5: Interpretacién de la funcién de forma axial para representar el
”acortamiento” por {lexion

La respuesta del mecanismo usando la formulacion NL3 se muestra
en la Fig. 5.6. En este caso, se alcanza la solucién usando solo el primer
modo de vibracién transversal, a pesar de ser una formulacion no lineal
como NL1 y NL2. Difiere, sin embargo, de ellas en que no requiere
ninguna funcién de forma axial para obtener una respuesta aceptable-
mente aproximada a la real. Por ello, la formulacién NL3 es computa-
cionalmente muy eficiente.

La Fig. 5.7 compara las respuestas obtenidas usando las cuatro for-
mulaciones. La Tabla 5.1 resume las funciones de forma usadas en cada
andlisis. Estas funciones estdn representados graficamente en la Fig. 5.9.
La funcién de forma a es el primer modo de vibracién transversal para
la viga simplemente apoyada; las b y ¢ son, respectivamente, el primer vy
scgundo modo de vibracidén axial para una viga con un apoyo fijo; la d
representa una funcién de forma axial lineal; y la e es la funcidn de forma
descrita en la Ec. (5.2). Se observa que las no linealidades geométricas
tienen un efecto significativo, siendo la respuesta lineal muy diferente de
las no lineales. En este ejemplo las tres formulaciones no lineales con-
ducen a la misma solucion, pero no son igualmente eficientes. La I'ig. 5.8
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Figura 5.6: Solucion con modos supuestos para w = 180 rad/s y rin = 1/2
usando tres conjuntos diferentes de funciones de forma
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F"m ] l‘l)rm.] a i b [ ¢ ‘ d l (}J
L X

1/2 1 NLi X | X X
N2 X | X X
NL3 X
I, x

3 NLL X | X i XX
NL2 X | X X | %
NL3 X | X

Tabla 5.1: Funciones de forma usadas en la representacion del campo de des-
plazamientos elisticos

muestra, como una medida de la eficiencia computacional, ¢l nimero de
evaluaciones de las funciones necesario para resolver el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. La formulacién NL2 es la mis ineficiente
seguida de NL1. La aproximacién NL3 es muy eficiente, casi tanto como
la formulacién lincal L. Este comportamiento se puede explicar en virtud
de las funciones de forma requeridas en cada formulacidn para converger
a la solucién. La razén por la que N3 es la mds eficiente de las for-
mulaciones no lincales es porque sélo requicre un modo transversal, ya
que considera implicitamente ¢l “acortamiento” por flexion a través de
su relacién con los desplazamicntos transversales eldsticos. Sin embargo,
las formulaciones NL1 y NL2 necesitan uno transversal y dos axiales para
converger a la misma solucion.

Segundo caso estudiado:

En el ejemplo anterior se ha demostrado que una formulacién de or-
den superior (NL3) puede ser tan eficiente como una lineal, y mucho mis
que algunas de las formulaciones no lineales existentes (NL1). La pre-
gunta que surge inmediatamente es: jProducen todas las formulaciones
no lineales siempre el mismo resultado? Para contestar esta pregunta
se ha analizado otro modelo del mecanismo biela-manivela ligeramente
diferente del considerado en el primer caso estudiado. Los datos del
nuevo modelo son los mismos del anterior, salvo el correspondiente a la
masa de la corredera, que se ha aumentado a tres veces la masa de la
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Figura 5.7: Comparacién de las respuestas con modos supuestos para
w = 180 rad/s y rin = 172 usando cuatro formulaciones distintas
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Figura 5.8: Comparacién del nimero de las evaluaciones de las funciones nece-
sario para resolver el sistema de ecuaciones del movimiento para w = 180 rad/s
y i = 1/2 usando cuatro formulaciones distintas
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bicla. esto es, rm = 3, con objeto de aumentar la magnitud de fas fuerzas
axiales. La Pig. 5.10 mucstra las respuestas obtenidas usando las cuatro
formulaciones, cmpleando en cada una de cllas las funciones de forma
indicadas en la Tabla 5.1. Se observa que las respuestas no lineales no
son las mismas para las tres formulaciones. Las NL2 y NL3 conducen a
la misma respuesta puesto que parten de las mismas hipotesis y se han
usado, ademds, funciones de forma apropiadas para describir el campo
de desplazamientos cldsticos de la NI2. Sin embargo la formulacién NL3
sigue siendo mucho mds eficiente que la NL2 como se comprueba obser-
vando la Fig. 5.11. La respuesta obtenida usando la formulacion NL1 es
diferente de las anteriores. Esto indica que los términos de la expresion
de la energia de deformacidn no considerados en la formulacidn NL1 no
son siemnpre despreciables.

Estudio paramétrico:

Para investigar algunos factores que influyen en el comportamiento
geométricamente no lineal eldstico, se ha realizado un estudio paramétrico.
Se han obtenido las respuestas de la biela para distintos valores de la velo-
cidad angular de la manivela y de la masa de la corredera. Sc ha simulado
¢l problema con valores para la velocidad de la manivela de 160, 180 y
200 rad/s. Para cada una de estas velocidades, se estudian dos valores
distintos de la masa de la corredera. Estos valores corresponden a las
razones de masas: rm = 1/2y rm = 3. Las funciones de forma utilizadas
son las mismas que se resumen en la Tabla 5.1. Las figuras desde la 5.12
hasta la 5.15 muestran el desplazamicnto transversal del punto medio de
la biela relativo al sistema de coordenadas ligado al cuerpo, adimensio-
nalizado con respecto a la longitud de la biela, frente al dngulo de giro
de la manivela. En este estudio paramétrico solamente se comparan las
formulaciones no lineales. Los resultados de la formulacion NL2 no se
muestran porque esta formulacién, dando lngar a las mismas soluciones
que la NL3, es mas ineficiente, por lo que se ha preferido trabajar con la
NL3. Las Figs. 5.12 y 5.13 presentan los resultados paraw = 160 rad/s.
Para esta velocidad, las dos respuestas no lincales son muy parecidas para
los dos valores de la masa de la corredera. St la velocidad se aumenta
a w = 180 rad/s, la situaciéon cambia. Para rm = 1/2, ambas respues-
tas no lineales permanecen iguales, pero difieren considerablemente para
rm = 3. como se ha visto en las Figs. 5.7 v 5.10. Resulla interesante
comparar los resultados de ambos graficos. Se observa que las respues-
tas para los dos valores de la razén de masas, usando la formulacion
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Figura 5.10: Comparacién de las respuestas con modos supuestos para w =
180 rad/s y v = 3 usando cuatro formulaciones distintas
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sario para resolver el sisterna de ecuaciones del movimiento para w = 180 rad/s
y rm = 3 usando cuabro formulaciones distintas
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lincal, son idénticas. Sin embargo, para la formualcion NL3 la mdxima
deflexion para rm = 3 s mds del doble de la deflexion en el caso en ol que
rmo= 1/2. Esta diferencia se debe, por tanto, exelusivamente al ofecto
de las no lincalidades geomdétricas eldsticas. Aumentando la velocidad
de giro de la manivela a 200 rad/s se obtiene una situacion similar. La
Fig. 5.14 muestra que, para rm = 1/2, los términos de orden superior
de la expresién de la energia de deformacion de la Ee (2.38) se pueden
despreciar. Sin embargo, estos términos adquieren una gran importancia
para valores mayores de la masa de la corredera, como se muestra en la

Fig. 5.15.

5.2 Resultados numéricos con elementos fini-
tos

El andlisis numdrico de un sistema multicuerpo con elementos finitos se
ha dividido en dos pasos:

. En primer lugar, se usa un preprocesador de elementos finitos para
generar la matriz de vectores de Ritz cuya funcién es reducir el
mimero de coordenadas elisticas del problema. Estos vectores de
Ritz son los modos de vibracién libre del cuerpo flexible con las
coundiciones de contorno impuestas por las condiciones de referen-
cia. Esta es la forma general de funcionamiento, sin embargo, en
algunas aplicaciones puede no ser interesante ¢l uso de las coor-
denadas modales, siendo preferible el de las coordenadas nodales.
En este caso la matriz de vectores de Rits serfa la matriz unidad.
La salida del preprocesador de elementos finitos contiene ademés
la matriz lineal de rigidez y los invariantes de la matriz de masa.

2. La salida del preprocesador junto con los pardmetros que definen
la configuracién del sistema multicuerpo se introducen en el proce-
sador principal del programa de andlisis, el cual genera la respuesta

del sistema.

En este apartado se analizan tres aplicaciones distintas. En primer
lugar se estudia el mismo ejemplo utilizado en el andlisis numérico con
modos supucstos con objeto de validar las formulaciones de elementos
finitos. En segundo lugar se presenta un cjemplo clasico de las formu-
laciones geométricamente no lineales eldsticas de sistemas multicuerpo
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Figura 5.12: Comparacién de las respuestas con modos supuestos usando dos
formulaciones que incluyen las no lincalidades geométricas eldsticas
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Figura 5.13: Comparacion de las respuestas con modos supuestos usando dos
formulaciones que incluyen las no lincalidades geométricas clasticas
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Figura 5.14: Comparacion de las respuestas con modos supuestos usando dos
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(Kane et al., 1987; Wu y Haug, 1938; Ider y Amirouche, 1989; Banerjee
v Dickens, 1990; Ryu, 1991). Se trata del modelo de una viga en voladizo
con movimiento de rotacién. Hasta aqui, todos los modelos analizados
en este capitulo constan tan sélo de un cuerpo flexible. Con objeto de
estudiar la influencia de la existencia de mds de un cuerpo flexible se
analiza, en ltimo lugar, un mecanismo de cuatro barras en el que tanto
el acoplador como el balancin son flexibles.

5.2.1 Mecanismo biela-manivela

Para validar las formulaciones NL2 y NL3 con elementos finitos desarro-
Nadas en el segundo y tercer capitulos, se elige un caso en el que las
respuestas lineal y no lineal sean muy diferentes. Se toma, por ejem-
plo, el caso del mecanismo bicla-manivela del apartado anterior con la
manivela girando con velocidad angular constante w = 180 rad/s y siendo
la masa de la corredera tres veces la masa de la biela (rm = 3). La bicla
flexible se discretiza usando elementos vigas con dos nodos y tres grados
de libertad por nodo, cuyas funciones de forma sou los polinomios de
Hermite.

En el primer caso analizado sc ha discretizado la bicla en cuatro
clementos, por lo que el ndmero de coordenadas del mecanisino com-
pleto asciende a 24 (12 de referencia y 12 nodales eldsticas), y se han
impuesto condiciones de referencia de simplemente apoyada. Para dis-
minuir el ndmero de coordenadas se podria usar el método de la Sintests
de Componentes, tomando como coordenadas cldsticas las amplitudes
de un conjunto truncado de los 12 modos de vibracién generados por
el preprocesador. Este método pierde su eficacia cuando se aplica a la
formulacion NL?2 puesto que son necesarios muchos modos axiales para
representar correctamente la rigidizacidn por tension, por ello se uti-
lizan coordenadas nodales en lugar de modales. La respuesta obtenida
usando las 12 coordenadas nodales eldsticas se compara con la solucion
del método de los modos supuestos en la Fig. 5.16. Se observa que las
discrepancias son enormes. Esto no significa, sin embargo, que la formu-
lacion NL2 para clementos finitos sea errénca, sino que las diferencias
son debidas a que utiliza distintas funciones de forma que la formulacion
para modos supuestos. Si se usa una discretizacién mas fina, 8 elementos
en lugar de 4, el nimero de coordenadas clasticas se incrementa al doble,
21, por lo que cs posible representar mejor los desplazamicntos longitu-
dinales y la respuesta se aproxima a la de modos asumidos aunque adn
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las diferencias son importantes, como se muestra en la Fig. 5.17, donde
sdlo se ha representado los primeros 10 radianes de giro de la manivela
ya que existen problemas numéricos debidos a la disminucién del tamafio
del elemento y su consecuente aumento de la rigidez elemental.

El mal comportamiento de la formulacién NL2 en el método de los ele-
mentos finitos usando el elemento viga se puede explicar ficilmente. Esta
formulacion tiene en cuenta fmplicitamente ol “acortamiento™ por flexién,
es decir, las funciones de forma longitudinales deben ser capaces de re-
producir los desplazamientos longitudinales producidos por la flexién.
Pero mientras que las funciones de forma longitudinales son lincales, las
transversales son cibicas, por lo que es necesario una discretizacién muy
fina, para poder representar mediante funciones lineales otras funciones
de grado superior.

Sin embargo, las respuestas obtenidas usando la formulacién NL3
con modos supuestos y con clementos finitos concuerdan perfectamente,
como se muestra en la Fig. 5.18. La respuesta con elementos finitos se ha
obtenido usando 4 elementos y 6 coordenadas modales elisticas, lo que
hace un total de 18 coordenadas para el sistema completo. El ndmero
de coordenadas modales se ha clegido de acuerdo al estudio efectuado
con modos supuestos recogido en la Tabla 5.1. Ademds como se vié en
el andlisis numérico con modos supuestos esta formulacién es computa-
cionalmente muy cficiente.

Vistas las dificultades e ineficiencias de la formulacién NL2, se pres-
cindird de ella para el resto de los resultados numéricos que se presentan
en este trabajo.

5.2.2 Viga en voladizo con movimiento de rotacién

En la Fig. 5.19 se esquematiza el ejemplo que se estudia a continuacion.
Se trata del modelo de una viga con base giratoria que puede aplicarse
al estudio del comportamiento de las palas de los helicopteros o de al-
gunas antenas acreocspaciales. La viga se encuentra situada en ol plano
horizontal, estd articulada en el origen y rota con una ley de movimiento
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dada por la expresion:

S (2 4 (T oo (Y M 0<icr
T, 2 o7 ) \“"\71, )~ R

donde wy y Ty son la velocidad angular de régimen y el tiecmpo de
arrangue, respectivamente. En esta simulacion se toma Ty = 155, y
se varfa la velocidad de giro desde w = 0.5rad/s hasta Srad/s. Los
datos geométricos y de material son los siguientes:

Médulo de elasticidad: £ = 6.895 x 10 Pa
Densidad:p = 2766.67kg/m?
Longitud: L = 8m

It

Area de la seccidn: A 7.3 x 107> m?
Momento de inercia de la seccidn:l = 8.218 x 107 9m* m?

Se ha discretizado el cuerpo en 4 clementos y simulado el compor-
tamicnto del sistema durante 20 s mediante las formulaciones L, NL1 y
NL3. Se han elegido como condiciones de referencia las de una viga em-
potrada en su extremo izquierdo. Para cada una de las formulaciones
se ha utilizado un nidmero diferente de modos de vibracién. Para las L
y NL3 ha sido suficiente con considerar los 2 primeros modos, mientras
que, con objeto de introducir un modo axial en la simulacién, con la NL1
ha sido necesario usar al menos 9 modos de vibracién.

La respucsta se ha caracterizado por la deflexidn del extremo de la
viga definida comeo se ha representado en la Fig. 5.20. Las Figs. 5.21,5.22
v 5.23 muestran esta deflexién, para valores de la velocidad angular w de
0.5, 4 v 6rad/s, respectivamente, usdndose escalas diferentes para cada
una de las figuras puesto que los rangos de desplazamientos eldsticos son
muy diferentes. Se observa que cuando la velocidad es pequeiia, los des-
plazamientos elisticos son también pequefios, por lo que la formulacidn
lineal y las no lineales conducen a la misma respuesta (Fig. 5.21). Cuando
se aumenta la velocidad a 4 rad/s, los resultados de la simulacién que no
incluye los cfectos de las no linealidades geomdétricas cldsticas divergen,
como se muestra en la Fig. 5.22, no comportindose asi la respuesta fisica
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Figura 5.19: Viga en voladizo con movimiento de rotacién

real. Para esta velocidad las dos formulaciones no lineales generan los
mismos resultados, y concuerdan muy bien con los resultados de otros
autores (Wu y Haug, 1988; Ryu, 1991). Sin embargo, st la velocidad
se aumenta ain mdas, por ejemplo a 6rad/s, empiezan a existir discre-
pancias entre las dos formulaciones no lineales. La tendencia descrita es
la misma observada para el ejemplo del mecanismo biela-manivela. Al
aumentar la velocidad de giro, aumenta las fuerzas axiales centrifugas y
aumenta la amplitud de los desplazamientos debidos a la flexion de la
viga, comenzando a no ser despreciables las fuerzas eldsticas no conside-
radas por la formulacién NL1.

La Fig. 5.24 muestra las deflexiones mdximas de los extremos norma-
lizadas con la longitud de la viga, frente a varias velocidades de rotacion
normalizadas con la primera frecuencia natural de vibracion transversal
de la viga con condiciones de contorno de empotramiento en un extremo,
cuyo valor es de 2.91 rad/s. La figura muestra claramente la influencia
de las no linealidades geométricas eldsticas a medida que la velocidad de
rotacién aumenta. Cuando ésta se aproxima a la primera frecuencia nat-
ural de flexion, la deflexién del extremo obtenida con la formulacion lineal
crece muy rapidamente, alcanzandose valores en los que no es vilida la
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Figura 5.20: Definicién de la deflexién del extremo de la viga en voladizo

teorfa elastica lineal. Estos resultados muestran que para obtener res-
puestas aproximadas en la simulacién de una viga de naturaleza muy fle-
xible o con velocidad de trabajo cercana a la primera frecuencia natural
de flexion es necesario incluir el efecto de las no linealidades geométricas.

5.2.3 Mecanismo de cuatro barras

Este ejemplo se presenta para investigar la influencia de las no lineali-
dades geométrica cuando hay mds de un cuerpo flexible. En la Fig. 5.25
se muestra un mecanismo plano de cuatro barras que consta de una
manivela rigida y dos elementos flexibles idénticos: el acoplador y el
balancin.

En la Tabla 5.2 se presentan los datos geométricos y del material que
definen al sistema. La manivela comienza a girar desde la posicion verti-
cal a velocidad angular constante de 300 rpm, siendo los desplazamientos
y velocidades eldsticas nulos al comienzo de la simulacién, es decir, tanto
el acoplador como el balancin son vigas rectas en el instante inicial. No
se considera el peso en el andlisis. Para el estudio del comportamiento
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Figura 5.21: Deflexion del extremo de la viga en voladizo con movimiento de

rotacién para w = 0.5 rad/s
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Figura 5.22: Deflexién del extremo de la viga en voladizo con movimiento de

rotacidn para w = drad/s
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Figura 5.25: Mecanismo de cuatro barras plano

dinamico se discretizan el balancin y el acoplador en 4 elementos viga
cada uno y se disminuye el nimero de coordenadas tomando para cada
cuerpo flexible tres modos de vibracion libre. Estos modos se obtienen
imponiendo condiciones de referencia de simplemente apoyada a la viga,
y los tres corresponden a modos transversales.

Las figuras 5.26 y 5.27 presentan la componente vertical del despla-
zamiento del punto medio del acoplador y del balancin, respectivamente,
respecto a los sistemas de coordenadas ligados a los cuerpos, cuando la
manivela da dos vueltas completas. Los desplazamientos representados
se encuentran normalizados con respecto a la longitud de los cuerpos
flexibles correspondientes. Se ha simulado el comportamiento dindmico
del mecanismo usando las formulaciones I y NL3. Las curvas muestran
claramente la importancia de las no linealidades geométricas para esta
velocidad de trabajo. Estos resultados son comparables a los presentados
por Ryu (1991), pues aunque en su trabajo se incluye la aceleracion de
la gravedad, el efecto del peso es despreciable en la respuesta global. Se
observa una perfecta concordancia en las respuestas.
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Parametros Manivela Acoplador y balancin
rigido flexibles
area 6.452 x 1074 m? 4.065 x 107> m?
longitud 1.080 x 107t m 2,794 x 107 m
masa 1.889 x 10~ T kg

3.080 x 107 % ky

momento de inercia

de la seccion

3.469 x 10~%m?

8.673 x 10~ 14t

momento de inercia masico
respecto al centro

1.936 x 10~ kg m?

2.004 x 107 kg m?

Distancia entre apoyos = 0.254m
Densidad = 2.712 x 103 kg/m3
Médulo de elasticidad = 7.10 x 10'Y Pa

Tabla 5.2: Paramectros del mecanismo de cuatro barras




Capitulo 6

Resumen y Conclusiones

En esta tesis se han desarrollado dos nuevas formulaciones para ol andlisis
dindinico de mecanismos flexibles, introduciendo en las ecuaciones del
movimiento términos no lineales, procedentes a su vez, de términos de
orden superior en la expresion de la energfa de deformacion.

Se ha comprobado que estos términos afiadidos pueden tener un efecto
significativo en la respuesta dindmica de los sistemas mecdnicos. Los
resultados presentados demuestran que el uso exclusivo de la matriz de
rigidez geométrica cldsica o del método de las tensiones de referencia,
utilizados por diversos autores, que no incluyen algunos de los términos
incorporados en estas formulaciones, pueden conducir a soluciones poco
aproximadas.

En la primera formulacién, denominada NL2, se han definido los des-
plazamientos cldsticos de los cuerpos con respecto a la configuracién in-
deformada. Usando esta definicién, se ha llegado a la definicién de una
matriz de rigidez geométrica més general que la clasica y a un vector de
fuerzas clasticas, ambos no lincales.

Esta primera formulacién, aunque puede producic buenos resultados,
presenta un inconveniente. Para considerar el efecto del “acortamiento”
por flexién representado por los nuevos términos, es necesaria la inclusion
de funciones de forma axiales que representen correctamente los despla-
zamientos por deformacién. Ello lleva consigo la necesidad de incluir un
ndmero alto de funciones de forma o que éstas sean tales que incluyan el
acoplamiento entre los desplazamientos por flexion y los longitudinales.
En conclusion, debido a la gran dependencia de esta formulacion con
el niimero y forma de lus funciones de forma axiales, en la practica se
obticnen respuestas menos aproximadas que con otras formulaciones que
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parten de hipdtesis mds restrictivas.

En la segunda formulacién, denominada NL3, el efocto del “acor-
tamiento™ por flexidén estd implicitamente incluido en la formulacién a
través de su relacién con los desplazamientos transversales eldsticos. sin
que sea necesario incorporar modos axiales. En este caso, se obtiene una
matriz de rigidez constante y todas las no linealidades geométricas estan
incluidas en los términos de inercia y en las fuerzas de reaccién, que son
originalmente funcioues no lincales de las coordenadas generalizadas del
sistema. '

La formulacién resultante es muy eficiente ya que no necesita mo-
dos axiales para incluir las no lincalidades geomdétricas, y por tanto
no existen componentes de alta frecuencia en la respuesta, que fucrcen
a pasos de integracién pequefios. Comparada con otras formulaciones
geométricamente no lineales que no necesiten modos axiales, como las
basadas en las tensiones de referencia, conducen a respucstas con un
grado de aproximacién mayor. En relacién a otras, de este tipo, que usan
modos axiales, no sélo produce mejores resultados, sino que, ademis, os
mas eficiente.

Los resultados numéricos muestran que si se usan modos apropiados
para la formulacién NL2, ésta produce la misma respuesta que la NL3,
aunque comparada con elle sca mucho mds ineficiente.

Ambas formulaciones se han desarrollado empleando, tanto el método
cldsico, de los modos supuestos, como el de los elementos finitos. FEl
primero, por la forma de aproximacién empleada, permite una mcjor
visualizacion de la fisica del problema, mientras que el segundo, es de
gran generalidad.

De todo lo anterior, como resumen, puede concluirse que la princi-
pal contribucién de esta tesis es la presentacién de la formulacién NL3,
de gran cficiencia y aplicabilidad, puesto que con muy pocos grados de
libertad es capaz de modelar sistemas complejos introduciendo el efecto
de las no lincalidades geométricas eldsticas de orden superior.



Apéndice A

Definicién de los Términos
Derivados de la Energia
Potencial para un
Elemento Viga

En este apéndice se aplica el desarrollo presentado en el apartado 3.6,
a un clemento viga. Se obticnen asi las expresiones algebriicas de las
componentes de las matrices y vectores asociados a la energia potencial
en ese tipo de elemento. El conocimiento de estas expresiones permitird
una ficil obtencidn numérica de dichas matrices y vectores clementales
para pasar posteriormente a los correspondientes al cuerpo.

Fl elemento viga empleado corresponde al elemento j del cuerpo 1y
se representa en la Fig. A.l. Este elemento posee dos nodos, teniendo
cada uno tres grados de libertad. Se considera, ademas, que el modulo de
clasticidad del material y la seccidn de la viga son constantes a lo largo
del clemento. Las funciones de forma elementales son los polinomios de
Hermite, representados en la matriz S como

gii o [ 1= 0 0 ¢ 0 0 N
- 0 1-382 4268 LE-2+&%) 0 362 -2 L& -

donde el superindice 7 sobre el pardntesis grande afecta a todos los
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elementos de la matriz. Asi, LY es la longitud del elemento, y & es ol
pardmetro adimensional €7 = ¥ /LY. En esta matriz, la primera fila
representa las funciones de forma asociadas a movimientos longitudinales,
y la segunda a transversales. En forma condensada se puede escribir, por
tanto:

ij
Sl.

S = )
S/

(A.2)

. .. —=ij .. . —==ij
L.as matrices de rigidez { K y de rigidez geométrica { K ele-
8 i), g ir),
nientales toman las expresiones conocidas:

A 4
I
i2
0
A
(F:J ) Elj["'] [/ ( \ ‘;)
s Ay, A
T T
0 2.6,
N 1,
6 6
0 - 2 0 -2 4



—y [ﬁjil A‘j .
(IX ff) = )—‘ AILL'/
g L

donde Aut = (sz{ ~Ef’;j>

direccion axial.

Elemento Viga en la Formulacion NL2 17

0
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6
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L 2107
0 15

es la deformacion total de la viga en la

La energla de deformacién U}, da lugar, ademds, a un vector, no
tan conocido, de fuerzas eldsticas no lincales, cuya expresidn, para cste

clemento particular es

(zj}if ), =

> T

i

o)

P (K“}f)

q
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—
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o explicitamente

-1

0

0 | Bian o
(Q ) 1 2 g((flﬁcfS) + 3 (‘fz €rsEry+754)

0 L= = N2 | afm 2 4 = 2y A\

0 +55((Fry = €rg) +3(875 +842)) )

(A6)
.y . .. pe s -1
Parala obtencién de la segunda matriz de rigidez geométrica (Ix f)f>

la matriz de funciones de forma, representada en la Ec. (A1), se va a
eXPresar como

iy = Py 0 O ’¢74 0 0 e
S ( O ltsz ¢3 0 ’?/,/)5 '(%,‘S ( \ - )

., -1
Usando esta notacidn, (Kf]f) puede ser expresada como
A

7l 1 EYaY ty = — " — 2, T i
(A ff)h = §oy (fo (‘f{chz + 4Ty + e + ‘r/’{scfd) (s, Slr)df)

(A.8)
sicndo
0 v
0 i
(57&%)”:: 8 wg% 9ﬁf3 ) (A.9)
0 WUt whvs 0 it
0 wguh vheh 0 wid e

donde (/) indica derivada con respecto a la coordenada espacial adimen-
sional; es decir, ¥ = i /IE€



Flemento Viga en la Formulacion NL2 173

. \ .. i
Desarrollando la e, (A8), se llega a una expresion de (Ix flj-> :
h

(K7

donde

y
Ahzz

Y
Ky

Rz
I‘ho‘z

L L
Ky

),

0 J
o 3] /\,'}L»))
LEYAY L0 ki kg
(L o0 00
’ 0 —kpoga —hknge O Koy
0 Fpe krgs 0 —knga Knss
(A10)
3 s — _ — 272
T[Zl(fz -+ (”fz(‘f;[’“‘%‘fs + (‘f(i[’)_*_ (41'3]'
67, Frol + 2472 — 6775 L+ 72100 (A.11)
L
14()[5()(_,‘2-%-21(]1“];!1 -3¢y, )*-(f’[J
27, L7y ]~ 12F5) + 3672 + 7,217 (A.12)
/’ijr.-—'z = (= g = L= 2772
ml.;() "fz + 24 Cf‘.}“"f(i[’ -3 (:f{).) -+ ("j’3[/
28 L(Fp, ] — 127 ) + 3672 — 7212 (A13)

Y
I/I]H
210

(18752 =30 ,(Es, L+ 1287 — €5 L)+ 127,217

37/:;”(«775“;»fc’;/’)WL]xrf =357y, /’+(fs }[J(\ 1)
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L9’

I

(61 (Fry + ) — T3l + 205,028, 1 — 3T4.)

- 3 Ffﬁ(zzfs + Ff(;[’,)]ij

1ia?

‘l"zii = -
T

(18275 +307,(FryL = 120, — Tp L) + 77212

(A.15)

= BT (e + T L)+ 1882 + 38, 7y Lo+ 47,217 (AL16)

El segundo vector de fuerzas eldsticas no lineales elemental (Q}’},)} ,
> - ., 14
para este elemento particular, tiene la expresién

@), =

+0(K7)
é_i]'l(‘)< 1f R o=id

- €

20(KY)
el 2 u gy
ooy

()(’K’J) )
g O\ is),
I gey

(A.17)

Comparando esta expresién con la Ec. (A.5) se observa que los com-
ponentes no nulos de este vector son los nulos de aquel y viceversa. Para
obtener la expresion (A.17) de (:Q}Jj) es necesario conocer la derivada de

h
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=1
L

b =ty
la segunda matriz de rigidez geométrica (K”> con respoecto a cada una
h
de las coordenadas nodales elementales. La expresion de esta derivad
con respecto a la coordenada nodal clemental £ se puede escribir como

r-t7
"(A //)}
t

;)(p‘f;\_‘l

LAY
2 ([Jt,/)l‘»

\ "J

(/! (“’( I + 'Ul’.’ll'_‘f;; + ?f”;’"ff: + 'I’v‘(’ff\) v A(S“, S" )

(A 18)
as Fes. (A18) se introducen en la Ee. (A.17), e integrando se llega a |
expresion:

0\"
o T
— iy LR AN Ui,
N 13
(fo b = 5(—]”—)3 0 (A.19)
qh
Yhg
donde
i 1 o - _
wy = = (2887, + 108,2(F, L — 8T, + €7, L)
+ 36€s, (€ L7 = 6 Fp L+ 24 Ff:ﬁ: -6 77 L+ :f(‘ 1,%)
SLY 3T L — 1275, + 37, (36T, + 740 L7)
— 28 Ed e L(108E2 — 3677, L — T2 00 )Y (A.20)

. 1.1
(//2,;§I — ( (5()(f)+5()tj((f$]—§(f )
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il il
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Figura A.1: Elemento viga
— 3682 — & lLA (3%, + e, L) )Y (A.21)

g L I o
e = = (368, + 36 87 2(Fs, L — 3Ey,)

+ 3E,(E L7 + 285 L(Bs, L — 128,) + 368, — €;217)

— Ll B LR (28 g L — 3Es,) + Ep (3677 + 37,8, L+ 8€2L7)

3672 — 327,27 L7 (2%, + €75 L) )Y (A.22)



Apéndice B

Definicién de los Términos
de la Matriz de Masa M}JS

en la Formulacion NL3

Fn este apéndice se desarrollan las expresiones de las submatrices que
compounen la matriz de masa elemental M}Js definida en el apartado 1.3.
Fsta matriz de masa sumada a la matriz M* forman la matriz de masa
de un elemento en la formulacién NL3. Su aparicién se debe a la ex-
presion explicita del *acortamiento” por flexion en el vector de posicion
de un punto. Debido a la complejidad de sus expresiones, puesto que
tmplica muchas matrices de transformacidn, se ha preferido incluirlas en
un apéndice por no perder continuidad en el desarrollo del capitulo 4.

Recordando la definicién de la matriz de masa M }Jé de la Ke. (4.81):

.. TR L .
MY = / Grd gy
fs Vi P fs fs
+ ‘/V[] [)i‘jLijlle}];g(lvi‘?.

i T .
+/ p L7, LAV (B.1)
V'
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donde LY y Lj.’:’, estén definidas en las IDes. (1.80) y (4.81) como

LY = (I; A}NYq,+ Nipi) A'NY) (B.2)
L = ( (Liok (LY)e (LY); ) (B.3)
Con
(Ljr‘;)fe, = 0
i | : i1y im i . i T i
(Lj:/s)g = —EAZ Z (Clmel(pf RI«:I'}, pf))+ctjel(pf R/;]lpf)
mepPn
(L8 = —A | S (Cl’mELP;TRLfZO+Cijelpj’7‘Rfi

me >

Desarrollando la expresion (B.1) se puede escribir la matriz de masa en
forma compacta como

if
0 mpy mpy

M}Js = - m?@ mgf (Bl)
simétrica My fs

donde las distintas expresiones explicitas de las submatrices se escriben
a continuacién:

(mne )7, =

. 7t 4 Y203 T im, {0
—5 fou PUAVIAL Y Cire, (ph Ry DY) (13.5)

me P

—5ALCYer(py [y, P REAVE pi)



Matriz de masa NI[/;_

(mpp)y, =

LY

. s i . - 1 x4 L
— i, PHAVIUAT Y Cite,pyt Ry (B.6)

me Py

~AiCYep,’ [, pIRY AV

28

(‘lflrzao)ys =

oo .. Y ;. i Ty i
—qi [, PN gV § C' e (p} RL,'PY)
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N ; T 1 T imvlv 1S (T s 1
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(mos)¥, =
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Matriz de masa Nl}js

(myp)y, =

g : NN . T . S .
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e SV
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(B.9)

donde se ha hecho uso de la propiedad de ortogonalidad de las matrices

de transformacién y de las signientes relaciones:
T oAl T
Ay At=1T

cu’ T ¢ci=1
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Las submatrices anteriores pueden escribirse de forma mds condensada

usando relaciones previamente definidas y definiendo algunas nuevas. En-

tre las va definidas se encuentran:

/ VY = mY
Vi

donde m* es la masa del elemento.

/ pINIAVY = O / pSUdVI CYBI =8

Vo Vi

dounde 57 es un invariante definido en el capilulo 3.
T

/ PN AV = / pUNUAVY BiBL =SB,
Vi Vi)

L.as nuevas son:

0 = / P RY AV
17

(B.13)

(B.15)

(B.16)

que es un nuevo invariante, y otras tres que no son invariantes puesto que
dependen del vector de coordenadas nodales, y se definen simplemente

por comodidad de escritura por:
.. P . . . :I‘ <. ri -
HY, = [ PURLPYPy RpdvY
i
H' = / pifN"ichfe,p}TR;’gdw'i
Vi

H = / pINUTTCY e, p T R dV
Vis

(B.17)

(B.18)

(B.19)
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Operando en las cuatro matrices anteriores con objeto de expresartas en
funcion de las matrices clementales mds simples, éstas se transforman
sogin

I —_ —ii . . j—
H' =B, B'BI'C" pH7VY BUBIB, (1.20)

Vi

H'fjf =B,, B;rBi]7 rokd /L /)”f]”g}lgzjj HYN Y O }Bi] B';,Bm
-
(13.21)

ij i i T e P
H’ =BYTCY ,)'JS,U’E‘;’ HYV9 CYBYB'B,  (B.22)

Ve

iy =i T B T -
A" = -pi'c s g HIave TUBIBIBL  (B.23)
s

que pueden ser escritas como

i I < R A S o Ly S Nt SN ¢
m’ =B, B'BiTcY (HJ) c'B'B B, (B.24)
g wmt Ui T i =i T N A i e B 1y e
HY =B, BBVC <H/f> C'BIiB B, (13.25)
—ij e S L A SR ,
H’ =pv'c’ (H”) T’BYBB, (B.26)
—=ij ST T (N = T o
H” =-py'c" (H") T'BIBB, (B.27)

e el =ty =iy .
donde (H ) . (f[%) . (H > ¥ (H ) son matrices elementales
£ i « 4 .
cnadradas cuya dimension es ignal al nidmero de grados de libertad del

elemento.
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Haciendo uso de las definiciones enteriores, los términos de la matriz

de masa M Js, se pueden reescribir como

(mpo)7, =

—%m‘JA(‘} z C'™e,(p} R;ﬁ,’f‘pf)

me
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