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RESUMEN

En la presente comunicacion se muestran ejemplos de reconstruccion y modelado 3D de
diversas construcciones arquitectonicas elaboradas en el contexto de la asignatura
Matematica Aplicada a la Edificacion II, correspondiente al titulo de Grado de
Ingenieria de Edificacion, el cual ha sido implantado durante el presente curso

académico en la Universidad de Sevilla.

1. INTRODUCCION.

En los estudios universitarios de Arquitectura y Arquitectura Técnica se hace un uso
continuado de herramientas informaticas CAD (Computer Aided Design), asociados al
disefio asistido por ordenador. Este tipo de software no suele ser capaz de representar
curvas o superficies a partir de su correspondiente ecuacion, sino que el usuario debe
definir macros especificas o bien crear una tabla de puntos que el programa convertira
en los nodos de una polilinea.

Por su parte, las herramientas informaticas de tipo CAS (Computer Algebra
System) que suelen usarse en las asignaturas correspondientes al drea de Matematicas,
si permiten la representacion grafica de curvas y superficies a partir de sus ecuaciones
paramétricas. En contrapartida, existe una gran limitaciéon por parte de estos programas
en cuanto al desarrollo dindmico de las correspondientes construcciones graficas.

En este sentido, la complementacion de las herramientas algebraicas y de
geometria dindmica incluidas en Geogebra hace que este software se postule como una
alternativa atractiva a la hora de disefiar y modelar matematicamente curvas y cuerpos
rigidos tridimensionales. El uso de deslizadores asociados a los dngulos de Euler y la
posibilidad de generar herramientas que permiten proyectar 3D en 2D, facilitan dicho

modelado [1, 2].
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2. MODELIZACION 3D.
Fijado un origen de coordenadas O, sean OXYZ y OX’Y’Z’ dos sistemas de referencia
tridimensionales de ejes ortogonales y sea / la recta interseccion de los planos OXY y
OX’Y’. La orientacion del segundo sistema de referencia respecto al primero viene
univocamente determinada por los angulos de Euler:

e a: Angulo formado por las rectas OZy OZ’.

e f3: Angulo formado por las rectas OX" y .

e y: Angulo formado por las rectas /'y OX.

La variacion de estos tres angulos conlleva una movilidad del segundo sistema
de referencia respecto al primero, que heredara cualquier objeto rigido tridimensional
cuyas coordenadas queden fijadas respecto a dicho sistema moévil. En concreto, a
determina el angulo de inclinacion del objeto respecto al sistema fijo OXYZ, mientras
que p constituye su angulo de rotacion dentro del plano OX’Y’. Como consecuencia,
toda proyeccion ortografica que se realice desde un foco suficientemente alejado y que
contemple una dependencia respecto a los angulos de Euler, permitira una visualizacion
virtual en dos dimensiones del objeto tridimensional. Una posible proyeccion [1, 2, 3]
es la siguiente:

P = (a,b,c) - mP) = (a-sin(f) + b-cos(p), -a-cos(p)-sin(a) + b-sin(p)-sin(a) + c-cos(a)).

En caso de querer establecer una determinada escala, deben multiplicarse ambas
componentes de 7{P) por el correspondiente escalar », dando lugar a una proyeccion
escalada 7. Esta proyeccion punto a punto puede extenderse de forma natural a curvas
tridimensionales y a superficies, entendidas estas ltimas como mallas de curvas. En
nuestro caso trabajaremos con dos tipos de superficies:

A. Aquéllas de la forma:
S(u,v) = fu)g(v) = (fiw)g1(v), f2(u)g2(), f3(1) g5(v)).
B. Superficies regladas:
S(u,v) = flw) +vg) = (fi(w)+vgi(w), f2() Tvga(v), f3(u)+vgs(v)).
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3. CONSTRUCCION EN GEOGEBRA.

Para llevar a cabo las ideas planteadas en la seccion anterior, necesitamos definir en
Geogebra mediante deslizadores el escalar » y los angulos a y f. Posteriormente,
seguimos los siguientes pasos:

1) Construccion del sistema de referencia movil:

1. Fijar el origen de coordenadas O.
1.  Determinar el sistema de referencia movil OX’Y’Z’, mediante la
construccion de tres vectores con origen en O y extremos en:
7(1,0,0) = (r<sin(P), -r-cos(b)-sin(a)).
75(0,1,0) = (r-cos(B), rsin(f)-sin(a)).
75(0,0,1) = (0, rcos(a)).
iii.  Definir una nueva herramienta Ejes3d con salida los tres vectores anteriores

yentrada O, r, a y f.

Proyecciin Ortografica.
=10 ¥ Ejes3d

a=40°

e
p=317"
E—

Figura 1: Ejes tridimensionales.

2) Definicion de la Proyeccién Ortografica Escalada:

i.  Definir un punto cualquiera tridimensional como una lista de 3 elementos.
Ej: P ={1,23).
ii.  Determinar la proyeccion 7. del punto anterior':

P’=(r/10(Elemento[P,1]sin(p)+Elemento[P,2]cos(p)),r/10(-Elemento[P,1]cos(p)
sin(o) + Elemento[P,2]sin(B)sin(a)+Elemento[P,3]cos(a))).

iii.  Definir una nueva herramienta POE con salida P’y entrada P, r, o y .

En todas las proyecciones dividiremos la escala entre diez para lograr un mejor efecto con el ¢je
tridimensional creado.
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3) Proyeccidn de una curva espacial C(u) = (c;(u),c>(u),c3(u)) con u en un intervalo (u,

u):
1.

1l

1il.

1v.

Definir como niimeros o mediante deslizadores los valores uy y u;.

Definir las componentes de la curva como tres funciones en x.

Ej: ¢i(x) = sin(x)cos(x); co(x) = cos(x); c3(x) = sin(x).

Determinar la proyeccion 7. de la curva C en el intervalo (uy,u;):

C= Curva[r/10(ci(u)sin(B)+co(u)cos(B)), r/10(-c;(w)cos(P)sin(a) + co(u)sin(f)sin(o)
+ c3(u)cos(a), u, ug, u;]f.

Definir una nueva herramienta Curva3d con salida C y entrada 7, a, B, ¢;(x),

ca(x), c3(x), upy u;.

Proyeccion ortografica. Intervalo.
up=0

r=10

u =628
=25 =
-—
p=284"
—_—

Figura 2: Curva tridimensional en Geogebra.

4) Proyeccidn de una superficie S(u,v) = (f;(u)-g;(v), f>(u)-g>(v), f;(u)-g;(v)) con uy v en

intervalos (uy, u;) v (vaVv;). respectivamente, haciendo uso de n curvas u-

parameétricas y v-parameétricas:

1.

il.

iil.

Definir como niimeros o mediante deslizadores los valores uy, u;, vo, v,y n.
Definir las componentes de la curva como seis funciones en x.

Ej: fix)=cos(x); fr(x)=cos(x); [3(x)=sin(x); gi(x)=cos(x); gx(x)=sin(x); gs(x)=1.
Determinar la proyeccion 7. de la curva u-paramétrica de S asociada al valor

vy y la curva v-paramétrica de S asociada al valor uy:
C, = Curva[r/10(f1(w)g;i(vo)sin(B) + fo(w)gs(ve)cos(B)), 1/10(-f1(u)g(vo)cos(B)sin(a)
+ fo(u)g(vo)sin(P)sin(o)+ f3(u)gs(v)cos(a)), u, ug, u;].
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Vi.

Vii.
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C, = Curva[r/10(fi(ug)g,;(v)sin(p) + fo(ugg:(v)cos(p)), r/10(-fi(ug)g(v)cos(B)sin(o)

+ fo(ug)g(v)sin(B)sin(@)+ f3(ug)gs(v)cos(w)), v, vo, vi].

Definir una nueva herramienta UCurva con salida C, y entrada r, a, f, n,

f1(x), (%), f3(x), ug, u;, 2:(x), g:2(x), g3(x) y vy. Definir una nueva herramienta

VCurva con salida C, y entrada r, o, B, n, f1(x), f>(x), f3(X), us, gi(X), g:(X),

g5(x), oy V1.

Definir cuatro funciones Up(x), U;(x), Vo(x) y Vi(x), que posibiliten una

dependencia entre los parametros u y v en la definicion de los extremos de

los intervalos (ug, u;) y (vo,v;). Sino existe tal dependencia, bastaria definir:
Uo(x)=ug; Ui(x)=us; Vo(x)=vo, Vi(x)=vy.

Determinar la proyeccion 7, de las n curvas u-paramétricas y v-paramétricas

asociadas a S:

Sy = Secuencial UCurvaf[r,a.p,n.f1(x).f2(x).f3(x), Up(v), Ui(v).81(x).82(x).83(x).v])),

vV, vy, (Vi-vg)/n].

Sy = Secuencia[VCurva[r,o.p,n.fi(x).f2(x).f3(x),u,81(x).82(x).83(x), Vo(w), V:(1)])),

w,ug, g, (U—ug)/nj.

Definir una nueva herramienta UCurvas con salida S, y entrada r, a, S, n,

f1(x), (%), f3(x), Up(x), Ui(x), gi(x), g2(x), g3(x), voy v;. Definir una nueva

herramienta VCurvas con salida S, y entrada 7, o, B, n, f1(x), /5(X), f3(x), u,,

u;, g1(x), £2(x), g3(x), Vo(x) y Vi(x).

Proyeccion Ortografica. Intervalos. N Curvas Paramétricas
F=i Uy =0.03

n=20

0 = ;=158 ——— ™ Ejes3d
a= -
——— _
p=148" o -
v, =628
— =

Figura 3: Chpula esférica.
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5) Proyeccion de una superficie reglada SRu,v) = (fi(uw)+v-g,(u), fr(u)+v-g(u),

f3(w)+v-gs(u)) con u y v en intervalos (uy, u;) v (vs,v;), respectivamente, haciendo uso

de n curvas u-paramétricas y v-parameétricas (generatrices):

1.

1l

1il.

1v.

Vi.

Viii.

Definir como niimeros o mediante deslizadores los valores uy, u;, vo, v;y n.

Definir las componentes de la curva como seis funciones en x.

Ej: fix) = x; fo(x) = x; f3(x) = sin(x); gi(x) = sin(x); g(x) = 1, gs(x) = 1.

Determinar la proyeccion 7. de la curva u-paramétrica de S asociada al valor

vyy la curva v-paramétrica de S asociada al valor u:

CR, = Curva[r((fi(w)+vygi(w)sin(B) + (f2(u)+vyga(u))cos(B)), r(-(fiw)+vygi(u)

cos(P)sin(a) + (f>(u)+vyga(u))sin(B)sin(a)+ (f3(u)+vygs(u))cos(a)), u, uy, u;].

CR, = Curva[r((fi(ug)+v-gi(uy))sin(B) + (f2(ug) tv-ga(uo))cos(B)), r(-(fi(ug)+v-gi(uy))

cos(P)sin(a) + (f>(ug) +v-go(ug))sin(P)sin(a)+ (f3(uy)+v-gs(ug))cos(a)), v, vy, v,].

Definir una nueva herramienta UCurvaR con salida CR, y entrada r, o, £, n,

f1(x), (%), f3(x), ug, u;, g:(x), g:2(x), g3(x) y vo. Definir una nueva herramienta

VCurvaR con salida CR, y entrada r, a, B, n, f1(x), f2(x), f3(X), us, g:1(x), g2(x),

g3(x), voy vi.

Definir cuatro funciones Up(x), U;(x), Vo(x) y Vi(x). que posibiliten una

dependencia entre los pardmetros u y v en la definicion de los extremos de

los intervalos (ug, u;) y (vo,v1). Sino existe tal dependencia, bastaria definir:
Uo(x)=ug, Ui(x)=uy; Vo(x)=vy; Vi(x)=v;.

Determinar la proyeccion 7. de las n curvas u-paramétricas y v-paramétricas

asociadas a SR:

SR, = Secuencia[ UCurvaR[r,a,B,n.f1(x).f2(x).f3(x), Uo(v), U1(v),81(x).82(x).83(x),v])),

V,\Vo, vy, (Vi-ve)/n].

SR, = Secuencia[VCurvaR[r,o,p,n,f1(x).f>(X).f3(x),u,2:1(x),22(x),23(x), Vo(u),Vi(u)])),

u,ug, Uy, (U—Ug)/nj.

Definir una nueva herramienta UCurvasR con salida SR, y entrada 7, a, £, n,

f1(x), (%), f3(x), Up(x), Ui(x), 21(x), 2:(x), g3(x), voy v;. Definir una nueva

herramienta VCurvasR con salida SR, y entrada 7, «, B, n, fi(x), f>(x), f3(x),

g, s, g1(x), (%), g3(x), Vo(x) y Vi(x).
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Proyeccion Ortografica, Intervalos,
r=36 Eog

e Curvas Paramétricas

n=20
-6.28 R
a= 14 :
_——
Ay ——

Figura 4: Superficie reglada.

4. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES.
Las herramientas UCurvas y VCurvas creadas en el Apartado 4 de la seccion anterior
permiten la construccion de superficies conocidas, a partir de sus respectivas familias de
curvas u y v-paramétricas. En la Tabla 1 se indican las seis funciones que hay que
definir a la hora de construir cada una de dichas superficies, mostrando ademas las
familias de curvas obtenidas.

Por otra parte, las herramientas UCurvasR y VCurvasR permiten la
construccion de distintos tipos de superficies regladas (véase Tabla 2), entre las que se
encuentran los siguientes:

a) Superficies cilindricas: Basta imponer que las funciones g; g» y g; sean

constantes.

Figura 5: Superficie cilindrica.
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b) Superficies cdnicas: Si todas las generatrices deben pasar por el punto P=(a,b,c),

basta imponer la siguiente condicion:

a=f,(x) _b=£,(x) _c=fi(x)

g, (x) g,(x) g;(x) .

RN A
SN ANy e AWY;
AL AR

NS L7

(N
RS
\_\:\q\_v

¢) Conoides.

Figura 7: Conoide.
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Superficie

Cilindro
Jitx)=cos(x); fo(x)=sin(x); f3(x)=1;
gi(x)=1; g&(x)=1; g3(x)=x.

Esfera
JSix)=cos(x); f>(x)=cos(x); f3(x)=sin(x);
gi(0)=cos(x); g:(0)=sin(x); gs(x)=1.

Paraboloide eliptico
Ji(x)=sqri(x); f>(x)= sqri(x); f3(x)=x;
gi(x)=cos(x); g:(x)=sin(x); g;(x)=1.

Paraboloide hiperbélico
Ji)=x; fo(x)= 1, f3(x)=x;
gi(x)=1; g2(x)=x; g3(x)=x.

Cono
fix)=cos(x); fo(x)= sin(x); f3(x)=1;
g1(x)=x; g2(x)=x; g3(x)=x.

Hiperboloide de una hoja
Jix)=cos(x); f>(x)= cos(x); f3(x)=sin(x);
gi(x)=cosh(x); g:(x)=sinh(x); gs(x)=1.

Hiperboloide de dos hojas2

fi(x)=sinh(x); f>(x)= sinh(x); f;(x)=cosh(x);
gi(x)=cos(x); gx(x)=sin(x); gs(x)=1.

Toro
Ej: f1(x)=2+cos(x); [2(x)=2+cos(x);
S3(x)=sin(x);
gi(x)=cos(x); g(x)=sin(x); gs(x)=1.

Astroide de revolucion
Ej: fi(x)=cos’ (x); fr(x)=cos’ (x); fy(x)=sin’(x);
gi(x)=cos(x); g(x)=sin(x); gs(x)=1.

Tabla 1: Construccion de superficies a partir de sus curvas u y v-paramétricas.

? Para conseguir la hoja inferior hay que hacer uso de la funcién f3(x)= - cosh(x).
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Superficie reglada S Su Sv

Plano
fix)=ax+b; fo(x)=cx+d; fi(x)=ex+f;
gi1(x)=g; g2(x)=h; gs(x)=i.

Cilindro
Jitx)=cos(x); fo(x)=sin(x); f3(x)=1;
g1(0)=0; g2(x)=0; gs(x)=1.

Paraboloide hiperbélico
Jix)=x; f>(x)= x; f3(x)=0;
gi(x)=1; g»(x)=-1; g3(x)=4x.

Cono
JSi(x)=cos(x); f>(x)= sin(x); f3(x)=1;
g1(x)=cos(x); g2(x)=sin(x); g3(x)=1.

Hiperboloide de una hoja
fi(x)=cos(x); [>(x)= cos(x); fi(x)=sin(x);
g1(x)=cosh(x); g:(x)=sinh(x); gs(x)=1.

Tabla 2: Construccion de superficies regladas.

5. CONSTRUCCIONES ARQUITECTONICAS.

Las herramientas creadas en la Secciéon 3 pueden complementarse con deslizadores
asociados a cada uno de los elementos arquitectonicos que intervengan a la hora de
modelar diversas construcciones: altura, didmetro, distancia, semiejes, etc. Estos
deslizadores permiten acoplar de una manera sencilla e intuitiva las distintas superficies

que componen la estructura final.
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M® Curvas Paramétricas

Intervalos.

Proyeccion Ortografica.

Semigjes.
a=24

o=29°

h=41

= 360°
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Figura 8
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Figura 9
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Figura 10
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No obstante, si bien una construccion basada en deslizadores puede resultar util
en algunos casos, en general no basta una dependencia numérica, sino que se precisa de

una dependencia paramétrica en los extremos de los intervalos de definicion.

Podemos ver ejemplos concretos de este hecho en la construccion de cubiertas
arquitectonicas. Asi por ejemplo, en la construccion de una boveda vaida o de
paiiuelo, basta tomar en la esfera x” + ) + 27 = 2 aquellos puntos (x,,z) tales que z es
no negativo y x e y pertenecen al intervalo /-1,1], es decir, basta cortar la semiesfera
superior con cuatro planos verticales paralelos dos a dos y perpendiculares a los otros
dos. Estos cortes originan cuatro pilares (pechinas) con forma de triangulo esférico que
sostienen la boveda y que, como elemento arquitectonico, sirven para pasar de una base
cuadrada a una forma circular superior. En nuestro caso, las pechinas se obtendrian

cortando la bdveda vaida con el plano z=1.

Para poder realizar esta construccion en Geogebra, definimos en primer lugar las

seis funciones asociadas a la esfera indicada:

fi(x)=sqrt(2)cos(x); fr(x)= sqrt(2)cos(x), f:(x)= sqrt(2)sin(x);
gi1(x)=cos(x); g2(x)=sin(x); gs(x)=1.

A continuacién es preciso definir, tanto para la boveda superior como para cada
pechina, las correspondientes familias de curvas u y v-paramétricas, atendiendo a las
condiciones de dependencia de los parametros. Damos como ejemplo las definiciones

de las familias correspondientes a una de las cuatro pechinas:

Uo(x)= acos(1/(sqrt(2)sin(x))); U;(x)= w/4; vo= n/4,; v,=31/4.
UCurvas|r,o,5,n,f1(x),f>(x).f3(x), Up(x), Ui(x),21(x),22(x),23(x),vo, vi].

up=0; u;=7/2; Vo(x)= acos(1/(sqrt(2) cos(x))),; Vi(x)= asin(1/(sqrt(2) cos(x))).
VCurvas(r,o,B,n.f1(x).f>(X).f3(x), to,11,21(x),€2(%),g3(x), Vo(x), vi(x)].
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|-

Figura 11: Boveda vaida.

Si eliminamos la bdveda superior, obtenemos las cuatro pechinas que sirven

como base para construir otras bovedas arquitectonicas.

Figura 12: Base formada por cuatro pechinas.

Es usual colocar entonces una ctpula semiesférica sobre la base anterior, que, en

caso de querer conseguir una mayor altura, puede apoyarse sobre un tambor cilindrico:

Figura 13: Cupula sobre cuatro pechinas.
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Figura 14: Tambor y clipula sobre cuatro pechinas.

La modelizacion de la pechina puede completarse por ejemplo con cuatro porticos

cilindricos, tal y como puede observarse en la Figura 15.
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Figura 15: Construcciones arquitectonicas basadas en pechinas.

6. CONCLUSIONES FINALES.

Geogebra permite modelar de forma dindmica diversas construcciones arquitectonicas
acoplando los distintos elementos que componen las mismas mediante adecuados
deslizadores. Por otra parte, la vertiente algebraica del programa da la posibilidad de
usar la dependencia paramétrica necesaria a la hora de realizar construcciones mas
complejas. A diferencia de los programas CAD, Geogebra permite ademads el uso de las
ecuaciones exactas de las superficies a utilizar.

Como contrapartida, cabe observar que el motor de calculo usado a la hora de
proyectar ortogonalmente una superficie tridimensional, visualizada como un mallado
de curvas paramétricas, provoca una importante ralentizacion del programa, que impide
un manejo fluido en una herramienta tan fundamental en modelizacion como pueden ser

las distintas rotaciones de la figura final.
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Si bien es previsible que la futura version de Geogebra 3D mejore este aspecto,
puede ser interesante analizar otras proyecciones que permitan realizar un estudio

comparativo de las mismas.
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