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Resumen

Entender el movimiento de los liquidos, gases y plasmas forma la parte central de la
Mecanica de Fluidos, que es de gran importancia para la Quimica, Fisica o Ingenieria.
Estos problemas estan planteados en lenguaje matematico mediante Ecuaciones en Deri-
vadas Parciales, o EDPs, tales como las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes. Considerando
flujos incompresibles, estas ecuaciones son dificiles de entender debido a su no linealidad,
entre otras razones. En particular, se conocen pocas soluciones explicitas o exactas.

En este trabajo se han calculado algunas de las soluciones exactas mas importantes de las
ecuaciones de Euler y Navier-Stokes para fluidos incompresibles, a través de las cuales se
ilustran los distintos tipos de movimientos que tienen este tipo de fluidos, dando también
algunas consecuencias.

El primer capitulo introduce las ecuaciones de los fluidos asi como los elementos que las
forman con el objetivo de empezar a ganar intuiciéon sobre sus posibles comportamientos.
La diferencia entre el planteamiento de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes es la in-
clusién del término de viscosidad v en las mismas, siendo nulo para el caso Euler. Debido
a ello, se hablara de fluidos viscosos cuando se trabaje en las ecuaciones de Navier-Stokes
mientras que al hacerlo en Euler se denominaran fluidos ideales o no viscosos. A conti-
nuacion, se analiza el comportamiento de un flujo cualquiera a nivel local, observandose
que su composiciéon se divide en rotaciones, traslaciones y deformaciones del mismo. De
esta manera, se calculan las primeras soluciones exactas que ilustran estos efectos tanto
por separado como en conjunto. Ademads, se considera la vorticidad, responsable de las
rotaciones del fluido, y su correspondiente ecuacion, cuyo estudio ocupara gran parte de
nuestro analisis. Por tltimo, se ha incluido una seccién de resultados necesarios sobre las
ecuaciones de Poisson y el calor al final del capitulo.

El segundo capitulo comienza con el anélisis de la estructura que posee ecuacién de la vor-



Resumen

ticidad. Esta consta de 3 términos, correspondientes a efectos de conveccion, estiramiento
de vortice y difusion, estando este 1ltimo ligado a la viscosidad v del fluido. Con el fin de
ilustrarlos, se considera un flujo irrotacional visto en el capitulo anterior y se anade una
componente al campo de velocidades de manera que la vorticidad deje de ser nula y asi
el fluido empiece a rotar. Para que esto se cumpla, las ecuaciones de Navier-Stokes para
el nuevo flujo se reducen a una ecuacién lineal difusiva que debe verificar la componente
anadida. Mediante su resolucion, se ven 4 ejemplos de soluciones explicitas, los cuales
se dividen en grupos de 2 de la siguiente manera. En el primer ejemplo se considera el
caso Euler y en el siguiente Navier-Stokes (anadiendo el término de difusién). Una vez
estudiados, vemos la convergencia entre ambos cuando la viscosidad v \, 0. Este tipo de
analisis se repite frecuentemente en los ejemplos de los capitulos 3 y 4.

El tercer capitulo estudia soluciones estacionarias en el plano. En la primera seccién se
realiza la reformulacién Corriente-Vorticidad de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo cier-
tas condiciones de regularidad y decaimiento en el infinito. Para ello, mediante el lema
de Poincaré, o descomposicion de Helmholtz, se introduce la funcién de corriente, que
nos permite expresar el campo de velocidades en funcién de la vorticidad. De este modo,
nuestro problema se reduce a la resolucién de la ecuacién de la vorticidad y una ecuacion
de Poisson. A partir de esta reformulacién, en la segunda seccion se tratan dos tipos de
flujos. En primer lugar, se calculan soluciones radiales, es decir, remolinos bidimensiona-
les, y luego flujos periddicos con respecto de las dos direcciones principales del plano, lo
cual es equivalente a estudiarlos en el toro T?. Para ambos flujos, se consideran los casos
viscoso e ideal para el posterior estudio de la convergencia entre éstos cuando v 0. Por
ultimo, se ven los llamados flujos de ojos de Gato de Kelvin-Stuart, que poseen periodi-
cidad con respecto de una de las dos direcciones del plano.

Sobre los efectos que conlleva la ecuacién de la vorticidad, se analiza que el estiramiento
del vortice y la deformacion de un fluido en el espacio son dos efectos dependientes, de
manera que no se produce uno sin el otro. Esta es una de las principales diferencias entre
los fluidos de dimensiones 2 y 3. De esta manera, en 2D la vorticidad se mantiene cons-
tante al no haber deformacion con respecto del espacio.

El cuarto capitulo, a partir de flujos bidimensionales ya calculados en capitulos anteriores,

presenta soluciones 3D que sufran estiramiento de vértice y los efectos que esto conlleva.



Resumen

En primer lugar, partiendo de una solucion en el plano, se anade una tercera componente
dependiente de las variables 2D del mismo, obteniéndose los llamados flujos de dimension
dos y media. A continuacion, nos interesamos en generar soluciones estacionarias 3D para
las ecuaciones de Euler a partir de un flujo estacionario ideal 2D. Partiendo de algunos
flujos periédicos y estacionarios del capitulo 3, los ejemplos que se ven son una extension
de los mismos a R? mediante la condicién de Beltrami, que consiste en la consideracién
de paralelismo entre velocidad y vorticidad en todo punto. Este tipo de flujos reciben el
nombre de flujos de Beltrami. Por tltimo, calculamos soluciones con simetria respecto
de algun eje, es decir, tratamos flujos axisimétricos. Cuando roten, por lo que su velo-
cidad angular sera no nula, se denominaran remolinos. Para tratar este tipo de flujos,
previamente se reformulan las ecuaciones de Navier-Stokes y la vorticidad en coordenadas
cilindricas. Aunque se traten de manera tedrica las ecuaciones, sélo se ven ejemplos de
remolinos debido al interés y complejidad que poseen. Mas concretamente, a partir de
una solucién axisimétrica cuya vorticidad es perpendicular al plano sobre el que gira, se
sobrepone otro flujo con dependencia del plano radial. De esta manera se genera una solu-
cion explicita axisimétrica para la cual su vorticidad no es perpendicular a dicho plano, lo
que provoca que el remolino sufra inclinaciones. Cabe comentar que, tanto para los flujos
de dimension dos y media como en este ultimo ejemplo, el razonamiento seguido en sus
respectivas deducciones posee similitudes con el realizado en el capitulo 2 sobre el flujo
irrotacional. De este modo, las ecuaciones de Navier-Stokes para los flujos generados se
reducen a una ecuacion de difusion sobre la componente anadida.

Como se ha comentado al principio del resumen, no son pocos los problemas que a dia
de hoy existen a la hora de entender y tratar las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes.
Por ejemplo, no se sabe si, dada una solucién 3D cuya condicion inicial posee una cierta
regularidad, ésta va a mantenerse regular o se generaran singularidades en tiempo finito.
Para finalizar, el capitulo 5 prueba mediante un ejemplo explicito de soluciéon céomo las
ecuaciones de Euler en los espacios de Holder C%, con 0 < a < 1, pierden regularidad
para todo tiempo positivo. Lo que indica el mal planteamiento de las ecuaciones de Euler

en este tipo de espacios.
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Abstract

Understanding the dynamics of liquids, gases and plasmas is the central part of Fluid
Mechanics, which have a huge importance for Chemistry, Physics and Engineering. These
problems are written in a mathematical language by partial differential equations (PDE),
as Euler and Navier-Stokes Equations. Considering incompressible flows, these equations
are difficult to understand because, among other reasons, they are nonlinear. In particular,
just a few exact solutions are known.

In this work we shall compute some of the most important exact or explicit solutions for
the Euler and Navier-Stokes Equations for incompressible fluids. Through these solutions
are ilustrated the different kind of dynamics that these fluids have, also giving some
consequences.

The first chapter introduces the equations of fluids and their components with the aim of
starting to gain intuition about their possible behaviors. Vorticity it considered, making
the fluids rotates, together with its equation. We shall see that, locally, a fluid’s movement
is composed by rotations, traslations and deformations. So, we shall calculate the first
exact solutions which ilustrate those effects one by one and together. The chapter two
also includes a section of propositions used throughout this manuscript about the heat
and Poisson equations.

In the second chapter, firstly, we shall analyse the stucture of the vorticity equation.
This is formed by three elements which correspond to convection, vortex stretching and
diffusion. The latter it is related with the viscosity of the fluid v. To illustrate these effects,
we add to an irrotational fluid a component that makes vorticity be nonzero and the fluid
starts to rotate. We see 4 examples, which we divide on pairs. We first study the Euler
case and then Navier-Stokes (adding diffusion). Then we shall analyse the convergence

between both when v ™\, 0. This analysis will be frequently repeated in the examples of
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Abstract

chapters 3 and 4.

In the third chapter we shall study steady solutions through the plane. For that, by the
Poincare’s lemma or Helmholtz descomposition, we shall introduce the stream function,
which we shall use for the Vorticity-Stream formulation of our equations under some
conditions of regularity and vanishing sufficiently rapidly as |z| * oco. In this way we
shall write the velocity depending on the vorticity, which it is possible to calculate solving
the equation. Then our problem becomes only a Poisson equation. In this chapter we shall
also study two kinds of fluids. First we shall look for radial solutions, that is, swirls, and
then fluids with periocity on the two principals directions of the plane, which is the same
that study it in the Torus T?. In both of them it is considered viscous and not viscous
cases to study later the convergence when v ~\, 0. Finally we shall consider the so called
Cat Eyes Fluids of Kelvin-Stuart, which possess periodicity with respect to one of the two
directions.

Vortex stretching and the deformation of a fluid in the space are two effects which are
linked, one does not take place without the other one. In this way, in dimension 2, there
are no deformation in relation to the space and the vorticity remains constant. This is
one of the most importants differences between 2 and 3 dimensional fluids.

In the fourth chapter we shall construct 3D solutions which show the vortex stretching and
the consecuences based on some bidimensional solutions already calculated in previous
chapters. In the first place, based on a 2D solution, we shall add a third component
which depends on 2D, obtaining two and a half dimensional fluid. Next we shall focus in
obtaining 3D steady solutions of Euler based on a 2D steady flow and study the Beltrami
fluids. Based on periodic and steady flows of the third chapter, the examples that we shall
see are an extension of the same ones to R? by the Beltrami’s condition. Finally we shall
calculate solutions with simmetry in relation with some axis, that is, we shall consider
axisymmetric flows. When these solutions rotate, they are called swirls. For that it is
necessary to reformulate the Navier-Stokes equations and the vorticity for these types of
fluids. Although we shall treat it in a theorical way, we will only study some examples
for the case with swirl velocity because of its own interest. These solutions are complex,
because the swirl velocity and the vorticity stop being perpendicular to the plane on which

they rotate and this makes that the swirl bend.
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Like it have been mentioned at the beginning of the abstract, nowaday there are a lot
of problems to be understood for Euler and Navier-Stokes equations. For example, it is
not know if, given a 3D solution which smooth initial data, the regularity is preserved in
time or, if on the contrary, there is finite time blow-up. Finally, in chapter five we shall
prove by an exact solution that Euler equations in Holder spaces C'*, with 0 < o < 1, are

ill-posed.
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Capitulo 1

Introduccion a las ecuaciones de los

fluidos. Primeras soluciones exactas.

1.1. Breve introduccion a las ecuaciones de los flui-
dos.

Los fluidos en R? se estudian como un medio continuo. Consideramos lo siguiente:

s p(z,t) = densidad de masa del fluido en cada punto x e instante de tiempo ¢. (p > 0).

» u(x,t) = velocidad del fluido en cada punto x e instante de tiempo t.

A lo largo del trabajo se consideraran funciones que sean regulares, sobre todo en condi-
ciones iniciales, sin entrar en detalle sobre su regularidad, sino que lo serdn tanto como
haga falta para nuestros propositos. De este modo, u sera tan regular como se requiera a
lo largo del mismo.

Notacién: Dado un campo regular f, escribiremos los operadores divergencia y rotacio-
nal como div(f) y rot(f) respectivamente. Las derivadas parciales se notaran mediante
subindices o bien como fracciones. Por ejemplo, la derivada de f respecto del tiempo
serd, fi o (0f/0t). No obstante, si la funcién f depende de una tinica variable también se
denotara a la derivada mediante f’. Como es usual, V y A representan a los operadores
gradiente y laplaciano respecto del espacio. Por tltimo, al tratar matrices y vectores, el
jacobiano de una cierta matrix M se notara Jac(M) y los elementos traspuestos llevaran

el supertérmino 7.
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Capitulo 1. Introduccién a las ecuaciones de los fluidos. Primeras soluciones exactas.

Definicién 1.1: Las curvas caracteristicas asociadas al campo u son aquellas funciones
X(t) tales que:

0X
S (1) = u(X (1), 0) (1.1)

La velocidad con la que X se mueve en cada punto coincide con la velocidad del fluido en
el mismo. Es decir, las curvas X se estan moviendo con el fluido de igual manera a este.
Por lo que se interpreta que las curvas caracteristicas coinciden con las trayectorias de las
particulas del fluido. Asi, dado el par (a,t;) € R3 x R como posicién y tiempo iniciales
de una particula, denotaremos por X (¢; a, ty) a su posiciéon pasado un tiempo ¢, es decir,

la solucién de (1.1) con dato inicial (o, tp).

Definicién 1.2: Dados t,t, € R y un punto z € RY, definimos la siguiente funcién Fj,_,; :

RY — RY | cuyos valores llamaremos flujos caracteristicos, tal que Fy, (1) = X (t;2,10).

Si se considera un abierto Qy C R3 como la posicién de las particulas del fluido en el
instante inicial ¢, éstas se moveran para todo tiempo ¢t > ¢y mediante los flujos carac-
teristicos, obteniéndose el conjunto Q(t) = {X(¢t;a,ty) : @ € Qp}. De manera que estas
aplicaciones también actian sobre conjuntos, pudiendo hacer variar sus volimenes. Para

ello tenemos la siguiente proposicion:

Proposiciéon 1.1: Si la divergencia del campo u es nula, entonces los flujos caracteristicos

preservan la medida sobre los conjuntos.

Demostracion: Para estudiar como afectan los flujos caracteristicos sobre los conjun-

tos, nos interesa conocer el Jacobiano respecto del espacio de los flujos:

8$1 81:N
J(t;z,to) =det | ... .. .. | (L, to),
OXy Xy (1.2)
31’1 aZL‘N
L J(to,l’,to) =1.
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Capitulo 1. Introduccién a las ecuaciones de los fluidos. Primeras soluciones exactas.

0
Veamos que ecuacién cumple J'(t) = —J(t;x, ).

ot

Conocemos que la derivada del determinante de una matriz A = (A;), siendo A; cada una

de sus filas, debido a la multilinealidad del mismo, sigue la siguiente expresion:

%(det(/&)) = det(A}(t), As(t), ..., An(t)) + ... + det(A1(t), As(2), ..., A\ (1)).

Consideremos el primer término del sumatorio. Definiendo a;;(t) = gzl (X (t;2,t0), 1) se
J
tiene:
ot \0xy )~ 0Ot \Ozy k=1 1k or, =11k Bn
oxs OX2 ) 0X, 9X2
8331 al’N ’ agjl 81‘]\/
aXN 8XN 8XN (3XN
0%, 0%
ox ox
S 2 B
= Z(alk) g Oy | = (ﬂ) J(t).
8371
k=1
axl 8$N

El 1iltimo paso viene justificado ya que si k # 1, se repiten fila en los determinantes y se

anulan. Razonando de igual manera sobre los N sumandos de la derivada del determinante

obtenemos:
J(t;z,tg) = ZN %J(t'x to) = J(t;x, to)div(u)[ X (¢; x, to), t]
y &y L0 k:laxk y Ly L0 y by L0 y Ly L0 )y U]y (13)
J(t0;$,t0> =1.
De donde, claramente J(t) = 1 Vt < div(u) = 0.
O

Nota 1.2: La nulidad de la divergencia del campo de velocidades es equivalente a la

incompresibilidad del fluido. A lo largo de todo el trabajo se consideraran fluidos incom-
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presibles. Es decir, dado Qy C R? y siendo Q(t) = {X(¢; a, tg), a € Qo}, usando el cambio
de variables Q(t) = X (¢;Qo, o), donde el Jacobiano es J(t), tenemos:

]Q(t)|:/ dx:/ dx:/ J(t)dy:/ dy = |Ql, Vt.
Q(t) X(t;Qo ,to) Qo Qo

Definicién 1.3: Un fluido se dice incompresible cuando una misma porcién del mismo
ocupa siempre voltimenes iguales en su evolucién. Es decir, dado un abierto Qq C R3 con

frontera regular, entonces || = |2(¢)| Vt. Siendo Q(t) = {X (¢; o, tp), @ € Qo }.

Nos centramos ahora en la aceleracion del fluido. Para ello simplemente derivaremos la

velocidad y usaremos la regla de la cadena:

X"(t) = %[U(X(t)a t)] = Zuxi(X(t)at)Xﬁ(t) + u (X (2), 1)
= Z Ug, (X(t)v t)“i(X(t)v t) + ut(X(t)v t) =

_Du
- Dt

= O+ (u-V))u(X(t),t) (X (1),1). (1.4)

Dicho operador se conoce como Derivada material. Aplicado a cualquier funcién f(x,t)

del fluido mide como evoluciona ésta al moverse con el fluido. Es decir,

. (X(0). 1)

Llegados a este punto es natural preguntarse qué fuerzas provocaran el movimiento de
los fluidos que vamos a considerar. Una de nuestras hipétesis de partida, debido a la
intuicion natural que dan las observaciones, sera que el fluido ”esta compuesto” por una
superposicion de capas de distinta presion p. Asi, el flujo vendra originado por estas
diferencias desde las zonas de mayor a las de menor presion. Es decir, en el sentido —Vp.
Este tipo de fuerzas se denominan normales. Si, ademads, estimamos que el fluido posee
una cierta ”viscosidad” v, entonces aparecen las llamadas fuerzas laminares de difusion
Au. No obstante, se pueden anadir las fuerzas exteriores al modelo segin el caso en que
intervinieran.

Tenemos todos los ingredientes para escribir las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes. Las

16



Capitulo 1. Introduccién a las ecuaciones de los fluidos. Primeras soluciones exactas.

hipdtesis a considerar seran las siguientes:
» El fluido es homogéneo de densidad constante 1, (p = 1).
» El fluido es incompresible (div(u) = 0).
= Hay ausencia de fuerzas exteriores.

Asi, aplicando la segunda ley de Newton llegamos a las conocidas Ecuaciones de Navier-

Stokes:

Du

= _Vp+vAu, z,t) € R3 x [0, 00),

Dt P (@1) 000 (1.5)
div(u) = 0, (z,t) € R3 x [0, 00).

Para fluidos no viscosos, obtenemos las Ecuaciones de Euler para fluidos ideales:

Du
— =V ) at € Rg X 07 ;
L= -Vp () € R x[0,00) -

div(u) = 0, (z,t) € R3 x [0, 00).

Considerando un dato inicial u(z,0) = wug(z) en los sistemas anteriores se tienen los

problemas de Cauchy correspondientes.

1.2. Vorticidad, matriz de deformacion.

Como hemos comentado en la seccién anterior, se trataran los flujos incomprensibles.
Para empezar a ganar intuiciéon, como primera aproximacion, acerca de sus posibles com-
portamientos, lo primero que haremos serd analizarlos de manera local en R?. Para ello
se estudia el campo de velocidades u(z, ) en un entorno de (g, to).

Haciendo el desarrollo de Taylor de primer orden en el punto tenemos:
u(zo + h,to) = u(xo, to) + Vu(zg, to) - h+ O(h*), h € R®.

La matriz 3x3 Vu puede descomponerse en su parte simétrica y no simétrica, es decir,

Vu =5+ (), donde:

(Vu+ Vu'), (1.7)

NN

(Vu—vu'). (1.8)
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S y ) son conocidas como matriz de deformacién y matriz de rotacion respectivamente.
Observacion 1.1: Al ser div(u) = 0, la traza de la matriz S es nula.

Definicién 1.4: Dado el campo de velocidades u(x,t) se define la vorticidad w del fluido
como w = rot(u),

w = (ug’:2 - u§3,ui3 - uil,uil — uslcQ)T. (1.9)

Proposicion 1.2: Sean respectivamente w, €2, la vorticidad y la matriz de deformacion

de un fluido en R3. Entonces se cumple:
1
Q-hzéw/\h, Vh € R3,

Demostracién: Es simplemente operar. Sea h € R3,

1 1 3
0 Upy — Uy Uy, — Uy, 0 —ws w

N 1 2 3 1l =2 —
Q = 5 | Yor — Ui 0 Uy, — U, 5 | ws 0 w1

3 1 3
Wy — Uy Wy, — Ug, 0 —Wy W 0
Con lo que:
r 1

Q-h = 5 ((,dghg — UJ3h2,W3h1 - wlhg,wlhg - Wth) = éw A h.

Reunimos la informacién anterior en el siguiente lema.

Lema 1.1: A nivel local en (Jz — xo|), el campo de velocidades u(x,t) de un fluido

incompresible es la suma siguiente:
1
u(z,to) = u(wo, to) + W A (z — xo) + S(x — x0).
Ademas, dicha suma es tnica.

Para ver que tipo de movimiento implica cada uno sobre el fluido, estudiamos las curvas

caracteristicas en cada caso:
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Capitulo 1. Introduccién a las ecuaciones de los fluidos. Primeras soluciones exactas.

» Sea u(z,t) = u(xzg, ty), considerando la ecuacién (1.1) resulta:

0X
i u(zo, to) = X(t; a,to) = a+ u(wo, to)(t — to)-
Lo cual es una traslacién infinitesimal en la direccién u(zg, o).

» Sea u(x,t) = %w A (z — x9).

Sin pérdida de generalidad, mediante una rotacién de ejes podemos asumir que w =

(0,0,w)T. Para simplificar cdlculos supondremos xg =ty = 0. (1.1) es en este caso:

0X
= - 3%
F Xy(t:0,0) =
= = §X1, =4 92X, sz 1 (1.10)
AR o T i =2
ot ’
Las soluciones de (1,10) son de la forma :
X1(t) = ¢cos <%t> + cosen (gt) ,
Xo(t) = c3cos <gt> + cy4sen (Et> .
2 2
Imponiendo vl —EXQ, junto con las condiciones iniciales hallamos los valores de las

constantes:
C1 = C = (O, C3 = —Cg = (9.
Asi, las soluciones resultan:

Xg(t,Oé,O) = O3,

w w
coS (—t) —sen (—t) o
(X1, X2)"(t;0,0) = c% w2
sen —t) Cos (—t) a
( 2 2 2
La matriz resultante es de rotacion sobre el plano 1 — x5 en sentido antihorario. Al ser
la componente x3 constante, representa un giro infinitesimal sobre el eje w con velocidad

jwl

lar —.
angular =

19
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» Sea u(z,t) = S(x — xo).

Al igual que en el caso anterior, supondremos ty = xg = 0. Por otra parte, como S es
simétrica y de traza nula, podemos diagonalizarla mediante un cambio de coordenadas

tal que S = diag (A1, A2, — (A1 + A2)), con \; € R3, i = 1,2. Asf el sistema (1.1) resulta:

0X
@1 — M X, oAt
% = /\QXQ = X(t, CY,O) = 6/\2t Q.
an —(A1+A2)t
— = —(AM+ )X e

BN (A 4+ A2) X3

Si, por ejemplo, las constantes \; fuesen negativas, las componentes z;, xs decrecen a
cero de manera exponencial mientras que la componente vertical crece de igual manera.
Esto indicaria que el fluido se va comprimiendo en el plano x; — x5 a lo largo de las dos
direcciones del eje x3, formando un chorro en cada una de ellas. Es decir, el fluido se

deforma sobre el espacio.

Resumimos la informacién anterior en el siguiente corolario.

Corolario 1.1: En el entorno de un punto cualquiera, el campo de velocidades u(z,t) de
un fluido incompresible esta compuesto por las velocidades de una traslacién, rotacién y

deformacion infinitesimales del mismo.

Nos disponemos ahora a deducir una extensa clase de soluciones exactas de Euler y Navier-

Stokes que ilustran la interaccién entre vorticidad y deformacién del fluido.

Proposicién 1.3: Sea S(t) una matriz real, simétrica y 3x3 con traza nula. Obteniendo

la vorticidad w(t) mediante la resolucién de la EDO:

X s,
ot (1.11)
w(0) = wo, wo € R3.
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y la matriz antisimétrica (t) dada por la férmula:
1
Q-thw/\h, Vh € R®.

Entonces,

1
u(z,t) = Ew(t) ANz +S(t) -z,
(1.12)
1
p(z,t) = ) [Se(t) + S*(t) + Q*(t)] « - =,
son soluciones explicitas de Euler (1.6) y Navier-Stokes (1.5).
Cabe decir que estas soluciones poseen energia infinita, es decir, ||u||z2(t) = oo, con

lo que fisicamente son irrelevantes y solo se entienden de manera local en espacio y tiempo.

Demostracién: Podemos escribir (N-S) en forma vectorial en funcién de sus compo-

nentes donde 7 representa la fila del vector:

Du

3
B = 4 () = - ().
j=1
Derivando respecto de xj;, tenemos:
. 3 . . 3 . . .
(us,), + (Z ul, Ul Zu]uijm) = — (Pu), TV (Aul,) . (1.13)
j=1 Jj=1

Sean V el gradiente de u y P la hessiana de la presién p. Vamos a escribir matrices donde

i representara a las filas y k a las columnas. Asi:

DV . .
Ft = (u;‘k)t + <Zj':1 uju;:kxj) )

V()= v = (S, P = (prin,)
AV = (Au),
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Computando las derivadas restantes a (1.13) y ordendndolas por columnas obtenemos la
ecuacion matricial:
DV

- 22— _P+uAV. 1.14
Dt+v + vAV. ( )

Si queremos ver cémo interactiian las componentes rotacionales y de deformacion, es

natural descomponer V en su parte simétrica y antisimétrica,
V=S+Q=V2=(S+Q)° = (S*+0Q?) + (QS + 5Q),

donde la parte simétrica corresponde a los cuadrados. Por simetria de la matriz hessiana

y lo anterior, dividimos asi la ecuacién (1.14) en las dos siguientes ecuaciones:

D
Ff+(32+92) = —P+UVAS, (1.15)
%?HQSJFSQ) = vAQ. (1.16)

Desarrollando (1.16) término a término se tiene:

3 2 3 2
0 —w w; 0 —(u-Vw’ (u-V)w
DG 3 1 3 1
Dr w; 0 —w |+]| (u-Vw 0 —(u-V)w
—w? w0 —(u-V)w? (u-V)w! 0
0 —w3 w2 S1 S12 S13 S1 S12 S13 0 —w3 w2
QS+ 50 = w3 0 —uwt S12 S2 Saz | T | s12 S2 Sa23 w? 0 —w
—w2 wl 0 S13 S23 S3 513 S23  S3 _w2 wl 0
—w3312 + w2$13 —w332 + w2523 —w3323 + w233

= w3sy —wls;s  ws;o —wlsey  wisis — wlss

—w231 + w1512 —w2812 + CUlSQ —w2813 + w1523
w3s1g —w?s13 —w3s; +wlsis  w?s; —wlsye
+ w332 — w2323 —w3512 + w1823 CL)2812 — w152

w3823 - w253 wlsg - w3313 w2313 - w1523

22



Capitulo 1. Introduccién a las ecuaciones de los fluidos. Primeras soluciones exactas.

Por hipétesis de incompresibilidad, div(u) = tr(A) = 0 = s; + s2+s3 = 0. Por otra parte,

W131 +w2512 +w3313 d!
Sw = W1312 + CUQSQ + CUSSQg = | &2 )
wlsys + w?sqs + wiss d?

usando esto en 05 + S y sumando tenemos:

0 & —d?
QS+50=|-a® 0 d
> —d' 0

Por ltimo,

0 —Aw?  Aw?
vAQ=v | AL 0 —Aw!
—Aw?  Aw! 0

Al ser matrices antisimétricas, observando los elementos superdiagonales obtenemos una

ecuacion vectorial equivalente a (1.16):

D
Fj = Sw + rAw. (1.17)

Esta es conocida como Ecuacion de la vorticidad y serd una herramienta fundamental para
calcular soluciones a lo largo del trabajo. Consideramos ahora el campo de velocidades
u(z,t) como en (1.12):

w(w, ) = %w(t) Ax+S(t) -

Supongamos que w = rot(u) (es decir, que estd bien definida, lo comprobaremos al final
de la prueba). Cémo w no tiene dependencia espacial, sus derivadas respecto de este se

anula y (1.17) se reduce a:

Oow

Constituye un sistema diferencial lineal, el cual, conocida S(t), podemos resolver y asi

obtener la velocidad.
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Probaremos ahora que la parte simétrica (1.15) nos determina la presién p. Cémo S sélo
tiene dependencia temporal, las derivadas espaciales se anulan nuevamente y (1.15) se

reduce a:

—P =S5, +5*+Q%
Al ser P(t) el Hessiano de una funcién escalar, podemos escribir p de la siguiente forma:
1
p(z,t) = §P(t):c ST

De esta manera, p y u satisfacen Euler y N-S.

Para finalizar, comprobemos la buena definicién de wu:

w3 w2
181 + ) <812 — 7) + T3 (813 + 7)

1 w3 wh
u(x,t):§WA$+S(t>l’: 21| S1g+ — | + @28y + 23 | S95 — — ,

2 2
w? w!
Ty | S13— = ) tx2|S23+ = | + 2353
2 2
de donde obtenemos:
rot(u) = w.

0

Observacion 1.2: Notese que la velocidad que hemos construido es lineal respecto del
espacio en cada componente, de modo que su laplaciano se anula y, por tanto, el término

de viscosidad en las ecuaciones de N-S es nulo siempre. Es decir, se reduce al caso Euler.

1.3. Primeros ejemplos de soluciones exactas.

A continuacion, estudiamos varios ejemplos mediante la proposicién 1.3 en los que se
ilustrard la interaccién entre rotacién y deformacién del fluido. Nos centraremos tnica-
mente en estudiar el campo de velocidades para plantear el sistema caracteristico y ver

asi cual es su dindmica.

= Fjemplo 1.1: Flujos de chorro.
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Sean wy = 0y S = diag(—v1,71 + Y2, —72) con v; > 0, i = 1,2.. Por (1.11) tenemos que

w = 0. A continuacién, calculamos el flujo mediante (1.12) quedando:

u(z,t) = (=721, (1 + 72)2e, —’72903)T

Planteamos el sistema, caracteristico para hallar las trayectorias del fluido. Dado o € R?

se tiene:

0X

E(t;aﬁ) = (X (0,0),t) = (=1 X1, (71 + 72) Xo, —72X3)"

= X (t;a, 0) — (6_'71ta1’6(71+72)t&2’€—72ta3)T

Los efectos de este flujo son equivalentes a lo explicado cuando ilustramos los efectos del
término de deformacion sobre el fluido. En este caso, se iria comprimiendo a lo largo del
eje xo a ritmo exponencial formando un chorro infinito sobre este en el sentido que marque
el semiespacio donde se encuentre la condicion inicial. Este tipo de flujo es un ejemplo de
los denominados axisimétrico sin remolino, en los cudles se profundiza en el tltimo punto

del capitulo 4.

g - o 15 20 25 s

®2

Flujo de chorro con datos: vy =1, v = 1,2, t=1.
= Fjemplo 1.2: Flujo de deformacién.

Sean wy = 0y S = diag(0, —7,7) con v > 0 constante. En primer lugar, como hemos
visto en el ejemplo anterior, la condicién inicial y la forma de S nos implican que el flujo

es irrotacional. Es decir, w(t) = 0, Vt. Por (1.12) el flujo queda:

u(z,t) = (0, —yza, y3)".
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Dada la condicién inicial o € R?, planteando el sistema caracteristico y resolviendo cémo

en el ejemplo anterior tenemos que las trayectorias son:
. _ —t T
X(t;,0) = (ag, a0e 7 aze?) .

La componente z; permanece constante, luego el fluido se mueve sobre el plano z; = «;.
Mientras que en la direccién xs el flujo tiende a cero, sobre x3 crece (o decrece) a +00
segun el signo de a3. Ambas tendencias son exponenciales.

Observacién 1.3: Este flujo esta generalizado por el anterior, considerando una de las
constantes v; = 0. De este modo, su gréfica es equivalente a la seccién de el plano z; = ay
sobre el mismo. Ademas, queda claro que la matriz S indica como se deforman en el

espacio, por lo que podemos considerar ambos como flujos de deformacion.

®3
B T = R N N S S
—— —

iy
A
(1)
(]

Flujo de deformacién con datos: v = 1, t= 3.
» Fjemplo 1.3: Vortice.

Sean S = 0, wy = (0,wp,0)”. Es inmediato, por (1.11), que w(t) = wy Vt. Luego dado

a € R3, calculamos el campo de velocidades y planteamos el sistema caracteristico:

1 1
U(.CE, t) = 5 (Cd(t) N LL') = 5(@01’3, 07 —wo-%l)T’
(0X; 1

= 340 Xs X, 1

at 2 1

8X2 o 2 _ngxl’

o o 0 X3 1

8)%3 1 = 8_t2 = —ngXg,
— = —5WoX1,

ot 2 X2<t;04,0> = (X9.
X(0;0,0) = av.
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Dicho sistema es equivalente a (1.10), que apareci6 en la seccién anterior cuando plantea-
mos (1.1) al estudiar los efectos de rotacion del fluido. Entonces su solucién viene dada

por:

Wo Wo
COoS (—t) sen <—t> o
(Xl,Xg)(t;O[,t) = 2 2 ) XQ(taaat) = Q.

—sen <ﬂt> cos (ﬂt) Qa3
2 2

En este caso, tenemos un vértice en la direccion xo = s alrededor del cual el fluido va
rotando en sentido horario en el plano x3 — x1. La unica diferencia a lo visto en la seccion
anterior es el sentido de giro, que viene determinado por los signos de las derivadas

primeras del sistema.

Vértice con datos: w = 10, t= 100.

En los ejemplos anteriores se ha estudiado por separado los efectos de deformacion y ro-
tacion. En contraste, el siguiente flujo ilustra cémo interactiian mediante la superposicion

de un flujo de chorro y un vértice.
» Fjemplo 1.4: Chorro con rotacion.

Sean S = diag(—vi, M1 + Y2, —Y2) ¥ wo = (0,wp,0)T. En primer lugar, calculamos la
vorticidad por (1.11):

0
Oow T
ot (71 +7)wo | = w(t) = (0, 6(71+72)tw0,0) .
0

Observacion 1.4: La matriz S tiene por autovectores los vectores unitarios e; de la base

canénica de R?. Cuando w se alinea con alguno de ellos, segiin el signo del autovalor
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correspondiente, w crece o decrece exponencialmente en tiempo. Todo esto se estudiara
con mas detalle en el capitulo 2.
Calculamos la velocidad mediante (1.12):

e(n+r2)t e(n+12)t

9 WoZs3, 552(71 + 72), —Y2X3 — —————WpT1

U([L‘,t) = |[—"NnT + 9

Dado a € R3, planteamos el sistema caracteristico, donde es inmediato lo siguiente:

Xo(to,0) = ey,
1
8<X1, X3) (t 0) -7 §€(VI+’Y2)t Xl
—— (La,0) =
ot _%emmﬁ . X;

En este caso, lo més sencillo serd acotar las trayectorias (X7, X3).

O(X? + X2
HELLZ) (10,0 = 20X, XL+ XoX) = 2= XE = 72X3)

= —2méx{y, 12} (X] + X3) < =2 X7 +1X3) < —2min{y, 2 HXT? + X3)

Con lo que podemos resolver para (X7 + X2) en cada cota obteniendo:
e 2mnmt (o} + af) < (X7 + X3)(t @, 0) < e 02 (o] 4 af).

Lo primero que hemos visto es que la tendencia del fluido en la componente x5 crece
de manera exponencial hacia infinito con signo el del valor inicial as. En cuanto a las
trayectorias en el plano x3 — x; hemos observado que estan acotadas por circunferencias
cuyo radio tiende de manera exponencial a cero. De modo que nuevamente tenemos un
fluido que se comprime a lo largo del eje x5 formando un chorro, el cual en este caso rota

respecto de este eje debido a los efectos del vortice.
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1.4. Algunos resultados fundamentales de las ecua-

ciones del Calor y Poisson.

Muchas de las soluciones que se van a tratar en el trabajo consisten en transformaciones
sobre las ecuaciones para reducirlas a una del calor o van a ser deducidas a través de
reformulaciones en las que interviene la ecuacion de Poisson. Con lo que se ha considerado
oportuno dedicar una seccién a todos los resultados a los que recurriremos en el devenir
de nuestro estudio.

En primer lugar, consideramos el problema de Cauchy asociado a la ecuacién del calor

con dato inicial uy € LP(RY), 1 < p < oo:

u = Au, z,t) € RN x (0, 00),
' (@9) (0, 00) (1.18)
u(z,0) = ug(x), r € RV,
Sabemos que la tinica solucion es la siguiente,
u(x,t) = N7[{<x —-y,t)u@(y)dy, (1'19)
R
siendo H el nicleo de Gauss de dimension N,
_N —la?
H(z,t) = (4nt)" 2ze 4 . (1.20)

Nota 1.3: Es natural que al reducir nuestras ecuaciones obtengamos la ecuacién del ca-
lor con el término de viscosidad v multiplicando al laplaciano. En ese caso, mediante el
cambio u(z,t) = g(x, vt) obtenemos (1.18) y en cada resultado habria que tomar tiempos

vt.

Proposicién del Calor 1.4: Sean M € R' una constante y u(x,t), z € RY, una

solucién del problema de valores iniciales (1.18). Si el dato inicial ug verifica:

sup {|uo| + |Vuo|} < M,

TzeRN
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entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

sup {[u(-,t) — ug(-)|} < cMt2.

z€RN
Demostracién: Consideramos los siguientes cambio de variables:

Z2=Y—-x, dz = dya
1 = 1
z = t2¢€. dz = t2d§.

Los cuales usaremos sobre (1.19) para realizar la siguiente transformacién:

u(x,t) = /RH(x — vy, ug(y)dy = /RH(z,t)uo(x—i- z)dz

= (47Tt)_%/6_42’fl2uo($+z)dz= (47T)_;/e4uo(x+§t§)d§'
R

R

Asi, usando el teorema del valor medio en la segunda desigualdad tenemos:

(e, ) — uola)] < (4m) " / 5 g+ €4) — wo(a) | dé

1 —lg? 1
< (m)} / 13 1¢] sup [Vo(a)|de
R

z€RN

< (4w)—%/e'f I€|dE]tE M = eMts.
R

Doénde, claramente la constante c es finita al ser integrable el término al que reemplaza.
OJ

Proposicién del Calor 1.5: Sea u(x, t) una solucién de la ecuacién del calor N-dimensional:

ug(x,t) = vAu(z,t), (x,t) € RY x (0,00),

u(x,0) = ugp(x), r € RV,

Si ug es radialmente simétrica, entonces u(z,t) lo es.

Demostracion: En primer lugar, sabemos que por ser solucion de la ecuacién del ca-

lor, u es de la forma:

U(l’,t) = H((L’ - Y, Vt)UO(y)dy7
RN
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donde H es el nicleo de Gauss N-dimensional. Por otro lado, una funcién f(z) es radial-
mente simétrica si, y solo si, f(Uz) = f(x) para cualquier matriz de giro propio U. Como

es isometria, tenemos:

u(Ux,t) = HUzx —y,vt)uo(y)dy = HU(z — 2),vt)up(Uz)d(U=z)

RN RN
= H(z — z,vt)up(z) det(U)dz = u(x, t). (1.21)
RN
Y se concluye la prueba.

O

Proposicién del Calor 1.6: Sea u(x,t) solucién del siguiente problema del calor con

dato inicial vy € LP(RY), 1 < p < oco:

ug(z,t) = vAu(z,t), (z,t) € RN x (0,00),

u(z,0) = up(x), r € RV,
Entonces, para z, v fijados, x # 0, se tiene:

—N
2

u(z,t) ~ (drvt) 2

N
2

|, t>>1

| wlway + el
RN

22
Demostracion: Como lim;_, e% = 1 y estd acotada, usando el teorema de la conver-

gencia dominada cuando t — oo en la soluciéon se tiene:

lz—yl|?

(Vt)%u(x,t) = (47r)_2N/ e wt uy(y)dy — (47T)_2N/RN uo(y)dy.

RN

U

El signo ~ significa aproximacién entre los dos términos que asocia, referido en este caso

a cuando el tiempo tiende a infinito. El error de dicha aproximacién estéd controlado por
N . . 7

O[(vt) =], el cual indica que éste es del orden de su argumento.

Proposicién del Calor 1.7: Sea u(x,t) una solucién del siguiente problema:

ug — y(t)r - Vu = vAu, z € RN t e (0,00),

u(z,0) = u’(z), reRY,
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donde u® € LP(RY), v € C*(0,), 1 < p < oo. Entonces se tiene unicidad de la solucién
y
u(z,t) = H(z K, (t) —y, Ko(t)u’ (y)dy, (1.22)

RN

siendo H el nicleo de Gauss de dimensién N y K; las siguientes funciones:
t
Ki(t) = elo®d [ty =v / e2J5 1€’ ge (1.23)
0

Demostracion: Consideremos los siguientes cambios de variables:

9t _ ve2 Iy 1(©)dé
t Y
T = {L‘@fo 'Y(f)df’ g% ft (€
- el — =xvy(t)elo ,
f= yf(f e2Jo 1€ ge g;% 7(®)
I Lo 1(©)dg
or 4 ’

donde I, representa a la matriz identidad en dimensién N. Sea ahora u(z,t) = g(&,1),

comprobamos que ambos verifican la misma condicion inicial:
Uo(x) = u(x, O) = g(l', O)

Por otro lado, mediante la regla de la cadena se tienen las siguientes igualdades:

O ot : :
U = wga T 95 = (Vag - 2)y(t)eho "O% 4 gpe? o 1O
—y(t)x - Vou = —v(t)(x- V@g)% = —y(t)(z - Vyg)elo 1€

AN 2
vA,u = vQzg <g—x) :;/Aigezfg’)/(ﬁ)dﬁ.
T

Luego nuestro problema se reduce a la ecuacion del calor N-dimensional,

9i = Dszg.

con condicién inicial u° y se obtiene el resultado.
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Por tltimo, planteamos la ecuacién de Poisson en RV:
—Au = f. (1.24)

Sabemos que las soluciones de la ecuacion de Poisson vienen generadas por la convolucion

de f con la siguiente funcién, llamada Solucion Fundamental del Laplaciano:

1
2—111(|I|), N:2,

o) =9 T

N > 2
(N = 2)oy]|z|N=2 ’

donde oy es la medida de la esfera de dimensién N — 1. Ademas, es claro que:

Nos interesa que u = ¢ f esté en C?(RY). Para ello, en los libros de Evans, [2], y Gilbarg
y Trudinger, [3], sobre EDPs se prueba que si f € LY(RY) N C*(RY) entonces tenemos
que u € C*(RY). Para el caso N = 2, ademds se exige que [g, |f(2)]In|z|dz < oo para

obtener el resultado.

Proposicién de Poisson 1.8: Sea f una campo tal que f € LY(RY)NCH(RY). Ademés,
si N =2, [p|f(z)|In|z|dr < co. Bajo estas condiciones, el problema (1.24) posee solu-
cién tnica u € C?(RY) dada por la convolucién f ¢, donde ¢ es la Solucién Fundamental

del Laplaciano en dimensién N.

Para finalizar, en el capitulo 3 trataremos con flujos periddicos en el plano. Entonces,

sera equivalente a estudiarlo sobre el toro T? y para ello usaremos el siguiente resultado.

Proposicién de Poisson 1.9: Sea f € C*(T?). Consideramos la ecuacién de Poisson :

—~Au=f, €T~
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Entonces existe una solucién u € C*°(T?) si, y sélo si,

f(z)dz = 0.
T2

Ademas, por métodos de transformada de Fourier sabemos que la soluciéon es de la forma:

u(x) =Y e (4n?k]?) T f (k).

k0
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Capitulo 2

Convecciodn, estiramiento de vortice

y difusion.

Recuperamos la ecuacion de la vorticidad (1.17) que deducimos en la demostracién de
la proposicién 1.3:
Dw

D = Sw+ vAw. (2.1)

Gran parte de nuestro analisis sobre las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes se centra
el estudio de dicha ecuacion y los efectos que implica sobre el fluido en cuestion. Ya
vimos en el Ejemplo 1.4 (chorro con rotacién) cémo cuando w se alinea con un vector
propio de S crece o decrece segun el signo del valor propio asociado. Asi, el término Sw
es el responsable del estiramiento (o comprension) del vértice. Ademds, sabemos que el
laplaciano es un operador que implica difusién, por lo que el término de viscosidad produce
este tipo de efectos sobre fluido. Por otro lado, ya comentamos que la derivada material
sobre una propiedad del fluido marcaba su evoluciéon al moverse con el mismo. Esto se
conoce como conveccién, con lo que Dw/Dt indicara la referida a la vorticidad.

Para ilustrar estos efectos, procedemos a la construccién de una extensa clase de soluciones
exactas llamadas soluciones laminares de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Sea v el flujo irrotacional de deformacién del Ejemplo 1.2:

v(a,t) = (0, —yxa, ya3)", (2.2)
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donde 7 es una constante positiva. Por la expresion (1.12) de la proposicién 1.3, procede-
mos a calcular la presién correspondiente:

§? = diag(0,7%,7%),

St = 0

» 5= dlag<07 _’77’7) =

n w:O:>QIO

Entonces,

1 1
p(z,t) = —552$ = —572(503 +a3). (2.3)

Queremos admitir una tercera componente no nula u'(zs,t) de la velocidad de manera
que el par (u,p), siendo u = v + (u},0,0)T = (ul(za,t), —ya2, yx3)", sea solucién de
Navier-Stokes y asi su vorticidad no sea nula. Es claro que las ecuaciones para la segunda
y tercera componentes de u no varian con respecto de las de v, luego se verifican por ser
v solucién. Por otra parte, que la tinica dependencia espacial de u' sea con respecto de la
variable x5 implica que la condicion de incompresibilidad se siga cumpliendo. De modo
que, dada uf(x2) una funcién regular con decaimiento a cero en el infinito, u sera solucién

de Navier-Stokes si u! verifica la siguiente ecuacién lineal de difusién:

uf — yrauy, = Vg, (22,t) € Rx (0,00), (2.4)
ul(29,0) = wj(xs), m3 €R,

donde no aparece término de presién al no tener dependencia de x;.

La vorticidad correspondiente es:

w = rOt(U) = axl 8552 8x5 = <07 07 _ui‘g (ﬂfg, t))T

ul(wg,t) —yry a3

Observacién 2.1: Al haber anadido una componente u’* que depende de una variable z;,
j # 1, entonces aparecen efectos de vorticidad y el fluido gira.
Observaciéon 2.2: Velocidad y vorticidad estédn relacionadas mediante el operador inte-

gral:

(22, 1) = — / Y 6 t)dEs. (2.5)

—00
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Derivando (2.4) respecto de x5 obtenemos la tercera componente de la ecuacién de la
vorticidad (2.1). Las otras dos componentes de la ecuacion de la vorticidad son claramente

nulas. Tenemos entonces la ecuacion:

wp —yxows, = ' Hwwd o (x2,t) € R x (0,00), 2.6
Oul 2.6
w3 (x9,0) = —8—20(@), ze € R.
2

En este caso, —’}/J}QWiQ es la velocidad de conveccién y yw?® marca el estiramiento del

vortice. Se observa que la vorticidad va a crecer en tiempo al estar alineada con el vector

propio ez = (0,0,1)T asociado al autovalor positivo v de S. Por tltimo, la difusién viene

3

representada mediante vwy,,

,- A continuacién, lo primero que se hard serd mostrar los
efectos de conveccion mediante (2.4)-(2.6). Una vez hecho, se anade el término viscoso de
difusion para ver qué comportamiento supone.

= Fjemplo 2.1: Flujo laminar basico.

Tomando como nulas las constantes v y v en (2.6) nos queda:

W =0 = wlmy,t) = (0,0,wd(r2))” 72 €R, (2.7)
1
donde wj(xy) = —%(9&2). Mediante (2.5), o (2.4), calculamos la velocidad:
2
w(ws,t) = (uh(22),0,0)", = €R. (2.8)

La velocidad se reduce a una funcién en su primera componente que toma valores respecto

de x,.

= FEjemplo 2.2: Flujo laminar con viscosidad.

Incorporamos los efectos difusivos a la solucién (2.8). Sean ahora las constantes v = 0y

v > 0. La ecuacién (2.6) se reduce a la del calor en dimension 1:
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cuya solucién viene dada por (1.19):

w3 (2q,t) = / H(zy —y, vt)wi(y)dy, x4 € R, (2.9)
R

siendo H el nicleo de Gauss 1-D. Por (2.4), la velocidad es:

ut(zq,t) = / H(zy — y, vt)ug(y)dy, xo € R. (2.10)
R

Asi, debido al comportamiento de H, la difusién disipa los campos w y u, es decir, las

variaciones en las velocidades laminares y la vorticidad se suavizan con el tiempo.

La convergencia de la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes a la de las de Euler
cuando el término de viscosidad v tiende a cero es una cuestién fundamental que se trata
a lo largo del trabajo siempre que se estudian flujos ideales y luego se incorpora el término
de viscosidad a los mismos. Los dos ejemplos anteriores permiten una buena ilustracion
de esto. Para responderla, recurrimos a los resultados del Calor vistos al final del capitulo
anterior, mas concretamente, las proposiciones del Calor 1.4 y 1.6 implican el resultado

siguiente.

Proposicién 2.1: Sea u(z2) una funcién con decrecimiento suficientemente répido tal

que sup{|uj| + |Vugy|} < M para una cierta constante M. Sean u la solucién laminar de
z€R

(2.8) y u” el flujo viscoso correspondiente de (2.10). Entonces:

WP (29, 1) — u” (22, 8)| < c(vt)2, w2 €R, (2.11)
u”(xg,t) ~ (47wt)771 / ug(y)dy, a9 € Rt >> 1. (2.12)
R

Observacién 2.3: De (2.11) concluimos que el flujo ideal aproxima al viscoso cuando
v N\ 0. No obstante, si fijamos v, esta aproximacién se deteriora conforme el tiempo
crece. Por otra parte, el resultado (2.12) indica que para t >> 1, la solucién viscosa solo
depende del valor inicial. Esto se debe a que la viscosidad del fluido va disipando las
variaciones, en términos de gradiente, sobre la condicion inicial.

Pasamos a estudiar soluciones explicitas que muestren el estiramiento de vértice.
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» Fjemplo 2.3: Soluciones laminares no viscosas con deformacion.

Sean ahora las constantes v > 0y v = 0. (2.6) resulta:

wp —ywawd, = qw?,  (22,1) € R x (0,00), (2.13)
W (22,0) = wi(zg) 22 €R.

Es una EDP lineal de primer orden, luego resolvemos mediante curvas caracteristicas.

Nota 2.1: A partir de ahora, a la hora de hacer célculos, consideramos v = u', x = x5 y
- 3 . 1ﬁ 1 .,

w = w* para simplificar la notacion.

Sean t(0) =0, z(0) = a y w(0) = wy().

t'(s) =1, t(s) = s,
2'(s) = —yx, = ¢ z(s) =e Pa,
W'(s) =yw w(s) = wo(a)es
Las curvas caracteristicas son de la forma:
Xo(t;,0) = e "a = w3 (o, t) = wo(xee™)eM, 9 € R. (2.14)

3

Entonces la componente w” se comprime en la direccion x5 y se estira en la de x3.

Por (2.5), la velocidad correspondiente es:
ut (g, 1) = u(w2e™), (12,t) € R x (0,00). (2.15)

Anadimos nuevamente los efectos de difusién a nuestra solucién.

» Fjemplo 2.4: Soluciones laminares viscosas con deformacion.

Sean las constantes v, v > 0. (2.6) queda:

Wy — YTW, = YW+ VW, (z,t) € R x (0,00),
= ww. = 9 (@,t) € Rx (0,00) 216
w(z,0) = wo(x), z e R.
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Mediante el cambio w(z,t) = e (z,t), (2.16) se reduce a:

WO — VIO = Vg, (x,t) € R X (0,00),

o(z,0) = wo(z), zeR.

Para la cual conocemos su solucién por la proposicion del Calor 1.7. Asi,

Wiz, t) = e'yt/RH(xe'” — vy, K(t))wo(y)dy, (2.17)

v
siendo H el nicleo de Gauss 1-D y K(t) = 2—[62” —1].

g
Para el flujo laminar viscoso del Ejemplo 2.2 conociamos su convergencia en tiempo infi-
nito mediante un resultado del calor. En este flujo vamos a estudiarla directamente. Nos
preguntamos si la vorticidad (2.17) podria tender a alguna solucién estacionaria cuando

t / oo. Entonces:

ﬁevt —y|wget—y|?

3 2T
t — 2v[e27t 1] d
wlet) = e =1 )¢ wolw)dy
|z —ye 7|2
ﬁ 672”[21}5_2”] wo(y)dy.

\/2V7T\/1 —e 2t Jp

Al ser funciones acotadas e integrables, podemos tomar limite por el teorema de la con-

vergencia dominada tal que:

I 3 —= 3 —= _— 2v
tllglow (9,t) = w’(x2) = 5 € Rwo(y)dy. (2.18)

Por (2.5), la velocidad correspondiente es:

W) = =5 [ty [ e Fde (2.19)

Este equilibrio se conoce como Solucién laminar de Burgers.

Observacién 2.4: u'(x) es la funcién error con una dilatacién del orden O(v /7).

Para finalizar, volvemos a hacer el andlisis sobre cdmo la solucién no viscosa (2.15) aproxi-
ma a (2.17) cuando v << 1. En este caso, comparamos las vorticidades mientras que en los

ejemplos anteriores hicimos el estudio sobre las velocidades. Sean w” y w” las soluciones
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correspondientes para las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes. Entonces:

—’y|xewt—y
E v t t
t) — Bl = Y Ty Tav[e2vto1) duyl .
‘w (CL‘, ) w (ZL‘, )| € wﬁ(xe ) e 627'5—1 /6 WO( ) Yy

Mediante el cambio de variables,

— gent /2
V:i‘/ny j d/r]:—’ydy7

vie?t — 1] v[e2t — 1]

se tiene:

W (2, t) — w”(z,t)| = "

— 2 V2
wo(ze?t) — (4m) /2 / e 1wy (xe”t + 77—71]> dn‘ :
R

v[et —

Como

7"72 2 2
(47?)_1/2/ e dn= (471')_1/2/26_2 dz = VT =1,
R R Vam

podemos reagrupar términos tal que:

7)~1/? €_T772 wol(ze™) — wy [ ze M

) /]R ( ol@e™) — o ( i et — 1]>> dn|
e’ =2 2y

= nr / ‘ 11) ' "

1/[62Vt—
vyt
VK sup (Vi) \77|64d77,
[e2t 1] zer

|wP(z,t) —w”(z,t)| = "

wo(ze™) — wo (xe”t +

IN

donde K es una cierta constante y en la ultima desigualdad se ha usado el teorema del

2
. . . n ., .
valor medio. Calculamos la integral, debido a que ‘?76 7| es una funcién par se tiene:

2
—n? <2 > Je i
/]n|e4dn—2/ 77€4d77——4/ €’ dn = 4.
R 0 0 on

Finalmente obtenemos:
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siendo K (wp) una cierta constante que depende de wy. Hemos probado el siguiente resul-

tado.

Proposiciéon 2.2: Sean M > 0 una constante y wy una funcién con decaimiento a 0

en los extremos suficientemente rapido tal que sup{|wo| + |Vwo|} < M. Llamamos w”

z€eR
y w” a las soluciones laminares de Euler (2.14) y Navier-Stokes (2.17) respectivamente.

Entonces, para una cierta constante K que depende de M se cumple:
WP(x, 1) — w”(2,1)] < K(M)e, [ [e>" — 1], z €R. (2.20)

2y

Con respecto a la velocidad, para el caso no viscoso tenemos la solucién u” por (2.15). En
este ejemplo, planteando (2.4) obtenemos la correspondiente solucién al igual que hemos

hecho para la vorticidad mediante la proposicién del calor 1.7. Esta queda:
u’(x,t) = / H(ze —y, K(t))uo(y)dy, (2.21)
R

siendo H el nicleo de Gauss 1-D y K(t) = %[em —1].

Si observamos, tanto las expresiones velocidad y vorticidad viscosas, (2.21) y (2.17), son
equivalentes salvo por el producto con €7t en el caso de la vorticidad. Lo mismo pasa con
las no viscosas (2.14) y (2.15). Por lo que repitiendo todo el proceso hecho hasta (2.20),

obtenemos si sup{|ug| + |Vug|} < M para una cierta constante M, entonces:
z€R

0P (2, 1) — u” (2, 1)] < K(M) %km—ﬂ,xeR (2.22)

siendo K una constante que depende de M.
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Soluciones exactas y estacionarias de

Euler 2D.

3.1. Formulacién Corriente-Vorticidad para fluidos 2D.

En primer lugar, vamos a reescribir la ecuacién de la vorticidad (1.17) para el caso de
fluidos bidimensionales:
Dw

E = SW+VAW.

Como Vu = Q4+ 8, por la proposicién 1.2, podemos sustituir Sw por (Vu)w, que es

equivalente a (w-V)u. Asi, expresamos la ecuacién de la vorticidad de la siguiente manera:

D
FC: = (W V)u+ vAw. (3.1)

Para flujos 2D, se tiene v = u(z), con z € R? y w = (0,0,w)?, por lo que el término de

deformacién es nulo. De modo que (3.1) se reduce a la ecuacion escalar de la vorticidad:

Por lo general, para los fluidos 3D el término de deformacion de la ecuacién de la vorti-
cidad no va anularse. Esta variacion de las ecuaciones indica que la vorticidad debe tener
distintos comportamientos segin la dimensién del fluido. Para el caso de Euler (fluidos

ideales o no viscosos), se ilustra en los dos siguientes resultados.
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Proposicién 3.1. (Transporte de la vorticidad)
Sean X (t;,0),a € R? las curvas caracteristicas asociadas al campo de velocidad u sufi-
cientemente regular de un flujo no viscoso. Dado wy un campo regular en R? | la vorticidad

a través de X (¢; «,0) tiene la siguiente expresion:
w(X(t;,0),t) = VX (t; o, 0)wo(a). (3.3)

Demostracién: En primer lugar, la ecuacién de la vorticidad (3.1) para Euler resulta:

ow
o (X(t:0,0),1) = (w- V)u(X(t;0,0),1).

0X
Recordamos que las trayectorias del fluido cumplen —(¢; o, 0) = u(X(¢; a, 0),¢). Deri-

ot

vando respecto del espacio se obtiene:
0
5 (VX (@, 0)) = Vu(X(t0,0), ) VX (t; @, 0) = (VX( 0, 0) - V)u(X(t @, 0),1).

Dado w(X(0;,0),0) = wy(a), tenemos entonces que VX (t;,0) v w(X(t;,0),t) ve-

rifican una ecuacion similar, ya que una es matricial y la otra vectorial, para distinta

condicién inicial.

Por otra parte, como vimos en la introduccion a las ecuaciones de Euler y N-S; la matriz

jacobiana de las curvas caracteristicas es igual a la identidad en el instante inicial,

0

—X;(0) = 645, Vi,Vj = VX(0;,0) = 1.

Luego, si multiplicamos VX (¢; a, 0) por el vector wy(«) ambas son ahora ecuaciones vec-
toriales y, ademads, verifican la misma condicién inicial. Por lo que obtenemos el resultado
debido a que la regularidad de w implica unicidad de solucién del problema de valores

iniciales.

44



Capitulo 3. Soluciones exactas y estacionarias de Euler 2D.

Lema 3.1: Para Euler 2D, dado un campo regular wy, la vorticidad se conserva a través

de las curvas caracteristicas. Es decir,
w(X(t;,0),t) = wo(a), a € R (3.4)
Demostracién: Si eliminamos el término de viscosidad de (3.2), la ecuacién queda:
wy + utwy, + utw,, = 0.

Por el método de las caracteristicas obtenemos

Oow
E(X@’ «,0),t) =0,

y, por tanto, el resultado queda probado.

Esta propiedad distingue los fluidos no viscosos en 2D de los no viscosos en 3D. Que la
vorticidad en los fluidos ideales 2D sea constante en las trayectorias ocurre debido a la
relacién que existe entre el estiramiento de vortice y la deformacion del mismo. Por eso,
al no haber deformaciéon del fluido la vorticidad permanece constante en éstas. En con-
traste, cémo hemos comentado antes, para fluidos no viscosos en dimension 3 el término
de deformacién no se anula por lo general y la vorticidad puede ir variando a lo largo de

las curvas caracteristicas.

En los flujos de deformacién (Strain flows) del capitulo anterior vimos que podiamos
hallar la velocidad a partir de la vorticidad mediante un operador integral no local (2.5).
En este capitulo probaremos que para el caso bidimensional podemos sustituir la veloci-
dad en la ecuacién escalar de la vorticidad (3.2) para obtener una ecuacién auténoma de

w. Antes de ello, es necesario definir los términos funcién de corriente y lineas de corriente.

Definicién 3.1: Sea u(z,t) el campo de velocidades de un fluido. Fijado ¢t € R, se definen
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las Iineas de corriente del fluido en el instante t como las curvas:

o(1): ¢(1) =u(é(r),t), Vr €R.

Nota 3.1: Las lineas de corriente indican cémo se esta moviendo el fluido en un instante
t fijo. Se observa que estas coinciden con las curvas caracteristicas si, y solo si, el fluido

es estacionario, es decir, si u(x,t) = u(x) Vt.

Por el lema de Poincaré, o descomposicion de Helmholtz, sabemos que un campo re-
gular u : RV — RY, puede escribirse como la suma del rotacional de un solenoidal y
el gradiente de un potencial. Al ser div(u) = 0, podemos suponer v = (—,,,%,,) para
una cierto campo suficientemente regular, tinico salvo constante aditiva al que llamaremos

funcién de corriente, ¢ : R — R2,

Proposicién 3.2: Relacién entre funcion y curvas de corriente.
Las lineas de corriente son las curvas de nivel de la funcién de corriente.
Demostracién: Dada ¢ : R? — R, se define el conjunto de nivel N(r) de 1 de la

siguiente manera:

N(r) ={z € R* : ¢(x) = r}.

Consideremos una funcién ¢ : I — N(r), I C R. Al ser,

(d(7)) =1 & Vi((1))¢ (1) =0,

por ortogonalidad se tiene:

¢(7) = (—tas, 2, )((7)) = ul(e(7), 1).

O

Nota 3.2: En un abuso de notacién, usaremos rot(1)) = rot(0, 0, ) y rot(u) = rot(u', u?, 0).

Proposicién 3.3: La formulacién corriente-vorticidad para flujos en R?
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Para flujos que decrezcan a cero lo suficientemente rapido cuando |z| 7 0o, las ecuaciones

de Navier-Stokes (1.5) son equivalentes a la siguiente formulacién:

/

wet (u-Viw = rAw, (z,t) € R? x [0, 00),
w(z,0) = wo(x), r € R? (3.5)
u = Kxuw, (z,t) € R? x [0, 00), .
— 2 i 2
\ —Ap = Y uy i, (7,t) € R? x [0, 00).
siendo K(x) = —(_;:T’Tgl)
|z

Demostraciéon: Tomando rotacional en u y usando la funcién de corriente tenemos la

siguiente ecuacion de Poisson 2D:
w = —A. (3.6)

Por la proposicién de Poisson 1.8, sabemos que si w € L*(R?) N C'(R?), entonces existe

una solucién C? dada por la convolucién del potencial newtoniano 2D con w,

vie.t) = 5= [ Il =slty. Oy 3.)

T

Como u = rot(¢), derivando obtenemos:

1 (Y2 — 22,01 — 1)
t)=— t)dy.
u(z,t) = o /RQ p— w(y, t)dy
o (_'/1;27 Il) 2 . . s
Tomando K(z) = W, x € R*, podemos sustituir en u quedando la convolucién:
X

R2

luego u = K * w.
Hemos obtenido una expresién de u en funciéon de w, la cual podemos hallar resolviendo
la ecuacién de la vorticidad (3.2). Esta expresién es conocida como ley de Biot-Savart.

Lo tnico que falta expresar la presién en términos de algo conocido. En la ecuacion
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matricial (1.14) obtuvimos:

Siendo P la matriz hessiana de la presion y V el gradiente de u. Como tr(V) = div(u),

tomando traza tenemos:

D(div(w))

Dt +tr(V?) = —Ap + vA(div(u)).

Usamos que div(u) = 0 hallando:
2
~Ap=tr(V?) = Zu;Ju;
1,

Y se concluye la prueba.

3.2. Un método general para construir soluciones exac-

tas estacionarias para Euler 2D.

En este punto mostraremos que la relacién existente entre la funcion de corriente y la
vorticidad da lugar a una coleccién de soluciones exactas estacionarias de la ecuacién de
Euler. Una de las utilidades de estas soluciones es que nos facilitan el estudio sobre como

de bien aproxima Euler a Navier-Stokes cuando la viscosidad v 0.

Si v =0, la ecuacién de la vorticidad (3.2) resulta:
1 2 -
Wt"—U wajl _'_U w$2 —0
Sustituimos usando la funcién de corriente:

wr + 77Z)$1A¢1‘2 - ¢$2A¢m1 =0.
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Lo cual es equivalente a:
we + Jac(y, Ay) = 0. (3.9)

Para obtener una solucién estacionaria no viscosa necesitamos Jac(y, Ay) = 0. Esta
condicién implica que sus gradientes son paralelos entre si y, por tanto, poseen las mismas
curvas de nivel. Luego ¢ y At deben ser funciones dependientes. Es decir, si Ay = F(v)

para una cierta funciéon F' regular, entonces

(Aw)% = F/(¢)¢$z7 1=1,2.

Lo que implica que Jac(¢), Ay) = 0. Resumimos toda esta informacién en la siguiente

proposicion.

Proposicién 3.4: Una funcién de corriente ¢ en un dominio 2 C R? define una so-

lucién w estable y no viscosa de (3.2) si, y sélo si, se cumple

Ay = F(¢)

para alguna funcién regular F.
Observaciéon 3.1: En general, F es una funcién no lineal.
Observacion 3.2: Para un flujo estacionario bidimensional, el sistema caracteristico se

convierte en el siguiente:

0x; -
aa_)a = —, (X(ta,0)), (3.10)
W = 77ZJ:z:1 (X(t;Oé, O))

De este modo, al ser estacionario, las curvas caracteristicas coinciden con las lineas de
corriente, siendo la funcién de corriente ¢ constante a través de éstas.

En este caso, los puntos de equilibrio del sistema y, por tanto, del fluido coinciden con
los puntos criticos de 1. Si estos son méaximos o minimos locales, son estables y el fluido
rota alrededor de ellos de manera local. Si, por el contrario, son puntos de silla, el fluido

se comporta como un flujo de deformacién 2D. Ilustramos esta clasificacién mediante al-
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gunos ejemplos.

» Fjemplos 3.1: Puntos de deformacién y puntos de rotacion.

Consideramos las siguientes funciones de corriente con puntos criticos en el origen.

L (z1,2) = aF + 3.
El origen es un minimo, global de hecho, ya que dicha funciéon representa un
paraboloide convexo.

El campo de velocidades del fluido originado por 1 es
u(z,t) = (229, 21)".

Es similar al vortice del ejemplo 1.3. En este caso, rota en el plano x3 —
alrededor del origen en sentido antihorario.
Si cambiamos el signo de v, el origen es un méximo y obtenemos el mismo

flujo pero girando en sentido opuesto.

2. @Z)(ZL’l, 5(72) = T1T2.
El origen es un punto de silla pues, al estudiar sus derivadas, segiin por la
direcciéon en que nos aproximemos .., ¢ = 1,2, tiene un signo u otro. Por

ejemplo, en las direcciones

X1 = —T2 = wxlxl = _2
El campo de velocidades que implica 1 es:
u(z,t) = (=1, 22)7,

el cual tiene una estructura similar al flujo de deformacion del ejemplo 1.2

estudiado en el capitulo anterior.
3. Y(x1, 1) = 7] — 23,

Claramente, el origen es un punto de silla ya que, si estudiamos sus derivadas,
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en la direccién x; = 0 supondria un minimo mientras que en la direcciéon zo = 0
seria un maximo.

Resolvemos el sistema caracteristico (3.10) obteniendo:

1
Xi(t;,0) = 3 [(e* + e *)ag + (e — e an] ,
1
Xo(t;a,0) = 5 [(* — e )ar + (e + e )] .
Sea k € (0, 1), si consideramos el punto inicial tal que ay = —ay = k, entonces,

cuando t 7 oo, X;(t;,0) — 0 para @ = 1,2.. En la direccién opuesta el
resultado es idéntico.

Si tomamos ahora a; = s = k, entonces, cuando t * oo, X;(t;a,0) — o0,
siendo el resultado el mismo en sentido opuesto.

El plano de fase es el siguiente:

Flujo de deformacion a tiempo t= 2.

Observamos que el fluido se comporta de manejar similar al flujo de deforma-

T
cion 1.2 mediante un giro de los ejes 1

Nos disponemos ahora a estudiar soluciones no viscosas y estacionarias cuya vorticidad

es radial.

3.2.1. Soluciones radiales para las ecuaciones de Euler y Navier-

Stokes. Remolinos.

En esta seccion vamos a buscar flujos bidimensionales de tipo remolino. Para ello
trabajaremos con funciones radialmente simétricas, es decir, funciones f tal que f(z) =

f(r), siendo r = |z|, Vz € R%

» Fjemplo 3.2: Remolinos estacionarios y no viscosos.
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Consideremos a wy una funciéon radialmente simétrica. Como el laplaciano es un operador
invariante por rotaciones, la solucién 1y de la ecuacién (3.6), wy = —A)y, es radialmente

simétrica. Debido a ello se tiene:

o
O,

7

M =2w0, Ao =22 (M) )

r3

y, por tanto, se tiene que Jac(tg, A)g) = 0. De modo que cualquier vorticidad radialmente
simétrica wy(r) define una solucién estacionaria para Euler 2D que también es radialmente
simétrica. Calculamos las derivadas primera y segunda de 1 (r) respecto de x;,1 = 1,2 :
1"
o = v (2.

V@) = () = 2 .
Vo, = %wwwmwm(rﬁ%)‘

Como u = (—y,, s, ), la velocidad queda:

uam::(iﬁa@>Twam.

T r

Desarrollando el laplaciano, la ecuacién de Poisson (3.6) y la siguiente EDO son equiva-

lentes:

L) + () = —wolr). (3.11)

Resolviéndola obtenemos:

1T
o(r) = — [ swo(s)ds.
rJo

T2 —I1

wo(z) = (ﬁr_z)T /Orswo(s)ds. (3.12)

La expresion del campo de velocidades nos indica que las lineas de corriente describen
circunferencias y el fluido rota en un sentido u otro segun el signo de wy.
Ahora anadimos los efectos de viscosidad a la solucién estacionaria (3.12) para hallar el

flujo de Navier-Stokes correspondiente.

» Fjemplo 3.3: Remolinos viscosos no estacionarios.
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En primer lugar, la proposicion del calor 1.5 nos dice que si el dato inicial de un problema
de valores iniciales asociado a la ecuacién del calor es radialmente simétrico, entonces su
solucion conserva dicha simetria radial. Por otra parte, por el ejemplo anterior sabemos que
si w(z,t) es radialmente simétrica, entonces lo es la funcién de corriente y Jac(¢), Ay)) = 0.
De modo que para vorticidades iniciales wy que sean radialmente simétricas la ecuacion

de la vorticidad se reduce a la del calor 1-dimensional:

w(r,t) = vAw(r,t),
w(r,0) = wo(r),

cuya soluciéon es:

2
|z—yl

w(z,t) ! /11@26 wi-wy (Jy]) dy. (3.13)

- 4rvt

Haciendo los mismos célculos que en el ejemplo anterior, como u = (—y,, ¥, ), la velo-

cidad queda:

u(z,t) = (””2 _—””)T/O sw(s, t)ds. (3.14)

7“2’ r2

Observacion 3.3: El campo de velocidades del fluido nuevamente describe movimiento
circulares. En este caso, la aparicion del término viscoso hace que las soluciones dejen de

ser estacionarias y tengan dependencia temporal.

Como venimos haciendo a lo largo del trabajo, usaremos las soluciones de estos dos ejem-
plos para obtener mas informacién sobre cémo se aproximan las ecuaciones de Euler y
Navier-Stokes cuando el término viscosidad v ~\, 0. Mediante la proposicién del calor 1.6,

tenemos que el comportamiento asintdtico de la solucién w” cuando t 7 oo es:

W’ (r,t) ~

1 1
d — t 1.
Amvt /Rz wo (|yl) dy +© (l/t> ’ ==

E

Claramente las soluciones viscosa w” y no viscosa w” con mismo dato inicial difieren

cuando t ' 0o ya que w” tiende a cero. Para tiempos finitos, sin embargo, podemos usar
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la proposicién del calor 1.4 al igual que hicimos en el capitulo anterior obteniendo:

N|=

W (1, 1) — wo(r)] < ()},
Usando esta estimacién, para las velocidades (3.12) y (3.14) tenemos:

(2:5) [eo-sor
1

. /OT s |w”(s,t) —wo(s)|ds < er(vt)z.

[w”(r,t) —uo(r)] =

D=

IN

Por tanto, hemos probado la siguiente proposicién.

Proposicion 3.5: Sean wy(r), up(r) una funcion de vorticidad radialmente simétrica tal

que sup{|wo| + |Vwo|} < M, para una cierta constante M, y la velocidad inducida por
reR

esta en el caso de un remolino estacionario no viscoso. Sean también w(r,t), u”(r,t) las

soluciones radiales de remolinos viscosos con el mismo dato inicial wy(r). Entonces se

tienen las siguientes estimaciones:

NI

jw” (7, ) = wo(r)]

IN

c(vt)z, (3.15)

[’ (r,t) —uo(r)| < cr(vt)e. (3.16)

Observacion 3.4: Si fijamos r, para intervalos de tiempo finitos las soluciones viscosas

convergen a las no viscosas uniformemente en norma infinito cuando v 0.

3.2.2. Formulacién corriente-vorticidad y soluciones exactas pa-

ra flujos periodicos.

Otra familia de soluciones exactas de Euler 2D surge al plantearse una geometria pe-
riddica del fluido.
Vamos a suponer flujos peridédicos con respecto al espacio. Para simplificar calculos su-

pondremos que poseen periodicidad 1 en ambas direcciones del plano, es decir:

u(z,t) = u(z +e;,t), i=1,2. Vt>0,Vrc R
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siendo e; el vector unitario en la direccién 7, lo cual es similar a estudiar flujos en el toro
plano T? con lados de longitud 1. Si recurrimos a la proposicién de Poisson 1.9, tenemos
que dada una vorticidad w periddica, la ecuacién (3.6), —AY = w, posee una solucién

periédica 1) sobre el toro T? si se satisface lo siguiente:

/ w(z,t)dx = 0.
T2

Al ser w un rotacional 1-periédico en el plano, se cumple dicha condicién. Por lo que,
mediante métodos de transformada de Fourier, tenemos la siguiente funcién de corriente

periodica:

Yo, t) =D 2R (4n?|k[2) 7 B(k).
k40
Por consiguiente, es claro que la periodicidad de la funcién de corriente y la condicion

u = rot(¢) implican:

/ u(x,t)dx = 0.
T2

Como queremos estudiar flujos sobre T? cuyas velocidades no tengan un significado nulo
en el mismo, mediante el lema de Poincaré, o descomposicién de Helmholtz, expresamos
la velocidad como u = u + u, siendo w = fTQ udx una constante del campo de velocidades

y fTQ udx = 0. Es decir, consideramos @ = rot(¢)). Derivando la solucién 1, obtenemos:

U, t) = > (ko kr) " €2 (2im|k|?) T D (k). (3.17)
k+£0

Observacion 3.5: Podemos interpretar la anterior expresion como una versién 1-periodi-
ca de la ley de Biot-Savart .

Nota 3.3: Al integrar u sobre el toro T?, tenemos que [, udz = [, udz. Al estar in-
tegrando sobre el cuadrado unidad y ser w una constante, el valor de su integral es ella
misma, de ahi que w = fT2 udzx.

Estamos en condiciones de enunciar la siguiente reformulacion de Navier-Stokes para flu-

jos perioddicos con respecto del espacio.
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Proposicion 3.6: Formulacion corriente-vorticidad para flujos periodico-espaciales.
Sea ug = g + g, con Uy = fTQ updx, div(ug) = 0, un campo de velocidades con periodici-
dad 1 con respecto del espacio sobre el toro T?. Entonces las ecuaciones de Navier-Stokes

(1.5) son equivalentes a la siguiente formulacién:

wi + (g + 1) - Vw =vAw,  (z,t) € T? x [0, 0),

o,0) = wn(e), reT, (315)
—Ap =", b ul, (z,t) € T? x [0, 00).

siendo w = rot(u), con u expresado en funcién de la vorticidad:

W, t) = D (—hay ko) e (2im|k|?) T D (k).
k0

Demostracion: Andloga a la prueba de la proposicién 3.3 usando la construccién para

la u realizadas este subcapitulo.
O

Esta formulacién nos da lugar a construir soluciones que representen flujos periédicos.
Nos disponemos a ello.
Por la proposicién (3.4), para hallar flujos no viscosos y estacionarios necesitamos una

funcion de corriente ¢ que cumpla:
Ay = F(y), ze€T? (3.19)

para una cierta F. Por ejemplo, cualquier funcién propia ¢, del operador laplaciano sobre

T2, Ay, = Mty satisface lo anterior con F(iy,) = A\ptby. Estas son de la forma:

Ur(r) = aycos(2rk - x) + bysen 27k - x), k€ 77,

Aty = —4r?|k* Yy,

y, por tanto, definen una solucién periédica para Euler 2D. Sea ahora [ € Z*, podemos

tomar una combinacién de las funciones propias v, asociadas al mismo valor propio, es de-
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cir, siendo |k|? = [ Vk y F(x) = —4x?lz. De esta manera tenemos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.7: Soluciones periédico-espaciales y estacionarias de Euler 2D.
Dado [ € Z*, se define la funcién de corriente con periodicidad 1 en las direcciones del

plano como:

Y(z) = 2i Z lag cos(27k - x) + bgsen(27k - )], (3.20)

|k[2=l

donde a; y by son coeficientes reales arbitrarios y k € Z?. Entonces v define un flujo u

periddico y estacionario para Euler 2D mediante u = rot(v) :

arkosen(2wk - x) — brko cos(27wk - x
w@ey=Y" | ( ) = biks cos( N (3.21)

k2=t | —arkisen(2mk - x) + bk cos(27k - x)

Nota 3.4: Para el caso [ = 1 obtenemos flujos laminares periddicos simples. No obstante,

para [ = 2 aparecen flujos estacionarios més interesantes con una estructura mas compleja.
» Fjemplo 3.4: Soluciones estacionarias no viscosas y peridédico-espaciales.

1
Para el caso | = 2 consideremos b, = 5 Para ke {(1,1),(1,—1)} y que el resto de

coeficientes ay, b, son nulos. Usando la identidad
2sen(a) cos(b) = sen(a + b) + sen(a — b),
obtenemos la siguiente funcién de corriente periédica segin (3.20):

Y(x) = %sen(%ra:l) cos(2mxy), x € T2 (3.22)

El campo de velocidades correspondiente es:

u(z) = sen(2mxy)sen(2mxy) . (3.23)
cos(2mxy) cos(2mxs)

Cémo comentamos al principio del capitulo, al tratarse de un fluido estacionario, las curvas

caracteristicas coinciden con las lineas de corriente y los equilibrios del sistema coinciden
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con los puntos criticos de 1. Procedemos al célculo de estos:

1
77/1301("E17'r2):0 < mze{oaial}a

13
¢x2(x17$2):0 = SBZE{Z,Z}

Al ser ¥y, = Yy, cuando no se anulen tendremos méximos o minimos locales. En
cuanto al resto de puntos, es decir, en los que ,,,, se hace cero, comprobamos que
son hiperbdlicos. Si consideramos, por ejemplo, el punto (1/2,1/4), segtin por dénde nos
aproximemos a él, el signo de v, varfa. Asi, dado ¢ << 1, ¢,.,,(1/2 —¢,1/4+¢) <0 <
Ve, (1/2 —€,1/4 — £), luego es un punto de silla. Se puede razonar de igual manera en
los restantes, por lo que nos quedan dos conjuntos £, E5 correspondientes a los extremos

locales y los puntos de silla respectivamente:

13 1
Ey=1<(i,7):1 —=0,] 0,-,1
1 {(27]) 26{474}7j6{ )27 }}7
1 13
Ey=<(i,7):1 0,=,1%,7 — =0
2 {(Zaj) ZE{ 727 }7]6{474}}
Mientras que en el entorno de un punto silla el fluido se comporta como un flujo de
deformacion, alrededor de los méximos o minimos locales, el fluido rota en circunferencias
con sentido de rotacion segun el signo de w. Luego, en nuestro ejemplo, el plano queda

1
dividido en celdas de lado 5 con rotaciones alrededor de los centros y flujos de deformacién

en los vértices.

ool
08t i
06t
¥ A ¥
04t
02 0

Y
A

i

fol

4 06 08 1 1.2

A
¥

0.2t

o

02F

Flujo estacionario y periédico de datos: w = 35.

Al igual que para los remolinos, incorporamos los efectos de viscosidad a nuestra solucion

periédica. Tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.8: Soluciones viscosas periodico-espaciales

Sea el par py € C'(T?) y ug(x) como en (3.23) una solucién estacionaria de Euler 2D:

agkosen(2mk - x) — bky cos(27k - x)

uo(w) = Z

k=t | —arkisen(2mk - x) + bk cos(2mk - x)
Entonces la solucién 1-periddica de Navier-Stokes con dato inicial ug es:

w(z,t) = e Wyy(z), zeT?

(3.24)
pla,t) = e ¥ Wp(x), xeT2

0

Demostracién: En primer lugar, como u” es estacionario, las ecuaciones de Euler resul-

tan:

u’ - Viu® = —Vp°,
(V) P (3.25)
div(u®) = 0.
Por otro lado, planteamos las ecuaciones de Navier-Stokes:
D
F:j(x,t) = —Vp(z,t) +vAu, xe€T*t>0,
div(u) = 0, zeT2t>0, (3.26)
u(z,0) = u’(x), r e T2

Consideremos u y p de la siguiente forma:
u’(z,t) = e (), p’(z,t) = e P (x),

donde a, b € R son constantes a determinar. Veamos qué deben verificar para ser solucion
de Navier-Stokes. En primer lugar, el cumplimiento de la condicién inicial y la hipotesis
de incompresibilidad son triviales ya que v”(z,0) = u°(z) y div(u”) = e~ *div(u’) = 0.

Por otro lado, la primera ecuaciéon resulta:

—au” + (u” - V)u”’ = =Vp” + vAu”.

29



Capitulo 3. Soluciones exactas y estacionarias de Euler 2D.

Escribiéndola en funcién de u° y p° tenemos:
—aem 0 4 e 2t (1 - V)l = —e UV 4 ve A,
Si b = 2a, por (3.25) la reducimos. A continuacién desarrollando el laplaciano se obtiene:
—ae” "’ = ve " Au’ = ve " (—4n?)||k[*u’.
Por tltimo, usamos que |k|*> = [ y despejamos para hallar los valores de a y b:
a=4rly, b= 8y,

verificando asi (3.26) y obteniéndose el resultado.
U

Observacién 3.6: El flujo (3.24) proporciona una muy buena ilustracién sobre cémo
el efecto de viscosidad se opone al movimiento del fluido. Es decir, las distintas capas
viscosas del fluido friccionan entre si provocando que sus velocidades vayan reduciéndose.

De hecho, si planteamos el sistema caracteristico (1.1):

X 2
OX (t:00,0) = ey (X (120, 0)),

es claro que la velocidad del fluido decrece a cero en tiempo a ritmo exponencial.

En este caso, la comparacion de las soluciones de Navier-Stokes y Euler cuando la visco-

sidad tiende a cero es muy sencilla. Se tiene:

o () — ¥ (2, 1)] < |uo ()] ‘1 _ et < gy, (3.27)

Para finalizar el capitulo, introducimos un flujo estacionario 2D con periodicidad en una
de sus direcciones. Se denominan ojos de gato por la forma que representan las lineas
de corriente. Segun el libro de Madja y Bertozzi [1], estos tipos de fluidos aparecen al
estudiar flujos laminares con fuertes efectos de deformacién. Ademds, son ttiles para

modelar fluidos cuyas capas se entremezclan.
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» Fjemplo 3.5: Flujo Ojos de Gato de Kelvin-Stuart.

Sea 1) una funcién de corriente 27-periédica respecto de la variable x; tal que F(-) = —e2().

Es decir,
A = —e*¥. (3.28)

Una familia paramétrica de soluciones de (3.28) fue dada por el matemético J.T. Stuart

en 1971 [4]. Siendo ¢ > 1, la solucién es la siguiente:
(x) = —In |ccosh(zz) + V2 — 1cos(xy)|, z € [0,27] X R, (3.29)

donde cosh es la funcién coseno hiperbdlico. Calculamos sus derivadas:

V2 — 1sen(xy) 9

x = =Uu ;
U ccosh(zz) + v — 1 cos(x)
Ve = —csenh(z3) Y

ccosh(xg) + v/c? — 1 cos(xq)

Asi, el flujo queda:

T

csenh(xs) Ve — Isen(z,) ) (3.30)

ule) = (ccosh(m) + /2 = Tcos(z1) ccosh(ws) + V2 — 1 cos(x1)

Diferenciamos casos segun c.

i) Para ¢ = 1 el flujo queda:
u(z) = c[tanh(xy), 0]".

Este es un flujo basico de deformacion como los vistos en el Ejemplo 2.1, donde la
velocidad posee una tnica componente no nula, la cual es una funcién dependiente

de una de las variables espaciales.

ii) Sea ¢ > 1. Como el flujo es periddico en z1, estudiaremos la convergencia cuando
xo " 00. En primer lugar, es claro que u? — 0 al ser una funcién acotada dividida

por otra que se va a infinito. Por otra parte, también es claro que u' tiene un
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comportamiento equivalente a la tangente hiperbélica cuando |z5| >> 0. Esta tiende
a uno con mismo signo que x,. Luego u! — +1 cuando 5 * 400. Por 1ltimo, los

puntos criticos de la funcién de corriente son:

u' =0 & senh(z2) =0 & 29 =0,

w*=0&sen(r;) =0& 2, =kr, ke{0,1,2}.

Nuevamente, para ver su comportamiento estudiamos las derivadas segundas de :

> — 1+ ¢/ — 1 cos(wy) cosh(xs)

Yrin = (ccosh(xy) + V2 —1cos(x1))?
y = — ¢V — 1cos(xy) cosh(ws)
Tox2 -

(ccosh(xz) + /e — 1cos(x1))?

Al ser el denominador positivo en ambos, estudiamos el signo de sus numeradores

en cada punto critico:

e 2—1l-c/2 1=V -1V —1-¢)<VE -1V —¢)=0
= Vya (7,0) < 0.

e 2= 1+4c/E 1> —1>0= 1y,4,(0,0) =1y, (27,0) > 0.

o —c/t-1<-c4+e/e2—-1<—-cE+cV/e2=0,

= ¢$24U2(7r7 0) < 07 ¢$2x2 (Oa O) = ¢$2$2(27r7 0) < 0

En los puntos (0,0), (27, 0) los signos de las derivadas segundas difieren y, por tanto,
son puntos hiperbélicos, con lo que alrededor de ellos el fluido se comportara como
un flujo de deformacién. Por el contrario, el punto (m,0) es un méximo, alrededor

del cual el fluido rota segun el signo de w.
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-4 -2

Flujo Ojos de Gato con ¢ = 1,01.
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Capitulo 4

Flujos 3D con vortices dinamicos no

triviales.

En el capitulo anterior vimos que el término de deformacion w - Vu de la ecuacion de
la vorticidad (3.1) es nulo en dimensién 2, por lo que no puede producirse estiramiento
de vértice. De hecho probamos que para el caso Euler la vorticidad se mantiene constante

en las trayectorias de las particulas del fluido.

Para flujos 3D, sin embargo, dicho término no se anula por lo general y la vorticidad
puede incrementarse a lo largo de las curvas caracteristicas. En efecto, ya observamos
en el Ejemplo 1.4 que la vorticidad w crece al alinearse de manera aproximada con los
vectores propios asociados a los autovalores positivos de la matriz de deformacién S. Con
el fin de obtener una vision mas geométrica de estos sucesos, nos disponemos a hallar més
soluciones exactas que ilustren los efectos tridimensionales que conlleva el crecimiento de

la vorticidad.

4.1. Flujos de dimension dos y media.

En esta seccién mostraremos que todo fluido 2D genera una extensa familia de flujos
3D con estiramiento de vortice. Los llamaremos dos y medio dimensionales, (Q%D), ya que
su comportamiento en la direccién x3 vendra predeterminado por el flujo bidimensional.

Nota 4.1: Como trabajaremos simultdneamente con operadores y elementos de R? y de
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R3, para diferenciarlo anadiremos la tilde ~ a los primeros. Por ejemplo, T = (xy,xs),
v = (%,2%), (D/Dt) = (9/dt) + (& - V).

Supongamos que el par (u,p) es solucién de las siguientes ecuaciones de Navier-Stokes:

D -

D SpvBT. (5.0 € R x (0,00)

div(a) = 0, (,t) € R x (0,0), (4.1)
W7,0) = (7)), TR

Por otra parte, dada la funcién escalar u} (T), podemos considerar y resolver las ecuaciones

de Navier-Stokes 3D para el dato inicial ug(z) = (g, u3) (Z) y presion p(x) = p (), es

decir:
D _
F? = —Vi+vAu, (z,t) € R x (0,00),
div(u) = 0, (z,t) € R? x (0, 00), (4.2)
u(z,0) = wup(z), x € R

Antes que nada, observamos que Vp = (6]’5, 0)7. Acorde a los tipos de flujos que queremos
tratar, buscamos una solucién de la forma u = (@, u*). Al ser @ solucién de (4.1), es claro

que verificaria (4.2) para las dos primeras componentes, con lo que sélo nos falta conocer

las condiciones sobre u?® para que u sea solucién de (4.2). En primer lugar, veamos que u®

no puede depender de la tercera componente espacial:

0 =div(u) = div(a) +u2, = u’ =0.

T3 x3

Usando esto y que la tercera componente del vector Vp es cero, tenemos que la ecuacion

3

del sistema (4.2) correspondiente a u” se reduce a la siguiente ecuacién escalar y lineal de

difusioén:
D _ vAu, (T,t) € R2 x (0,00)
Dt T T (4.3)
uw(2,0) = u}(T), TeRA

Si u? la verifica, entonces el par (u,p), con u = (@, u*)T, es solucién de Navier-Stokes 3D.

Nos queda el siguiente resultado.
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Proposicién 4.1: Flujos 3D originados por flujos bidimensionales
Sean u(7,t), p(7,t), T € R? soluciones de la ecuaciones de Navier-Stokes 2D (4.1) y sea
u3(7,t) solucién del problema de valores iniciales (4.3). Entonces u = (u, u®)” es solucién

de Navier-Stokes 3D (4.2).

De modo que cualquier solucién exacta 2D, como las vistas en el capitulo anterior, ge-
nera una nueva coleccion explicita de flujos 3D. Con respecto a la vorticidad tenemos la

siguiente proposicion:

Proposicién 4.2: Sea u = (u,u*)T la solucién anterior y sea w = rot(u) su vortici-

1

: T . :
— (13 3,2 .
dad. Es decir, w = (um, — Uy, Uy, — um) . Entonces la vorticidad surgida a raiz de la

3 3

. 1 ~ T . . s
tercera componente del flujo 25D, w = (um, —u; 1) , cumple la siguiente ecuacién:

Do o=

Fi = (0. V)u+ rAw. (4.4)
Demostracién: Como u = u(7), entonces w = w(x). Luego x3 no juega ningin papel en
la ecuacion de la vorticidad (3.1) y podemos sustituir los operadores tridimensionales por
los bidimensionales (D/Dt) y A més el término (w - V) por (& - V). Quedando asf:

D o~ ~

Fo: = (0 V)u+ rvAw.

Es claro que las dos primeras componentes de esta ecuacion se corresponden con la ecua-

ci6én (4.4) para w.
U

Observacién 4.1: Si nos fijamos en la ecuacién anterior, vemos que la componente 2D
w de la vorticidad w crece cuando se alinea de forma aproximada con los vectores propios
asociados a los valores propios positivos de la matriz Vi. Lo que nos indica que una
diferencia entre un flujo general 3D y uno Q%D es que el estiramiento de vértice de este
ultimo depende del flujo bidimensional que lo origina. De esta forma, la interaccion global
entre la vorticidad y la deformacion del fluido se reduce al comportamiento local de Vi

en w.
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Para ilustrarlo, damos un ejemplo sencillo con estiramiento de vortice w.

= Fjemplo 4.1:

Sea v = 0, consideramos el flujo laminar no viscoso bidimensional siguiente:

(7, ) = (u'(x2),0)" .

La ecuacién de la vorticidad (4.4) resulta:

~1 1 ~2
Wy = U, W,
~2

w; = 0.

Resolviendo el sistema caracteristico obtenemos:

siendo las curvas caracteristicas:

X(t:a,0) = (o +u'(a2)t, az)"

(4.5)

Observacion 4.2: Se cumple, como vimos en la proposicion 3.1, que la vorticidad a través

de las curvas caracteristicas es de la forma:

& ()?(t; a, 0),15) — VX (1d,0)7(a).

4.2. Flujos de Beltrami 3D.

Los experimentos indican que cuando en los flujos se alinean de manera aproximada

vorticidad y velocidad se generan inestabilidades interesantes, ver Madja y Bertozzi [1].

Por consiguiente, construiremos soluciones estacionarias en las cuales la velocidad y la

vorticidad son colineales en todo el espacio. Este tipo de fluidos se conocen como flujos

de Beltrami.
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Definicién 4.1: Un flujo estacionario 3D se llama flujo de Beltrami, o B 3D, si, para

todo = € R3, la vorticidad w satisface la siguiente condicién:

w(z) = Mz)u(x), (4.6)

para alguna funcién escalar A(z) no nula en todo el espacio. Esta se conoce como condi-

cién de Beltrami.

Como consecuencia directa de la definicion, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3: Sea u un campo de velocidades estacionario, con div(u) = 0 en R?

que cumpla:

rot(u(z)) = Ax)u(z),

para alguna funcién escalar A no nula en todo el espacio. Entonces u es solucion de Euler
3D.

Demostracién: Sea w = rot(u), entonces:

div(w) = div(du) = u- VA 4+ Adiv(u) =0 = u-VA=0.

Para que u sea solucion estacionaria de Euler 3D debe verificarse la ecuacion de la vorti-

cidad (3.1) para fluidos no viscosos, que en nuestro caso se reduce a:

(u-V)w=(w-V)u.

Sustituyendo mediante la condicién de Beltrami se tiene:

(u-VNu+ Au-V)u=(Au-V)u.

El primer término se anula y los dos restantes son equivalentes, luego se cumple el resul-

tado.
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Por otra parte, la siguiente proposicién nos permite generar soluciones estacionarias de

las ecuaciones Euler 3D a partir de una solucién estacionaria 2D dada.

Proposicién 4.4: Sea 1(Z) una funcién de corriente que produce una solucién esta-

cionaria de Euler 2D w(7). Entonces, para cualquier funcién G <J> de clase C*, el campo

u= (o G (7)) (17)

es una solucién estacionaria para las ecuaciones de Euler 3D.

Demostracion:

Por la proposicién 4.1, para que u sea solucién u® = G (&) debe verificar la ecuacion
(4.3). Imponemos que es un flujo estacionario y no viscoso, de esa manera la ecuacién

(4.3) es la siguiente:
~u i}, + gy, = 0.
Calculamos las derivadas de u® mediante la regla de la cadena:
ul, = G (V) .
De forma que se verifica la ecuacién y, por tanto, u es solucién estacionaria de Euler 3D.

0

Relacionando las dos proposiciones anteriores obtenemos un resultado para construir flujos
de Beltrami 3D a partir de funciones de corriente para flujos 2D.
Antes que nada, recordamos por la proposicion (3.4) que una funcién de corriente v define

una solucién estacionaria de Euler 2D u = (—,,,%,, )7 si, y sdlo si,

Ay = F(y), (4.8)

para una cierta funcion regular F'. Ademas, por la proposicion 4.4, sabemos que cualquier
funcién de corriente 1 genera una solucién estacionaria para las ecuaciones de Euler 3D

mediante la expresion (4.7), u = (=g, , ¥, G(1))", dénde G es una funcién C*. Tomando
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rotacional, la vorticidad correspondiente es:

w = (G () ay, =G (W), F())" .

Para que nuestra solucién u sea un flujo de Beltrami debe cumplirse la condicién (4.6)

w = Au. Para ello G debe verificar la EDO:

donde el coeficiente de Beltrami correspondiente es:

Az) = ~G(8).

Asi, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicion 4.5: Sea ¢ una funcién de corriente que genera una solucion estacionaria
de Euler 2D. Es decir, existe una cierta funcién F € C! tal que Ay = F(1). Entonces
el campo de velocidades (4.7), u = (—,, V2, G(¥))T, es un flujo de Beltrami 3D no

viscoso si, y solo si, la funcién G cumple la EDO:

G ()GW) = —F (), (4.9)

siendo el coeficiente de Beltrami A(z) = —G'(¢).

Procedemos ahora a la construccion y clasificacion de algunos flujos de Beltrami.

» Fjemplo 4.2: Flujos periddicos de Beltrami-3D

Mediante la proposicién 3.7 construimos soluciones periddicas de Euler 2D usando las

siguientes funciones propias del laplaciano sobre el toro T? :

Y(z) = Z la cos(2mk - x) + bysen(27k - x)] .
|k[2=l
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Dichas funciones de corriente satisfacen la ecuacién (4.8) siendo F' la funciéon F(y) =

—47?|k|*). Asi, la EDO (4.9) queda:

, G(¢) = 2m k[,
G' ()G () = An’[k|*
A = —2m|k|.
Mediante (4.7) el flujo de Beltrami-3D resulta:
U= (—ay, sy, 2m|k[1))" . (4.10)

Claramente es un flujo periddico ya que las tres componentes del campo de velocidades
son funciones periddicas sobre el plano x; — xs. Ademas, observamos que el coeficiente
de Beltrami A(x) es una constante, este tipo de fluidos se denominan flujos fuertes de

Beltrami.
» Fjemplo 4.3: El flujo Ojos de Gato, Beltrami 3D.

En el ejemplo 3.5 estudiamos los flujos llamados Ojos de Gato de Kelvin-Stuart, los cuales
eran soluciones estacionarias de Euler 2D con periocidad 27 respecto de la variable z;. La
funcién de corriente correspondiente satisface Ay = F (1)) = —e?¥. Resolvemos la EDO

(4.9) obteniendo:

Luego el correspondiente flujo de Beltrami 3D es:

w = (=tuy, ey, e?)" . (4.11)

En contraste con el ejemplo anterior, aqui el coeficiente de Beltrami es una funciéon. No
obstante, si fijamos un coeficiente A(x) = A, tenemos que los flujos de Beltrami asociados
a la constante A constituyen un espacio lineal de soluciones debido a la linealidad del
operador rotacional. El siguiente resultado se sigue de manera inmediata.

Proposicién 4.6: Sean ¢*(x;,z;), con k # i # j, k = 1,2,3, funciones propias del

operador laplaciano 2D de las variables (z;,2;) sobre el toro T? asociados a la misma
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constante, es decir:

APF = put.

Como 1 < 0, sea A = \/—n. De esta manera el siguiente campo:

gt o —1s,
w=|—pl | + || + 3 (4.12)
o —2, AY?

es un flujo de Beltrami 3D con coeficiente constante \.
Demostracién: Cada funcién de corriente ¥ genera un flujo de Beltrami 3D w;, asociado

al coeficiente \. Al ser u = ), uy, por linealidad del rotacional se tiene el resultado.

O

Estos fluidos tienen una estructura bastante compleja incluso para las funciones propias

méas simples. Lo mostramos en el siguiente ejemplo.
» Ejemplo 4.4: Flujos periédicos ABC (Arnold-Beltrami-Childress)

Dados A, B, C € R. Consideremos 3 flujos peridédicos laminares generados por las siguien-

tes funciones de corriente

Yl(z) = Asen(xs),
V*(x) = Bsen(z),
Y3 (x) = Csen(xs).

Al ser AYF = —pF tenemos que n = —1, luego el flujo B 3D correspondiente por (4.12)

€es:

Asen(zz) — C cos(zs)
u(z) = | Bsen(z;) — Acos(zs)
Csen(zs) — B cos(zy)
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Si observamos, es sencillo comprobar que —u(—zx) es también un flujo B 3D. Como u es

combinacion lineal de los flujos uy, bastara probarlo para uno de ellos. Por ejemplo:
uy () = (Asen(x3), —A cos(xs), 0)"

Por la imparidad y paridad de seno y coseno respectivamente tenemos:
—uy(—z) = (Asen(z3), A cos(xs),0)"

En este caso, la funcién de corriente es —i1(x) = Acos(zz). De modo que podemos

generalizar para obtener la expresion de los llamados flujos ABC":

Asen(xs) 4 C cos(x2)
u(z) = | Bsen(z;) + Acos(zs) | - (4.13)
Csen(zy) 4+ B cos(z1)

Estos fueron introducidos de manera independiente por Arnold(1965) y Childress(1970)
y constituyen una clase de flujos de Beltrami muy interesante. Los flujos ABC fueron

analizados en [5] en 1986.

Para finalizar la seccion, vamos a estudiar los flujos fuertes de Beltrami, que ya apa-

recieron en el Ejemplo 4.2. Recordamos que estos cumplen:

rot(u) = Au,
div(u) = 0,

(4.14)

siendo A una constante real.
Consideremos z € C tal que |z| = 1 y un campo ¢(z). Buscamos flujos con coeficientes

de Beltrami A de la forma
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Imponiendo (4.14) sabremos qué debe verificar ¢ para ello. En primer lugar, por la hipdte-

sis de incompresibilidad tenemos:
3
0 = div(u) = iXe™"* Z p;zj = p-z=0.
j=1

De modo que ¢(z) -z = 0, Vz € C tal que |z] = 1. Imponemos ahora la condicién de

Beltrami:
M = rot(u) = eMHN (329 — oz, 123 — D321, P2zt — 122)] = €NTFIN(z A ).

Despejando nos queda iz A p(2) = ¢(2), Vz tal que |z| = 1. Si observamos ambas con-
diciones desde un punto de vista geométrico, un vector perteneciente al plano tangente
a la esfera en un punto z va a verificar, por ortogonalidad, que el producto escalar de
ambos sea nulo y que el producto vectorial sea también tangente a la esfera en z. Sea
entonces N(z) un vector tangente unitario a la esfera y A(z) una funcién escalar cual-
quiera. Consideremos el campo ¢(z) = A(z)[N(z) + iz A N(z)]. Veamos que verifica las

dos condiciones:
= Por ortogonalidad, es claro que ¢(z) - z =0 Vz.

» Separaremos iz A p(z) en sus dos sumandos y veremos que es igual a p(z) Vz:

® 12 A N(Z) = i(ZQNg — 23N2, 23N1 — ZlNg, ZlNQ — ZQNl)T.

e En el término iz A (iz A N(z)) se estudiard para la primera componente y las

restantes seran analogas. Asi, esta queda:
—(2921 Ny — 23Ny — 23Ny + 2321 N3).

Sumamos y restamos z7N;. Usando ortogonalidad y que |z| = 1 obtenemos:
—(=Ni(2) + 21(z - N(2)) = N (2).

De forma analoga, sumando y restando Z?N]- en la componente j del vector

obtenemos que el segundo término es igual al vector tangente N(z). Agrupando
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ambos términos se sigue el resultado.

T2 5(2) verifica las condiciones de los flujos fuertes

De modo que nuestro campo u(x) = e
de Beltrami. Integrando sobre la esfera unidad compleja tenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 4.7: Flujos fuertes de Beltrami

Sea p una medida compleja sobre la esfera unidad S? y sea N(z) un vector tangente

unitario a S? p-medible. Entonces para cualquier funcién A(z), el campo de velocidades:

u(zr) = /52 e A(2)[N(2) 4+ iz A N(2)]du(z)
(4.15)

+ [ P AN G) + i2 AN ),

es un flujo fuerte de Beltrami.

Por dltimo, extendemos nuestra soluciéon a Navier-Stokes.

Proposicién 4.8 Dadas una funcién regular p°(z) y un flujo fuerte de Beltrami u° con

coeficiente constante A € R tales que (u”,p") verifican Euler-3D. Entonces la solucién

correspondiente para las ecuaciones de Navier-Stokes con dato inicial u° es el par

w’(z,t) = e N"0(z), zeR3 t>0,

P (x,t) = e p0(z), = e R, t>0.

Demostracién: El procedimiento es anédlogo al realizado en la proposicién 3.8, donde
calculabamos una flujo periédico viscoso a partir de una solucion estacionaria y periddica

las ecuaciones de Euler.

4.3. Flujos 3D axisimétricos.

En esta seccién, estudiamos fluidos de dimensién 3 cuya estructura puede expresarse

mediante coordenadas cilindricas con independencia del angulo debido a la simetria que
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ésta posee con respecto de algin eje.

Lo primero que se hace es definir qué se considera por flujo axisimétrico e introducir el
cambio a coordenadas cilindricas asi como las ecuaciones de Euler, Navier-Stokes y las
correspondientes a la vorticidad respecto del nuevo sistema de referencia ya que es nece-
sario para el posterior andlisis. Una vez finalizado, se estudian algunos ejemplos de flujos
axisimétricos, déonde aparecen nuevas reformulaciones de FEuler y Navier-Stokes segtn la

naturaleza del fluido.

4.3.1. Coordenadas cilindricas. Primeras definiciones.

Mediante el cambio a coordenadas cilindricas
1 =rcos(f), xy=rsen(h), (4.16)
introducimos el sistema de referencia R:

T T
Er = (ﬂv ﬁa O) » G0 = <_ﬁ7 ﬂ70) €3 = (0707 1)T (417)
ror r

Definicién 4.2: Un campo de velocidades u se dice axisimétrico si es independiente de

0. Es decir, si puede ser expresado de la forma
w=u"(r,w3,t)e, +u’(r, xs,t)eg + u*(r, x3,1)es. (4.18)

Observacion 4.3: En este caso, las simetrias se tienen respecto del eje x3, podria gene-
ralizarse a cualquier eje z; sustituyéndolo por z3 en el cambio de variable. Estos flujos
guardan similitudes con los Q%D ya que ambos son flujos tridimensionales que dependen
solo de dos variables.

Definicién 4.3: A la funcién u? se le llama velocidad angular o velocidad del remolino.
Aplicando el rotacional en coordenadas cilindricas sobre u obtenemos la correspondiente

vorticidad:

Fui = a8 e (u, = e+ 1 (007) — e
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donde, al no haber dependencia de 6, la vorticidad queda

w=w"e, +wley + wies, (4.19)
iend e __,r» _ .3 r_ .0 3 1( 9)
siendo &” = g, — Uy, W= g, ¥ W= —(rud)y

Respecto del sistema de referencia R (4.17) velocidad y vorticidad se expresan de la

siguiente manera:

u(z,t) = Zur(r, s, t) ﬁue('r’, x3,t),
r r
u?(z,t) = @u’"(r, x3,t) + ﬂua(r, x3,1),
r r
ud(x,t) = ud(r,xs,t)
wlz,t) = _n 0, (r s, t) — @(ugs —ul)(r, w3, t),
r r
Wwi(x,t) = —mngS (r,z3,t) + ﬂ(u;3 —ud)(r, x3,t),
r r
0
Wiz, t) = (ru “(r,z3,1).
r
Ul
Asi, el término D resulta:
x x
Dul D (%UTO", J}g,t) - 72u9(7’, 233,t)> T Ty 4
- = |—u' ) 7t - ) 7t]
Dt Dt |:TU(TZE3) TU(T.Z‘g)t
r1 . T2 ¢ } [fEl r T2 o }
it ) — 22 ] 2 ) — 22 /
+ [TU(T,J]?,, ) TU(T’,CC?,, ) TU(T7ZL’3, ) TU(T’,LL’g, >a:1
[ B t) + B (g, )| [ S (2, 8) = 2 ()
r r r r o

+ u? [ﬂur(r, x3,t) — ﬁue(r, $3,t>:|
r r

x3
Vamos a desarrollar las derivadas, luego usando la regla de la cadena y que (0r/0x;) =
(x;/r) para i = 1,2 obtenemos:

1 [2? T
- [ﬂur - ﬂue] =3 ﬁ(ru: —u") +u'r + et (u? — ruf)
1

r r r2|r r "
L1 . T2 9 1 [z@y, r 0 3 9 N

I e e U B (ruf —u") —u’r + —=(u’ —ru))
r ro o de 1 r r
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Sustituimos en la ecuaciéon anterior y reagrupamos términos quedando:

D (—xlu’” — —x2u9> 9
r T T r ror Gu 3..r
= — |y +u'u —u— 4+ uu, (4.20)
’

Dt

De manera andloga, para i = 2,3, (Du'/Dt) resulta:

D (ﬁur + ﬂue> - uf
r o7 r = {ui + u"u, — u67 + u3u;5} (4.21)
0,r
+ 2 {uruf + 22 u3ug3] .
r r
Dud
7?; = u +uud +utud, (4.22)

Por otra parte, para i = 1,2, j = r, 0, podemos desarrollar los siguientes términos igual

que venimos haciendo obteniendo:

Dt r Dt
A continuacion, sustituyéndolos en las expresiones (4.20)-(4.21) y definiendo el operador:

D 9 o 40
B S B 42
Dt ot T ar Y any (4.23)

podemos simplificarlas gracias a nuestro sistema de referencia R observando los términos
que van en cada una de sus direcciones principales. De esta forma, el sistema (4.20)-(4.22)

es equivalente al siguiente:

Du  Du"  (uf)?
Dt Dt r’
Du? Dul

= 4.24
Dt Dt (4.24)
Du? B Du?
Dt Dt
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Nuevamente, operando de la misma manera mediante la regla de la cadena obtenemos las

siguientes expresiones para el término de difusion Awu:

7] 7]
T ulou” —29 U U

Ayt = 2 (u e T I B I T Ak [
T T r T T T

0 0
Ty ulu” Ty 0 U U 0
Av? = =l + L — — +u +<—> w4+ L — — +u 4.25
r rr r 7,.2 xr3T3 r rr r T2 xr3T3 ) ( )
3
U
3 _ 3 T 3
AU = urr+7+ux3x3‘

Como estamos tratando con flujos que no dependen de 6, es claro que la presién no puede
depender de dicha variable ya que una de nuestras hipdtesis de partida es que el fluido
se mueve debido a las diferencias de presion. Si ésta dependiese del angulo 6 el campo de
velocidades deberia de hacerlo también. Por lo que podemos escribir Vp de la siguiente

manera:
Vp =\ —p |- (426)

Lo tnico que falta es escribir la condicién de incompresibilidad del fluido y agrupar térmi-
nos para reescribir las ecuaciones de Navier-Stokes. Usando la regla de la cadena se tiene
lo siguiente:

: Ty T2 g Ty T1 g 3 _u .3

0 =div(u) = —ur——u] [—ur —u u>, = —+u, +u,.. 4.27

v(w) r r a:1+ r +7" ac2+ s 7’+T+ 3 (4.27)
Por tltimo, agrupando términos segin las direcciones principales de R en (4.25) tal como
hicimos para llegar a (4.24) e igualando a éste dltimo, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 4.9: Ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos axisimétricos.

Sea R el sistema de referencia (4.17) hallado mediante el cambio de variables (4.16) y sea

u un campo de velocidades axisimétrico, es decir, de la forma

w=u"(r,z3,t)e, +u’(r, x3,t)eq + ues.
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Entonces las ecuaciones de Navier-Stokes (1.5) para u y las siguientes son equivalentes:

( E r 0\2 r
b - <ur) _p”+V(ACuT_%)’
., ,0 0, 0
% - YLy (Acue — u_2> : (4.28)
r r
f) 3
\ D—l; — Dy + VAU,
(ru”), + (ru®),, = 0. (4.29)

donde A. es el siguiente operador:

A, = lg (7’2) + 6—2
ror \ Or x?
Observacion 4.4: Para v = 0 se tienen las correspondientes ecuaciones de Euler. Por
otro lado, para nuestro sistema el operador A. es equivalente al operador laplaciano en
coordenadas cilindricas al no haber dependencia respecto de 6.
A continuacién, haremos lo propio con la ecuacién la vorticidad (1.17) para flujos 3D
axisimétricos. De igual manera, analizaremos por separado cada término expresandolo en

coordenadas cilindricas para posteriormente reagruparlos en un nuevo sistema de ecua-

ciones. Asi,

T /] T2 0 ~
b <7 (_u”) o ) L1 ) r 0 g’ 3 0 4.30
Dt - (_uivs)t +u <_u$3T) —u T +u (_uwszs) ( : )
_ 2 wl 4 urwf — w2 u3wg3x3} ,
r r
Z2 0 1 9
D (7 (_u“) + TW ) zy [ ) 0 9 ’ 3 9
Dt - . (_uws)t +u (_uz:w") —u o tu (_ul'3r3):|(4‘31)
T [ 4 0 0 Z 3 0
+ = wt—l—urwr—u—"'—%uwmm},
r r
D 3
el Y 8 W, (4.32)
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De manera analoga a lo hecho anteriormente con la velocidad, simplificamos las ecuaciones

(4.30)-(4.31) gracias a R para obtener un sistema equivalente a (4.30)-(4.32):

0, .0

ﬁwr

Dw" B U w
Dt Dt 1
6 0 0,0
%—Wt _ %—i—%, (4.33)
Duw? Dus3
‘Dt Dt

Por otro lado, estudiamos cada componente del vector (w - V)u. Haremos los célculos

unicamente para la primera al ser las restantes analogas:

L1 L2 [T1 T2
whul = [of— - we—] [—u’" — 220
r rllr ro Ja
1 T x91 [ 22 2122 1
= - [uf— - 9—} Lrul — ") +ur + (u? — ruf)
r r rl| r |
L2 L1 [L1 T2
wiul = [wr— + 9—} [—ur — =
r rllr T da
1 T 1] [z129 x2 1
= - [w'“— + 9—} (rul —u") — ulr + 22 (u’ —ruf)
r r ri| r r |
21 L2 L1 L2
w?’u;g = 3 [— " —ug} =uw? [— s —uzg )
T r la r r
Desarrollando los productos y agrupando términos obtenemos:
9, .,0 r,r 0, r r,,0
x| ww  uw ry |Wu"  Wwu
(w-Vut = = |- +ul W — = - . (4.34)
r r r r r r
Con respecto a las dos componentes restantes de (w - V)u se tiene:
0, .0 r, T 0,r r,0
x ww’  uw r |[wu" W
2 2 1
(w-Vu" = — |- +ul W+ = — . (4.35)
r r r r r
(w- V)P = W'l +wul,. (4.36)
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De modo que el sistema (4.34)-(4.36), el cual corresponde al término de deformacion en

la ecuacién de la vorticidad (1.17), respecto de R queda:

+
r r

0, .0 T
(- V)u — [_uw uw

r 3
+ Uy, W } er

(4.37)

3

Out wruf?
r

} eo + [wul + Wil ] es.
Llegados a este punto, solamente queda desarrollar el término de viscosidad para poder
reescribir la ecuacién de la vorticidad (1.17). Como venimos haciendo en las construcciones

anteriores, se haran los calculos para la primera componente y las restantes seran andlogas.
T g

En este caso es el término Aw! = Y, (w
r r

) . Desarrollando cada sumando
XT;Tq

se tiene:

2 2
T T 3
1 _ 1 r 1 r s}
wxlml - r |:wrr T‘Q +wr ( T‘3 >
2
1
1 x|, 23 . (1323 L (3x: 1
wmm = 7 wrrﬁ —|—C<.)T ;—Ts +w _7‘4 — ﬁ

T3T3 ww3$3 r ww?,xs :

r r 0 0

1_ I r Wy w T L2 0 Wy w 0

Aw —7{ rr+__ﬁ+wac3$3} —7{ S r—2+%3x3} (4.38)
Las componentes restantes son:

2 Ty | » W W r v g, w W 0

Aw’ = T Wrr r B r2 + Wagas | T 7 Wrp + 7 - ﬁ + Wosay | - (439)
w3

A® = W+ -+ W .. (4.40)
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Para finalizar, agrupamos términos nuevamente segtin las direcciones principales de R en

(4.38)-(4.40) e igualamos a (4.33) junto con (4.37) obteniendo el siguiente resultado:

Proposicion 4.10 Ecuacion de la vorticidad para fluidos axisimétricos
Sean R el sistema de referencia (4.17) hallado mediante el cambio de variables (4.16), u

un campo de velocidades axisimétrico y w su correspondiente vorticidad, w = rot(u) es

decir,
0 3
u = u'(r,xs,t)e, +u’(r,z3,t)eg + u’es,
w = we, +wley + wes,
: T 0 0 r 3 3 1 0 ;4 33
siendo w" = —uy, W’ = ul, —u,) y w® = —(ru’),. Entonces la ecuacién de la vorticidad
r

(1.17) del fluido es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones

Duw" u'w" r 3 . wh

D = . + Uy, W +v (Acw — ﬁ) ,

Duw’ wiu” wru? w?

_— = -2 Aw? — = 4.41
Dt r r v ( YT ) ’ (4.41)
Du?

— = W+ AW
Dt T xr3

Observacion 4.5: Al igual que en la proposicién 4.9, para v = 0 se tiene la ecuacién de
la vorticidad para fluidos ideales. Nuevamente, A, es equivalente al operador laplaciano

en coordenadas cilindricas al no haber dependencia respecto de 6.

4.3.2. Flujos axisimétricos sin remolinos.

Los flujos axisimétricos que estudiamos en esta seccion son aquellos en los que la

velocidad del remolino es nula en (4.18), es decir,

u=u"(r,x3,t)e, + u(r, z3,t)es. (4.42)
Al ser u? = 0, tomando rotacional respecto de R tenemos la vorticidad:
—u¥)eg = Wey. (4.43)

w(r, z3,t) = (u;3
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En primer lugar, queremos ver como varia el angulo 6 a lo largo de las curvas caracteristi-

cas. Para ello, invertimos el cambio de variables (4.16),

I T
0 = arccos (— ) = arcsen [ — | ,
r r

y calculamos la derivada material sobre 6:

D6 A 2 — 2 2 _
- _ 9t+zuzewi:u1 r l'1+u2 r 1'2'

Dt r2 72

Sustituyendo u’ en funcién de nuestro sistema de referencia (4.17) obtenemos:

D6 T 9x2> To To 91\ T1 u?

— = —(u——-u— ——|—(ur——i—u—)—:—.

Dt ( r r/ r? r r/or2 r

En nuestro caso, al ser flujo sin remolino, v’ = 0. Con lo que se conserva y (D8/Dt) = 0.
Por otra parte, tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1: Dado un campo de velocidades u(z,t) en RY. Sea h(z,t) un campo C! tal

que

Dh

= (h.
y f(z,t) un campo escalar cumpliendo:
Df
— =0.
Dt
Entonces,
D
— -h) =0.
SV

Demostracion: En primer lugar, se tiene:

D
Dt

D(V ) Dh

Di -h+(Vf)~E.

(V] h) =
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Desarrollamos ambos términos y veamos cémo reagruparlos:

POD = (V) + (V1)) - h = (T + (- D)) b= (V)
(Vf)-%]; = foj Zhw] :Zhi meju;i = (VfVu) - h.

Por 1ultimo, reagrupamos términos quedando:

D

Df
Dt(Vf%) = (V(fi+@w-V)f)-h= (V—) “h=0.

Dt
U

Nota 4.1: El resultado anterior es general para todo campo de velocidades, no necesa-
riamente ha de ser de divergencia nula.

Si consideramos fluidos ideales, es obvio que w verifica la ecuacion % = (w- V)u. Luego
estamos en condiciones de aplicar el lema para V6 -w. Antes de ello, simplificaremos tanto
la expresion:

VO w = <—ﬁ 1 0) : (—%we,%we,O) Y ¢ (4.44)

9 )
712 7,.2

como la derivada material:

0 0 o or o or T x 0 x

1 v 2 Y 1 v Yr 22 Y rvl b2 Y41

u0331+u8x2 u@raxl ”arax2 (u r “ r)@rr
22 oty Ore 00
+<ur+ur>8rr_u8r‘

Ast, obtenemos el operador (4.23) (D/Dt). Finalmente, mediante el lema 4.1 hemos cons-
truido la llamada Ecuacién de la dinamica del vértice:

D¢ _

= 0. 4.45
Dt (4.45)

De modo que, para flujos ideales axisimétricos sin remolinos, la cantidad £ se conserva a
lo largo de las trayectorias del fluido. Este hecho se corresponde con la conservacién de la
vorticidad para fluidos ideales bidimensionales estudiada en el capitulo anterior. Al igual

que hicimos con estos flujos, podemos hallar una formulacién corriente vorticidad de las
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ecuaciones de Euler mediante una funcion de corriente axisimétrica v y el término &.
La funcién de corriente ¢ (r, x3,t) debe implicar que el campo de velocidades que origina
verifique la condicién de incompresibilidad del fluido. Recordemos, por (4.29), que para

flujos axisimétricos esta es equivalente a:

(ru”), + (ru®),, = 0. (4.46)
Por lo que nos basta tomar:
Ut = %3, B (4.47)
r r
T 3

3

.. U U o .,
Por consiguiente, al ser £ = —2—" lo reescribimos en funcién de :
r

%:33:3 + wr‘rr - wr

r2 r3

=¢.

Lo cual, si observamos bien, no es mas que aplicar el siguiente operador sobre v,

10 (10 1 07
L=——|(-—= ——. 4.4
ror (r@r) +r2 3 (4.48)
Asi, tenemos la ecuacion
Ly =&. (4.49)

Observacion 4.6: Si resolvemos (4.49) para ¢ en funcién de € y sustituimos en (4.47),
podemos hallar las componentes u” y «?, también en funcién de £. De ese modo, la ecua-
cién de la dindmica del vértice (4.45) se convierte en una EDP que sélo depende de €. A
lo largo de esta construccion hemos estado tratando con flujos axisimétricos sin remolino.
Luego podemos reescribir las ecuaciones de Euler para estos mediante una formulacion

corriente-vorticidad.

Proposiciéon 4.11: Formulacién corriente-vorticidad de las ecuaciones de Euler para

flujos axisimétricos sin remolino

87



Capitulo 4. Flujos 3D con vértices dinamicos no triviales.

Sea u(r, x3,t) un flujo ideal axisimétrico sin remolino, es decir,

u=u"e, +udes

0
. . . . w

con su correspondiente vorticidad w = w?ey. Se define la cantidad ¢ = ~—. Entonces para
r

este tipo de flujos las ecuaciones de Euler 3D admiten la siguiente reformulacién:

D¢
=S _
Dt ’
Ly =¢,
u" = ¢x3,u3: _wr.
r r

D
donde Ly Dy Son los operadores (4.48) y (4.23) respectivamente.

4.3.3. Flujos axisimétricos con remolino.

Sea u un flujo axisimétrico general
T 0 3
u=u"(r,x3, t)e, +u’(r,xs3,t)eg + u’(r, x3,t)es,
con su correspondiente vorticidad w

w=w"e, +wley + wies,

3

1
; 0 _ ,r ro__ 0 3 _ 0
siendo w’ = ul, —wu), W' = —ul, y w’ = ;(ru )i

Por la proposicién 4.9, para v = 0, tenemos que la componente ey de las ecuaciones de
Euler es:
Du? uu”

—_— = ) 4.50
Dt r ( )

A partir de (4.50) se deduce el siguiente lema.

Lema 4.2: Sea u un flujo axisimétrico con velocidad de remolino u’. Entonces la cantidad
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ru’ se conserva a través de las curvas caracteristicas. Es decir,

D

E(mﬂ) =0. (4.51)

Demostracién: Es simplemente operar. Calculamos la derivada material de ru?.

E(rue) = (ru?), +u"(ru?), +u?(ru),,

0

0 9,0 3
= 1y +u(ru, +u’) + utrug,

Du?
= r—Dl; +ufu" = 0.

Donde la tltima igualdad se halla sustituyendo por (4.50).

Entonces, para flujos axisimétricos, dado un punto inicial sobre una circunferencia de
radio r respecto del eje de simetria con velocidad angular u’, se tiene que la cantidad ru’
se mantiene constante a través de las curvas caracteristicas. De modo que a mayor radio
en la trayectoria menor serd la velocidad a la que giren y viceversa.

Por otra parte, para v = 0, por la proposicién (4.10) tenemos que la componente ¢’ de la

ecuacion de la vorticidad es:

l~7w9 wlu” w
= -2 . 4.52
Dt T T ( )

0

Lema 4.3: Sea u un flujo axisimétrico con velocidad de remolino u” con vorticidad w.

Definiendo & como en (4.44) se cumple:

lN)f B wru?

Dt 72

(4.53)
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Demostraciéon: Nuevamente, es simplemente operar. Calculamos la derivada material de

¢ quedando:

Observacién 4.7: En contraste con lo visto para los flujos ideales axisimétricos sin re-
molino, la cantidad (w?/r) no se conserva a través de las curvas caracterfsticas. Cémo la

derivada material solo actiia en los planos axiales, este hecho es debido a la interaccion

0 3

en éstos entre la velocidad de giro u’, antes nula, con las velocidades u", u”.
Al igual que para los flujos sin remolino, introducimos la funcién de corriente ¢ (r, x3,t)

para definir las velocidades u” y u3,

'LLT — 77Z);C3’ u3 — _%’

la cual verifica la ecuacién (4.49) Ly = &, siendo L nuevamente el operador eliptico lineal
(4.48).

Nota 4.2: Llegados a este punto, se puede realizar una reformulaciéon de tipo corriente-
vorticidad de las ecuaciones de Euler tal y como hicimos en la seccién anterior para los
flujos sin remolinos. En este caso, al haber velocidad angular, anadiriamos la ecuacion
(4.51), la cual corresponde al término u’. No obstante, vamos a hacer una reformulacién
de ese tipo para las ecuaciones de Navier-Stokes englobando asi a las de Euler. Lo tnico
que queda por hacer es generalizar los lemas 4.2 y 4.3 para flujos viscosos.

Lema 4.4: Sea u un flujo axisimétrico de viscosidad v y velocidad de remolino u?. Defi-

niendo la cantidad I' como I' = ru? se cumple:
DU T,
E =V (F’I"’I" - 7 + FIgZEg) . (4.54)
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Demostracion: En primer lugar, es facil comprobar que:

0

.0 0 0 0 _
Uy =ru, +u’, Uy =rup +2u;,  Dpges =7Tuy,,.,.

Por la prueba del lema 4.2 tenemos que:

D Duf
E(TU(’) = T_Dijf + ulu”,

0
u
luego sustituyendo el término o Por (4.28) obtenemos:

D 0 G o U 0 L,
E(Tu ) =V (Turr + Uy — 7 + uxsxs =V F”” - 7 + Fﬂﬂsxs :

U

Lema 4.5: Sea u un flujo axisimétrico de viscosidad v, velocidad de remolino u? y vorti-
0

cidad w. Definiendo la cantidad £ como & = w—, se cumple:
r

155 B _2w7'u9
Dt 72

b0 (6t 26t ). (4.55)

Demostracion: La demostracién es andloga a la anterior. Primero calculamos las deri-

vadas parciales de &:

0 _ 0 0 0
ol -, w | Wi
& = —— =w, ——, {rr3=——,
r r r
3wl —2r2wf +2rw®  W? Wl WP
f'r"r = 4 :__2_2+2_3
r r r r

Por la prueba del lema 4.3 tenemos:

r Dt r2 ’

lN) WP _113w9 u'w?
Dt \ r

0
w
donde sustituimos el término T8 mediante (4.41) obteniendo:

@_ 2u9w” V|:9 wf_w_e 0 ]:_2u9w7’

- T3T3 7’2

&
Dt r? r

+v |:£rr +3 + £x3x3:| .
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U

Estos dos resultados, junto con lo explicado en la nota 4.2, nos permiten enunciar la si-

guiente proposicién.

Proposiciéon 4.12: Formulacion corriente-vorticidad de las ecuaciones de Navier-Stokes

para flujos axisimétricos

Sea u(r, 3, t) un flujo axisimétrico, u = u"e, + u’ey + ues, con su correspondiente vorti-
0

w
cidad w = w"e, +w’ey + w3e3. Se definen las cantidades ¢ = — y I' = ru’. Entonces para
r

este tipo de flujos las ecuaciones de Navier-Stokes 3D admiten la siguiente reformulacién:

135 wru? 3
Ft = —2 7“2 +v (grr + ;fr + £x3:133) )
DU T,
E = V(FT'T_7+F{L‘3.’ES)J
Ly =¢,
ur: ¢$3,u3: _wr.
T T

D
donde Ly Dy Son los operadores (4.48) y (4.23) respectivamente.

Pasamos ahora a estudiar algunos ejemplos.
= Fjemplo 4.6: Remolino con viscosidad

Dado v € R, sean v el flujo de chorro siguiente:

ot = <—1x1, —sz,’mg)T = _zrer + yzses,
2 2 2

y v? un remolino con viscosidad como en la expresién (3.14) del Ejemplo 3.3:

T [T 1 /7
2= (-52.5.0) [[wts.oas= |1 [ tsnas) e

Tomando u = v! + v? obtenemos un flujo axisimétrico con remolino:

1 T
w=—Lre, + [—/ sw(s,t)ds] €o + VTs€s.
2 T Jo
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Lo primero que podemos obtener es la funcién de corriente 1. Asi:

. Yo Yy Y
u 9 _TS wxg__irg v
g = =) = —ora. (4.57)
uP = yrg = —— VY, = —yrT3
r

Por consiguiente, calculamos la vorticidad a partir de ):

Lo [T
w=-ul =0, =u, —ul=0, w3:;(E/O sw(s,t)ds).

Por el teorema fundamental del cdlculo, tenemos que w? = w(r, t). Con lo que la vorticidad
sélo tiene componente con respecto al eje de simetria, es decir, w = @(r,t)es. Esto nos
indica que el fluido gira siempre de manera perpendicular al plano x; — x5. Por otra parte,
es inmediata la implicacién, w? = 0 = &€ = 0. Luego, definiendo I' = ru? = for sw(s,t)ds,

las ecuaciones de la proposicion 4.12 se reducen a la siguiente ecuacion escalar:

L,
T, — %rrr —v (FW - 7) . (4.58)

Para resolverla vamos a reescribirla en términos de w. Nuevamente, calculamos las si-
guientes derivadas usando el teorema fundamental del cdlculo y la derivacion bajo el

signo integral:
L, =rw(rt), I;= / swy(s,t)ds, Ty =w(r,t) + ri,(r,t).
0
Derivamos la ecuacién (4.58) respecto de r obteniendo:
N (_ wr)
Wt — =TWy =YW+ V| Wep +— | .
2 r

Si observamos, el término de viscosidad acompana al operador laplaciano 2D respecto de
las variables x1, 9 en coordenadas cilindricas. Por otra parte, gracias a la simetria radial
de w se tiene:

7l 2

e > ., =) :%w = @, (4.59)

%
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con lo que reescribimos la ecuacion en coordenadas cartesianas, quedando:
_ v _ _
D= o V.0 =0+ vA,w©. (4.60)

Mediante el cambio we™ =@, (4.62) se reduce a:

asf, mediante la proposicién del calor 1.7 tenemos que dada la condicién inicial w® €

L'(R?) radialmente simétrica la solucién es:

o) = [ (et =y = 1)) L (461)

donde H es el nucleo de Gauss 2D.

1 =2
H(l‘,t) = 4—71_156%.

Por tltimo, vamos a estudiar la expresién (4.61) para ver si admite algin equilibrio y
podemos tomar limite cuando t 7 co. De esa manera obtendriamos soluciones estacio-
narias para la ecuaciéon de la vorticidad correspondientes a la compensacién entre si de
los términos de conveccién —%x - V,w, estiramiento de vortice yw y difusion vA,w en la
ecuacion (4.60).

Vemos que el término,

Tt
—ylzeZ’—y|?

1 v et —afwe2’y)?
T H :Ce;/t —y. = (e =1 A v Ly
(st 02 -0) = iy ’
es una expresion acotada en t debido a que las exponenciales se compensan, por lo que
podemos tomar limite cuando ¢t * oco. Antes de ello, como nuestra funcién es radialmente
simétrica, hacemos el cambio s = |y| de donde dy = sds y r = |x| pasando de una integral
en R? a una integral en (0, 00). Asi, tomando limite obtenemos la solucién conocida como

Vértice de Burger:

2 o0
lim W(r, t) = weo(r) = e / sw'(s)ds, (4.62)
0
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con su correspondiente velocidad de remolino, siendo u®(r,t) = (1/r) [ &w(&)(s, t)d¢:

Lr legg {/00 swo(s)ds} d§ = 1 [1 - 6747»2} /OO sw’(s)ds.
0 0

rJo 4mv 2mr

Luego,

2

1 T &
lim u’(r,t) = — [1 —ew ] / sw’(s)ds. (4.63)
0

t—o0 2rr

» Fjemplo 4.7: Remolino viscoso con inclinacion.

En este ejemplo seguimos una idea parecida a la que hemos usado al principio del capitulo
1

para generar los flujos 2§D. Dada una funcién escalar real 7(t), a la que llamaremos

coeficiente de deformacion del fluido, consideramos el flujo u:

7(t)

u(r, xs,t) = — 5 rer +u’(r, t)eg + y(t)zses. (4.64)

Se trata de un remolino viscoso similar al del ejemplo anterior, salvo que en este el
coeficiente de deformacién no es constante, por lo que su estudio es andlogo. En primer

lugar, sabemos que la vorticidad correspondiente a (4.64) es :

w(rt) = 1(7’1/9)7163. (4.65)

r

Por lo que w? = 0 y, nuevamente, & = 0.
Por otro lado, la ecuacién para I' = ru’ es igual a (4.58) sustituyendo la constante ~ por
la funcién 7(t). De modo que se reduce de manera analoga a lo hecho en (4.60) llegando
a su equivalente:

(1)

W=y Vow =v(t)w + vAw. (4.66)

. . T A
Mediante el cambio w = efo 794 nuevamente tenemos:

()

Wy — T:c -V, = vALQ.
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Dénde, dado un campo axisimétrico wy(r) € LP, con 1 < p < oo, podemos aplicar la

proposicion del calor 1.7 obteniendo:

wia,t) = K2(t) [ H (zKy(t) — y, Ka(t)) wollyl)dy, (4.67)

RZ

siendo H el nicleo de Gauss de dimensién 2 y K; las funciones
t
Ki(t) = ez o v()de, Ky(t) = 1// ols 'y(&’)d{’déa.
0

De este modo, por (4.65), despejando e integrando sobre r hallamos la velocidad angular:

(1) = 250 /- [ [ oera - y,m(t))wo(\y,)d4 ds (4.68)

r

Hasta aqui tan solo hemos repetido los pasos del ejemplo anterior para fluidos con coefi-
ciente de deformaciéon no constante.
Volvamos a la expresién de u (4.64). Tanto la componente radial como la de giro no tienen
dependencia de x3, de modo que la suma de estas dos, la notamos por u, es solucién de
Navier-Stokes 2D por serlo u:

u(r,t) = —@rer + 4’ (1, )eq. (4.69)
Ahora, tal como hicimos en los flujos 2%D, anadimos una funcién u?(zy, 9, t), dependiente
del plano radial, en la tercera componente de (4.64) y, considerando el flujo v = u + u’es,
estudiaremos cuando es ahora v solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes en dimension

3. De esta manera, v es de la forma:
v = (1, T, t) + [y(t)w3 + ud (21, 20, t)]e3. (4.70)

Al no haber dependencia de u respecto de la variable x3, tenemos que las dos primeras
ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales actian sobre las dos primeras componentes de la
velocidad, es decir, sobre w(r,t), son equivalentes a las ecuaciones de Navier-Stokes 2D
y, como ya hemos comentado,  las verifica. Ademds, al ser también u? independiente de

x3, se tiene que div(v) = div(u) = 0, con lo que la hipdtesis de incompresibilidad se sigue
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cumpliendo. De modo que tnicamente tenemos que centrarnos en la tercera ecuacion de
Navier-Stokes. Esta es:

D .
B (W (Ozs) = w+ o (Ozs 0t 0 + ()’ + ()]

— —p$3 + VA(CELCCQ)UEB'

Como u es solucion de Navier-Stokes, sabemos que se verifica:

D

57 (V(B)73) =7 (B)s + 5y (1)*w3 = —pa,,

de modo que podemos suprimir dichos términos. Finalmente, dado el dato inicial ug,
llegamos a que v serd solucién de Navier-Stokes si, y sélo si, u?® satisface la siguiente

ecuacion de conveccion-difusion:

D’ ()u® + vAu?, (#,1) € R? x (0,00)

I—— = — u VAU X (0. @]

Dt 7 W » 000 (4.71)
ud(2,0) = ud(z), T € R

donde recordamos que los operadores con la tilde ~ actiian tinicamente sobre las variables

x1,Z2. Veamos si (4.71) admite soluciones radiales. En primer lugar,

2 r r 2 r 2

3,1 3,2 _
Up W+ Uy U™ = U .

Tal como se hizo en (4.59), ru? = 7 - Vu?. Con lo que (4.71) se reduce a:

L .
U? — @;ﬁfj . VUS = _V(t)ug + VAU?” <j7t) € ]RQ X (0’ OO)’ (472)
W (F,0) = ud(F), T eR

Se resuelve de manera equivalente a (4.60). Consideramos a ul € I[P, 1 < p < oo,

radialmente simétrica, reducimos y aplicamos la proposicion del calor 1.7 obteniendo:

W) = g [0 = v Kale)ui(udy (4.73)
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siendo H el nucleo de Gauss de dimension 2 y K; las funciones:
Lt ¢ 3 YT
Kl(t) = e2 fO 7(§)d£7 K2(t) — 7// ef() 7(€")dg dé"
0

En resumen, hemos construido de forma explicita flujos de remolinos que satisfacen Navier-
Stokes 3D con la siguiente estructura:
(1)

u(r,t) = g rer + u(r,t)eg + [ud(r, t) 4+ y(t)xs)es, (4.74)

donde, dados los datos iniciales, la velocidad de giro viene dada por (4.68) y u® por (4.73).
Cémo ahora la componente vertical del flujo si depende de r, tenemos que la vorticidad

correspondiente al remolino es
3 L 4
w(r,t) = —u e, + —(ru”),e;s. (4.75)
r

Observacion 4.8: En contraste con el ejemplo anterior, donde la vorticidad sélo tenia

3e5 con dependencia respecto del plano z; — 9

componente vertical, al anadir el término u
aparece una componente radial de la misma. Esto significa que los vectores de la vorti-
cidad van a sufrir inclinaciones respecto del plano radial y, por consiguiente, también el
remolino. Con lo que los giros ahora son mas complejos al no estar la vorticidad necesa-

riamente alineado con el eje de simetria.

Para finalizar el capitulo, estudiamos el caso de Euler en el ejemplo anterior. Para v = 0,
las ecuaciones de (4.58) y (4.72) para la velocidad de giro y la componente vertical u?

respectivamente quedan

rt—grrr = 0, (4.76)
.~
uf—gi’ V' = —y(t)u?
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Dadas las condiciones iniciales uf, u3 € C1(R?), ry > 0, planteamos el sistema carac-

teristico:

t'(s)=1
t
r’(s)z—%& N t=s t
t(o) =0 r= 7“065 fo v(§)d¢
L 7(0) =19

Distinguimos segtin la ecuacién de (4.76):

)
I'(s) =0
T'(0) = ug(ro)ro (s) =T(0) = u§ (re% fév@df) res Js 1%
=
u?(s) = —T'(t)ud(s) u3(s) = e~ Jo1(©)dgy3 (Teé fotv(ﬁ)df>
| 4?(0) = u(ro)

Asi, las velocidades para Euler resultan:

u(r,t) = u

[enliSet

[reé I W(E)dﬁ} b e

w3 (r, 1) wl [m%féws)ds} N RIGES
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Capitulo 5

Un resultado sobre el mal
planteamiento de las ecuaciones de

Euler en espacios de Holder.

En este capitulo vamos a mostrar cémo hay soluciones regulares en el instante inicial
para las ecuaciones de Euler que pierden regularidad instantdneamente. Vamos a trabajar
en los llamados espacios de Hélder, por lo que primero se daran nociones basicas sobre
éstos para luego pasar al resultado que nos interesa. Esta pérdida de regularidad en ciertas
soluciones implica que las ecuaciones de Euler no estan bien propuestas en estos espacios
de funciones.

Nuestro andlisis se va a centrar en el siguiente flujo:
w(x,t) = (uy(22), 0, us(z1 — tui(x2)))"  (2,t) € Q x (0, 00), (5.1)

el cual fue estudiado por primera vez por los matematicos Majda y DiPerna [6]. Nuestro
resultado deriva de una publicacién de Titis y Bardos sobre el mismo [7].

Sea ) = R?, considerando que la presién es nula, u va a ser solucién de Euler 3D. Que u
cumple la condicién de incompresibilidad es trivial pues du;/0x; = 0 Vi. Por otra parte,
la ecuacién para u; es claramente nula ya que ésta unicamente depende de x5 v ug es

cero, con lo que la derivada material de u; también lo sera. Queda pues, la ecuacién para

101



Capitulo 5. Un resultado sobre el mal planteamiento de las ecuaciones de Euler en
espacios de Holder.

la tercera componente:

DUg

o = —wyuy + uguy = 0,

con lo que el par (u,0) es solucién de Euler 3D en R3.
Supongamos ahora que u es un campo peridédico respecto de cada componente espacial.
Es decir, podemos considerar que trabajamos en ) = T®. Se define entonces la energia de

U Ccomao:

/T Juta D) d. (5.2)

Vamos a comprobar que esta es constante para nuestro flujo:

% - |u(x,t)|2dx = /EB % [(U1($2))2 + (U3(CL’1 — tul(l‘g)))Q] dx

= /TS 2uz(xy — tug (x2))uz (21 — tug (x2))(—ug (29))dx

1
0

= —/ uq (22) {/ 8—[u3(x1 — tuy(29)))2dzy | dzodrs = 0,
T3 0o dn1

donde la integral se anula debido a la periodicidad de 3.

Antes de continuar, definimos los espacios de Hélder:
Definicién 5.1: Una funcion f pertenece al espacio de Holder C“ con 0 < av < 1 i, y

solo si,
F@+h) = f@)] <chl, ¥z, [Bl <1, (5.3)

para una cierta constante positiva c. La expresiéon (5.3) se conoce como condicion de
Holder. Del mismo modo, f pertenece al espacio de Holder C1* con o € (0,1) si f € C!

y [/ € C* Ademds, se tiene que los espacios de Holder son Banach con las siguientes
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normas:

flloe = [[fllzee + [[fll¢e;

HfHCLa = HfHLoo-FSUPfoi Loo—l—suprxi Cros
h) —
siendo |[|f|lga =  sup |f(z+h) f(@’
a,hy|h|<1 |h|

Lema 5.1: Sea f una funcién en C. Entonces, f € C? Vj < a.
Demostracién: Veamos si f € C°, con 8 < a. Para ello, dado = € Q cualquiera, f debe
verificar la condicién de Hélder (5.3). Como |h| < 1 tenemos:

[fl@+h) = f@)] _ [fl@+h) = @)
|| - [fa]

< [ fllgw-

Lo cual implica el resultado.
O

Finalizada esta breve introduccion sobre los espacios de Holder, pasamos al resultado que
nos interesa:

Teorema 5.1: Sea el campo u(x,t) = (uy(z2),0,us(x; — tui(x2)))T. Entonces:
a) siu; € C1* o € (0,1] = u es solucién de las ecuaciones de Euler en C1< Vt.
b) siu; € C% a € (0,1) = ue C Vt.
c¢) Existen flujos u : u(z,0) € C* con a € (0,1) y u ¢ C° Vt > 0, V8 > o En
particular, u ¢ C* Vt > 0.
Demostracién:

a) En primer lugar, para que u esté en C'', es suficiente probar que las derivadas u,,
verifiquen la condicién (5.3) componente a componente respecto de cada variable ya
que la condicién de Holder implica continuidad. Por tanto, tendriamos que v € C*!

y ademas u,, € C*. Las derivadas de u son las siguientes:

Uy, (1,1) = (0,0, us(x; — tuy(x2)))7,
gy (,1) = (U} (2), 0, u (w1 — tuy (w2) ) (— 1 (22))) 7
Ugy (z, 1) = 0.
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Al tener u; € C%, sélo hay que estudiar los casos en que el incremento x; 4+ h es en la
variable x5 , con h € R, |h| < 1, ya que es el nico caso en que no es inmediato que
se cumpla la condicion de Holder al no corresponderse los incrementos en argumento

y denominador. Para u,, tenemos:

|uf (1 — tuy(z2 + h)) — uh(z1 — tuy(z2))|
Al
_ Jup(my — tua (22 + h)) — ug(an — tus (2))] (\Ul(l’z +h)— Ul(x2)1>a ]
[tuy (xo + h) — tug (x2)|* |h|
< [t [Jusll a1 ]| 7oc

dénde se ha usado que, al ser u; € C, entonces es lipschitziana. Con respecto a .,

se tiene:

[l (21 — tug (xo + h))tu) (2o + h) — uh(xq — tug (z9))tu) (z9)]
|h[e
| |uf (1 — tuy (x2 + h))uf (22 + h) — uh(z1 — tug(z2))u] (z2)]
|| '

=t

Sumando y restando en el numerador el término uj(zy — tuy (zg))u (x2+h) y usando

la desigualdad triangular se tiene:

< (|U'1(:rz + h)||uf (2, — tul(ﬁ?j:‘ h)) — (2 — tuy (2))]
G tm(a))ﬁﬁxz +h) - ua<x2>|)

< [ (e [ ub a1 Foe + 10 o] oe)

= [t ([t [l g T [ L5 + (T2t e ] [ 20 ) -

Arriba se ha usado el resultado del caso anterior en el primer sumando y la condicién

de Holder en los restantes.

Para probarlo hay que razonar al igual que en el apartado anterior pero en referencia
a las componentes u; en vez de a sus derivadas. En primer lugar, por el lema 5.1,

u € C* = u; € C? VB < «. Nuevamente tenemos que estudiar el incremento
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respecto de xs:

|U3(ZL‘1 — tul(l'g + h)) — U3(ZL’1 — tul(l’g))l
|h]o
lug(z1 — tug (x2 + h)) — ug(zy — tug(x2))| [tug (xo + h) — tug(x2)|
= tus (22 + ) — tus (22)]° < e )

< [t lusllgalurlEa-

¢) Dado e > 0, consideremos que u; son funciones periddicas tales que en la bola B(0, ¢)
coinciden con la funcién g(z) = |z|*. Entonces, Vt, Vxi, x5 tales que x1 — tuy(x2) €

B(0,¢) se tiene:
ug(zy — tuq (z2)) = o1 — t|z2]*]°.
Tomemos z; = 0, entonces:
us(—tur(2)) = [f]* |

A tiempo cero, la funcién se anula y, por tanto, es C*°, Vxy € B(0,¢), z; = 0. No
obstante, suponiendo ¢ > 0 y siendo x5 = 0, veamos si u verifica la condicion de

Holder para algtin 8 € (0,1):

[u(h) —u(0)] _ [t*|A]*"
|]? |]?

= [¢*[R]** 7, (5.4)

La expresién (5.4) tiende a infinito cuando h — 0 si, y sélo si, 8 > o2, con lo que

ué¢ CPVB > a?
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