UNIVERSIDAD DE SEVILLA

MASTER UNIVERSITARIO EN MATEMATICAS

TRABAJO FIN DE MASTER:

PROBLEMA DE LOCALIZACION
CON BARRERAS

DEPARTAMENTO DE ESTADISTICA E INVESTIGACION
OPERATIVA, FACULTAD DE MATEMATICAS

Presentado por:
MOISES RODRIGUEZ MADRENA

Dirigido por:
JUSTO PUERTO ALBANDOZ

Sevilla Junio 2017






Abstract

In location problems, the distance functions that model the travel distance between the
elements of the problem play a fundamental role in the adequacy or fidelity of the theo-
retical problem to the real problem considered. Think, for example, of problems in the
design of connective networks (to this type of problems belongs, to mention some real-
world problem, the routing of pipelines on ships), often the sections of these networks
must obey a particular structure or pattern, the distance functions are then convenient
for calculating the distance between the nodes of the network. Another real feature of
location problems, which is of great importance in achieving good modeling, is the
constraint of the feasible solution space. This restriction is due to the presence in the
environment where the problem is considered of bodies or obstacles, called barriers in
the literature, that do not allow travelling or passing through them. The barrier distance
functions are, in this case, the way to obtain the adequacy of the theoretical problem
to the real problem. The object of study of the present End of Master Project are the
mentioned barrier distance functions and their application to the location problems.

The first chapter gives a brief summary of the elementary distance measures used
in the modeling of location and transport problems, as well as their basic properties.

The barriers distances, central concept of this End of Master Project, appear in the
second chapter, where special attention is paid to the case of polyhedral barriers and
where the main known results in the art are shown. More precisely, these distances
are introduced in the chapter to address the problem of the minimum rectangular path
in the presence of hyperparallelepiped complexes that perform as barriers in any real
space of finite size. Extensions of the known results for the treatment of this problem
in the planar case and new original methods for their exact resolution are the main
contribution of this chapter and of the work in general.

In the third chapter a particular case of the location problem with barriers is treated:
the median problem in rectangular metric and in the context of hyperparallelepipeds
that act as barriers in any real space of finite size. The methods developed in the se-
cond chapter are the basis for the construction of the new algorithms that solve such
problem, which are presented in this chapter.

The computational performance tests of the algorithms of the second and third
chapters are collected in the fourth and final chapter.






Extracto

En los problemas de localizacidn, las funciones de distancia que modelan la distancia
de viaje entre los elementos del problema juegan un papel fundamental en la ade-
cuacion o fidelidad del problema tedrico al problema real considerado. Piénsese, por
ejemplo, en los problemas de disefio de redes conectivas (a este tipo de problemas
pertenece, por citar algin problema del ambito real, el enrutamiento de tuberias en
barcos), a menudo los tramos de estas redes deben de obedecer a una determinada es-
tructura o patron, las funciones de distancia son entonces convenientes para el cdlculo
de la distancia entre los nodos de la red. Otra caracteristica real de los problemas de
localizacidén, de gran importancia a la hora de conseguir un buen modelado de los mis-
mos, es la restriccion del espacio de soluciones factibles. Dicha restriccion se debe a
la presencia en el entorno donde estd considerado el problema de cuerpos u obsticu-
los, denominados barreras en la literatura, que no permiten el viaje o paso a través de
ellos. Las funciones de distancia con barrera son, en este caso, la forma de conseguir
la adecuacion del problema tedrico al problema real. El objeto de estudio del presente
Trabajo de Fin de Master son las mencionadas funciones de distancia con barreras y
su aplicacion a los problemas de localizacion.

En el primer capitulo se ofrece un resumen suscinto de las medidas de distancia
elementales usadas en el modelado de los problemas de localizacién y transporte, asi
como de sus propiedades bésicas.

Las funciones de distancia con barreras, concepto central del Trabajo de Fin de
Master, aparecen en el capitulo segundo, donde se presta especial atencion al caso de
barreras poliédricas y se muestran los principales resultados conocidos en la materia.
Mas concretamente, estas distancias son introducidas en el capitulo para abordar el
problema del camino rectangular minimo en presencia de complejos de hiperparalele-
pipedos barrera en cualquier espacio real de dimension finita. Extensiones de resulta-
dos conocidos para el tratamiento de este problema en el caso plano y nuevos métodos
originales para su resolucion exacta son la principal contribucion de este capitulo y del
trabajo en general.

En el capitulos tercero se trata un caso particular del problema de localizacién con
barreras: el problema de la mediana en métrica rectangular y en el contexto de hiperpa-
ralelepipedos que actiian como barreras en cualquier espacio real de dimension finita.
Los métodos desarrollados en el segundo capitulo son la base para construir los nuevos
algoritmos que resuelven dicho problema y que se presentan en este capitulo.
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IV Extracto

Las pruebas de rendimiento computacional de los algoritmos de los capitulos se-
gundo y tercero se recogen en el cuarto y ultimo capitulo.
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Funciones de distancia

La eleccién de una funcién de distancia adecuada juega un papel fundamental a la hora
de proporcionar una buena estimacion de las distancias de viaje en entornos reales.
Dependiendo del modo de viaje y del tipo de problema considerado, podemos usar,
por ejemplo, la distancia euclidea para modelar los desplazamientos por via aérea o
la métrica de Manhattan para problemas de transporte urbano en Nueva York. Esto
significa que diferentes modos de transporte requieren diferentes formas de estimacién
de la distancia. Consecuentemente, el aumento de la heterogeneidad en los problemas
relativos al sector del transporte ha llevado aparejado una creciente preocupacion por
estimar con una mayor precision las distancias de viaje. En lo que sigue se ofrece un
resumen sintético de las normas y medidas de distancia usadas en el modelado de los
problemas de localizacién y transporte, asi como de sus propiedades bdsicas.

1.1. Normas y métricas

Definicion 1.1. Sea S un conjunto compacto y convexo en R™ conteniendo al origen en
su interior. Ademds, sea S simétrico con respecto al origen y sea X € R". La norma
v :R™ — R" de X con respecto a S viene dada por

Y(X):=mf{A>0: X € \S}. (1.1)

A menudo nos referiremos a y(.X') como ||.X .
Toda norma +y definida de acuerdo a la Definicién [I.1]satisface las propiedades de
la norma en R"™.

Lema 1.1. (Minkowski, 1911) Sea v definida de acuerdo a la Definicion Enton-
ces, para todo X,Y € R" y para todo \ € R,

Y(X) >0 y 7(X)=0& X =0, (1.2)
Y(AX) = [Ay(X), (1.3)
V(X 4+Y) <A(X)+~(Y). (1.4)
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Dado un funcional y : R” — R™ satisfaciendo (1.2)), (I.3)) y (L.4), el conjunto .S puede
escribirse como
S={XeR": y(X) <1} (1.5)

A este conjunto se le conoce como la bola unidad con respecto de . Dado que vy
satisface (1.2), (1.3) y (1.4), la bola unidad de y es compacta, convexa y simétrica con
respecto al origen, ademds contiene al origen en su interior.

Toda norma ~y define una medida de distancia en R" en el siguiente sentido.

Definicion 1.2. Sea v una norma en R" y sean X,Y € R". La métrica inducida por
|| ® ||, para los puntos X e Y en R™ es

WX, Y) = (Y = X) = Y = X]L,. (L6)

A menudo escriberemos d(X,Y') en lugar de v(X,Y’) y nos referiremos a la norma
con la métrica inducida d como || e || 4.

Lema 1.2. Sea d una métrica inducida por una norma || e ||; en R™ de acuerdo a la
Definicion (1.2} Entonces, d satisface, para todo X,Y, 7 € R",

AX,Y)>0 y dX,Y)=0& X =Y, (1.7)
d(X,Y) = d(Y, X), (1.8)
A(X,Z) < d(X,Y)+d(Y,2). (1.9)

Una familia de normas (y sus correspondientes métricas) muy estudiada es la familia
de las normas 0, p € [1, o0].

Definiciéon 1.3. Sea X € R™ La norma (, de X = (xy,...,x,)" € R" es

1 Xle, = £p(X) = <Z |xi|p> parap € [1,00), (1.10)
i=1
1 X ||ee, = loo(X) = Zi1r11a><n|xz| (1.11)
La correspondiente métrica (, en R™ para dos puntos X = (xy,..,x,) e Y =

(Y1, ..., Yn)" viene dada por

((XY) = (Z v —xi|p> parap € [1,00), (1.12)
i=1
lo(X,Y) = Erllzix lyi — 4. (1.13)

=l,...

Para p = 2 obtenemos la norma euclidea y 1a métrica euclidea.
En muchas aplicaciones pricticas se usan generalizaciones de las normas /,, para
aproximar distancias de viaje. Estas son las llamadas normas (,, ponderadas.
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Definicion 1.4. Sea w = (wy, ..., w,)" € R" conw; > 0,i=1,....,n, p € [1,00], y sea
X € R™ Lanorma /,, ponderada de X = (x1,...,x,)" € R" es

P

(X)) = <Z wi\xi\p> parap € [1,00), (1.14)
i=1

2(X) = Erlléx w; | ;). (1.15)

n

.....

Para ilustrar el efecto de los pesos wy, ..., w,, la bola unidad de la norma euclidea y la
bola unidad de la norma euclidea ponderada en R? se muestran en la Figura para
su comparacion.

Figura 1.1: Bola unidad de la norma euclidea y bola unidad de la norma euclidea
ponderada con pesos w = (4,9)! en R

Para obtener buenas aproximaciones de las distancias de viaje, los valores de w y p
deben elegirse adecuadamente.

Parap = 1y p = 00, la bola unidad de la norma ¢, y la bola unidad de la norma
¢, ponderada son politopos, esto es, poliedros acotados. La norma ¢; es conocida tam-
bién como norma de Manhattan o norma rectangular, y la norma ¢, como norma de
Chebyshev o norma mdximo. En general, a las normas con bola unidad poliédrica se
les llama normas bloque. A ellas se dedica la siguiente seccion.

1.2. Normas bloque

Las funciones de distancia con bola unidad poliédrica fueron introducidas inicialmente
en el contexto de la localizacion. Desde entonces han sido aplicadas satisfactoriamente
para aproximar distancias por carretera, asi como otros tipos de distancias en redes. La
norma bloque es un caso particular de norma donde el conjunto S de la Definicién 1.1
es un politopo P simétrico.
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Definicion 1.5. Sea S = P un politopo en R" (por tanto S es compacto y convexo)
conteniendo al origen en su interior. Ademds, sea P simétrico con respecto al origen
ysea X € R". La norma bloque v : R"™ — R" de X con respecto a S viene dada por

Y(X) :=mf{A>0: X e \S}. (1.16)

Sea ext(P) = {v!,...,v°} el conjunto de puntos extremos de P. A v, ...,v° se les
llama vectores fundamentales y a las semirrectas d*, ..., d° que comienzan en el origen
y pasan respectivamente por los puntos v', ..., 1°, i.e., d' = { v’ : A >0},i=1,...,6,
se les llama direcciones fundamentales.

De la misma forma que en (I.5)), la bola unidad de la norma bloque + viene dada por
S={XeR": y(X) <1}
y la distancia (X, Y’) entre dos puntos X, Y € R" sigue siendo
X Y) = (Y = X)

como se defini6 en la Definicion |1.2] ademds, esta distancia verifica, como no puede
ser de otra manera, las propiedades del Lema|I.2]

En adelante enumeraremos a los vectores fundamentales y a las direcciones funda-
mentales de una norma bloque mediante superindices, mientras que las componentes
de los vectores fundamentales y de las direcciones fundamentales se numeraran por
subindices.

Definicion 1.6. Los vectores fundamentales definidos por los puntos extremos de la
misma faceta de P constituyen un cono fundamental. Si v%, ..., v son los puntos
extremos de una faceta de P denotaremos al cono que constituyen los vectores funda-
mentales correspondientes por C(v™, ..., v'™).

En R?, los conos fundamentales estén determinados por dos vectores fundamentales
adyacentes. En la Figura [I.2] se muestra un ejemplo de norma bloque y sus vectores
fundamentales v*, ..., v® en R2.

Figura 1.2: Un ejemplo de norma bloque con seis vectores fundamentales y el cono
fundamental C'(v!, v?) determinado por v' y v2.
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Observemos que si X € C(v%,...,v"), siendo C'(v™,...,v"") un cono fundamental,
entonces, la definicién de cono convexo implica que existen unos escalares \;, ..., A
tinicos, tales que X = Z;’;.l
son los vectores fundamentales que determinan el cono fundamental C'(v™, ..., v"™)
ysi X = 37" Ao es la Gnica representacién de X en funcién de v, ..., v"" con
Nigs -y Mgy, > 0, entonces X € C(v™, ..., v"™). Esta observacion conduce a la siguiente
representacion de una norma bloque .

s

A\jv? con A, ..., A, > 0. Reciprocamente, si v™, ..., v'™

Lema 1.3. Sea v una norma bloque en R"™ y sea X € R"™ un punto que pertenece al

7 Tm ; . 7;77L 3 ] 417 e
cono fundamental 'C' (v, U ), siendo X = 3", A\;jv’ la tinica representacion de
X en funcion de v*', ...,v'"". Entonces

im

YX) =) N (1.17)

Jj=t

Demostracién. Observemos en primer lugar que \;,, ..., ;. > 0, pues X € C'(v™, ...,
vim).

Sea Z el punto en el que se produce la interseccién de la frontera P de P con

la semirrecta que comienza en el origen y pasa por X. Entonces X = y(X)Zy Z =

;’;il vl para ciertos a;, , ..., o, > 0 cumpliendo ;’;il a; = 1, pues la faceta de

P ala que pertenece Z es un convexo de puntos extremos v, ..., v’ (ver Figura[l.3).

Figura 1.3: Puntos X y Z en C'(v",v7) en el caso plano.

Tenemos por tanto dos representaciones diferentes para X:
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Como la representacion de X en funcién de v, ..., v' es tnica, de las dos represen-
taciones anteriores deducimos que \; = Y(X )aj, J =11, ..., im, cumpliéndose asi

[]

Por tanto, otra propiedad ventajosa de las normas bloque es que pueden ser calculadas
usando sélamente los vectores fundamentales.

Lema 1.4. (Ward and Wendell, 1985; Nickel, 1995) Sean v una norma bloque,

vh, ..., 00 sus vectores fundamentales y X € R". Entonces

0 1
7(X) zml’n{zki X =3 Aty N >0 Vi= 1,...,5}. (1.18)
=1 i=1

El Lema nos dice que el valor de v en un punto dado X € R”" puede obtenerse
resolviendo un problema de programacion lineal para Aq, ..., As.

Mas alla de usarse para aproximar distancias por carretera, puede probarse que las
normas bloque proporcionan buenas aproximaciones de cualquier otra tipo de norma.

Teorema 1.1. (Ward and Wendell, 1985) E/ conjunto de las normas bloque es denso
en el conjunto de todas las normas.

En el contexto de la localizacidon, son de especial interés los modelos planos. Es
por ello que el resto del capitulo se va a dedicar al caso bidimensional.

Para un punto dado X € C(v',v7), el valor de (X ) puede ser determinado usando
s6lamente los vectores fundamentales v’ y v/ de la forma que se describe a continua-
cién. Asumamos que los vectores fundamentales de P estdn dados ordenados en el
sentido de las agujas del reloj y sea v*! = v!. Entonces X € C(v%,v**!) para al-
gin 7 € {1,...,0}. Usando la dnica representacién de X en funcién de v’ y v**,
X = \v' + g 10", se puede calcular que

i+1 it1 i -

v ToU] ~ — X1, N — T1V5 — TaV] (1.19)

A A s B A AU o B == DV R E S U .
Up Uy — Uy g Uy Uy — Uy U

Dado que 7(X) = A; + A1 por el Lemall.3] se sigue que
X Ui — U’H_l — X Ui — U’H_l
Y(X) = 10} 3 ) f+(1 L ) (1.20)

Uy Uy — Uy U

A continuacién se muestran algunos ejemplos de normas bloque en R?.
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Ejemplo 1.1. La norma (, y la norma ponderada (¥, estdn definidas como

X e, = mix e,

[ X |ew, = r.gégwi!xi\,

respectivamente, donde wy,ws > 0 (ver Figura[l.4). Los vectores fundamentales de la
norma {, en R? son

() o) () ()

En el caso de la norma ponderada U, ésta tiene como vectores fundamentales a

O I (o N o B G )

[}
1 1
v v i
v vl
1/'&’21
,US U2
: : —
v’ v? 1/w

Figura 1.4: Bola unidad de la norma ¢, y bola unidad de la norma ponderada /% en
R2.

Ejemplo 1.2. La norma {1 y la norma ponderada (Y estdn definidas como

HX”ﬁl = Z |$1’a

i=1,2

1X [ = 3 wila,

i=1,2

respectivamente, donde wy,ws > 0 (ver Figura[l.5)). Los vectores fundamentales de la
norma {; en R? son

) e () ()

y los de la norma ponderada (Y son

() o) () ()
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A
t_=4__ & v? _ v \1‘2 -
U

%) e
1/wy

Figura 1.5: Bola unidad de la norma /; y bola unidad de la norma ponderada ¢ en R

a7ﬁ

1,00

Ejemplo 1.3. La norma ponderada uno-ifinito ¢
normas ponderadas (¢ y (9_:

se define como la suma de las

1Xllge = I1X g + X0 = 3 lael + max Sl

i=1,2

donde o, g, 1, P2 > 0 (ver Figura[l.6). Los vectores fundamentales de la norma
ponderada uno-infinito en R? son de la siguiente forma:

1 0 2 a1+,31+ﬂ1 Qs
v = 1 s vt = y
ozt 012+52+5 a1
" +/3 +
o3 — [ a1+ ot — a1+p1
) )
O ——
a2+52+[3 ay
0 . +
5 6 __ 1+P1
vt = (_ 1 ) v = )
o2 +p2 012+,32+B a1
—— +B +B1
o7 = oz oS — a1+p1
Y
0
a2+ﬁ2+
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v° v

v

6 v

v

Figura 1.6: Bola unidad de la norma ponderada uno-infinito en R2.

1.3. Relacion entre las normas bloque y la norma de
Manhattan

En esta seccién vamos a seguir tratando el caso del espacio bidimensional real R?, con-
cretamente, nos vamos a centrar en las normas bloque con exactamente cuatro vectores
fundamentales (ver Figura y a discutir su relacién con la norma de Manhattan ¢
(ver Figura[l.5). Para distinguir estas funciones de distancia més generales de la norma
de Manhattan con los vectores fundamentales v!, ..., v* etiquetados como aparecen en
el Ejemplo[I.2] en adelante vamos a denotar a los vectores fundamentales de cualquier
otra norma bloque con cuatro vectores fundamentales por uy, ..., u4.

Figura 1.7: Bola unidad de una norma bloque con cuatro vectores fundamentales
Uy eeny Uy,

Sea 7 una norma bloque con vectores fundamentales (ordenados en el sentido de las
agujas del reloj)

L_ (1 1\t 2 _ (2 .2\t 3 _ (03 ,,3\¢ 4 _ (.4 4\t
u = (u17u2) ’ u = (u17u2) ’ U= (u17u2) ’ u = (u17u2) )
cumpliendo u? = —u' y u* = —u?. Si T es la transformacion lineal tal que T'(u') =

Tu! = vy T'(u?) = Tu? = v?, entonces

tu t12 1 U% —U%
T = =7 . 1.21
(tm t22) ulu? —ulud \—u3  ui (1.21)
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Obsérvese que la correspondiente transformacién inversa viene dada por

2 .1

71— Uy Uy
o\ ul)

2 U

Si consideramos, por ejemplo, la norma /., con los vectores fundamentales etiquetados
como en el Ejemplo [[.1] entonces tenemos

11 -1 (11
G e )

Estableciendo T'(X) := T'X paratodo X € R?, podemos probar el siguiente resultado
que relaciona las distancias en norma bloque con la métrica /.

Lema 1.5. Sea v una norma bloque con cuatro vectores fundamentales y sea T’ la
transformacion lineal definida por ([I.21)). Entonces

para todo X,Y € R2

Demostracion. Consideremos en primer lugar el caso especial en el que ¥ = 0. Si
ademds X = 0, entonces el resultado se obtiene trivialmente. Sea X € C(u’, u*!)
para algin i € {1,...,4} y sea X = \ju’ + \;;;u*™! la tnica representacion de X en
términos de u’ y u'™! (recordemos que C'(u’, u*') es un cono convexo).

Dado que v tiene s6lamente cuatro direcciones fundamentales podemos suponer
sin pérdida de generalidad que v’ € {u', —u'} y v'™! € {u? —u?}. Usando y
el Lema|[l.3|se sigue que

((T(X),0) = |tiixy + troxs| + |11 + togzs]

ulry — ulws ury — uim

usui —uguz| - |uguf — ugus
= Aip1 T A

= 7(X,0).

Ahora consideremos el caso general en el que X,Y € R? son ambos diferentes de
0. Dado que 7' es una transformacion lineal, inmediatamente obtenemos

H(T(X), T(Y)) = 4(T(X) —T(Y)ao) H(T(X =Y),0)

[

Notese que la definicién de 7" para una norma bloque v dada depende de la asignacién
T(u') = v! y cambia si fijamos T'(u') = —ov!, T(u') = v? o T'(u!) = —v%
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Camino rectangular minimo en
presencia de paralelepipedos barrera

El problema de hallar caminos minimos en entornos reales tiene un gran interés en el
contexto de la localizacién, asi como en otros dmbitos mds alld de éste. Los proble-
mas de camino minimo en presencia de barreras fisicas aparecen, por ejemplo, en la
planificacion de rutas maritimas de minima longitud entre diferentes puertos o en la
determinacion del camino 6ptimo de un robot en una planta industrial. En este capi-
tulo nos vamos a centrar en los caminos minimos entre dos puntos con respecto a la
métrica de Manhattan cuando existen paralelepipedos que actdan como barreras. Con-
sideraremos que dichos paralelepipedos pueden intersecar, dando lugar a obstaculos
complejos. Diferentes algoritmos son presentados para resolver el problema de ca-
mino minimo en métrica rectangular: por un lado, un método basado en la extension
al caso n-dimensional de resultados conocidos para la version plana del problema; por
otro lado, nuevos modelos de programacion lineal y entera mixta. El capitulo comienza
introduciendo las conceptos basicos empleados en el estudio de los caminos minimos
en presencia de barreras, sigue mostrando algunos resultados que se tienen cuando las
barreras presentan formas poliédricas para finalmente dedicarse al problema particular
en norma rectangular y barreras en forma de paralelepipedos descrito antes.

2.1. Caminos minimos y el concepto de visibilidad

Sea d una métrica fijada en el espacio n-dimensional R" (n > 2) que se quiere utilizar
para medir distancias de viaje entre pares de puntos de R". Asumimos que la métrica
d estd inducida por una norma || e ||; : R™ — R" y que es por tanto simétrica y
satisface la desigualdad triangular (1.9). Como sabemos, d puede calcularse a partir de
|| ® |4 como

dX,Y)=|]Y —X|s VX,Y €R".

11
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Ademds, sea { By, ..., By} un conjunto finito de conjuntos cerrados y disjuntos dos
a dos de R™ con interior no vacio. Cada conjunto B;, 7 = 1, ..., N, es llamado barrera
(u obstdculo), y la unién de todas las barreras se denota por B, i.e., B = Uf\il B;.
Nétese que no se estd suponiendo que las barreras tengan que ser acotadas. Asumimos
que moverse por el interior de las barreras estd prohibido. Sin embargo, estd permitido
moverse por la frontera J(B;) de cada regién barrera B;, i = 1, ..., N.

Sea F := R" \ int(B) la region factible (o espacio libre) en R". Para evitar la
infactibilidad, vamos a suponer que F es un subconjunto conexo de R".

La funcion de distancia con barreras (también llamada métrica de camino minimo
o distancia geodésica) dg : F x F — R mide la longitud del camino més corto (o los
caminos mds cortos) entre dos puntos X e Y en la region factible 7 = R™ \ int(B) que
no interseca el interior de ninguna barrera.

Definicion 2.1. Un X-Y camino es una curva continua P dada por la parametrizacion
p = (p1,-, )t ¢ [0,1] = R™ con p(0) = X y p(1) = Y que es continuamente
diferenciable en [0, 1] salvo quizd en un niimero finito de puntos, donde la derivada
P = (py, ..., pl,)" tiene limite finito por la izquierda y por la derecha.

La longitud [(P) del X-Y camino P con respecto a la métrica fijada d viene dada
por

I(P) = / 16/ ad.

Si P no interseca el interior de ninguna barrera, i.e., si p([0,1]) Nint(B) = 0, el X-Y
camino P es un X-Y camino permitido.

Usando la nocién de X-Y camino permitido, la distancia con barreras dg entre dos
puntos X e Y en la region factible F puede definirse de la siguiente forma.

Definicién 2.2. Para X,Y € F, la distancia con barreras dg(X,Y') es el infimo de las
longitudes de todos los X -Y caminos permitidos, i.e.,

dg(X,Y) := f{l(P) : P esun X-Y camino permitido}. (2.1)

Un X-Y camino permitido con longitud dg(X,Y") es un X-Y camino permitido d-
minimo (o0 X-Y camino 6ptimo, camino geodésico).

Notese que la existencia de un X-Y camino permitido d-minimo, que es una curva
diferenciable salvo quizd en un nimero finito de puntos, no puede ser garantizada
siempre. En particular, pueden existir casos donde el infimo en se alcance para
un camino que no satisfaga la condicion de diferenciabilidad de la Definicion Un
ejemplo de esta situacién en el caso bidimensional se muestra en la Figura[2.1]
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Figura 2.1: Un ejemplo en R? donde no existe ningtin X-Y camino /,-minimo. La
frontera superior del conjunto barrera B tiene un nimero infinito de puntos extremos
en (1/i,1 — 1/i*)t y (—=1/i,1 — 1/i*), i € {2,4,8,16,...}, es por ello que ningln
camino sobre esta frontera es un X-Y camino permitido de acuerdo a la Definicion

tAl

En adelante nos vamos a centrar en los problemas y conjuntos de barreras para los que
existe un X-Y camino permitido d-minimo para toda elecciéon de X,Y € F. Este es
el caso, por ejemplo, de los conjuntos de barreras poliédricos en R™. En estos casos, el
infimo en puede ser reemplazado por un minimo.

La distancia con barreras dg no es, en general, positivamente homogénea, lo cual
implica que no existe una norma induciendo la métrica dz. M4s atin, la distancia con
barreras dz tampoco es, en general, convexa. Sin embargo, dz define una métrica en la
region factible F.

Lema 2.1. Sea d una métrica inducida por una norma y sea B = Ufil B; la union de
los conjuntos barrera. Entonces, dg define una métrica en F, i.e., para todo X,Y, 7 €
F,

ds(X,Y) >0 y dg(X,Y)=0& X =Y, 2.2)
ds(X,Y) = ds(Y, X), (2.3)

Por consiguiente, (F,dg) es un espacio métrico n-dimensional.

Demostracion. Las desigualdades e igualdades de (2.2) y (2.3)) se tienen de forma
trivial. Para probar la desigualdad triangular (2.4) consideremos tres puntos X, Y, Z €
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JF. Es fécil ver que para todo X-Z camino permitido Px  y para todo Z-Y camino
permitido Pzy existe un X-Y camino permitido Pxy = Px z U Pzy de longitud
[(Pxy) =1l(Px,z) + l(Pzy) pasando por Z. Por tanto,

dp(X,Y) = inf{l(Pxy) : Pxy esun X-Y camino permitido}
= Inf{l(Pxz) +(Pzy) : Pxzesun X-Z camino permitido y
Pzy esun Z-Y camino permitido}
= dg(X,Z)+dp(Z,Y).

[]

Nos referiremos a dg como métrica de camino minimo o distancia geodésica. El si-
guiente colorario es una consecuencia inmediata de la definicién de dj.

. s, . . . N .,
Corolario 2.1. Sea d una métrica inducida por una normay sea B = | J,_, B; la union
de los conjuntos barrera. Entonces

ds(X,Y) > d(X,Y) VX,Y € F.

Considerando la distancia desde un punto dado X € F podemos distinguir, por un
lado, las partes de F en las que dg(X,Y) es equivalente a la métrica d(X,Y) y, por
otro lado, las partes de F donde dg(X,Y) > d(X,Y).

Definicion 2.3. Dos puntos X,Y € F son d-visibles si
dg(X,Y) =d(X,Y),

esto es, si la distancia entre X e Y no se ve incrementada por la presencia de las
regiones barrera.
El conjunto de puntos que son d-visibles desde un punto X € F es, por tanto,

visiblesy(X) := {Y € F : dg(X,Y) = d(X,Y)}.

De forma similar, llamaremos d-sombra de un punto X € F al conjunto de puntos
Y € F que no son d-visibles desde X, i.e.,

sombray(X) := {Y € F : dg(X,Y) > d(X,Y)}.

Definicion 2.4. La frontera de la clausura de la d-sombra de un punto X € F (o, para
abreviar, la frontera de sombra, (X)) es

d(sombray(X)) = {Y eF : N.(Y)Nsombra,(Y)#0 y
N.(Y) € sombray(Y) Ve > 0},

donde N.(Y) :={Z e R" : (5(Z,Y) < e}.
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En la Figuara se muestran dos ejemplos de posibles formas de la d-sombra de un
punto dado X € IR? con respecto a dos métricas d diferentes.

sombrag,(X) sombray, (X)

Figura 2.2: La /;-sombra y la /;-sombra de un punto X € R?.

Obsérvese que para algunas elecciones de la métrica d un punto que es d-visible puede
no ser /»-visible, esto es, no visible en el sentido usual de visibilidad en linea recta.
Por otra parte, todo par de puntos ¢5-visibles son también d-visibles si d es una métrica
inducida por una norma, como muestra el siguiente lema.

Lema 2.2. Sea d una métrica inducida por una norma. Entonces

sombray(X) C sombray, (X), XeF.

Ademads, si X,Y € F son ly-visibles, X # Y, entonces el segmento de recta que
conecta X e Y es un X-Y camino permitido d-minimo con longitud d(X,Y).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, sea X = 0 el origen (siempre puede ha-
cerse una traslacion que lleve X al origen) y sea Y € F un punto {»-visible desde X.
Entonces, el segmento de recta que conecta X e Y es un X-Y camino permitido P da-
do por la parametrizacién p : [0,1] — R™, p(t) =¢-Y,t € [0, 1]. Usando la definicién
de distancia con barreras dg, Definicion 2.2} m la longitud de P puede calcularse como

ds(X,Y) < / 128 ladt = / = / 1Vl adt
0

= Yla=
Por tanto, el segmento de recta que conecta X e Y es un X-Y camino permitido d-
minimo con longitud d(X,Y"). Por consiguiente, la subregion de F que es {y-visible
desde un punto X € F es también d-visible desde X, y sombra,(X) C sombray,(X)
paratodo X € F. [

5 (tY)
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2.2. Barreras poliédricas y la propiedad de contacto
con barreras

Un conjunto poliédrico en R? es un conjunto cerrado cuya frontera es un poligono. En
R™ con n > 3, llamaremos conjunto poliédrico a todo conjunto cerrado cuyas caras
de dimensién n — 1 son conjuntos poliédricos en R”~!. Conviene hacer notar aqui la
diferencia entre poliedro y conjunto poliédrico, mientras que el primero es siempre
convexo por ser la interseccion de un nimero finito de semiespacios, el segundo no
tiene por qué serlo necesariamente. En esta seccidn nos vamos a centrar en el caso par-
ticular en el que el conjunto de barreras { B, ..., By} estd constituido por conjuntos
disjuntos dos a dos, cerrados, poliédricos, pero no necesariamente convexos, en R”.
Ademds, asumimos que el nimero de caras de las barreras de B = vazl B; es finito
para evitar casos degenerados como el que se ilustr6 en la Figura Los resultados
que se muestran a continuacién garantizan la existencia de caminos permitidos mini-
mos para este tipo de barreras. Para poder abordar el caso general n-dimensional sera
necesario fijar antes la atencion en el caso bidimensional, al conjunto finito de puntos
extremos de B lo vamos a denotar por P(5).

Lema 2.3. Sea {By, ..., By} un conjunto finito de conjutos barrera en R? disjuntos
dos a dos, cerrados, poliédricos y con un conjunto finito de puntos extremos P (B).
Sea d una métrica inducida por una norma y sean X,Y € F. Entonces existe un X-Y
camino permitido d-minimo S P con la propiedad que apararece a continuacion.
Propiedad de contacto con barreras:

SP es un camino lineal a trozos con puntos criticos solamente en los puntos extremos
de las barreras.

Demostracion. Sean X,Y € F y sea SP un X-Y camino permitido d-minimo en
F que no satisface la propiedad de contacto con barreras. Nétese que, dado que el
conjunto de barreas y también el conjunto de puntos extremos de las barreras P(5)
son finitos, S P puede subdividirse en un conjunto finito de puntos verificando que dos
puntos consecutivos en S'P son {5-visibles. El Lema implica que el segmento de
recta que conecta dos puntos consecutivos en SP es un camino permitido d-minimo
uniendo estos dos puntos. Por tanto, podemos construir un camino lineal a trozos S P’
uniendo X e Y con un conjunto finito de puntos criticos y cuya longitud es menor o
igual a la de SP. Ahora puede construirse un X-Y camino permitido d-minimo SP”
con la propiedad de contacto con barreras a partir SP’. Sean [T;_1,T;] y [T}, T;41] dos
segmentos rectilineos consecutivos de S P’. Asumamos que 7;_; y T}, son {5-visibles.
Entonces, la desigualdad triangular implica que los dos segmentos rectilineos [7;_1, 7;]
y [Ti, T;+1] pueden ser reemplazados por el segmento rectilineo [7;_1, T;,1] sin incre-
mentar la longitud de SP’. Supongamos ahora que 7;_1 y T;,1 no son /y-visibles,
usando de nuevo la desigualdad triangular, el punto critico 7; puede moverse a lo largo
de [T;_1,T;] o alolargo de [T}, T}, 1] hacia T;_; o T; 1, respectivamente, sin incremen-
tar la longitud de S P’, hasta que uno de estos segmentos rectilineos sea tangente a una
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barrera.

Durante la iteracion de ambas operaciones todo punto extremo de una barrera que
pertenezca a SP’ lo interpretamos como un punto critico 7}, incluso cuando el seg-
mento rectilineo [7;_1,7;,1] es parte de SP’. De esta forma, con la iteracién de ambas
operaciones se consigue un camino S P” con la propiedad deseada después de un nd-
mero finito de pasos, ya que todo punto critico de S P’ que no es ain un punto extremo
de una barrera puede moverse hacia X, Y, o un punto extremo de una barrera. La exis-
tencia de X-Y camino permitido d-minimo estd garantizada, pues si suponemos que
dp(X,Y) se alcanza Gnicamente para caminos en F que no satisfacen las condiciones
de la Definicién repitiendo el proceso de construccion de SP” a partir de cual-
quiera de estos caminos, conseguimos un X-Y camino con la propiedad de contacto
con barreras, y por tanto permitido, con longitud menor o igual que dg(X,Y), lo cual
es una contradiccion. L

Noétese que la propiedad de contacto con barreras no se satisface en general para los
problemas en R™ con n > 3. En la Figura se muestra un ejemplo de situacién en
R3 en la que no existe ningtin X-Y camino permitido /-minimo con puntos criticos
s6lo en los puntos extremos de las barreras presentes. Sin embargo, el Lema[2.3| puede
generalizarse al caso n-dimensional como muestra el Lema[2.4]a continuacién.

Figura 2.3: Un X-Y camino permitido ¢5-minimo en un entorno con dos barreras po-
liédricas en R3.

Lema 2.4. Sea {By, ..., By} un conjunto finito de conjutos barrera en R", n > 3,
disjuntos dos a dos, cerrados, poliédricos y con un niimero finito de caras. Sea d una
métrica inducida por una norma y sean X,Y € F. Entonces existe un X-Y camino
permitido d-minimo S P con la propiedad que apararece a continuacion.

Propiedad de contacto con barreras generalizada:

SP es un camino lineal a trozos con puntos criticos solamente en las caras de las
barreras de dimension n. — 2 o menos.
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Demostracion. Sean X,Y € F y sea SP un X-Y camino permitido d-minimo en
F que no satisface la propiedad de contacto con barreras generalizada. Siguiendo los
mismos argumentos que en la demostracion del Lema puede construirse un X-Y
camino permitido lineal a trozos SP’ con [(SP’) < [(SP) mediante la triangulacién
de la region factible F por un conjunto finito de simplices. Por el Lema [2.2] las por-
ciones de curvas en estos simplices pueden reemplazarse por segmentos rectilineos sin
incrementar la longitud de S P.

Consideremos dos segmentos rectilineos consecutivos [7;_1, T;] y [T}, T;41] en SP'.
Obsérvese que [T;_1,7T;] N [T}, Ti+1] = {1;}, ya que de otra forma S P’ no podria ser
un X-Y camino permitido d-minimo. Por tanto, estos segmentos rectilineos [T;_1, 7;]
y [T;, T;11] definen de forma tdnica un plano H en R™ que los contiene. La interseccién
de H con las barreras de B da lugar a un conjunto de barreras poliédricas bidimen-
sionales en H con un nimero finito de puntos extremos, pues las barreras de B3 tienen
un nimero finito de caras. Ahora podemos aplicar el Lema [2.3] al subproblema bidi-
mensional de encontrar un 7;_;-7;,; camino permitido d-minimo en H. Por tanto, el
camino [T;_y,T;] U [T}, T;11] puede ser reemplazado por un 7;_1-7;,1 camino lineal a
trozos en H satisfaciendo la propiedad de contacto con barreras y de longitud menor
o igual a la del 7;_4-T;,1 camino original en SP’. Dado que un punto extremo del
conjunto poliédrico resultante de la interseccion de una barrera B € 5 con el plano H
es una cara de dimensién O de B N H, por la férmula de la dimension, este punto co-
rresponde a un punto de una cara de B en R" con dimensién n — 2 o menos. Podemos
concluir asi que el T;_1-7;,; camino construido satisface la propiedad de contacto con
barreras generalizadas.

Iterando este proceso un nimero finito de veces se consigue un X -Y camino permi-
tido d-minimo lineal a trozos con puntos criticos solamente en las caras de las barreras
de dimensién n — 2 o0 menos. Razonando exactamente igual a como se hizo en el final
de la demostracion del Lema[2.3]se prueba que la existencia de X'-Y camino permitido
d-minimo estd garantizada también en este caso. ]

2.3. Camino rectangular minimo en presencia de para-
lelepipedos barrera

Esta seccion constituye el nicleo del capitulo, los métodos que aqui se presentan para
resolver el problema del camino minimo con respecto a la métrica ¢; cuando existen
paralelepipedos que actdan como barreras son la base sobre la que se construyen los
algoritmos para resolver los problemas que se planteardn en los capitulos siguientes.
La norma de Manhattan o rectangular es una norma muy especial que, al igual que
la norma maximo, pertenece tanto a la familia de las normas £, p € [0, cc], como a la
familia de normas bloque. Cuando consideramos la métrica que esta norma induce para
medir la distancia entre dos puntos, podemos pensar que dicha distancia es en realidad
la longitud de un camino constituido por segmentos rectilineos paralelos a los ejes
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de referencia con la particularidad de que los cambios de direcciéon que se producen
en dicho camino se realizan en puntos del camino donde los segmentos incidentes
forman un 4dngulo recto. Esto hace que la métrica de Manhattan halle aplicaciones en
diversos problemas del dmbito real que involucran el cédlculo de caminos minimos,
como pueden ser el disefio de rutas en ciudades con calles en estructura de cuadricula
(ciudades divididas en manzanas) o el enrutamiento de tuberias en barcos.

En aplicaciones en el plano y el espacio, los paralelepipedos constituyen una forma
sencilla de englobar (aproximar) obstdculos de formas arbitrarias, simplificindose asi
el problema que podria suponer sortear estructuras de formas relativamente complejas.
Si ademads permitimos que los paralelepipedos puedan intersecar dando lugar a barreras
complejas podemos obtener una mejor aproximacién del obsticulo que se pretende
evitar.

2.3.1. Formulaciéon como un problema de camino minimo en gra-
fos

En adelante vamos a denotar al sistema coordenado de R" por OAX] --- X,,. Un pa-
ralelepipedo isotético en R™ o hiperparalelepipedo isotético de dimension n es un
paralelepipedo en R" cuyas caras de dimensién 1 son paralelas a los ejes coordena-
dos (ver Figura [2.4)). Este tipo de paralelepipedos estdn caracterizados por un punto
k = (Ki1,..., k)" denominado centro del paralelepipedo y por la mitad de la anchu-
ra &, en cada una de las coordenadas OA}, de forma que, en la coordenada O &), el
paralelepipedo se extiende desde xy — & hasta ki + &, k = 1, ..., n. Por tanto, un para-
lelepipedo isotético en R™ puede describirse también como un poliedro cuyos puntos
extremos son los del conjunto { (k1 + 911, ..o, K + 12&n)" ¢ ix € {0,1},k=1,...,n}

(ver Figura[2.4).

Xy Xy

(K1 — & ko + &)’ (F1+ &, R + &)

13

&1

K= (K1, k)"

A
(K1 — &1, 2 — )" (K1 + &1, k2 = &)

(@] X x

Figura 2.4: Paralelepipedos isotéticos en R? y R3.
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Llamaremos complejo de paralelepipedos isotéticos en R™ o complejo de hiperpa-
relelepipedos isotéticos de dimension n ala union de un nimero finito de paralelepipe-
dos isotéticos en R" siempre y cuando el conjunto resultante de la unién sea conexo
y sin puntos de corte (ver Figura [2.5)). Vamos a considerar que cada elemento B; del
conjunto de barreras { By, ..., By} es un complejo de paralelepipedos isotéticos en R”,
en particular, B; puede ser un paralelepipedo isotético de R", es decir, un complejo
de paralelepipedos constituido por un unico paralelepipedo, ¢ = 1,...,n. A menudo
nos referiremos a los paralelepipedos isotéticos simplemente como paralelepipedos,
cuando esto no dé lugar a confusidn, en cualquier caso, siempre que hablemos de ba-
rreras los paralelepipedos se consideran isotéticos. Asumimos que los complejos de
paralelepipedos son disjunto dos a dos, pues si dos de ellos intersecan entonces po-
demos considerarlos como un tunico complejo (salvo cuando la interseccion de ambos
consista en un unico punto, en cuyo caso éste seria un punto de corte). Como siem-
pre B = Uf\il B;. Puesto que para evitar la infactibilidad venimos suponiendo que
F = R™\ B es conexo, tenemos que asumir que ninguno de los complejo barrera
posee huecos (ver Figura[2.6), esto puede evitarse afidiendo (uniendo) paralelepipedos
al complejo hasta rellenar dichos huecos. En adelante, siempre que hablemos de com-
plejos de paralelepipedos entenderemos que estos son objetos sin huecos. Por ultimo,
por motivos técnicos, vamos a considerar que los paralelepipedos { B}, ..., BI*'} que
forman un complejo B;, 1o describen correctamente si, para cualquier punto de un pa-
ralelepipedo Bg ,J =1,...,m;, que pertenezca a la frontera de Bf y al, mismo tiempo,
al interior del complejo B;, entonces, existe otro paralelepipedo distinto del mismo
complejo BF tal que dicho punto pertenece a su interior. Nétese que si la descripcion
por paralelepipedos que tenemos de B; no cumple la propiedad anterior, siempre po-
demos hacer que se cumpla anadiendo nuevos paralelepipedos a la descripcion de B;
sin cambiar su forma (ver Figura [2.7).

(a) (b)

Figura 2.5: El objeto (a) es un complejo de paralelepipedos isotéticos en R? mientras
que el objeto (b) no lo es pues posee un punto de corte (el vértice comun en el que
intersecan los paralelepipedos).
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s}

(a) (b)

Figura 2.6: El objeto (a) no es un complejo de paralelepipedos isotéticos en R? pues
posee un hueco, pero si se le anade el paralelepipedo B como aparece en (b), entonces
si lo es.

)

W

(@) (b)

Figura 2.7: Para que el complejo de paralelepipedos isotéticos en R? que muestra (a)
quede bien descrito puede afadirsele el paralelepipedo B tal y como aparece en (b).

Obsérvese que los complejos de hiperparalelepipedos de dimensién n son conjuntos
poliédricos en R", n > 2, por la tanto, para cualquier métrica d inducida por una
norma y para cualesquiera X,Y € F, la existencia de un X-Y camino permitido d-
minimo con la propiedad de contacto con barreras estd garantizada por el Lema |[2.3|y
el Lema[2.4] No es dificil ver que, cuando n > 3, los puntos criticos del camino lineal
a trozos que da el Lema [2.4]y que se encuentran solamente en las caras de dimensién
n — 2 o menos de los complejos barrera, se encuentran de hecho en las caras de dimen-
sién n — 2 o0 menos de los paralelepipedos que los constituyen, mas concretamente en
la parte de dichas caras que pertenece a la frontera del complejo correspondiente.
Como se ha indicado al comienzo de la seccidn, la métrica en la que estamos in-
teresados es la inducida por la norma rectangular ¢;. La siguiente definicion captura la
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idea de cémo son percibidos en el espacio métrico euclideo los X-Y caminos cuando
la longitud de estos estd medida con respecto a la métrica /5.

Definicion 2.5. Dados X,Y € R", llamaremos X-Y camino rectangular a todo lugar
geométrico () constituido por los segmentos [a1, as], [as, asl, ..., [ax_1,ak]|, K > 2,
donde la sucesion finita de puntos ai,as, ...,ax_1,ak verifica: cada punto a;, 1 =
1, ..., K —1, difiere del punto a;.1 en una coordenada, siendo el resto iguales; a; = X
vag =Y oay =Y yax = X. Los puntos ay, ...,ax que definen el X-Y camino
rectangular son los codos del camino, en particular, a; y ax son los codos triviales.

La longitud I(Q) de un X-Y camino rectangular es la suma de las longitudes de
los segmentos que unen cada punto de la sucesion con el que le sigue en la misma, es
decir,

K-1
UQ) = Z lo(ais aigr)-

Si Q no interseca el interior de ninguna barrera, i.e., si QNint(B) = 0, el X-Y camino
rectangular () es un X-Y camino rectangular permitido. Un X-Y camino rectangular
minimo permitido es un X-Y camino rectangular permitido () de longitud

1(Q) =f{l(Q") : Q esun X-Y camino rectangular permitido}.

Una amalgamacion de un X-Y camino rectangular () es otro X-Y camino rectangular
Q' con niimero de codos mayor o igual al de Q) y con longitud igual a la de Q, [(Q)') =
HQ).

Los caminos rectangulares constituyen la forma natural de pensar en caminos uniendo
pares de puntos X, Y € R” cuando utilizamos la métrica ¢; para medir distancias. De
hecho, cualquier camino rectangular que vayade X a Y (o de Y a X) tal que en cada

codo no trivial de la sucesion se iguala una de las coordenadas de X a la coordenada
correspondiente de Y, tiene longitud, euclidea, ¢, (X, Y") (ver Figura .

Q) =dg(X.,Y)
Y = (1, y2, 93)"

(41, Y2, 3)"

X = (3:133:23:]?3)[ Q

(31, T2, -T:%)[

Figura 2.8: Camino rectangular entre X e Y tal que en cada no trivial se iguala una de
las componentes de X a la componente de Y correspondiente.
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A partir de ahora consideramos fijada la métrica /1, esto quiere decir que en adelante,
a no ser que se diga lo contrario, d = /1, y que siempre que hablemos de un X-
Y camino estaremos asumiendo que la longitud del mismo estd medida con respecto
a esta métrica. El siguiente resultado muestra la equivalencia de los X-Y caminos
permitidos (Definicién [2.1)) y los X-Y caminos rectangulares permitidos (Definicién
2.5)) a la hora de calcular la distancia con barreras dg(X,Y).

Lema 2.5. Sean XY € F. Entonces, para todo X-Y camino permitido (1-minimo
existe un X-Y camino rectangular permitido de la misma longitud, y reciprocamente,
para todo X -Y camino rectangular minimo permitido existe un X -Y camino permitido
de la misma longitud con respecto a la métrica (1. Por tanto,

dp(X,Y) =min{l(Q) : Q esun X-Y camino rectangular permitido}
y todo X-Y camino rectangular minimo permitido tiene longitud dg(X,Y).

Demostracion. Sea SP un X-Y camino permitido ¢;-minimo. Siguiendo los mismos
argumentos utilizados en la demostracién del Lema [2.4] (o el Lema [2.3] si estamos en
R?) podemos construir un X-Y camino permitido SP” de la misma longitud que SP
(¢;-minimo) con la propiedad de contacto con barreras generalizada (o la propiedad
de contacto con barreras si estamos en R?). Sea [T;, T;+1] un segmento rectilineo de
SP”, entonces, T; y T;,1 son dos puntos criticos consecutivos de SP” situados en las
caras de dimensién n — 2 o menos de los paralelepipedos que constituyen los com-
plejos barrera, mds concretamente, en la parte de dichas caras que se encuentra en la
frontera del complejo correspondiente (si estamos en R? son puntos extremos de los
complejos barrera). Es evidente que T; y T}, 1 son {5-visibles pues el segmento de recta
que los une en SP” es un T;-T;,; camino permitido, luego por el Lema el seg-
mento rectilineo [T}, 7;,1] en S P” tiene longitud ¢,(7;, T;11). Si el segmento [T, T} 1]
es paralelo a alguno de los ejes coordenados O&j, j = 1,...,n, entonces [T}, T; 4] es
un camino rectangular constituido tnicamente por dos codos, los triviales, de longitud
05(T;, Ti11) = ¢1(T;, Ti11)- En caso contrario, sabemos, que cualquier camino rectan-
gular que va de 7; a T;,, de forma que en cada codo no trivial de la sucesion se iguala
una de las coordenadas de 7; a la coordenada correspondiente de 7;, 1, tiene longi-
tud ¢, (X,Y’), sin embargo, puede que ninguno de estos caminos rectangulares sea un
camino rectangular permitido. Sea () cualquiera de estos caminos rectangulares. En-
tonces siempre se puede amalgamar () para construir un 7;-7;,; camino rectangular
(' de la misma longitud que () y que se aproxime tanto como queramos al segmento
[T;, T;+1] hasta que sea un camino rectangular permitido (ver Figura . Esto puede
conseguirse debido a que el nimero de complejos barreras es finito, asi como el ni-
mero de hiperpararelepipedos que constituyen cada uno de ellos y el nimero de caras
de estos ultimos, y a que podemos usar tantos codos como queramos para construir el
camino rectangular (', siempre que sean una cantidad finita, dando lugar a un camino
rectangular constituido por segmentos de longitud tan pequefia como queramos para
aproximarnos a [1;, ;1] evitando las barreras, esta evasion es posible debido a que
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[T;, T; 1] Nint(B) = () y a que los complejos son disjuntos. De esta forma, podemos
sustituir cada segmento [T, T; ;1] de SP” por un T;-T;,; camino rectangular permitido
de su misma longitud, siendo el resultado de esta sustituciéon un X-Y camino rectan-
gular permitido de la misma longitud que SP” y, por tanto, que SP.

Tﬂ+l

Figura 2.9: El T;-T;,1 camino rectangular permitido ()’ es una amalgamacion del 7;-
T} 11 camino rectangular no permitido Q).

Si @ es un X-Y camino rectangular minimo permitido, el propio () es un X-Y
camino en el sentido de la Definicion puede parametrizarse en el intervalo [0, 1],
siendo continuamente diferenciable salvo en un numero finito de puntos, estos son,
los codos. Que el camino parametrizado es permitido es evidente pues el camino rec-
tangular () sin parametrizar lo es. Por tltimo, seleccionada una parametrizacién p de
(@ (cualquier parametrizacion estdndar para caminos lineales a trozos), puede compra-
barse, usando la propiedad de aditividad con respecto al intervalo de integracion de la
integral, que

Q) = / 15
]

Siel Lema[2.4] (o el Lema[2.3]segtin el caso) simplificaba la bisqueda de X'-Y caminos
permitidos ¢;-minimos para obtener dz(X,Y") al asegurarnos la existencia de uno de
estos caminos con la particularidad de ser lineal a trozos y con puntos criticos sola-
mente en partes concretas de las barreras, la nocién de X-Y camino rectangular y el
Lema 2.5|facilitan ain més la tarea del célculo de ds(X,Y') dada la sencillez de estos
ultimos caminos, pues no son mas que una sucesion finita de segmentos paralelos a los
ejes coordenados que nos llevan de un punto al otro. Este es el momento de formalizar
el problema al que queremos dar solucién.
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Problema 2.1. Dado el conjunto { By, ..., By} de complejos de paralelepipedos iso-
téticos en R™ disjuntos dos a dos y dados dos puntos X e Y en la region factible F,
siendo F = R*\ By B = U~ By, calcular dg(X,Y) asi como un X-Y camino
rectangular permitido () de esa longitud, es decir, minimo.

Lo primero que debemos plantearnos es si es posible restringir la region de & donde
podemos encontrar un camino rectangular minimo permitido. Dicha restriccion va a
ser posible y para ello se emplearé el siguiente concepto.

Definicion 2.6. Sea B la union de un conjunto finito de complejos de paralelepipedos
isotéticos en R" disjuntos a dos a dos 'y sea F = R" \ B. La envolvente rectangular
iterativa Rz de X, Y € F yde B es el paralelepipedo isotético en R™ mds pequeiio tal
que

X,Y € Rg y ORgN int(B) = 0.

La envolvente rectangular iterativa de la Definicién [2.6] puede obtenerse mediante el
siguiente algoritmo.

Algoritmo 2.1. (Costruccion de la envolvente rectangular iterativa)

Input: Los puntos X = (1, ...,x,)" e Y = (y1, ..., yn)" en F y el conjunto { By, ..., Bx }
de complejos de paralelepipedos barrera en R", cada uno de ellos descrito por el con-
junto de paralelpipedos { B}, ..., B["'} que lo forman, i = 1, ..., N.

Paso 1: Hacer R igual al paralelepipedo de centro k := ((x14+1y1)/2, ..., (xn+yn)/2)"
y mitad de la anchura en cada coordenada O Xy, & = |k, — Tk| = |kr — Yg
k=1,..,n.

’

Paso 2: Mientras exista un paralelepipedo Bg €eB,j=1..m;1=1,...N, tal
que OR Nint(B!) # 0, hacer R igual al paralelepipedo dado por: el centro
de coordenadas

i = (el + 6w+ €03 — min{sg — G n— E03)/2

siendo Ky, K}y €., &) las coordenadas de los centros y las mitades de las
anchuras en la coordenada O X}, del paralelepipedo R construido en la etapa
anterior 'y el paralelepipedo Bg respectivamente, k = 1,...,n; y mitad de la
anchura en cada coordenada OX},, k =1, ...,n,

& = | — max{ry, + &, ki + §H = [me — min{ry — & my — G-
Output: Rz = R.

El Algoritmo2.1]|sigue la idea elemental de ir englobando sucesivamente mediante un
paralelepipedo contenedor minimo los paralelepipedos que forman los complejos de B
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hasta obtener R 5. La Figura[2.10]ilustra la aplicacién del Algoritmo [2.1en un ejemplo
con cinco complejos de paralelepipedos barrera en el plano.

X
R 1
I l Y B;

| 5}
| B
X
R 7 351
; |
2 1
Bt
B! (

| 5]
B
[
26
R B}
L] Y 2
By B %
B} B} '
| 5] |
— ¥
R =TRg
X
B}
1 = Y .
B., B!
I 52
By

Figura 2.10: Construccion de R usando el Algoritmo

Lema 2.6. El Algoritmo 2.1 halla la envolvente rectangular iterativa de X,Y € F'y

B en un niimero finito de pasos.
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Demostracion. El Algoritmo [2.1] termina en un nimero finito de pasos, pues estamos
asumiendo que el numero de complejos barrera asi como el nimero de paralelepipedos
por los que estdn formados cada uno de ellos son finitos, luego el Paso 2 del algoritmo
se ejecutard a lo sumo Zfil m,; veces, siendo /N el nimero de complejos barerra y m;
el nimero de paralelepipedos que constituyen el complejo B;, ¢ =1, ..., N.

Para probar la correccién del Algoritmo vamos a denotar por Ry, | =1, ..., L,
al paralelepipedo obtenido tras la [-ésima iteracion del algoritmo, de esta forma, R, es
el paralelepipedo contenedor minimo de X e Y, y Ry, es el paralelepipedo obtenido
al finalizar el algoritmo. Entonces, el Algoritmo [2.1] construird correctamente la envol-
vente rectangular iterativa Rz si R = Rp.

Claramente, R; C R, se tiene para todo [ = 1,..., L. Por tanto, XY € R;.
Probemos ahora que OR , Nint(B;) # 0,7 =1,...,N. Siesto no se da, entonces existe
un punto Z € R Nint(B;). Sea B, j € {1, ..., m;}, un paralelepipedo del complejo
B; tal que Z € Bg Si17 e int(Bf ) entonces llegamos a un absurdo puesto que por el
Paso 2 del algoritmo el paralelepipedo Bg habria sido anadiendo a R, en algin mo-
mento de la ejecucion, no dando lugar a que z € OR . Si Z pertenece a la frontera de
Bf , entonces, por las suposiciones que estamos haciendo sobre la descripcion de los
complejos de paralelepipedos barrera, existird otro paralelepipedo BY del complejo B;
distinto de BZ tal que Z € int(BF), con lo que, de nuevo por el Paso 2, se llegaria a
una contradiccién, teniéndose por tanto OR, N int(B) = (). Puesto que X,Y € Ry y
OR Nint(B) = (), se tiene la contencién Rz C R, por ser R el menor paralele-
pipedo isotético que verifica estas condiciones.

Por otro lado, R C Rz se tiene por el Paso 1 del algoritmo. Supongamos aho-
ra que R, ¢ Rp. Entonces existe un indice r € {2,...,L} tal que R; C Ry para
todo ! € {1,...,r — 1}, pero R, € Rp. Sea B}, el paralelepipedo afiadido en la ite-
racién r, el cual es parte del complejo Bp. Por consiguiente, By, € Rz, y dado que
ORp Nint(Bgr) = 0, se tiene también OR 5 N int(B}) = () ya que int(B};) C int(Bg).
Usando que R,—; € Rz llegamos a que int(By) N1 R,—; = (0, 1o que contradice la
construccion del paralelepipedo R, en la iteracion 7. [l

Denotemos por I/ al nimero total de paralelepipedos que forman los complejos ba-
rrera, es decir, con la notacién que venimos utilizando, W = Zf\il m,;. El Paso 1 del
Algoritmo tiene un coste O(n), siendo n la dimensién del espacio R™ en el que
estemos trabajando. Como se ha dicho en la demostracion del Lema [2.6] el Paso 2 se
realiza a lo sumo W veces. Las comprobaciones R N int(Bf ) # () del Paso 2 para los
paralepipedos Bg € B,,j=1,...,my,i = 1,...,N, tienen un coste O(n), pues para
llevarlas a cabo s6lo tenemos que comparar los intervalos [k — &, ki + &) de ambos
paralelepipedos en cada coordenada £ = 1,...,n, ademds, estas comprobaciones se
realizardn cada vez que llegamos al Paso 2 un nimero de veces acotado por W (una
vez por cada uno de los paralelepipedos que forman los complejos barrera). Es facil
observar que la actualizacién de R que se lleva a cabo en el Paso 2 tiene un coste O(n).
Por tanto, una cota superior asintdtica para la ejecucién del Algoritmo2.1les O(W?2n).
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Lema 2.7. Sea B la union de un conjunto finito de complejos de paralelepipedos isoté-
ticos en R" disjuntos a dos a dos y sean X,Y € F con F = R"\ B. Entonces, siempre
existe un X-Y camino rectangular minimo permitido contenido en la envolvente rec-
tangular iterativa Rg de X, Y y B.

Demostracion. Obsérvese que podemos asumir que no hay barreras en R" \ R pues-
to que esta asuncion sélo podria decrementar la longitud de los caminos rectangulares
que no estdn contenidos en R mientras que no tiene efecto sobre los caminos rec-
tangulares que si lo estdn. Asumimos pues que no hay barreras en R \ Rg. Como
sabemos, el Lema el Lema 2.4y el Lema [2.5] implican la existencia de un X-Y
camino rectangular minimo permitido ). Supongamos que @ es tal que Q ¢ Rp. Sean
(e, w;) los pares de puntos de la frontera de Rp, tales que, cuando considaramos ()
orientado desde X hasta Y, () abandona Rz por «; y vuelve a entrar en la envolvente
rectangular iterativa por w;. La parte del camino @),, ., de ) que va desde o; a w; se
encuentra por tanto completamente contenida en el exterior de Rz, salvo a; y w; que
estdn en la frontera. Lo que vamos a demostar es que cada porcion (), ., de () puede
ser sustituida por un o;-w; camino rectangular de la misma longitud contenido en la
frontera de R, con lo que obtendriamos un X-Y camino rectangular minimo permi-
tido Q' contenido en R 3.

Sean o y w cualquiera de los pares de puntos mencionados antes y sea (. la
porcién de () que los une. El camino (), ., €s un a-w camino rectangular minimo per-
mitido, pues de lo contrario, () tampoco seria un camino rectangular minimo permiti-
do. Obsérvese que, puesto que Q,,, Nint(Rg) = (), si consideramos a Rz como una
barrera, (), sigue siendo un a-w camino rectangular minimo permitido. Los puntos
oy w son los tnicos puntos de (), ., que pertenecen a la frontera de R, si seguimos
considerando a la envolvente rectangular iterativa Rz como una barrera (la cual con-
tendrd a B por la asuncién hecha al comienzo de la demostracién), por el Lema
(asumimos en adelante que R” es tal que n > 3, la demostracién en R? es andloga
utilizando el Lema , existe un a-w camino permitido ¢;-minimo P lineal a trozos
con puntos criticos solamente en las caras de dimensiéon menor o igual que n — 2 de
Rp. Por el Lema I(P) = I(Q). Sea [T}, T;41] cualquiera de los segmentos que
forman P. Como 1;,7;1; € Rgy R es convexo por ser un poliedro, en concreto un
hiperparalelepipedo de dimensién n, el segmento [1;, T;11] € Rp. Pero [T;,T;11] es
un 7;-T; 1 camino permitido, luego debe estar contenido en la frontera de R . Lo que
vamos a probar a continuacién es que existe una cara de dimensién n — 1 de R que
contiene a [T}, T;11].

Es sabido, que las caras de dimensién k de Rz son hiperparalelepipedos de dimen-
sion k, k = 1,...,n — 1. Como T; estd en la frontera de R, entonces alguna de las
coordenadas (7;); de T; debe ser igual a uno de los valores extremos x; —&;, k;+&; del
paralelepipedo ‘R en esa coordenada, siendo x; la j-ésima coordenada del centro de
Rpy &; la mitad de la anchura en esa misma coordenada OX; de Rp, j € {1,...,n}.
De lo contrario siempre podria encontrarse una bola B(7;, §) C int(Rg), d > 0, lo cual
es una constradiccidon con que 7; pertenezaca a la frontera de Rgz. Lo mismo ocurre
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conT;1.81(T;); = (Ti41); = kj+ s cons € {—1,1} para alguna coordenada O X,
j €{1,...,n},entonces T; y T;.; estan contenidos en la cara de dimensién n— 1 de Rp
constiuida por el hiperparalalepipedo de dimensién n — 1 contenido en el hiperplano
X; =kj+5E.81(T;); = (Ti+1); # K+ s paratodo s € {—1,1} y toda coordenada
OX;, j = 1,...,n, entonces puede comprobarse que k; —&; < (T;+Ti41);/2 < K+
para todo j = 1,...,n, es decir, el punto medio de 7; y 7;,, que estd contenido en
[T;, T;+1], pertenece al interior de Rp, lo cual es una contradiccion pues [T}, T;11] es
un camino permitido por serlo P.

Como 7; y T4+, estdn contenidos en un hiperparalelepipedo de dimensién n — 1,
cualquier camino rectangular que va de 7; a T;,; de forma que en cada codo no trivial
de la sucesion se iguala una de las coordenadas de 7; a la coordenada correspondien-
te de 741 (ver Figura [2.8)), estd contenido en dicho paralelepipedo que a su vez estd
contenido en la frontera de ‘'Rg. Dichos 7;-7;,, caminos rectangulares tienen longitud
01(T;, Ti41), es decir, la misma que [T}, ;11| (Lema . De esta forma, podemos sus-
tituir cada segmento [T, T; 1] de P por un 7;-T;,, camino rectangular permitido de
su misma longitud, siendo el resultado de esta sustitucién un a-w camino rectangular
permitido de la misma longitud que (), ., contendio en la frontera de R 3. [

El Lema[2.7|nos dice que, a la hora de encontrar un X-Y camino rectangular minino
permitido, podemos restringir la busqueda a F N R en lugar de considerar todo F.
Esto implica que, en el Problema podemos obviar todos los complejos de hiper-
paralelepipedos barrera que no estén contenidos en R, pues no son necesarios en el
célculo de dp(X,Y).

A continuacién, vamos a realizar un mallado sobre Rz, de forma que buscar X-Y
caminos rectangulares minimos permitidos sea equivalente a resolver un problema de
camino minimo en el grafo que constituye esta malla. La construccion de esta malla va
a requerir un tratamiento distinto segun estemos en el caso plano o en R" con n > 3.

Consideremos primero el caso bidimensional. Para cada punto Z € {X,Y }UP(B),
siendo P(B) el conjunto finito de puntos extremos de 13, y para cada vector fundamen-
tal v* de la norma rectangular, etiquetados como en el Ej emplo y la correspondiente
direccién fundamental d’, i = 1, ..., 4, sea

(Z+d)g ={Z+ " : NeR,, (Z+ud)Nint(B)N (R*\ Rp) = OV0 < pu < A}

el conjunto de puntos del plano que son /5-visibles desde Z en la direccién fundamental
d" dentro de la envolvente rectangular iterartiva Rz de X, Y y B. Diremos que (Z+d")5
es una linea de construccion rectangular.

Definicion 2.7. En R?, la red

N, = U UZz+d)s|usB) uoRrs,

Ze{X,YUP(B) i=1

donde S(B) es el conjunto de las caras de dimension 1 de todos los complejos de
paralelepipedos B;, 1 = 1, ..., N, es la red de construccién rectangular de X, Y y B.
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Los puntos de interseccién de los segmentos en Ny, (los cuales pueden ser caras de
dimension 1 de un complejo de paralelepipedos barrera o caras de dimension 1 de Rp
o lineas de construccion rectangular) definen el conjunto P (N, ) de nodos de la red,
y C(Ny,) es el conjunto de celdas resultantes en R \ int(B), i.e., el conjunto de po-
liedros con puntos extremos en P(B3). Nétese que estos poliedros que constituyen las
celdas son de hecho hiperparalelepipedos isotéticos, pues los segmentos en Ny, son
siempre paralelos a los ejes de coordenadas. Consideraremos que C(/N,, ) estd com-
puesto por los hiperparalelepipedos isotéticos de dimension 2 resultantes del mallado
que Ny, produce en R g, asi como por los hiperparalelepipedos isotéticos de dimension
1 (segmentos) resultantes de dicho mallado que no estdn contenidos en los hiperpara-
lelepipedos de dimension 2 anteriores, de forma que (e Ny = R \ int(B). En la

Figura se muestra un ejemplo de una red de construccion rectangular Ay, en R

Rp

B,

Figura 2.11: Red de construccion rectangular Ny, de X, Y y B = B; U B, en R%. Los
hiperparalelepipedos de dimensién 2 de C(N,, ) se aprecian claramente, mientras que
los de dimenién 1 se han sefialado como lineas de mayor grosor (hay tres).

Vamos a ver ahora como podemos realizar un mallado de Rz en R" conn > 3. Sea
B un paralelepipedo cualquiera en R™ de centro £ = (K, ..., k,,)" y mitad de la anchura
en cada coordenada OX), igual a &, k = 1, ..., n. Las caras de dimensién n — 1 de B
son los hiperparalelepipedos de dimensién n — 1 dados por {(z1, ..., k; + &, ..., 2,)" €
R™ : ki—& <z <ki+&,i=1,...,n,i#jtconje{l,...,n}yse {—1,1},ysu
numero es, por tanto, 2n. Consideremos los hiperplanos H paralelos a los hiperplanos
OX,---X;_1Xj1---&,, j = 1,...,n, y que cortan a B Unicamente en su frontera.
Cada uno de estos hiperplanos contiene una cara de dimensién n — 1 de B, el hiper-
plano # dado por X; = k; + s§; con s € {—1,1} contiene al hiperparalelepipedo
{(z1, ik + 88, yz) €R" 0k — & <z < ki+ &, 1 =1,...,n,10 # j}de
dimensiéon n — 1, 5 = 1, ..., n, luego su ndmero es también 2n. En cuanto a lo planos
IT paraleleos a los planos OX; X}, ¢,7 = 1,...,n,% < j, y que cortan a B Ginicamente
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en su frontera, su nimero es n(n — 1)2”_3: el nimero de planos OX; X}, 7,5 = 1,...,n,
i< 7,es (g) o lo que es los mismo, n(n — 1)/2; para cada plano OX; X, las posibi-
lidades de colocarlo en la frontera de B son 272, esto es, el nimero de posibilidades
de combinar los valores extremos xj + s, s € {—1, 1}, en las coordenadas restantes
OXy, k =1,...,n, k # i,j. Asi, (5)2"7% = n(n — 1)2"73 es también el nimero de
caras (paralelepipedos) de dimensién 2 de B.

Volvamos a nuestro conjunto de complejos barreras { By, ..., By } y tomemos dos
paralelepipedos Bg , Bl cualesquiera (que pueden pertenecer al mismo complejo o in-
cluso ser iguales), i,k € {1,..., N}, 5 € {1,...,m;}, h € {1, ...,my}. Sea H un hiper-
plano de los anteriores para Bg tal que la cara de dimensién n—1 que contiene de Bg no
estd completamente contenida en el interior de B;, y sea I un plano de los descritos an-
tes para B que cumple también que la cara de dimensién 2 que contiene de B} no estd
completamente contenida en el interior de Bj. Utilizando la férmula de la dimension
sabemos que la interseccion de ‘H y II puede ser, o bien, una recta, o bien, el propio II.
Nos interesa s6lo las intersecciones de ‘H y II que dan lugar a rectas r. Tomada la recta
r, que es necesariamente paralela a uno de los ejes de coordenadas, nos quedamos con
los segmentos {51, ..., Sk } de r que se obtienen al realizar el siguiente procedimiento:
en primer lugar, nos quedamos con el segmento S = r N 'Rp de r; y, en segundo lugar,
tomamos los segmentos maximales {51, ..., Sk } de S tales U,I; S; = S\int(B). El nd-
mero de estos segmentos es finito pues el nimero de paralelepipedos de cada complejo
es finito asi como el nimeor de caras que poseen. Los segmentos {51, ..., Sk } son las
lineas de construccion rectangular producidas por el hiperplano H y el plano II. De la
misma forma, podemos construir estas lineas considerando también como hiperplanos
‘H y planos II a los hiperplanos paralelos a OX; - - - X; 1 X1 --- X, 7 =1,..,n,ya
los planos paralelos a OX;X;, 7,5 = 1,...,n, ¢ < j, que pasan por los puntos X e Y
entre los que queremos caluclar dz (X, Y'), asi como a las caras de dimensiénn — 1y 2
de R5. Los segmentos resultantes del proceso al considerar estos planos e hiperplanos
son también lineas de construccién rectangular en R” con n > 3.

Obsérvese que, puesto que la cara de dimension n — 1 de Bg que contiene el hiper-
plano H no estd completamente contenida en el interior de B; y la cara de dimension 2
de B} que contiene el plano II no estd completamente contenida en el interior de By,
‘H y II contienen, respectivamente, una cara de dimensién n — 1 de B; y una cara de
dimesnién 2 de By. De hecho, en lo que estamos interesados realmente es en intersecar
hiperplanos que contienen caras de dimension n — 1 de un complejo con planos que
contienen caras de dimension 2 de otro o el mismo complejo. Sin embargo, el proce-
dimiento anterior constituye una forma sencilla de obtener las lineas de construccion
rectangular a partir de los paralelepipedos que constituyen los complejos, y no a partir
de estos ultimos directamente.

Definicion 2.8. En R™ conn > 3, la red de construccion rectangular Ny, de X, Y y B
es la formada por la union de las lineas de construccion rectangular descritas en los
pdrrafos anteriores formadas entre todos los pares posibles de hiperplanos ‘H y planos
IT en las condiciones del mismo pdrrafo.



32 2.3. Camino rectangular minimo en presencia de paralelepipedos barrera

Al igual que en R?, los puntos de interseccion de los segmentos en Ny, definen el
conjunto P (N, ) de nodos de la red, y C(N,,) es el conjunto de celdas resultantes en
R \ int(B). Los poliedros que constituyen las celdas de C(Ny,) son ahora hiperpara-
lelepipedos isotéticos de dimensién n o n — 1. Para ver esta tltima afirmacién tenemos
que mostrar que dado un punto Z € P(MN,,) existe un segmento que parte de Z en
todas las direcciones fundamentales visibles desde Z (esto es, si Z pertece a la cara
de dimension n — 1 de un paralepipedo que hace de barrera o de R, no tiene senti-
do considerar la direccion fundamental que al partir de Z se introduce inmediatamente
después de Z en el interior del paralelepipedo o de Rz). El punto Z puede ser un punto
extremo de un segmento de Ny, o el resultado de la interseccién de dos segmentos de
Ny, . Supongamos que Z es un punto extremo de un segmento de Ny, . Sea r la recta a
la que pertenece dicho segmento y a partir de la cual se obtienene el mismo. Sean H y
I1, respectivamente, el hiperplano y el plano cuya interseccion da lugar a r. Por tanto,
Z € r,H,11. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que OX; es la direccion en la
que varia r, que H es paralelo al hiperplano X; = 0 y que II es paralelo al plano que
varia en las direcciones O y OAX, siendo constante en el resto. Por la construccion
descrita de \Vy,, el que Z sea un punto extremo de un segmento S de Ny, significa que
existe una cara de dimensioén n — 1 de un paralelepipedo de los complejos barreras o
de R que impide que el segmento S se prolongue por Z en la direcciéon OX;. Sea H’
el hiperplano que contiene a dicha cara, el cual sera paralelo al hiperplano X} = 0. Se
tiene, por tanto, Z € H'. Por tltimo consideremos una cara de dimensién n — 1 que
contiene a la cara de dimension 2 del paralelepipedo o de R que da lugar al plano II,
en caso de que II tenga algunos de estos origenes. Sea H” el hiperplano que la contie-
ne, el cual es paralelo al hiperplano &; = 0 con j # 1,2. Si II es un plano que pasa
por X oY, entonces igualmente tomamos un hiperplano H" que pase por X o Y y que
contenga a II. También en este caso H" es paralelo al hiperplano X; = 0 con j # 1, 2.
Como Z € II se tiene Z € H”. Por dltimo, observemos que H, H' y H” son todos
hiperplanos que intervienen en la construccién de Ny, (contienen a caras de dimension
n — 1 de paralelepipedos no contenidas completamente en el interior del complejo co-
rrespondiente, o de R 3, 0 pasan por X o Y'), por tanto, dado cualquier sentido para una
direccién O X}, ndtese que siempre puede tomarse uno de estos hiperplanos y un plano
contenido en otro de los hiperplanos que pase por Z (plano que interviene también
en la construccién de Ny, ) cuya interseccion dé lugar a un segmento de Ny, que pasa
por Z y continda en el sentido dado de OX}; si esto es posible. Si Z es el resultado
de la interseccion de dos segmentos de Ny, se razona de la misma forma. Las celdas
de dimensién n — 1 de C(N;,) son las contenidas en las caras de dimensién n — 1 de
Ry se deben, en el caso de que ocurran, a las intersecciones de las fronteras de los
complejos con la frontera de R .

Analicemos cudl es el coste computacional de la construccién de Ny, . La red de
construccion rectangular Ny, es una red geométrica determinada por sus nodos P (N, )
y los segmentos (con su longitud correspondiente) que los unen, por tanto, determina-
dos estos tenemos aquella. Comencemos por el caso bidimensional. Sea > el nimero
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de puntos en {X, Y} U P(B), siendo P(B) el conjunto finito de puntos extremos de
B,yseaW = ZZ]\LI m,; el nimero total de paralelepipedos que forman los complejos
barrera de B. En primer lugar tenemos que obtener Rz con un coste de O(17?). Dado
un punto de {X,Y} U P(B) tenemos que considerar las cuatro lineas de construc-
cioén rectangular que parten de él. Para saber hasta donde se extienden dichas lineas
debemos detectar si intersecan el interior de los paralelepipedos que constituyen los
complejos barrera, asi como si intersecan alguna de las caras de dimension 1 de Rp.
Las comprobacién de interseccion con el interior de un paralelepipedo asi como con
una cara de dimension 1 de Rz se realiza en tiempo constante. Las lineas de construc-
cidn se obtienen, por tanto, en un tiempo de O(4X)O(W + 4) = O(XW). El niimero
de lineas de construccién estd acotado por O(X). Para obtener los puntos P(Ny,) y
dividir las lineas de construccién en segmentos debemos comprobar las intersecciones
entre lineas de construccion, lo que tiene un coste O(X?). Para obtener la longitud de
los segmentos, tomamos cada linea de construccion y la recorremos calculando la dis-
tancia entre nodos adyacentes en dicha linea, como el nimero de nodos en una linea
de construccién es a lo sumo O(X), las longitudes de los segmentos se hallan en un
tiempo O(%?). Luego N, se obtiene en O(max{I¥?, ¥?}). Puesto que si los comple-
jos estén adecuademente descritos por sus paralelepipedos W < X, A, se tiene en un
tiempo O(X?).

EnR" conn > 3, el paso inicial del cdlculo de 'R 5 conlleva un tiempo O(WQn). La
interseccion de todos los hiperplanos H con los planos II para obtener las rectas r tiene
un coste O(W?2n12"3) (véase la discusion sobre el nimero de caras de dimensién n—1
y 2 de un paralelepipedo en R" en los parrafos precedentes, y considérese que la inter-
seccion de un hiperplano y un plano en R” requiere un nimero O(n) de operaciones).
La divisién en segmentos de cada recta r requiere comprobar la interseccién de ésta
con el interior de todos los paralelepipedos que constituyen los complejos, cada una de
estas comprobaciones se realiza en O(n), luego la divisién de todas las rectas r en seg-
mento tiene un coste O(W3n>2"~3). Por ese mismo coste calculamos las longitudes de
los segmentos. Para obtener los puntos P (N, ) debemos comprobar las intersecciones
(cada comprobacion de interseccién requiere O(n) operaciones) entre los segmentos
anteriores, lo que tiene un coste O(TW°n'122"=6)_ Si dos segmentos intersecan en un
punto estos deben dividirse en nuevos segmentos cuyas longitudes deben ser calculadas
(para que esto se entienda, al intersecar [(1,0)%, (1,2)] con [(0,1)%, (2,1)"], debemos
calcular la longitud de los segmentos [(1,0)*, (1,1)"], [(1,1),(1,2)1, [(0,1)%, (1,1)]
y [(1,1)%,(2,1)], pues (1,1)" es un nuevo nodo), pero este célculo puede realizarse en
tiempo constante en el mismo momento en el que se obtiene los puntos P (N, ). Por
tanto, la obtencién de Ny, en R™ con n > 3 tiene un coste O (1 °n!1227-6),

Teorema 2.1. El Problema|2. l|es equivalente al problema de hallar el camino minimo
entre X e 'Y en la red geométrica Ny, .

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que efectivamente X es es un nodo de Ny,
el cual se obtiene por la interseccion sucesiva entre los hiperplanos H paralelos a los
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hiperplanos OX; --- X;_1 X1 --- &y, 7 = 1,...,n, y los planos II paraleleos a los pla-
nos OX;Xj;, 4,5 = 1,...,n, ¢ < j, que pasan por dicho punto. Por el mismo motivo,
Y € PNy, ).

Por el Lema existe un X-Y camino rectangular minimo permitido () conteni-
do en la envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y y B. Sean (1, ..., C'x la sucesion
ordenada de celdas de C(N,, ), las cuales son hiperparalelepipedos de dimensién n o
n — 1, que atraviesa () desde X hasta Y. Si en algiin momento, () recorre la frontera de
varias celdas de C (N, ), nos quedamos con un conjunto minimal de celdas que asegure
que @ C Ufi , Ci. Por la construccién que se ha hecho de Ny, C; y Ciy1 comparten
una y séla una (C; y C;; son isotéticos) cara maximal, esto es, de dimensién n — 1
o n — 2 dependiendo de la dimensiones de C; y C;y;. Notemos por (; ;1 a la cara
maximal cominde C; y Ci, 1,1 =1,..., K — 1.

El punto X pertenece entonces a (', mds atn, es un vértice de este hiperparale-
lepipedo. Sea Z el tltimo punto de () en C; y el primer punto de ) en C5. El punto
Z pertenece pues a la frontera de C; y a la frontera de Cy, mds concretamente a (j o.
Tomemos ahora el punto Z’ el cual es el ultimo punto de @) en C5 y el primer punto
de @ en (3. Claramente Z’ pertenece a (2 3. La porcion Qx 7 de () que vade X a
Z' es un X-Z' camino rectangular minimo permitido, de lo contrario () no seria un
X-Y camino rectangular minimo permitido. Supongamos, que (; > €s una cara de di-
mensién n — 1 de C';. Asumamos que dicha cara es aquella en la que &X; = &; + s¢;,
siendo k; y §;, respectivamente, el centro y la mitad de la anchura en la coordena-
da OX;de Cy,conj € {1,...,n}ys € {—1,1}. Si X es el vértice (1, ..., z,)" de
C\, el segmento [(z1, ..., %, ..., Tn)", (@1, ..., Kj + &, ..., z,)"] €s un camino rectan-
gular minimo permitido (permitido pues estd contenido en C1) que va de X a (.
Denotemos V' al vértice (21, ..., 5j + $&j, ..., xn)" de C1. Si (1 2 es una cara de dimen-
sién n — 2 de €}, asumimos que dicha cara es aquella en la que X; = x; + 5;§; y
Xy = K + sk, con j. k€ {1,...n}, j < k,s; € {-1,1} y s, € {—1,1}. En
este caso 108 segmentos (L1, ..., Tj, oy Thy ooy L)y (T14 ooy Kj + S5 ooy Thy ooy T)'] Y
(1, ey K+ 8565, oy Thy ooy T)Ey (@1 ooy K+ 85854 ooy Kk + SkEy -, T )] cOnstituyen
un camino rectangular minimo permitido (de nuevo permitido por estar contenido en
C1) que vade X a ;5. Ahora V es el vértice (21, ..., kj + $;&j, -, Kk + SkEk, vy Tn)
En cualquier caso, obsérvese que el camino rectangular )’ que surge de la unién del
X -V camino rectangular permitido anterior y cualquier V'-Z camino rectangular mini-
mo permitido tal que en cada codo no trivial se iguala una de las componentes de V" a la
componente de Z correspondiente (permitido en este caso pues V' 'y Z son ¢;-visibles
ya que pertenecen a la misma cara (; o del hiperparalelepipedo C';) es una amalgama-
cién del camino rectangular minimo permitido ()x 7 que es la porcién de () que va
de X a Z. Entonces, el camino unién Q" de Q)" y (7 7, siendo este tltimo la porcién
de ) que vade Z a Z', es una amalgamacion de () x z/ y, por tanto, un X-Z' camino
rectangular minimo permitido.

Si ahora repetimos la construccién anterior de Q" cambiando los papeles de C',
Cy, X, Z, Z" y (42, respectivamente, por los de Cs, C3, V' (que es un vértice de Cy),
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Z', Z" (dltimo punto de ) en C5 y primer punto de () en Cy) y (2,3, obtenemos un
V-Z" camino rectangular minimo permitido Q" que pasa por un vértice V' de (5 3. Si
consideramos la parte del camino Q" U Q" que va de X a V’, dicha parte constituye
un X -V’ camino rectangular minimo permitido el cual se realiza completamente sobre
los segmentos de N, y que pasa por los nodos correspondientes de la red. Repitiendo
sucesivamente este proceso en la sucesién de celdas C4, ..., Cx, obtenemos un X -V ()
camino rectangular minimo permitido Q) sobre los segmentos de N, , siendo V(%)
un vértice del hiperparalelepipedo C. Finalemente, puesto que V) e Y son vértices
de O, existe un V5)-Y" camino rectangular minimo permitido Q¥ 1) sobre los seg-
mentos de Ny, que son caras de dimensién 1 de C'x, y por tanto, Q) U QU5+ es un
X-Y camino rectangular minimo permitido sobre los segmentos de N, . [

El Teorema 2.1 deriva en el primer método para la resolucion exacta del Problema 2.1}
aplicar el algoritmo de Dijkstra sobre el grafo que constituye N;,. Demos una cota
superior asintética para la complejidad de este método. En R?, ya habiamos razona-
do que el nimero de lineas de construccién rectangular estaba acotado por O(). El
nimero de nodos de N, serd entonces como mucho del orden de O(3?) (en el peor
de los casos todas las lineas de construccion intersecan dos a dos). Puesto que el algo-
ritmo de Dijkstra tiene una complejidad del orden del cuadrado del nimero de nodos
del grafo en el que se aplica, la aplicacion en el caso que nos ocupa tiene un coste de
O(X3%). A esto hay que sumarle €l coste de construccién de Ay, (que incluye el coste
de construccion de Rp), el cual es (’)(22), por lo que el coste total de este método en el
caso plano es O(X*). En R™ con n > 3, cada recta r formada por la interseccion de los
hiperplanos # y los planos II, puede dar lugar a O(W) segmentos cuando se realiza
su divisién para que no interseque el interior de los W paralelepipedos que forman los
complejos barreras. Como el nimero de estas rectas es del orden de O(W?n32"73), el
nimero de segmentos a los que dan lugar es del orden de O(TW3n?2"~3). Los nodos
de N, se obtienen por la interseccion dos a dos de estos segmentos, luego a lo sumo
habra O(W%n%22"6) La aplicacion del algoritmo de Dikjstra a Ay, tiene entonces un
coste O(W12np1221n=12) " que predomina sobre el coste de la construccién del propio
grafo Ny, que era O(Won!122n=6),

2.3.2. Formulaciones de programacion lineal y entera mixta

El Problema [2.1|es susceptible de ser formulado como un problema de programacion
lineal y entera mixta. El modelado mediante un problema de programacién matema-
tica y su posterior resolucién a través de un solver, es una técnica mas flexibles que
otros métodos de resolucion de problemas, en el sentido de que nuevas caracteristicas
pueden ser exigidas a la solucién del problema considerado sin més que afiadir restric-
ciones al problema de programacién matematica que lo modela. Por contra, cuando
el problema de programacién matemaética incluye variables enteras o binarias, su re-
solucion exacta puede llegar a ser computacionalmente muy costosa, dependiendo del
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numero de dichas variables, pues obtener la solucién en este caso pasa por la aplicacién
de métodos de ramificacion y acotacion. En esta subseccion se presentan modelos de
programacion matemadtica originales para la resolucion del Problema Puesto que
la formulacién de estos problemas no es inmediata, comenzaremos estudiando el caso
en el que el conjunto de complejos de hiperparalelepipedos barrera esta constituido
por un dnico complejo, el cual es ademds un Unico paralelepipedo barrera. Continua-
remos con el caso en el existen dos parelelepipedos que hacen de barrera en el espacio
ambiente, para finalmente, tratar el problema general que nos ocupa, el Problema|2.1
Para la obtencién de los modelos, serd necesario apoyarnos en propiedades que se de-
riven de los resultados presentados en las secciones precedentes y que proporcionen la
mayor informacién posible sobre las soluciones de estos problemas en cada caso.

Como hemos dicho, vamos a comenzar con el caso en el que B = B es un tnico
paralelepipedo en R™ de centro (k1, ..., 5, )" y mitad de la anchura en cada coordenada
&5, J = 1,...,n. Los siguientes lemas son resultados técnicos que nos serdn de ayuda en
la demostracién de algunos resultados posteriores. El primero de ellos no es especifico
para el caso en el que B = B, sino que es vélido también en el caso general en el que
B es la unién de un conjunto finito de complejos de paralelepipedos barrera.

Lema 2.8. Todo camino rectangular permitido uniendo los puntos X,Y € F de lon-
gitud (1(X,Y) estd contenido en el paralelepipedo contenedor minimo Rx y de X e
Y, esto es, el paralelepipedo de centro k= ((x1 +y1)/2, ..., (Tn + yn)/2)" y mitad de
la anchura en cada coordenada OXy, & = |kk — xx| = |k —y, k=1, ...,n

Demostracion. Supongamos que existe un X-Y camino rectangular permitido () de
longitud ¢, (X, Y) que no estd completamente contenidoen Ry y. Sea Z = (z1, ..., 2, )"
un punto de @) tal que Z ¢ Ryy. Como Z ¢ Rxy, para algin j € {1,...,n},
\z; — z;| > |z; — y;| o ly; — zj| > |z; — y;|. de lo contrario Z perteneceria a R y.
Supongamos sin pérdida de generalidad que |z; — z;| > |z; — y;|. Cada segmento
de un X-Y camino rectangular minimo permitido produce un acercamiento entre las
coordenadas de X e Y en una de las direcciones coordenadas. En el mejor de los casos,
en una direccién OX]; se consigue igualar las coordenadas de X e Y en esa direccion
empleando una longitud total entre todos los segmentos que avanzan en esa direccion
de |z; — y;|. Pero, para llegar en () desde X a Y, en la direcci6n O&X se recorre una
longitud total entre todos los segmentos que avanzan en esa direccion al menos de
|z; — z;| (para llegar primero de X a Z), que es mayor estrictamente que |z; — y;|.
Como (1 (X,Y) =30 | |x; — i, si @ tiene esta longitud, como |z; — z;| > |z; — v,
esto implica que en al menos una de las direccién OX;, ¢ # 7, se recorre una longi-
tud total entre todos los segmentos que avanzan en esa direccion menor estricta que
|z; — v, 1o cual no es posible. O

El siguiente resultado caracteriza cuando los puntos X,Y € F, con F = R" \ int(B),
no son /;-visibles, en cuyo caso indica el valor de dg(X,Y).
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Lema 2.9. En presencia del paralelepipedo barrera B, dados X,Y € F, el puntoY
pertenece a la (1-sombra de X siy sélo si para algin j € {1,...,n}:

Proy:(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B))

y
min{z;,y;} < k; < max{z;,y;},

donde Proyj(-) es la proyeccion en el hiperplano OX, --- X;_1X; 1 --- X,. En cuyo
caso

dp(X,Y) = Z [T — Y| + |20 — (ki + 8&)| + |yi — (ki + 5&)],

k=1,....n,k#i
siendoi € {1,...n},i#jyse{-1,1}

Demostracion. Supongamos que el punto Y pertenece a la ¢;-sombra de X. Enton-
ces, dp(X,Y) > ¢1(X,Y). Vamos a probar por reduccidn al absurdo que para algiin
j € {1,...,n} se da Proy;(X),Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{z;,y;} < x; <
max{x;,y,}. Supongamos lo contrario, es decir, que para ningin j € {1,...,n} se dan
simultdneamente las pertenencias y las desigualdades anteriores. Entonces el camino
rectangular que va de X a Y dado por los segmentos

[(xla X2y eeey Tn—1, In)tu (yh X2y eery Tn—1, xn)tL

(Y1, T2, ooy Tty Tn)'s (Y15 Y2y oy T, T)'],

[(yla Y2, -5 Yn—1, xn)ta (917 Y2y ooy Yn—1, yn)ﬂa

es un camino permitido, pues, obsérvese, que todos los segmentos [(v1, ..., Yj, Tj41, .-,
)Y (Y1, - Yjs Yjt1s -, T )'] sOn permitidos, es decir, no intersecan el interior de B,
debido a que Proy;(X), Proy;(Y") € int(Proy;(B)) y min{z;, y;} < r; < max{z;,y;}
no se dan simultdneamente, j = 1, ..., n. Ademads, este camino es minimo pues su lon-
gitud es /1(X,Y), lo que contradice la hipétesis de que Y pertenece a la ¢;-sombra de
X.

Supongamos ahora que j € {1,...,n} es tal que min{z;,y;} < x; < max{z;,y;}
y Proy;(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B)). Suponiendo ademds que X e Y son /;-visibles
vamos a llegar a una contradiccién. Como X e Y son /¢;-visibles, existe un X-Y ca-
mino rectangular minimo permitido () de longitud ¢, (X, Y"). Por el Lema Q@ es-
td contenido en el paralelepipedo contenedor minimo Rxy de X e Y. Pero, dado
que Proy;(X),Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{z;,y;} < r; < méx{x;,y;}, to-
dos los puntos de Rx y tales que su j-ésima coordenada se encuentra en el interva-
lo (k; — &, kj + &), no pertenecen a la regién factible F, puesto que estos puntos
pertenecen también al interior de B. Ningin camino rectangular contenido en Ry y
puede entonces unir X e Y, debido a que no puede pasar por los puntos de Rx y
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tales que su j-ésima coordenada se encuentra en el intervalo (k; — &;,Kx; + &) y a
que necesariamente min{z;,y;} < k; — &j, k; + & < max{z;,y;} por las hipéte-
sis Proy;(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{z;,y;} < x; < max{z;,y;} ya que
X,Y € F, odicho de otro modo, Rx y \ int(B) tiene dos componentes conexas, en
una estd X y en la otra Y, luego no existe camino rectangular permitido contenido en
R xy que pueda unir X e Y. Esto contradice que () pueda ser un X-Y camino rectan-
gular permitido contenido en Rx y.

Por dltimo, vamos a probar la expresion de dp(X,Y) que da el lema. Sea j €
{1, ...,n} tal que Proy;(X), Proy;(Y’) € int(Proy;(B)) y min{x;,y;} < r; < méx{z;,
y; }. Esto sélo puede darse para una de las coordenadas de O&) - - - X,,, la j-ésima en
este caso, ya que B es isotético. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que z; <
k;j < y;. Consideremos la envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y y B. Obsér-
vese que R p es el paralelepipedo de centro con coordenadas ), = ki, k € {1,...,n},
k # j, y mitad de la anchura en cada coordenada &, = &, k € {1,...,n}, k # j,
mientras que £} = (z; +y;)/2y & = |z; — #}| = |y; — #/|. Usando el Lema 2.7,
para determinar dg(X,Y’), podemos limitarnos a buscar un X-Y camino rectangu-
lar minimo permitido @ en R p. Pero, por la descripcion que hemos hecho de R,
obsérvese que entonces () debe pasar necesariamente por alguna de las caras (7 de
dimensiéon n — 1 de B en la que la coordenada OX; es constante e igual a x; + s&;,
coni # jys € {—1,1}. El camino rectangular permitido )" en R 5 dado por los seg-
Mentos [(T1, ..., Tj, «ovy Tjy oo L)'y (T4, oy Kj — T, ooy Ty, .o, Ty, )] (suponiendo sin pér-
dida de generalidad j < i) y [(Z1, ..., Kj — Xjy ooy Ty ooy ) (X104 ooy Kj — Ty ooy Ky +
$&i, ..y Ty)'], que llega al punto Z = (x4, ..., Kj — Tj, ..., ki + S&, ..., xp)t de (7, es
un camino rectangular permitido y minimo que va desde X a ¢, pues su longitud es
0L(X,Z) = |x; — (kj — xj)| + |z — (ki + s&)|. El punto Z es igual a X en todas
sus componentes salvo dos, la j-ésima y la ¢-ésima, en las que toma valores extremos
de B en la coordenada correspondiente, sin embargo, este cambio en las componen-
tes de X es suficiente para que no se dé Proy; (Z),Proy;(Y) € int(Proy;(B)) para
ningin k£ € {1,...,n}, luego, por lo que llevamos probado del lema, Z e Y son /;-
visibles. Entonces, nuevamente por el Lema existe un Z-Y camino rectangular
minimo permitido Q" en R (R contiene a la envolvente rectangular iterativa de 7,
Y y B) de longitud ¢;(X, Z). El X-Y camino rectangular Q = Q' U Q" es un X-Y
camino rectangular permitido, minimo entre todos los que pasan por la cara ¢ de B,
de longitud

S e — gkl lmi = (ks + &)+ v — (ki + &)
k=1, ki

Luego dp(X,Y’) se obtiene al tomar como cara (¢ de B la que proporciona el X-Y
camino rectangular mds corto, i € {1,...,n},i # j,s € {—1,1}. O

Si X e Y son /;-visbles, dg(X,Y) = ¢1(X,Y) y hallar un X-Y camino rectangular
de esa longitud no es dificil, basta buscarlo en Ry y \ int(B), siendo Ry y el parale-
lepipedo contenedor minimo de X e Y. Si X e Y no son /;-visibles, el Lema [2.9/nos
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dice que si Proy;(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{z;, y;} < x; < max{z;,y;},
cosa que debe darse necesariamente para un tnico j € {1,...,n}, entonces dg(X,Y)
es la menor de las distancias

Do k= yel + i — (5 + s€)| + |y — (s + 8],
k=1, ki

siendoi € {1,...,n},i # j,y s € {—1, 1}. Para cada una de estas distancias, un X-Y
camino rectangular permitido de esa longitud es (suponiendo sin pérdida de generali-
dad x; < y; y 7 < 1%) el dado por los segmentos

(@1, 2y ooy Ty oy Ty 1y Ty ooy Tp) (21, T, JUS 5 ey Ty 1, Ty L)',
(21, T2, ooy U] 5 ooy Tim1, Ty ooy T) s (21, Ty oy U ooy Tim1, Dy ooy )],
(21,2, 0o, U ooy Timt, iy ooy T) s (L1, Ty ooy U ooy Tty Ty ooy )],
(21,2, 0oy U ooy Timt, iy ooy T) s (Y1, Ty oy 0

)", ( ;

- - t
y oy Li=15 Uiy ooy P y ooy Lim15 Ugy ooy Ty ]7 (25)

— t t
7"'influvi7“'7xn> 7<y17y27“'7v y ooy i1, Y 7$n> ]7

[(y1,y2, "'7Uj s e Yi—15Yis "'ayn)ta (ylay2> ---ayja s Yi—15 Y, --~>yn)t]a

siendo v; = K; — &j, v;f = k; +& y U; = Kj + s, como puede observarse en la
construccién que se hace del mismo en el Lema[2.9] Para un j fijado, existen (n — 1)2
de estos caminos. Luego para resolver el problema que nos ocupa podemos formular un
problema de programacién matematica que decida adecuadamente qué camino escoger
entre un ndimero de caminos igual a 1 + n(n — 1)2, uno para el casoenel que X e Y
son {;-visbles, y 2n(n — 1) para el caso en que Y € sombray, (X ). Dicho problema
es el que se recoge en el siguiente teorema, para facilitar la formulacién del mismo
vamos a utilizar la notacién X' = Xy X? = Y, asi ; = z; y 7 = g, para todo
ie{l,...,n}

Teorema 2.2. El Problema [2.1| cuando B = B es un uinico hiperparalelepipedo de
dimension n, de centro (ki,...,k,)" y mitad de la anchura en cada coordenada &;,
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7 =1,....n, es equivalente al problema de programacion lineal y entera mixta

min

s.a.

d
d>d —(1—wM?,

2.6)
2.7)

d>d"s — (1= M2 Ve=1,...,n,r=1,...n,r#ks=—-11 (2.8)

WO + Z Wirs = 1,

k=1,...,n,r=1,...,n,
r#k,s=-1,1

wlh g =al— kg, Vi=1,2k=1,.n,
uly < Moy, Vji=1,2k=1,..,n,
Uy S M(1=05), Vi=1,2k=1,..n,
A5 =uh +ug, Vi=1,2,k=1,..n,
d% > $;1€ — xi, Vk=1,..,n,
d2 > xi - :c,lf, Vk=1,..,n,
d§k3 > fﬁi — (ke + &), Vi=1,2,k=1,...,n,s =—1,1,
d§ks > (kK + 8€k) — :L‘i, Vi=1,2k=1,...n,s = —1,1,
A5 > & — &M, Vi=1,2k=1,...n,

Y A<=+ N, Vi=12k=1,..,n,
h=1,....,n,h£k
e+ A3 <1+ Ay, VE=1,..,m,
—Ap <01 —Oop < Ap, Ve =1,...,n,
A+ A <1+Q, VE=1,..,n,
= 3 d+M D,

k= h=1,...n

1,...,n

Vk=1,...,n

r=1,...n

R S SEID N TR SR vk

h=1,...,n,h#r t=1,...,n,t#k ’
s=-—1,1,

d,d” >0,

>0, Vk=1,...,n,

ds >0, W e {0,1}, Ve=1,..,n,r =1, n,r # ks =—1,1,

u;“—kauj_kv ;:]g 2 Oa )‘;Im)\?kaéjk‘ € {Oa 1}7 VJ = 1727k = 17 ey Ty

Ay >0, Vi =1,2k=1,.,n5=-11,

Ak,Ak,Qk € {0,1}, Vk=1,...,n,

siendo M > 0 una constante lo suficientemente grande.

(2.9)

(2.10)
2.11)
(2.12)
(2.13)

(2.14)
(2.15)
(2.16)

2.17)
(2.18)
(2.19)

(2.20)
(2.21)
(2.22)
(2.23)

)

*(2.24)

(2.25)
(2.26)
(2.27)
(2.28)

(2.29)
(2.30)

Demostracion. En (2.25))-(2.30) se define la naturaleza de las variables de decision: d

es una variable positiva que en el 6ptimo tomaré el valor dg(X*, X?); dJ, ...

0
,d, son
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también variables positivas que en el 6ptimo tomardn los valores |z} —22|, ..., |z} — 22|,
respectivamente, si estos valores son necesarios para el calculo de dp(X LX 2); la
variable d*"* representa el valor de la distancia dz(X!, X?) en el caso de que X'
y X? no sean /;-visibles debido a que Proy;(X'),Proy;(X?) € int(Proy;(B)) y
min{z}, 22} < K < max{z}, 22}, y el menor X'-X? camino rectangular permiti-
do sea el de longitud >°,_, . |vj — @F| + [z} — (ky + s&)| + |27 — (K + 5],
mientras que w*"* es una variable binaria que tomara el valor 1 si efectivamente X'y
X? se encuentran en ese caso y 0 en caso contrario; u ., u, y d5 5 tomardn, respectiva-
mente, los valores |z} — Kk| si 2], > Kk O 0 en caso contario, |z} — k| si 2], < kg 00
*1s SOn variables positivas que representan

en caso contario, y |xk

los valores |27 — (k4 5& )| necesarios para el clculo de dg(X*, X?) en los diferentes
casos; A} ke A?k y Ay, son variables binarias que determinaran la posicion relativa de las
coordenadas de X' y X? con respecto a las proyecciones en Proy; () de B; d;5 y Ay
son variables binarias que determinardn la posicién relativa de x;, y 7 con respecto al
centro de B; las variables binarias €2, detectan si X' y X? son /;-visibles o no.

Las restricciones (]2 10|) (12 11[) y (IZ 12[) hacen que u+k tome el valor |xfg — K| si

i/, < Kg, €n

J
T, > K, €N cuyo caso 0;; = 1,y que uj, tome el valor |w) — Kyl si @
cuyo caso o k = (. Por tanto, con lb se consigue que df tome el Valor |x,~C — K-

En (2.14 ) se impone que d)) > [zi — z2|. Las restricciones (2.16) y (2.17) obli-
gan a ks @ tomar valores mayores o iguales que |z} — (xj, + sé’k)| La restriccion
@ hace que la variable binaria )\lk tome el valor 1 si dc < &, pudiendo tomar
el valor 0 o 1 en caso contrario. Por la tanto, la restrlccwn (2.19) hace que la va-
riable binaria A% tome el valor 1 si Proy;(X?) € int(Proy;(B)), pudiendo tomar el
valor 0 o 1 en caso contrario. La restriccion fuerza a que A, toma el valor 1
si tanto Proy; (X') como Proy; (X?) pertenecen a int(Proy;(B)), pudiendo tomar el
valor 0 o 1 en caso contrario. Obsérvese que si min{z;, 27} < rp < méax{r;,z:},
entonces 01, — d9, €8 1 0 —1, en caso contrario 0y, — dop, = 0 (pudiendo ser 1 si
se da alguna de las igualdades en min{z}, 22} < k), < max{z}, z2}), luego (2.21)
obliga a que Ay = 1 si min{z},27} < K < mdx{zj,x;}, pudiendo tomar el
valor 0 o 1 en caso contario. Teniendo en cuenta lo anterior, por (2.22)), Q, = 1
si Proy;(X!),Proy;(X?) € int(Proy,(B)) y min{z}, 22} < kp < méx{x},zi},
cosa que sabemos s6lo puede darse en todo caso para un k € {1,..,n}, en ca-
so contrario {2, puede tomar el valor 1 o 0. En — se calcula dp(X!, X?)
seglin la situacién en la que X'y X? se encuentren de acuerdo al Lema En
2.23 a d° (que representa la distancia ¢;(X?', X?)) se le aplica una penalizacion si
X'y X? no son /{;-visibles (esto es, si Qp = 1 para algin & € {1,...,n}). Las
distancias d*"* también son penalizadas si 2; = 1 para algin j € {1,...,n} con
j # k (es decir, si Proy;(X"), ProyJ(XQ) € int(Proy;(B)) y min{z}, 23} < s; <
max{x xz}) El problema de programacion matemadtica tiene estructura de proble-
ma minimin debido a - - que hacen que se calcule dg(X*, X?) de la forma
adecuada segtin el caso: si X! y X? son /;-visibles entonces d° es la menor de las dis-
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tancias que se puede seleccionar; si se da Proy;(X!),Proy;(X?) € int(Proy;(B))
y min{z}, 22} < K < méx{xz}, 22}, entonces d° y d’"* con j # k son pena-
lizadas, se escogerd entonces entre las distancias d**, cumpliéndose en el ptimo
d= minT:17.,,.7n7r¢k75:_1,1{dkm} = dB(X17 X2)

Es necesario en y (2.8) que M esté elevada al cuadrado para que no pueda
anularse con las penalizaciones que se aplican a d° y a cada d*"* en y .

Como se ha dicho, en (2.14)-(2.15)) se impone que d) > |z; — 7| y en (2.16)-(2.17)

que d§k8 > |z, — (ki + s&)|, dado que en li se estd minimizando d, en la solucién
Optima del problema se da la igualdad para las variables que representen distancias
necesarias para el cdlculo de la longitud del camino rectangular permitido 6ptimo. To-
das las variables binarias cuyo valor no quedaba fijado en determinadas situaciones,
pudiendo tomar los valores 0 o 1, tomardn el valor O en dichas circustancias, de lo
contrario se aplicarfan penalizaciones en (2.23))-(2.24) que aumentarian el valor de la

funcidn objetivo innecesariamente. O]

En el Teorema una eleccién vélida para M es nméx;—;_,{2¢} + ¢, siendo ¢! la
mitad de la anchura en la coordenada OX; de la envolvente rectangular iterativa R g
de X, Y y B,y € cualquier constante estrictamente positiva. Muchas de las variables
de — 2.30) (d°, d?, ;k, dgks,...) representan valores que, de hecho, podemos ob-
tener antes de plantear el problema de programaciéon matemética, puesto que estamos
suponiendo que X! y X? son fijos, de esta forma se reduciria el nimero de varia-
bles binarias usadas en la formulaci6n (d;x, los valores A, y A% se podrian saber de
antemano,...), sin embargo, la formulacién (2.6)-(2.30) es una formulacion general pa-
ra cualquier par de puntos X! y X? de la regién factible, que pueden suponerse no
fijos, lo que permite integrarla en formulaciones para problemas mds generales que
requieran resolver el problema al que (2.6)-(2.30)) da solucién como subproblema. Las
formulaciones que aparecerdn en el resto del capitulo estdn dadas de forma que pueda
suponerse que los puntos X' y X2 no son fijos, lo que permitird usarlas para resol-
ver los problemas que se planteardn en los siguientes capitulos. Atn asi, el nimero
de variables binarias empleadas en la formulacién (2.6)-(2.30) puede reducirse como
muestra el siguiente lema.

Lema 2.10. El problema de programacion matemdtica (2.6)-(2.30) es equivalente al
problema resultante de hacer en éste los siguientes cambios: considerar las variables
de decision A, k =1,....n, en @) como variables positivas en lugar de variables
binarias y sustituir la restriccion ([2.21) por las restricciones:

Ay <1, Vk=1,2, (2.31)
Ak Z 511@ - 52.%’ Vk = 1, N, (232)
Ak Z 62k — 51k; Vk = 1, ., n. (233)

Demostracion. La variable A se comporte de la siguiente forma: si min{z}, 27} <
kr < max{z;,r:}, entonces dy;, — dor €s 1 0 —1, obligando a A, a tomar el valor 1
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por las restricciones (2.31)-(2.33); si 615 — 02 = 0y Ax = 1, Ay puede tomar todos
los valores del intervalo [0, 1], sin embargo, si A, tomase un valor estrictamente mayor
que cero, la restriccién (2.22)) activaria la variable binaria €2, con lo que se produciria
un aumento del valor de la funcién objetivo (2.6) debido a penalizaciones innecesarias
producidas por las restricciones (2.23)-(2.24), luego en este caso A, tomard el valor
0; por ultimo, si 015 — d9p, = 0y A = 0, el valor que tome A, no influye en el valor
de la funcién objetivo (2.6). Por tanto, este cambio no afecta a la solucién éptima que
proporciona el problema de programacion matemadtica (2.6)-(2.30). O

Conseguida una formulacién para el Problema[2.T|cuando B = B es un tinico para-
lelepipedo en R", pasemos a estudiar el caso en el que B = B1UBs, siendo B, y B; dos
hiperparalelepipedos de dimension n disjuntos de centros (%, ..., k1) y (K%, ..., k2)1,
y mitad de la anchura en cada coordenada & jl y sz, J = 1,...,n, respectivamente. Bajo
las condiciones que indica el siguiente lema, la formulacién (2.6)-(2.30) es suficiente

para resolver este caso particular del Problema [2.1

Lema 2.11. Si Proy;(B) N Proy;(By) = 0, Vk = 1,...,n, entonces dg(X,Y) =
IIléD({dB1 (X, Y),dBQ(X, Y)}

Demostracion. Dado que la reduccion de la region factible s6lo puede provocar un
aumento de la distancia con barreras y no al contrario, es evidente que dg(X,Y) >
dp,(X,Y),dp,(X,Y).Si X e Y son ¢;-visibles entonces el resultado se tiene de for-
ma trivial ya que dg(X,Y) = dp,(X,Y) = dp,(X,Y) = (,(X,Y). Supongamos
que X e Y no son /;-visibles. Entonces, debe darse para algin j € {1,...,n}, o bien,
Proy:(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B:)) y min{z;,y;} < &j < max{x;,y;}, o bien,
Proy:(X),Proy;(Y) € int(Proy;(B,)) y min{z;,y;} < s} < max{z;,y;}, o am-
bas situaciones, ya que de lo contrario, razonando como en la demostracion del Lema
podriamos construir un X-Y" camino rectangular permitido de longitud ¢, (X, Y),
lo que contradice la suposicién de que X e Y no son /;-visibles. Supongamos que
se tiene Proy;(X), Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{z;,y;} < sj < méx{z;,y;}.
Consideremos el X-Y camino rectangular (); de la forma y de longitud mini-
ma cuando s6lo se considera a B; como barrera obviando B,. Como Proy;(B;) N
Proy;(B;) = 0, Vk = 1,...,n, obsérvese que ninguno de los segmentos que cons-
tituyen (); puede ser intersecados por el interior de By, luego ) es un X-Y ca-
mino rectangular permitido de longitud dp, (X,Y). Si se tiene Proy; (X ), Proy;(Y) €
int(Proy;(B,)) y min{z;,y;} < w7 < max{x;,y;} para algin k € {1,...,n}, si-
guiendo el razonamiento que acabamos de hacer para el paralelepipedo B, obten-
driamos un X-Y camino rectangular permitido ()3 de longitud dp,(X,Y’). En caso
contrario dp, (X,Y) > dp,(X,Y) = £(X,Y). Concluimos asi que dg(X,Y) =
méx{dBl(X, Y),dBZ(X, Y)} ]

En las condiciones del Lema [2.11} la estrategia de resolucién del problema que nos
ocupa es sencillamente la seguiente: calcular dg, (X,Y) y dp,(X,Y’) independien-
temente resolviendo sendos problemas de programacion matemadtica (2.6)-(2.30), y
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tomar el X-Y camino rectangular solucion de estos problemas de mayor longitud.
La comprobacion de si Proy; (B1) N Proy;(B2) = () para algin k € {1 n} pue-

de hacerse en tiempo O(n) comparando los pares de intervalos [lijl j, K; HES f l,
[Ii? — ], K7 2+ 52] j = 1,...,n. Nétese, que si B = UZL B, siendo {By, ..., By}

un conjunto de hlperparalelepl’pedos de dimension n disjuntos dos a dos tales que
Proy;(B;) N Proy;(B;) = 0,Vk = 1,...,n,Vi,j = 1,...,N coni # j, el Lema2.11]
puede extenderse a este caso y la estrategia anterior de calcular todos las distancias
dp,(X,Y),i=1,..., N,y quedarnos con la mayor, seguiria siendo vélida.

Si no se da Proy;(B1) N Proy;(B;) = 0, Vk = 1,...,n, entonces Proy;(B;) N
Proy;(Bg) # (), para un dnico j € {1,...,n}, pues los paralelepipedos son isotéticos.
Sean V' = kj 4+ h&j y V? = w7 4 i&} con h,i € {—1,1} tales que |[V' — V?| es
minimo, es decir, las coordenadas en OX; de las caras de dimensién n — 1 de B; y Bs,
respectivamente, mds cercanas entre si. La coordenada j-ésima tal que ProyJ(Bl)
Proy;(B;) # () asi como los valores V1y V2 pueden obtenerse en tiempo O(n), pues-
to que la primera se obtiene en O(n) y los segundos mediante un nimero constante de
comparaciones una vez obtenida la anterior. Supongamos sin pérdida de generalidad
que V! < V2 Obsérvese que la region R(V', V?) :={Z e R" : V! < z; < V?}
separa a los paralelepipedos B; y B en el siguiente sentido: la cara de dimensién n—1
de B; en la que la coordenada OX; es constante e igual a V! pertenece a la frontera
de R(V*,V?), asi como la cara de dimensién n — 1 de Bs en la que coordenada OX;
es constante e igual a V2, no existiendo puntos de B; ni B; en int(R(V!,V?)). En-
tonces, no es dificil ver (para ello basta considerar argumentos simples basados en la
envolvente rectangular iterativa como los utilizados en pruebas anteriores) que se tiene
la siguiente casuistica (utilizamos de nuevo la notacién X' = X y X? =Y)):

(a) Si V' <z, 27 < V?entonces dp,up, (X', X?) = £1(X', X?).
(b) Sizj, 27 < V?entonces dp,up, (X', X?) = dp, (X', X?).
(c) Sixzj, a7 > V' entonces dp,up, (X', X?) = dp, (X', X?).

(d) Siz; <V'ya?>V?entonces existe p € R" con V! < p, < V? tal que

dBlUBZ(X17X2> = dBl(X17p) + de(ﬂv XQ)
(e) Siz < V'yax; > V?entonces existe p € R" con V' < p, < V? tal que

dB1UBQ(X17X2) = dB1(X27p) + dB2(107X1)'

Las Figuras[2.12} [2.13] [2.14]y 2.15] ilustran esta casuistica en R? cuando Proy;(B;) N
Proy; (By) # 0.
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R(VL,V?)

X2

By

b i

Figura 2.12: Caso (a).

R(VL,V?)

X2

X! o

By

B>

Figura 2.13: Caso (b).

R(VL,V?)

By

X2

Xl

Figura 2.14: Caso (c).
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R(VL,V?)

By

Xl

B>

Figura 2.15: Caso (d) (el caso (e) es similar).

Si w} es una variable de decisi6n binaria, la restriccion
Vi—M(1—w)) <z} <V'+ Muy,

siendo M > 0 una constante los suficientemente grande, hace que w; = 0 si le <V,
wy = 1siz; > V', mientras que si zj = V" entonces w] puede tomar el valor 0 o
1. Por tanto, las posiciones relativas de la coordenada j-€sima de los puntos X!y X2
con respecto a V! y V2, las cuales nos permiten detectar en que caso de la casuistica
anterior se encuentran los puntos X' y X2, pueden determinarse mediante el conjunto
de restricciones:

V- M1 —wp) <zt <V Muwi, Vi=1,2, (2.34)
V2 M1 —w)) <zt < V24 Muw), Vi=1,2, (2.35)
wi € {0,1}, Vi=1,2,h=1,2. (2.36)

En la casuistica (a)-(e), podemos considerar s6lamente los casos (b), (c), (d) y (e),
pues el caso (a) estd contemplado tanto en (b) como en (c). Es decir, si se da (a),
entonces:

(a) = (b) = dp,up, (X", X?) =dp, (X', X?) = (1(X", X?),
(a) = (c) = dp,up, (X', X?) =dp, (X', X?) = £,(X, X?).

Ademads, obsérvese que los casos (d) y (e) son excluyentes pues estamos suponiendo
V1 < V2. Si ¢y, ¢3, @3y ¢4 son variables binarias que representan, respectivamente,
la ocurrencia de los casos (b), (¢), (d) y (e), cuando toman el valor el 1, entonces, a
partir de las posiciones relativas de z; y 23 con respecto a V' y V? detectadas por las
variables binarias w;, ¢ = 1,2, h = 1, 2, podemos determinar en cudl de los casos nos
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encontramos mediante las restricciones:

4

Y on=1, (2.37)
k=1

1 < (1 —ws) + (1 —wd), (2.38)
Po < wi + w3, (2.39)
b3 > ws — wy, (2.40)
b4 > wh — w3, (2.41)
o€ {0,1}, Vk=1,....4. (2.42)

La restriccion fuerza a que se seleccione uno y s6lo uno de los casos. La res-
triccién indica que si 3,27 > V? entonces no puede darse el caso (b), de la
misma forma, la restriccién (2.39) indica que si x}, 27 < V' entonces no puede darse
el caso (c). Si a: < Viy x > /% entonces necesariamente ¢3 = 1 (restriccic’)n @ )
y si :1: <Vly :U > V2 entonces necesariamente ¢, = 1 (restriccion (2 ) Cuando
estas restrlccwnes se integren al modelo correspondiente, el cudl estard mlmmlzando
dp,uB, (X X 2) en la funcién objetivo, siempre se intentard que ¢; = 1 0 ¢ = 1,
pues dp,up, (X!, X?) es menor en los casos (b) y (c) que en los casos (d) y (e). Si se
da el caso (d) o (e) (sélo puede darse uno de ellos) entonces necesariamente ¢3 = 1 o
¢4 = 1, no pudiendo hacerse ¢; = 1 0 ¢ = 1. Luego, las restricciones (2.37)-(2.42)
detectan adecuadamente el caso en el que se encuentran los puntos X'y X?2. Puede
comprobarse que, en los casos extremos en los que los w} pueden tomar los valores
0 o 1, las restricciones (2.37)-(2.42)) siguen detectando adecuadamente el caso de la
casuistica (b)-(e) en el que se encuentran los puntos X!y X2, pues en dichos casos
extremos podemos encontrarnos en diferentes casos de la casuistica (b)-(e) a la vez.

Sean g1, 02, 03 € R". La distancia dp, (01, 02) puede calcularse adaptando la for-
mulacién 2 -(2.30) a los puntos o1, g2 y a la barrera B;. Para ello, basta sustituir
en . @ los papeles de X'y X2 por los de o; y 02, y el de B por B;. Lla-
memos dj» a la variable positiva que habria que minimizar en la funcién objetivo del
problema de programacién matemdtica resultante (la que en (2.6)-(2.30) era simple-
mente d). De la misma forma, la distancia dp, (02, 03) puede calcularse adaptando la
formulacion (2.6)-(2.30) a los puntos gs, g3 y a la barrera Bs. Llamemos ahora dy;3 a
la variable positiva que habria que minimizar en la funcién objetivo del nuevo proble-
ma de programacién matemadtica resultante. Consideremos el siguiente problema de
programacion matemadtica:

min d12 —+ d23
s.a: (2.6)-(2.30), adaptadas para el calculo de dp, (01, 02), (2.43)
(2.6)-(2.30), adaptadas para el cdlculo de dg, (02, 03)- (2.44)

Por lo dicho antes estd claro que este problema de programacién matemadtica calcu-
la dp, (01, 02) + dp,(02, 03). Vamos a aclarar en qué sentido podemos apoyarnos en
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esta formulacién para resolver nuestro problema. Obsérvese que si estamos en el ca-
so (b) de nuestra casuistica entonces dp, (01, 02) + dp, (02, 03) €8 dp,u, (X', X?) =
dp, (X", X?)si oy = X', 0o = X?y 03 = X?. Si estamos en el caso (c) entonces
dp, (01, 02) + dB,(02, 03) s dp,up, (X', X?) = dp,(X? X?)si on = X', 00 = X!
y 03 = X?2. En el caso de encontrarnos en el caso (d), dp, (01, 02) + dp,(02, 03) es
dBlUB2(X17X2) = dBl(Xlap) + dB2(p7X2> si o1 = Xl’ Q2 = pPY 03 = XQ’ siendo
p € R(V!' V?). Por dltimo, en el caso de encontrarnos en el caso (e), dg, (01, 02) +
dB2<927Q3) €s dB1UB2(X17X2) = dBl(X27p) + de(anl) si 01 = XQ’ 02 = pPY
03 = X!, siendo p € R(V*' V?). Luego, si conseguimos fijar adecuadamente los
valores de g1, 02 y o3 segln el caso, tendriamos la formulacién de un problema de
programacién matemadtica que equivaldria a nuestro problema. Si p € R(V!, V?), uti-
lizando las variables de decision binarias ¢y, k = 1, ..., 4, que indicaban el caso en el
que nos encontrabamos (y de las cuales sélo una podia tomar el valor 1), los valores de
01, 02 Y 03 pueden fijarse mediante las restricciones

o= M(1—¢1) < o <mp+ M=), k=1,...n, (2.45)
22— M1 =) < om <ziH+MIA—-¢), k=1,...,n, (2.46)
Th = M1 = ¢1) < omp <af+ M1 =), k=1,...n, (2.47)
Tp— M(1 = ¢) < o1 < mp+ M(1 =), k=1,...,m, (2.48)
zp— M(1—¢) < og <xp + M1 —¢), k=1,...,n, (2.49)
2F — M(1— ) < ogp < ap+ M(1—¢), k=1,...,n, (2.50)
2y — M(1—¢3) < o1 <ap+ M(1—¢3), k=1,..,m, (2.51)
pr— M(1—¢3) < oo, < pp+ M(1—¢3), k=1,..,n, (2.52)
wp — M(1 = ¢3) < o <aj+M(1—¢3), k=1,...,n, (2.53)
22— M1 —¢y) <o <22+ MA—¢y), k=1,...,n, (2.54)
pr— M1 —¢4) < oo < ppe+M(1—¢4), k=1,...,n, (2.55)
Tp— M(1—¢4) < o3 < mp+ M(1—¢a), k=1,..,m, (2.56)

donde p;;, representa la k-ésima coordenada de o; y pi la k-ésima coordenada de p.

Teniendo en cuenta la discusion anterior, una formulacion para resolver el proble-
ma del camino rectangular minimo entre X' y X? en presencia de dos paralelepipedos
barrera disjuntos cuyas proyecciones Proy;(-) intersecan para algin j € {1,...,n}, es
la que recoge el siguiente teorema.

Teorema 2.3. El Problema 2.1 cuando B = By U By, siendo B, y By dos hiperpa-
ralelepipedos de dimension n disjuntos tales que Proy;(Bi) N Proy;(B) # ) con
j € {l,..,n}, y etiquetados de forma que V' < V? siendo V' = kj + h&} y
V2 = K2 4 i&F con h,i € {—1,1} tales que |V' — V?| es minimo, es equivalente
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al problema de programacion lineal y entera mixta

min dyo + dog (2.57)
s.a: (2.34)-(2.56), (2.58)
Vi< < V2, (2.59)
pr € R, VE=1,...,n, (2.60)
ok €ER, Vi=1,2,3k=1,...n. (2.61)

Demostracion. La correccion de esta formulacidn se sigue de la discusion mantenida
en los pdrrafos precedentes. []

La constante M/ puede tomarse nuevamente n max;—; . ,{2&} + ¢, siendo &/ la mitad
de la anchura en la coordenada O X de la envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y
y B = B1UB,, y ¢ cualquier constante estrictamente positiva. Néotese que la separacion
de B, y B, realizada mediante R(V!, V?) puede hacerse también en el caso en el que
Proy; (B1) NProy; (B2) = 0, Vk = 1, ..., n, para ello tomamos cualquier k € {1,...,n}
paraelquesecumpla V! =k} +& < V2=k] - o V> =kri+ & < V=K —¢.
Este £ existe, de lo contrario By y Bs no serian disjuntos, y puede obtenerse en tiempo
O(n). Por lo tanto, la formulacién (2.57)-(2.61) es vilida para resolver el problema
del camino rectangular minimo entre dos puntos en presencia de dos paralelepipedos
barrera disjuntos en cualquier tesitura. El Lema [2.10] también puede usarse en esta
formulacion para dismuir el nimero de variables binarias, pues la formulacién (2.57)-
(2.61) contiene (por duplicado) a la formulacién (2.6)-(2.30).

Como tltimo caso particular del Problema[2.T]antes de abordar el mismo, nos plan-
teamos el problema en el que B = UZ]\LI B; siendo los B; hiperparalelepipedos de di-
mension n disjuntos dos a dos, es decir, consideramos el caso particular del Problema
[2.T]cuando cada complejo barrera estd formado por un tnico paralelepipedo. Como ya
hemos comentado, si Proy; (B;) N Proy;(B;) =0, Yk =1,...,n,¥i,j = 1,...,N con
1 # 7, el Lema puede extenderse a este caso y la estrategia de calcular todas las
distancias dg,(X,Y), ¢ = 1,..., N, y quedarnos con la mayor, es vélida también en
este caso. Puesto que la comprobacién de la condicién Proy; (B;) N Proy;(B;) = 0,
Vk =1,...,n,i # j, tendria que llevarse a cabo para todos los pares posibles de para-
lelepipedos, dicha comprobacién puede ralizarse en un tiempo O(N?n). No obstante,
nuestro objetivo es resolver el problema en cualquier circunstancia, es decir, se cumpla
0 no la condicidn anterior. Como se ha podido comprobar al abordar el problema para
el caso N = 2, la estrategia de detectar la posicion relativa de los puntos X e Y con
respecto a los paralelepipedos barrera B y By complica considerablemente la formu-
lacién del problema de programaciéon matemaética que se tenia para el caso N = 1,y
hace bastante dificil la adaptacién de dicha formulacién cuando N > 3. Es por ello que
un cambio de estrategia es necesario. En adelante, /i};, denota a la coordenada k-ésima
del centro del paralelepipedo B; y . a la mitad de la anchura de ese mismo paralele-
pipedo en la coordenada O X, v =1,.... N, k=1,....,n.
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Por definicién (Definicion [2.5)), un X-Y" camino rectangular minimo permitido es
el lugar geométrico constituido por ciertos segmentos [ay, as, [as, asl, ..., [ax_1, ax],
cuya suma de longitudes es minima, cumpliendo que ningin punto del camino inter-
seca el interior de ninguna barrera, donde la sucesién de puntos ay,...,ax, llamados
codos, verifica: cada codo a;, 7 = 1, ..., K — 1, difiere del codo a;,, en una coordena-
da, siendo el resto iguales; a1 = X yax = Y oa; =Y yax = X. Una estrategia para
resolver el problema que nos ocupa puede consistir en formular un problema de pro-
gramacion matemdtica donde estos codos se muevan libremente en R" y se impongan
restricciones que prohiban que el camino rectangular que determinen no sea un X-Y
camino rectangular permitido, de esta forma, al minimizar la longitud de este camino
en la funcién objetivo del problema, se obtendria un X-Y camino rectangular minimo
permitido como camino éptimo y d(X,Y’) como valor 6ptimo. El inconveniente que
presenta esta estrategia es que el nimero de codos del X-Y camino rectangular 6ptimo
del problema no se sabe de antemano. No obstante, si podemos calcular a priori una
cota superior para el nimero de codos que tendra este camino. Para ello basta que con-
sideremos el peor caso (el caso en el que méds codos son necesarios) dado el nimero
de barreras y la dimension del espacio en el que nos encontramos. Queda por explicar
como decidir en el problema de programacion matematica cudntos codos son utiliza-
dos para construir el X-Y camino rectangular 6ptimo, y decir cudl es la cota superior
del nimero de codos empleados por un X-Y camino rectangular minimo permitido en
funcién del ndmero de barreras y la dimensién del espacio en el que se estd conside-
rando el problema.

Demos en primer lugar una cota superior para el nimero de codos suficientes para
construir un X-Y camino rectangular minimo permitido.

Lema 2.12. Consideremos a los hiperparalelepipedos de dimension n y disjuntos dos
a dos By, ..., By actuando como barreras. Sea N' el niimero de estos paralelepipedos
contenidos en la envolvente rectangular iterativa Rgde X, Y y B = vazl B;. Enton-
ces, siempre puede encontrarse un X-Y camino rectangular minimo permitido con a
lo sumo S = N'(n +2) 4+ 2 codos si N' > 1, y con a lo sumo S = n+ 1 codos si
N'=0.

Demostracion. Por el Lema basta que consideremos sélamente los N’ paralele-
pipedos contenidos en la envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y y B = Ufil B;
como relevantes en la busqueda de la cota superior para el nimero de codos del X-
Y camino rectangular minimo permitido, obviando el resto. Dado que el nimero de
codos de un X-Y camino rectangular minimo permitido que pasa por la frontera de
exactamente N” < N’ de los N’ paralelepipedos anteriores s6lo puede aumentar si
pedimos que dicho camino pase por la frontera de otro de los paralelepipedos por el
que no pasa, el peor caso en términos del nimero de codos se tiene cuando el camino
rectangular minimo permitido que une X e Y pasa por la frontera de los N’ parale-
lepipedo contenidos en R. Supongamos que nos encontramos en ese caso y sea ()
el X-Y camino rectangular minimo permitido contenido en R ;. Entonces, podemos
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suponer, que una vez que (), orientado desde X hasta Y, abandona la frontera de un
paralelepipedo barrera B;, no vuelve a pasar por ella. Veamos esto tltimo. Sea Z' el
primer punto de () en la frontera de B; y sea Z? el dltimo punto de () en la frontera
de B;, entonces, aplicando de nuevo el Lema existe un Z!-Z? camino rectangular
minimo permitido (); sobre la frontera de B; (la envolvente rectangular iterativa de Z*,
Z%y Bes el propio B;, pues Z' y Z? pertenecen a la frontera de B; y los paralelepipe-
dos barrera son disjuntos) de longitud menor o igual a la porcién de camino () ;1 22 de
Q que vade Z! a Z*. El camino anterior es permitido pues esta sobre la frontera de B;
y los paralelepipedos barrera son disjunto dos a dos. De esta forma, al sustituir en @),
Q71,72 por ;, el camino resultante es un X -Y camino rectangular minimo permitido
que, orientado desde X hasta Y, una vez que abandona la frontera de B;, no vuelve a
pasar por ella. Teniendo en cuenta estas consideraciones, pasamos a probar el resultado
mediante induccion.

Si N' = 0, es evidente que se puede construir un X-Y camino rectangular minimo
permitido con n + 1 codos, basta considerar cualquier X-Y camino rectangular donde
en cada codo no trivial se iguale una de las coordenadas de X a la coordenada de Y
correspondiente, dicho camino es permitido y tiene longitud ¢;(X,Y"). Si N’ = 1, en-
tonces, o bien X e Y son /;-visbles y puede construirse un X-Y camino rectangular
minimo permitido con n + 1 codos de longitud ¢, (X, Y) como el indicado para el caso
N’ =0, 0 bien X e Y no son ¢;-visbles, en cuyo caso el camino rectangular dado por
el camino (2.5) adaptado a X, Y y el unico paralelepipedo barrera By, contenido en
Rz, que da la distancia dp, (X,Y") de acuerdo al Lema[2.9] es un X-Y camino rectan-
gular minimo permitido. Este ultimo camino rectangular posee a lo sumo n + 4 codos,
como puede verse en (2.5), luego la cota superior que da el lema es valida también en
este caso.

Supongamos que el resultado es cierto para N' = m < N — 1, m > 1,y vea-
mos que entonces se cumple también para N’ = m + 1 < N. Sean B, , ..., B; ,, los
paralelepipedos barrera contenidos en R 3. Como ya hemos comentado, en el peor ca-
so, en términos del nimero de codos, todo camino rectangular minimo permitido que
une X e Y pasa necesariamente por la frontera de todos los paralelepipedos barrera
B, ..., B;, ... Supongamos que estamos en dicho caso y sea ) un X-Y camino rec-
tangular minimo permitido que pasa por la frontera de todos las barreras. Como tam-
bién se ha comentado, podemos suponer que (), orientado de X a Y, una vez que pasa
por la frontera de una de las barreras, no vuelve a pasar por ella. Sea B(y), ..., B4 la
secuencia ordenada de barreras por cuyas fronteras () pasa al ir desde X hasta Y. Con-
siderando el sentido de recorrido indicado, sea b,,, 1 el primer punto de () en la frontera
de B(ny1)- Sea Q41 €l camino rectangular (2.5) adaptado a by, 11, Yy B(nq1), que
darfa la distancia dp,, (bymy1,Y) del Lema cuando sélo se considera como ba-
rrera al paralelepipedo B(,,41). Vamos a probar que dicho camino es permitido y que
no interseca con la frontera de ninguna barrera que no sea B,,11). En caso contrario,
puesto que los paralelepipedos barrera son disjuntos, las barreras By, ..., B(,,) inter-
secardn con el dltimo segmento, digamos [0/, Y], de @,,11 (por la forma de ,

UERE
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b, es el dltimo punto de @41 en la frontera de B, 1) cuando @41 se recorre
desde b,,,1 hasta Y'). Sea Z el dltimo punto en la frontera del dltimo paralelepipedo
Buy, 1 < k < m + 1, por el que pasa [V, ,,Y] al ir desde b/, ,, hasta Y. Si b, es
el primer punto de () en By, entonces, aplicando el Lema [2.7| existe un b;-Z camino
rectangular minimo permitido )y, 7 sobre la frontera de By (la envolvente rectangu-
lar iterativa de by, Z y B es el propio B()). Si Qx, es la porcion de ) que va de X
a by, obsérvese que Qx 5, U Qp, z U [Z,Y] es un X-Y camino rectangular permitido
que no pasa por la frontera de B,,,1) y cuya longitud es menor que la de (), lo cual es
una contradiccién. Por tanto, si Qx,,., €s la porcion de ) que va de by a b, 41, el X-
Y camino rectangular Q' = Qxp,, ., U @1 €8 un X-Y camino rectangular minimo
permitido que pasa por todas las fronteras de los paralelepipedos barerra una séla vez.

Consideremos ahora como barreras solamente a los paralelepipedos By, ..., By,
obviando a B, 1). Por hipétesis de induccion, existe un X -b(,,+1) camino rectangular
minimo permitido Q' ;, ., con alo sumo m(n + 2) + 2 codos. Veamos que Q% ,, .,
no puede intersecar con B, 1), salvo en by, 11, y que por tanto es permitido cuando se
consideran como barreras todos los paralelepipedos Bi), ..., B(;,+1)- Si esto no ocurre,
sea Z' el primer punto de Ql)(,bm+1 en la frontera de B(,,1). Entonces, aplicando el
Lema 2.7| existe un Z’-b], ., camino rectangular minimo permitido @7y ., sobre la
frontera de B(;,+1) (1a envolvente rectangular iterativa de Z', b, y B es el propio
B(m41))- Basta observar que, si )y, 2z es la porcion de Q’XM+1 que va de X a 7/,
Qxz U7y LY (b ,41,Y] es un X-Y camino rectangular permitido de longitud
menor que la de Q' (y, por tanto, la de ) para llegar a una contradiccién. Deducimos
entonces que Q" = @', UQy+1 s un X-Y camino rectangular minimo permitido,
cuyo ndmero de codos es, el nimero de codos de Ql)(,bm+1 (m(n + 2) + 2), més el ni-
mero de codos de (), 41 (a lo sumo n + 3 pues b, 11 estéd sobre la frontera de B,,11)),
menos uno (el codo b, se cuenta una vez en Q’X7bm+1 , y una segunda vez en (0,4 1),

es decir, alo sumo S = (m + 1)(n + 2) + 2. O

El siguiente lema caracteriza a los X-Y caminos rectangulares permitidos en fun-
cién de las coordenadas de sus codos.

Lema 2.13. Consideremos a los hiperparalelepipedos de dimension n y disjuntos dos a
dos By, ..., By actuando como barreras 'y sea BB la union de estos. Sean ki, y £, respec-
tivamente, la coordenada k-ésima del centro del paralelepipedo B; y la mitad de la an-
chura de ese mismo paralelepipedo en la coordenada OXy, 1 =1,.... N, k=1,...,n.
Sea Q) el lugar geométrico constituido por los segmentos |ay, as), [as, as), ..., [ax_1, ak]
conay =Xyax =Y oay =Y yax = X. Si (a;); denota a la j-ésima coordenada
del punto a;,, i = 1,.... K, 7 = 1,...,n, entonces () es un X-Y camino rectangular
permitido si 'y solo si los puntos a;, © = 1, ..., K, verifican las siguientes condiciones:

1. Los puntos a; y a;1 se diferencian en una coordenada, siendo el resto iguales,
1=1,...,. K —1.

2. Setiene a; ¢ int(B) para todoi =1, ..., K.
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3. Si(a;); < Kj < (aip1)j 0 (aip1); < K} < (a;); para j € {1,...,n}, entonces,
o bien, (a;)p, (aiv1)n < K}, — &}, o bien, (a;)n, (aiv1)n > K}, + &}, para cierto
htjhe{l,onhr=1,..N,i=1.. K1

Demostracion. Por la Definicion si () cumple la condicién 1 entonces es un X -
Y camino rectangular. Si () verifica ademds las condiciones 2 y 3, () es un camino
rectangular permitido. Veamos esto. Dado un punto Z de (), éste pertenece a algtin
segmento [a;, a;11],7 € {1,..., K — 1}. Si Z € int(B,), esto es porque k], — &l < z; <
K.+ ¢! paratodo s € {1,...,n}. Los puntos a; y a;41 se diferencian por la condicién 1
en una coordenada, digamos que es la j-ésima, j € {1,...,n}. Como a;, a;; ¢ int(B,)
por la condicién 2, (a;); < K} < (ai41); 0 (ai41); < K} < (a;);, de lo contrario a; o
a;+1 estarian en el interior de B,. Por la condicién 3, o bien, (a;)n, (ai+1)n < &) — &},
o bien, (a;)n, (a;11)n > k) + &, para cierto h # j, h € {1,...,n}. Pero (a;), =
(@i+1)n = zn, lo que contradice k], — &L < z; < K, + &L paratodo s € {1,...,n}.

Si @ es un X-Y camino rectangular permitido, entonces, por la Definicion @,
satisface las condiciones 1y 2. Si se da (a;); < K} < (ai41); 0 (ai1); < K} < (a);
para algin j € {1,...,n}, entonces (a;), = (aiy1)n, Vh # j, h = 1,...,n, pues los
codos consecutivos de () se diferencian en una séla coordenada por la condicién 1, la
j-ésima en este caso, siendo el resto iguales. Luego si k], — & < (ai)n = (ai41)n <
Ky +&;, Yh # j, entonces el segmento [a;, a;+1] interseca con el interior de B, (t6mese
por ejemplo el punto del segmento ((a;)1, ..., (ai)j—1, K}, (@i)j 41, - (@:)n)"). Luego Q
debe verificar la condicién 3. O]

Apoyéndonos en el Lema[2.12] con el que se garantiza una cota superior del nimero de
codos necesarios para formar un X-Y camino rectangular minimo permitido, y en el
Lema [2.13] el cual permite caracterizar a dicho camino en funcién de las coordenadas
de sus codos, podemos formular el problema que nos ocupa como un problema de
programacion matemdtica como muestra el siguiente teorema. Como se verd en la
demostracién de su correccidn, el problema de programacién matemdtica que da el
teorema decide cudntos codos son utilizados para construir el X-Y camino rectangular
Optimo, no teniéndose que usar un nimero de codos igual a la cota superior dada si no
es necesario. Como venimos haciendo en las formulaciones anteriores para simplificar
éstas, denotaremos X' = X y X 2_vY.

Teorema 2.4. El Problemacuando B= Ufil B; donde cada B; es un hiperparale-
lepipedo de dimension n, disjunto con el resto, siendo rj, la coordenada k-ésima de su
centro y &, la mitad de su anchura en la coordenada OXy, = 1,...N, k=1,...n,
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es equivalente al problema de programacion lineal y entera mixta

n S—1
min >4 0
k=1 i=1
s.a: alp = :r,lg, Vk=1,..,n, (2.63)
agy =T, Vk=1,...,n, (2.64)
ulCh —ufe = a; — /ﬁZ‘, Vi=1,..,8Sm=1,..,N.k=1,..,n, (2.65)
;f; <M, Vi=1,..Sm=1,...Nk=1,..n, (2.66)
uge < M(l — 8%, Vz =1,...Sm=1,.,.N,k=1,...,n, (2.67)
ok = U +ulmk, Vi = 1,...,S,m = 1_,...,N,k‘ =1,...,n, (2.68)
uldt — T = agiy, —ai, Vi=1,..,5—-1,k=1,..,n, (2.69)
ultt < MOEA, Vi=1,..,8 —1,k=1,..,n, (2.70)
gg— <M1-6Y, Vi=1,...,S—1,k=1,..,n, (2.71)
ultt < M(1—64%), Vi=1,..,5 -1,k =1,..,n, (2.72)
ultT < MR, Vi=1,..,8 —1,k=1,..,n, (2.73)
f,g_uf,j++uik*, Vi=1,..,S-1,k=1,...n, (2.74)
n
(O o) <1, Vi=1,..,8 -1, (2.75)
k=1
dack > — &M Nk, Vi=1,.., 8 m=1,..,.Nk=1,..n, (2.76)
ZAM <n-1Vi=1,.,5,m=1,.. N, (2.77)
k=1
O <1, Vi=1,...,.85—-1,m=1,..,N,k=1,...n, (2.78)
Oimk = (H—l)mk s Vi=1,.,8—1,m=1,.,Nk=1,..,n, (2.79)
Oimk > —(0( 1)k — Ogite)s Vi=1,., S =1m=1,.,N;k=1,..,n, (2.80)
Vi=1,..,58—1,
A = ' wimk — M(1 =Y Oimn),  m=1,..,N, (2.81)
= k=1,...,n
n
> wimk=1,Vi=1,..,8§—1,m=1,..,N, (2.82)
Wik <1 —=0pmpe, YVi=1,..,8 —1,m=1,..,Nk=1,....n, (2.83)
ar€R, Vi=1,...58k=1,..n, (2.84)
wlSh ude die, > 0,68, € {0,1},Vi =1, ...,S,nz: 1,..N,k=1,..n, (2.85)
udT 80 4o > 0, 5% ,5{}“ €{0,1}, Vi=1,...,S—1,k=1,..,n, (2.86)
Aimg € {0,1}, Vi=1,...,.Sm=1,.,.N,k=1,..,n, (2.87)
Ot > 0, wimp € {0,1},Vi=1,...S—1,m=1,..,.Nk=1,..,n, (2.88)

siendo S una cota superior para el niimero de codos del camino rectangular optimo
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que asegure que éste pueda ser un X'-X? camino rectangular minimo permitido y
M > 0 una constante lo suficientemente grande.

Demostracion. En (2.84)-(2.88)) se define la naturaleza de las variables de decisi6n:
a;i, representa la k-ésima coordenada del -ésimo codo del camino rectangular que une
X'y X2 siendo a; = X! (restriccién (2.63)) y ag = X? (restriccién (2.64)); el
conjunto de variables ul“t ul®,  dec, 69, tiene por objeto determinar las posiciones
relativas en la coordenada k-ésima de cada uno de los codos a; con respecto a cada
uno de los centros de los paralelepipedos barrera B,,, su significado y el sentido de las
restricciones (2.65))-(2.68)) es andlogo al que tenian las variables u;rk, Uy, Sy, Ok y 1as
restricciones (2.10)-(2.13) en la formulacién (2.6)-(2.30) para determinar las posicio-
nes relativas en la coordenada k-ésima de los puntos X' y X? con respecto al centro
de B; el conjunto de variables uf't, ulf™, do¢, 544, 54 determinan la posici6n relativa
en la coordenada k-ésima del codo @; con respecto a su sucesor a1, su significado y
el sentido de las restricciones (2.69)-(2.74), al igual que antes, es andlogo al que te-
nian las Vanables ul ko Wik d 5jk y las restricciones — en la formulacion
2.30) para determinar. las posiciones relativas en la coordenada k-ésima de los
puntos X 1y X2 con respecto al centro de B, con la diferencia de que ahora estamos
considerando dos variables binarias en lugar de una, 6% y 6, la primera tomard el
valor 1 si (a;)r < (ai;+1)k, mientras que la segunda lo hard si (a;)r > (a;11)x- La
variable binaria \;,,; junto con la restriccion (2.76)) se utiliza de la misma forma que
la variable binaria \J; y la restriccion (2.18 - en la formulacién (2.6)-(2.30) para detec-
tar si [(a;)r — K| < & La variable 0;,,,;; junto con las restrlccmnes (2.78)-(2.80) se
utiliza para detectar si (a;)r < K" < (@i+1)k 0 8i (ai+1)r < K < (a;)x de la misma
forma que utilizdbamos la variable A, y las restricciones (2.31)-(2.33)) del Lema [2.10]
para detectar si min{py, qx} < K < max{py, qx}. El significado de la variable wj,,
se explica a continuacion.

La restriccién (2.75)) asegura la condicién 1 del Lema [2.13] para garantizar que los
codos ay, ..., ag forman un X*-X? camino rectangular permitido, con ella estamos im-
poniendo que un punto a; de la sucesion se diferencie de su sucesor a;;; a lo sumo
en una coordenada (094 = 1 si (a;)r < (ait1)ry 04¢ = 1si (a;)p > (ait1)r» luego
0% + 049 = 1si (a;)r # (aip1)r), esto permite que a; pueda ser el mismo punto
que a;41 (cuando >, (6% + 54%) = 0), de esta forma conseguimos que el nime-
ro de codos del X-Y camino rectangular que el modelo construye no alcance la cota
superior considerada S para el nimero de codos si no es necesario (los codos se for-
man debido al cambio en una coordenada entre un punto de la sucesion y su sucesor).
La restriccién (2.77) es la condicién 2 del Lema [2.13] para garantizar que los codos
ai,...,ag forman un X'-X? camino rectangular permitido, con ella imponemos que
a; ¢ int(B,,),¥i=1,...,5,¥m =1,...,N. Con - nos aseguramos de que
se cumple la condicién 3 del Lema[2.13|para garantizar que los codos ay, ..., ag forman
un X '-X? camino rectangular permitido. Si 8;,,, = 0, Vk = 1, ..., n, entonces la res-
triccion (2.83)) se cumple trivialmente, asi como la restriccion 2.81 pues i, >0y
&' Wimk — M < 0 para M suficientemente grande, la restriccion (2.82)) se verificard en
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consecuencia pues las variables w;,,; s6lo aparecen en esta restriccion y en las anterio-
res ((2.81) y (2.83)). Supongamos que (a;); < k7' < (ais1); 0 (ai1); < K" < (@i);
para algin j € {1, ...,n} (de hecho esto s6lo puede ocurrir en una coordenada pues la
restriccion fuerza a que a; y a;;1 se diferencian a lo sumo en una coordenada),
en cuyo caso 0;,,; = 1, y supongamos ademds que 0;,,;, = 0, Vk # j. En este caso, de-
be asegurarse, o bien, (a;), (a;11), < k" —&", o bien, (a;), (ajr1)r > K+ &, para
cierto r # j, o dicho de otra forma, debe asegurarse que d}° = > & para algin r # j,
pues dado que a; y a; 1 se diferencian a lo sumo en una coordenada, siendo esta enton-
ces necesariamente la j-ésima ya que (a;); < k7" < (@i11); 0 (aip1); < KJ' < (a3);5
At 1yme = & se tendrd por tenerse dit,. > . En esta situacion dado que la res-
triccion quedaria di°, > &wimi y alguno de los w;,;, tomard el valor 1 por la
restriccién (2.82), se tendrd que df¢, > & para algtin r, faltarfa comprobar que este r
es distinto de 7, pero esto se tiene por la restriccion que fuerza a que wjy,; = 0,
cumpliéndose asf la condicion 3 del Lema[2.13|para garantizar que los codos ay, ..., ag
forman un X'-X? camino rectangular permitido. Como sabemos, las variables ;..
toman el valor 1 necesariamente si (a;)r < K" < (@i41)k 0 (@ip1)e < KF < (i)ks
pudiendo tomar valores en el intervalo [0, 1] en caso contario, adn asi, obsérvese que
las restricciones (2.81))-(2.83)) funcionan correctamente en el resto de casos no desa-
rrollados, pues valores de las variables 6;,,x que, pudiendo tomar cualquier valor en
el intervalo [0, 1], hagan demasiado pequefa la cantidad M (1 — >")'_, 6;,,,,) de la res-
triccién (2.81)), producirdn un incremento innecesario del valor de la funcién objetivo.
Dado que en la funcién objetivo (2.62)) se estd minimizando la suma de las longitudes

de los segmentos que constituyen el camino rectangular permitido que une X'y X?2,

en el 6ptimo, el camino que determinan los segmentos [ay, as, ..., [ag_;, ag] es un X1-
X? camino rectangular minimo permitido y la funcién objetivo (2.62)) toma el valor
(X", X?). O

De nuevo, M puede tomarse n méax;—y,_,{2£,} +¢, siendo &/ la mitad de la anchura en
la coordenada O X de la envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y y B = Uf\il B;,
y € cualquier constante estrictamente positiva, siempre y cuando en (2.62)-(2.88) no
se consideren los paralelepipedos barrera que no estén contenidos en R . Esto tltimo
lo podemos hacer por el Lema y ademads supone una disminucién del nimero de
variables binarias que emplea (2.62)-(2.88)). Puesto que el nimero de variables binarias
usadas en la formulacion (2.62)-(2.88) depende directamente de la cota superior para
el ndmero de codos S, es inmediato ver que cuanto més ajustada sea esta cota, menor
serd en general el tiempo que necesite el solver que estemos utilizando para encontrar
la solucién ptima del problema. Si en (2.62)-(2.88) tomamos S menor que el nimero
minimo de codos necesario para formar un X!-X? camino rectangular minimo per-
mitido, entonces (2.62)-(2.88) devuelve como solucién el X*-X? camino rectangular
permitido de menor longitud que puede formarse con ese nimero de codos. Si consi-
deramos el Problema [2.1]| general, no el caso particular del Teorema y formulamos
(2.62)-(2.88)) con las paralelepipedos que contituyen los diferentes complejos barrera,
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las condiciones del Lema [2.13] que cumple (2.62)-(2.88)), son suficientes para garanti-
zar que la formulacién (2.62)-(2.88) resuelve el Problema [2.1

Corolario 2.2. El Problema es equivalente al problema de programacion mate-
madtica (2.62)-(2.88) tomando como paralelepipedos en la formulacion los que forman
los complejos barreras.

Demostracion. Basta observar que, puesto que venimos suponiendo que los parale-
lepipedos {B}, ..., B"'} que componen un complejo B;, lo describen correctamente
si, para cualquier punto de un paralelepipedo Bf ,j = 1,...,m;, que pertenezca a la
frontera de Bf y, al mismo tiempo, al interior del complejo B;, entonces, existe otro
paralelepipedo distinto B del mismo complejo tal que dicho punto pertenece a su inte-
rior, 0 lo que es lo mismo, que | J;", int(B¥) = int(B;), las condiciones del Lema
que cumple (2.62)-(2.88) son equivalentes a decir que el X*-X? camino rectangular
formado sea un camino rectangular permitido. ]

La formulacién (2.62)-(2.88)) como método para resolver el Problema [2.1] presenta un
inconveniente: la obtencién de una cota superior S para el nimero de codos de un
X1'-X? camino rectangular minimo permitido no es inmediata. La asuncién hecha en
el Lema de que siempre puede encontrase un X *-X? camino rectangular minimo
permitido tal que una vez que pasa por la frontera de un paralelepipedo barrera, no
vuelve a pasar por ella, no es cierta en el caso de los complejos de paralelepipedos.
En la Figura se muestra un ejemplo en el caso plano dénde todo X!-X?2 camino
rectangular minimo permitido pasa necesariamente dos veces por la frontera de un
complejo barrera y dos veces por la frontera de un mismo paralelepipedo constituyente
de dicho complejo. Del Teorema se desprende que una cota superior S para el
nimero de codos de un X'-X? camino rectangular minimo permitido necesaria en la
formulacion (2.62))-(2.88) cuando ésta se utiliza para resolver el Problema [2.1] es el
nimero de nodos del grafo correspondiente a A, . Sin embargo, la obtencién de ese
nimero requiere la construccién de N, , cuya complejidad s6lo hemos podido acotar
por O(W°n11227=6) Eg necesario pues explorar una nueva estrategia para resolver el
Problema[2.1]en su versién general.
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x2
L 5
i =
il 2
L] B
Xl
B

Figura 2.16: Todo X'-X? camino rectangular minimo permitido pasa necesariamente
dos veces por la frontera de B; y dos veces por la frontera de By.

El método para resolver el Problema 2.T| que se va a desarrollar a continuacion se
basa fundamentealmente en el siguiente resultado.

Lema 2.14. Sean C y Cs dos hiperparalelepipedos isotéticos de dimensiones ny,ny €
{n — 1,n}, respectivamente, que intersecan en sus fronteras pero no en sus interiores.
Entonces, para todo X € C) yparatodoY € Cs, existe un X-Y camino rectangular
de longitud (1(X,Y’) completamente contenido en Cy U Cs.

Demostracion. Durante toda la prueba supondremos sin pérdida de generalidad n, >
n9. Denotemos por fjl y é?, 7 = 1,...,n, a la mitad de la anchura en cada coorde-
nada de C; y Cy, y por (R1,...,&L)" y (A2, ...,#2)" a sus centros, respectivamente.
La interseccién de C y (5, C7 N Cy, se encuentra necesariamente en una cara (;
de C; de dimensién n; — 1 en la que es constante la coordenada, digamos, OX},
j € {1,...,n}, y en una cara (; de C5 de dimensién ny, — 1 en la que es constan-
te esa misma coordenada OX;. Esto se tiene porque los paralelepipedos son isotéti-
cos e intersecan en su frontera pero no en su interior. Mds aun, C; N C5 es un hi-
perparalelepipedo de dimension ny — 1, el cual se extiende en OX); en el intervalo
[fier g = [Rx, = & B + &I NV [AE — & A% + &% k = 1, n. Es decir, [fi, gx] pue-
de ser [’%Ilc - Ii?’%% + 5}3]’ [/%i - I%J’%Ilc + 511]’ [l%llc - Ii?’%llc + gli] 0 [/%i - I%J’%% + 5}%]’
k =1, ...,n. En adelante supondremos /%Jl < /%?, por tanto, todos los puntos de C; N Co
tienen la j-ésima coordenada igual a f; = /%Jl + éjl = /%3 — EJQ = g;.

Sean X € (7 eY € (5. Es evidente que para todo punto Z; de C; siem-
pre existe un X-Z; camino rectangular de longitud ¢, (X, Z;) contenido completa-
mente en C (el camino rectangular en el que en cada codo no trivial se iguala una
de las coordenadas de X a la de Z; correspondiente). Lo mismo ocurre con C5 e
Y. Supongamos en primer lugar que (; C (;. Entonces consideramos el segmento
S =1(Y1y s Yjs s Un) s (Y1y oy fjy -, Un)?], €l cual estd contenido en Cy, y denotamos
Zy = (Y1, s fjs ey yn)'. El punto Z, pertenece a C; N Cy, en particular a C1, luego
existe un X-Z, camino rectangular () x, z, de longitud ¢, (X, Z) contenido en C}. El
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X-Y camino rectangular () x z,Us es un X-Y camino rectangular contenido en C; UC,
de longitud

n

(Q@x,z,Us) =UQx,z,) +1(s) = Z |z =yl + |25 — fil + 15 — sl

i=1,i#j

pero z; < f; < y;, luego |x; — f;| + | f; — y;| = |x; — y;|, porlo que Qx z, U s tiene
longitud /1 (X,Y"). Si ¢; C (; se razona de la misma forma.

Consideremos ahora el caso general en el que no necesariamente (; C (; ni
(1 C (». Tomemos C; N Cy y consideremos el paralelepipedo isotético C5 dado por
el conjunto de puntos {Zy +7e; : Zy € C1NCy 0 < 7 < 2{?}, siendo e; € R"
el vector cuya unica componente no nula es la j-ésima, siendo ésta igual a 1, es decir,
Cj3 es la region barrida cuando se desplaza C N C; desde f; hasta /%3 + ff (ver Figura

2.17).

Cy

Figura 2.17: Paralelepipedos C;, Cy y C5 en R2,

Claramente C'3 C C5. Consideremos que Y ¢ C3, pues si Y € Cj el resultado se tiene
construyendo el mismo X -Y camino rectangular que el construido en el caso en el que
(o C (1. El punto Y pertenece a C5 siy sélosi f; < y; < g; paratodo? = 1,....n
coni # j. Como Y ¢ Cj, sean iy, ..., ,, los indices para los que, o bien, y;, < f;,, 0
bien, y;, > ¢;,. Sea () el camino rectangular compuesto por m segmentos que parte de
Y y tal que en cada codo se iguala la coordenada y;, de y a f;, siy;, < fi, oag, si
Vi, > gi,-Sea Z el punto al que llega este camino. El punto Z pertenece a C's y () es un
Y -Z camino rectangular contenido en C (y por tanto en C; UCy) de longitud ¢4 (Y, Z).
Como Z € C}, por el parrafo anterior sabemos que existe un Z-X camino rectangular
@’ contenido en C; U C (y por tanto en C; U Cy) de longitud ¢;(Z, X), pues C y
(5 son dos paralelepipedos isotéticos que intersecan en sus fronteras pero no en sus
interiores, y si (3 es la cara de ('3 en la que estd contenido C; NC's = C; NCs, entonces
(3 C (;. El camino rectangular Q) U ' es asi un Y-X camino rectangular contenido
completamente en C; U Cy. Veamos que su longitud es (1 (Y, X). Si¢ ¢ {iy,...,im},
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entonces el aporte a la longitud de QU Q' del desplazamiento en la i-ésima coordenada
es |y; — z;| + |z — x;|, pero en este caso y; = z;, luego es |y; — x;|. Por otro lado, si
i € {i1,...,in}, entonces el aporte a la longitud de Q U @' del desplazamiento en la
i-ésima coordenada es |y; — z;| + |z; — x;|, donde z; es f; siy; < fi0g;siy; > g;. Si
z = fi,entonces y; < % y 2z < x;, pues como y; < z; necesariamente f; = il — €L,
yaque si f; = k2 — £2 no se podria tener y; < z;, luego |y; — zi| + |z — | = |y — 2.
Si z; = g;, entonces y; > 2; Y z; > x;, pues como y; > z; hecesariamente g; = /%11 +§1
ya que si g; = A2 + £2 no se podria tener y; > 2z, luego |y; — 2| + |2z — i = |yi — 2.
Concluimos asi que la longitud de Q U @)’ es ¢1(X, YY) quedando probado el lema. [J

Volvamos a pensar en la red de construccion rectangular Ny, de X, Y y B. Esta red nos
permitia dar un método de cdlculo de un X-Y camino rectangular minimo permitido
basado en el Teorema[2.1] el cual consistia basicamente en aplicar cualquier algoritmo
de cdlculo de camino minimo en el grafo que constituye A, . Hablamos entonces de
la complejidad asintotica de utilizar el algoritmo de Dijkstra para hallar dicho camino.
No se comentd en ese momento, pero evidentemente, una vez construido el grafo que
describe Ny, , puede utilizarse también para resolver el Problema [2.1] la formulacion
lineal clasica de programacion matematica para resolver el problema del camino mi-
nimo en grafos como un problema de flujo. El Lema nos va a permitir ademas
resolver el Problema como un problema de camino minimo en grafos de nodos
no fijos. La idea es descomponer Ry \ int(53) en regiones entre las cuales los cami-
nos rectangulares se comportan de una forma deseable que los hace, en algin sentido,
manejables. Estas regiones, como se puede intuir y deducir del Lema [2.14] son los hi-
perparalelepipedos isotéticos. Este es el caso de la descomposicién en paralelepipedos
C(Ny,) de R \ int(B) que da la red de construccion rectangular. Los paralelepipedos
de C(Ny,) sélo intersecan con otros en su frontera, més adn, por la construccién hecha
de Ny, estas intersecciones son caras comunes de los paralelepipedos que intersecan.
El Lema [2.14] puede aplicarse entonces en cualquier par de puntos de sendos paralele-
pipedos adyacentes (es decir, que intersecan en sus fronteras) de C (N, ). El siguiente
lema proporciona un método para resolver el Problema|2.1|basado en el Lema el
objeto del lema es simplemente mostrar como puede ser utilizado el Lema [2.14] para
dar solucién al Problema [2.1] si bien este método se seguird refinando en lo que resta
de capitulo.

Lema 2.15. Sean X', X? € F y sea Ny, la red de construccion rectangular de X,
X?%y B. Sea G = (V, E) el grafo dirigido que posee un nodo v; € V por cada para-
lelepipedo C; de C(Ny,), y tal que el arco (i,7) € E (y, por tanto, el arco (j,i) € E)
si'y solo si los paralelepipedos C; y C; de C(Ny,) son adyacentes, esto es, intersecan.
Denotemos por ig al indice tal que X' € C;, € C(Ny,) (si hay mds de uno iy serd
cualquiera de ellos), por iy al indice tal que X* € Ci, € C(N,) (si hay mds de uno iy
serd cualquiera de ellos), iy # is, y notemos N = |C(Ny,)|. Sea i, la coordenada k-
ésima del centro de C; y é,g la mitad de su anchura en la coordenada OX,, i = 1, ..., N ,
k = 1,...,n. Entonces, el Problema es equivalente al problema de programacion
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lineal y entera mixta

min Y Dy (2.89)
(i,9)EF
s.a: Z Nigj = 1, (2.90)
(i0,4)€E
> i, =1, 291)
(h,if)GE
D omi— > mi =0, V=1, N,i#io,iy, (2.92)
(3,5)EE (hi)EE
dige > ¢ —ch, V(i,j) € B,k =1,...,n, (2.93)
dijr > —ci +cl, Y(i,j) € BEk=1,....n, (2.94)
Di; > digp — M(1—n;;), V(i,j) € E, (2.95)
k=1
Ri—&<d <R 4+& Vi=1,..,Nk=1,.,n, (2.96)
&=, Vek=1,..,n, (2.97)
¢ =22, Vk=1,..n, (2.98)
Dij Z 07771']' € {Oa 1}a V(Z,]) € E7 (299)
digr >0, V(i,j) € E;k=1,...,n, (2.100)
¢ eR, Vi=1,...N,k=1,..n, (2.101)

siendo M > 0 una constante lo suficientemente grande.

Demostracion. En (2.99)-(2.101) se define la naturaleza de las variables de decision:
ci representa la k-ésima coordenada de un punto en el i-ésimo paralelepipedo C; €
C (Ml); d;j; es una variable positiva que en el 6ptimo tomard, al menos, el valor abso-
luto de la diferencia en la k-ésima coordenada |c} — c]| de los puntos (%, ..., %)t € C;
y (c{, .., € Cj; D;; es una variable positiva que en el 6ptimo tomara el valor
(. AN (., cd)t) silos puntos (¢, ..., ¢ )ty (c, ..., ¢))! pertenecen al X'
X? camino rectangular minimo permitido que se encuentra en el 6ptimo y el punto

(ct,...,ct)t se visita antes que el punto (¢}, ..., ¢} )" cuando el X'-X? camino 6ptimo
se recorre desde X! hasta X2, en cuyo caso la variable binaria 7);; tomara el valor 1, en
caso contrario D;; = 0y 7,;; tomara también el valor 0.

Las restricciones (2.90)-(2.92)) son las restricciones cldsicas de conservacién de
flujo utilizadas en los problemas de programacién matemética para hallar caminos mi-
nimos en grafos. Estas restricciones imponen que del nodo inicial v;, debe de salir un
arco (restr1c019n (2.90), que al nodo final v;, debe? de lleg?r (?tro (restriccion (2.91), y
que en cualquier otro nodo debe conservarse el flujo (restriccion (2.92))), esto es, que al

nodo llegue un arco y de €l salga otro, o que al nodo no llegue ni de €l salga ningtn arco.
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De esta forma, se construye un camino de v;, a v; , en (. Cada nodo v; esta represen-
tando a un punto en el paralelepipedo C; € C(N,) (restricciéon , la longitud D;;
del arco (7, j) viene dada por, al menos, la distancia ¢, ((c}, ..., "), (c], ..., ¢))t) entre
los puntos de C; y C; que se seleccionen en el Gptimo (restricciones y (2.94)).
Como en se estd minimizando ) (i.j)eE D;;, en el 6ptimo el camino encontrado
serd de longitud minima siempre y cuando D;; = 0 si el arco (i, j) no se selecciona
en el camino, es decir, si 7;; = 0, pero esto se consigue con (2.95)), pues si esto ocurre
entonces impone D;; > >"_, diji, — M < 0, desigualdad que no estd exigiendo
nada pues D;; > 0 por definicién en (2.99), haciéndose D;; = 0 por la minimizacién
que se estd haciendo en (2.89), si por el contario el arco (i, j) se selecciona en el ca-
mino, esto es, si 7;; = 1, lb impone D;; > 22:1 d;ji, asi por la minimizacion
que se esta haciendo en Dij =30 diji = (¢, s ) (el o)) encel
6ptimo. En resumen, dado que (2.97) y (2.98) imponen que el punto de partida sea
X'y el de llegada X2, el problema (2.89)-(2.101) halla en el 6ptimo una secuencia
de puntos X!, ... (ct,....ct)t ..., X? en UCiGC(Nél) C; cumpliendo: que un punto y su
sucesor pertenecen a paralelepipedos adyacentes de C(Np, ); y que la suma de distan-
cias en métrica ¢, entre puntos consecutivos de la secuencia es minima. Vamos a ver
que esa suma de distancias que se obtiene en el valor 6ptimo de (2.89)-(2.10]) es la
longitud de un X!-X? camino rectangular minimo permitido y c6mo se obtiene este
camino a partir de la solucién 6ptima del problema.

Como UQGC(MI) C; = Rg \ int(B), los puntos (¢, ..., ¢, )" seleccionados en el 6p-
timo pertenecen a la region factible F. Por el Lema[2.14] existe un camino rectangular
Qi; completamente contenido en C; U C; € Rp \ int(B) de longitud la distancia en
métrica ¢; uniendo al punto (¢}, ..., %) y su sucesor (cf, ..., ¢})! en la secuencia Gpti-
ma, pues estos puntos pertenecen a sendos paralelepipedos C; y C; que intersecan en
su frontera. De esto se deduce que efectivamente el valor optimo de (2.89)-(2.101]) es
la longitud de un X!-X?2 camino rectangular minimo permitido, pues la unién de los
caminos rectangulares );; es un X '-X? camino rectangular permitido (estd contenido

en Ug,ee( Niy) C; = Rp \ int(B)) y minimo, ya que se estd minimizando su longitud

en 1i y la region factible de -2.101 es Ug,een, ) Ci = R \ int(B), donde

es suficiente buscar un camino rectangular minimo permitido por el Lema (2.7). Di-
cho camino rectangular puede construirse uniendo los puntos (ci, ..., ¢! )’ consecutivos
seleccionados en la secuencia Optima mediante el camino descrito en la demostracion
constructiva del Lema O

El método que da el Lema[2.15|para resolver el Problema[2.I|requiere la obtencion del
conjunto de celdas (paralelepipedos) C(Ny,) (si X! y X2 estdn en la misma celda de
C(NVy,), entonces X'y X% son /;-visibles y dg( X', X?) = £, (X!, X?) trivialmente, es
por ello que en el lema se supone iy # is). Esto puede hacerse a partir de Ny, , aunque
como razonamos en su momento, s6lo habiamos podido acotar el coste de construccion
de Ny, por O(W0n'227=6) (exponencial) cuando n > 3, con W = SN m; y siendo
m; el ndmero de paralelepipedos que describen al complejo barrera B;, ¢« = 1,..., V.
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Ademds, el nimero de variables binarias de (2.89)-(2.101) depende directamente del
niimero de paralelepipedos de C(N,, ), el cual, cabe esperar que sea elevado dado el ni-
mero de segmentos (O(W3n?2"~3)) y nodos (O(W°nb22"76)) de N, cuando n > 3.
Mas atin, los paralelepipedos C; y C; de C(Ny,) que intersecan lo hacen en una cara
comun, lo cual contituye un caso particular de las condiciones de aplicacién del Lema
[2.14] es decir, el Lema [2.14] no se estd explotando todo lo que se podria explotar con
la descomposicién de R \ int(B) en los paralelepipedos C (N, ). El método que da el
Lema puede pulirse tratando de corregir esta serie de inconvenientes. Este refina-
miento pasa necesariamente por una descomposicion en paralelepipedos de Rz \ int(3)
que, en algin sentido, aproveche mejor que C(Ny, ) el Lemam

El nimero de variables binarias empleadas por el modelo de programacién ma-
tematica lineal y entera mixta final basado en el Lema que se presentard en el
término de la seccidn, es igual al nimero de paralelepipedos en las condiciones del
Lema en el que se descomponga Rp \ int(B), por ello, trataremos de realizar
una descomposicion C' de R \ int(B) en un nimero reducido de paralelepipedos.
Es importante también que podamos asegurar una buena cota superior asintotica pa-
ra la complejidad de realizar dicha descomposicién, pues si la complejidad de llevar
a cabo la descomposicion en paralelepipedos C' de Rp \ int(53) es muy elevada, de
nada nos serviria el ahorro computacional conseguido al disminuir el nimero de va-
riables binarias del modelo de programacién matemética. Comenzaremos dando una
descomposicion de Rp \ int(B) de estas caracteristicas en el plano y la extenderemos
a dimensiones superiores de forma recursiva.

Algoritmo 2.2. (Costruccién de C’ en R?)

Input: Los puntos X = (x1,22)' ¢ Y = (y1,y2)" en F y el conjunto {By, ..., By}
de complejos de paralelepipedos barrera en R?, cada uno de ellos descrito por el
conjunto de paralelpipedos { B}, ..., B*'} que lo forman, i = 1, ..., N, y estos a su vez
descritos por su centro (5%, k57)! v la mitad de su anchura f,i’j en cada coordenada
OX,i=1,..N,j=1,..m; k=12

Paso 1: Obtener Ry mediante el Algoritmo[2.1| Descartar todos los complejos barre-
ra que no estén contenidos en Rpg. Si ninguno de los complejos barrera estd
contenido en Rp, hacer L3 := Ry e ir a Output.

Paso 2: Ordenar de menor a mayor, los valores (se entiende, de los paralelepipedos
no descartados en el paso anterior) Iiil’j —i—sﬁi’j, 1=1,..N,7=1,...m;, s €
{—1, 1}, asi como el valor mqiximo 'yAml’nimo en la coordenada OX| de Rpg, en
una lista Ly, y los valores k5’ + &7, 1 =1,..,N,j=1,...,m;, s € {—1,1},
asi como el valor mdximo y minimo en la coordenada OX5 de Rg, en una
lista L4, no incluyendo las posibles repeticiones de elementos en ninguna de
las listas. Seleccionar la coordenada OX| o la coordenda OX,. En adelante
suponemos seleccionada la coordenada OX, el algoritmo seleccionada la
coordenada OX; es andlogo.
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Paso 3: Crear una lista vacia Ls. Afiadir a L3 las caras de dimenison 1 (hiperpara-
lelepipedos de dimension 1, segmentos paralelos a los ejes coordenados) de
los paralelepipedos Bij contenidas en la frontera de Rg, k = 1,2. Para cada
i =1,....|L1| — 1 hacer lo siguiente: si 2" es el i-ésimo elemento de L, z'!
el (i + 1)-ésimo, z3 y 24 los valores extremos de R en OX,, y Rii+1 el pa-
ralelepipedo de vértices (2, zy ), (2771, 25)t, (2%, 2 )ty (21, 25)¢, entonces
aniadir a L3 las componentes conexas (hiperparalelepipedos de dimension 2)
de la clausura de R; ;1 \ B.

Paso 4: Encontrar los segmentos maximales que pueden formarse mediante la union
de los segmentos de L3 obtenidos en la primera parte del paso anterior, afiadir
estos segmentos maximales a L3y eliminar los segmentos que los constituyen.
Para cadai =1, ...,|L1| —2 hacer los siguiente: para cada paralelepipedo C'
obtenido de R; ;11 (es decir, para cada componente conexa de la clausura de
Rii+1 \ B) y para cada paralelepipedo C" obtenido de R ;1 12, comprobar
si C"'U C" es también un paralelepipedo, en cuyo caso eliminar C' y C" de
L3 y aiiadir C' U C" a L3 (en la iteracion i + 1, C" U C” se considera un
paralelepipedo obtenido de R ;1 i12).

Output: C' := L.

Lema 2.16. En R?, el Algoritmo[2.2|descompone R \ int(B) en un niimero O(W) de
paralelepipedos isotéticos, siendo W = ., m, el niimero de paralelepipedos que
describen los complejos barrera By, ..., By.

Demostracion. Los segmentos afladidos a L3 en el Paso 3 del Algoritmo[2.2]son hiper-
paralelepipedos isotéticos de dimension 1, y sus posibles uniones en el Paso 4 también
lo son. Veamos que efectivamente las componentes conexas de la clausurade R; ;11\ B
son hiperparalelepipedos isotéticos de dimensién 2. Parai = 1, ..., |£;|— 1, puesto que
en R; ;11 no puede estar contenida ninguna cara de ningun paralelepipedo Bi de la
forma (k] 4 s&/7 | khd — IV (K7 4 s€MT kD7 4 €09)] con s € {—1,1} a menos
que K17 + s&17 sea el i-ésimo o el (i + 1)-ésimo elemento de Ls, R; ;41 \ B consiste
en varios hiperparalelepipedos isotéticos de dimension 2 disjuntos unos con otros en
los que faltan algunas de sus caras, entonces, la clausura de R, \ B afiade a es-
tos paralepipedos isotéticos las caras faltantes. Las posibles uniones en el Paso 4 de
los hiperparalelepipedos isotéticos de dimension 2 obtenidos en el Paso 3 del Algorit-
mo [2.2] son claramente hiperparalelepipedos isotéticos de dimension 2 también. Sea
Z € R \ int(B). No es dificil ver, que si Z pertenece a la frontera de R y al mismo
tiempo a la frontera de uno de los complejos barrera, entonces Z estd contenido en
alguno de los hiperparalelepipedos de dimensién 1 de C’, en cualquier otro caso, Z
pertenece a alguno de los hiperparalelepipedos de dimension 2 de C'. Luego C’ es una
descomposicion en paralelepipedos de R \ int(B), es decir, | Jvcor C' = Rp \ int(B).

Probemos ahora que el nimero de paralelepipedos de C’ es O(WW). Evidentemente,
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el niimero de hiperparalelepipedos de dimensién 1 de C’ es a lo sumo O(W). En cuan-
to al nimero de hiperparalelepipedos de dimensién 2 de C’, vamos a probar que es a
lo sumo 3%, siendo ¥ el nimero de puntos extremos P(B) de los complejos barrera
By, ..., By. Para ello basta probar que todo hiperparalelepipedo de dimensién 2 de C’
contiene un punto de P (1) en su frontera, como cada punto Z de P(B) puede pertene-
cer a lo sumo a tres hiperparalelepipedos isotéticos de dimension 2 de C’ (cuando Z es
un vértice comiin de los tres paralelepipedos de C’), el niimero de hiperparalelepipedos
de dimension 2 de C’ serd a lo sumo 3X.

Supongamos que el paralelepipedo C” obtenido en el Paso 3 o en el Paso 4 del
Algoritmo no posee ningtin punto de P (1) en sus caras de dimensién 1 dénde la
coordenada OX; es constante. Como C’ no posee ningiin punto de P(53) en sus caras
de dimensién 1 en las que la coordenada O X es constante, necesariamente al menos
una de sus caras de dimension 1 en las que la coordenada O X, es constante estd con-
tenida en una de las caras de dimension 1 en la que la coordenada O X’ es constante de
un paralelepipedo Bf , de lo contrario, C” se extenderia en O desde el minimo valor
en O, de R (denotado z, en el Paso 3) hasta el maximo valor en O&; de Rz (deno-
tado z; en el Paso 3), y como no habria puntos 2, 2" € £, con 1 < i,i+ 1 < |£4],
tales que ' sea el minimo valor que alcanza en OX) el paralelepipedo C” y 2! el m4-
ximo valor que alcanza C” en esa misma coordenada, pues en este caso C’ contendria
al menos un punto de P(B) en sus caras de dimensién 1 en las que la coordenada O X}
es constante, necesariamente C' = Rpg. Pero C' = Rp significa que ninguno de los
complejos barrera estd contenido en R, lo cual es una contradiccién pues en el Paso
1 del algoritmo se hubiese saltado directamente a Output sin pasar por el Paso 3 ni el
Paso 4.

Por lo tanto, si C’ no posee ningtn punto de P(13) en sus caras de dimension 1
en las que la coordenada OX; es constante, necesariamente al menos una de sus ca-
ras de dimension 1 en las que la coordenada OX; es constante esta contenida en una
de las caras de dimensioén 1 en la que la coordenada OX; es constante de un para-
lelepipedo Bg . La otra cara de C’ en la que la coordenada OX), es constante estard
contenida en una de las caras de dimension 1 en la que la coordenada O &, es constan-
te de otro paralelepipedo B! o en la frontera de R 5. Supongamos que nos encontramos
en el ultimo caso (ver Figura[2.18](a)), para el otro caso se razona de forma andloga.
Veamos que en el Paso 4 del algoritmo se descarta C’ en L3 para sustituirlo por un
paralelepipedo que lo contiene. Sea g5 el maximo valor que alcanza en OX; el para-
lelepipedo C". Entonces existe en L3 un paralelepipedo C” de la misma altura que C’,
compartiendo una cara de dimensién 1 con él, que en OX; se extiende desde g hasta
Z =min{z? € Ly : 29> g} (ver Figura(b)). Ademis, 2’ < k€07 KV €M
En el Paso 4 del algoritmo se realiza entonces la unién C’'UC”, que se afiade a L3, y se
eliminan C" y C” de L3, o dicho de otro modo, se extiende C” por la derecha hasta z’.
Mis atin, C' se extenderd por la derecha en el Paso 4 hasta min{x} + & ht 4 e
El paralelepipedo C"” resultante, comparte vértice con B? o B! (ver Figura (©)).
Si dicho vértice no es un punto extremo del complejo correspondiente es porque las
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caras de dimensién 1 en las que la coordenada O X, es constantede de C” estan con-
tenidas en el interior de sendas caras de dimension 1 en las que la coordenada O X, es
constante de los complejos barrera B; y By, (ver Figura[2.1§](d)). Entonces, razonando
como con C’, C" seria descartado en el Paso 4 de L3 y sustituido por un paralelepipe-
do que lo contiene (ampliando C"” por la derecha), el cual comparte un vértice con un
paralelepipedo BZ, con s € {i, h}. El razonamiento se sigue hasta que dicho vértice es
un punto extremo del complejo correspondiente (ver Figura (e), donde B! = B!)
o hasta que el paralelepipedo formado C* se encuentra por la derecha con una cara de
dimensidn 1 en la que la coordenada O X es constante de uno de los complejos barrera,
conteniendo por tanto C* en una de sus caras de dimensién 1 en la que la coordena-
da OA] es constante los dos puntos extremos contenidos en la cara mencionada del
complejo barrera correspondiente (ver Figura (f) y (g)). Concluimos asi que los
hiperparalelepipedos de dimension 2 que quedan en C’ tras el Paso 4 contienen todos
algin punto de P(B) en su frontera.

B B! B
@ 4 C/ C// Cm
B | B, | B |
(a) (b) (c)
Bl B Bl B Bl B
B B B
C/// C* C*
"
| 5 | | g | 5 | 7
B B, By
() (e) ()
Bl B
B
@ B!
| 5 '

(2
Figura 2.18: Ilustracién mediante un ejemplo de la prueba del Lema
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Por dltimo, probaremos que > € O(W), con lo que se tendria que el nimero de
paralelepipedos de dimensién 2 de C’ serd a lo sumo 30Q(W), o lo que es lo mismo,
O(W). Probaremos por inducciéon que para un complejo barrera B; su nimero de
puntos extremos X2; es una cantidad lineal del nimero de paralelepipedos m; que lo
forman, de donde se deriva ¥ € O(W). Cuando B; estd constituido por un tnico
paralelepipedo, >; = 4, que es cuatro veces el nimero de paralepipedos que forman
B;. Cuando m; = 2, el maximo nimero de puntos extremos que puede tener 5; es
doce: los ocho vértices de los dos paralelepipedos que forman B; mds cuatro puntos
extremos que surgen de la interseccion perpendicular de las caras de dimension 1 de
estos dos paralelepipedo (ver Figura [2.19). Supongamos cierto el resultado para m; =
k — 1y veamos que entonces es cierto para m; = k. Por la forma en la que estamos
suponiendo que estdn descritos los complejos barrera, podemos separar B; en k — 1
paralelepipedos por un lado y, por otro lado, en un paralelepipedo Bf , de forma que
los k — 1 paralelepipedos primeros constituyan un complejo de paralelepipedos B;. Por
hipétesis de induccion, el nimero de puntos extremos de B, es O(k—1). Como mucho,
el paralelepipedo Bg aporta un nimero de puntos extremos al ser unido a B, de cuatro
(sus vértices), mds los posibles 4(k — 1) puntos extremos resultantes de la interseccién
perpendicular de las caras de dimension 1 de Bg con las caras de dimension 1 de cada
uno de los paralelepipedos de B;. Por tanto, el nimero de puntos extremos de B; es
O(k —1)+4+4(k — 1), es decir, O(k), con lo que queda probado el resultado.

%

Figura 2.19: Complejo de paralelepipedos en R? formado por dos paralelepipedos con
12 puntos extremos.
[]

Como puede observarse, la descomposicion en paralelepipedos C' de R\ int(53) hecha
por el Algoritmo [2.2] depende de la coordenada seleccionada en el Paso 2 del mismo.
Dependiendo de la configuracién espacial de los complejos barreras en el plano, la
seleccion de una u otra coordenada dard lugar a una descomposicién con un mayor o
menor nimero de paralelepipedos. En la Figura [2.20] se muestran las descomposicio-
nes en paralelepipedos de Rz \ int(B) que producen para un caso plano concreto, la
red de construccion rectangular A, , el Algoritmo seleccionando en el Paso 2 la
coordenada O A y el Algoritmo seleccionando en el Paso 2 la coordenada O X;.
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Figura 2.20: Para el mismo ejemplo en el plano, (a), (b) y (c) son, respectivamente,
C(Ny,), C' seleccionando la coordenda OX) en el Paso 2 del Algoritmo[2.2]y C’ selec-
cionando la coordenda O X’ en el Paso 2 del Algoritmo [2.2] Los hiperparalelepipedos
de dimensién 1 se han sefialado como lineas de mayor grosor.



2. Camino rectangular minimo en presencia de paralelepipedos barrera 69

Comparemos la complejidad asintética de realizar la descomposicién en paralele-
pipedos de R \ int(B) que proporcionan Ny, con la del Algoritmo Para descom-
poner en paralelepipedos Ry \ int(B) mediante Ny, es necesario primero construir
N, que como ya vimos puede hacerse en O(X?). A esto habria que afiadir el tiempo
necesario para obtener el conjunto de paralelepipedos C (N, ) a partir de N, mediante
un algoritmo. En cuanto al Algoritmo[2.2} en el Paso 1, la construccién de Rz median-
te el Algoritmo tiene un coste O(WW?) como ya vimos cuando se presenté dicho
algoritmo, la comprobacion de si B; C Rz 0 no, puede realizarse en O(m; ), pues basta
comprobar si todo paralelepipedo de B; estd contenido o no en Rz, lo cual se hace en
un nimero constante de operaciones para cada paralelepipedo, asi, la comprobacién
para todo B; se lleva a cabo en O(W); el Paso 2 se puede realizar en O(W1ogi¥') me-
diante cualquier algoritmo de ordenacion eficiente; la obtencion de los segmentos de
L3 (caras de dimensién 1 de paralelepipedos Bg contenidos en la frontera de Rz) en
el Paso 3 se realiza en O(W), mientras que la descomposicién en paralelepipedos de
cada hiperparalelepipedo R; ;11 de dimension 2 (a lo sumo hay 21/) se puede realizar
mediante el estudio en tiempo constante de la posible interseccion de este paralele-
pipedo con cada paralelepipedo B{ de los que forman los complejos barreras, luego
en total, la descomposicion de todos los R, ;+; puede hacerse en (’)(WZ); el Paso 4,
realizando una comprobacién ordenada de las posibles uniones de los segmentos e hi-
perparalelepipedos de dimension 2 de L3 obtenidos en el Paso 3, puede efectuarse a
lo sumo en O(W?). En resumen, C’ se construye en O(W?) y posee un nimero de
paralelepipedos O(W). Por su parte, el nimero de paralelepipedos de C(Ny,) puede
acotarse utilizando la férmula de Euler para grafos planos: el nimero de vértices de
Ny, (O(%?)) menos su nimero de aristas (O(7V)) més el ndmero de celdas C(Ny,)
es igual a dos, por lo tanto, el nimero de paralelepipedos de C(N;,) es O(X?). La
descomposicién C’ de Rg \ int(B) es asi preferible a la descomposicién C (N, ), tanto
en el tiempo de construccién (O(W?) frente a, al menos, O(3?)) como en nimero de
paralelepipedos (O(W) frente a O(3?)). Mas aiin, los paralelepipedos de C’ estan con-
tenidos en las celdas de C (N, ), independientemente de la coordenada seleccionada en
el Paso 2 del Algoritmo [2.2](ver Figura[2.20).

La construccién de C’ puede extenderse a R de forma recursiva.

Algoritmo 2.3. (Costrucciéon de C’ en R™ con n > 3)

Input: Los puntos X = (21, ...,x,) e Y = (y1, ..., yn)" en F y el conjunto { By, ..., By}
de complejos de paralelepipedos barrera en R", cada uno de ellos descrito por el con-
junto de paralelpipedos {le, .., B{"'} que lo forman, i = 1,...,N, y estos a su vez

descritos por su centro (ky’, ..., k17)" y la mitad de su anchura &’ en cada coordena-

daOXy,i=1,...N,j=1,...m;, k=1,....n

Paso 1: Obtener R mediante el Algoritmo Descartar todos los complejos barre-
ra que no estén contenidos en Rg. Si ninguno de los complejos barreras estd
contenido en Ry, hacer L3 := Rpg e ir a Output.
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Paso 2: Seleccionar una coordenada OX; con j € {1, ...,n}. En adelante suponemos
seleccionada la coordenada OX,, el algoritmo seleccionada cualquier otra
coordenada es andlogo. Ordenar de menor a mayor, los valores (se entiende,
de los paralelepipedos no descartados en el paso anterior) Ky bi oy 351’] , 1=
1L,..N,7=1,....,my s € {—1,1}, asi como el valor mdximo y minimo en la
coordenada O X, de Rp, en una lista L4, no incluyendo las posibles repeticio-
nes de elementos en la lista. Para cada i = 1,....|L1| — 1, si 2" es el i-ésimo
elemento de L1y 2! el (i + 1)-ésimo, tomamos R;;v1 = {(q1, ..., qn)"
Rp : 2" < q < 21}, es decir, el paralelepipedo maximal contenido en Rp
que se extiende en OX, desde z' hasta 21, Si R; ;1 N int(B) = 0, afadir
Riit1 a Ls. En caso contrario: hacer R = Proy;(Riit+1) ¥, para los sz
tales que R; ;1 Nint(B') # 0, hacer B, = Proy;(B!); ir al Paso 2 del Algo-
ritmo|2.3|o del Algoritmo segtin el caso, tomando como espacio ambiente
OX,, ..., X, como R a Rg y como complejos barrera los determinados por
los B! ; para cada paralelepipedo C" obtendio de la aplicacion del Algoritmo
0 del Algoritmo segiin el caso, en R"! | afiadir a L el paralelepipedo

C'={(qr ) 2 < < 2 Proyi((qn, -, qn)') € C
Output: C' := L;.

Lema 2.17. En R" con n > 3, el Algoritmo [2.3| descompone RB \ int(B) en un nii-
mero O(W™ 1) de paralelepipedos isotéticos, siendo W = ZZ L m; el niimero de
paralelepipedos que describen los complejos barreras By, ..., By.

Demostracién. Evidentemente, R \int(B) = U,_; |, 1 Rist1 \ B, paralos R; ;i1
del Paso 2 del Algoritmo Si R, i1 Nint(B) = (), entonces, R; ;11 es un paralele-
pipedo isotético que contiene a todo punto de R con coordenada en OX, entre z' y

21 Si Rii1 Nint(B) # 0, todo paralelepl’pedo B! tal que R; ;1 Nint(BL) # 0,
verifica que th — ?’l < 2y que /11 + fhl > z“’l pues dichos valores estdn
ordenados en L£;. Por ese motivo, si C” es un paralelepipedo isotético contenido,
por ejemplo, en la cara ¢ de dimensién n — 1 de R;;4; en la que la coordenada
OX, es constante e igual a 2*, y tal que no interseca el interior de ninguna barrera,
C'={(q,yqn)t : 28 < q < 21 Proy;((q1, -, qn)") € C”} es un paralelepipe-
do isotético contenido en R; ;11 que tampoco interseca el interior de ninguna barrera,
en otras palabras, basta hacer una descomposicién de ¢ \ int(B3) en paralelepipedos
isotéticos para tener una descomposicion en paralelepipedos isotéticos de R; ;1. Es-
to es lo que se pretende en el Paso 2 del algoritmo al hacer Rz = Proy;(Riiv1) s
para los B! tales que R; ;1 Nint(B') # (), hacer B! = Proy;(B}), ir al Paso 2 del
Algoritmo [2.3] o del Algoritmo [2.2] segtin el caso, tomando como espacio ambien-
te OXy, ..., X,, como Rz a Rz y como complejos barrera los determinados por los
B!,y finalmente, para cada paralelepipedo C” obtendio de la aplicacién del Algorit-
mo o del Algoritmo segiin el caso, en R"™!, afiadir a L3 el paralelepipedo
C'" = {(q1, - q) : 28 < q < 2 Proyi((q1,--,qn)") € C"}. Puesto que la
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descomposicién en paralelepipedos isotéticos en R? es posible por el Lema por
induccion se demuestra que de esta forma se consigue descomponer R; ;41 \ int(53) en
paralelepipedos isotéticos. Se colige asi que C’ es una descomposicion en paralelepipe-
dos isotéticos de R \ int(B) (i.e., Upreer C' = R \ int(B)).

Dado que en el plano, el caso base, |C'| es del orden de O(W), facilmente se de-
muestra por induccién que en R", |C’| es del orden de O(W™~1), O

Como ocurria en el caso plano, la descomposicion en paralelepipedos isotéticos de
R \ int(B) hecha por el Algoritmo y en consecuencia el nimero de estos, de-
pende de la coordenada seleccionada en el Paso 2 del mismo. Mds aun, para cada
paralelepipedo R,; ;11 del Paso 2 del algoritmo tal que interseca con el interior de algu-
na barrera, existen (n — 1)! formas de realizar su descomposicién en paralelepipedos
isotéticos dependiendo de la coordenada seleccionada en el Paso 2 de cada una de las
llamadas recursivas al algoritmo. La complejidad del Algoritmo [2.3] es: la compleji-
dad del Paso 1, la cual es O(W?n), pues es la suma de la complejidad de construir
Rp, O(W?n), y la complejidad de descartar los complejos barreras no contenidos en
Rz, O(Wn) (la inclusién o no en Ry de cada paralelepipedo de un complejo barrera
se comprueba en O(n)); mas la complejidad del Paso 2, ésta es, la de la ordenacion
inicial, O(WlogWW'), mas la comprobacién de la contencién o no en cada R, ;11 (a lo
sumo hay O(W)) de puntos de int(B), lo cual lleva un tiempo O(W?n), mds, a lo
sumo, la complejidad de realizar las descomposiciones en paralelepipedos isotéticos
de todos los R; ; 11, es decir, O(W) veces la complejidad del algoritmo en R"~!. Ra-
zonando por induccién se llega a que una cota superior asintética de la complejidad
del Algoritmo es O(W™ + W !n). Por tanto, la construccién de C’ se realiza
en O(W"™ + W™ 1n) frente a la construccién de C(N;,) que no sabemos como rea-
lizarla pero que seguro requiere la construcciéon de Ny, la cual se lleva a cabo en
O(Wbn!122n=6) Por otro lado, C’ consta de O(W™~!) paralelepipedos, mientras que
el nimero de paralelepipedo de C(Ny, ), en general, lo desconocemos. Para terminar
la seccidn se presenta el dltimo método que aqui se recoge para resolver el Problema
[2.1] el cual es un refinamiento del modelo (2.89)-(2.101) dado en el Lema[2.135] Antes
de pasar a €l notemos que, mediante un procedimiento de fuerza bruta a falta de un
algoritmo especifico para este fin, las relaciones de adyacencia entre los paralelepipe-
dos de C’ pueden obtenerse en O(W?2"~2n) (comprobando la adyacencia en un tiempo
O(n) de cada uno de los O(W?"2) pares de paralelepipedos) y que a lo sumo hay
O(W?*"=2) paralelepipedos adyacentes en dicho conjunto.

Teorema 2.5. En R", sean X', X? € F y sea C' una descomposicion en paralelepipe-
dos de Rp \ int(B) obtenida con el Algoritmo[2.2]si n = 2 o con el Algoritmo[2.3]si
n > 3. Sea G' = (V' E') el grafo no dirigido que posee un nodo v, € V' por cada
paralelepipedo C! de C', y tal que el arco (i,j) € E' siy solo si los paralelepipedos
Cly C']/» de C' son adyacentes, esto es, intersecan, i < j. Denotemos por iq al indice
tal que X' € C;, € C' (si hay mds de uno iy serd cualquiera de ellos), por iy al indice
tal que X* € C{f € C' (si hay mds de uno iy serd cualquiera de ellos), ig # iy, y
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notemos N = |C'|. Sea K}, la coordenada k-ésima del centro de C!y & la mitad de su
anchura en la coordenada OXy, i = 1,...,N, k = 1, ..., n. Entonces, el Problema
es equivalente al problema de programacion lineal y entera mixta

min -} D (2.102)
(i) € B’
s.a: Wi =1, (2.103)
i, =1, (2.104)
Yo et Y M= L (2.105)
(hyio)eE" (i0,j)EE"
oo+ Y =1 (2.106)
(hiig)EE’ (if,5)EE
ST ot > g =2u, Yi=1,.,Ni#do i, (2.107)
(hi)eE’ (i,J)eE’
my <1, V(i,j) € F, (2.108)
pi +py < 1+miy, V(i,5) € B, (2.109)
nig < i, V(i) € (2.110)
mij < py, V(i j) € B, 2.111)
dijr > i —cl, Y(i,5) € B k=1,...,n, (2.112)
dijr, > —c + ¢, Vi, j) e B k=1,..,n, (2.113)
Dij > dijn — M(1—1;), V(i j) € E, (2.114)
g,g <d <k, +&, Vi=1,.,Nk=1,..n, (2.115)
c;f =2k, Vk=1,..n, (2.116)
ckf :mk, Vk=1,..,n, (2.117)
Dyj,mij > 0, V(i,j) € E, (2.118)
pi €401}, Vi=1,..., N, (2.119)
dij >0, Y(i,7) € E',k=1,...,n, (2.120)
adeR Vi=1,..,Nk=1,..n, (2.121)

siendo M > 0 una constante lo suficientemente grande.

Demostracion. Laformulacién (2.102)-(2.121])) es igual a la formulacién (2.89)-(2.101)
salvo por las restricciones (2.103)-(2.1T1)) que sustituyen a (2.90)-(2.92)), las variables

7;; que ahora son variables positivas y no binarias, y las nuevas variables p; definidas
en (2.119). Los paralelepipedos de C’ estdn en las condiciones del Lema al igual
que lo estaban los de C(N, ). Obsérvese, que por las restricciones (2.108)-(2.111)), a
pesar de que 7;; esté definida como variable positiva en (2.118), en la practica se va
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a comportar como una variable binaria pues sélo se le va a permitir tomar el valor 0
o el valor 1. Por tanto, si demostramos que las restricciones (2.103)-(2.1T1) realizan
la misma tarea que —, estos es, encontar un camino en G’ desde v/, hasta
V;f, los problemas de programacion matemadtica (2.102)-(2.121) y (2.89)-(2.101]) seran
equivalentes, y por consiguiente, (2.102)-(2.121)) serd equivalente al Problema[2.1] La
variable binaria y; tomard el valor 1 si el nodo v es seleccionado en el camino en
G' de vj, a v;, 6ptimo. Con esta interpretacion de las variables y;, las restricciones
(2.108)-(2.1T1) indican que una arista 7;; es seleccionada si y sélo si se han seleccio-
nado los puntos relativos a los paralelepipedos adyacentes C} y C'; (es decir, si se han
seleccionado los nodos v y v/}). Las restricciones (2.103) y (2.104) imponen que los
nodos que representan los paralelepipedos en los que se encuentran X'y X? sean se-
leccionados. Las restricciones (2.103]) y (2.106) fuerzan a que sélo se seleccione una
arista inicidente en v y v; respectivamente. Y la restriccion (2.107) impone, salvo
para v; 'y ygf, que si v/ es seleccionado, entonces en él inciden dos aristas, en caso

contrario, ninguna. Puesto que en (2.102) se estd minimizandpo Z(i DR D;;, las res-

tricciones (2.103)-(2.111]) tienen el mismo efecto que (2.90)-(2.92)), y (2.102)-(2.121))
O

es equivalente al Problema[2.1]

El nimero de variables binarias de la formulacién (2.102)-(2.121)) es igual al nimero
de paralelepipedos de C' (O(W"1)). En lugar de considerar las variables 7;; como
binarias, la formulacién (2.102)-(2.121) las considera como variables positivas, evi-
tando asi un nimero de variables binarias O(TW?"~2), con lo que se espera un mejor
rendimiento del modelo. Que las variables 7;; se comporten como binarias sin serlo se
consigue con un nimero O(W?"~2) de restricciones. La constante M puede tomarse
nmax;—1, {2} + ¢, siendo £ la mitad de la anchura en la coordenada OX; de la
envolvente rectangular iterativa Rz de X, Y y B = Ufil B;, y € cualquier constante
estrictamente positiva. El X*-X? camino rectangular minimo permitido obtenido por
el modelo puede construirse uniendo los puntos (c;, ..., ¢, )¢ seleccionados en el 6ptimo
mediante el camino descrito en la demostracién constructiva del Lema[2.14

392 bp

2.4. Camino bloque minimo en presencia de romboides
barrera

El Lema (1.5|del capitulo anterior ponia de manifiesto la relacion existente en R? entre
la norma de Manhattan y cualquier norma bloque con cuatro vectores fundamentales.
En esta dltima seccidn se aprovecha dicho resultado para dar un método de resolucién
de un problema plano que generaliza al Problema en R2. Consideremos fijada la
norma bloque ~ con vectores fundamentales (ordenados en el sentido de las agujas del
reloj)

al = (), w = (ad) s = ()l = (utud)’,
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cumpliendo v® = —u! y u* = —u?. Un v-romboide centrado serd un romboide con
vértices de la forma

2 1 2 1 2 1 2 1

L ﬂ+”_1 ) Y 5 % A _“_1+ﬂ

R w w —_ w w R w w R w w
e=(u_ | =lu_u) o= 1 u) <= 9, 2|

w1 wo w1 w2 w1 w2 w1 w2

donde w!, w? > 0, mientras que un y-romboide serd un romboide con vértices de la
forma w + €', i = 1, ..., 4, siendo w € R? un vector cualquiera. Llamaremos comple-
Jjo de y-romboides a la unién de un numero finito de y-romboides siempre y cuando
el conjunto resultante de la unién sea conexo, sin puntos de corte, sin huecos (en el
sentido que venimos utilizando este término) y tal que para cualquier punto en la fron-
tera de un y-romboide constituyente del complejo que, al mismo tiempo, pertenezca al
interior del complejo, entonces, exista otro y-romboide del complejo distinto tal que
dicho punto pertenece a su interior. Obsérvese que los complejos de y-romboides son
conjuntos poliédricos en R?. El siguiente problema es una generalizacion del Problema

2.1len R2.

Problema 2.2. Dado el conjunto {By, ..., By} de complejos de y-romboides en R?
disjuntos dos a dos y dados dos puntos X e Y en la region factible F, siendo F =
R\ int(B) y B =Y., B;, calcular dg(X,Y).

Pero el Problema puede reducirse al Problema en R? (para el que conocemos
diferentes métodos de resolucion) como muestra el lema que aparece a continuacion.

Lema 2.18. Para la norma bloque con cuatro vectores fundamentales -y fijada, sea T’
la transformacion lineal definida en . Entonces, para todo X,Y € F,

8(X,Y) = b7 (T(X), T(Y)).

Demostracion. Sean X,Y € F dos puntos factibles y sea SP un X-Y camino permi-
tido y-minimo con la propiedad de contacto con barreras del Lema [2.3] Entonces, SP
es un camino lineal a trozos con un nimero finito de puntos criticos [y, ..., [ € F.
Como T es lineal y biyectiva, la imagen 7'(SP) de SP es factible en T'(F), i.e.,

T(SP) C T(F). Ademas, los segmentos en SP son trasformados en segmentos en

T(SP), por lo que T'(SP) es también un camino lineal a trozos con puntos criticos
T(1;),1

., k. Fijando Iy := X, I; 1 := Y y usando el Lema[l.5] obtenemos

_ Z’V( I Tr) = Zel T(1i41)) > b.7s)(T(X), T(Y)).

Anélogamente, sea S P’ un 7'(X)-7'(Y') camino permitido ¢;-minimo con la propiedad
de contacto con barreras en T'(F). Sean [, ..., I;, € T'(F) el conjunto finito de puntos
extremos en SP’y sean I := T'(X)y I;,,, := T(Y). Entonces

farey (T, T(Y)) = Y (I L) = Zv T (1L,)) 2 96X Y),
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con lo que se completa la prueba. ]

Andlogamente, puede probarse que bajo los supuestos del Lema|[L.5]
Lp(X,Y) =T (X), TH(Y)).

Para ver que el Problema 2.2 puede reducirse al Problema[2.1)en R? basta recordar que
la longitud de un X-Y camino rectangular minimo permitido es dz(X,Y) (Lemal[2.5)),
notar que si Bf es un ~y-romboide entonces T(Bf ) es un paralelepipedo isotético en R?
y observar que, por la linealidad de 7', si {Bj, ..., By} es un conjunto de complejos
de y-romboides disjuntos dos a dos, entonces {T'(B;), ..., T(By)} es un conjunto de
complejos de paralelepipedos isotéticos en R? disjuntos dos a dos.






3

Problema de la mediana rectangular
en presencia de paralelepipedos
barrera

La presencia de barreras en los problemas de localizacién continua modifica las ca-
racteristicas geométricas y analiticas de estos. La no convexidad de las funciones de
distancia con barrera da lugar a problemas de optimizacién no convexos. La mayoria
de métodos clasicos empleados para los problemas de localizacion continua se basan
fundamentalmente en la convexidad de la funcién objetivo y por ello fallan en este
contexto. Por otro lado, los métodos generales de optimizacidén global capaces de tra-
tar con problemas no convexos ignoran la geometria caracteristica de los problemas
especificos que estamos considerando. La forma de lidiar con estos problemas es, por
tanto, desarrollando nuevos estudios tedricos y enfoques algoritmicos que permitan su-
perar las dificultades mencionadas y poder resolverlos eficientemente. Este capitulo se
dedica al tratamiento del problema, clésico en teoria de la localizacién, de la mediana,
cuando las distancias son medidas con respecto a la métrica de Manhattan y existen
complejos de hiperparalelepipedos isotéticos en la regién factible que actian como
barreras. Se proponen nuevos métodos para su resolucion basados en los resultados
obtenidos en el capitulo anterior para el problema del camino minimo rectangular en
presencia de praralelepipedos barrera.

3.1. Problema de localizacion con barreras

Muchas decisiones en materia de gestion, economia, planificacién de la produccion,
etc., presentan facetas relacionadas con la “localizacion de servicios”. La determina-
cion de la ubicacién de un nuevo almacén con respecto a las de un grupo determinado
de clientes, teniendo en cuenta los costes de transporte y los tiempos de entrega, es sélo
un ejemplo dentro de una vasta gama de aplicaciones de la localizacion. Por otro lado,

77
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la teoria de la localizacién es en si misma una parte de interés dentro las matemaéticas,
con un conjunto cada vez mayor de problemas y desafios que no necesariamente tienen
un transfondo real.

Los problemas de localizacién continua se plantean a partir de un conjunto finito
de puntos de demanda, los cuales son puntos en el espacio n-dimensional R", y que
representan, por ejemplo, la ubicacion espacial de clientes. Claramente n = 2o0n = 3
en los problemas del 4mbito real, sobre todo estos problemas se dan en R?, ya que en
las aplicaciones practicas a menudo se trata con decisiones de localizacion en el plano.

Vamos a denotar al conjunto de puntos de demanda por £z := {Fxy, ..., Ex)} con
el conjunto de indices M := {1, ..., M}, donde £z, € R" para todo m € M.

En un problema de localizacién continua debe darse ademds una medida de distan-
ciad: R" x R" — R, que modela, por ejemplo, el coste de transporte o el tiempo de
viaje entre dos puntos X, Y € R". Asumimos que d es una métrica inducida por una
norma || e || en R", es decir, d satisface (L.7)), y (1.9).

Entonces, el problema de localizacion continua consiste en localizar un nuevo ser-
vicio X € R" de tal manera que se minimice alguna funcién de las distancias entre el
nuevo servicio X y los puntos de demanda en Ex:

min  f(X) = f(d(X, Exy),...,d(X, Exy))

s.a: X eR™ G.1

Normalmente f es una funcién convexa y no decreciente de las distancias d(X, Ex,,),
m e M.

Un problema clasico de localizacion continua es el problema de la mediana, tam-
bién conocido como el problema de Weber:

min f(X) = Zgzl Wy d(X, Exy,)

s.a: X eR", (3-2)

donde el peso no negativo w,, = w(Ex,,) especifica la demanda del punto de deman-
da Ex,,, m € M. Por tanto, el objetivo en el problema de la mediana es minimizar el
coste total de viaje entre el nuevo servicio X y £x. Este problema es el que modela,
por ejemplo, el problema de decidir la localizacién de un almacén con respecto a las
de un conjunto de clientes. Los pesos w,, pueden ser también interpretados como una
ponderacién de la importancia o prioridad del punto de demanda Ex,,, si Z%Zl =1
entonces w,, puede considerarse como la probabilidad de que una demanda aleatoria
ocurra en el punto Ez,,, m € M, en este caso, en se estaria minimizando el va-
lor esperado del coste de viaje entre el nuevo servicio X y el punto de demanda de £x
cuya demanda necesite ser satisfecha en un momento dado. Obsérvese que los puntos
de demanda con w,,, = 0 pueden omitirse del modelo sin cambiar la funcién objetivo.
Por lo tanto, asumiremos sin pérdida de generalidad que todos los pesos w,,, m € M,
son estrictamente positivos.

El desarrollo de modelos de localizacidn realistas es fundamental en los procesos
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de decision donde se tienen que localizar servicios. Especialmente en el caso de los
modelos de localizacion plana debe considerarse la representacion geométrica del pro-
blema, y la realidad geogréfica tiene que ser incorporada en esta representacion. Esto se
traduce en restricciones en el problema de localizacion. Dichas restricciones se corres-
ponden con regiones tales que viajar a través de ellas estd completamente prohibido o
es imposible. Estas regiones son las barreras, que en el plano pueden ser, por ejemplo,
areas militares, cordilleras, o lagos, y en el espacio tridimensional, objetos fisicos. Las
aplicaciones de la localizacion con barreras se encuentran, entre otros, en los ejemplos
que hemos venido dando a lo largo de la memoria: disefio de circuitos, planificacion
de rutas en ciudades, enrutamiento de tuberias en barcos, etc.

Consideremos el conjunto de barreras { By, ..., By }, el cual no es mds que un con-
junto finito de conjuntos cerrados y disjuntos dos a dos en R", y sea B = Uf\;l B;.
Como en el capitulo anterior, el viaje a través de int(3) no estd permitido, lo que inme-
diatamente implica que el nuevo servicio no pueda localizarse en int(53). Asi, la region
factible / C R" para la ubicacién del nuevo servicio y para moverse viene dada por
F = R"™\int(B). Para evitar casos infactibles suponemos, como en el capitulo anterior,
que F es un subconjunto conexo de R". Ademads, debe asumirse Ez,, € F para todo
m € M. La distancia d del problema de localizacién continua pasa a ser ahora una
distancia con barreras dg (Definicién , que, como sabemos, verifica la desigualdad
triangular (2.4)) pero no es, en general, positivamente homogénea.

Hechas las suposiciones anteriores, el problema de localizacion continua con ba-
rreras es:

min fB(X) = f(dB(Xa Exl)? s d8<X7 E.%'M))
sa: X E€F,
donde f5(X) = f(ds(X, Exy), ...,dg(X, Exy)) es una funcién de las distancias entre
el nuevo servicio X y los puntos de demanda en £x. Nuevamente, en la mayoria de
casos, f es una funcién convexa y no decreciente de las distancias dg(X, Ex,,), m €
M.

El problema de la mediana con barreras serd entonces:

min  f5(X) =Yy Wnds(X, Exy,) (3.4)
s.a: X € F, .

(3.3)

siendo los pesos w,,,, m € M, estrictamente positivos
Descrito el problema de localizacién con barreras, pasamos a plantear el caso es-
pecial de éste sobre el que versa el capitulo.

3.2. Problema de la mediana rectangular en presencia
de paralelepipedos barrera

Diferentes extensiones y variaciones del problema de la mediana han sido ampliamen-
te estudiadas en la literatura. Como se adelantaba al comienzo del capitulo, nos vamos
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a centrar aqui en el problema de la mediana cuando las distancias son medidas con
respecto a la métrica de Manhattan y existen barreras en forma de complejos de hiper-
paralelepipedos isotéticos en la region factible.

Problema 3.1. Dado el conjunto { By, ..., By} de complejos de paralelepipedos iso-
téticos en R" disjuntos dos a dos y dado el conjunto de puntos de demanda Ex =
{Exy, ..., Bz} en la region factible F, siendo F = R" \ int(B) y B =X, B;, es el
problema 3.4 cuando d = (.

Dos métodos se proponen para resolver el Problema [3.1} el primero consiste en la
obtencion de un conjunto dominante finito y es una extension a R" con n > 2 cual-
quiera del método conocido para el caso plano de este problema; el segundo es una
formulacién de programacion lineal y entera mixta. Ambos métodos se apoyan en los
resultados obtenidos en el capitulo anterior.

3.2.1. Existencia de conjunto dominante finito

Nos planteamos en primer lugar, como hicimos con el Problema [2.1} si es posible
restringir la regiéon de F donde podemos encontrar la solucién ptima del Problema
Obsérvese que el concepto de envolvente rectangular iterativa Rz de dos puntos
X,Y € Fyde B de la Definicién [2.6] puede extenderse a M puntos Exy, ..., Exy de
F, para ello basta exigir en la Definicién[2.6]que, en lugar de X, Y € Rp, Ex,, € Rp
para todo m € M. Utilizaremos la misma notacién R para la envolvente rectangular
iterativa de dos puntos que de M, pues la dltima no es mds que una extension de la
primera. No es dificil ver la correccién del Algoritmo [2.1] para hallar la envolvente
rectangular iterativa de los puntos de £z y B cuando sélo se cambia en éste el Paso 1,
haciendo R igual al paralelepipedo de centro k := ((27 + 27)/2, ..., (27 +2.)/2)y

mitad de la anchura en cada coordenada OXy, & = |k — 2| = |k — 2, |, siendo

z,j = MaXpmem{(ETm)r} Yy 2 = minpen{(Exm)r}. k=1, ...,n.

Lema 3.1. Sean el conjunto de puntos de demanda Ex = {Ex, ..., Exy} y la union
de los conjuntos barrera B = Uf\il B; del Problema entonces, la solucion éptima
X* del Problema estd contenida en la envolvente rectangular iterativa R de los
puntos de Ex 'y B.

Demostracion. Si X* € Rp, entonces, por el Lema [2.5]y por el Lema existe un
X*-Ex,, camino rectangular minimo permitido de longitud dg(X*, Ez,,) completa-
mente contenido en R, para todo m € M. Por tanto, para razonar por reduccién
al absurdo, podemos asumir que no hay barreras en R" \ Rz, puesto que esta asun-
cién sélo podria decrementar el valor en la funcion objetivo del Problema [3.1] de los
puntos que no estdn contenidos en R, mientras que no tiene efecto sobre el valor en
la funcion objetivo del Problema de los puntos que si lo estdn. Supongamos que
X* ¢ Rp. Sea QF*m el X*-Ex,, camino rectangular minimo permitido de longitud
dg(X*, Ex,,) que da el Lema2.5f m € M. Sea Z™ el iltimo punto de QZ*" en la



3. Problema de la mediana rectangular en presencia de paralelepipedos barrera 81

frontera de R cuando Q*m se recorre desde X* hasta Fz,,, m € M. Vamos a dis-
tinguir dos casos.

Supongamos en primer lugar que Proy;(X*) € int(Proy;(Rgs)) para cierto j €
{1,...,n}. El indice j es tnico, de lo contrario se tendria que X* € Rp. Ademds, si
denotamos por (K1, ..., k,,)" al centro de R y a la mitad de su anchura en cada coorde-
nada por §;, ¢ = 1,...,n, entonces, z; < k; —§; 0 7 > K; + &;, pues en caso contrario
nuevamente se tendria X* € Rg. Sea X’ el punto de R™ con todas sus componentes
iguales a las de X* salvo la j-ésima, que es k; + s&;, siendo s € {—1,1} tal que
|z — (k; + s&;)| es minimo. El punto X/ pertenece a la frontera de X* € Rp, y por
tanto, a F.

Como Z™ es el ultimo punto de Q¥*™ en la frontera de Rz cuando Q™ se re-
corre desde X* hasta Fx,,, considerar a Rz como una barrera, Unica pues contiene a
las demds, no afecta al valor de dg(X*, Z™), es decir, dg(X*, Z™) = dr,(X*,Z™),
m € M. A partir del Lema se deduce que, si X*y Z™ son {;-visibles, entonces
X7y Z™ también lo son, y si X* y Z™ no son /,-visibles, entonces X’ y Z™ tam-
poco lo son, para todo m € M. En cualquier caso, los sumandos de dy, (X*, Z™) y
de, (X7, Z™), si X* y Z™ son (;-visibles, o los de las expresiones de dg,(X*, Z™) y
drg (X7, Z™) que dael Lema si X*y Z™ no son /;-visibles, son los mismos salvo
2k — (Z™); y ] — (Z™);], m € M. Pero |z — (Z™);| < |z} — (Z™);| para todo
m € M, lo que significa que X’ proporciona un menor valor objetivo que X* en el
Problema[3.1] ya que por la desigualdad triangular se tiene que

ds(X7, Exy) < dp(X7, Z™) + UQ7p,,,) < d5(X™, Z7) +U(Q7ip,,,) = ds(X7),
siendo el camino rectangular Q?ﬂTEmm la porcion del camino rectangular Q¥ que va
de Z™ a Ex,,, m € M. Que X proporcione un menor valor objetivo que X* en el
Problema [3.1] contradice que X* sea la solucién éptima del Problema [3.1]
Supongamos ahora que Proy;(X*) € int(Proy;(Rs)) no se da para ningtn j €
{1, ...,n}. Nuevamente vamos a usar que, como Z™ es el ltimo punto de Q* en la
frontera de Rz cuando QF*m se recorre desde X* hasta Ex,,, podemos considerar a
R como Unica barrera a la hora de calcular d(X*, Z™), m € M. Como Proy;(X™) €
int(Proy;(R5)) no se da para ningin j € {1, ...,n}, entonces, utilizando el Lema
se deduce que X*y Fx,, son {;-visibles para todo m € M. Ademads, al menos uno
de las desigualdades = < k; — §; 0 2} > K; + &; se da para algin j € {1,...,n}, de
lo contrario X* perteneceria a R 5. Tomemos k& € {1,...,n} donde se dé alguna de las
desigualdades anteriores. Sea XX el punto de R” con todas sus componentes iguales a
las de X* salvo la k-ésima, que es kj+ s, siendo s € {—1, 1} tal que |z} — (ki + 5k )|
es minimo. Del Lema se deduce que, como X* y Z™ son /,-visibles, entonces X &
y Z™ son también /;-visibles, para todo m € M. Los sumandos de d;, (X*,Z™)y
de, (XE Z™) son los mismos, salvo |z — (Z™)i| y |zF — (Z™)i], m € M. Pero
obsérvese que |25 — (Z™),| < |z} — (Z™);| para todo m € M, lo que significa que
X% proporciona un menor valor objetivo que X* en el Problema ya que por la
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desigualdad triangular se tiene que

dB<XK7 E:l:m) < dy, (XK7 Zm>+l(Q£ZE§”7:LE‘zm) <dy, (X*v Zm)—i—l(ngf:‘Exm) = dB(X*)a
siendo, como antes, el camino rectangular Q?i’f{fmm la porcién del camino rectangular
QF*m que va de Z™ a Ex,,, m € M. De nuevo hemos llegado a una contradiccién.

Concluimos asi que la solucién 6ptima X* del Problema [3.1] estd contenida en la en-
volvente rectangular iterativa Rz de los puntos de £z y B. [

Al igual que ocurre con la envolvente rectangular iterativa R s, la red de construc-
cion rectangular Ay, de dos puntos X,Y € F 'y de B de la Definicién[2.8]puede exten-
derse a M puntos Fxq, ..., Fxy de F. Para ello, s6lo tenemos que considerar en Rz
todas las nuevas lineas de construccién rectangular que se forman, de la misma manera
que para dos puntos, a partir de los hiperplanos H y los planos 1I paralelos a los hi-
perplanos O, --- X;_1 X1 --- X, 5 =1,...,n,yalos planos OX; X}, 1,5 =1, ...,n,
1 < j, respectivamente, que pasan por los puntos de £x. Por los mismo motivos que
con R, utilizamos la misma notacién N, para la red de construccién rectangular de
dos puntos que de M puntos. El siguiente teorema establece un conjunto dominan-
te finito para el Problema esto es, un conjunto finito de puntos entre los que se
encuentra una solucioén 6ptima del problema.

Teorema 3.1. Sean el conjunto de puntos de demanda Ex = {FEx,...,Exy} y la
union de los conjuntos barrera B = Ufil B; del Problema Sea Ny, la red de

construccion rectangular de los puntos de Ex y de B. Entonces, al menos un punto de
P(Ny,) es una solucion dptima del Problema

Demostracion. Sea X* la solucién ptima del Problama 3.1} Por el Lema[3.1]sabemos
que X* € R \ int(B). Sea C' € C(Ny,) la celda (paralelepipedo isotético) de C(Ny, )
a la que pertenece X*, X* € (. Vamos a suponer que X* no es uno de los vértices
de C, en caso contrario se cumpliria el teorema pues los vértices de C' son puntos de
P(Ny).-

Sea QF*m el Ex,,-X* camino rectangular minimo permitido que da la distancia
dp(X*, Ex,,) en la funcién objetivo del Problema m € M. Como sabemos por
el Lema 2.5y por el Lema respectivamente, estos caminos existen y estdn com-
pletamente contenidos en R ;. Obsérvese que los puntos de £z son nodos de Ny, es
decir, puntos de P (N, ), los cuales se obtienen por la interseccién sucesiva entre los
hiperplanos H paralelos a los hiperplanos OX; - - - X;_1Xj 1 --- X, 7 =1,...,n,y los
planos II paraleleos a los planos OX;X;, 7,7 = 1,...,n, ¢ < j, que pasan por ellos.
Entonces, razonando como en la demostracién del Teorema [2.1] puede obtenerse un
camino Q™ sobre las aristas de A, que vaya desde Fz,, hasta un vértice V" de C,
de forma que [(QF*) = 1(Q™) + {,(V™, X*), siendo V™ y X* {,-visibles por estar
contenidos en el mismo paralelepipedo isotético C, m € M.

Como sabemos que la solucién 6ptima X * del Problema se encuentra en C, el
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Problema [3.1] es equivalente al problema:

min  f5(X) = S n_ wads(X, Ex,,) (35)
sa: X eC. '

Ademads, por lo dicho en el parrafo anterior, fz puede expresarse como:

f8(X) = wn(l(Q™) + L(V™, X)). (3.6)

El problema (3.5)) es equivalente al problema resultante de sustituir en €l la funcién
objetivo f5 por f5(X) = SN w,b (Y™, X), es decir, la funcién resultante de eli-
minar el valor constante Zjnle wyl(Q™) de , pues esto no afecta al valor 6ptimo
del problema.

Como V"™ es un vértice del paralelepipedo isotético C'y X € C'en (3.3), |(V™); —
wjl = aj— (V") si (V") = k5 =&y (V) — 25| = (VM) — i st (V7)) = K +&,
denotando (ky, ..., k,)" al centro de C'y &; a la mitad de su anchura en la j-ésima
coordenada, j = 1, ...,n, m € M. Por tanto, f5(X) puede expresarse como:

n

M=

(6 wr(z, — (V")) + (1 = 65" ) we (V™)1 — z1))

1

f5(X) =

3
I
=
l

(207" — Dwgy + Zn:u — 201w (V™)

I
WE
NE

m=1 k=1 m=1 k=1
n M M n
— ( (26 — > me Y > (1= 26w (V™)
k=1 m=1 m=1 k=1

siendo 5,2” una constante con valor 1 si (V™) = kg — & y valor 0 si (V™) = ki + &,
k =1,..,n, m € M. EIl problema (3.5) es equivalente al problema resultante de

cambiar en €l la funcién objetivo fg por fz(X) = >/, (ZM (207 — 1)wk) Ths

pues el problema (3.5)) era equivalente al problema resultante de cambiar en €l la fun-
cién objetivo fz por f5(X) y la elimancién del término constante S _ ™7 (1 —
200 we (V™) de f5(X) no afecta al valor 6ptimo del problema.

La funcion f”(X) es una funcién lineal en las componentes del punto X € C, si
Z;Vl[zl (20;" — 1)wy, > 0, entonces, el minimo valor que puede aportarse en la k-ésima
componente al valor de f”(X) se da para x;, = T = kK — &, si por el contrario
Zi\s:l (207" — 1)wy, < 0, entonces, el minimo valor que puede aportarse en la k-ésima
componente al valor de f”(X) se da para z;, = Ty = K + &, k = 1, ..., n. Es decir,
hemos encontrado un vértice (1, ..., Z,)" de C, y por tanto un punto de P(Ny,), que
es una solucién éptima del Problema [3.1] [
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De acuerdo al Teorema 3.1} un método para resolver el Problema [3.1] es evaluar en
su funcién objetivo cada uno de los puntos de P(N;, ), el que proporcione un menor
valor en la funcién objetivo serd una solucién Optima. La distancia de Manhattan con
barreras de cada punto de P(N,,) a cada punto de Ex puede obtenerse utilizando el
Teorema (la red de construccion rectangular de Z € P(N,, ), Ex,, € Ex 'y B es
un subgrafo de la red de construccién rectangular de los puntos de £x y B, un camino
minimo entre Z y Ex,, en la segunda tiene que tener la misma longitud que un camino
minimo entre Z y Ex,, en la primera por el Teorema [2.1). Razonando de la misma
forma a como lo hicimos en el capitulo anterior con la red de construccién rectangular
de dos puntos y B, se llega a que el coste de construir la red de construccién rectangular
de los puntos de Ex y Bes O((X + M)?) en R? y O((W + M)5n!12276) en R™ con
n > 3 (el coste de la obtencion de R es ahora O(W?2+Mlog(M)) en el primer caso y
O(W?n+Mlog(M)) en el segundo). En R? el nimero de nodos [P (N, )| de NV, serd a
lo sumo O((X+M)?),yenR" conn > 3 alo sumo O((W +M)%n'!22"=6) El cdlculo
de la longitud del camino minimo en Ny, entre todos los puntos de P (N, ) y todos
los puntos de £z, tiene un coste, utilizando el algoritmo de Dijkstra, de O(M((W +
M)12n2224n=12)) "que serfa el coste de obtener la solucién 6ptima del Problema|3.1|por
este método.

3.2.2. Una formulacion de programacion lineal y entera mixta

Los modelos (2.62)-(2.88) y (2.102)-(2.121)) que dan el Corolario y el Teorema

[2.5] respectivamente, para calcular el minimo camino rectangular permitido entre dos
puntos en presencia de paralelepipedos barrera, pueden adaptarse para el problema
de la mediana rectangular en presencia de paralelepipedos barrera. El siguiente teore-
ma proporciona un modelo basado en la segunda formulacién. El motivo por el que
se presenta una adaptacién del modelo (2.102)-(2.121)) y no del modelo (2.62))-(2.88)
es, por un lado, el inconveniente de no disponerse de una buena cota superior para el
nimero de codos de un camino rectangular minimo permitido entre dos puntos cuan-
do las barreras son complejos de paralelepipedos, y, por otro lado, como se verd en
el siguiente capitulo, el modelo (2.102)-(2.121) presenta un mejor rendiemiento que
el modelo (2.62)-(2.88)) al calcular el camino rectangular minimo permitido entre dos
puntos en presencia de paralelepipedos barrera, por lo que cabe esperar que la adapta-
cién de (2.102))-(2.121) para el Problema 3.1|presente un mejor rendimiento que la que

pueda hacerse a partir de (2.62)-(2.88].

Teorema 3.2. En R", sean el conjunto de puntos de demanda Ex = {Exy, ..., Exy}

y la union de los conjuntos barrera B = Uf\il B; del Problema Sea Rp la en-
volvente rectangular iterativa de los puntos de Ex y B, y sea C' una descomposicion
en paralelepipedos de R \ int(B) obtenida con el Algoritmo sin = 2o conel
Algorztmo sz n > 3. Sea G' = (V' E') el grafo no dirigido que posee un nodo
v € V' por cada paralelepipedo C! de C', y tal que el arco (i,75) € E' siy solo si los
paralelepzpedos Cly C” de C' son adyacentes esto es, intersecan, v < j. Denotemos
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por iy, al indice tal que Ex,, € C; € C' (si hay mds de uno i, serd cualquiera de
ellos), m = 1,....M, y notemos N = |C'|. Sea K., la coordenada k-ésima del centro

de C!y & la mztad de su anchura en la coordenada OX;, i = 1,....N, k = 1,.
Entonces el Problema([3.1es equivalente al problema de progmmaczon lineal y entera
mixta

min Z Z me —|—Zwm s 3.7

m=1 (i,j)€L’
s.a: pin =1, Vm=1,... M, (3.8)
Sooamo+ > gt =1-w,, Ym=1,..M, (3.9)
(h,im)EE" (im,J)EE!
Soomm+ Y =2 —wi, ¥Ym=1,.. Mi=1,..N,i #ip, (3.10)
(h,i)eE’ (i,5)EE’
my <1, Vm=1,..M,(i,j) € E', (3.11)
P <14, Ym=1,.,M, (4,5) € E, (3.12)
my <, Ymo=1,..,M,(i,j) € E', (3.13)
m m _ . /
771‘;‘ S,U,] ) Vm—l,...,M, (Zvj) GE, (314)
dite > cip = cipy Ym=1,..., M, (4,5) € E'i,§ # im, k= 1,...,n, (3.15)
A, > =i+ cy,;, Vm=1,...M,(i,j) € E',i,j #im,k=1,....n, (3.16)
Mok > an =, Ym =1, M, (im,j) € B, k=1,...,n, (3.17)
A x> —ap +cly, Ym = 1M (im,j) € B'k=1,...,n, (3.18)
dii x> e —xin, Vm=1,...,M, (h,iy) € E'k=1,...,n, (3.19)
d;Lr’Li,,nk 2 Chk =+ xzm Vm = 1, ...7M, (h,lm) (S E/, k = 17 ceey Ty (320)
A > el — X, Ymo=1,., Mk =1,..,n, (3.21)
df;k —xZ’ +Xp, Vm=1,... M,k=1,..,n, (3.22)
Dy > ngk —M(1-n7) = Muw;,, Vm=1,...,M,¥(i,j) € E, (3.23)
DR =N dit — M(1—w;,,), Ym=1,.., M, (3.24)
> wp =1, (3.25)
k=1
Vm=1,.., M,
e —MA—-—w) <Xp<cdp+M1-w;), i=1,..,N, (3.26)
k=1,..,n,
— & <A <RLAE, Ym=1,..Mi=1,.,Nk=1,...n, (3.27)
Ym=1,...,M,
Dy >0, Ym=1,...M,(i,j) € E'; &}, >0,  (i,j) € E', (3.28)
k=1,...,n
DY >0, Vm=1,..,M; d, >0, Vm=1,..M,k=1,..,n, (3.29)
pt e {0,1}, Vm=1,.. M,i=1,...,N;w; >0, Vi=1,..., N, (3.30)

creER, Vm=1,.Mi=1,...Nk=1,...n; Xr R, Vk=1,..,n, (3.31)
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donde x}' es la m-ésima coordenada del punto de demanada Ex,,, m = 1,....,M,
k=1,...,n,ysiendo M > 0 una constante lo suficientemente grande.

Demostracion. En (3.28)-(3.31)) se define la naturaleza de las variables de decision:
cada variable D;;, 15, [, diji y C% del modelo — se condidera ahora M
veces (Dg‘, ngl w, dg‘k y cit), una vez por cada punto de demanda E'z,,, pues lo que
pretendemos es hallar un camino rectangular minimo permitido que una cada punto
de demanda E'x,,, con el valor 6ptimo X* del Problema [3.1, X}, representa la k-ésima
coordenada del valor 6ptimo X* del Problema y w; el paralelepipedo C; de C’ en
el que se encuentra; df}lk es una variable positiva que en el 6ptimo tomard, al menos,
el valor absoluto de la diferencia en la k-ésima coordenada |z} — X} | del punto de
demanda Fx,, y el valor 6ptimo X* del Problema y Dy es una variable positiva
que en el 6ptimo tomard el valor ¢;(Ex,,, X*) si los puntos Fx,, y X* se encuentran
en el mismo paralelepipedo de C’, y 0 en caso contrario. Estas dos tltimas variables de
decision se utilizan para poder calcular dg(Ex,,, X*) cuando Fx,, y X* pertenecen
al mismo paralelepipedo de C’, caso que no se considera en la formulacién (2.102))-
(2.121).

A continuacién se va a explicar el significado de las restricciones o partes de las
restricciones que no se deduzcan directamente del modelo (2.102))-(2.121)). La variable
w; es una variable positiva que en la prictica se va a comportar como una variable
binaria. Esto se debe a que por la restriccion (3.25) a lo sumo puede valer 1, lo que le
obliga a tomar el valor 0 o 1 debido a las restricciones y (3.10), pues las variables
que aparecen en estas igualdades son todas binarias (recuérdese que, aunque 7;} no sea
binaria, en la practica se comporta como tal debido a las restricciones (3.11)-(3.14)).
El valor 1 de la variable w; representa que la solucién 6ptima X* del Problema [3.1]
se encuentra en el paralelepipedo C; de C’, el valor 0, lo contrario. Con la restricciéon
(3.25)) se estd imponiendo entonces que X * pertenezca a uno y sélo uno de los parale-
lepipedos de C’. Realmente X * puede pertenecer a varios paralelepipedos de C', w; = 1
solo indica el paralelepipedo de referencia que va a utilizar el modelo para calcular la
longitud de los caminos minimos. La restriccién iguala el punto (X1, ..., X,,)!
que representa a la solucién 6ptima X * al punto del paralelepipedo correspondiente.

Si Ex,, y (X1, ..., X,,)" no estdn en el mismo paralelepipedo C;,, de C’, enton-
ces w;,, = 0, por lo que las restricciones (3.8)-(3.10), (3.15)-(3.21) y (3.23) tienen
el mismo efecto que en la formulacién (2.102)-(2.121). En (3.10) se afiade el sus-
traendo w; para que el flujo que sale del paralelepipedo C;  en el que estd Ex,, ter-

mine en el paralelepipedo en el que estd (X1, ..., X,,)". En (3.15)-(3.21) se hace una
distincion de casos para calcular adecuadamente Dg’;, esta distincidén no se hacia en

el modelo (2.102)-(2.121) debido a que en dicho modelo se exclufa la posibilidad
de que los dos puntos a unir por un camino rectangular permitido perteneciesen al
mismo paralelepipedo de C’, cosa que aqui no se estd haciendo (X™* puede pertene-
cer al mismo paralelepipedo de C’ que E'z,,). En este caso (w;,, = 0), en el 6ptimo,
Yijer P = dp(Exm, (X1, ..., Xn)') y D% = 0 debido a la restriccion . Si
Ex,,y (Xi,...,X,)" estdn en el mismo paralelepipedo C;, de C’, es decir, si w;,, = 1,
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entonces del nodo v; no sale (o entra, segiin se mire pues el grafo G’ es no dirigido)
flujo, de acuerdo a la restriccion |l En este caso en el 6ptimo, Z(i’ J)eE Dg? =0,
debido al sustraendo M (proveniente de Mw;) que se aplicaria a la restriccion (3.23)),
y D't = 01(Ex,,, (X1, ..., X,,)!) por las restricciones (3.21), (3.22) y (3.24).

Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce que el problema de programacion lineal
y entera mixta (3.7)-(3.31)) es equivalente al Problema3.1] O

El nimero de variables binarias de la formulacién (3.7)-(3.31)) es igual al nimero de pa-
ralelepipedos de C' (O(W™~1)) multiplicado por el nimero de puntos de demanda M.
La constante M puede tomarse n max;—1 {2/} +¢, siendo & la mitad de la anchura
en la coordenada OX; de la envolvente rectangular iterativa Rz de los puntos de Ex
yB = UZ]\LI B;, y € cualquier constante estrictamente positiva. Dos nuevas decisiones
deben de tomarse en el modelo (3.7)-(3.31)) con respecto al modelo (2.102)-(2.121):
en qué paralelepipedo colocar (X1, ..., X,,)!, que representa a la solucién 6ptima X*,
y como calcular dg(Exp,, (X1, ..., X,,)"), si mediante }_; ;i Df} 0 mediantte Db
Ambas decisiones se toman utilizando la variable positiva w;, que colocamos adecua-
damente en las restricciones para que se comporte como una variable binaria. Al igual
que ocurria con las variables 7;; en (2.102)-(2.121)) (y ahora también con las variables
ni; en (3.7)-(3.31)), esto se hace para intentar mejorar el rendimiento del modelo a
través de la reduccion del nimero de variables binarias empleadas.

3.3. Problema de la mediana bloque en presencia de
romboides barrera

Por tltimo, al igual que se hizo con el Problema en la dltima seccion del capitulo
anterior, vamos a dar un problema en el plano que generaliza al Problema en R?,
y a proponer un método para su resolucioén. De nuevo, consideramos fijada una norma
bloque v con vectores fundamentales (ordenados en el sentido de las agujas del reloj)

1_ (1 .1\t 2 _ (2 .2\ 3 _ (1,3 ,,3\¢ 4 _ (4 o4\
u = (u17u2) ’ u = <u17u2> ’ U= (u17u2) ’ u = (u17u2) )
cumpliendo u? = —u' y u* = —u?. El siguiente problema es una generalizacién del

Problema[3.1]en R2.

Problema 3.2. Dado el conjunto {By, ..., By} de complejos de ~y-romboides en R*
disjuntos dos a dos 'y dado el conjunto de puntos de demanda Ex = {Fxy, ..., Exy}
en la region factible F, siendo F = R" \ int(B) y B = J\, B;, es el problemaen
R? cuando d = ~.

Pero el Problema [3.2| puede reducirse al Problema [3.1/en R? como muestra el teorema
que aparece a continuacion.
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Teorema 3.3. Sean el conjunto de puntos de demanda Ex = {Exy,...,Exy} y el
conjunto de barreras { By, ..., By } del Problema y sea l' la transformacion lineal
definida en . El punto X* € R? es una solucién dptima del Problema Si
y solo si T(X™*) es una solucién dptima del Problema con puntos de demanda
T(Ex) ={T(Exy),...,T(Exy)} y barreras {T(By),...,T(Bn)}.

Demostracion. Notando que si B es un y-romboide entonces 7'(B) es un paralele-
pipedo isotético en R? y que, por la linealidad de T, si {Bj, ..., By} €s un conjunto
de complejos de ~y-romboides disjuntos dos a dos, entonces {T'(By),...,T(By)} es
un conjunto de complejos de paralelepipedos isotéticos en R? disjuntos dos a dos, el
resultado se sigue directamente del Lema [2.18] O

Por tanto, de acuerdo al Teorema [3.3] para resolver el Problema [3.2] podemos transfor-
marlo mediante 7" en un problema del tipo del Problema [3.1] y aplicar a éste dltimo
cualquiera de los dos métodos dados en el capitulo para su resolucidn, la solucion 6pti-
ma del problema sin transformar es la transformada inversa 7! de la solucién 6ptima
del problema transformado.



4

Pruebas computacionales

En este capitulo se recogen algunos resultados de rendimiento computacional obteni-
dos con los modelos de programacion lineal y entera mixta para resolver el problema
del camino minimo rectangular y el problema de la mediana rectangular en presencia
de paralelepipedos barrera presentados en los capitulos segundo y tercero, respectiva-
mente.

4.1. Rendimiento de los modelos de programacion li-
neal y entera mixta

En primer lugar se van a comparar el rendimiento de los modelos (2.6)-(2.30), (2.62))-
(2.88) y (2.102)-(2.121)) a la hora de resolver el problema del camino minimo rec-
tangular en presencia de un paralelepipedo isotético barrera en R". Los resultados
que se muestran en la Tabla [4.1] son la media del tiempo en segundos obtenido para
diez instancias del problema. Los puntos X e Y a unir se han tomado de forma que
Proy; (X)), Proy;(Y) € int(Proy;(B)) y min{zy, 1} < k1 < max{zy, v}, siendo B
el paralelepipedo isotético barrera y ; la primera coordenada de su centro. Es decir, se
han tomado puntos que no son ¢;-visibles, de acuerdo al Lema[2.9] Como cota superior
para el nimero de codos utilizados del modelo (2.62)-(2.88) se ha tomado la que da el
Lema [2.12] En cuanto al modelo (2.102)-(2.121), se ha tomado una descomponsicién
en 2n paralelepipedos isotéticos de R \ int(B) (nimero de caras de dimensién n — 1
de B), siendo R la envolventte rectangular iterartiva de X, Y y B. Ni en la Tabla
4.1, ni en ninguna de las posteriores, se afiaden los tiempos de la descomposicion en

paralelepipedos isotéticos de Rz \ int(B) necesaria para el modelo (2.102)-(2.121)),
s6lamente el tiempo necesario para obtener la solucién 6ptima del modelo.

89
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n
Modelo D) 3 1 5 8 27
(2.6)-(2.30) 0 0 | 0.0016 | 0.003 | 0.0047 | 38.1341

(2.62)-(2.88) | 0.0889 | 0.2016 | 2.8079 | 19.173 *) -
(]2.102—2.121[) 0.0015 | 0.0076 | 0.0111 | 0.0169 | 0.0234 | 48.6149

Tabla 4.1: Tiempo medio en segundos para diez instancias obtenidos por los mode-

los (2.6)-(2.30), (2.62)-(2.88) y (2.102)-(2.121])) para resolver el Problema [2.1] en R"
cuando B = B.

Con (*) notamos que para al menos tres instancias se ha obtendio un tiempo superior
a 600 segundos. La resolucién del problema con cualquiera de los tres modelos es
practicamente inmediata hasta R3. El modelo - es el que presenta peores
resultados. Esto se debe a que el nimero de variables binarias que utiliza es un maltiplo
de la dimension y del nimero de barreras, en particular de la dimension, es por ello
que al aumentar la dimension se obtienen peores resultados. En ocasiones, el 6ptimo
de (2.62)-(2.88) se alcanza para un nimero de codos inferior al que da la cota del
Lema [2.12] en estos casos, disminuir el nimero de codos mejora el rendimiento del
modelo. Sin embargo, una reduccién de la cota del nimero de codos que da el Lema
a priori sin que esto afecte a la solucidn 6ptima del problema no es posible. Los
modelos (2.6)-(2.30) y (2.102)-(2.121) resuelven el problema de forma practicamentte
inmediata hasta dimensiones elevadas. Se ha tomado R?" para ilustrar hasta donde
pueden los modelos anteriores resolver el problema en un tiempo razonable.

Para los mismos modelos anteriores, se considera el Problema [2.1] cuando B =
By U By, siendo B; y By dos paralelepipedos isotéticos disjuntos. Los puntos X e Y
a unir se han tomado de forma que Proy; (X) € int(Proy;(B1)), x1 < k1, Proy;(Y) €
int(Proy; (Bs)) y k% < y1, con k] < k%, denotando k1 y 7 la primera coordenada del
centro de B; y B, respectivamente. Los resultados se muestran en la Tabla [4.2] Para
el modelo (2.102)-(2.121]), se ha tomado una descomponsicién en 4n paralelepipedos
isotéticos de Rz \ B, con B = B; U Bs.

n

2 3 4 ) 7
M-(]2.30D 0.0702 | 0.2528 | 0.7303 | 4.4195 | 53.416
(2.62)-(2.88) | 1.10955 | 46.3977 (*) - -

q2.102 - 2.121[) 0.0173 | 0.0593 | 0.1271 | 0.2103 | 0.5259

Modelo

Tabla 4.2: Tiempo medio en segundos para diez instancias obtenidos por los mode-

los (2.6)-(2.30), (2.62)-(2.88) y (2.102)-(2.121)) para resolver el Problema [2.1] en R
cuando B = B, U By, con B; N By = ().

Nuevamente el modelo (2.62)-(2.88)) es el que presenta peores resultados, pues co-
mo hemos dicho, el nimero de variables binarias que emplea es un factor, ademds de



4. Pruebas computacionales 91

la dimensi6n, del nimero de obsticulos. Esta vez el modelo (2.102)-(2.121)) parece
presentar mejores resultados que el modelo (2.6)-(2.30) especifico para el problema.
Esto puede deberse a que el nimero de variables binarias empleadas por el modelo
(2-6)-(2.30) es cuadrético respecto a la dimensién, mientras que el de (2.102)-(2.121)
es cuatro veces la de esta (recuérdese que el nimero de variables binarias empleadas
por el modelo (2.102)-(2.121]) es igual al nimero de paralelepipedos en las que se des-
compone Rz \ int(B)). A esto hay que sumar que el nimero de variables positivas y
restricciones del modelo (2.102)-(2.121), las cuales dependen de las conexiones (aris-
tas) entre los paralelepipedos en los que se descompone R\ int(53), no es muy elevado
para las dimensiones consideradas y la descomposicion hecha de Rz \ int(B), de lo
contrario el tiempo de resolucién podria verse incrementado.

Por ultimo, se van a mostrar los resultados en R? y R? obtenidos con el modelo
(3.7)-(3.31)) para resolver el problema de la mediana rectangular en presencia de para-
lelepipedos barrera. En la Tabla§.3] se indica el nimero de paralelepipedos 1/ consi-
derados en R? asi como el nimero de complejos de paralelepipedos N a los que dan
lugar las intersecciones de estos. La descomposicion en paralelepipedos de R \ int(B3)
en R? se ha hecho utilizando el Algoritmo En R? se han tomado paralelepipedos
barrera disjuntos y una descomposicion en paralelepipedos de R \ int(53) consistente
en 61 paralelepipedos. Los resultados en R? se recogen en la Tabla

Modelo (3.7)-(3.31)) W =5
pdd: 5 N=2|N=3| N=5
Tiempo 0.7739 | 0.7941 | 3.11545
IC"] 113 | 119 | 151
Modelo (3.7)-(3.31) W =10
pdd: 10 N=3 | N=4 | N=5 N =6
Tiempo 14.3964 | 88.1551 | 88.3272 | 133.2273
C'| 16.7 202 20.1 223
Modelo @—(]3.31[) W =4
pdd: 15 N=2|N=3| N=4
Tiempo 2779 | 9.6394 | 93.0912
IC'] 10 10.4 12

Tabla 4.3: Tiempo medio en segundos y nimero medio de paralelepipedos en los que se

descompone Rz \ int(B) para diez instancias obtenidos por el modelo (2.102)-(2.121])
en R?. El niimero de puntos de demanda lo notamos por pdd.
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Modelo ' 3/4 pdS%N 10/2

Tiempo 56.5247 | 121.3554 | 32.7707

Tabla 4.4: Tiempo medio en segundos para diez instancias obtenidos por el modelo

(2.102)-(2.121)) en R3. El nimero de puntos de demanda lo notamos por pdd.

El tiempo de resolucién del modelo aumenta con el nimero de complejos, aunque
el nimero de paralelepipedos constituyentes sea el mismo. Esto se debe como puede
verse a que el nimero de paralelepipedos en los que se descompone Ry \ int(B) au-
menta con el nimero de complejos y, en consecuencia, aumenta el nimero de variables
binarias de (3.7)-(3.31). Los resultados obtenidos con el modelo (3.7)-(3.31) pueden
calificarse de modesto. Es posible que esto se deba a que la estrategia de reducir el ni-
mero de variables binarias del modelo a costa de aumentar el numero de restricciones
no esté proporcionando los resultados deseados. Esta estrategia se traduce en un mayor
tiempo de resolucién del problema relajado en cada nodo del drbol que da el método
de ramificacidn y acotacion, pero reduciendo la dimensién de dicho drbol. Seria conve-
niente comparar estos resultados con los obtenidos al modificar el modelo (3.7)-(3.31)
de forma que las variables que representan aristas sean binarias, descartdndose asi las
restricciones necesarias para la estrategia antes descrita.



Conclusiones

En este Trabajo de Fin de Méster se han estudiado las funciones de distancia con barre-
ras y su aplicacion a los problemas de camino minimo y localizacion. La presencia de
barreras en estos problemas modifica las caracteristicas geométricas y analiticas de los
mismos. La no convexidad de las funciones de distancia con barreras da lugar a pro-
blemas de optimizacion no convexos. La mayoria de métodos cldsicos empleados para
los problemas de camino minimo y localizacion continua se basan fundamentalmente
en la convexidad de la funcién objetivo y por ello fallan en este contexto. Por otro
lado, los métodos generales de optimizacion global capaces de tratar con problemas
no convexos ignoran la geometria caracteristica de estos problemas. La forma de lidiar
con estos problemas es, por tanto, desarrollando nuevos estudios teéricos y enfoques
algoritmicos que permitan superar las dificultades mencionadas y poder resolverlos
eficientemente.

En esta memoria se han propuesto diferentes y novedosos métodos para resolver
el problema del camino minimo rectangular y el problema de la mediana rectangular
en presencia de complejos de hiperparalelepipedos que actiian como barreras en cual-
quier espacio real de dimension finita. Estos métodos se apoyan en resultados tedricos
y algoritmicos que explotan la geometria de los caminos minimos rectangulares en
regiones factibles restringidas por paralelepipedos barrera. Dichos métodos son funda-
mentalmente problemas de programacion lineal y entera mixta que pueden apoyarse
en descomposiciones en paralelepipedos de la region factible. Una extension al caso
n-dimensional del método basado en la obtencién de un conjunto dominante para el
problema de la mediana con barreras conocido en el plano es otra de las aportaciones
del trabajo.

Las pruebas computacionales obtenidas indican que el rendimiento de los modelos
propuestos debe mejorarse. Dicha mejora, asi como la evaluacion del rendimiento de
la extension al caso n-dimensional del método basado en un conjunto dominante antes
mencionado, se realizard en una colaboracion mds amplia con el director del trabajo.
En caso de no poder mejorarse los resultados obtenidos con los modelos de programa-
cién matemadtica, los resultados desarrollados para su construccién podrian utilizarse
para construir metaheuristicos que combinen, por ejemplo, algoritmos genéticos y bus-
queda tabu. La posible extension del problema al uso de otras normas es otro tema que
se tendré en cuenta.
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