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Abstract

This work is framed within the field of EDPs and Numerical Analysis, aiming to continue
the study of the Navier-Stokes equations which was already started on the subjects “EDPyA”
“ANED” and “MySN”. It is meant for deepening our knowledge on the regularity and control
of the Navier-Stokes equations. Additionally, an analogous study of the Boussinesq system is
carried out.

Throughout this text we broach the existence, uniqueness and regularity of the Navier-
Stokes equations as well as the Boussinesq system. The article of Caffarelli, Kohn and Ni-
renberg plays a central role in the research of the regularity of Navier-Stokes equations.

Besides the above-mentioned aspects, various numerical methods to approximate the so-
lutions to the Navier-Stokes equations and Boussinesq system are wide developed. The ap-
plicability of the results is exemplified by studying the simulations of these methods.

The text concludes with a theoretical analysis of the control of the Navier-Stokes equa-
tions.
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Introduccion

Este trabajo pretende servir como una introduccién a las ecuaciones de tipo Navier-
Stokes. Muchos de los conceptos y argumentos que usamos aqui se pueden generalizar a otras
ecuaciones y asi ayudar en el andlisis de muchas otras EDPs provenientes de la Ingenieria o
de otras disciplinas cientificas.

A lo largo del trabajo, Q C RY es un abierto conexo acotado al menos de clase C%!
(N=2y N =3) y tomamos 0 < 7T < +o0. También, usaremos la notacién @ := Q2 x (0,7)
y X =00 x (0,7).

Asi, nos centraremos primero en las ecuaciones de Navier-Stokes,

u+ (u-V)u—vAu+Vp= fen Q,
V-u=0en Q,

u = (0 sobre X,

u(z,0) = up(x) en Q,

donde v > 0, f = f(x,t) y up = up(z) estdn dadas.

Este modelo sirve para estudiar el comportamiento de un fluido Newtoniano, viscoso e
incompresible que el dominio € durante el intervalo de tiempo (0,7, ). Asi nuestras incégnitas
en (1) son u = u(x,t) que se corresponde con la velocidad del fluido y p = p(x, t) que denota la
presién. La funcién dato f = f(x,t) representa la densidad de fuerzas externas y ug = uo(z)
es la velocidad incial del fluido. Con estas ecuaciones estamos suponiendo que la densidad
de masa del fluido es igual a 1. La primera ecuacién de (1) se corresponde con la ley de
conservacion de la cantidad de movimiento, es decir, la segunda ley de Newton escrita a lo
largo de las trayectorias expresada por unidad de volumen. La segunda ecuacion es debida
a que el fluido es incompresible, es decir, el volumen ocupado por un conjunto de particulas
es independiente del tiempo. Por ultimo, debemos completar el sistema con condiciones de
contorno que expresan que las particulas se adhieren a la pared del dominio y por ello no
deslizan y la condicion inicial para ¢ = 0.

Nuestro primer objetivo en este trabajo es analizar la existencia, unicidad y regularidad
de la solucién de (1), las principales ideas para nuestras demostraciones pueden encontrarse
en [3,6,15,19,21,22,27,29].

Desdel punto de vista de la mecdnica, para intentar resolver (1) es totalmente coherente
que asumamos que el estado del fluido en el tiempo ¢ = 0 y las fuerzas que actiian sobre el
mismo durante (0,7") son conocidas, para asi determinar el estado del fluido en todo instante
te (0,7).

Sin embargo, las ecuaciones (1) no son siempre las més apropiadas para describir el flujo
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de un fluido incompresible. De hecho, hay muchas modificaciones de (1) que conducen a
nuevos problemas matematicos. Pasemos a mencionar algunas de ellas,

» El término —vAw en (1) es la contribucién de la viscosidad al movimiento de las particu-
las y es debido a la aceleracién por los efectos de difusion. En algunas situaciones idea-
les, es mas adecuado asumir que v = 0; esto significa que el papel de la viscosidad es
despreciable. Entonces la ecuacion resultante se llama ecuacién de Euler:

w+ (u-Vu+Vp=f, V-u=0. (2)

» El término no lineal (u - V)u es debido a la aceleracion convectiva del fluido y al igual
que en el caso anterior también pueden establecerse ciertas modificaciones. De hecho, la
estructura de este término es importante para la regularidad de la solucion pues se sabe
que, si cambiamos un término de la forma por (u- AV)u con A adecuada, la solucién
no es en general L>°. En cambio para la ecuacién de Navier-Stokes como veremos, no
se sabe si esto es cierto.

= A veces, es mas preciso asumir que la densidad de masa del fluido no es constante.
En dichos casos, debemos introducir una incégnita adicional en (1), p = p(z,t) real y
positiva y debemos anadir una nueva ecuacion que proviene de la ley de conservacion
de la masa. Asi, resulta el siguiente sistema:

plug + (u-V)u) —vAu+ Vp = pf, (3)
V-u=0

(las ecuacionnes de Navier-Stokes con densidad variable).

= Para fluidos mas complejos, v puede no ser constante y depender del estado del fluido.
En dicho caso, es normal asumir que v es una funcién positiva de |Du| donde Du =
%(Vu + Vu') es la parte simétrica del gradiente de u. Esto da origen a lo que se conoce
como las ecuaciones de fluidos quasi-Newtonianos:

u+ (u-V)u—2V - (v(|Du|)Du) +Vp=f, V-u=0. (4)

Es importante mencionar que, contrariamente a lo que cabria esperar, para este tipo
de ecuaciones, con v adecuado, si que se ha conseguido probar tanto la existencia como
unicidad de solucién en los casos bidimensional y tridimensional.

= Mas generalmente, muchas veces ocurre que los efectos de la viscosidad dependen de u
globalmente; por ejemplo, a través de la solucion de la ecuacion de transporte gobernada
por u. Hay muchas situaciones para las que ésta es la mejor manera de modelar el
comportamiento del fluido. Por ejemplo, si consideramos el caso de un fluido visco-
elastico de Oldroyd, el sistema es

u+ (u-Vyu—vAu+Vp=f+V-r,
V-u=0, (5)
T+ (u- V)T + e + go(Vu, 7) = bDu.
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Aqui, 7 = 7(z,t) es un tensor simétrico (el tensor de tensiones extra eldstico); ¢ y b son
dos constantes positivas y g, : RVY x RY — RN¥XN eg una funcién tensorial bilineal
apropiada.

Para mas detalles sobre estas ecuaciones y otras provenientes de la mecanica de fluidos,
se puede consultar por ejemplo [4,10, 16,22, 24].

Otra consideracién que podemos tener en cuenta es que la velocidad del fluido puede
depender de la temperatura. En dicho caso tenemos un nuevo sistema de ecuaciones que se
conoce como sistema de Boussinesq:

ut—VAu%—(u-V)u%—Vp:f%—?HenQ,

Vu=0en Q,

0,4+ u-VO—rAO =gen Q, (6)
u =0, # =0 sobre %,

u(0) = ugp, 6(0) =6y en Q.

Como vemos aparece una nueva incégnita 0 = 6(x,t) que se corresponde con la temperatura
del fluido.

En nuestro trabajo nos centraremos principalmente en analizar las ecuaciones de Navier-
Stokes. También, intentaremos generalizar este estudio para el sistema de Boussinesq.

Hay principalmente dos razones por las cuales las ecuaciones de Navier-Stokes son impor-
tantes en Ciencia. Primero porque, como ya hemos mencionado, se pueden usar para modelar
el comportamiento de una familia muy importante de fluidos. Pero, por otro lado, también
desdel punto de vista matemético las ecuaciones de (1) son de gran interés puesto que en
la practica presentan muchas de las dificultades que se pueden encontrar cuando se trabaja
con EDPs no lineales. Para tener una idea del gran niimero de cuestiones relevantes que atin
siguen abiertas con respecto a (1) se puede consultar [5].

Desdel siglo XX, estas ecuaciones han sido aplicadas en numerosos campos como la
Hidraulica, la Meteorologia y la Aeronautica; en general, en fenémenos fisicos que inclu-
yen fluidos. Constituyen, junto con las EDPs de Lamé, de Maxwell y de Schrodinger, las
ecuaciones bésicas de la Fisica.

Sin embargo, como veremos, aun hay muchas cuestiones abiertas en torno a ellas, como
por ejemplo, la unicidad y la regularidad de la solucion en el caso tridimensional. De hecho,
el Instituto Clay de Matematicas incluye esta cuestion como uno de los siete Problemas del
Milenio.

Ahora pasemos a exponer brevemente los contenidos de cada capitulo.

Nuestro trabajo consta de dos partes bien diferenciadas. Una primera parte, la mas ex-
tensa, que comprende los cuatro primeros capitulos, en la que analizamos detalladamente la
solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes y el sistema de Boussinesq. Nos centramos, por
tanto, en estudiar tanto la existencia como la unicidad y regularidad de la solucion en el caso
bidimensional y tridimensional.

Después desarrollamos una parte méas breve en la que exponemos métodos numéricos para
aproximar la solucion y describimos brevemente un problema de control para las ecuaciones
de Navier-Stokes en el caso bidimensional.
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Asi, en el primer capitulo, vamos a comenzar estudiando los aspectos generales de las
ecuaciones de Navier-Stokes: resultados de existencia y unicidad de solucién débil para el
caso N = 2y N = 3. Recordaremos que, efectivamente, la unicidad en el caso N = 2
estd probada pero no para N = 3, en cuyo caso solo se sabe que la solucion es tnica si los
datos de partida son suficientemente pequenos en cierto sentido. Terminaremos este capitulo
profundizando en la regularidad de la solucién y presentando algunos resultados que ayudan
a recuperar la presién (puesto que esta incégnita no aparece cuando formulamos el problema
débill de Navier-Stokes).

En el segundo capitulo, desarrollaremos un estudio completamente analogo al del capitulo
anterior, pero ahora trabajaremos con el sistema de Boussinesq. Al igual que en el que
Capitulo 1, daremos resultados de existencia, unicidad y regularidad de la solucién débil
de dicho sistema. Como ya mencionamos, aqui podemos ver como en la practica se pueden
generalizar los resultados de Navier-Stokes a muchas otras ecuaciones y sistemas.

El tercer capitulo es el més extenso y quizas el mas complejo del trabajo, puesto que
en él desarrollamos resultados importantes que tratan de probar la regularidad parcial de la
solucién de Navier-Stokes. Este capitulo aporta los mejores resultados que se han conseguido
obtener para avanzar en la cuestion abierta de si la solucion u de la ecuacion de Navier-Stokes
estd en L(Q). Para esto seguiremos dos articulos, véase [3,18]. En la primera parte de este
capitulo probaremos que, para un tipo de solucién débil de Navier-Stokes, que llamaremos
solucion admisible, el conjunto de puntos, .S, de los puntos que no poseen nigiin entorno
donde la solucién admisible u es L™ es de medida de Hausdorff unidimensional igual a 0. Es
mas, usaremos una medida que refina la medida de Hausdorff y, para ésta, conseguiremos
probar que efectivamente el conjunto S tiene medida 0. Como ya hemos dicho, esto es a
lo méas que se ha podido llegar para responder a la pregunta de si la soluciéon u de Navier-
Stokes es L™ en todo su dominio de definicién. En la segunda parte del capitulo, veremos el
articulo [18], donde se demuestra que, redefiniendo el concepto de solucién admisible por otro
mas restrictivo que usa el concepto de continuidad Holder, el “nuevo” conjunto de puntos
singulares vuelve a tener medida de Hausdorff unidimensional igual a 0.

De nuevo, en el siguiente capitulo, vamos a generalizar los resultados del Capitulo 3 para
el sistema de Boussinesq. Con lo cual, veremos que el conjunto de puntos S vuelve a tener
medida unidimensional de Hausdorft 0. Este resultado era de esperar, ya que parece logico
que la nueva variable, la temperatura, no anada nuevos puntos al conjunto S.

Ya en el Capitulo 5, pasamos a estudiar distintos métodos numéricos que después utiliza-
remos para aproximar tanto la solucién de la ecuacion de Navier-Stokes como la del sistema
de Boussinesq. En concreto, veremos tres esquemas de tipo “splitting”. Estos esquemas re-
posan sobre la idea de descomponer el calculo de v y p en cada etapa de tiempo en célculos
intermedios correspondientes a varias “subetapas”. En cada una se trabaja con al menos
uno de los términos “probleméaticos” del sistema o la ecuacion que queremos aproximar. Por
ejemplo, para el caso de la ecuacion de Navier-Stokes lo habitual es aproximar primero la
solucion del problema linealizado con divergencia nula y presion y, después, usar esta solucion
para aproximar la solucién del sistema no lineal pero sin presion ni condicién de divergencia
nula. Asi, la solucién final que hallamos aproxima bien a la solucién real de las ecuaciones
y, por otra parte, el tiempo de cédlculo es mucho menor que cuando no se usa un método
de tipo splitting. Al igual que para la ecuacion de Navier-Stokes, también se pueden aplicar
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estos métodos para hallar la solucién del sistema de Boussinesq. Por ultimo, terminamos
presentando algunas simulaciones que hemos realizado para las ecuaciones de Navier-Stokes
en dos dimensiones, realizadas con FreeFem-++.

Tras esto, pasamos a estudiar brevemente, en el Capitulo 6, un problema de control 6ptimo
para las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso bidimensional. Presentamos el problema, el
correspondiente sistema de optimalidad y sus aproximaciones (en tiempo y en tiempo y
espacio).
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Capitulo 1

Resultados de existencia y unicidad
para las ecuaciones de Navier-Stokes

En este primer capitulo nos vamos a encargar en primer lugar de la existencia y unicidad de
solucion de problemas de Cauchy-Dirichlet para las ecuaciones de Navier-Stokes, en dimension
dos y tres. Tras varios resultados en este sentido, analizaremos la regularidad de la solucién.

1.1. Resultados tedricos previos

Antes de comenzar el estudio vamos a introducir algunos elementos previos y la notacién
que seguiremos a lo largo del trabajo.

Consideremos un abierto conexo con frontera Lipschitz continua Q@ € RV, con N =2 6 3,
que sera acotado a menos que indiquemos lo contrario.

A continuacion vamos a recordar la definicién de algunos espacios tutiles y habituales para
el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos espacios son:

Vi={ueD Q)" : V- u=0},

V=" = {u e H}(Q)Y: V-u =0} (la adherencia de V en Hg(Q)V),
H:=V" = {fue(N:V-u=0, u- 7 =0 sobre 30} (la adherencia de V en L?(Q)V).

En el espacio H consideraremos el producto escalar inducido por L*(Q)"; V es un espacio
de Hilbert con el producto escalar siguiente:

N

((u,v)) :== Z(Diu, D),

i=1

siendo (-,-) y | -] el producto escalar y la norma de L?*(Q2)"; denotaremos | - || la norma
habitual en HJ(2)Y.Por otra parte, || - ||, denotard la norma en V' (el dual de V) asociada
a |-

Observemos ahora que el espacio V' estd contenido en H, donde es denso, y que ademas, la
inyeccion i : V' — H es compacta (s6lo continua si €2 es no acotado). También, si consideramos

1



2 1.1. Resultados tedricos previos

los espacios duales V' y H’, correspondientes, la inyecciéon adjunta, i* : H — V' es lineal
y compacta. Asi, por el Teorema de Riesz, podemos identificar H con su dual H' y escribir
la siguiente cadena de inyecciones continuas y compactas, donde cada espacio es denso en el
siguiente;

Ve H=H —V.

Como consecuencia de esta cadena, podemos extender el producto escalar en H de f € H
y u € V a un producto de dualidad entre V' y V| que denotaremos (-, ).

Podemos ver que, para cada u € V, la aplicacién v € V' +— ((u,v)) € R es lineal y continua
en V; y por lo tanto, por el Teorema de Riesz, existe un tnico elemento en el dual, denotado
Au € V' | tal que (Au,v) = ((u,v)) para todo v € V.

Si consideramos el caso en el que el dominio 2 es no acotado, debemos tomar en V el
producto escalar

Hu’ UH = ((u7 U)) + (u7 U)

y asi seguiremos teniendo la cadena de inclusiones antes mencionada mas arriba, aunque
ahora no serdan compactas.

Ahora, una vez introducida la notacién y algunos de los espacios en los que vamos a
trabajar, vamos a recordar varios conceptos y resultados que mas adelante necesitaremos. Se
pueden consultar las demostraciones en [27].

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio de Banach, y a,b tales que —o0 < a < b < +o0.
Entonces para o dado con 1 < o < 400, denotamos L*(a,b; X) al espacio de las clases
de funciones L*—integrables en el sentido de Béichner de [a,b] en X. Se trata de un nuevo
espacio de Banach con la norma

£l 2o (a,pix) = (/b KOk dt)‘l‘.

Recordemos que se dice que f es a— integrable en el sentido de Bochner si:

» Existe un conjunto Z C [a, b] de medida nula tal que f |z toma valores en un separable.

» f:(a,b) - X es medible.

e (L0l dr) " < oo

Tenemos que L%(a,b; X) es el espacio cociente del espacio de las funciones a-integrables
sobre el conjunto de funciones nulas casi por doquier (c.p.d. en lo que sigue).
En esta linea podemos definir también el espacio L*(a, b; X') como sigue,

Definicién 1.1.2. Denotamos L*>(a,b; X) el espacio de las clases de funciones medibles y
acotadas c.p.d. en [a,b].
Se trata de un nuevo espacio de Banach, con la norma

£l 2o (aix) = Esssup [ £()] x-

[a,b]
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Observemos que en la norma del espacio anterior hemos considerado el supremo esencial
puesto que recordemos que estamos en un espacio de clases de funciones y por tanto, no
podemos tomar supremo.

Por ultimo, recordemos que el espacio vectorial C([a,b]; X) de las funciones continuas
f :la,b] — X se convierte en un espacio de Banach para la norma,

1 flle(apix) = S[ug]) f ()] x-

A continuacién, recordaremos un resultado que se refiere a las derivadas de funciones con
valores en espacios de Banach:

Lema 1.1.3. Sean X un espacio de Banach, X' su dual y u, f € L'(a,b; X); entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:

(a) u coincide con una primitiva de f en casi todo, es decir,
t
u(t) —5—1—/ f(s) ds, £ € X, cpd. te]a,b].
0

(b) Para cada funcion ‘test”d € D((a,b)),

/abf(t)¢<t) dt = —/abu(t)¢'(t) dt, siendo ¢' = %

(¢) Para cada n € X',

d
n.u) = (. )

en el sentido de las distribuciones en (a,b).

Ademas, si alguna de las propiedades anteriores se satisfacen entonces la funcion u es
igual en casi todo a una funcion continua de [a,b] en X.

Lema 1.1.4. Sean X eY espacios de Banach tales que X es reflexivo y X — Y con inyeccion
continua. Si ¢ € L*(0,T;X) y es continua con valores en Y entonces ¢ es débilmente
continua con valores en X. Es decir, la aplicacion t — (m, ¢(t))x x es continua para todo
me X'

Ademds, se tiene la propiedad siguiente:
Si las ¢, — ¢ débil-x en L=(0,T; X) y estdn acotadas en C°([0,T);Y), entonces ¢ es débil-
mente continua de [0,T] en X y para todo t € [0,T] ¢,(t) — ¢(t) débil en X.

Ahora vamos a introducir un nuevo espacio que ayudara a probar la existencia de soluciéon
de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Definicién 1.1.5. Sean a,b tales que —o0o < a < b < 400, v > 0 y Xy, X1 dos espacios de
Hilbert con Xy — X1. Denotamos H(a, b; Xo, X1) al espacio siguiente:

H (a,b; Xo, X1) := {u € L*(a,b; Xo): Dju € L*(a,b; X;)}.



4 1.2. Teorema de existencia

Por D]u denotamos la derivada fraccionaria de orden ~ de u respecto de ¢, definida (por
ejemplo) a partir de la transformada de Fourier de la prolongacién de u a todo R por 0.
Antes de seguir vamos recordar algunos propiedades de la derivada fraccionaria que hemos
introducido.

Sea u € L?(0,T; Xy) — L*(0,T; X;), entonces extendemos la funcién u por cero a todo
R y denotamos @ su prolongacién. Claramente, @ € L*(R; X}).

Podemos considerar la transformada de Fourier de la funcién u, que se define por

+oo
U= Fu, u(t) = / e " a(t) dt, T c.p.d. en R.

—00

Asi, podemos definir D7u para cada v > 0 como sigue:
Du = F~Y|7|"0) 0,1 -

Observemos que esta definicién generaliza la habitual puesto que, si v = n € N coincide
con la derivada de orden n natural.
Observemos que H?(a, b; Xo, X;) es un espacio de Hilbert para la norma

2
ooy = (el + 10732 i)
Tenemos el siguiente resultado importante, que también usaremos mas adelante:

Teorema 1.1.6. Sean Xy, X, X7 tres espacios de Hilbert que satisfacen la siguiente cadena

de inyecciones continuas:
Xo— X — Xy,

siendo ademds la inyeccion de Xy en X compacta. Entonces, para cualquier intervalo (a,b) y
cualquier v > 0, tenemos que la inyeccion de HY((a,b); Xo, X1) <= L*(a,b; X) es compacta.

Con este ultimo resultado damos por terminado el repaso de los resultados y conceptos
tedricos previos y ya podemos pasar a estudiar propiamente las ecuaciones de Navier-Stokes.

1.2. Teorema de existencia

En esta seccion vamos a estudiar la existencia de solucién para las ecuaciones de Navier-
Stokes para N =2y N = 3.
Asi, consideremos la forma trilineal continua sobre V' dada por

N
b(u,v,w) = Z/ wDvjw; de Vu,v,w € V.
i=1 7 &

Veamos algunas propiedades de la forma trilineal que nos resultaran utiles para demostrar
la existencia de solucién.

Si u € V, entonces se verifica que b(u,v,v) = 0, para todo v € H}(Q)V.
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Ademas, por el Teorema de Riesz, tenemos que, para cada u,v € V| existe una aplicacién
bilineal continua, B : V' x V — V' tal que

(B(u,v),w) = b(u,v,w) Yw € V.

A continuacion, vamos a formular el problema de valores iniciales para las ecuaciones de
Navier-Stokes. Comenzaremos viendo una formulacién poco rigurosa pero bastante intuitiva:

( Hallar v : Q x (0,7) = RY, y p: Q x (0,7) — R tal que:
N

up—vVu+ Y wDau+Dip=f en Q= Q x (0,7),

i=1

(1.1)
V-u=0enQ,

u =0 sobre ¥ := 9Q x (0,7T),

u(z,0) = ug(x) en Q.

\

En este problema, las funciones f: Q x [0,7] — RY y ug : © — RY son datos.

Definicién 1.2.1. Decimos que (u, p) es una solucion cldsica de (1.1) siu € CO(Q; RYN)C?(Q; RY),
p € CHQ;R) y las igualdades anteriores se verifican puntualmente.

Esta definicién de solucién clasica es bastante fuerte y poco tutil a la hora de intentar
probar un resultado de existencia. De hecho, veremos méas adelante que la existencia de
solucién clasica es un problema abierto. Por ello, vamos a introducir otro concepto de solucién
mas débil.

Observamos que, si u es solucién cldsica de (1.1), entonces u estd en L?(0,T;V) y para
cada v € V tenemos que:

%(u, v) + v((u,v)) + blu,u,v) = (f,v).

Esta igualdad se mantiene por continuidad para toda funcién v € V.

Observemos que en esta ultima igualdad ha desaparecido la presiéon p, lo que permite que
el problema se simplifique. Mas adelante demostraremos que la presion se puede recuperar a
partir de wu.

Asi, podemos introducir ya una formulacién debilitada del problema y la definicién de
solucion débil:

Definicién 1.2.2. Dadas f € L*(0,T;V") y ug € H, decimos que u es una solucién débil
del problema de Nawvier-Stokes si

((we LX0,T:V)NL=(0,T; H),

d

d—t(u,v) +v((u,v)) + blu,u,v) = (f,v), Yo €V, (1.2)

[ u(0) = uy.
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Ahora vamos a probar que la condicién u(0) = ug tiene sentido, puesto que, en principio,
para una funcién de L?(0,7;V) no tiene sentido hablar de sus valores en un conjunto de
medida nula. Atn asi, vamos a probar que si una funcién estd en L?(0,7;V) y verifica la
ecuacién anterior entonces, tiene sentido hablar del valor que tiene en cada t € [0,7]. Antes,
veamos un resultado que necesitaremos después.

Lema 1.2.3. Siu e L*(0,T;V), la funcion B(u,u) dada por
(B(u,u)(t),v) = b(u(t),u(t),v) Yo eV, c.p.d. en (0,T),
pertenece a L' (0, T;V").

A continuacién pasaremos a probar que efectivamente la condicién inicial en (1.2) tiene
sentido.

Observemos que para casi todo ¢ tenemos que B(u,u)(t) € V' y ademés la funcién
t € (0,7)— B(u,u)(t) € V' es medible. Como b(+,-,-) es una forma trilineal continua sobre
V, existe C' > 0 tal que

| B(w,w)]. < C|jw|?, para todo w € V.

Luego si integramos en tiempo tenemos que

T T
[ Bl <o [l
0 0

Con lo cual, B(u,u)(t) € L*(0,T,V") de hecho, veremos més adelante que B(u,u) €
L?(0,T; V') para un cierto o > 1 (que depende de N).

Ademds, como 4 (u,v) = (f — vAu — B(u,u),v), paratodov € V, y Au € L*(0,T;V’),
de donde f — vAu — B(u,u) esta en L*(0,T;V"); con lo cual, uy € L'(0,T;V").

Asi, por el Lema 1.1.3, podemos afirmar que u es igual en casi todo a una funcién continua
de [0,7] en V'; y la condicién u(0) = wug tiene sentido, a menos como igualdad en V’. Més
aun, como u € L*(0,T; H), también tenemos por el Lema 1.1.4 que u coincide c.p.d. con
una funcién débilmente continua de [0,7] en H; luego la igualdad también tiene sentido en
H.

Ahora, vamos a pasar a ver una formulacién alternativa del problema (1.2). Es la siguiente:

Hallar u tal que

ue L20,T;V)NL>0,T;H), u; € L*0,T;V"),
uy — vAu + B(u,u) = f

u(0) = up.

El resultado siguiente es inmediato:

(1.3)

Lema 1.2.4. Los problemas (1.2) y (1.3) son equivalentes.
Estos dos problemas poseen solucion gracias al siguiente

Teorema 1.2.5. Sean f € L*(0,T;V') y up € H. Existe al menos una solucién débil u del
problema de Navier-Stokes. Ademds, u es débilmente continua de [0,T] en H.
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Demostracion

Antes de probar la existencia de u veamos que si u es solucion entonces u es débilmente
continua.

Para ello vamos a aplicar el Lema 1.1.4. Tomamos X = H e Y = V', entonces por lo que
probaremos a continuacién sabemos que u € L*>(0,7T; H) y ademds, u es débilmente continua
en V'. Luego aplicando el Lema 1.1.4 tenemos que u es débilmente continua de [0,7] con
valores en H.

Asi pasamos ahora a probar que efectivamente existe al menos una soluciéon u de las
ecuaciones de Navier-Stokes.

Usaremos el método de compacidad, combinado con una estrategia de Galerkin.

APROXIMACION DE GALERKIN

Como el espacio V es denso en V' y éste es separable, existe una sucesién {w,} C V de
funciones linealmente independientes que es total en V.

Asi pasamos a considerar el problema aproximado de (1.2):

( m
Hallar u,, = Z i (t)w; tal que
k=1

(7 (£), w;) + v ((Um(t), w5)) + b(tm (1), um (t), ws) = (f,wy), (1.4)

tel0,T], j=1,....m;

L um(()) = Uom,

siendo ug,, la proyeccién ortogonal del dato inicial uy € H sobre el espacio V,,, 1= [wy, wa, ..., wp,].
Obsevemos que (1.4) es en realidad un problema de Cauchy para el sistema no lineal de

ecuaciones diferenciales ordinarias:

m m m

> (wiywy)ady, + v Y (Wi, w)) i + Y b(wi, wy, w))Qim O = (f (), 105),

i=1 i=1 ik=1

o equivalentemente,

m m m
/
QT E A Qi+ E CijkQjm Qkm = E dig(f(t), wy),
Jj=1 J.k=1 j=1

para adecuado a;j, ¢k, dij € R.
También, la condicién inicial para u, equivale a m condiciones iniciales para los ay,:

um(0) = Zaim(O)wi = Z(uo,wi)wi & aim(0) = (uo,w;), i=1,...,m.
i=1

=1

Tenemos un problema de Cauchy para un SDO no lineal, con m ecuaciones y m incégnitas.
Luego existe una unica solucién wu, definida en un intervalo maximal por la derecha [0,¢,,],
con 0 <t, <T.
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Veamos que t,, = T, para todo m. Supongamos que t,, < T, entonces lim sup ||u,,(t)| =
t—stm

+00. Pero ahora veremos |u,,(t)| estd acotada en [0, 7] por una constante independiente de
t y de m.. Luego la solucién estd definida en todo [0, 7] para todo m.

ESTIMACIONES A PRIORI
Para obtener las estimaciones a priori vamos a multiplicar en (1.4) por o, (t) y sumar
en 7; asi tenemos que

(1t (£), i (£)) + v (i (1), 1 (£))) + 0(tn (), i ()1t (£)) = (f (), i (2)),
y si operamos y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, llegamos a que,

1d

5 77|t OF + vllun @1 = (1), un(®) < [ @llwn (@]

Ahora, usando la desigualdad de Young, tenemos que

d 1
litm P + 20w < = SO + v (0],

con lo cual,

d 1
—um@OF +v[un @] < =[£I

Integrando en tiempo en el intervalo [0,¢] con t < T podemos escribir que

(D] < / LFIE ds + luom]? < Juof* + / LF()I ds. (15)

de donde
sup Jum(8)]? < [uol? + / 1012 d,

t€[0,tm]

luego efectivamente t,, = T para todo m y, ademés, {u,,} estd uniformemente acotada en
L>(0,T;H).

Ahora para obtener otra estimacién a priori de {u,,} vamos a integrar en el intervalo
[0, 7] la ecuacién (1.5) y asi tenemos que

T
(T + v / (B dt < © / LFOI2 dt + o

Con lo cual,
T
y / e (8)]2 dt < © / 1FOI2 dt + Juol?

Y, por lo tanto, podemos concluir que {u,} también estd uniformemete acotada en

L0, T; V).
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CONVERGENCIA

Consideremos ahora las extensiones por cero de las u,, a todo R, denotadas ,,. Podemos
también considerar la correspondiente transformada de Fourier ,,.

Vamos a probar que {u,,} estd uniformemente acotada en H?(0,T;V, H) para 0 < v < 1.

Como ya hemos visto que {u,, } estd uniformemente acotada en L?*(0,7T; V'), s6lo nos queda
probar que

+oo
/ 1712V (7)|2dT < C.
—0oQ

Para demostrar esta desigualdad consideramos la ecuacién verificada por u,, extendida a
todo R:

(@, w;) = (f, w;) + (tom, w;)00 — (U (T), w;)0p, j=1,...,m, (1.6)

donde fm es la extension de f,, atodo Ry f,, = f — vAu, — B(tum, tny).

Asi también podemos ver que al extender a todos los niimero reales aparecen dos términos
nuevos uno multiplicado por dy y otro por d7 que es la distribucién de Dirac en 0 y en T,
respectivamente. Estos términos provienen de la integracion por partes pues, si (y;, w;) =
(f(t,y),w;) para todo i en [0,7], entonces el sistema extendido se obtiene de la siguiente
forma:

/R Ft, ) U(t)dt = / F(t, ) U(t)dt = / (o w0, U () dt

_ / (g w) V() + (y(T), w) (T — (5(0), w;)T(0)

:/0 (s wi )W (B)E + (3, ;)T ()57 — (y, w) V(1)

_ /R (G, w) T ()t + (3, w3 )T (167 — (7, wi) T (1)d0 YT € D(R).

Aplicando la transformada de Fourier a (1.6), tenemos que

270 (U, wj) = (]?m, wj) + (uom, wj) — (um(T%wj)eme'T'

Y si ahora multiplicamos esta ecuacién por &j,,, que es la transformada de Fourier de la
extension por cero a todo R de «;,,, y sumamos en j nos queda que

-~

27047 (U (T), U (7)) = (o (T), U (7)) + (W0, U (7)) — (e (T), Uy (7)) 2™,
es decir:
27Ti7|am(7_)|2 — <J/C\m(7'), U (7)) + (Uom, Um (7)) — (Um(T),ﬂm(T))e_QMT,

Como f,, = f — VAU, — B(tm, Um) ¥ || B(tm, um)|lx < C|luy]|* sabemos que f,, estd
uniformemente acotada en L'(0,T;V"):

/0 V(L dt < / WO + @] + Clum®)?) di < C
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Por tanto, f,, esté uniformemente acotada en L'(R; V') y ]/C\m lo estd en L>®(R, V') :

sup || fun (7)|. < C.

TER
Teniendo en cuenta que wu,, estd uniformemente acotada en L>(0,7; H), también tenemos
que
[um(0)] < C; um(T)| < C.

Asi, podemos escribir que
2707 [T ()2 < {1 fon (D)l ()] 4 Tt [T (7) || + [tz ()] [ (7)

y, también,

[ (1) < Clfan (7))

Ahora fijamos v en (0, 4) Existe una constante C, > 0 tal que podemos escribir la
siguiente desigualdad, que necesitaremos mas adelante:

1+ |7

— VT ER
T+

T < Gy

Si nos fijamos esta desigualdad se tiene para todo 7 € R pues si 7 es suficientemente
grande en valor absoluto, entonces estamos comparando dos polinomios del mismo grado y
para 7 proximo a 0 que 0 < C.; luego tomando C, adecuadamente tenemos esta desigualdad.

Asi podemos escribir que

L+ .
J o dr <€, [ o

[t _
C/A+H1%M+CAMMMPM

Esta dltima desigualdad la tenemos pues como ya hemos visto, 7|t (7)|? < C[tun(7)]], ¥
1

- <1
L+ |r|t=2
Recordemos que buscamos acotar

/ 72 (7) 2,
R

luego si acotamos las dos integrales anteriores ya lo tendremos. Por ello veamos que ambas
estan uniformemente acotadas. Asi tenemos que

/ lim(n)IPdr < C,
R

pues {u,,} estd uniformemente acotada en L?*(0,T; V') y por la Identidad de Parseval tenemos

que HﬂmHB(o,T;V) = H]:ﬁmHH(o,T;V) = ||ﬂm||L2(o,T;V) = ||UmHL2(0,T;V)~
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Por otro lado, para ver que la otra integral estda acotada usaremos la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

/ 1HfTT(|1)|LdT < (| gmmptr) ([l

Pero la pentltimas integral estd acotada si 2 — 4+ < 1, es decir, si v < }1. Por lo tanto ya

tenemos que
[t (7)
dr < C
/1+|T|1 3=

/ 72 @ (7) Pl < ©
R

y {um} estd uniformemente acotada en HY(0,7;V, H).

luego queda probado que

EXTRACCION DE SUBSUCESIONES Y PASO AL LIMITE

Podemos extraer subsucesiones que convergen en sentido apropiado a una funcién u para
luego pasar al limite en el problema aproximado.

Como {u,,} estd uniformemente acotada en L?(0,T;V) N L*(0,T; H), entonces existe
una subsucesién, que denotamos de la misma manera, de forma que

Up, — u débil en L*(0,T;V);
U, — u débil-* en L>(0,T; H).
Ademas, como V < H con inyeccién compacta, por el Teorema 1.1.6, tenemos que
H(0,T;V,H) — L*(0,T; H) con inyeccién compacta,

de donde
Uy, — u fuerte en L*(0,T; H).

Para el paso al limite en la aproximacién de Galerkin, vamos a necesitar un lema previo
que enunciamos a continuacién, pero que no demostraremos:

Lema 1.2.6. Si u, converge a u débilmente en L*(0,T;V) y fuertemente en L*(0,T; H),
entonces para cualquier funcion w € C1(Q)N se tiene que

/0 bt (£), up (), w) dt — /0 b(u(t), u(t), w) dt.

Se puede encontrar la prueba en [27]. La idea de la misma consiste en escribir que

by, uy, w) = —b(u,, w,u,) Z/ wiOiw;u,; dr

y usar las propiedades de convergencia de las u,,.
Asi ya podemos pasar al limite en el problema aproximado de Galerkin.
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Para ello, consideramos una funcién ¥ € D(0,T'), multiplicamos por ¥ las EDOs de (1.4)

e integramos en (0,7") y nos queda:
—/0 (wn(£), W' ();) dt + V/O (), W (1)) dt +/0 (1t (£), (), w; B (1)) dt

- [ tro.ww o

Y si ahora pasamos al limite y usamos el Lema 2.1.5 tenemos que

—/O (u(t), ¥'(t)w;) dt—i—z//o ((u(t), ¥(t)w;)) dt—l—/o b(u(t), u(t), U(t)w,) dt

= [ o). vy a

0, equivalentemente,

/0 (W (t), ¥ (t)w;) dt + l//o ((u(t), ¥(t)w;)) dt—l—/o b(u(t), u(t), U(t)w,) dt

- / (). Tty dt.

Esta igualdad es cierta por linealidad y por densidad para todo v € V. Por tanto, tenemos

que u verifica la igualdad diferencial de (1.2)
Ahora ya sélo queda probar que u(0) = ug.
Para ello, repetimos el argumento precedente esta vez con ¥ € C*([0,7]) con ¥(7T) =0

y vemos que
—/0 (u(t),\lf'(t)v)dt+u/0 ((u(t),‘lf(t)v))dt+/0 b(u(t),u(t), U(t)v)dt =

T
= (w0, WO} + [ (£(0), (O

0

Pero no es dificil demostrar que

T T
/ (u, ¥'(v)) dt = —/ (u', W) dt — (u(0), ¥(0)v).
0 0
Con lo cual, llegamos a que

U(0)(ug —u(0),v) =0 YveV.

Tomando ¥(0) = 1, tenemos u(0) = up. Y con esto terminamos la demostracién del teorema.
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Observemos que este teorema también es valido si €2 es no acotado. También si tomamos
f como suma de dos funciones f; y fy tales que

fre X0, T; V') y fa € L0, T; H).

También podemos observar que la soluciéon del teorema anterior verifica lo que se conoce
como la desigualdad de energia.
Sea t € [0,T]. Entonces la solucién que proporciona el Teorema 1.2.5 satisface

[u(t)|* +2V/0 lu(s)l[*ds < [uo|* +/O (f(5),u(s)) ds.

Esta es la denomimada desigualdad de energia. Es consecuencia de las siguientes identi-
dades verificadas por las u,,:

(U (£), Ui (8)) + V[ ()1 = (f (1), tin ()

En efecto, si integramos nos queda
t t
[ ()] + 2”/ [ ($)]* ds = |uom|* + 2/ (f(s), um(s)) ds.
0 0

Como u,,, — uen L?(0,T;V) y / |7[*7[7(7)]2dt < C, entonces u,, — u fuertemente en
R

L*(0,T; H). Gracias al Lema 1.1.4, tenemos también que u,,(t) — u(t) débil en H para cada
t € 0,77.
Y asi llegamos a que

t t
|u(t)|2—|—2y/ Ju(s) *ds < tim inf (|um(t)|2+21// ()]s ).
0 0

Por tanto, dado que ug,, — ug en H,

Ju(t)]” + 2V/0 lu(s)* ds < [uo|* +/0 (f(s),u(s)) ds, ¥t € [0, T].

Es desconocido saber si todas las soluciones débiles de las ecuaciones de Navier-Stokes
verifican la igualdad de energia, es decir, la relacién anterior con igualdad en vez de desigual-

dad.

1.3. Teorema de unicidad (N = 2)

En esta seccién vamos a estudiar la unicidad de solucion en el caso bidimensional.
Recordemos antes una serie de resultados previos.

Lema 1.3.1. Supongamos N = 2. Entonces

o]l < 240122 V]l}s Yo € HE(Q). (1.7)
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Demostracién

Como D(R2) es denso en H} () bastard probarlo para v € D(2) pues por densidad ya lo
tendremos para v € H}(Q).

Asi si prolongamos v por 0 fuera de €2 podemos escribir que

x1 €2

|U(55)|2 = |U($17J32)|2 = 2/ v(&1, 29) D10 (&1, T2) d&y = 2/ v(x1,&2)Dav(w1, &) dés

—00 — 00

* En esta demostracion | - | es el valor absoluto no la norma en L?((2).
Siguiendo la demostracién podemos escribir que:

(@) < 2 / 060, 22)|| D (€1, 22)] d6s = 2w (1),

siendo wy(xq) = / |v(&1, x2)|| Div(&r, x2)| dE; .

R
De igual modo tenemos que:

(@) <2 / o(21, €)1 Da(is, £)] da = 2uwn(ar),
R

siendo we (1) = / [v(21,&2)|| Da(1,&2)| dEa.
R
Y asi,

wn () ws (1) dir < </Rw1(x2) dx2></Rw2(:zc1) i ).

Usando la definicién de w;(x;) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
que

o(@)]* de < 4 /

R2 R2
/ [o(2)[* do < 4f|v[| L2g2) | Divll 2 g2 0]l 2 g2 | Dol 12 ey
RQ

Ahora utilizamos la siguiente desigualdad a? + > > 2ab, para todo a,b € R, con a =
| D122y ¥ b = || Dav|| L2(r2) y llegamos a que

[ @) de < 2ol | Vol

y, por tanto, queda probada la desigualdad.

Lema 1.3.2. Supongamos que N = 2, entonces
[b(u, 0,w)| < 212 ul 2l V2 o] o]V w]] - Vu,v,w € Hy(€). (1.8)
Por otra parte, siu € L*(0,T;V) N L>*(0,T; H), entonces B(u,u) € L*(0,T; V") y

1B (u, u)| 20,y < 21/2||u||L°°(0,T;H)||u||L2(O,T;V)‘
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Demostraciéon
Como N = 2, H}(Q) < LP(Q2) con inyeccién compacta para todo p finito. Entonces, si
aplicamos la desigualdad de Holder con tres factores en L?(Q2), podemos deducir que

b, v, w)] < Z / i Dyvgwy| di < Z Nesallza | Do 2 e 1

5,j=1 5,5=1

y si ahora usamos la desigualdad de Holder con tres factores en R tenemos que

12 , 2 ) 12 , 2 ) 1/2
\b(uvwr<(Zqunm)) (D lllae) ™ (3wl
i=1 Jj=1

’.7_

Usando ahora el Lema 1.3.1 podemos deducir

2 2 1/2
ba v, < (302 2|V 2) (annmm) (2 2yl le)

i=1 ij=1 j=1

Con lo cual,
[, v, w)| < 22 ul V2 a2 o] [w] |2 |w] 2.

Con esto queda probada la primera parte del lema. Para la segunda parte observemos que
como b(u, v, w) = —b(u, w,v). Entonces llegamos a que, también,

[b(u, v, w)| < 22 a2 a2 o] o] 2 w]].
En particular, tomando u = v tenemos que
[b(u, u, w)| < 22 [ull|ull[w]]  Vu,w €V,

de donde
IB(u,w)l. < 22ulllul, Vu€eV.

Con lo cual, si tomamos v € L2(0,T;V) N L>(0,T; H) podemos escribir que

T T
/0 HB(U(tM(t))IIZdtS/O 2lu()lu@®* dt < 2lulleoz.m el z202:0)-

Luego, B(u,u) € L*(0,T;V’) y ademés

22 ul| L 0.7 1| 220, 150)-

1B (w, w)|| 20,7501 <
Y con esto queda terminada la demostracién del lema.
|

Lema 1.3.3. Sea u una funcién de L*(0,T;V) con derivada u; en L*(0,T;V’) entonces u
es igual c.p.d. a una funcion continua de [0,T] en H. Ademds, la funcién t — |u(t)* es
absolutamente continua y

d 2
dt|u( )7 = 2(us(t),u(t)) c.p.d. en (0,T).
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Para la demostracién, véase por ejemplo [27].
Con estos resultados ya podemos pasar a probar la unicidad de solucion débil para las
ecuaciones de Navier-Stokes en dimension 2:

Teorema 1.3.4. Si N = 2, la solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes que pro-
porciona el Teorema 1.2.5 es unica. Ademds, dicha solucion es igual c.p.d. a una funcion
continua de [0, T] en H.

Demostracién

Empecemos probando la continuidad de w : [0,7] — H.

Como u; = f — vAu — B(u,u) y por el Lema 1.3.2 tenemos que B(u,u) € L*(0,T;V’)
y ademds, f, Au € L*(0,T;V"); con lo cual u; € L?(0,T;V’). Entonces por el Lema 1.3.3
tenemos que u € C([0,T]; H) y

%w(t)’? = 2(uy(t),u(t)) c.p.d. en (0,7).

Luego ya solo queda probar la unicidad. Supongamos que existen dos soluciones débiles
uy, us de las ecuaciones de Navier-Stokes. Pongamos u = u; — us entonces u satisface que
u; € L2(0,T; V"), ug + vAu = —B(uy,u1) + B(ug, uz) y u(0) = 0.

En consecuencia,

(ug, u) + v(Au,u) = —b(uy, uy, u) + b(ug, ug, u) c.p.d. en (0,7).

Y ahora sumando y restando b(uq, ug, u), como b(uy,u,u) = 0, aplicando el Lema 1.3.3,
tenemos que

d ) .
£|u(t)| + 2v)|u(t)]|? = —2b(u(t), us(t), u(t)).

Con lo cual, por el Lema 1.3.2 podemos afirmar que
d 3
@ +2v]lu@)]* < 22 u@u@)lllu2(0)]]
Aplicando ahora la desigualdad de Young, tenemos que
d 2 2 2 1 2 2
S 1@F +2v]u@)” < 2v[u@®l” + ~lu®) w1

de donde p .
%IU(OI2 < ;IU(t)IQIIW(t)IIQ-

Como uy € L?*(0,T;V), podemos aplicar el Lema de Gronwall. Usando que u(0) = 0,
llegamos a que
lu@®)]* <0 Vvtelo,T).

Luego u; = uq, como queriamos probar.
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Como consecuencia de este resultado y del Lema 1.3.1, tenemos:

Corolario 1.3.5. Supongamos que N = 2. Entonces la unica solucion débil de Navier-Stokes
verifica u € L*(Q)?.

Para acabar esta seccion, observemos que el teorema y corolario anterior también son
validos si el dominio €2 es no acotado.

Ademas, para N = 2, la solucién débil verifica la identidad de energia. En efecto, como
we L*0,T;V), u € L*(0,T;V") y uy + vAu+ B(u,u) = f, entonces multiplicando por u(t)
e integrando, gracias al Lema 1.3.3, llegamos a que

t
0

IMﬂF—W®W+QVAIW@WHBZ2/Kﬂ$m@»d&

1.4. Teorema de unicidad parcial (N = 3)

En esta seccién vamos a estudiar la unicidad en el caso tridimensional. En este caso, sélo
es posible demostrar algunos resultados parciales.
Comencemos con dos resultados previos,

Lema 1.4.1. Supongamos que N = 3. Entonces
lollze < Clo[YHlw], Yo € Hy(€).

Demostracion
Como N = 3, H}(2) — LP(Q) con inyeccién continua para p < 6. Entonces tenemos que,

para toda ¢ € D(),
ol = / ltde = / oP|glde.
Q Q

Y si usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

1/2 1/2
el < ([ 1el%aa) ([ 1oPds)” < lelismlel < Clelliol
Como D(R2) es denso en Hj(£2) ya tenemos probado el resultado.

Obsérvese que el Lema 1.4.1 proporciona una desigualdad “peor” que el Lema 1.3.1. En
efecto, el exponente de la norma mas fuerte a la derecha es mayor. Esto tiene gran influencia
en los resultados que siguen.

Teorema 1.4.2. Sea N = 3, entonces la solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes
que proporciona el Teorema 1.2.5 verifica u € L¥3(0,T; L*(Q)) y u, € LY3(0,T;V").
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Demostracion
Por el lema anterior sabemos que para casi todo t € (0,T') tenemos que

lu(®)llze < Clu(®)"*lu()|**.

Con lo cual tenemos que,

[ o< [ Quopeaer e = [ o

por el teorema de existencia sabemos que v € L>(0,T; H) N L*(0,T;V) asi que

T 3/2
8/3 3/2 1/2
/0 [u(®)] [Pdt < /0 [[u(t )Hlm( max |u(t )‘) dt < HUHL/oo 0.7l HL/1/2 orny <0

t€[0,T)

Con lo cual, ya hemos probado que u € L%3(0,T; L*(Q)), ahora queda ver la otra propie-
dad.

Por la desigualdad de Holder observamos que
|b(u7 U, U)| = ]b(u,v,u)] < C||UH%4(Q)HU|| para todo u,v € V.

Por lo tanto,
IB(u(t), ut)|l« < Cllu®)|zs  c.p.d. en (0,T).

Con lo cual, como u € L¥3(0,T; L*(Q)) entonces B(u,u) € L*3(0,T, V') y asi llegamos a
que uy = f — vAu — B(u,u) € L*3(0,T,V') pues f, Au € L*(0,T;V'); terminando entonces
la prueba del teorema.

Ahora si que podemos pasar ya a enunciar y demostrar el teorema de unicidad de solucién
(fuerte) para las ecuaciones de Navier-Stokes en dimensién 3:

Teorema 1.4.3. Supongamos N = 3, entonces hay a lo mds una solucion débil de las
ecuaciones de Navier-Stokes que verifica u € L3(0,T; L*(Q)). Ademds, si existe, tal solucion
es continua de [0,T] en H.

Demostracion

Sea u solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes. Entonces, sabemos que u €
L*0,T; V)N L>(0,T; H).

Siu e L8(0,T; L*(Q)) entonces B(u,u) € L*(0,T;V’) al menos, pues como vimos antes
| B(u, u)(t)l« < Cllu(t)||3.. Luego u, € L*(0,T;V").

Si aplicamos el Lema 1.3.3 sabemos que u es igual en casi todo a una funcién continua
de [0,T] en H.

Veamos ahora que dicha solucion es tnica.

Usando el lema anterior y la desigualdad de Holder, tenemos que

[b(u, u, )| < Cllullzallollzallull < Clul”Jul ol Vu,v € Hy(Q).
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Supongamos que existen dos soluciones débiles uy, us y pongamos u = u; — us, es obvio
que u € L3(0,T; L*(Q)).
Asi, con los calculos habituales, podemos ver que

d
%\uﬁ + 21/HuH2 = —2b(u, ug, u) = 2b(u, u, uz) < 20\u!1/4\|u|]7/4HuQHL4,

con lo cual,

d

Sl < vllul® + Cluf|lus |7
Como uy € L8(0,T; L*(2)) podemos escribir que

d

dt

con lo cual, |u(t)|*> < 0 para todo t € [0, 7.
Luego u; = us, como queriamos probar.

(efcﬁ ||u2(s)||i4ds‘u(t),2> <0,

Esta prueba también es valida para dominios 2 C R? no acotados.
También, se puede generalizar el Teorema 1.4.3 al caso e que se impone

2
we L"(0,T; L°(52)), con — +§ <1,s>3.
T S

La demostracién de esta ultima observacion se puede consultar en [21].

1.5. Soluciones mas regulares

En esta seccion vamos a ver que, con segundos miembros y condiciones iniciales mas
regulares, conseguimos soluciones més regulares para las ecuaciones de Navier-Stokes. En
el caso tridimensional ademas debemos suponer que los datos iniciales son suficientemente
“pequenos”, en cierto sentido.

Teorema 1.5.1. Supongamos que N =2, f, f; € L*(0,T; V") con f(0) € H yug € H*(2)*N
V. Entonces la unica solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes satisface

u € L20,T; V) N L=(0,T; H) (1.9)
y, por lo tanto, u € C([0,T]; V).

Demostracion

Para demostrar este teorema volveremos a usar las aproxinaciones de Galerkin y pro-
baremos nuevas estimaciones a priori para las u,,. En efecto, veremos que las u, estdn
uniformemente acotadas en L*(0,7; V)N L>(0,T; H) y asi pasando al limite tendremos que
(1.9).
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Como uy € VNH?(02)?, podemos elegir los uy,, como las proyecciones ortogonales de g so-
bre el espacio V,, = [wy,ws, . .., w,,]. Con lo cual, podemos afirmaer que ug,, — ug en H?(2)?

y que [[uom|| a2 < lfuol 2.
Ahora, si multiplicamos por o, (¢) en las EDOs de (1.4) y sumamos en j, tenemos que

[ ()17 + v (i (), 13 (4))) + Bt (8), wm (1), 1, (8) = (F (), ur (1))
En particular, para t = 0, nos queda que

[t (O + v((m (0), 17,,(0))) + (1t (0), 1 (0), 1w, (0)) = (£(0), 17, (0))

o0, equivalentemente,
[, (0)|* + (Ao, U7, (0)) + b(Uom, Uom, Ur, (0)) = (f(0), s, (0)).
Como f(0) € H, y upm € H*(Q)2NV, podemos acotar de la siguiente manera,
[ty (0)* < [ £(0)] 113, (0)] + /] Aoy | [107,,(0)] + | B (g )|« |1t (0)].
Con lo cual,
|t (0)] < |F(O)] + v Auom| + || B(tom, tom] |-
Como gy, — ug en H2(Q)? v ||uom|| 2 < ||uol| a2, entonces podemos afirmar que
| Atigm| < Clluom|| 2 < Clluol| k2,

pues la aplicaciéon u — Au es lineal y continua de H(Q) el L(Q).
Por otro lado, tenemos gracias a la desigualdad de Holder que

b(w, w,v)| < Cllu||ps||Vu|a|v] Yu € H*(Q)?, Yo € L*(Q)2.

Ahora, si usamos lo anterior junto con el Lema 1.3.1 y la desigualdad de Sobolev, entonces
para toda u € H*(2)? y toda v € L*(Q)? tenemos que

[b(us u,0)| < Clul 2|Vl [Vul 2| Al 2 o] = Clul 2|Vl | Aul[o]
< Clul|Vulllulllv] < Cllullz l[ulllull7:10] = Cllulaellul o]
En particular, volviendo a usar la desigualdad de Sobolev tenemos que
1B (tom, womll« < Cllwom[[womll iz < Clluomllz < Clluol|z-
La consecuencia es que
[, (0)] < Clluoll 2 + Clluoll e + 1 £(0)],

de donde {u/,(0)} estd uniformemente acotada en H.
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Ahora, como f; € L*(0,T; V"), si derivamos respecto de t las EDOs de (1.4), tenemos que
(u;;w wj) + V((“Lm wj)) + b(u;na Um, wj) + b(um7 u;nv wj) = <ft7 wj>7
y multiplicando por «,, y sumando en j llegamos a que

d
Tl + 20 [ 4 26( i, ) = (fos )

Por el Lema 1.3.2 y por la desigualdad de Young, tenemos que

2
21b(ty (1) i (£), 3 (8)] < 2% g ()]t ()t (B)]] < s, (B[ + — (D) (O]

Con lo cual, deducir facilmente que

ol + 20w, [ = 20b(u, wm, )|

d
< Ellbinl2 + 2u|ul, |I” + 2b(ul,, v, ) = (feoun,),
entonces,
iW 2+ 20wy, 1P — vllug,|? - EIU’ [l I
dt m m m v m m

d 2
= i+ vl =~ lwml* < el el

Y aplicando de nuevo la desigualdad de Young tenemos que

d 2 2
Sl P vl < i + 2l (1.10)

Entonces, aplicando el Lema de Gronwall, teniendo en cuenta que u,, esta uniformemente
acotada en L*(0,T;V) y v/, (0) estd uniformemente acotada en H, obtenemos que v/, estd
acotada en L>(0,7T; H).

Y usando la desigualdad (1.10) también llegamos a que u), esta uniformemente acotada
en L*(0,T;V), (de la misma forma que hicimos en la prueba del Teorema 1.2.5).

Teorema 1.5.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si ademds Q2 es de clase C* y
f € L>=(0,T; H), entonces u € L>=(0,T; H*(Q)?).

Demostracion
Observemos que podemos escribir que

siendo g(t) = f(t) — us(t) — B(u(t), u(t)).
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Para esta prueba usamos los resultados de regularidad de la ecuacién de Stokes estacio-
naria, véase la Proposicién 2.2 del Capitulo 1 de [27].
Como u € L*(0,T;V) y

[b(u, u,0)] < Cllullsullllvllzs < Cllull*[lvllzs,

tenemos que B(u,u) € L=(0,T; L*3(Q)). Por el Teorema 1.5.1 v, € L=(0,T;H) y por
hipétesis f € L>(0,T; H); luego g € L>=(0,T; LY/3(1)).

Y por el reultado de [27], podemos afirmar que u € L>®(0,T; W*4/3((Q)).

Por el Teorema de Inyeccién de Sobolev tenemos que W?2P(Q) — L>(Q), con inyeccién
compacta para todo p > 1, por lo tanto, u € L>(Q)?.

Esta regularidad puede mejorarse si acotamos B(u,u) comos sigue:

Blu(®) )] < ( sup uls)1) (o)l

Asi podemos afirmar que B(u,u) € L*(0,7; H); por lo que g € L*(0,T; H) y aplicando
de nuevo el resultado de [27] tenemos que u € L>=(0,T; H*(2)?), como queriamos probar.

Observemos que si aplicamos sucesivamente el resultado de [27] podemos probar que si €2
es de clase C* y f € C*°(Q) entonces u € C(Q x [0, T])%. De hecho, cabe esperar, que cuanto
mas exigentes sean las hipdtesis sobre los datos mayor sera la regularidad de w.

Ahora vamos a probar resultados de regularidad similares a los anteriores en el caso
tridimensional. Tendremos que anadir hipdtesis adicionales que exijan que los datos sean
“pequenos”.

Teorema 1.5.3. Supongamos que N = 3. Sean ug y f tales que ug € H*(Q)* NV, f €
L>=(0,T; H), f; € LY(0,T; H) y f(0) € H. Si ademds las funciones ug, f, f; son suficiente-
mente pequenas en sus respectivos espacios, entonces existe una unica solucion débil de las
ecuaciones de Navier-Stokes que verifica u, € L*(0,T; V)N L>(0,T; H).

Demostracién

Comowu € L>(0,T;V)yV — L*Q)? con inyeccién compacta, entonces u € L>(0,T; L*(Q)3).
Y por el Teorema de 1.4.3 tenemos que dicha solucién u es unica.

Con lo cual solo nos queda ver que u; € L*(0,T;V)NL>(0,T; H). Para ello nos apoyamos
de nuevo en el método de aproximacion de Galerkin, eligiendo ug, tales que ug,, — ug en
H? y |luomllae < [[uo| e

Asi, de nuevo, podemos deducir que

|Augp| < Clluom|lrz < Clluollme.
Con lo cual, u/,(0) estd uniformemente acotada en H : |

[, (0)] < dy := [ £(0)] + vClluoll 2 + Clluoll7--
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Si ahora derivamos las EDOs de (1.4) respecto de ¢, multiplicamos por o, (t) y sumamos
en j, tenemos que

d
Tl 20 |+ 26(u e, wr) = 2(fo ).

Luego,
d
—lul” +2(v = Cllumll) [, ]* < 21 fol|u

ml
o

Como ya teniamos antes, sabemos que

d /2 2 1 2
- < _
S+ vl < S IF @),

1 T
sup fum () < Juol? + = / 102 d,
0

s€[0,T7 4

entonces tenemos que

vlum(t)]* < %”f(t)yl%/’ = 2(um(t), up, (1) < %Hf(t)”%/' + 2t (1) |11, (1)] <

1 2 2 T 2 1/2 !
< N oy + 2(luol + =1l orwn) (D

Y sustituyendo en t = 0 tenemos que

= asg,

d TdyN\1/2
lum(O)[2 < =2 + 24y (Juol* + —2)

siendo dy := HfH%OO(O,T;V’)'
Por hipétesis, podemos suponer que

d Tds\1/2 [T V3
dy = 72 + 2d1<|u0|2 + 72) elo 1101t =

Como d3 < d4 entonces
3

14
um ) < ds < dy < 25,

y por lo tanto, v — C/||u,,(0)]] > 0.

De aqui podemos deducir que existe t* € (0,7] tal que v — C||lu,(¢)|| > 0 para todo
t € 10,t*].

Sea T, el primer tiempo menor que 7" tal que la diferencia anterior se hace 0 (si no hay
un tiempo asi, tomamos 7,,, = T'). Entonces v — C/||u,,(¢)|| > 0 para 0 < t < T, y usando
que

d /2 ! 12 /
™+ 2 = Cllum[Dlfwn |7 < 2| fell],
llegamos a que

d
| [* < 2| fol )



24 1.5. Soluciones mas regulares

con lo cual,

d / /

Luego aplicando el lema de Gronwall tenemos que, para t € [0, T,,],
d ¢ S S t S S T S S
E(l + |, (1)]?) < elo Lfe)lds — 1 4 o/ (12 < (1+ \u;n(())\z)efo fee)lds < (1 4 @2)elo Vellds

Como d TdyN\1/2
(@) < 2 +2(Juol? + =2 ) s, (1)

d Tdo\1/2
< 2 (Juol +=2) (1 fun, (D)),
v v
y por lo visto anteriormente tenemos que

%)1/2

d :
Vlum (@)1 < 2 + (luof? + (1+ I, (D)

d Tdy\1/2
< 72 + (|uo\2 + 72> (1+ d2)elo 17:6)ds — g,

Con lo cual, como v|u,,(t)||*> < d4 para todo t € [0, T,,], entonces

d
v —Cllum(t)]| > v —C4/ ?4 para todo t € [0,T},].

Observemos que por hipétesis v—Cy/ % > 0, luego podemos afirmar que v—C/||u,, (t)|| > 0

para todo t € [0,7], es decir, T,,, = T.
Y por lo tanto, tenemos que

(0 +2(v 0\@) e (12 < 21 fel8) 1, ()]

Razonando como en ocasiones anteriores, podemos afirmar que u,, estd uniformemente
acotada en L%(0,7;V) N L>®(0,T; H). Y con esto terminamos la demostracién del teorema.

Al igual que en el caso bidimensional tenemos:

Teorema 1.5.4. Bajo las hipotesis del teorema anterior, si ademds §2 es un abierto de clase
C?, tenemos que u € L*(0,T; H*(Q)3).

Demostracién

De nuevo vamos a usar la igualdad v((u(t),v)) = (g(t),v) para todo v € V| siendo
9(t) = F(2) — w(t) — Blu(t), ult).

Como f —u; € L*(0,T; H) por la Proposicién 2.2 de [27] tenemos que, si B(u,u) €
L>(0,T; H), entonces u € L>(0,T; H*(Q)3).
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Luego veamos esto tdltimo y ya habremos acabado la demostracion, para ello usaremos la
desigualdad de Holder

[b(u, w,v)] < Clluflpollull o]l e < Jull*llv]lzs-

Como u € L>(0,T; V), entonces tanto g como B(u,u) estan en L=(0,T; L3/?(Q)3).

Y de nuevo usando el mismo resultado que en el caso bidimensional tenemos que u €
L>(0,T; W232(Q)3, y como W?3/2(Q) < L"(Q) con inyeccién continua para r € [1,4+00),
podemos afirmar que u € L>(0,T; L"(Q2)3), para r € [1, +00).

Luego, si tomamos r = 8 tenemos que u € L>(0,T; L?(2)?) y usando la desigualdad de
Holder llegamos a que

[b(u, w, v)| < Cllullsllulll[v]l s/

Con lo cual, B(u,u),g € L®(0,T; L¥3(Q)3) y por la Proposicién 2.2 de [27], llegamos
a que u € L0, T; W2¥5(Q)%) que se inyecta de forma continua en L>(2)3; por lo tanto,
u € L>(Q)3. Y con esto terminamos la demostracién de este teorema.

1.6. Recuperacién de la presion

Vamos a terminar este primer capitulo viendo cémo podemos recuperar la presion una
vez obtenida la solucién u de las ecuaciones de Navier-Stokes.
Para ello vamos a definir las siguientes funciones:

00 = [ s, 50 = [ Bl 10 = [ s

Observemos que si u es solucién de Navier-Stokes, entonces se verifica que U, 3, F €
c((0,T}; V7).

Integrando ahora la ecuacion variacional llegamos a que
V(U (),0)) = (g(t),v) Vo eV, Ve[0T,

siendo g = F — f —u+ug € C([0,T]; V).

A continuacién presentaremos dos resultados importantes, demostrados en [27], con los
que se prueba que es posible recuperar la presion una vez obtenida la solucién de Navier-
Stokes.

Lema 1.6.1. (De Rham) Sea f = (fi, fo,..., fn) con f; € D'(Q) para todo i. Entonces,
(f,v) =0 para todo v € V < Ip € D'(Q) tal que f = Vp.
Proposicién 1.6.2. Sea p € D'(Q).
1. Si 9ip € L*(QQ) para todo i, entonces p € H'(Q) y ||pllmm < CVp|.

1. Si 9;p € H™Y(Q) para todo i, entonces p € L*(Q) y ||pllrz/r < C||Vplla-1.
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1. El operador gradiente, p — Vp, es un isomorfismo de L*(2)/R sobre H™' ()N,
Deducimos asi que para cada t € [0, 7], existe una funcién P(t) € L?(Q) tal que
—vAU(t) + VP(t) = g(t)
0, equivalentemente,
u(t) —uo(t) — vAU(t) + B(t) + VP(t) = F(t).
Luego, VP = g + vAU y por lo tanto, VP € C([0,T]; H '(Q)); esto implica que
P e C([0,T]; L*(2)).

Asi, podemos derivar la ecuaciéon anterior en el sentido de las distribuciones sobre @ y
obtenemos la ecuacién

N
ou
— —vAu + u;Diu+Vp=fenQ,
o ; p=fenQ
siendo p = 86—]; (la presién aparece en el sistema como una distribucién en Q).

En general, sélo puede afirmarse que p = %—I; con P € C([0,T]; L*(2)); aunque, bajo
hipétesis de regularidad m4s fuertes, podemos probar que p € L*°(0,7; H(Q)).
Con esto damos por terminado el estudio general de las ecuaciones de Navier-Stokes que

hemos hecho en este primer capitulo.



Capitulo 2

Resultados de existencia y unicidad
para el sistema de Boussinesq

En este segundo capitulo vamos a estudiar el sistema de Boussinesq. LLevaremos un
desarrollo analogo al que hemos descrito en el capitulo anterior puesto que muchos resultados
son una extension de los precedentes.

Asi, siguiendo con la notacién ya usada, consideremos el sistema:

ut—VAu+(u'V)u+Vp:f+?9enQ,

Vu=0en Q,

Oy +u-VO — kA =gen Q, (2.1)
u =0, # =0 sobre %,

u(0) = ug, 6(0) =0y en Q.

Este describe el comportamiento de un fluido homogéneo, (es decir, que tiene densidad
constante), incompresible, Newtoniano, (es decir, surge aplicando la segunda ley de Newton
al movimiento del fluido) y para el cual los efectos térmicos son importantes. Al igual que
pasa con las ecuaciones de Navier-Stokes, el coeficiente v es positivo y se interpreta como
la viscosidad cinemaética del fluido. La funcién f : Q x (0,7) — RY determina el campo de
fuerzas externas y g :  x (0,7) — R es una fuente de calor. La constante x determina el
coeficiente de conductividad térmico del fluido y ? = Kep es el vector gravedad con K la
constante de gravedad.

Consideramos que el fluido ocupa todo el dominio  C RY y que estd adherido a la
frontera del mismo. Las incégnitas u : Q@ — RY, p,# : Q@ — R representan la velocidad,
presién y temperatura del fluido, respectivamente.

De la misma forma que en las ecuaciones de Navier-Stokes, el término convectivo u - 6
representa el calor que esta siendo transportado por el fluido.

2.1. Teorema de existencia

Pasemos a estudiar la existencia de soluciéon para dicho sistema.

27
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Denotaremos b : V x V x V — R a la forma trilineal continua dada por:
by (u,v,w) := /(u -Vo)w dz Yu,v,w € V.
Q

También introduciremos otra forma trilineal continua que denotamos by(u,6,n) : V x
H}(Q) x H}(2) — R dada por:

bo(u,0,n) := / uVo ndr YueV, V,ne Hy(Q).
Q

Observemos que igual que para el caso de Navier-Stokes, tenemos que by(u,v,v) =
bo(u,m,m) = 0Vu,v € V, Vn € H}(Q), y por el Teorema de Riesz existen By(u,u) € V'
y B2<u7 9) < H_l(Q) de forma que <Bl(u7 u)? U> = bl(u7 u,’U) y <B2(U7 8)7 7I> = 62(u7 67 T])

Lema 2.1.1. Si (u,v) € L*(0,T;V x H}()) entonces las aplicaciones By(u,v) y Bo(u,v),
definidas anteriormente, verifican que By(u,) € L*(0,T;V") y By(u,v) € L'(0,T; H~1(Q))
para t € [0,T] c.p.d.

La demostracion de este lema no la haremos puesto que es andloga a la que hicimos para
el caso de Navier-Stokes en el Capitulo 1.

Definicién 2.1.2. Decimos que (u, 0, p) es una solucidn cldsica de (2.1) siu € C2(Q; RM),
0 € C*(Q;R) yp e CHQ;R) y se verifican las igualdades del sistema (2.1) puntualmente.

Ya podemos introducir el concepto de solucién débil,

Definicién 2.1.3. Dadas f € L*(0,T;V"), g € L*(0,T; H *(Q)) y (uo,0) € H x L*(Q),
decimos que (u,0) es una solucion débil del problema de Boussinesq si

(we L0, T;V)NL>®(0,T;H), 6 € L*(0,T; H} (L)) N L>(0,T; L*()),

L (u,v) + v((u,v)) + bi(u, u,v) = (f,v) + ?(9,1}) Yv €V, 0
4(0,m) + 5((0,n)) + ba(u, 0,m) = (g,m), Vn € HY(S),

[ u(0) = up y 6(0) = 6.

Igual que probamos para las ecuaciones de Navier-Stokes se puede demostrar de manera
analoga que la condicién u(0) = ug y 6(0) = 6y tiene sentido, al menos como igualdad en
V' x H71(2). M4s atin, como v € L>(0,T; H), 6 € L>(0,T; L*(f2)), también tenemos por
el Lema 1.1.4 que u coincide ¢.p.d. con una funcién débilmente continua de [0,7] en H y
6 coincide c.p.d. con una funcién débilmente continua de [0, 7] en L?*(Q2). Luego la igualdad
también tiene sentido en H x L?((QQ).

De nuevo podemos afirmar que los problemas (2.1) y (2.2) son equivalentes y poseen
solucion gracias al siguiente resultado.
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Teorema 2.1.4. Sean f € L*(0,T;V'), g € L*(0,T; HY(Q)) y (ug,00) € H x L*(%).
Entonces existe al menos una solucion débil (u,0) del problema de Boussinesq. Ademds,
(u,0) es débilmente continua de [0,T) en H x L*(Q).

Demostracion

Esta demostracion se realiza de forma andloga a del Teorema 1.2.5. Por ello, para probar
la existencia de solucién usaremos de nuevo el método de Galerkin, para después continuar
hallando estimaciones a priori y asi pasar al limite.

APROXIMACION DE GALERKIN

Comencemos observando que en este caso el espacio V x D(Q) es denso en V x H}(Q)
y éste es separable. Con lo cual, existe una sucesioén {(wy,, ¢n)} en ¥V x D(Q2) de funciones
linealmente independientes que es total en V' x Hj ().

Asi pasamos a considerar el problema aproximado de (2.2);

= Z (677" (t)wz, m Z hfzm ¢Za
k=1 k=1

(uh (8), 105) + (1 (£), 105)) + Dy (1 (£), 0 (8), 05) = (f 05 + (Kbt
(07,(2), 05) + £((Om (1), 05)) + bo(um(t), Om (L), &5) = (g, b5);

el0,T], j=1,...,m;

\ um<0) = Uom, em(o) = QOm'

siendo (g, fom) la proyeccion ortogonal del dato inicial (ug, 6y) € H x L*(€) sobre el espacio

Vm = [wlana s 7'wm] X Wm = [¢17¢2a s 7¢m]
Obsevemos que (2.3) es un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales acopladas para

(aimu hzm)

Z(wia wj)@;m+y Z((wza wj))aim+ Z bl (wi7 Wk, wj)aim&km = <f(t)7 w]>+z hzm(?¢l> wj)7
i=1 i=1 ik=1 i—1

Z(d%,cb] +mZ (66 ) i + > b2 (115, Gk, 65) i = (9(£), 65),
i,k=1

=1

o equivalentemente,

Wy + Z Qij Qi + Z CijkOljm Ok, = Z dig (f (), w;) + Z €ijMim,
=1 j=1

j=1 jk=1

m T+ Z ij i + Z CijkOgmPem = Z dij{g(t), 9;)
j=1

7,k=1
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siendo 5, Cijk, dm’, €ij, dij7 Eijlm dz‘j € R.

También, la condicién inicial para u,, y 6,, equivale a m condiciones iniciales para los o,
y las hjp,

(@i (0), him (0)) = (e, B )

siendo éstas la componente i-ésima de ug,, y de 6, respectivamente.

El sistema no lineal junto con las condiciones iniciales posee una solucién (u,,, 6,,) definida
en un intervalo maximal por la derecha [0, ¢,,], con 0 < ¢, < T, para cada m.

Veamos que t,, = T, para todo m.

Supongamos que t,, < T, entonces

lm sup [u (£)|| = 400,
t—tm

lim sup ||0,,(t)]| = +o0.
t—tm

Pero como ahora veremos |u,,(t)| v |0, (t)| estdn acotadas en [0, 7] por una constante inde-
pendiente de ¢t y de m. Luego la solucién estd definida en todo [0, T] para todo m.

ESTIMACIONES A PRIORI
Para obtener las estimaciones a priori vamos a multiplicar en (2.3) por a;,,(t), hjm(t),
respectivamente, y sumar en j; asi tenemos que

(t (8), () + (1 (£), 0 (1)) = (S (1), 0 () + (K B (1), (1)), (2.4)
(O (8), O (1)) + £((Om (2), O (t))) = (g(2), O (1)) (2.5)

Observemos que la tltima ecuacién, (2.5), es de la misma forma que la ecuacién que

tenfamos en la demostracién de Teorema 1.2.5. Luego, teniendo en cuenta que g € L2(0,T; H1(2)),
podemos aplicar el mismo procediemiento y asi llegamos a que

{6,,} estd uniformemente acotada en L>(0,T; L*(Q)),

{0,,} estd uniformemete acotada en L*(0,T; Hy(92)).

Una vez que tenemos que 6, estd uniformemente acotada en L*(0,T; H}(€2)) ya podemos
hallar estimaciones para u,,. De nuevo, si seguimos el mismo procedimiento que el que usamos
para las estimaciones de Navier-Stokes, teniendo en cuenta que nuestra funcién del segundo

miembro ya no es f sino que ahora es f(t) + ?Gm (t); llegamos a que

{ts,} estd uniformemente acotada en L>(0,T; H),

{u,,} estd uniformemete acotada en L*(0,T;V).

Y asi también hemos probado que t,, = T pues la soluciéon no puede explotar en tiempo
finito.
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CONVERGENCIA

Consideremos ahora las extensiones por cero de las u,, a todo R, denotadas ,,(t) y las
extensiones por cero de las 6,,, denotadas 0,,. Asi podemos también considerar las respectivas
transformadas de Fourier y la denotamos u,, y 6,,.

Ahora debemos probar que {u,,} v {0} estan uniformemente acotadas en H(0,7;V, H)
y H7(0,T; Hy(2), L*(2)) para 0 < v < 1.

De la misma manera que razonamos en el Capitulo 1, podemos afirmar que como {u,,, 0,,}
estd uniformemente acotada en L®(0,T; H x L*(Q)) y en L*(0,T;V x H}(Q)); llegamos a
que

1
{tp, 0, } estd uniformemente acotada en H(0,T;V x Hy(Q), H x L*(Q2)), para 0 < v < 7

EXTRACCION DE SUBSUCESIONES Y PASO AL LIMITE

Asi podemos estimar subsucesiones que converjan en algin sentido a una funcién (u, 0)
para luego pasar al limite en el problema aproximado.

Como {tym,, 0, } estd uniformemente acotada en L2(0,T;V x H}(Q))NL>®(0,T; H x L*())
entonces existe una subsucesion, que denotamos de la misma manera, de forma que

(U, Om) — (u,0) débilmente en L*(0,T;V x Hy(Q));
(s Or) — (u, 0) débil-* en L>(0,T; H x L*(Q)).

Ademds, como tanto V < H como H}(Q)) — L*(), con inyeccién compacta entonces
por el Teorema 1.1.6, tenemos que

H(0,T;V x Hy(Q), H x L*(Q)) — L*(0,T; H x L*(2)) con inyeccién compacta,
de donde,
(U, Om) — (u, 0) fuerte en L*(0,T; H x L*(Q)).

Para esta parte vamos a necesitar un lema previo que enunciamos a continuacion, pero
que no demostraremos.

Lema 2.1.5. Si (u,,0,) converge a (u,0) débilmente en L*(0,T;V x H}(SY)) y fuertemente
e

1
< Hy

en L2(0,T; H x L*(Q)), entonces para cualquier funcién (w, ) € CH(Q)N x CL(Q)N tenemos

que

/0 b1 (1, (8), 1, (8), w)dlt — /0 by (u(t), u(t), w)dt

/0 b (11, (1), B,(1), &)t — / b(u(t), (1), $)dt.

Ya podemos pasar al limite en el problema aproximado de Galerkin. De nuevo razonan-
do en cada ecuacion de la misma forma que hicimos para las ecuaciones de Navier-Stokes,
llegamos a probar que (u,f) son soluciones débiles del sistema de Boussinesq y con esto
terminamos la demostracion del teorema.
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Observemos que el teorema anterior también es valido si tomamos f = fi+fo vy g = g1+¢s,
cumpliendo
fi € L*0,T; V"), f, € LY0,T; H),
g1 € L*(0,T; H 1)), g € L'(0,T; L*(2)).
Ademas, si el dominio €2 es no acotado el Teorema 2.1.4 se cumple.
Tambié para el sistema de Boussinesq tenemos las desigualdades de energia,

[u(t)[? +2V/O lus)l[*ds < fuo|* +/0 (F(),u(3)) + (K b(s), wn(s))ds,

6(1) + 2n / 16(s) 12ds < [60]2 + / (9(5). 6(5))ds,

para t € [0,7T] c.p.d.
De nuevo es un problema abierto saber si todas las soluciones del sistema de Boussinesq
cumplen la igualdad de energia.

2.2. Teorema de unicidad (N = 2)

Ahora vamos a pasar a estudiar la unicidad de solucién para el sistema de Boussinesq en
el caso bidimensional.

Como ya hicimos para la unicidad de soluciéon de las ecuaciones de Navier-Stokes, nece-
sitamos algunos lemas previos, uno de ellos ya mencionado en el capitulo anterior ( Lema
1.3.1) y otro andlogo al Lema 1.3.2,

Lema 2.2.1. Supongamos que N = 2 y escribimos X, :=V, Xy := H}(2). Entonces
103, v, w)| < 22l 22 o] 0] w], Vu €V, Vo,w € Xii=1,2.

Por otra parte, siu € L*(0,T;V)NL>(0,T; H) entonces tenemos que B(u,u) € L*(0,T; V"),
ve L*0,T; Hi(Q)) N L>(0,T; L*(9)), tenemos que B;(u,v) € L*(0,T; X}) parai=1,2, y

1Bi(u, v) | 20,77 < 22wl oo o, 0] 220,75, -

La demostracién de este lema no la haremos puesto que se rezona igual que en el Lema
1.3.2.
Asi ya podemos pasar a ver el principal resultado de esta seccién.

Teorema 2.2.2. St N = 2. Entonces la solucion débil del sistema de Boussinesq que pro-

porciona el Teorema 2.1.4 es unica. Ademds, dicha solucion es igual c.p.d. a una funcion
continua de [0,T] en H x L*().

Demostracion
Empecemos probando la continuidad de (u, ) : [0,T] — H x L*(Q).
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Como u;+vAju+ By (u,u) = f—{—?@ en [0, 7] entonces u; = f—vAju— B (u, u)—i—l_g@ que
por el lema anterior tenemos que By (u,u) € L*(0,T; V') y ademas, f, Aju, K6 € L*(0,T;V").
Con lo cual u; € L*(0,T; V).

De igual forma, 0; = g — kA0 — By(u, ) que por el Lema 2.2.1 tenemos que Bs(u,0) €
L0, T; H (). Ademas, g, Ayu, € L?(0,T; H~1(Q)); por lo tanto, 0; € L2(0,T; H~1(Q)).

Luego por Lema 1.3.3 tenemos que (u,0) € C([0,T); H x L*(Q)) y

d
dt

d oo
160 =2(6,(1). 6(1)).

—u()F = 2(u(t), u(t)),

c.p.d. en [0,T7.

Luego ya solo queda probar la unicidad de solucién. Para ello supongamos que existen
(u1,01) y (ug,0s) dos soluciones débiles del sistema de Boussinesq. Consideremos u = uj — us
y 0 = 01 — 6, entonces (u, ) satisface que

(ur,0;) € L*(0,T5 V' x H™H(Q),
u + vAju = —By(uy,uq) + By (ug, ug) + [—39,
0 + kA0 = —Bs(uq, 01) + Ba(us, 6),
u(0) =01y 0(0) = 0.
Asi multiplicando por u(t) y por 6(t) en casi todo ¢ e integramos en €2 y tenemos que
(e (), u()) + v(Avut), u(t)) = —b (ur(t), wr(t), u(t)) + by (us(t), ua(t +(Ro)
(0:(1),0(1)) + K(A20(t), 0(t)) = —ba(ua(t), 01(1), 0(t)) + ba(uz(?), B2(t), 0(1)).

Y ahora sumando y restando by (uy(t),us(t),u(t)), y be(uy,s,0), respectivamente, teniendo
en cuenta que b(u(t),u(t),u(t)) =0y ba(ui(t),0(t),0(t)) = 0, llegamos a que

%|u(t)\2 4+ 2u||u(t)||* = =201 (u(t), us(t), u(t)) + 2(?0(2&) u(t

%IW)V +26[|0(8)|* = —2b2(u(t), 02(1), 0(2))-

Con lo cual, por el Lema 2.2.1 podemos afirmar que

jt'“( £ + 2vllu(®) ] < 22 u(@)][lu(t)lllua ()] + 2616() 1 u(?)]?,

siendo k := |[_(>|

Aplicando ahora la desigualdad de Young tenemos que

thU( t)|* + 2v]lu®)|* < 2v[lu(®)]* + %IU(t)IQHUz(t)H2 + 2K10(8)[*u(t)|*.
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Luego,
Sl — ( Jua(0)]? + 26000 ) < 0.

Y como F(t) := L||uy(t)||>+2k|0(t)|? es integrable pues uy € L2(0,T; V) y 0 € L*(0,T; H:(Q)),

v
podemos escribir que
d

dt
Si ahora integramos y usamos que u(0) = 0, llegamos a que

(efcfot F(S)ds‘u(t)|2> <0.

lu(t)|* < 0, para todo t € [0,7).

Luego u; = uq, como queriamos probar.
Razonando de fomra andloga para # podemos escribir que

%IG@)I2 +26]|08)|2 < 222 u()] a2 (02011002l 0 )12

Ahora aplicando la desigualdad de Young para p = 3/4 y ¢ = 4 tenemos que
d
ZlO@OP+26[00)]" < 26 0() 12 +Clu)?]|6:(6)]116)1* < 261160 *+Clu(t) P[16(1)[1*]6(1) .

Y como G(t) := Clu(t)|*||02(t)||* es integrable por ser producto de funciones integrables
tenemos que

4
dt

Si ahora integramos y usamos que 6(0) = 0, llegamos a que

(efcfg Gls)ds (1) ’2> <0.

10(t)|* < 0, para todo t € [0, 7).
Luego 6; = 605, como queriamos probar y asi terminamos la demostracion del teorema.
|

Como consecuencia de este resultado y del Lema 1.3.1 tenemos:

Corolario 2.2.3. Supongamos que N = 2, entonces la unica solucion débil de Boussinesq

verifica (u,0) € L*(Q)* x L*(Q).

Para acabar esta seccion, observemos que el teorema y corolario anterior también son
validos si el dominio €2 es no acotado.

Ademas, para N = 2, la solucion débil verifica la igualdad de energia, igual que ocurria
en las ecuaciones de Navier-Stokes.
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2.3. Teorema de unicidad parcial (N = 3)

En esta seccién vamos a estudiar la unicidad en el caso tridimensional. En este caso, sélo
es posible demostrar algunos resultados parciales de unicidad, al igual que ocurre para las
ecuaciones de Navier-Stokes.

Comencemos antes viendo dos resultados previos,

Teorema 2.3.1. Sea N = 3. Entonces la solucion débil del sistema de Boussinesq que propor-
ciona el Teorema 2.1.4, verifica (u,0) € L¥3(0,T; L*(Q)? x LY(Q)) y (uy, 0,) € LY3(0,T; V' x
H7Y(Q)).

Este teorema se demuestra de forma analoga a como se prueba el Teorema 1.4.3 del
capitulo anterior.

Asi ya podemos pasar a enunciar y demostrar el teorema de unicidad de solucién (fuerte)
para el sistema de Boussinesq en dimensién 3:

Teorema 2.3.2. Supongamos N = 3. Entonces hay a lo mds una solucion débil del sistema
de Boussinesq que verifica (u,0) € L¥(0,T; L*(Q)* x LY(Q)). Ademds, si existe, tal solucion
es continua de [0,T] en H x L*(Q).

Demostracién
La prueba es analoga a la del Teorema 1.4.3, lo tinico que ahora resulta la siguiente
acotacion

d
(P < F@)lu(t)”
siendo F'(t) := Cllua(t)[|74 gy + 2k10(¢)[*. Esta cota viene de hacer lo siguiente:

%\U(t)\z 20 ()] = 261 (u(t), us(t), u(t)) + 2(KO(t), u(t)).

Y usando los resultados anteriores tenemos

%W(W +20[[u(t)]* < Clu)|* ul)||luz(t) | 2+ + 2k[0(t)*|u(t)?

< 2w u(®IP + (Clluat)[s + 216(8) ) fult) P

De la misma forma que hemos razonado anteriormente, como F' es integrable, aplicando
el Lema de Gronwall llegamos a que u; = us, como queriamos probar.
De forma anéloga, como

%W(t)!Q +26[|0()]* = —2b2(u(t), 02(1), 0(2))

razonando igual llegamos a que
d
S0 < G,

siendo G(t) := C/|lu(t)]|%|u(t)[*]|02()||®, integrable. Y de nuevo aplicando el Lema de Gronwall
llegamos a que #; = 05, como queriamos probar.
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Esta prueba también es valida para dominios 2 C R? no acotados.
Observemos que igual que para las ecuaciones de Navier-Stokes, se puede generalizar el
teorema anterior imponiendo

2
(u,0) € L7(0,T: L5(Q)") con 2 + > < 1,5 > 3.

r s

2.4. Soluciones mas regulares

En esta seccion vamos a ver que, con segundos miembros y condiciones iniciales mas
regulares, conseguimos soluciones mas regulares para el sistema de Boussinesq igual que
ocurria en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes. Y de nuevo en el caso tridimensional
ademas, debemos suponer que los datos iniciales son suficientemente “pequenos”, en cierto
sentido.

Teorema 2.4.1. Supongamos que N =2, (f,q); (fi,9:) € L*(0,T; V' x H *(Q)) con
(£(0),9(0)) € Hx L*(Q) y (uo, ) € H*(Q)*N(V x HY(Q)). Entonces la tinica solucidén débil
del sistema de Boussinesq satisface

(ug,0;) € L*(0,T;V x Hy(Q)) N L>®(0,T; H x L*(Q))
y, por lo tanto, (u,0) € C([0,T]; V x H}(Q)).

Demostracion

Para demostrar este teorema lo tinico que tenemos que observar es que ¢/, € L*(0,T; V"),
pues como ya vimos 0, = g — kA0, — Ba(um,0,) v Ba(uby) € L*(0,T;V') y g,Ay €
L?(0,T;V’). Luego usando esta observacién ya podemos deducir por lo demostrado para las
ecuaciones de Navier-Stokes que:

uy € L*(0,T; V)N L>®(0,T; H)

Y sabiendo esto podemos deducir que

0, € L*(0,T; Hy(Q)) N L>®(0,T; L*(Q))
Y asi queda demostrado el teorema.
|

Teorema 2.4.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si ademds Q0 es de clase C* y
(f,g) € L>(0,T; H x L*(2)), entonces (u,0) € L>=(0,T; H*()*).

Este teorema se demuestra de forma equivalente al teorema visto para las ecuaciones de
Navier-Stokes.

De nuevo ocurre que si aplicamos sucesivamente un resultado equivalente al de [27] po-
demos probar que si Q es de clase C® y f,g € C=(Q) entonces (u, ) € C(Q x [0,T])*. De
hecho, como se puede observar, cuanto més exigentes sean las hipotesis sobre los datos mayor
serd la regularidad de (u, 0).

Ahora vamos a estudiar resultados de regularidad similares a los anteriores pero para el
caso tridimensional, e igual que pasaba para las ecuaciones de Navier-Stokes tridimensional,
tendremos que anadir hipdtesis adicionales que exijan que los datos sean ”pequenos”.
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Teorema 2.4.3. Supongamos que N = 3. Sean ug,0y y f,g tales que uy € H*(Q)3 NV,
b € HXQ) N HIQ). (f.g) € LO0.T:H x L2(Q)). (fg) € L'O.T:H x L*(Q) y
(f(0),9(0)) € H x L*(Q). Si ademds uqg, 0, f, fi,g,9: son suficientemente pequernas en sus
respectivos espacios, entonces existe una unica solucion débil del sistema de Boussinesq que
verifica (ug, 0;) € L*(0,T;V x H3(Q)) N L>(0,T; H x L*(2)).

Demostracion

Para esta demostracién sélo tenemos que observar que 6, € L>(0,7;V’) y esto resulta
obvio a partir del teorema de existencia, puesto que ademas como ya vimos para el caso
bidimensional seguimos teniendo que ¢ € L*(0,T;V").

Asi podemos aplicar la demostracién usada para Navier-Stokes y llegamos a que u/, esta
uniformemente acotada en L?(0,T; V)N L>(0,T; H).

Teniendo en cuenta esto y siguiendo el mismo razonamiento podemos escribir que 6/,
estd uniformemente acotada en L?(0,7T; H}(Q)) N L>=(0,T; L*(). Y con esto terminamos la
demostracion del teorema.

Al igual que en el caso bidimensional ocurre que:

Teorema 2.4.4. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si ademds §2 es un abierto de clase
C?, tenemos que (u,0) € L>(0,T; H*(Q2)%).

Este teorema se demuestra de forma analoga al ya demostrado para las ecuaciones de
Navier-Stokes.

Observemos que de nuevo una vez obtenida una solucién para el sistema de Boussinesq
podemos recuperar la presion gracias a resultado analogos a los vistos para las ecuaciones de
Navier-Stokes.

Asi damos por concluido el estudio del sistema de Boussinesq que como vemos es una ge-
neralizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes que sigue manteniendo propiedades andlogas.
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2.4. Soluciones mas regulares




Capitulo 3

Resultados de regularidad para las
ecuaciones de Navier-Stokes

En este capitulo, recordaremos los resultados principales de Caffarelli, Kohn y Nirenberg
y de Ladyzhenskaya. Ambos presentan los mejores resultados conocidos en relacion a la
regularidad de la solucion de las EDPs de Navier- Stokes.

Comenzaremos estudiando con detalle el articuo de Caffarelli, Kohn y Nirenberg, donde
encontramos el principal resultado sobre regularidad que se conoce hasta ahora para las
ecuaciones de Navier-Stokes. A continuacién veremos el articulo de Ladyzhenskaya que aporta
una pequena modificacién a dicho resultado mejorandolo un poco, como ya explicaremos.

3.1. Regularidad parcial de la solucién admisible de las
ecuaciones de Navier-Stokes (Caffarelli, Kohn y
Nirenberg)

Desarrollemos pues en esta seccién el articulo de Caffarelli, Kohn y Nirenberg, véase [3].

3.1.1. Introduccion

Para esta seccion vamos a considerar las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones
con datos y condiciones de contorno como sigue,

ul +u-Vul — Aut + Vip= [ i=1,2,3,
V-u=0

u(z,0) = up(x), v €

u(z,t) =0, €9, 0<t<T.

(3.1)

Supondremos que la funcién dada f = (f1, f2, f3) verifica que V - f = 0. Esto no supone
una pérdida de generalidad, puesto que para toda f € L7()) hay una descomposicién f =
Vo+geonV-g=0y |gllrae) < Clg, D fllrsg), 1 < ¢ < +oo, véase [11].
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Usando esta descomposicién para cada tiempo, facilmente se reduce el problema de
Navier-Stokes con una funcién f € L1(2 x (0,7)) al caso particular en que V - f = 0.

Para comprender bien las demostraciones es fundamental hacer primero un anélisis sobre
la dimensién que tiene cada término de las ecuaciones. Observemos que si u(x,t) y p(z,t)
son solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes con segundo miembro f(z,t), entonces para
cada A > 0 se verifica que el par (uy, py), donde uy(z,t) := Mu(Az, N\2t) v py := N2p(\z, \*t)
es solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes con segundo miembro fy := A3 f(Az, A*t). Una
vez vista esta propiedad podemos asignarle a cada término una dimension que se obtiene
mediante un sencillo cambio de variable con el que adimensionalizamos los términos. Asi,
decimos que un término es de dimesion k, con k entero, si queda adimensionalizado cuando
se multiplica por A%, donde ) es una longitud caracteristica. Y podemos afirmar que

» cada z; tiene dimensién 1,

t es de dimensién 2,

u® tiene dimensién -1,

p tiene dimensién -2,

f tiene dimensién -3,

V, tiene dimension -1,

0; tiene dimension -2,

con lo cual, cada término de la ecuacion tiene dimension -3.

La existencia y unicidad de la solucion ha sido estudiada en el Capitulo 1 asi que ahora
nos preocuparemos mas a fondo por la regularidad de la solucién débil. Asi, comenzaremos
con la definicién siguiente,

Definicién 3.1.1. Sea (z,t) € Q x (0,T). Decimos que (z,t) es singular si la solucion u
no es LiS, en ningun entorno de (x,t). Andlogamente, decimos que (z,t) es regular en caso
contrario, es decir, si la solucion u es L™ en algin entorno de (x,t).

En [3], los autores consiguieron estimar una dimensién de tipo Hausdorff del conjunto de
los puntos singulares S de las ecuaciones de Navier-Stokes. Esta estimacién muestra que S
es “pequeno” y por tanto conduce a un teorema de regularidad parcial.

Antes de presentar dicho teorema, recordemos el resultado principal al que habia llegado
Scheffer sobre la regularidad parcial;

Teorema 3.1.2 (Teorema A). Para f = 0 eziste una solucion débil de Navier-Stokes cuyo
conjunto de puntos singulares S satisface:

HB(S) < 400 y HUSN(Q x {t})) < +oo uniformemente en t,

siendo H* la medida k—dimensional de Hausdorff en RY y Q cualquier dominio acotado tal
que OS2 tiene medida de Lebesque 0.
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En el resultado principal de [3], se considera una clase particular de soluciones que lla-
maremos soluciones débiles admisibles, o simplemente soluciones admisibles. En él, se
muestra que, para cualquier soluciéon admisible el conjunto de puntos singulares tiene medida
de Hausdorff unidimensional igual a cero. De hecho, prueban que P1(S) = 0, siendo P! una
medida andloga a la medida de Hausdorff unidimensional H! que usa recubrimientos por
cilindros parabdlicos en su definicién; en particular H! < CP!, y por tanto, también se tiene
H(S) = 0.

El resultado principal de [3] es:

Teorema 3.1.3 (Teorema B). Para cualquier solucion admisibe de las ecuaciones de
Navier-Stokes en un conjunto abierto Q x (0,7T), el conjunto de puntos singulares S aso-
ciado satisface que P*(S) = 0.

Este resultado mejora al Teorema A: en primer lugar, posee caracter local y por otra parte,
constituye un refinamiento de la estimacién de la dimension de Hausdorff de S. Ademas, es
valido para cualquier segundo miembro.

Para probar el Teorema B, nos ayudaremos de algunos resultados que veremos a conti-
nuacion.

En lo que sigue, para cada (z,t) y cada r > 0, pondremos

Qr(x,t) ={(y,7): |ly—a|<r, t—r*<71 <t}
Diremos que @, (z,t) es un cilindro parabdlico en torno a (z,t).

Proposicién 3.1.4 (Proposicién 1). Supongamos que (u, p) es una solucion débil admisible
de las ecuaciones de Navier-Stokes en Q1 = @1(0,0), con f € Li(Q x (0,T)), para q > g
Ezisten constantes absolutas €1,Cy > 0 y una constante ea = €3(q) > 0 que depende sdlo de q

tales que st
5 0 5/4
I b+ ([ plar) < e 320
Q1 -1 |z|<1
// f1 < e, (3.2b)
1

lu(z,t)] < Cy c.p.d. en (x,t) € Qi/2 = Q1/2(0,0). (3.2¢)

En particular, tendremos que el punto (0,0) es regular.

entonces

La Proposicién 1 dice que, si u,p y f son suficientemente pequenos en el cilindro norma-
lizado 1 entonces todo punto de @)1/, es regular. Asi queda claro que existe una relacién
entre el tamano de los datos y soluciones normalizadas y su regularidad.

Ahora, si ponemos

1 3 —13/4 ' 5/4
M= 5 ] (ul® =+ fulll) + - () . Ipldy)"ar (3.3)
» t—r2 y—z|<r
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Ry = || G (3.4)

Corolario 3.1.5. Supongamos que (u,p) es una solucion admisible de las ecuaciones de
Navier-Stokes en el cilindro @, = Q.(z,t) con f € LY(Q x (0,T)) para q¢ > g Si ademas,
M(r) <€ y Fy(r) < ey entonces

deducimos:

lu| < Cir™! c.pd. en Q,a(,t).
En particular,todo punto del cilindro Q,2(x,t) es regular.

Este corolario puede ser visto como una estimacion del nivel de energia en el que puede
desarrollarse una singularidad. De hecho, supongamos que (xg,ty) es un punto singular en-
tonces M(r) < ey Fy(r) < ey deben fallar en Q,(x,t) cuando (zo,t) € Qr/2(x,t). Como
q > 5/2, tenemos que necesariamente Fy,(r) — 0 cuando » — 0. Por tanto, M (r) > € siempre
que 7 es suficientemente pequeno y Q. (z,t) contiene a (o, ty).

Esto sugiere que [u| > € 6 [p| > & y, como r = (|z — zo|* + |t — to]*)/* = 0, es natural
preguntarse si |Vu|(z,t) > & cuando (z,t) — (9, to).

La segunda herramienta fundamental para la prueba del Teorema B tiene que ver con
esta cuestion.

Pongamos ahora

7 1
Q) :={(y,7): ly—al <rt—gr*<r<itor’)

Obsérvese que Qi (z,t) = Q. (z,t + %7“2).

Proposicién 3.1.6 (Proposicién 2). Si (u,p) es una solucion admisible de Navier-Stokes
en un entorno de (x,t) y existe una constante absoluta ez > 0 tal que

1
lim sup — // Vul? < e
r—=0 T JJQs(zt)

entonces (x,t) es un punto reqular.

El Teorema B es consecuencia de la Proposicién 2, como veremos mas adelante, pero antes
vamos a mostrar brevemente algunos detalles que usamos en su prueba.

Consideremos primero la prueba de que el conjunto S de puntos singulares tiene dimension
de Hausdorff menor o igual que 5/3.

Usando el corolario anterior y un lema de recubrimiento, podemos ver que para cada
d > 0, S puede ser recubierto por una familia de cilindros parabélicos {Q; = Q7 (x;,1;)} tales
que r; < 0,y

1 5 13/4 titgri 5/4
—2// (ul® + [ullp]) + r / (/ pldz) " dt > e (3.2a)
T Q:i/5 ti—Lr2 |x—x;|<r;

i— 8T
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para todo 7 y, ademas, Q:i/5(xi, t;) son disjuntos dos a dos.

Supongamos por el momento que u € L'%3(Q x (0,T))% y p € L/3(Q x (0,T)). Entonces
usando la desigualdad de Holder tenemos que

o3 // (a1 ') > C(er),
Q. /5

de donde podemos deducir que
Satce [ e ).
UQ:i/5

Tomando § — 0, deducimos que P°/3(S) = 0, de donde en particular, vemos que la
dimensiéon de Hausdorff asociada es a lo sumo, 5/3.

Para mostrar que P!(S) = 0 por un método similar, seria necesario modificar el segundo
argumento para que el espacio integral de tiempo sea de dimension 1; ésta es la finalidad de
la Proposicién 2. De hecho, usando la Proposicién 2 podemos cambiar la desigualdad (3.2a)

por
1 2 9
- [Vul” > € (3.2a7)
Ti Q*

/5

Zri < C// |Vl
U *

r;/5

y asi llegamos a que

y podemos concluir que P'(S) = 0 (incluso sin la hipétesis de que sea p € L3(Q x (0,7))).
Es natural preguntarse si se puede mejorar la cota con este método, es decir, si podemos
estimar mejor la dimensién de S. Dicho de otro modo, jexiste k < 1 tal que P*(S) = 0?7 Esta
pregunta aun no se ha conseguido resolver.
Ahora vamos a proseguir viendo la definicién de soluciéon admisible para después comentar
brevemente la definicién y propiedades de la medida P*.

Definicién 3.1.7. Decimos que el par (u,p) es una soluciéon débil admisible, o simple-
mente solucion admisible, para las ecuaciones de Navier-Stokes en un abierto D C R3 x R
con sequndo miembro f, si se cumplen las siguientes condiciones:

1 (Hipdtesis de integrabilidad) w,p, f son funciones medibles en D tales que:

e feLYD)} ¢>5/2yV-f=0,
o pc LYYD),

e Para ciertas constantes Fy, E; < 400 :

lu|*dz < Ey, siendo D; = DN (R* x {t}), para t c.p.d. con Dy # 0,

Dy
// |VU|2 S El.
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2 (Ecuaciones) u,p, f satisfacen las ecuaciones de Navier-Stokes en el sentido de las
distribuciones en D.

3 (Generalizacion de la desigualdad de energia) Para cada funcion real ¢ € C3°(D) con
¢ > 0 tenemos que:

2 [ 1vuo < [ (1Pt 20) + (P + 20)u- V6 + 2(u- 1)0)

Notemos que necesitamos la hipétesis f € L(D)? con ¢ > 5/2 principalmente porque
ésta es la condicién que usamos para probar la Proposicion 1.

Asumimos que p € L% 4(D) porque ésta es la mejor estimacién de L? conocida para el
problema de valores inciales con €2 acotado. De hecho, cuando €2 es todo R? la presién también
satisface que p € L53(R3 x (0,7)). Con lo cual, parece razonable que nos planteemos una
estimacién anédloga (al menos local) para  acotado.. En [?] se demuestra que efectivamente
p € L°3(D).

Para el Teorema B, Caffarelli, Kohn y Nirenberg eligieron estimar la medida P! del
conjunto S, en vez de usar la medida H!. Dicha medida se define de manera andloga a la
medida de Hausdorff #' pero usando los cilindros parabdlicos en R? x R. Ambas definiciones
son casos especiales de una construccién hecha por Caratheodory que se detalla en [9].

Definicién 3.1.8. Para cualquier X C R* x R y k > 0 definimos la medida P*(X) de la
siguiente manera:

PH(X) = lim PF(X)

=0t
+oo
donde P¥(X) := inf {er, X C UQm ri < 5}, y los @y, = Qy,(x,t) son cilindros pa-
i=1
rabolicos, definidos anteriormente.

Podemos comprobar que P* es una medida exterior y que el o-algebra de los correspon-
dientes conjuntos medibles contiene a los conjuntos de Borel. Po tanto, P* es una medida
regular de Borel, véase [9].

La medida de Hausdorff H* se define de manera similar pero en vez de usar Q,, se
reemplaza por conjuntos cerrados arbitrarios de R3 xR, de didmetro a lo sumo r;. Claramente,
HE < C(k)PE.

Observemos que, para todo X C R? x R, se tiene que P*(X) = 0 si y sélo si, para
cada € > 0 X puede ser recubierto por una familia de cilindros parabélicos {Q,, } ;- tal que
Sk <e.

A continuacién, recordaremos varias estimaciones basicas que ayudaran a probar la Pro-
posicion 1.

Sea Q, = Q,(0,0) = {(x,t) : |z] <p; —p? <t <0} ysea (u,p) un par con la regularidad
de la Definicién 3.1.7. Consideraremos para cadar < p los siguientes términos:

1
A(r) :== sup —/ lu|?dz,
B, x{t}

—r2<t<0 T
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K(r) = r1§/4/T2 (/ |p|dx>5 dr

donde B, :=={z: |z| <r}yp, =D, fB x,t)dx, es el valor medio de p(-,t).

Las estimaciones que obtendremos seran aphcadas a las soluciones admisibles de las ecua-
ciones de Navier-Stokes. De momento, sin embargo, usaremos unicamente el hecho de que
ciertas cantidades son finitas y ademés que

Z &max] u'; Veu=0en B, x {t} para —p* <t <0cpd.

Nuestro objetivo es obtener estimaciones para G(r) y L(r) en funcién de los valores de
o(r), A(r), K(r). Para ello, usaremos los dos lemas siguientes.

Lema 3.1.9.
G(r) < CA(r) (A(r)** +6(r)**)

Demostraciéon
Observemos primero que para u € H'(R) siguiendo la interpolacién de la desigualdad de
Sobolev podemos escribir que

/BT lul? < C(/BT |Vu|2>a</Br |u|2>q/2a N T_C;l(/& |u|2>q/z7

siendo C' una constante independiente de r, 2 < ¢ <6y a = %(q —2).
Asi tomando ahora ¢ = 3 tenemos que

/BT \UI3 < C(/BT \Vu|2>3/4</BT ’u‘2>3/4 N 70?%(/]3 |u’2>3/2‘

Y de aqui integrando en tiempo y usando la desigualdad de Holder llegamos a que:

//QT Juf? < O<//QT |Vu|2>3/4(/(; dt(/BT |u|2>3)1/4+r3_6;2/1 (/B |UI2)3/2dt.

Para este paso hemos usado la desigualdad de Holder entre los términos a*/* y 5'/4, siendo
3
o= [, VP e 140y g = ([, [uP) €Lt
Teniendo en cuenta las definiciones de los términos precedentes, podemos escribir que

// lul® < C(rd(r))3/4(r5A(r)3)l/4 + Cr2(rA(r))*2
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Con lo cual,
1 C _
6r) = 5 [ 1l < o) " A O A,

o equivalentemente,

G(r) < CA(r)Y*(8(r)* + A(r)*),

como queriamos probar.

Lema 3.1.10. Sea r < %p entonces

Ly < (5" awyray r )+ oL

5/3
G(r 1/3G 2/3
p PIRCGIRE®

. 1
+CG(r)'PG(2r)*3 + Cr3G(r)*  sup / —|uldy
—r2<t<0 J 2r<|y|<p
Las demostraciones de este lema y de otros posteriores son muy técnicas y se pueden
consultar en [3] en las Secciones 3 y 5.

A continuacién, presentaremos las demostraciones de los principales resultados del articulo
de Caffarelli, Kohn y Nirenberg.

3.1.2. Demostracion de la Proposicion 1

En esta seccién, eligiremos constantes absolutas C' y €1, independientes de los datos y
una constante €;, dependiente unicamente de ¢, tales que (3.2a) y (3.2b) implican (3.2c).

En primer lugar, observemos que, para cualquier solucién débil admisible en €2 X (a, b),
para cada t con a < t < by para toda funcion regular ¢ con soporte compacto no negativa,
tenemos que

/Qx{t} |U|2¢+2/:/Q|VU|2¢S/at/ﬂ(|u’2(¢t+A¢)+(|u|2+2p)u'v¢+2(u‘f)¢>‘ (3.5)

Esta desigualdad sera usada durante la demostracion junto con una segunda desigualdad
que surge de ésta si (u,p) es solucién admisible en Q1(0,0) tomamos ¢ € C*(Q1(0,0)) con
¢ >0y ¢ nula en un entorno de {|z| =1} U{t=—-1}y -1 <s<0:

2 s 2 s 2 . A 2 ) . ‘ '
/le{s} [ ¢+2/_1 L IVale < /_1/3 (Il (60 20)+ (Jul*+2p)u- Vo+2(u- f)6). (3.6)

Nuestro objetivo durante la demostracién es acotar |u|* en (a,s). Para ello, podemos
pensar en usar en (3.6) la funcién test

¢*($, 75) = x(x,t) . (s — t)_3/2€_|17—a|2/4(s—t)
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definida en {(x,t) : t < s}, donde x es una funcién regular con soporte compacto, con
0<x<1lyyx=1cercade (a,s). Observemos que ¢ recuerdaa a una soluciéon fundamental
de la ecuacion retrégrada del calor ¢, + A¢ = 0.

Asi podemos intentar acotar |u|?(a, s) con dicha funcién test usando la desigualdad (3.6).
Pero esta funcién falla cuando queremos obtener buenas cotas para los dos ultimos términos
de la derecha. Por ello, siguiendo una idea de Scheffer, vamos a aproximar la funcién test ¢*
por una sucesién de funciones test {¢,}52, donde ¢, es "més o menos” una regularizaciéon
de ¢* de orden 27". Siguiendo este argumento inductivo vamos a conseguir encontrar una
cota para |u|*(a, s) gracias a las hipétesis de ”pequeniez” de la funcién u y p.

Asi comenzamos la demostracién que consta de varias etapas:

PASO 1. LA INDUCCION

Para empezar, recordemos las hipétesis impuestas:

(lul® + [ullp]) + : |p|da Mt <e (3.7a)
Q1 -1 ( |z|<1 )
//1 fl? < e (3.7b)

con By = {|z|] <1} y Q1 = @1(0,0). Queremos probar que existe una constante Cy tal que
][ uf?(z, s)dz < Coer®, W(a, s) € Q1/2(0,0), ¥n > 2, (3.8)
|z—al<ry

donde 7, := 27",
Si tuviéramos lo anterior ya tendriamos demostrado que

[ul*(a,5) < Coet? = €4

y con esto quedaria probada la Proposicién 1.
En lo que sigue de demostracién, fijaremos un punto arbitrario (a, s) € Q1/2(0,0). Notemos
que Q12(a, s) C Q1. Por tanto, de (3.7a) deducimos que

s 5/4
// (lul® + [ullp]) +/ (/ |p|dx> dt < & (3.9)
Q1/2(a,s) s—1/4 |z—a|<1/2

Pongamos ahora Q" := @, (a, s). El procedimiento de induccién para probar la proposi-
cion consistira en probar que

sup ][ lul*dx +r;? // IVul? < Coe® vn > 2. (3.10)
|lz—al<rn Qn

s—r2<t<s

Para ello, nos ayudaremos probando también las desigualdades:

][ ol + 735 ]é llp — B, < /% ¥n > 3, (3.11)
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o equivalentemente,

r;5// \U|3+r;22/5// lullp — B, 36%/3 Vn > 3.
n Qn

Para la demostracién asumiremos que €; < 1, junto con otras condiciones de pequenez.
Claramente las desigualdades (3.10) incluyen la desigualdad (3.8).

La prueba de (3.10) se harda por induccién en n: primero probaremos el caso n = 2.
Después, supondremos por induccién que (3.10), es cierta para todo 2 < k < n y con esta
hipétesis demostraremos que se tiene (3.11),,,, si n > 2. Una vez probadas estas desigual-
dades debemos demostrar que (3.11), para 3 < k < n implica (3.10), si n > 3. Y con esto
completaremos la demostracién de la Proposicion 1.

PASO 2. PRUEBA DE (3.10) PARA n = 2.
En este caso, el resultado se deduce usando las desigualdades (3.7b), (3.9) y (3.5) para
un ¢ adecuado. En efecto, tenemos en primer lugar que

sup f |u|2dx+r2_3// |Vul|> = sup 7‘2_3/ |u|2dx+r2_3// |Vul?
s—r3<t<s Jlz—al<ry Q2 s—r2<t<s B(a,r2) Q2
<c( s [ quPodst [ vure),
s—r%<t§s B(a,r1) Q!

siendo C una constante que tunicamente depende de ry y tomando como funcién test una
funcién regular ¢ con 0 < ¢ < 1 con ¢ = 1 en Q? y soporte contenido en Q!.
Usando ahora (3.5), podemos escribir que:

sup / ]u\%d:c—l—// ]Vu\%ﬁ/ |u\2¢+2// |Vul?¢
s—r3<t<sJ B(a,r1) Q! B(a,r1)x{s} Q!

< [0 (o 80+ (uf 20 904200 1)o).

Asi por las propiedades de la funcién ¢ = x(z, t)- (s—t)*3/2e*|‘”*“‘2/4(5*t), donde 0 < y <1
es regular con soporte compacto y es igual a 1 cerca de (a, s); podemos afirmar que

swp ffuPdon® [ v <e( [ e [ @l b+ ] ).
s—r2<t<s J |z—a|<ry Q2 Ql Qt Q1

A continuacién usamos la desigualdad de Holder y (3.7b) y tenemos que

//Ql |“|2+//Ql<IUI3+Iullpl)+//Ql [ul| f]
<o f ) et L m)
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pues ¢ > 5/2 y por lo tanto, ¢’ < 5/3.
Ahora si usamos la hipétesis (3.9) y tomamos €; suficientemente pequenio tenemos que

//Q1 |u|2//Ql(IU|3 + [ul|p|) ﬂL//Q1 || f| < O3 4 0 4 062(q)1/q<//1 |u|3>1/3>

// Jul? // Al + Jullp) + // Jullf < €7+ Cal) e < €7+ 0q”,
Q Q Q

tomando €, suficientemente pequeno. Asi llegamos a que

sup ][ lu|?dx + ry? // |Vul? < C()E?/g
s—r2<t<s J |z—a|<ry Q?

como queriamos probar.

PASO 3. (3.10),, 2 <k <n= (3.11),,, n> 2.
Suponemos por induccion que para todo k tal que 2 < k < n se tiene

sup ][ |u|2dx+r,;3// |Vul? < C’Oef/g
s—r£<t§s |lz—al<rg QF

y queremos probar que

3/5 _ 2/3
][ |U|3+7‘ni1][ [ullp = Ppyi] < 51/ .
Qn+1 QnJrl

Observemos que si expresamos las hipotesis en funcion de los términos definidos en la
Seccién 3.1.1 tenemos que

A(ry) + 8(ry) < CE2

para2<k<ny
G(T1> +K(7’1) S 061,

desigualdad (3.9).
Por el Lema 3.1.9, tenemos que:

|l = Gw) < CA A 4 800 < €A% < Ceard,
Con lo cual podemos escribir que

][ lul® < Cf lul* < C*ey,
Qn+1 n

. . 1/3 . . ~
siendo C* una constante que verifica C’*el/ < 1/2 si € es suficientemente pequernio.
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Asi, ya tenemos que

1,
][ [uf® < 56’ (3.12a)
Qn+1 2

Para el otro término de la desigualdad, usaremos el Lema 3.1.10 con p = 1/4 y r = r,41.
Asi,

L(rns1) < Cri2 A(r )G 0) P K (1/4)Y° + crif’la(rn+1)1/3a(1 /4)%/3
+CG(rn+1)1/3G(2rn+ )2/3 + Crn+1G(Tn+1)l/3 sup / ]u\ dy.
—r2  <t<0J2r, 11 <|y|<1/4 |y|

Ahora pasaremos a acotar estos términos de la derecha y ya tendremos probada el segundo
término de la desigualdad (3.11).
Por hipdtesis tenemos que,

G(rp1) < CG(ry) < C’elrf’l,
Alrps1) < Alrp) < 062/3 2
K<1/4) = K(’T‘z) S K(Tl) S 061.
De aqui se deduce que

12 A ) VPG () P (1)) < Orl2/56 Pey < Orl2ey,

Gr) PGP < Ol Pl < CrfPe,

G(Tn+1)1/3G(2rn+1)2/3 < Ce}/srn 2/3,. 2<Crie,

1 1/3 1
G s [ PPy <ot se | i fuPdy
—r2  <t<0J 2rp 1 <|y|<1/4 |y| —r2 1 <t<0J 2rp1<|y|<1/4 |y|

n

<rle /32 P A(rg) < Crite /3ZT;3€§/32<CT elzrglgCriel,
k=

k=2

y, como r, < 1, vemos que
L(rpy1) < Cri2/o¢

Retomando el término que queriamos acotar, tenemos que
it l | < CrTL(rn) < C
Tpt1 Ul|p — Pry1 Toi1 L(Tn1) < €1,

siendo de nuevo C** una constante tal que C’**ei/?’ <1/2.
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Por lo tanto, ya tenemos que

3/5 — 2/3
][ |U|3 + /rn{i—l][ |U||p - pn+1| S 61/ )
Q’ﬂ+1 Qn+1

concluyendo asi este paso de la demostracion.

PASO 4. (3.11),, 3 <k <n = (3.10),, n > 3.

Para este paso usaremos la desigualdad local de energia (3.6) con una funcién concreta
como funcién test adecuada ¢ = ¢,. Para simplificar la notacién haremos un cambio de
coordenadas en espacio-tiempo de forma que en lo que sigue el origen (0,0) representara
formalmente al punto (a, s).

Tomamos ¢, = xV¥,, siendo ¥, la solucién fundamental de la ecuacién retrégrada del
calor, ¢y + A¢ = 0 con singularidad en (0,72). Explicitamente

1

ngw\?/(‘w%*t)) V(z,t) con t <12,
r2 —

U, (x,t) =

y x es una funcién de clase C*° con 0 < y <1,

x =1en Q%= Q14(0,0),
x = 0 fuera de Q1/3(0,0).

Asi, es facil observar que ¢, > 0 y cumple las propiedades siguientes:

a;” +Ap, =0 en Q,
O, . .,
5 + A¢,| < C en todo su dominio de definicién,

1
57";3 <, <Cr2 Vo < Cr*en Q,

bn < Cr?, V| < Criten Q¥ 1\ QF, para 1 <k <n,

siendo C una constante independiente de n.
Usando ¢,, en (3.6) y razonando como en el Paso 2, obtenemos:

sup ][ |u|2(x,t)dx—|—r;3// [Vul? < sup r;g/ |u|2dx+r;3// |Vul?
—r2<t<0 J|z|<ry, n —r2<t<0 B(0,rn) Q™

SC’( sup / |u|2¢dx+// |Vu|2¢) <CU+IT+I1IT+1V),
B(0,r1) Q!

—r2<t<0
d¢
- 2 n

I = // PV,
Ql

siendo

9
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i | [ b9
= [ lisen

Nuestro objetivo ahora es acotar estos cuatro términos usando las desigualdades (3.11),,
3<k<mn, (3.7b), (3.9) y las propiedades de ¢,,.
En primer lugar,

Y

= C/ u? < 0,
Ql

L= [ e+ [ upived <3 [ ulived+cont [
Q? QN\Q? =2/ QF Q!

< C’Z:rk_4 //Qk u]® + Cryte’? < C’Zr,;‘le?/s <cel,
k=2

k=1
Para acotar el término I, debemos usar, ademas, las desigualdades (3.11), y la desigualdad
de Holder como vemos a continuacion,

Iy < Ciﬁ%(]{gk \U|)1/3(]€2k |f|3/2)2/3
k=1

- 1/q
2/9 2/9 1 2-5
< 0261/ TZ(]ék |f|q) < 061/ 62/QZTk .
k=1

k=1

+o00
Como ¢ > 5/2 podemos elegir €5(¢) de forma que ex/? Z r2 P < P

k=1

, de donde también

tendremos
]4 S 063/3.

Por tltimo debemos acotar el término I3. Para ello, debemos usar el hecho de que u tiene
divergencia nula y reducir el problema de estimar la oscilacion de p. Asi, para cada k > 1,
sea xj, una funcién de clase C™ en Q' = Q1,2(0,0), tal que 0 < x <1,

C
Y= Len Qrryys(0,0), xe = 0 fuera de @, (0,0), [Ve| <
k

Observemos que x1¢, = ¢,, con lo cual

//1p(u Vo) = :Z://lpu “V((Xx — Xbt1)Pn) + //1pu -V (Xn®n)-

Ahora vamos a estimar cada término por separado. Como u tiene divergencia nula y
Xk — Xks1 tiene soporte en QF, para k > 3 observamos que

//Q1 pu - V((Xk = Xr41)¢n) = //Qk(p — ) V(e — Xoer1)bn)
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//Q1 pu - V(Xn@n) = //H(P—mu-v(xn%).

Para k = 1,2 por las propiedades impuestas a ¢, y xx tenemos que

’//lpu'v((Xk_XkH)gbn) < C//Ql 1| |l

Con lo cual, podemos escribir que

CE Y RCRBIEL oy NS ATy

pues [V((xx — xi+1)0)| < Crit vy [V(xadn)| < Crt.
Usando las desigualdades (3.11), y (3.9), obtenemos finalmente que

L=< 03n® | -l c [ bl < 03 n P00 1 ca < 08
k=3 k=3

Y con esto ya tenemos que (3.10), < Cef/ % como queriamos probar. Por lo tanto queda
demostrada la Proposicion 1.

Observemos ademas que la constante C' es absoluta y no depende ni de n ni de ;. Ademés
las constantes C* y C** son independientes de €; y n y podemos elegir ¢; suficientemente
pequeno de forma que se cumplan las desigualdades y sin peligro de entrar en un razonamiento
circular. Una vez escogido €1, podemos fijar ea = €5(q) de forma que las desigualdades se sigan
manteniendo.

3.1.3. Demostracion de la Proposicion 2

Para demostrar la Proposicion 2 utilizaremos una proposiciéon y algunos lemas técnicos
que no probaremos;sus demostrciones pueden ser encontradas en [3].

A la vista del Corolario 3.1.5, la idea de la demostracién serd de nuevo estimar el radio
compatible con una singularidad. El corolario sugiere que cerca de un punto singular (xg, to)
tendremos |u| > C/r, donde r?* = |z — xo| + |t — to|. Si u crece rdpido, esperamos que |Vul
también lo haga, para que el punto sea singular; asi la Proposicién 2 sugiere cerca de un
punto singular una estimacién tipo |Vu|?> > C/r* cuando r — 0.

En lo que sigue vamos a trabajar con los cilindros:

1

Qr(a,s) = Qr(a, s+ gT’Z).

En la prueba vamos a estudiar el comportamiento de la solucién (u, p) cerca de un punto
particular (x,t) que, mediante una traslacion, identificaremos con el punto (0,0). Simplifi-
caremos la escritura, poniendo Q% := Q%(0,0). Ahora introduciremos nuevos términos que
ayudaran a demostrar la proposicion,
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1
A(r):= sup - / lul?dz,
B, x{t}

7.2 1,27
—gre<t<gr

1
- _ﬂ |vu|27
rJQ;
1
G.tr) = [ Il
1 1/8r? 5/4
K*TZ:—/ (/ p) dt,
( ) 7"13/4 _1/8r2 Brl |
1
=g ] il
CCERY MR
. 3/2
Fi(r) = —///Q £

P lul(t) = f Jul*da.

Aqui, B, :=={z: |z|<r}y

Notemos que A,,d,, G y K, son términos analogos a A,9,G y K donde se ha usado Q)
en vez de @),; por lo tanto, se siguen manteniendo las estimaciones ya probadas en la Seccién
3.1.1.

Denotemos ahora por M, (r)la siguiente expresion:
M, (r) = G, (r)?® + H,(r) + J.(r) + K. (r)°.
Tenemos entonces el resultado siguiente:

Proposicién 3.1.11 (Proposicién 3). Sea (u,p) una solucién débil admisible para las
ecuaciones de Navier-Stokes con seqgundo miembro f en Q5. Supongamos que 6.(p) < 1y
F.(p) < 1. Entonces para r < p/4 tenemos que

M) = Co{ (5) M) + () L) 6.0+ M.(0)3.(0) + Fulp) +5.(0)

”
donde Cy es una constante independiente de u,p y f.

Lo importante de esta proposicién es que: (a) todos los términos de la derecha, salvo
uno, son potencias positivas de p/r, que es grande, y estdn multiplicados por una potencia
positiva de 0,(p) y de F.(p), que son pequenos, y (b) el tinico término distinto lleva un factor
(r/p)*/°, que es pequeiio. Asi podremos estimar que si u es regular en (0,0) entonces M, (r)
converge rapidamente a 0 cuando r — 0.
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Veamos que la Proposicion 3 implica la Proposicion 2 y asi ya s6lo nos quedara probar la
Proposicién 3 y ya tendremos lo que buscamos.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que (z,t) = (0,0) y que (u,p) estd definida
en un entorno D de (0,0). Recordemos ademds que de la definicién de la soluciéon admisible
tenemos que f € LI(D) para q < g

Observemos que
F)y = [ g < [ e
Qr D

para ), C D ; en particula,r F,(r) — 0 cuando r — 0.
Si aplicamos el Corolario 3.1.5, (0,0) es regular si

3 - 13/4 v 5/4
hmmf // (Ju]? + |u||p]) + / y (/ |p]dx) dt} < €,
Tr/8

(escrita la condicién en términos de Q, lo cual es posible gracias al Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue).

Comparando esta desigualdad con la que aparece en la Proposicion 3, vemos que si existe
€1, tal que

liminf M. (r) <& (3.13a)
r—0
entonces tendremos que
lim iglf M(r)<e¢ (3.13b)
r—

y, en consecuencia, (0,0) serd un punto regular.
Veamos primero que (3.13a) implica (3.13b), en efecto, como Q*(0,0) = @Q,(0,1/87?) y
las funciones que integramos son positivas podemos afirmar que:

5/4
ltminf M (r) = lim inf { // (ul® + Jullp]) + 13/4/ (/ plaz) " at)}
r—0 r—0 2 B,

’/8 5/4
gh'mmf // (Juf® + Jul|p]) + 13/4/ (/ |p|d$> dt}:liminfM*(r)ga.
r—0 x 7r2 /8 r—0

Para ver que liminf, o M, (r) < € lo haremos por reducién al absurdo,supongamos que
liminf, ,o M.(r) > &.
Supongamos ahora que existen constantes absolutas 0 < e3 <1y 0 <y < 1/4 tales que

M.(p) > & Fi(p) < €3y 0u(p) < €3
implica
1
M. (vp) < iM*(p). (3.14)

Ahora podemos tener dos situaciones, una en la que M, (vp) < €, en dicho caso habriamos
terminado; y otro en el que M, (yp) > €. Si tenemos esta situacién podriamos volver a aplicar
(3.14) y asi llegarfamos a que

L\ (vp).

M(vp)_22
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Asi podriamos seguir sucesivamente hasta que llegamos a una contradiccién con el hecho
de que liminf,_,o M, (r) > &.

Ahora veamos que efectivamente podemos elegir las constantes e3 y v de forma que se
verifique (3.14).

De hecho, si usamos la desigualdad de Holder tenemos que

1 3/(2q) 3/(2q)
F(r) = 1_/2// |fIP? < C(// |f|q> r9/2-15/(20) < CT3/2<// |f|q> para r < 1.
r Q; Q; x

Como ¢q > g entonces tenemos que F,(r) — 0 cuando 7 — 0, luego existe una constante
ro tal que
F.(r) < e3 para todo r < 9.

Y por hipétesis de la Proposiciéon 2 también tenemos que
d.(r) < €3 para todo r < 7.

Observemos que si tenemos que M, (p) > €1, Fi(p) < €3y d.(p) < €3 entonces tenemos
que M. (p)"/* <& /"M, (p).
Usando la Proposicién 3 podemos concluir que

() i+ (2)(2)" +onin +2(2) )

para r < }lp.
Asi elegimos v de forma que Coy'/® < % y v <
Una vez fijado v elegimos €3 < 1 tal que

1
5

1/2 1 1
Coy~? (63 + <€:3) > < 67 2057 %63 < 6_1-

€1

Con todo esto si tomamos r = vp podemos escribir que
1 1_
M.(vp) < 3M(p) + & < Mu(p).

Luego vemos que efectivamente podemos elegir las constantes €3 y v para que se vereifique
(3.14) y asi terminamos la prueba; ya sélo nos queda demostrar la Proposicion 3 y ya habremos
terminado.

Para demostrar la Proposicion 3, necesitaremos varias desigualdades adicionales. Estan
contenidas en el resultado siguiente:

Lema 3.1.12. Para los términos definidos anteriormente tenemos que
H,(r) < C(G,(r)*3 + A (r).(r)), (3.15a)

Sir < p/2, tenemos:

¢.ir) < of (g)gmmi”” +(2) a0, ), (3.15b)
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5. < 0] (g)”SA* ()G () K0 + (2) ) 5.0 (3.150)
K.(r) < (g)“mp) ()" atorratoy). (3.15d)
A(r) < CE(GL(0) + H.(p) + (o) + Fu(p)?). (3.15¢)

Para la demmostracion véase [3].

Asi tras este lema ya podemos pasar a demostrar la Proposicion 3.
Demostracién

Gracias al Lema 3.1.12 podemos escribir que

A(50) < (Mp) + R.(0)). (3.16)

Si r < p/4 podemos usar el lema anterior de nuevo y estimar M, (r) en término de

M. (p/2), A(p/2), y de 6.(p/2).

Antes de continuar, recordemos que M,(p/2) < CM.(p), 0.(p/2) < Cé.(p) vy que, por
hipétesis, Fi(p) < 1y d.(p) < 1.

Como M,(r) = G,(r)*? + H.(r) + J.(r) + K.(r)¥?, vamos a acotar cada uno de los
términos de la derecha para asi llegar a la cota deseada.

Usando el Lema 3.1.12 tenemos que

<o (Y 3)+ (4 3) s
y usando (3.16) podemos escribir que
2

p> (M. (p) + F.(p)*?) + <§>2(M*(p)1/2 n F*(p)2/3)5*(p)1/2}

G.(r)?? < 0{(

<c{(5) Mo+ (B) M0 25,0 + (2) (R0 + 61000 }

p r r

<c{(5) M0+ (2) M0 6.0 + (2) (P + 6.0}

T r

Ahora pasamos a estimar H,(p), usando el Lema 3.1.12 tenemos que
H.(r) < C(Gu(r)*? + Au(r)8.(r)

y usando dicho lema para acotar A.(r) junto con que d,(r) < (p/r)d«(p) por definicién,
deducimos que

1.(r) < {6 + (M) + F (o)) (2) 0.0}

Combinando las estimaciones de G, (r)*? y H,(r), llegamos a que

G + 1) < Of (£) M.(0) + () (010 0) + M) 20.0)" )}

r
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+0(2) (Rp) +0.00))

Ahora pasamos a estimar J,(r). Gracias al Lema 3.1.12,
1) < €{(2) A PG PR+ (2) o) .0}
< C{<p>1/5(A*(%p> + G+ () + (f)ZA* )"26.(p) }
1)+ () Ao}

y, usando la definicién de M, (r) y que r/p < 1 llegamos a la desigualdad

<f <£>1/5 (M(p) + Fulp)*? + Gulr)?? + Ko (p)?

r

Ju(r) < 0{ (—

p) 1/E)M*(p) + Fop) + G.(r)?? + (§>2A*(p)1/25*(p)}‘

Por otro lado, dado que A.(p/2) < C’(M*(p) + F*(p)4/3> < C(M.(p) + 1), entonces
tenemos que

Ty < of (p)1/5M*<p> FE() + G0+ () (3.007%6.0) +5.00)) .

r

Y usando la estimacién de G, (r)*? llegamos a que

7 < of (p)”BM*@) +(2) (M) 20.00)2 + Fulp) +6.(0))

Finalmente, vamos a estimar K, (r)%°; para ello, usamos el Lema 3.1.12 y de nuevo la
desigualdad A.(p/2) < C’( «(p) + 1> y escribimos que

K.(r)¥ < 0{ (2)4/5&(;))8/5 + (g)QA*(%p>5*(p)}

<cf (p)4/5M*<p> +(8) (a.00)0.00) + 8.00)) )

r

Y con todos estos términos acotados, por la definiciéon de M,(p), ya tenemos la cota
deseada y asi queda probada la Proposicion 3.

3.1.4. Demostracion del Teorema B

Una vez probadas las Proposiciones 1 y 2, ya podemos demostrar el Teorema B. Pero
antes de demostrarlo debemos enunciar un lema previo.
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Lema 3.1.13. Sea J una familia de cilindros parabdlicos Qf(x,t) contenidos en un subcon-
Junto acotado de R® x R. Entonces existe una subfamilia finita o numerable J' = {QF =

Qr (i, t:)} tal que
(a) Qi NQ; =0 para todo i # j.
(b) Para todo Q" € J existe Q; (vs,t;) € J' tal que Q" C QF, (i, t;).

Para la demostracion de este resultado, véase [3]. Se basa en un argumento inductivo
relativamente sencillo.

Ahora ya podemos pasar a probar el Teorema B.

Demostracion

Sea (u,p) una solucién débil admisible definida en un conjunto abierto. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que D es acotado. Por la Proposicién 2 tenemos que, si (z,t) €

S, entonces
1
l{m sup — // |Vul? > 5.
r=0 T I Qe t)

Sea V' un entorno de S en D y sea d > 0. Entonces, para cada (z,t) € S, elegimos Q*(x,t)
con r < ¢ de forma que se tenga

1
;// ( )|Vu]2>e3 y Qr(z,t) CV.
Qi (x,t

Aplicando el Lema 3.1.13 a esta familia de cilindros, deducimos que existe una subfamilia
de cilindros disjuntos {Q;. (z;,t;)} tal que S C U Qx,, (24, 1;).

Ademas, se verifica que

Z’r’i < 6312//@. |Vul? < 6312//‘/ |Vul?.

Como ¢ es arbitrario podemos concluir que S tiene medida de Lebesgue 0 y, también, que

Pl < [ v

para todo entorno de S. Como |Vu|? es una funcién integrable, podemos afirmar que P'(S) =
0. En particular, la dimension de Hausdorff asociada a los cilindros parabdlicos es menor o
igual que 1.

3.1.5. Existencia de solucion débil admisible

Finalmente probaremos que efectivamente existen soluciones débiles admisibles de las
ecuaciones de Navier-Stokes. De este modo, cobrara pleno sentido el Teorema B.
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La mayor dificultad en la prueba esta en la estimacion de la presion. Cuando el dominio
es todo R? basta usar la expresién de Ap, obtenida al aplicar el operador divergencia a
las ecuaciones de movimiento. Pero si el dominio §2 no ocupa todo el espacio hay que usar
estimaciones provenientes del sistema de Stokes.

Consideraremos el sistema de Stokes

— Au+Vp=f,
V.-u=0,
u =0,
u(0) = up.

(3.17)

Sea D = Q x (0,T) y pongamos

Ey(u) := Ess sup /\u!Q

0<t<T

T
:/ / [Vul.
o Ja

Cuando el dominio sea € = R? las hipétesis de los datos serdan f € L*(0,T; H '(R)),
V- f=0yuy € H. Para dominios 2 C R? acotados exigiremos que €) sea abierto, conexo
que esta localizado a un lado de la frontera y que ésta sea suficientemente regular. Ademas,
supondremos que f € L2(Q x (0,7T)), V- f =0y ug € HNW?/54/5(Q).

Bajo estas hipdtesis podemos enunciar un teorema de existencia de soluciones débiles
admisibles:

Teorema 3.1.14. Supongamos que 2, ug y f verifican las condiciones precedentes en cada

caso. Entonces existe al menos una solucion débil admisible (u, p) de las ecuaciones de Navier-
Stokes en D := ) x (0,T),que verifica

w€ L*0,T; V)N L>®0,T; H),

u(t) = uy en H cuando t — 0,
p € L?3(D) en el caso de Q =R?
pE L5/4(D) en el caso de §2 acotado.

Ademds se verifica la desigualdad local de energia

[ ez [ [ wupo< [ oo
# [ (100 + 50)+ Qul? + 2000 Vo4 200 16) (319

para toda funcion ¢ € D(D) con ¢ >0 y ¢ =0 cerca de 02 x (0,T).
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Antes de demostrar el teorema debemos observar que como no se sabe si la soluciéon
es Unica, tiene sentido que nos preguntemos si se podrian construir soluciones débiles de
otra forma de modo que se siga verificando la desigualdad local de energia (3.18). Cabe
preguntarse, por ejemplo, si la solucién obtenida por el método de Galerkin verifica dichas
desigualdades.

Si en el teorema tomamos f = 0y Q = R3 se puede seguir la demostracién que hizo
Scheffer en [26], en donde se aplica un método parecido al que usaremos aqui.

La demostracién de este teorema se basa en construir, para cada N suficientemente gran-
de, una solucién (uy, py) de las ecuaciones

ur+ (Ys(u) - Viu—Au+Vp=f, yV-u=0en D

donde 6 = T'/N y Ws(u) es una regularizacién de u cuya expresién indicaremos mas adelante.
En particular, veremos que el valor de Ws(u) en un tiempo cualquiera ¢ dependerd tinicamente
de los valores de u para t < t—d. Como consecuencia, para cada N y cadam =0,1,..., N—1,
las ecuaciones precedentes serdn lineales en 2 x (md, (m + 1)d). Y, como veremos, (uy, py)
verificardn desigualdades similares a (3.18).

Necesitamos los resultados siguientes, cuyas demostraciones no son complicadas a la vista
de los resultados presentados en el Capitulo 1 y en las secciones precedentes.
Lema 3.1.15. Supongamos que f € L*(0,T;V"), up € H y w € C*(D;R?) con V - w = 0.
Entonces existe un unico par (u,p) solucion de

u+w-Vu—Au+Vp=f, V-u=0 (3.19)

en el sentido de las distribuciones en D, con v € C([0,T]; H) N L*(0,T;V), p € D'(Q) y
u |t:0: Uug-

Lema 3.1.16. Supongamos que 2, f y ug estdn en las condiciones exigidas en el Teorema
3.1.14 cuando = R3. Si ademds f € L*(0,T;V"), uop € H yw € C®°(D;R3) con V-w = 0.,
entonces p verifica

Ap = — Zvij(wiuj),
1]

// P < ¢ // w3 - [,
D D

Lema 3.1.17. Supongamos que €, f y ug estan estdn en las condiciones exigidas en el
Teorema 3.1.14 cuando §) es acotado. Si ademds f € L*(0,T; V"), up € H y w € C*°(D;R3)
con V -w = 0., entonces se verifica que:

VDl Lsrapy + el Lsrapy + [|AU| 372y < C(Q,T)K,
donde K = ||u0||W2/5,5/4 + ||w . VU|IL5/4(D) + ||f”L5/4(D)-

Ademds, si se normaliza p de manera que /p = 0 en todo tiempo t, tenemos que
Q

12l zs/a 0257300y < COQ)UINVPI ooy + [lwllulll 23m))

para cada abierto 0y con Q; C €.
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Usando ahora desigualdades de tipo interpolacién, podemos deducir las siguientes esti-
maciones:

Lema 3.1.18. Para u,w € L*(0,T; H*(R?) se verifica que
H"LU . VU||L5/4 S OEl (U)1/2E1 (w)3/10E0(w)1/5’

HuHLw/s S CEl (U)g/loEo(u)l/S,
HUHL5(O,T;L5/2) < CTl/?OEO(U)WQOEl(U)B/zo-
Lema 3.1.19. Supongamos que §, [ y ug estan en las condiciones exigidas en el Teorema
3.1.14 y sea w € C*(D,R3) con divergencia nula. Sea (u,p) solucién de (3.19) en el sentido

de las distribuciones en D, con w € C([0,T]; H) N L*(0,T;V) y p € D'(Q), u |=0= uo.
Entonces, para cada ¢ € C*(D) tal que ¢ =0 cerca de 9 x (0,T), se tiene:

/Qx{t} |U|2¢+2//D|Vu|2¢:/Q|u0|2¢($70)

(¢ + A 2 Y -
+//D <|u| (P + Ad) + (Ju]*w + 2pu) - Vo + 2(u f)¢>
para todo t € [0,T].

La demostracion de este lema no es complicada y se puede hacer mediante un procedi-
miento de aproximacion por regularizacion y paso al limite.
Antes de presentar el siguiente resultado, vamos a definir la funcién Us(u). En primer

lugar, sea 1) € C*(R*) tal que ) >0y // 1 = 1, con soporte contenido en {(z,t) : |z]* <
D

t,1<t<2}
Dada u € L?(0,T;V), denotamos @ la prolongacién de u por 0 a todo R*. Asi, definimos
Us(u) como sigue:

Us(u)(z,t) = % //R4 ¢<%, %)ﬂ(x —y,t — 7)dydr.

Observemos que Ws(u) estd bien definida, pertenece a C* y tiene soporte compacto.
También podemos ver que los valores de Ws(u) en el tiempo ¢t dependen unicamente de los
valores de u en tiempo t € (t — 26, — 0).

Lema 3.1.20. Siu € L>=(0,T; H) N L*(0,T;V), la funcion Vs(u) verifica

V- \115(u) = 0,

sup /Q 10 (), )t < C Eofu),

0<t<T

//D VU2 < OBy (u).
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Estamos ya en condiciones de probar el teorema de existencia de solucion débil admisible.

Demostracion

Por simplicidad, vamos a considerar unicamente el caso ) = R3.

Para todo N suficientemente grande, pongamos 6 = T/N y consideremos el siguiente
problema a resolver:

uny + (VUs(un) - V)uy — Auy + Vpy = f,
uy € L*0,T;V)NC([0,T); H),
un(0) = uo.

La existencia de (uy,py) estda garantizada por el Lema 3.1.15, aplicado inductivamente
en cada intervalo (md, (m +1)d) con 0 < m < N — 1.
Observemos que podemos escribir la siguiente igualdad:

t t
/ |uN\2+2/ /|VuN|2:/|u0|2+2/ /f-u
Qx{t} 0 Jao Q 0 Jo

para todo t € (0,7). De aqui, podemos deducir que

t t
[Pz [ V< [+ [ 12
Qx{t} 0o Ja Q 0

En particular, se deduce que, por razonamientos idénticos a los desarrollados en los capitu-
los anteriores,

uy estd uniformemente acotada en L>(0,T; H) N L*(0,T; V).
Denotamos ahora Vs la adherencia de V en H?(Q2)® y VJ su dual. Por el Lema 4.2 del
Capitulo 3 de [27] y por lo ya visto para uy y py, deducimos que

d
i esta uniformemente acotada en L?(0,T; V5)

y por el Teorema 2.1 del Capitulo 3 de [27], tenemos que
{uy} estd en un conjunto compacto de L*(D).
Gracias al Lema 3.1.17 podemos afirmar también que
{pn} estd acotada en L*3(D).

Por tanto, podemos extraer aubsucesiones, que seguiremos denotando de la misma ma-
nera, que convergen en un sentido apropiado a u, y ps:

fuertemente en L?(D),
uy — u, { débilmente en L*(0,T;V),
* — débil en L>(0,T; H),

pn — p. débilmente en L*3(D).

Antes de continuar con la demostracion, recordemos el resultado siguiente:
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Lema 3.1.21. Sil1 < g <r yux — u, c.p.d. en D y {un} estd acotada en L" (D), entonces
un — Uy débilmente en L"(D) y fuertemente en L*(D) para q < s <.

Asi si aplicamos este lema para ¢ = 2 y r = 10/3 podemos concluir que uy — u,
fuertemente en L*(D) con 2 < s < 10/3.

De la definicién de ¥s, como § = T'/N, podemos afirmar que Ws(uy) — u, fuertemente
en L*(D) con 2 < s < 10/3.

Con todas estas convergencias es facil ver ahora que u,, junto con alguna p, es la solucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes con segundo miembro f.

Ademds como uy, estd acotada en L*(0,T;V;) entonces tenemos que {ux} es uniforme-
mente continua de (0,7) en Vj, con lo cual, u,(0) = NEI-EOO un(0) = ug. Por ser solucién

débil, sabemos que u, es débilmente continua en H luego queda probado que wu.(t) — ug
débilmente en H.

Para probar la desigualdad local de energia es suficiente ver qué ocurre para t = T y
¢ =0en Q x {T}; pues el caso general se obtiene basdndose en la prueba de la desigualdad
de energia.

Supongamos por tanto que ¢ se anula en {|z| > R} U {t = T'}. Usando uno de los lemas
anteriores, en concreto el Lema 3.1.19, tenemos que

2 //D Yy |26 = /Q w026 (,0)

+ //D (‘UN’2<¢t + A¢) + (lun|*s(un) + 2pnun) - Vo + 2(uy - f)¢)

Observemos que el término [, [Vuy|?¢ es semicontinuo inferiormente para la convergen-
cia débil; esto es consecuencia de la continuidad y convexidad de la funcién v — [[, [Vv|?¢.
Tomando limites cuando N — 400, tenemos la desigualdad de energia para u, gracias a las
convergencias ya estudiadas.

Esto prueba el teorema cuando 2 = R3.

Cuando € es acotado, se puede desarrollar un argumento analogo, aunque algo mas técni-
co. La conclusion es esencialmente la misma: existe al menos una solucion débil admisible
con la regularidad indicada.

Con todo esto terminamos esta primera parte del capitulo y ya pasamos a ver el articulo
de Ladyzhenskaya.

3.2. Regularidad parcial de la solucién admisible de
Navier-Stokes (Ladyzhenskaya)

En esta seccion describiremos el resultado que aporté Ladyzhenskaya al problema de la
regularidad, siguiendo el guién de [18].
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Se trata de una mejora de los resultados anteriores, donde se afina en el concepto de punto
singular.
La clave esta en la definicion siguiente:

Definicién 3.2.1. Sea (u,p) una solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes. Decimos
que un punto (x,t) es reqular en el sentido de Ladyzhenskaya siu es Holder-continua en un
entorno del punto (x,t).

Ahora introduciremos una variante parabdlica de los espacios de Morrey que usaremos
después, en la definiciéon de solucion débil admisible.

Definicién 3.2.2. Sean G = Q x I C R3 x R y v un nimero real positivo. Pondremos
entonces

My (Q,R%) := {f € L, (% R’) 1 cy(f; Q) < +oo},

loc

donde

1 1/2
ey (f:9) = sup (7[ |f|2da:dt) :
Q(zr)

-2
r>0; Q(z,r)CG rY

Definicién 3.2.3. Sean 2 C R* y T > 0. Supongamos que f € My (2 x (0,T) para algin
v > 0. Diremos que (u,p) es solucion débil admisible en Q2 x (0,T) (en el sentido de Lin
y Ladyzhensakaya) si se tiene

we LX(0,T; V)N L>=(0,T; H),

p € L2 x (0,7)),

u,p, [ verifican las ecuaciones de Navier-Stokes en el sentido de las distribuciones en

Qx(0,7).

Para cada funcion real ¢ € C§(2 x (0,T)) con ¢ > 0 tenemos que:

[tpodsvz [ (wupo
Q Qx(0,7)

< [, (o 86) (ul* +-20)u- 994200 o)

El resultado andlogo al Teorema B de Caffarelli, Kohn y Nirenberg es el siguiente:

Teorema 3.2.4. Sean v una constante positiva y 2, T, f,u,p como en la Definicion 3.2.5.
Sea (xo,tg) € Q x (0,T). Si existe una constante positiva €., unicamente dependiente de 7,

tal que
h’msup// |Vul? < e.(7),
r—0 Q((zo,to)sr)

entonces el punto (xg,to) es reqular o, lo que es lo mismo, en un entorno de (xq,to) la funcién
u es Holder-continua.
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Para demostrar este resultado, Ladyzhenskaya divide la prueba en tres partes. En una
primera parte, prueba un criterio de Holder-continuidad local para u usando un procedimiento
de explosion. Esta parte es parecida a la aproximacion desarrollada para investigaciones
de regularidad parcial en ecuaciones elipticas y parabdlicas, con la diferencia de que para
la incompresibilidad se necesitan algunas correcciones del método. En la segunda parte se
mejora el criterio anterior con la ayuda de una escala especial. Y en la tercera parte se obtiene
el criterio final de regularidad local de la solucién débil admisible, usando algunos resultados
y observaciones de [3]. De esta manera se consigue aplicar un argumento més corto que el
de [3] y més trasparente que el de [20].

Observemos también que de este teorema se sigue que la medida de Hausdorff parabdlica
unidimensional P! del (nuevo) conjunto de puntos singulares es igual a cero y que la dimensién
parabdlica asociada es menor o igual que 1. Para més detalles véase [18].



Capitulo 4

Resultados de regularidad para el
sistema de Boussinesq

En este nuevo capitulo vamos a desarrollar resultados andlogos a los que hemos visto
en el Capitulo 3 para el sistema de Boussinesq. Para ello veremos los principales resultados
expuestos en [1].

Asi en este capitulo vamos a ver el concepto de solucion débil admisible para el siste-
ma de Boussinesq y vamos a probar que el conjunto de los puntos singulares tiene medida
unidimensional de Hausdorff 0. Observemos que esto no es de extranar ya que el sistema
de Boussinesq lo que introduce es una nueva variable en las ecuaciones de Navier-Stokes y
esta variable es solucién de la ecuacién del calor, cuya solucién es regular. Con lo cual, es de
esperar que el término de la temperatura no introduzca nuevos puntos singulares.

Con respecto a la existencia de soluciones admisibles para el sistema de Boussinesq, los
autores del articulo se basaron en [28] para probarlo. En otras palabras, regularizaron el
sistema de Boussinesq anadiendo un término de viscosidad suficientemente grande, de la
forma A% y asi probaron la convergencia para las soluciones fuertes regularizadas cuando el
parametro de regularizacion va a 0. Ademés obtuvieron un resultado de regularidad parcial
basandose en un corolario de [3].

Asi pasamos a ver qué entendemos por solucién débil admisible del sistema de Boussinesq
y el resultado de existencia probado en [1].

En todo este capitulo vamos a considerar que el dominio € es todo R3.

4.1. Existencia de solucion débil admisible
Definicién 4.1.1. Supongamos que
up € H, 0y L*(R*) fe L*0,T,H ' (R*)?) yge L*0,T; H '(R?). (4.1)

Decimos que (u,p,0) es una solucion débil admisible, o simplemente una solucion admi-
sible, para el sistema de Boussinesq si se verifica que

1 (Hipdtesis de integrabilidad) u,p,6 son funciones medibles en R x (0,T) tales que:

67
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e p € LY3(0,T; L*(R?) + L4(R?)).
o uc L20,T;V)NCY0,T; H) yu, € LY3(0,T; H-*(R?)3).
o 0 c L0, T; H'(R?)NCY0,T; L*(R%)) y 6, € L*3(0,T; H1(R?)).

2 (Ecuaciones) u,p,0, f, g satisfacen las ecuaciones del sistema de Boussinesq en el sen-
tido de las distribuciones en R3 x (0,T).

8 (Generalizacion de las desigualdades de energia) Para cada funcién real ¢ € C§°(R? x
(0,7)) con ¢ > 0 tenemos que para todo t € [0,T):

. 2 2 \V4 2
[ epo2 [[ s

< [ utot ot | (1uPos0) (P +2muvo)+2 [ (fgarss [| Ruso,

(4.2)

[ ocoroe [ vero

oo+ [ (07+ a0+ vo) 2[00 (13)
siendo Qt :=R? x (0,1).

4 (Igualdad de energia) Para casi todo ty € [0,T] y para todo t > ty:

- Iu(.,t)\2+2/t:/Rg |Vul? —/Ra |u(-,t0)|2+2/t:(f,u>d7—|—2/t: g ?ue, (4.4)
. \0(.,t)!2+2/t:/Rg|V912 :/RB |9(.,t0)|2+2/t:<g,9>d7_ (4.5)

Tras esta definicion ya podemos dar el resultado principal de existencia.

Teorema 4.1.2. Bajo las condiciones de la definicion anterior, (4.1), existe al menos una
solucion débil admisible del sistema de Boussinesq.



Capitulo 4. Resultados de regularidad para el sistema de Boussinesq 69

4.2. Regularidad parcial de la soluciéon débil admisible

Para ver el resultado principal de regularidad parcial para el sistema de Boussinesq, antes
vamos a dar la definiciéon de punto singular.

Definicién 4.2.1. Sea (z,t) € R® x (0,T). Decimos que (z,t) es singular si la solucidn u
no es LS. en ningin entorno de (z,t). Andlogamente, decimos que (x,t) es reqular en caso

contrario, es decir, si la solucion u es localmente L™ en cualquier entorno de (z,t).

Observemos que esta definicién es exactamente igual a la definicién para las ecuaciones
de Navier-Stokes; esto es, porque como ya hemos mencionado la variable 6 es regular en todo
su dominio por ser solucién de una ecuacion del calor. Luego no introduce ningtin punto
singular "nuevo” en el sistema.

Asi tenemos el siguiente resultado que estima la medida unidimesional de Hausdorff para
el sistema de Boussinesq. Llamemos S al conjunto de puntos singulares entonces

Teorema 4.2.2. Supongamos que estamos bajo las condiciones (4.1). Si ademds, se cumple
que f € L?O/CQ(QT), Vf=0,g9=0y0y€ L*(R®) entonces existe al menos una solucién débil

del sistema de Boussinesq que verifica:

(a) 0 € L=(Qr) y |0l < |00]lL=(00);
(b) JES L5/3(QT)7
(c) HY(S) = 0.

Vemos que en este caso no hemos exigido que en la definicién de solucién admisible p
esté en L°/3(Q) pero atin asi en el teorema probamos que efectivamente existe al menos una
solucién admisible con esa propiedad.

También podemos observar que para este teorema nos hemos restringido tnicamente al
caso en que g sea idénticamente nula, pero podriamos preguntarnos qué ocurre cuando la
funcion g no es nula, si en dicho caso se sigue teniendo que S tiene medida unidimensional
de Hausdorff 0. Con respecto a esta pregunta podemos dar el siguiente resultado:

Teorema 4.2.3. Sea (u, ) solucion débil del sistema de Boussinesq que satisfacen la defini-
cion de solucion admisible exceptuando las igualdades (4.2) y (4.3) dadas en 3. Si ademds,
u€e H, 0y LYR*NLY(R?) y |lg(t)|| < Ci(1+¢)73/2. Entonces,

lo@)* < C(1+1)72
Ademds si ug € L'(R3) , f € L*(0,4o00; L*(R3)) y V- f = 0 entonces
lu(t)|| = 0, cuando t — +oc.

Como ya dijimos estos resultados no los vamos a probar aunque si se desea la prueba se
encuentra en [1]. Atin asi vamos a dar el siguiente teorema que es el que usan para probar tanto
el teorema de existencia como el de regularidad parcial. Este resultado se basa en regularizar
el sistema de Boussinesq introduciendo una penalizacion dependiente de un parametro €, de
forma que se puede demostrar que el sistema penalizado posee soluciones fuertes y dichas
soluciones convergen a una soluciéon admisible del sistema de Boussinesq cuando ¢ tiende a

0.
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Teorema 4.2.4. Sea e > 0, ug. € W, 6. € H*(R), f. € L*((0,T) x R?), g. € L*((0,T) x
R3). Entonces existe una tinica solucién global fuerte (u., Vp.,0.) del problema:

Uey + eA*u. — Aug +u. - Vue = —Vp. + fo(z,t) + ?95 en Qr,

V-ou.=0 en Qr,

ue(z,0) = ug(x) en R3, (4.6)
.1 + A0, — AO. + u. - VO, = g.(z,t) en Qr,

0-(2,0) = Oy c(z) en R>.

Mas atin, la solucion (ue, Vpe,0.) satisface:
u. € L*(0,T; HY(R*?* nW)n 0, T; H) N L>(0,T; W),
0. € L*(0,T; H*(R*)?*) N C°(0, T; L*(R*) N L™(0, T; H*(R?),
Vp. € L*(R® x (0,7));
siendo W = {v € H*(R®)3: V-v =0},

HU’&H(QZO(O,T;H) + HVU€H%2(O,T;L2(R3)3) + 2€HAUE||%Q(O,T;L2(R3)3)

+||06||20(0,T;L2(R3) + ||v66||2L2(0,T;L2(R3)) + 25||A06||%2(0,T;L2(1R3))
< C(T)(1 720,13y + 192071 (R3y)) + C(T) (ol + 160272 o)

Ademas para cualquier funcion ¢ no negativa de clase C*° con soporte compacto se tiene
que

|ug(t)|2¢+2/ |Vug|2¢+25/ | Au. ¢

R3 t Qt
< / JunePo+ Jf (el 6+ 80) + (ul? + 2pe)ue - Vo 2f + K)o

+4e||V | Lo (o) | Ve L2 (o [| Ate || 20,y + 2e[|Ad | Lo (@) [[Ue |l 2(@0) | Ate || 22(00);

[wpo2 | vapores [ 1anpo

< [ oso [ (18P0 + 20) 410 Vo -+ 20.0.0)

+4e[[ VOl o0 (Qu) I VO: [ 200 [ Az || 20y + 26| A oe (@10l 2 (@) | A0 [l 2 (@) -

Observemos que como existe una unica solucion global fuerte esto quiere decir que las
igualdades de (4.6) se satisfacen puntualmente.

También, veamos que existe un inico Vp, puesto que la funcién p. no es unica, salvo que
impongamos una condicion adicional sobre el valor de p..

Asi con la ayuda de este teorema y de la transformada de Fourier se consigue demostrar
los resultados de regularidad parcial y existencia para el sistema de Boussinesq.

Con esto damos por terminado nuestro estudio de los resultados de regularidad para el
sistema de Boussinesq.

y similarmente



Capitulo 5

Métodos numeéricos de paso
fraccionario para problemas de valores
iniciales

Ahora vamos a pasar a estudiar métodos numéricos que nos sirven para aproximar las
ecuaciones de Navier-Stokes. En concreto, vamos a ver los conocidos como métodos de tipo
“splitting”, es decir, esquemas que tratan los términos no triviales de una ecuaciéon por
separado. Por ejemplo, en la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes nos encontramos
con varios términos no triviales que necesitan un tratamiento especial como son:

- El momento de las ecuaciones es no lineal (u - V)u,
- La condicion de incompresibilidad o de divergencia nula V - u = 0.

Asi como veremos en lo que sigue usaremos una discretizacion de tipo ”splitting” en
tiempo que resolvera las dificultades anteriores, en particular, desacoplard el término no
lineal de la condiciéon de incompresibilidad.

El contenido de este capitulo estd basado en el Capitulo 2 de [12] aunque también si se
desea se puede encontrar en [2,7,17].

Para el desarrollo de los métodos numéricos consideraremos que la ecuacién que deseamos
aproximar es del tipo

©(0) = 0.

donde para cada t dado A es un operador (posiblemente no lineal e incluso multievaluado)
de un espacio de Hilbert H en si mismo y ¢y € H.

Supongamos que A se puede descomponer de la siguiente manera A = A; + A,, siendo a;
y A, operadores més simples que A.

Asi podemos ver que es mucho mas natural establecer métodos numéricos para la ecuaciéon
usando la descomposiciéon del operador estos son los métodos de tipo ”splitting” que vemos
a continuacion.

{ or + A(p,t) = 0, (5.1)

71
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5.1. Meétodo de Peaceman-Rachford

Sea dt > 0 el paso de tiempo con el que discretizamos el intervalo [0, T] en el que queremos
resolver nuestro problema. Y denotamos por ¢"t® a la aproximacién de la suncién ¢ en el
tiempo (n + «)At, siendo ¢ la solucién del problema de valores iniciales (5.1).

La idea fundamental que ahi detrds del esquema de Peaceman-Rachford (introducida
en [25]) es simple:

Dividimos el intervalo de tiempo [0, 7] en subintervalos del tipo [nAt, (n + 1)At], y a su
vez cada subintervalo lo volvemos a dividir en dos intervalos usando el punto medio (n+ %)At.

Asf conocido ™ hallamos ¢"*'/2 usando un esquema de tipo backward Euler con respecto
al operador A; y un esquema de tipo forward Euler con respecto a As. Una vez esto, pasamos
a aproximar de la misma forma ¢! conocido ¢"+/2? invirtiendo los papeles de A; v As.

Veamos como quedaria la programacion de dicho esquema,

900 = o0,

. ) > - e
Conocido ¢, para n > 0, computamos sucesivamente " /2 y "+ como sigue

9071—&-1/2 — " LA n+1/2 1 A Ao (" _

—At/Z 1(90 , (n + 2) t> + Ay (", nAt) =0, (5.2)
"t — SOnH/Z + Ay (o2 1 A Ao (o _

x5 1(¢ , (n n 2) t> + Ay(¢" (n 4+ 1)At) = 0. (5.3)

La convergencia de este esquema estd probada en [23] bajo una hipdtesis mas general de
monotonia sobre los operadores A; y As, de hecho, estos operadores pueden ser no lineales,
no acotados e incluso multievaluados.

Asi la convergencia no la estudiaremos puesto que necesita un desarrollo de teoria de
operadores para ver que son no expansivos y algunas propiedades mas. Pasaremos a estudiar
de forma répida la estabilidad y la precision de este método. Para ello consideremos la
situacién més sencilla para el problema (5.1), es decir, tomamos H = RY, ¢y € RY y A una
matriz de tamano N x N simétrica, definida positiva e independiente de ¢t. Con lo cual, la
solucién del sistema auténomo correspondiente viene dad por p(t) = e~ 4y,

Si ahora queremos proyectar dicha solucién sobre alguno de los vectores de la base de RY
es obvio que quedarfa: o;(t) = e *lpy parai =1,2,..., N, siendo 0 < \; < Xg < -+- < Ay
los autovalores de la matriz A.

Con el objetivo de aplicar el esquema de Peaceman-Rachford, supongamos que la matriz
A posee la siguiente descomposicion A = aA+FAcona+ =1y 0 < o, < 1; y aplicando
el esquema con A; = aAy Ay = SA tenemos que

e 1 ) (1 Had) (1 8ad) (1 S

siendo [ la matriz identidad de orden N.
Si usamos ahora este razonamiento para ¢, y asi sucesivamente llegamos a que
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De aqui podemos deducir que || < |¢g| para todo i =1,..., N y n > 1, puesto que
0<|(1—a)/(1+a)<1 paratodo a > 0.

Con lo cual, el esquema de Peaceman-Rachford es incondicionalmente estable, al menos

para este caso simple que hemos estudiado, ademéds HIE ¢; =0 paratodoi=1,2,..., N.
n—-+0oo

Ahora vamos a estimar la precisién del método en este caso. Para ello consideramos la

siguiente funcién,
1— &y —£8
(&) = (1 g )(1 2 )
+ 1& + 55
Asi si hacemos el desarrollo de Taylor para dicha funcién en un entorno del 0 tenemos
que

2 3
Ry (&) = 1—§+5—(a2+62+a5)z+0(§4)

y ademas

e 52 3 A
e :1—f+5—€+0(§).

Con esto podemos afirmar que nuestro esquema es al menos de segundo orden en tiempo
para un par «, 3 de forma que a+ =1y 0 < a, 5 < 1. De hecho, si tomamos o = = %
tenemos que o + 3% + aff = % = % + ﬁ. Con lo cual, para esta eleccién de o y 5 podemos
afirmar que el esquema es al menos de orden 3 en tiempo (pues 13—6 es suficientemente pequeno
comparado con o + 5 = 1).

Ademas podemos observar que el método de Crank-Nicolson es un caso particular del
esquema de Peaceman-Rachford tomando A; = Ay Ay = 0 y aplicando el esquema y luego

al contrario, como vemos a continuacién,

(anrl/Q—gpn . 1
S e (v o) -
ALJ2 + Al ,n+2 t 0,
SOHH—SDnH/Q 1/2 1
P (e (ur )ar) <o
AL/2 + Aly ,n+2 0

O, equivalentemente, podemos escribir

P A (e D) ar) =0

n

gOn-i-l —
At

y similarmente pero tomando A; = 0y Ay = A podemos deducir que

n+1/2 _  n

' '
At/2

n+1l

+ A(p", nAt) =0,

n+1/2

¥ ¥

A"t 1)At) = 0.
Aig— HAET 0+ )8 =0
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Sumando estas ecuaciones tenemos que

n

et —

A7 [A(¢", nAt) + A(™, (n+ 1)At)] = 0.

_l_

DN | —

Y este ultimo esquema como el que obtuvimos en el caso Ay = Ay Ay = 0, ambos son
de tipo Crank-Nicolson. Claramente son de segundo orden en tiempo si A es suficientemente
regular y coinciden si el operador A es lineal.

Por 1ultimo, antes de pasar a ver el siguiente esquema, queremos analizar el caso especial
en que el operador A es de la forma A(p,t) = B(p) + f(t), que es una situacién bastante
comun. Asi supongamos que el operador B lo podemos seguir descomponiendo como suma de
dos operadores mas simples By, By. La pregunta que surge ahora de manera natural es como
se trata el término f(¢), pues lo mas razonable es usar el siguiente esquema de Peaceman-
Rachford:

0 _
¥ = $o,
Conocido ¢, para n > 0, computamos sucesivamente 90”“/ 2y " como sigue:

n+l/2 _ n

Y ¥

1
At)2

2>At> + %f(nAt),

+ Bi(0"2) + By(¢") = gf«” *

SOnJrl _ g0n+1/2 e » 9 1 1
————— + Bi(p" Bo(p"™) = = —JA = 1)At).
Az B B = 57 ((n ) A) + S A

Para el caso en que A; sea "feo” (discontinuo, multievaluado,...) podemos usar la siguiente
variante del esquema de Peaceman-Rachford

800 = ¥o,
80n+1/2 — " n+1/2 1 n _
72 +A1(¢ ,<n+2>At>+A2(gp nAL) =0,
ntl _ 9 n+1/2 4ot
Ld A“Ot/z P4 Ay(¢™ (n+ DAL = As(", nAt).

Con esto damos por concluido nuestro estudio de este esquema y pasamos a ver el siguiente
esquema numeérico.

5.2. Método de Douglas-Rachford

Ahora vamos a estudiar el método de Douglas-Rachford (véase [8]). Este es una variante
del esquema de Peaceman-Rachford, pues en este caso no se usa el punto medio sino que se
considera una variante de la funcién ¢ en el punto n + 1, como vemos a continuacion,
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[ ©° = ¢o
R . n
Ot — o ~n+1 1
| T+ A+ DAY + Ay (n+ 1AL = 0.

De nuevo la convergencia de este método se puede ver demostrada en [23] bajo hipétesis
generales de monotonia de los operadores A;, As.

Siguiendo el razonamiento que hicimos en la secciéon anterior vamos a pasar a estudiar la
estabilidad y precisién del esquema para el caso simple en que H = RV, ¢, € RY y ademas,
A es una matriz de orden N x N, real, simétrica y definida positiva. Si de nuevo suponemos
que A se puede descomponer como A =aA+ A cona+ =1y 0<a,f <1, obtenemos
que

©" = (I + BALA) (I + aAtA) (I + aBA2A%) ",
1 (1+apALA})H

- ., Vi=1,...,N.
P T T T adt (14 gany o T

Introducimos la siguiente funcién racional

1+ aﬁfQ
(I+a)(1+ 88

Como Ry(€) € (0,1) para todo £ > 0, entonces podemos afirmar que

R2(§) =

|t < 1eY|, Vi=0,1,...,N—1, n>0.

Esto implica el esquema de Douglas-Rachford es incondicionalmente estable en este caso,
y ademas se cumple que lim,,_,; ¢ = 0, para todo i =1,..., N.

Para estudiar la precisiéon del método, observemos que, razonando como en la seccién
anterior, en un entorno de £ = 0 tenemos que

Ry(§) =1-€+€+0(&)),

lo que implica que el esquema de Douglas-Rachford es al menos de primer orden, usando
también el desarrollo de Taylor de la funcién e¢.

Observemos que a diferencia de lo que ocurria en el esquema de Peaceman-Rachford los
papeles de A; y As son no simétricos en el esquema de Douglas-Rachford. De aqui podemos
deducir que de forma general el operador As en este caso necesitara mejores propiedades de
monotonia.

Una de las ventajas que tiene el esquema de Douglas-Rachford frente al de Peaceman-
Rachford es que este esquema se puede generalizar de manera sencilla para el caso en que un
operador A se descomponga como suma de més de dos operadores. Asi supongamos que nues-

T

tro operador A es de la forma A = Z A; para I > 2, entonces tomamos ¢° = ¢, y paran > 0
i=1
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1 n+1/r
)

supongamos conocido ¢" y hallamos ¢! apoydndonos en ¢ QAT on i JTy

como sigue:
-Célculo de @ 1/T

n+l/r _  n 1 r

o+ Al (n+1)a0 + (1 T_1>A1(ga,nAt)+ZA](cp,nAt) 0,

=2

-Célculo de @™ /" para i entre 2 y r — 1

i i—1
—wnﬂ/T —¢" 1 o nti/r _ 1 o
A7 +;{T_1Ag(s0 ,(n+1)At)+<1 T_1>AJ(<,0 ,nAt)}
r—1" 7 r—1/""7"

+ ) A" nAt) =0,

j=it1
-Célculo de ¢!
i +§{ LA DA + (1 ) A" nan) )
At = = 1’ ’ r—1/"77 7
+ ! A (" (n+ 1)AE) + (1 i )A (", nAt)
r—1"" ’ A '

Para este esquema " /" es una aproximacon de la solucién en el paso i de la computacién
del proceso, pero no es una aproximacién de la solucién ¢ en el tiempo (n + i/r)At.

Observemos que si tomamos en el esquema de Douglas-Rachford A, = Ay A, =0 o
A; =0y Ay = A tenemos el esquema backward de Euler.

Ahora vamos a estudiar el caso para el cual el operador A es de la forma B(yp) + f(t)
con B un operador que se puede escribir como B = By + By y f una funcién que se puede
descomponer como f = af + ff siendo 0 < a,8 < 1y a+ f = 1. Asi el esquema de
Douglas-Rachford quedaria de la siguiente manera:

(¥ =
@n-‘,—l _ (pn ot L
T+Bl((p )+ Ba(¢") = af((n+ 1)At) + Bf(nAt),
=" _— w1y _

| Ay T BT+ Be(e") = f(n+ DAY,

donde la eleccién natural del par (a, 8) es (0,1),(1,0) y (1/2,1/2).
Al igual que dijimos para el esquema de Peaceman-Rachford, este nuevo esquema también
se puede adaptar para el caso en que el operador A; es "malo”, en el sentido de que es
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discontinuo, esta multievaluado, ... En dicho caso podemos considerar el siguiente esquema
de Peaceman-Rachford

[ ¢ =
S571—}-1 _ SOn
;T AL(@"T (n+ 1)AL) + Az (9", nAt) = 0,
SOTLJrl - spn

| T+ A" (04 DAY = Ay(p", nA).

5.3. El f-esquema

Una vez estudiado el esquema de Douglas-Rachfor y de Peaceman-Rachford vamos a ver
un nuevo esquema. Este es una variante del esquema de Peaceman-Rachford y fue introducido
por Glowinski en 1985, véase [13].

1
Para este esquema consideramos un ntumero 6 del intervalo abierto (O, 5), aunque en la

1
practica se suele tomar 0 € (0, §) Asi una vez fijado dicho ntimero definimos el #-esquema

como sigue:

QDO = Yo,
Conocido ¢, para n > 0, computamos sucesivamente "% "1 v o+ como sigue:
S0n+9 . SDn

W + A1(¢n+9’ (n + 9)At> + AQ(QO”, nAt) = 0, (55)

gOnJrlfO o ¢n+0
g A DA £ A 1= 0)A) =0, (56)

§0n+1 o (pn—l—l—Q
N + A (" (n+ DAL + A (" (n+ 1= 0)AL) =0. (5.7

No confundamos este - esquema con otro #-esquema que se puede considerar para el
problema (5.1) que es como sigue:

n+1 n

% A", (n+ 1)AL) + (1 — 0) A(", nAL) = 0.

Este ultimo esquema se puede ver como el primer paso del esquema de Douglas-Rachford
para un # dado con Ay =0Ay Ay = (1—0)A.

Como ya hemos dicho nosotros no consideraremos este ultimo sino que usaremos el es-
quema dado por las ecuaciones (5.5), (5.6) y (5.7).

Ahora consideremos de nuevo la situacién en que H = RY, ¢y € RY siendo A una matriz
real de orden N x N, simétrica y definida positiva con A = «A + A con a y S cumpliendo
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las mismas condiciones que anteriormente. En lo que sigue denotaremos ' = 1 — 20 y vamos
a estudiar la estabilidad y precision del esquema.

O = (I + afALA)2(I — BOALA)* (I + BOALA) (I — o AtA)p™,
que implica que

n+1 (1 — ﬁ@At)\,)%L(]_ — on’At/\i)” .
. —= i — 17 ey N
e T ) NS W W TS WAL

Consideramos la funcién R3 definida en

(1= 868)°(1 — af’¢)
(1+ aB)2(1 + 0'€)”

Asi tenemos que, razonando de manera analoga a los casos anteriores, podemos deducir que

IR3(§)] < 1si0<f<a<lybe [i,%) Luego para estos valores de «, 3 y 6 tenemos

que el esquema es incondicionalmente estable. Ademas, para el caso en que a = 8 = %, el
esquema es incondicionalmente estable para todo 6 € (0, %) También es incondicionalmente
estable en el caso en que 6 € [0,087386,3] y a = (1—-20)/(1—-0)y 8 =0/(1—10).
Con respecto a la precision del método usando de nuevo un desarrollo de Taylor,
2
Ry(§)=1—-¢+ %(1 + (B — a)(20® — 40 + 1)) + O(&%).

R3(f) =

Podemos afirmar que el #-esquema es de segundo orden en tiempo si y sélo si a = = % y/o
0=1-— \/Li Si no se dan ninguna de estas condiciones entonces el #-esquema es de primer
orden en tiempo.

Observemos que, igual que pasaba en el caso de Douglas-Rachford, en el #-esquema A; y
A, tienen papeles no simétricos. Con lo cual, la eleccién natural para el operador A; es aquel
operador que deje un problema mas sencillo para resolver, es decir, aquel cuya resolucion
requiera menos tiempo.

También es facil ver que si tomamos en el -esquema A; = Ay Ay = 0 tenemos el esquema
implicito de Runge-Kutta.

Ahora como ya hicimos en los esquemas anteriores vamos a estudiar el caso usual que es en
el que el operador A se puede descomponer como A(p,t) = B(p) — f(t), siendo B = By + Bs.
Asi debemos considerar dos casos segun los valores de 6 :

(a) Si 0 #1—1/v/2 usamos:

gpn-&-@ - Qpn n+0 n 1
F T+ Bie™) + Bale") = 5 (F((n+ )AL + f(nA),
onH1=0 _ pnto 10 ntd 1
Aommar T BT+ Bale™) = 5(F((n + 1= 6)A) + f((n + H)AL)),
n+l _  n+1-0
O 4 BUe™) + Bofe"™ %) = S(F((n+ 1)A0) + f((n + 1~ 6)A1)).
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(b) Si =1 —1/4/2 podemos usar o bien:

S071-1—9 o gOn . .

TOAL + Bi("™) + Ba(¢") = f((n+ 0)Ab),
Q=0 _ ot By 4 B(e™) — F((n+ 8)AL
Tt — 1o ot 16

AT + Bi(¢"") + Ba(p )= f((n+1)At),
o bien
P L B ) 4 Bale) = f(nA)
OAL 1P 20 ) =Jn )
S011—',—1—9 _ @n+9 B 10 B nboy - 9 At
Tt — 1o it 16
A + Bi(¢"T) + Ba(¢" ) = f((n+1—0)At).

Para terminar el desarrollo de esta parte, vamos a ver por 1ltimo el esquema modificado
para el caso en que el operador A; sea mu "malo”, en el sentido en que ya mencionamos
anteriormente. Para este caso podemos escribir el siguiente #-esquema:

n+6 _ n
L E b (0", (04 0)A1) + Ay(g" ) =0,
090n+179 . (1 o Q)SOTH*@ + (1 . 2@)(,0" -
A n+1—60 1—OAH) = A N
o(1 — 20)At + Ao(0" 70 (0 + 1= 0)At) = Ay(¢", nAl),
(Pn—H _ S071—1—1—9
+ Al(@nﬂ, (n+ 1)At) + Az(cp”H’e, (n+1—0)At) = 0.

At

Con esto acabamos el desarrollo tedrico de los esquemas y pasamos a aplicar estos métodos

a las ecuaciones de Navier-Stokes y al sistema de Boussinesq y después anadiremos algunas
simulaciones de estos esquemas.

5.4. Aplicacién a las ecuaciones de Navier-Stokes

Aunque en esta seccion sélo vamos a ver como quedaria el f-esquema para las ecuaciones de
Navier-Stokes, también podriamos implementar cualquiera de los otros dos métoos estudiados
anteriormente de manera completamente analoga a este caso.

Asi consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciéon de contorno
( Ju
e —vAu+ (u-V)u+Vp=f, en Q x (0,7),

V-u=0, en Qx(0,7)
u(0) = ug, con V- ug =0, en €, (5.8)
u = go sobre 'y x (0,7,

0
22 vp = g1 sobre I'; x (0,7,
\ on
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siendo 09 = Ty UT'; con [y NT'; = () y v el vector normal exterior a la frontera. Para el caso
en que I'; = () necesariamente debe ocurrir que fr goydl' = 0.

Con lo cual eligiendo ay f tales que 0 < o, 3 < 1y a+ 3 = 1, y asocidandole al operador
Aj el término de la presién, y al operador A, el término no lineal, tenemos que el #-esquema
para este sistema quedaria de la forma:

u’ = uy,
para n > 0, conocido u™ computamos u"*? y p"*? como sigue:
un—i—@ — "
N . &VAun+0 + vpn+9 — fn+0 + 6VAU” _ (un . v)un’
V-utt? =0,
u"? = gnt? sobre T,
aunJr@ ou™
av—— — Pt = gt — Bu—— sobre T';.
n on
Una vez realizado este paso pasamos al siguiente en el que computamos u"+1=:
S
T apyar AT @ V)t = g aw A = ot
un+179 — gg+179’ sobre FO,
aun+179 oum
Br————— =g —au + 4p"*?, sobre Ty.

on on

Ahora ya consideramos el 1ltimo paso del esquema en el que computamos u"*t y p**t,

n+l un+179

u
TR — AT L V= U A (T
v - Un+1 - 07
u"tt = g0t sobre Ty,
Ou™tl Jurt1-0
av on ,an+1 = Q?Jrl - 5”7, sobre I';.

Con esto tendriamos ya computado nuestro f-esquema.

Observemos que tanto u"? y p"*+? como u™*! y p"*! resuelven un problema lineal de tipo
muy parecido al problema de Stokes, en cambio, para el término u"*'~? debemos resolver un
problema no lineal.

Debemos escoger a = (1 —20)/(1 —6) y 6 = 0/(1 — 6) de forma que asi nuestros
subproblemas, tanto los lineales como el no lineal,usan la menor cantidad de memoria posible.
Conforme a la eleccién de 6 los experimentos numéricos muestran que la mejor eleccién es
tomar 6 =1 —1/ V/2 pues parece que produce mejores resultados incluso cuando el nimero
de Reynolds es muy grande.
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Ademas los experimentos numéricos muestran que practicamente no perdemos generalidad
si en el problema no lineal aproximamos el término no lineal, (v~ . V)u""1=% por el
término lineal (u"? - V)u"*t1=%. Esto tltimo en la pritica es muy importante porque como
vemos pasamos de tener que resolver un problema no lineal a resolver un problema lineal que
es mas sencillo.

5.5. Aplicacién al sistema de Boussinesq

Ahora en esta seccion vamos a desarrolllar de forma andloga la computacién del #-esquema
para el sistema de Boussinesq. Del mismo modo que dijimos en la seccion anterior podemos
considerar cualquiera de los otros dos métodos numeéricos para aproximar este sistema, ambos
se computan de manera analoga.

Asi consideramos las ecuaciones de Boussinesq con condicién de contorno

7

ut—VAu%—(u-V)u%—Vp:f%—?@ en @,

Vu=0en Q,

0; +u-VO—kAO = gen (Q,

u(0) = ug, 6(0) =0y en €, (5.9)
u = go sobre 'y x (0,7,

0
V% —p = g1 sobre I'y x (0,7,

{ 6 = hg sobre X.

siendo 9Q = TyUT; con Iy NT; = @ y 7 el vector normal exterior a la frontera. Para el caso
en que I'; = () necesariamente debe ocurrir que fr goydl’ = 0.

Con lo cual eligiendo a y 8 tales que 0 < o, 3 < 1y a+ [ = 1, y asociandole al operador
Aj el término de la presion, y al operador As el término no lineal, tenemos que el #-esquema
para este sistema quedaria de la forma:

U0:U07 60:90

n—+6

para n > 0, conocido u™, 8" computamos u"*? 0"+ y p"*? como sigue:

un-l—@ — "
H—At . CMVAU”+9 + Vpn—i-O _ ?an — fn+9 + BI/AUTL _ (un . V)Un,
V-ut? =0,
9n+9 —Hn ; ) ) )
—9AT KA 4"t VO = gt

u"? = gnt? sobre T,

aun+9 n-+6 n+6 aun
av — = — Br
5, P 91 5 o

0" = hat? . sobre 09

, sobre I'y,
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Una vez realizado este paso pasamos al siguiente en el que computamos u"+=¢ y gn+1-9.

un—i—l—@ _

un+6’
(1 — QQ)At - 51/Aun+1_9 + (un+1—0 . v)un—i-l—G o ?en-l—l [’ fn+9 + OZI/AUTH_G vpn-l—ﬂ’

Qn+179 . 0n+9
n+1—0 n+1—0 n+1—-0 _  n+1-0
— kA0 +u -V =g ,

(1 — QQ)At
il = gg+1_9, sobre Iy,
aun-‘rl—@ ou™
BVT = g?+1 0 _ (67% an + ")/pn+6, sobre F17

gm0 = h"+9, sobre 0f2.

Ahora ya consideramos el iltimo paso del esquema en el que computamos u"*!, 9"+ v
+1
P

unJrl . un+1 7]
OAL — AU 4 VL - B = il B Ayttt (L )yt

V-u"t =0,
0n+1 _ 9n+179
- KA0n+1 4 unJrl . V0n+1 — gn+17

JAN
u"tt = gt sobre Iy,
aun—f—l un-l—l 0
OWW —p"tt = gt — By———— sobre I'y,

0"t = i sobre GQ.

Con esto tendriamos ya computado nuestro f-esquema.

Observemos que ahora nuestros subproblemas se han complicado porque en todos ellos
tenemos que resolver sistemas no lineales;. Aunque comparandolo con el sistema inicial, (5.9),
si que es cierto que se ha simplificado puesto que ese teniamos dos términos no lineales y
ahora sélo tenemos un término no lineal en cada problema.

En este caso cabe esperar que de nuevo lo mejor sea escoger v = (1 —20)/(1 —0) y
f =60/(1—0) para intentar asi reducir la memoria usada al resolver, Conforme a la eleccién
de 0 esperamos que la mejor eleccién sea tomar § =1 — 1/ V2.

Lo ideal en la practica seria que pudiéramos linealizar el esquema de forma que no perda-
mos generalidad. Para ello la linealizacion mas natural que se nos puede ocurrir es sustituir
en la primera fase de la computacion, el término u"+? - V"% por el término lineal u™- Vo9,
Ademas con este cambio conseguriamos desacoplar el sistema. En el segundo paso de la
computacién podrfamos cambiar el término (u"t1=¢ - V)u*1=¢ por (u"*? - V)u"t1=9.Y en
el dltimo paso harfamos un cambio andlogo al primero, cambiarfamos u"*! - V™! por el
término lineal u"*1=%. V"1, Con estos cambios pasariamos a tener tres subsistemas lineales
con dos de ellos desacoplados luego se simplificaria bastante la resolucién.

Con esto acabamos la aplicacion de nuestros métodos numéricos a las ecuaciones de
Navier-Stokes y al sistema de Boussinesq y ya podemos pasar a desarrollar el dltimo punto
de este capitulo en el que veremos algunas simulaciones de estos problemas.
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5.6. Simulaciones

Por tltimo en esta seccion anadiremos algunas de las simulaciones realizadas mediante le
programa FreeFrem++.

Comencemos viendo una solucién aproximada de Navier-Stokes usando el esquema de
Peaceman-Rachford en un dominio en el que hay un obstaculo (ala de avién), siendo v =
0,0025 (coeficiente de Reynolds 400) y At = 0,2.

Asi el problema que se resuelve es

u+ (u-V)u—vAu+Vp= fen Q,
V-u=0en (Q,

u = g sobre X,

u(z,0) = up(x) en Q,

(5.10)

donde 2 := O\ B (O es una seccién convexa acotada de todo R? y B es un abierto convexo
acotado que representa el perfil de un cuerpo aerodindmico). La funcién f es f = k€5 es la
fuerza de la gravedad, g = 0 sobre 0B x (0,T") y g = ugp un vector constante sobre 0O x (0, T")
. En este caso hemos tomado el vector ugy = [cos(20 * 7/180), sin(20 * 7/180)]". Ademds la
funcién wug verifica que ug € H'(Q2)? y V - ug = 0, en este caso uy = ugo.

Para los problemas discretizados en tiempo, se ha usado:

(a) La aproximacién usual Py — burbuja para la velocidad y Py para la presién; para los
problemas de tipo Stokes, véase [13].

(b) La aproximacion Po-Lagrange habitual para los problemas elipticos no lineales, véase [2].

b O

Figura 5.1: Campo de velocidad en el tiempo final.
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5.6. Simulaciones

Grafcade u

Figura 5.2:

Primera componente de la velocidad en el tiempo final.
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Graicade p

Figura 5.3: Presion en el tiempo final.

5o aiue

e

e e il 0

BARARNRSART

Ahora introduciremos también las simulaciones para el problema anterior (con uy = ugy =
[cos(10 * 7/180), sin(10 * 7/180)]") usando el esquema de Strang, que es un -esquema con
0 = 0,25. Asi tenemos que tomando v = 0,0025, y At = 0,1; con coeficiente de Reynolds 400,
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5.6. Simulaciones

[ =1 T

Figura 5.4: Campo de velocidad en el tiempo final.
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Grafcade u

5o aiue

. L E R R R 0
s i A
b ¥

=

|
&
!
4 .—'-.5.!'-!-_;5#!-!!-!-
gas

Figura 5.5: Primera componente de la velocidad en el tiempo final.
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Graicade p

Lo

n_..n___ﬁ._.n___D ..........

m lllllllJﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

Figura 5.6: Presion en el tiempo final.



Capitulo 6

Un problema de control para las
ecuaciones de Navier-Stokes

En este capitulo vamos a desarrollar el analisis y la aproximaciéon numérica de un problema
de control éptimo (frontera) para las ecuaciones de Navier-Stokes en el caso bidimensional.
Para ello nos basaremos en la Seccién 6.3 de [14].

Asi estudiaremos la existencia de soluciones éptimas y daremos el sistema de optimalidad
que estas soluciones 6ptimas deben cumplir. También haremos una semidiscretizacién en
tiempo y una discretizacién en espacio para aproximar el sistema de optimalidad.

6.1. El problema de control

Comencemos estudiando cudl es el problema de control asociado que vamos a estudiar.

Asi consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes para un dominio bidimensional €2 aco-
tado con frontera regular T' en el intervalo de tiempo [0, 7] para un cierto T' > 0; tenemos
que el problema de control es:

u+u-Vu—vAu+Vp=0 en Q x (0,7),

V-u=0 en Qx (0,7),

u =g sobre I'. x (0,T), (6.1)
u =0 sobre (I'\ I'.) x (0,7),

u(z,0) = ug(x) en £,

siendo I'. C T" la parte de la frontera sobre la que ejercemos el control.
Observemos que el control g debe satisfacer las siguientes condiciones de compatibilidad:

/ g-ndr =0,
e (6.2)

g |t:0: Ug

Teo

donde n denota el vector normal a lo largo de I'.

89
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Es decir, exigimos que el control tenga un flujo de masas nulo sobre la frontera en la
que ejercemos el control y que ademas este control coincida con el dato incial en el instante
t = 0. La primera condicion es necesaria debido a la incompresibilidad del fluido y la segun-
da condicién se debe a que buscamos que la soluciéon de Navier-Stokes sea suficientemente
regular.

Asi la formulacion del problema de control éptimo es:

Hallar un control g sobre la frontera y un vector velocidad u tales que el coste del funcio-

nal:
I, / [ -ve+ g / / (ol + Bill? + Bolnl?) (6.3)

sea minimo sujeto a que (u,g) satisfacen (6.1)-(6

Donde «, 3, 81, B2 son constantes positivas. El prlmer término es, en realidad, el término
que queremos minimizar; los otros términos han sido introducidos para acotar el control y
probar la existencia de uno éptimo. Asi, podemos manejar el tamano del control gacias a los
coeficientes 3, 81 v .

6.2. Formulacién y analisis de un problema de control
optimo
En lo que sigue consideraremos los siguientes espacios
@)= {ae @) [ g=0)
Q
H™(Q) = L*(0,T; H"(Q)) N H*(0, T3 L*(2)),

curl(H?*)(Q) := {U ceH' (Q): V-v=0, /U-n = O},

HY(T) = {g e H\(I) : /Fg n= 0},
H,y(T.) := Hy(Te) N H,y(Te),

Si tomamos ) acotado de R? con frontera I' € C% Sean u € L*(0,T; H'(Q)) y p €
L*(0,T; L(©)), también llamadas las variables de estado. Sea g € L?(0,T; H!(T.)) con
gt € L*(0,T; L*(T.)). Entonces las variables de estado verifican la formulacién débil de pro-
blema de Navier-Stokes correspondiente, es decir, para casi todo ¢ en [0, T tenemos:

[ (ug,v) + alu,v) + b(u, u,v) + c(v,p) = 0 Vv € H} (),
c(u,q) = 0 Vg € L§(Q),

(u7 S)F = (gas)rc Vs € H_I/Z(F>7

u(0) = ug € curl(H?)(Q),

\
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siendo a(-,-) y b(-, -, ) los operadores ya estudiados en el Capitulo 1 y

c(v,p) == —/ qV v dx.
Q
Podemos dar el siguiente teorema que bajo ciertas hipdtesis sobre el control podemos
asegurar la existencia y unicidad de las variables de estado.

Teorema 6.2.1. Sea Q2 € R? un dominio abierto, acotado con frontera T' de clase C*. En-
tonces si el control g cumple que:

g€ HY*\(D), (6.5)
/Fg -n=0 (6.6)
9(0) = ug |r, (6.7)

eziste una inica u € L*(0,T; H () N L>(0,T; L*()) y una tnica p € L*(0,T; L3(Y)) que
resuelven el problema de Navier-Stokes:

[ (ug, v) + alu,v) + b(u,u,v) + c(v,p) = 0 Yo € HL (),
c(u,q) =0 Vg € L§(2),
(6.8)

u =g sobre T,

u(0) = ug € curl(H?*)(Q),

\

en casi todo t € (0,T). Mds ain,

HUH%?(O,T;Hl(Q)) + ”u”%OO(O,T;LQ(Q)) < C(HQH?{UM(;}) + ”u0||§{1/2(p))7
donde C' es una constante que depende de g.

Asi podemos pasar a definir lo que entenderemos por conjunto de soluciones admisi-
bles A; como

Definicién 6.2.2. Dado T > 0, ug € curl(H*)(Q) yU € Uyq := {U(z,t) € C°([0,T]; H'(Q)) :

Uy —vV2U + (U -V)U € L>(0,T; L*(Q))}. Entonces (u,p, g) es una solucién admisible
para el problema de control éptimo si (u,p,g) € L*(0,T; H'(Q)) x L*(0,T; L3(Q)) x HYY(T,. x
(0,7))NL*0,T; H',(T.)) es solucion de (6.4), el control g satisface las condiciones de com-
patibilidad (6.6) y (6.7) y J(u, g) es finito.

El problema de control puede ser formulado asi:
Dados ug € curl(H*)(Q2) y U € Uyg encontrar (u,p, g) € Aq tal que el control g minimiza
el coste del funcional

T T
_ @ e B 2 2 2
s =5 [ [o-vpf [ @+ (69
Cona76761762>0'

Pasemos a ver que dicho problema de control esta bien planteado y posee solucion.
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Teorema 6.2.3. Dados T > 0 y ug € curl(H?*)(Q), existe una solucion (u,p,g) € Aq del
problema de control (6.9).

Continuemos viendo cudl es la derivada de Gateaux del funcional J y qué condiciones
debemos dar para que exista en toda direccién h. Para ello consideremos el conjunto

G:={ge H"(X)NL*0,T; H',(T') cumpliendo las condiciones (6.6) — (6.7)}.
Teorema 6.2.4. Dados 2 € C?, ug € curl(H?) y g € G, la aplicacién
ulg) : G — 120, T; H'(%))

tiene derwada de Gateauz u, - h en toda direccion h € HY1(X) N L*(0,T; HLy(T)) con h =0
en t = 0. Ademds, w(h) = u, - h € L>(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)) es la solucion del
problema:

( (wy, v) + a(w,v) + b(u,w,v) + c(v,p1) = 0 Yo € HI(Q),

c(w, q) =0 Vg € L§(Q),
(6.10)
(w, s) = (h,s) Vs € H-Y2(T),

w(0) =0 en Q.

\

Teorema 6.2.5. Si (u,p,g) es una solucion dptima para (6.9) entonces la derivada de Ga-
teauz del funcional J se anula en (u,p,g).

Ahora veremos el sistema adjunto linealizado y un resultado de existencia de solucién
para dicho sistema.

Teorema 6.2.6. Si (u, g) es una solucion dptima para el problema de control (6.9), entonces
eziste w € L>°(0,T; H) N L*(0,T;V)) solucion del sistema adjunto linealizado

() + alw,0) + b, v,w) + b, uw) + e(v,0) = alu — U,v) Yo € HY(Q),
c(w,q) =0 Vq € LE(Q),

(6.11)
w =0 sobre I,

w(T) =0 en .

\

Ademds existen dos constantes vy y 71 tales que
/ (vy1w - Yov — oYV - n) =
Le

= —(wy,v) + a(w,v) + b(u, v, w) + b(v,u,w) + c(v,0) — a(u — U,v) Yo € H(Q).



Capitulo 6. Un problema de control para las ecuaciones de Navier-Stokes 93

Finalmente, para obtener la solucion del problema de control 6ptimo, debemos resolver
el sistema de Navier-Stokes:

[ (ug,v) + a(u,v) + b(u, u,v) + c(v,p) = 0 Yo € H}(Q),

c(u,q) =0 Vq € L3(Q),

(6.12)
(U,S)p - <gv S)F Vs € H71/2(F)7
L u(0) = up € curl(H?)(Q);
el sistema adjunto:
([ —(wy,v) + a(w,v) + b(u, v, w) + b(v,u,w) + c(v,0) = a(u — U,v) Yo € H(Q),
c(w,q) = 0Vq € LEQ),
(6.13)

w = 0 sobre I,

w(T) =0 en €

\

y la condicién de optimalidad

(9.7) = Bi(gse. 1) + Ba(gar 7a) + k(1) (n, 1) = Z[(mw, ) — (no, )] ¥r € Hy(T.),

g(0) = ~oug sobre T, (6.14)
9:(T) =0, sobre I',,
g = 0 sobre JI',

| =

donde k(t) viene definida por la condicién de compatibilidad

/Fg -n =0, (6.15)

vy Y vy 71 son las dos constantes que existen por el teorema anterior.

6.3. Semidiscretizacién en tiempo

Ahora pasamos a aproximar el problema de control en tiempo, para ello hacemos una
particién del intervalo [0,7] en N subintervalos de longitud At := T/N. Asi denotamos
¢ = ¢(z) := q(z,t;) para cualquier funcién g.

Entonces las variables de estado, aproximadas, v/ € H(Q) y p’ € Li(Q) satisfacen las

ecuaciones de Navier-Stokes semidiscretas, para j =1,..., N
(W — ™ w) +a(ud,v) + b(u,ulv) + (v, p?) = 0 Vo € H(Q),
c(v/,q) =0 Vg € L§(Q), (6.16)

(W, s)r = (¢, s)r Vs € H_1/2(F),
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siendo u® = ug € curl(H?)(Q).
Anélogamente, tenemos una version semidiscreta para el funcional J

N N
a A . 3 _ A —_—
PV (u,g) = 53 = UIPAL+ £ 3 g7 R A+ Bill g2 e At + Ballg? — &
j=1 j=1
(6.17)
Observemos que si At tiende a 0 el funcional JV tiende al funcional continuo.
Asi el conjunto de soluciones admisibles A4 viene dado por:

Aga = {(u,p,g) € HY(Q) x L3(Q) x H},(T.) tal que es solucién de (6.16),

con ¢° =yug y JV(u, g) acotado }.

Y la formulacién del problema de control semidiscreto es la siguiente:
Dado At =T/N, ug € curl(H?)(Q2) y U € Uyg, entonces (u,p,g) es una solucion dptima

st existe € > 0 tal que
¥ (u,g) < TN (u, ) Vh € HL(9),

cuando ||¢ — h |12,y < € con j = 1,2,...,N. Podemos dar los siguientes teoremas que
aseguran la existencia de solucién.

Teorema 6.3.1. Sea At =T/N yugy € curl(H?)(Q). Si g™ y g estdn uniformemente aco-
tadas en L*(0,T; H'(T.)) y en L*(0,T; L*(T.)), respectivamente. Entonces existe una funcién
u e HY(Q) solucidn de

(W — W) + a(u,v) + b(w, uw,v) + clv,p?) =0 Yo € H} (D),

Ar\!
c(u?,q) =0 Vq € LA(Q),
w = ¢’ sobre T, (6.18)
uw? =0 sobre T'\ T,
u® = g,
ademdas, 4
lv]} < K,

N

>_Ivel|Pat < K,

=1

N
Sl =P < K,
j=1

para j =1,2,..., N y k una constante independiente de At.

Teorema 6.3.2. Dado At =T/N, ug € curl(H*)(Q) y U € U,q entonces existe una solucion
(u,p,g) € Agq de (6.16) tal que g minimiza el coste del funcional J (u, g).
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Se pueden dar resultados de existencia de solucién tanto para el sistema adjunto discreto
como para la condicién de optimalidad discreta y asi tendriamos que la solucion del sistema
de control semidiscreto existe y viene dada por el sistema de Navier-Stokes semidiscreto para
j=12,...,N

(W —w T v) + a(w?, v) 4+ b(u, ul, v) + c(v,p’) = 0 Vo € HJ (),

c(ul,q) =0 Vg e L§(Q),

(w!,s)r = (¢7, s)r, Vs € H-V2(D), (6.19)
uU = Uy,
el sistema adjunto semidiscreto para j =1,2,..., N
[ — (W =™ v) 4 a(w’, v) + b, v,w ) + b(v, ), w ) + (v, 077 = a(u! — U, v)
Vv € H (),

c(w’,q) =0Vq € L3(Q),

w1 = 0 sobre T,

L wY =0 en

(6.20)
y la condicién de optimalidad semidiscreta para j =1,2,..., N — 1
(

(97,71) = 2 (7 =29 + ¢/~ 1) + Ba(gd, me) + K (n,1) = = [(w?, ) — (no?, 7)) ¥r € Hy(Te),

(9]7 TL)F = 07

¢’ =0 sobre I'\ I',

g° = Youg sobre I,

g~ = ¢V~ sobre ...

™| =

(6.21)

6.4. Aproximacién del problema completamente dis-
creto

Ahora ya vamos a ver el problema de control de Navier-Stokes completamente discreto.
Denotemos X" € HY(Q) y S" € L*(Q) los espacios de elementos finitos en los que iremos
aproximando la solucién. También consideremos X[ := X" N H}(Q) y Sk := S n L(Q).
Sobre la frontera consideraremos los siguientes espacios, P* := X" |[pc H™Y2(I') y Q" :=
X" |p.C HY(TL); y Ql i= Q" 1 HLy(€).

Consideremos que se cumplen las siguientes condiciones:

» Hipdtesis de aproximacion:
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Existe un entero [ y una constante C' independiente de h,u y p tal que para todo k con
1 < k <[ tenemos

fnf up, —ully < Ch*|Jullpsr Yu € HYH(Q) N Hy (), (6.22)
up€X
pl’relgh lpn = plly < CR¥||pl) ¥p € H*(2) N L§(<), (6.23)
h

» Condicién inf — sup

Existe una constante C’ independiente de h tal que

V-u
inf  sup Jo.anV - un >C" > 0. (6.24)
0#anes™ g eu,exn [|unll1llgnll

= Propiedad de aproximacién de frontera

Existe un entero k y una constante C” independiente de h y r tal que para todo m con
1 < m < k tenemos

infh ||Th — T| L3(T.) S C”hm_s_l/g||T||Lm+1/2(Q), Vr e Hrlz()(rc)’ 0 S S S 1. (625)

Ther

Entonces las variables de estado, aproximadas, ui € Xhy ML € S’ satisfacen las ecuaciones
de Navier-Stokes discretas, para j =1,..., N
Ait(ui — ")+ a(ul, vn) + b(ud, ul, o) 4 c(un, ph) = 0 Vo, € X7,
el 1) = 0 g € S (6.26)
(up, sn)r = (g, sn)r Vs € Q4

siendo u) = whug € curl(H?)(Q).
Andalogamente, tenemos una version discreta para el funcional J

N N
o - B 4 , o
T ) = 5 57 N~ PAE+ S g 1Bl 02 A+ Bl =1 B
j=1 j=1
(6.27)
con g9 := Thyug.
Observemos que si 7" es un operador de proyeccién sobre X"
Asi el conjunto de soluciones admisibles A, viene dado por:

h

Aga = {(un, pn, gn) € X" x S x Qb tal que es solucién de (6.26),

con gy = myug y J (un, gn) acotado }.

Podemos dar los siguientes teoremas que aseguran la existencia de solucion.
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Teorema 6.4.1. Sea At = T/N y ug € curl(H?)(Q). Si g € HY*(T') y se tienen las condi-
ciones (6.22)-(6.25). Entonces existe una funcion u € X" y p, € SE solucion de

(uh wl o)+ a(ul, v) 4+ b(ul, wl, vn) + c(on, ph) = 0 Yo, € XE,

A_

C(uhaq}L) =0 \V/Qh € ng
?1 = g, sobre I, (6.28)
u) =0 sobre T\ T,
2 7ThU0,

para 3 =1,2,... N.

Teorema 6.4.2. Dado At =T/N, uy € curl(H?)(Q2) y U € U,q entonces existe una solucion
(un, P, gn) € Aaa de (6.26) tal que g minimiza el coste del funcional J} (up, g)-

Se pueden dar resultados de existencia de solucién tanto para el sistema adjunto discreto
como para la condicién de optimalidad discreta y asi tendriamos que la solucion del sistema de
control completamente discreto existe y viene dada por el sistema de Navier-Stokes discreto
para j =1,2,... N

~ (uh — )t op) + alul, vn) + b(ul, ul, vp) + c(vp, pl) = 0 Yo, € XP,

(uh7 Qh) =0 vQh € S(})l7

(ul, sn)r = (g}, sn)r, Vs € PP,
u) = mluy,

(6.29)

el sistema adjunto discreto para 7 =1,2,..., N

1

- (wh wfl_ ,Up) + a(wfl, vp) + b(ui, vh,wi_l) + b(vp, ui, wi_l) + c(vp, ai_l) = a(ufl — Uﬁ,vh)

Y, € X07
(wh’Qh) =0Vg, € Sh(Q)a
= 0 sobre I,
wi =0 en
(6.30)
y la condicién de optimalidad discreta para j =1,2,..., N —1
(i Bl o i -1 i L (0w,
(gh,Th) A2 (gh =29, + g3 ;i) + Ba((gn)ds (rn)2) = B(a_n Th) Vry, € Qo,
J _
(gh’ n)F - O? (631)

g =0 sobre '\ T,

gY = mygug sobre T,

L g,]LV:gh_ sobre I'..

Asi quedaria completamente discretizado el problema de control para las ecuaciones de
Navier-Stokes en dimension dos. A la hora de implementar este problema podemos usar
algoritmos como el algoritmo del gradiente o del gradiente conjugado sobre el funcional J}¥
y asi obtener el control.
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6.4. Aproximacién del problema completamente discreto




Conclusiones

En este trabajo hemos probado varios resultados tedricos sobre las ecuaciones de Navier-
Stokes y el sistema de Boussinesq. Asi hemos conseguido demostrar que ambos poseen una
unica solucion débil en el caso bidimensional y también en el caso tridimensional, si tomamos
datos suficientemente pequenos.

Hemos presentado con detalle las propiedades de regularidad de lo que hemos denomi-
nado solucién débil admisible, véase Definicién 3.1.7. Asi, se ha intentado dar respuesta al
problema que ain permanece abierto sobre la regularidad de la solucion de Navier-Stokes,
véase [3,27]. Para ello, hemos necesitado algunos resultados previos, pero podemos obser-
var que lo relevante de la prueba estd en conseguir buenas cotas (con constantes absolu-
tas o a lo sumo dependientes de un pardmetro ¢) para una serie de términos, entre ellos
lim sup,_, £ Hosa [Vul®.

También hemos querido desarrollar algunos esquemas numéricos que se usan en la practica
para implementar la solucién de estas EDPs.

Una caracteristica importante que poseen los métodos numéricos que hemos presentado
es que son de tipo splitting, tratan de separar las dificultades.

Debemos destacar que todo el estudio que hemos realizado tiene una importante aplicacion
practica tanto en el campo de la implementacién de las ecuaciones como para dar fiabilidad
al modelo frente a otros. Es decir, la aplicacion de los resultados obtenidos se abre al vasto
campo de fenémenos modelados por EDPs no lineales.

También hemos sido capaces de implementar algunos de los esquemas numeéricos estudia-
dos y presentar experiencias numéricas. Asi, hemos estudiado las ecuaciones de Navier-Stokes
en torno a un obstaculo que en la practica podria ser aplicado al movimiento del aire alrededor
del ala de un avion

Por 1ltimo, hemos analizado brevemente un problema de control 6ptimo para las ecua-
ciones de Navier-Stokes en el caso bidmensional y lo hemos discretizado para asi poderlo
implementar numéricamente y hallar un control éptimo.

Quedan muchas cuestiones por estudiar, algunas aun sin respuesta. Por mencionar algu-
nas, podemos preguntarnos qué se puede decir para problemas de control éptimo para las
ecuaciones de Navier-Stokes tridimensionales o para el sistema de Boussinesq y su implemen-
tacién numérica.

También podemos hacernos preguntas en torno a la regularidad de la solucién como: jqué
puede decirse en la Proposicién 1, Proposicién 2 y en el Teorema B si (u,p) es solucién de
algin otro problema similar? ;seguirfamos teniendo que H'(S) = 0 en otros casos?

También podemos preguntarnos ;qué ocurre si cambiamos los cilindros parabdlicos ()" del
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Capitulo 3 por cilindros adecuadamente deformados?, jse podrian mejorar las estimaciones?
O, ; es posible obtener estimaciones del tamano de S a partir de problemas adjuntos? Por
supuesto, ademas de todas estas preguntas también estd la ya mencionada pregunta del
Milenio sobre la regularidad de la solucion.
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