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ABSTRACT

Halmos says that one of the most recalcitrant unsolved problems in operator theory
is the invariant subspace problem. The question has an easy formulation: Does every
bounded linear operator on an infinite dimensional, separable complex Hilbert space
have a nontrivial invariant subspace?

The aim of this work is to present an introduction to the theory of invariant
subspaces, developing some basic notions from functional analysis, the elementary
theory of Banach algebras and the Riesz-Fredholm theory about the spectrum of a
compact operator, in order to finally provide a proof of Lomonosov’s theorem.

Key words and phrases. Banach space, bounded linear operator, compact operator,
commutant of an operator, invariant subspace.






RESUMEN

Halmos dice que uno de los problemas mas recalcitrantes en teoria de operadores es el
problema del subespacio invariante. La cuestion posee un sencillo enunciado: ;Tiene
cualquier operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert separable, complejo e
infinito-dimensional un subespacio invariante no trivial?

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccién a la teoria de los subes-
pacios invariantes, desarrollando algunas nociones béasicas del andlisis funcional, la
teoria elemental de las algebras de Banach y la teoria de Riesz-Fredholm acerca del
espectro de un operador compacto, para poder ofrecer finalmente una demostracién
del teorema de Lomonosov.

Palabras clave. Espacio de Banach, operador lineal y continuo, operador compacto,
conmutante de un operador, subespacio invariante.
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CariTUuLO 0

INTRODUCCION HISTORICA. PRESENTACION DEL PROBLEMA

ice Halmos [4] que uno de los problemas sin resolver més recalcitrantes en teoria
de operadores es el problema del subespacio invariante. La cuestiéon posee un
sencillo enunciado:

¢ Tiene cualquier operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert separable,
complejo e infinito-dimensional un subespacio invariante no trivial?

El origen del problema se remonta a los anos 30 del siglo pasado cuando John von
Neumann, en un trabajo sin publicar, prueba que cualquier operador compacto en un
espacio de Hilbert complejo tiene un subespacio invariante no trivial.

Aronszajn y Smith demuestran en 1954 que cualquier operador completamente
continuo en un espacio de Banach complejo tiene un subespacio invariante no trivial.
Bernstein y Robinson, usando herramientas del anélisis no estdandar, prueban en 1966
que todo operador polinomialmente compacto en un espacio de Hilbert complejo tiene
un subespacio invariante. Ese mismo ano, Halmos proporciona una prueba de este
resultado evitando las técnicas del andlisis no estandar.

Victor Lomonosov, usando el teorema del punto fijo de Schauder, prueba en 1973
que todo operador compacto no nulo en un espacio de Banach complejo posee un
subespacio no trivial que es invariante simultdneamente por todos los operadores que
conmutan con dicho operador. Este resultado aparece como un relampago en un cielo
despejado que conmociona a la comunidad matematica. Lomonosov realiza su prueba
en el caso no lineal, contruyendo de manera muy ingeniosa una cierta funcién para
la cual puede ser aplicado el teorema del punto fijo de Schauder; de manera que los
puntos fijos de esta funcién sean vectores propios del operador.

Wallen, de la Universidad de Hawaii, le conté la prueba de Lomonosov a su estu-
diante de doctorado Hilden. Wallen le propuso a Hilden si seria posible reemplazar
el teorema de Schauder por el teorema del punto fijo de Banach para aplicaciones
contractivas, para asi poder ser expuesta en los cursos introductorios de anélisis fun-
cional. Al cabo de unos dias, Hilden encontré una prueba que no requiere ningun
teorema del punto fijo, ni otro resultado mas alld de nociones elementales de analisis
funcional.

15



16 INTRODUCCION HISTORICA. PRESENTACION DEL PROBLEMA

Scott Brown demuestra en 1978 que cualquier operador subnormal en un espacio
de Hilbert posee un subespacio invariante no trivial.

Per Enflo contruye en 1976 el primer ejemplo de un operador en un espacio de
Banach sin subespacios invariantes no triviales. Este trabajo circula en forma de ma-
nuscrito durante una década hasta que finalmente aparece publicado en 1987. Mien-
tras tanto, Bernard Beauzamy publica una simplificacién de este resultado en 1985,
y Charles Read contruye otro ejemplo, reclamando la autoria sin elegancia ni éxito.

El ejemplo de Per Enflo es un operador sencillo en un espacio de Banach com-
plicado, mientras que el ejemplo de Charles Read es un operador complicado en un
espacio de Banach sencillo.

Para que el lector tenga una idea de la complejidad del trabajo de Per Enflo, la
resena de A. M. Davie para Mathematical Reviews menciona:

La finalizacién exitosa de la tarea de Enflo es un logro notable; sin
embargo, la ultima parte de su articulo es tan impenetrable que esta des-
tinada a ser admirada en vez de ser leida.

Spiros Argyros y Richard Haydon construyen en 2009 un espacio de Banach en
donde cualquier operador se expresa como la suma de un operador escalar y un opera-
dor compacto, y por lo tanto tiene un subespacio invariante no trivial, por el teorema
de Lomonosov.

En la actualidad, se conocen resultados positivos y negativos para una extensa
clase de operadores. Por ejemplo, el teorema espectral [3] proporciona subespacios
hiperinvariantes para un tipo particular de operadores: los operadores normales.

Sin embargo, a dia de hoy, el problema del subespacio invariante para operadores
en espacios de Hilbert permanece abierto.

El objetivo de esta memoria es dar una introduccién a la teoria de los subespacios
invariantes, exponiendo de manera delicada y justa los conceptos necesarios para la
comprensién del teorema de Lomosonov. La filosofia con la que ha sido realizado
este trabajo es el tratamiento de una manera clara de los conceptos que iran siendo
desarrollados, con una variedad de ejemplos que clarifiquen estas ideas, con la finalidad
de que el lector interesado pueda ojear este documento sin la dificultad que puede
llegar a ocasionar el nivel tan alto con el que algunos libros realizan una introduccién
a esta teoria.

En el primer capitulo se presenta una gran miscelanea de resultados de caracter
introductorio al andlisis funcional. El orden del desarrollo del capitulo es el natu-
ral: partiendo del producto escalar surgen los espacios prehilbertianos. También se
consideran espacios de Banach cuya norma no deriva de un producto escalar. Poste-
riormente, se resumen de manera concisa las propiedades de los operadores lineales
continuos para finalizar con dos resultados generales: el teorema de Hanh-Banach y
el principio de acotaciéon uniforme.

En el segundo capitulo se desarrolla adecuadamente un amplia gama de conceptos
que constituyen los pilares sobre los que se sostiene la demostracion del teorema de
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Lomonosov. En la primera seccion, se comienza por definir una estructura algebraica
esencial: la estructura de algebra de Banach. Posteriormente se veran sus propiedades.
A continuacion, se prueba un resultado que garantiza la no vacuidad del espectro de
un elemento, para acabar demostrando la preciosa férmula de Gelfand, que relaciona
dos cantidades enteramente distintas: una algebraica y la otra métrica. La segunda
seccién recoge una presentacién de los operadores compactos y sus caracteristicas
principales, asi como la teoria de Riesz-Fredholm y el estudio del espectro de un
operador compacto para, finalmente, proporcionar un extenso estudio sobre un caso
particular de operadores: los operadores diagonales.

En el tercer capitulo se pone en funcionamiento la artilleria expuesta en los capitu-
los anteriores para demostrar el espectacular teorema de Lomonosov. En la primera
seccién, se define el concepto de invarianza de un subespacio respecto a un operador.
Ademss, se muestran algunos ejemplos que clarifiquen este concepto. En la seccion
posterior, se demuestra finalmente el teorema de Lomonosov para operadores com-
pactos.

Por 1ltimo, se ha decidido incluir un apéndice acerca de la topologia débil, fruto
de la necesidad. En él, se establece la definicién de topologia débil, sus propiedades
elementales y el concepto de convergencia débil. Ademads, se debaten algunas de las
similitudes y diferencias que comparte con la topologia usual en los espacios normados,
para acabar probando un resultado que garantiza la compacidad para la topologia
débil de la bola unidad cerrada de un espacio de Hilbert.



18

INTRODUCCION HISTORICA. PRESENTACION DEL PROBLEMA



CariTUuLO 1

EsPACIOS DE BANACH Y OPERADORES LINEALES CONTINUOS

El capitulo que se presenta recoge una gran misceldnea de resultados de carédcter
introductorio al andlisis funcional. Serd, por tanto, de vital importancia el manejo y
entendimiento de los mismos para una futura comprension de los capitulos posteriores.
Partiendo del producto escalar surgen los espacios prehilbertianos. También se consi-
deran espacios de Banach cuya norma no deriva de un producto escalar. Después, se
resumen de manera concisa las propiedades de los operadores lineales continuos para
finalizar con dos resultados de caracter general.

1.1. PRODUCTOS ESCALARES. ESPACIOS PREHILBERTIANOS

Se comienza con una definicién a partir de la cual se desarrollara el contenido de la
seccién.

Definicién 1.1.1. Sea H un espacio vectorial sobre C. Un producto escalar sobre H
es una aplicacién (-,-): H x H — C sesquilineal y definida positiva, es decir, tal que
para todo a € C y para todo z,y,z € H se verifica:

II.

(
(
L. (o,
(
(

Ademis, un espacio H dotado de un producto escalar se denomida espacio prehilber-
tiano.

A partir de las propiedades que verifica un producto escalar se deducen las dos si-
guientes:

VL (z +y,2) = (z,2) + {y, 2),

19



20 ESPACIOS DE BANACH Y OPERADORES LINEALES CONTINUOS

VIL (x,ay) = a(x,y).

Definicién 1.1.2. Sea H un espacio prehilbertiano y = € H. Se denomina norma
cuadrdtica de x al nimero ||z|| = +/(z,z).

Proposicién 1.1.3. Supdngase que H es un espacio prehilbertiano, que x,y € H y
«a € C. Entonces, se verifica:

L |z =0z =0,

—

L ezl = |af - [|l2[],

I

—

L [(z,9)] < |zl - llyll (desigualdad de Cauchy-Schwarz),

I

<

4yl <zl + llyll - (desigualdad triangular),

<

Nl =yl < llz =yl (desigualdad triangular inversa),

VI |lz+yl2 + lz —yl|2 = 2(|lz]| + |yl)*  (identidad del paralelogramo).

EJEMPLOS 1.1.4. Se muestran algunos ejemplos de productos escalares en espacios
prehilbertianos de dimensién finita e infinita.

» H=CV con
N
<(§17€2)"'7€N)a(n17772’"'777N)> = Zé-nni’ﬂ
n=1

= Si
HZEQ = {(£I7£2a"'):§ieca2|£n|2 <OO}7
n=1

sean x,y € H con © = (§1,&,...) ey = (m1,72,...). Entonces
<x,y> = Zgnmy
n=1

define un producto escalar en £2.

= H=Cla,b]:={f:[a,b] CR— C: f es continua} con
b —_
(f,9) = / f(z)g(x) dz.

= Todo subespacio vectorial de un espacio prehilbertiano es también un espacio
prehilbertiano.
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Teorema 1.1.5. Sea H un espacio prehilbertiano y dendtese por || - || su norma
cuadrdtica. Entonces la funcion

d: HxH — RZQ
(z,y) — d(z,y) =z -y

es una distancia sobre H. Esto es, si x,y,z € H, entonces se verifica:
L d(z,y) = d(y,z),
. d(z,y) < d(z,y) +d(y, 2),
1. d(z,y) =0z =y.
Esta distancia se denomina la distancia cuadrética sobre H.

Una conclusién del teorema anterior es que todo espacio prehilbertiano puede ser
dotado de estructura de espacio topoldgico. Los abiertos en tal topologia serian las
uniones arbitrarias de bolas abiertas

B(z,r):={ye H:dz,y)<r}={yeH:||lz—y| <r}, z€Hr>0 (1.1)

Por ello, tendra sentido hablar de continuidad de aplicaciones que partan de H hacia
cualquier espacio topoldgico, y viceversa. La teoria correspondiente a estas aplicacio-
nes se abordara en secciones posteriores.

Recuérdense algunos conceptos y resultados de indole topolégica. Considérese
(X, d) un espacio métrico.

Definicién 1.1.6. Una sucesion {z,}n,en C X se dice que es convergente cuando
existe un elemento z € X tal que d(x,,z) — 0 a medida que n — oo. Esto es, para
todo € > 0, existe ng = no(e) € N tal que si n > ng entonces d(x,x,) < €. Este
elemento es necesariamente dnico y se denomina el limite de la sucesién {z, }nen.
Usualmente se denota

Im 2z, =2 6 z, — .
n— oo

Se dice que {2, }nen es de Cauchy cuando para todo £ > 0, existe ng = ng(e) € N tal
que si m,n > ng entonces d(x,,,z,) < €.

Proposicion 1.1.7. Toda sucesion convergente es de Cauchy. Sin embargo, el recipro-
co no es cierto.

El espacio (X, d) es completo cuando toda sucesién de Cauchy es convergente.

Proposicién 1.1.8. Supdngase que (X,d) es completo y que A C X. Entonces A es
cerrado si y solo si (A,d) es un espacio métrico completo.

Proposicién 1.1.9. Si H es un espacio prehilbertiano, las aplicaciones (-,-) y || - ||
son continuas.
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La completitud provoca un gran enriquecimiento de las propiedades de un espacio
prehilbertiano. Por ello, estos espacios poseen nombre propio.

Definicién 1.1.10. Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano que es com-
pleto para la distancia cuadrética.

EJjEmpLoOs 1.1.11. s El espacio CV para N > 1 es completo para la distancia
cuadratica proveniente del producto escalar ordinario.

= El espacio #2 con el producto escalar definido anteriormente.

= El espacio L?[a, b] definido como el conjunto cociente £2[a, b]/~ donde

b
L3[a,b] := {f: [a,b)) CR = C :/ |f(2)|?dx < oo}

con la relacién de equivalencia f ~ g & f = g en casi todo, con el producto
escalar

b
(f.9) = / f(2)g(@) da

es un espacio de Hilbert.

k) %k X%

1.2. ORTOGONALIDAD
Sea H un espacio de prehilbertiano. Un conjunto {e,},er C H se denominard

ortonormal cuando (e, e,) = §,,. Ademés, si x € H, se denominard serie de Fourier
asociada a z respecto del sistema ortonomal {e, },en a la serie

oo
Z(z, €n)en.
n=1

Un ejemplo intuitivo de sistema ortonormal en 2 es el conjunto {tu, },en, donde

@
u; ={0,0,...,0, 1,0,0,... }.

Otro ejemplo es el conocido sistema trigonométrico, un sistema ortonormal sobre
L?[—m, 7] que consiste en

in(z+m) .
—ce :neN3.
{\/27r }
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Teorema 1.2.1. Sean H un espacio prehilbertiano, x € H y {en}tnen un sistema
ortonormal en H. Se verifica:

1. (Desigualdad de Bessel) Z (z, en))? < |z

n=1

1. (Identidad de Parseval) La serie de Fourier asociada a x converge hacia x si y

solo si
oo
> s en)? = |||
n=1

1. Si H es de Hilbert, entonces la serie de Fourier asociada a T es convergente.

Conviene recordar ahora que si A C H es un subconjunto de un espacio prehil-
bertiano H, se denotara por A al conjunto

{y € H : {z,y) = 0 para cada x € A},
y se le conoce como el complemento ortogonal de A.

Teorema 1.2.2. Sea {e,}nen un sistema ortonormal en un espacio prehilbertiano
H. Las siguientes aserciones son equivalentes:

1. Bl sistema {en}nen es completo, i.e., la identidad de Parseval se cumple para
todo x € H.

11. Cada elemento de H es la serie de Fourier respecto del sistema {e,}nen.
1. FEl sistema {e, }nen es total, i.e., se verifica que Span{e, : n € N} = H.

Ademds, si H es de Hilbert, entonces las siguientes aserciones son equivalentes a cada
una de las siguientes:

v. {e, :n € N}+ = {0}.

V. El sistema {en tnen €s mazximal, i.e., no existe otro sistema ortonormal que lo
contenga estrictamente.

Un sistema ortonormal es una base ortonormal si se verifica que todo elemento se
escribe como su serie de Fourier, o cualquiera de las aserciones equivalentes descritas
de acuerdo con el Teorema 1.2.2.

Definicién 1.2.3. Si H es un espacio de Hilbert, se dird que separable si contiene un
subconjunto denso y numerable.

El concepto de separabilidad puede generalizarse a espacios topolégicos. En el caso
de los espacios de Hilbert se tiene una hermosa caracterizacién.
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Teorema 1.2.4. Un espacio de Hilbert es separable si y solo si contiene una base
ortonormal.

* ok ok

1.3. ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH

La motivacién del siguiente concepto es la necesidad de cuantificar cada elemento
de un espacio vectorial.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una funcién || - ||: X — R es
una norma sobre X si para todo x,y € X y para todo a € C se verifica:

L ||z|]| >0,
I |z =0< 2 =0,
ur flaz| = [af - [lz|,
. [z +y| < [lzll + [yl
Se dird que un espacio vectorial es un espacio normado si estd dotado de una norma.

EJEMPLOS 1.3.2. = Todo espacio prehilbertiano es un espacio normado con la
norma cuadratica.

» En CV para N > 1 se tienen dos normas conocidas. Para exponer una de ellas,
debe conocerse la desigualdad de Hélder; ésta establece quesi &y, ... EN, N1, .-, N
son numeros complejos, entonces

1/q

N N p , N
Z|@m|s<2|&|”) (zw) |
=1 =1 =1

para ¢ > 1 el tnico nimero tal que 1/p+1/g = 1.
A partir de esta, se puede probar la desigualdad de Minkowski, una generaliza-
cién de la desigualdad triangular,

N 1/p N 1/p N 1/q
<Z|§z‘+m|p> < <Z|§ip> + <Z|77i|q> :
=1 =1 =1

Asi, la aplicacién

N 1/p
T = (€. 6n) > el = (Z |&|p>

i=1
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es una norma en CV, ya que proporciona la desigualdad
2+ yllp < llzllp + llyllp-
También lo es la aplicacién
x=(&,..,&n) = ||2|loo = i:r{lé%N €]

Los espacios P para p € [1,00), formados por las sucesiones z = {&,}nen de
numeros complejos tales que

oo
D Jgnl? < oo,
n=1

forman un espacio normado con la norma

oo 1/p
[[]]p := (Z I£n|p> :
n=1

La justificacion se basa en la desigualdad de Minkowski expuesta en el ejemplo
anterior, ya que facilmente tomando n — oo se prueba que (P es un espacio
vectorial, y que efectivamente || - ||, es una norma para él.

De manera angloga que el apartado anterior, los espacios LP[a,b] son espacios
normados con la norma

I llp: LP[a,b] — R

b 1/p
;o ||f|p=</ |f|p> .

Es 1til la conocida desigualdad de Hélder en el caso integral

b b 1/p b 1/q
[ Isogtoldr < ( / If(t)l”dt> ( / g<t>th> ,

donde ¢ > 1 es el exponente conjugado de p > 1, i.e., el inico nimero tal que
1/p+1/q = 1. La desigualdad de Minkowski

b 1/p b 1/p b 1/p
||f+g||p=< / |f+g|”> s( / |f|p> ( / |g|p> = 1l + gl

donde 1 < p < oo.
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Usualmente {&, }nen 0 bien (£1,&3,...) denotard a una sucesién. El motivo es que
a veces es convienente entender a una sucesion como un vector con una cantidad
infinita (numerable) de elementos.

Ya se vio que una norma || - || puede inducir una distancia, de acuerdo con el
Teorema 1.1.5. La existencia de esta distancia natural en un espacio normado permite
hablar de completitud.

Definicién 1.3.3. Un espacio normado es un espacio de Banach si es completo para
la distancia inducida por su norma.

EJEMPLOS 1.3.4. = Los espacios
co={(&1,6.-.) 1 & €C, lim & =0}

n—oo

y

o= {660 ) 16 € Cowpl| < o0

neN

son espacios de Banach con la norma || - ||». Basta notar que C es un espacio

completo y que si una sucesién es de Cauchy para la norma || - ||, entonces

cada sucesion componente debe ser de Cauchy en C. Por el contrario, el espacio
coo de las sucesiones que son nulas a partir de cierto término no es completo,
ya que la sucesién

(1,0,0,...)
(1,1/2,0,0,...)
x5 =(1,1/2,1/3,0,...)

€1

T2

an = (1,1/2,1/3,...,1/n,0,...)

es de Cauchy pero no converge hacia un elemento de cgq.
= LP[a,b] para 1 < p < 0o es un espacio de Banach.

= El espacio Cla,b] con la norma cuadrética no es completo. En cambio, es de
Banach con la norma del supremo. Para comprobarlo, nétense los dos siguientes
hechos:

e La condicién de Cauchy de convergencia uniforme: una sucesion { f,, }nen
converge uniformemente a alguna funcién f: [a,b] — C si y solo si, dado
e > 0, existe ng = ng(e) € N tal que |f(x) — fu(x)| < e para todo
m,n > ng y todo x € [a, b].
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e La convergencia uniforme conserva la continuidad.

Teorema 1.3.5. Sea X un espacio normado e Y un subespacio vectorial de X. En-
tonces, Y es un subespacio vectorial de X. Ademds, si X es de Banach e Y es cerrado,
entonces Y es un espacio de Banach.

* %k %

1.4. OPERADORES LINEALES CONTINUOS. ESPACIO DUAL

Se denotard por || -|| la norma del espacio de salida como el llegada, siempre y cuando
no dé lugar a confusion.

Teorema 1.4.1 (Caracterizacién de continuidad de operadores lineales). Sean X e
Y espacios normados y T: X — Y una aplicacion lineal. Son equivalentes:

I. T es continua en el origen.
11. T es continua.
1i. T es uniformemente continua.
1v. Existe M > 0 tal que |Tz|| < M||z|| para todo x € X.

El teorema anterior asegura que un operador lineal entre espacios normados es
continuo si y solo si es acotado. Posteriormente, se usaran alternativamente los con-
ceptos de continuo y acotado. Este término proviene de la observaciéon de que los
operadores lineales continuos envian conjuntos acotados en conjuntos acotados. En
efecto, sea A C X es un conjunto acotado. Entonces, existe un radio » > 0 tal que
A C B(0,7). Ahora bien, si T: X — Y es un operador lineal entre espacios normados
yreA,

ITe| < Mlle| < M,

por lo que T(A) C B(0, Mr). Esto prueba que T(A) es acotado.

Si X e Y son dos espacios normados, se denotard por B(X,Y) el espacio vectorial
de todas las aplicaciones lineales y continuas de X en Y. En el caso de B(X,C), se
llama espacio dual de X, se denota por X*; en el caso en el que B(X, X) se denotara
abreviadamente por B(X). En el Apéndice A se habla de otro tipo de convergencia,
relacionada intimamente con el espacio dual.

El teorema anterior motiva el concepto de norma de un operador lineal.

Teorema 1.4.2. Sean X e Y dos espacios normados. Para cada T € B(X,Y), se
define

HT::am{”““:xeX\ﬂn}zmmmTﬂ:wm=1y

]
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Entonces, || - || es una norma sobre B(X,Y). Ademds,
IT)] = min{M >0: ||Tz|| < M||z|| para todo x € X}.
Proposicién 1.4.3. Si Y es de Banach entonces B(X,Y') es de Banach.

Corolario 1.4.4. Sea X un espacio normado, entonces X* es un espacio de Banach.

kX ok ok

1.5. EL TEOREMA DE HAHN-BANACH. PRINCIPIO DE ACOTACION UNIFORME
Teorema 1.5.1 (Hahn-Banach). Si M es un subespacio de un espacio normado X
y A € M*, entonces A puede extenderse a un elemento A € X* tal que |Al| = ||A].

Corolario 1.5.2. Si X es un espacio normado y xo € X \ {0}, existe un elemento
A e X* con |Al| =1 tal que A(zg) = ||xo]|-

Ya se conoce que X* es siempre un espacio de Banach, independientemente de
si X lo es. Una de las consecuencias del Corolario 1.5.2 es que X™* no es el espacio
vectorial trivial (i.e., X* # 0) si X tampoco lo es. De hecho, X* “separa puntos” de
X. Esto significa que si 1 # x5 en X entonces existe un elemento A € X* tal que
A(z1) # A(z2). Para probarlo, basta tomar

Lo =22 — I1

en el Corolario 1.5.2.
Otra consecuencia es que, para x € X,

2] = sup{[A(2) - A € X*, [|A]] = 1}.

Entonces, para cada x € X fijado, la aplicacién A — A(z) es un elemento de X*,
cuya norma es precisamente ||z||.

Se finaliza el capitulo con el principio de acotacién uniforme, un resultado ttil en
el que se ve reflejada, nuevamente, la importancia de la completitud de un espacio.

Teorema 1.5.3 (Banach-Steinhaus o principio de acotacién uniforme). Sea X un
espacio de Banach, Y un espacio normado y F C B(X,Y). Son equivalentes:

1. La familia F estd puntualmente acotada, i.e.,

sup || f(z)|| < oo, para cada x € X.
fer
1. La familia F estd uniformemente acotada, esto es, sup ;¢ x || f|| < oo.

* ok ok



CAPITULO 2

TEORIA ESPECTRAL ELEMENTAL

Una vez expuestos algunos resultados basicos del andlisis funcional, el objetivo de
este capitulo es exponer los resultados que son requeridos en la prueba del teorema de
Lomonosov. En la primera seccién, se comienza por definir una estructura algebraica
esencial: la estructura de algebra de Banach. Posteriormente se veran sus propiedades.
A continuacién, se probard un resultado que garantiza la no vacuidad del espectro de
un elemento, para acabar demostrando la preciosa formula de Gelfand, que relaciona
dos cantidades enteramente distintas: una algebraica y la otra métrica. La segunda
seccion recoge una presentaciéon de los operadores compactos y sus caracteristicas
principales, asi como la teoria de Riesz-Fredholm y el estudio del espectro de un
operador compacto para, finalmente, proporcionar un extenso estudio sobre un caso
particular de operadores, los operadores diagonales.

2.1. ALGEBRAS DE BANACH

2.1.1. INTRODUCCION

Un dlgebra compleja es un espacio vectorial complejo A con un producto que es
asociativo y distributivo, es decir,

a(be) = (ab)e, (a+b)c=ab+ac, a(b+c)=ab+ ac, (2.1)
para cualesquiera a, b, c € A. Ademads, se verifica
a(ab) = a(ab) = (aa)b, (2.2)

para cada a,b € Ay a € C. Si existe una norma definida en A que lo convierte en un
espacio normado y se satisface la desigualdad

llabll < llall - Il a,b € A, (2.3)

entonces se dice que A es un dlgebra compleja normada. Si, ademéds, A es un espacio
de Banach, se convendra en decir que A es un dlgebra de Banach.

29
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La desigualdad (2.3) convierte a la multiplicacién en una operacién continua. Esto
es, si a, — a'y b, — b, entonces a, b, — ab; la cual se sigue de (2.3) y de la identidad

anb, —ab = (an — a)b, + a(b —by).
En efecto,

|anbn — abl| = |[(an — a)bn + a(b — by)|
< |[(an — a)by|| + lla(b — by)||
< llan —all - |bn]l + llal - [[b = ba|| — 0,

puesto que al ser {b, },cn una sucesién convergente, existe una constante M > 0 tal
que ||b,|| < M para todo n € N.

Observacion 2.1.1. Nétese que no se ha requerido la conmutatividad de A, y se
prescindira de ella siempre y cuando no sea previamente establecido explicitamente.

En lo que sigue, se asumird que A posee elemento unidad. Esto es, existe un
elemento e € A tal que
ae=ea=a, VacA.

A partir de su definicién es ficil ver que éste es unico (¢/ = e’e =€) y que |le]| > 1,
por (2.3). Ademés, se asumird que

llefl = 1.

Definicién 2.1.2. En las condiciones precedentes, se dird que un elemento a € A es
invertible si a tiene un inverso en A, i.e., si existe un elemento a~! € A tal que

Nuevamente, es claro que cada elemento no posee mas de un inverso. En efecto, si
afl y Gy ! fueran inversos de a,

-1 —1 -1 _ -1
aa, = € = a0y :>a1 =aq .

Ademds, si a v b son invertibles en A, también lo son a~' y ab, basta recordar que
(ab)~! = b~ta~!. Cabe destacar que los elementos invertibles poseen estructura de
grupo respecto a la operacién de multiplicacion.

EJeEmpLO 2.1.3. El dlgebra B(X), con elemento unidad I, de todos los operadores
lineales y acotados en un espacio de Banach X, con

[ Az|

(Ar+ A2)(a) = Ar(e) + A2(@). (Arde)(w) = Ar(Ae(e)), 1Al = swp St
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si A, A; y As € B(X).
Las propiedades descritas en (2.1) y (2.2) son inmediatas, por lo que sélo es nece-
sario probar (2.3). Para ello, se tiene,

| A1 Az ||
sup ———
zeX\{0} H33||
[As]] - | Aoz||
zex\{0} [l
[ Al - [[ A2l - =]l

zeXx\{0} [l

[ A1 Azl

IA

N

= ||A1|| : ||A2H

Definicién 2.1.4. Sea A un dlgebra de Banach compleja. El espectro de un elemento
a € A, denotado por o(a), es el conjunto de los niimeros complejos A tales que a — Ae
no es invertible. Esto es,

o(a) :={X\ € C:a— Ae no es invertible}.

Observacion 2.1.5. La teoria de las dlgebras de Banach contiene una gran variedad
de resutados que conectan propiedades algebraicas y topoldgicas. Se conoce que hay
una relacién intima entre las algebras de Banach y las funciones holomorfas, e.g., la
prueba mas elemental de que el espectro de un elemento es no vacio depende del
teorema de Liouville para las funciones enteras. Esta es la razoén principal por la
cual las algebras de Banach complejas poseen mayor riqueza que las reales, y por
consiguiente, se restringird la atencién a las primeras.

2.1.2. LOS ELEMENTOS INVERTIBLES

En este apartado A denotard un algebra de Banach compleja con unidad e, y G el
conjunto de todos los elementos invertibles de A.

Se comienza con un teorema que muestra que las dlgebras de Banach complejas
poseen un comportamiento similar a espacios ya conocidos, asi como que los elementos
de la forma e+x € A para cada x € A “pequeno” tienen inversa; y de hecho, se conoce
la expresion explicita de ésta.

Teorema 2.1.6. Sea x € A, con ||z|| < 1, entonces e+ z € G,

(e+a)™h = (-1)"a", (2.4)

le+2) ™t —e+a| < m (2.5)
I Edl
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DEMOSTRACION. En primer lugar, nétese que de la desigualdad multiplicativa (2.3)
implica que [|z™|| < ||z||™. Si se denota

sy=e—xz4+2>— 4 (=1)NzV,
se sigue que {sy}nen es una sucesién de Cauchy en A. En efecto, para e > 0, si k y

m son dos numeros naturales arbitrarios, se tiene

m

Z (_1)kxn
n=k+1

> ezl

n=k+1
7 ||x||k+1 _ ||$||m+k+1

1= [||

l[8m — skl

AN

<e€

siempre que k,m > Ny para un Ny € N suficientemente grande.
La completitud de A asegura que la serie (2.4) coverge a un elemento y € A. Ahora
bien, dado que la multiplicacién es continua, ||z|| < 1 por hipdtesis y

(e+x)sy =e+ (—=1)VNaN T = sy(e + 1),

se tiene (e+x)y = e = y(e+x). Esto proporciona la identidad (2.4), y (2.5) se obtiene
de

oo

> (=nra”

00
<D la"|
n=2

e 2
E: €T
n=2

como se deseaba. O

e +2)™" —e+af =

El siguiente resultado, a pesar de parecer a priori poco 1til, proporcionara varios
corolarios substanciales. Ademaés, se podra desembocar en un resultado que asegura
la compacidad del espectro de un elemento.

Teorema 2.1.7. Supéngase x € G con ||z71|| = 1/a y h € A tal que |h|| = B8 < a.
Entonces, x + h € G, y ademds

2
[(z+e) ' —z 4o tha™t < 5 p (2.6)

a?(a—p)
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DEMOSTRACION. El elemento 1A verifica

B

|z~ Al < = <1,
Q

por la desigualdad multiplicativa; y por el Teorema 2.1.6, ¢ + 2~ 'h € G. Por otra
parte, es claro que x + h € G, pues basta notar que

r+h=2x(le+z'h)
y recordar que el producto de elementos invertibles es invertible con
(x+h)t=(e+ath) ot

En consecuencia, usando la desigualdad (2.5) para el elemento 2~ 'h,

(x4 h)’1 —z! +x*1hx’1|| =||[(e + :vflh)’1 —e+ xilh]x’lﬂ
E -
2
S 2ﬁ77
a?(a— )
como se deseaba demostrar. O

Corolario 2.1.8. G es un conjunto abierto, y la aplicacion x — ! es un homeo-
morfismo de G en si mismo.

DEMOSTRACION. Considérese x € G, entonces,
I +m)~ =27 <@+ h)7 =27 + a7 ha ™| + [la 7 ha T —— 0,
[hll—0
y por tanto la aplicacién 2 — x~! es continua. Para concluir, basta notar que se
aplica de elementos invertibles en ellos mismos, y al ser su propia inversa es un ho-
meomorfismo. O

Corolario 2.1.9. La aplicacion x — x~' es diferenciable. De hecho, su diferencial
en cualquier punto x € G es el operador lineal que a cada h € A le asocia —x~hx™!.

DEMOSTRACION. En virtud de la desigualdad (2.6), para cada = € G fijado,

lw+m) " —a e tha ]
] = a2(a—[[Al) i

En consecuencia, la aplicaciéon que a cada h € A le asocia —z~'hz~! es la dife-
rencial de la aplicacién x — z 1. O
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Noétese que esto podria haberse deducido del Corolario 2.1.8. Esta nocién de di-
ferencial queda establecida en cualquier vectorial normado. En caso de suponer que

A es conmutativo, la diferencial definida anteriormente asigna —z~2h a cada h € A,

hecho que coincide con la derivada usual de la funcién holomorfa z =1, que es —z72.

Teorema 2.1.10. Para cada x € A, se verifica:

I. Si A€ o(x), entonces |A| < ||z||. Esto es, se satisface la inclusion
o(z) € DO, [l]). (2.7)

II. o(x) es compacto.

DEMOSTRACION.  La prueba original de la primera asercién se encuentra en [8];
una alternativa, en un caso mds particular, se recoge en [1]. La peculiaridad de la
demostracion es la aparicién del teorema del punto fijo de Banach.

Supéngase que A = B(X) para un espacio de Banach X, y considérese T' € B(X)
y A € C tal que |A| > ||T]|. Se compueba que entonces T'— Al es biyectivo.

Dado zg € X, la ecuacién Tu — A\u = xg, o equivalentemente, u = A\~ (Tu — x¢)
tiene una unica solucién si la aplicacién

G(u) == X" Tu — z0)

tiene un unico punto fijo. Para ello, basta probar que esta aplicacién es contractiva,
i.e., existe una contante v € (0, 1) tal que

|Tu—Tv|| <v|lu—v|, Yu,velX.
Pero esto es cierto, puesto que si u,v € X,

1 1 T
|ITu —Tvl| = H/\ (Tu — xy) — X(TU — xO)H < |)\|”||u -,
T
donde w < 1 por hipédtesis.

Para probar que o(x) es compacto, es suficiente probar que es suficiente probar
que es cerrado y acotado, en virtud del teorema de Heine-Borel.
Es claro que es acotado, pues acaba de probarse la inclusién (2.7). Para ver que es
cerrado, notar que:

= A€o(x) e x— Aeé G, por definicién.
= G¢ es el complementario de un conjunto abierto, en virtud del Corolario 2.1.8.

= La aplicacién eig: C — A tal que A — eig(\) = = — Ae es continua.
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Esto conduce a concluir que el conjunto
eig (G)={ eC:z—-Xeg¢g G} CC

es un conjunto cerrado, al ser la imagen inversa de un conjunto cerrado por una
aplicacién continua. O

Teorema 2.1.11. Sea ®: A — C un operador lineal y acotado. Para x € A fijado,
definase
f:C\o(z) — C
A — f(A) =@ — Xe)TY].

Entonces la funcion f es holomorfa y f(\) B 0.

— 00
DEMOSTRACION. Para A ¢ o(z), apliquese el Teorema 2.1.7 con z — Ae en lugar de
xy (A= p)e en lugar de h. Se tiene entonces que existe una constante C' = C(x, \, )

tal que
l(x— pe) ™" = (@ = Ae) " + (A= )@ — Ae) 2] < CIA — .

Esto es, si p — A,
(x—pe) b —(x—=Xe) '+ (A —p)(z—Ae) 2 —0,
o equivalentemente,
(x—pe)™t — (z—e)™*
—(A=p)
Ahora bien, si se aplica ®, por su linealidad y continuidad se desprende que

fp) = f(N)
w—A

— (z—Xe) ™2

— ®[(z — Ae) 2.

Asi, f es diferenciable (y por tanto holomorfa) en C\ o(z). Finalmente, si A — oo,

T -1
M) =@z —Xe) =@ ()\ - e) ] — P(—e)
y por tanto
lim f(\) =0,
A—00
como se deseaba probar. O

Teorema 2.1.12. Para cada z € A, o(x) es no vacio.
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DEMOSTRACION.  Fijese z € A, y fijese A\g ¢ o(x). Entonces (z — Age) ™! # 0, y el
Corolario 1.5.2 implica la existencia de un operador ®: A — C lineal y acotado tal
que

@ [(z — Aoe) '] = ||(z — Xoe) || £ 0.

Siguiendo notacion del Teorema 2.1.11, si se define
FO) = @[z = re)7'],

entonces f(Ag) # 0.

Si o(x) fuese vacio, el Teorema 2.1.11 implicaria que f es una funcién entera que
tiende a 0 en el infinito, entonces f = 0 por el teorema de Liouville. Esto contradice
el hecho de f(A\g) # 0. Por tanto, o(x) es no vacio. O

Observacion 2.1.13. En dimension finita, el teorema fundamental del dlgebra ase-
gura que todo polinomio de grado positivo posee al menos una raiz, real o compleja.
Por ello, es la herramienta que asegura que el espectro de un endomorfismo complejo
es no vacio. En efecto, sea A: CN — C¥ para N > 1 una aplicacién lineal, y denétese
por P(\) su polinomio caracteristico

P(X) :=det(A — AI).

Entonces, se conoce que existe al menos un Ay € C tal que P()\g) = 0. Por ello, dado
que det(A—Aol) = 0, se concluye que la matriz A — Aol no es invertible. Por tanto, Ag
pertenece al espectro de A. En conclusién, se puede entender el teorema de Liouville
como una generalizacién del teorema fundamental del dlgebra.

Observacion 2.1.14. Nétese que para la prueba de que el espectro de un elemento
sea no vacio ha sido fundamental tener las hipoétesis del teorema de Liouville. Sin
embargo, en algebras de Banach reales hay elementos cuyo espectro es el vacio. Por
ejemplo, en las condiciones del Ejemplo 2.1.3, si X = R? se puede definir la aplicacién
lineal y continua A € B(X) cuya representacién matricial respecto la base canénica

estdndar sea
0 -1
1 0/

Entonces, su polinomio caracteristico
P(\) =det(A—X)=X+1
no tiene raices reales. Por tanto, o(A) = (.

Definicién 2.1.15. Para cualquier elemento x € A, se define su radio espectral, p(x),
como el radio del menor disco cerrado centrado en el origen que contiene a o(z), i.e.,

p(x) :=sup{|A\| : A € o(x)}.
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Teorema 2.1.16 (Férmula del radio espectral de Gelfand). Para cada x € A,
p(x) = lim |lz" ("™, (2.8)
n—oo
Para la prueba, se hara uso del siguiente lema, que muestra un propiedad acerca
del espectro de la potencia de un elemento.
Lema 2.1.17. Sea x € A y n un entero positivo, si A € o(x) entonces \" € o(x™).

DEMOSTRACION. Fijado x € A, sea m un entero positivo, A € C y asumase que
A" ¢ o(a™). Se tiene,

2" = Nle= (z—Ae)(2" L+ Az 4 A Re). (2.9)

Multiplicando cada miembro de (2.9) por (z" — A")~!, se muestra que x — Ae es
invertible, y por ello A ¢ o(z).
Este razonamiento prueba que

A" ¢ o(z") = A ¢ o(z),
y por consiguiente, su contrarreciproco establece que
A€o(z)= A" €o(z"), ¥YneN,

como se deseaba. O

Se procede ahora a desarrollar la demostraciéon del teorema principal de esta sec-
cién.
DEMOSTRACION. (TEOREMA 2.1.16) Siz € Ay X € o(z), se sigue del lema previo
que A" € g(a™). El Teorema 2.1.10 expone que

A" = A" < [l="I,

luego
A< [l

Tomando infimos y supremos en cada miembro de la desigualdad, respectivamente,
se obtiene
p(z) < liminf ||z™||*/". (2.10)
n—oo

Ahora, si [A| > ||z, entonces |[A~'z|| < 1, por lo que aplicando el Teorema 2.1.6
(para el elemento —\~1z), se tiene

(e—X"to)"t = Z A"z,
n=0
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0, equivalentemente,
o0

—(x—=Ae)Tt =) AT, (2.11)

n=0

Dendtese ahora por & un operador lineal y acotado en A y definase f como en el
Teorema 2.1.11. Por (2.11), tal expansién

FO) ==Y A" 1o ()
n=0

es valida para todo A tal que |A| > ||z||. Por el Teorema 2.1.11, f es holomorfa fuera
de o(x), y entonces en el conjunto {A : |A| > p(x)}. Asi, la serie de potencias (2.11)
converge si |A| > p(z). En particular,

sup [P(AT"z")| < oo si|A] > p(z), (2.12)

para cada operador ®: A — C lineal y acotado.

Una consecuencia del teorema de Hanh-Banach (ver Seccién 1.5) establece que la
norma de cualquier elemento de A es la misma como su norma como operador lineal
y acotado en el espacio dual de A. Como (2.12) se verifica para todo ®, se puede
aplicar el teorema de Banach-Steinhaus (ver Seccién 1.5) y concluir que cada A con
[A] > p(x) existe un ntmero real C(\) tal que

(A """ < C(N), meN (2.13)
Multiplicando (2.13) por |A|™ y tomando raices n-ésimas se llega a
l2" Y™ < AICY™, neN,

si |A| > p(z), y entonces

limsup [|z"||*™ < p(z). (2.14)
n— oo
Finalmente, (2.10) y (2.14) desembocan en la igualdad (2.8). O

Observacién 2.1.18. Si un elemento de A es o no un invertible en A es una cues-
tién puramente algebraica. Por ello, tanto el espectro como el radio espectral de un
elemento estdan definidos en términos de la estructura algebraica de A, independiente-
mente de cualquier consideraciéon métrica o topoldgica. El limite en el enunciado del
Teorema 2.1.16, por el contrario, depende de las propiedades métricas de A. Esta es
una de las grandes caracteristicas del teorema: afirma la igualdad de dos cantitades
que surgen de dos ramas enteramente distintas.

Observacion 2.1.19. El dlgebra inicial puede ser una subdlgebra de un dlgebra de
Banach &, y entonces puede ocurrir que algin z € A no sea invertible en A pero lo sea
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en &£. Por tanto, el espectro de = depende del dlgebra donde se aloje; con la notacién
habitual, se tiene que

oe(x) Coalx).

Sin embargo, el radio espectral de = no es afectado por ese cambio, ya que el
Teorema 2.1.16 asegura que puede ser expresado mediante las propiedades métricas
de las potencias de x, y éstas son independientes de lo que ocurre fuera de A.

kX %k k

2.2. OPERADORES COMPACTOS

2.2.1. DEFINICIONES. PROPIEDADES ELEMENTALES

En esta subseccién X e Y seran dos espacios de Banach sobre el cuerpo C. A menudo
se hard uso de la notacién By := {x € X : ||z| < 1}.

Es conveniente recordar algunos resultados de indole topolégica. Si X es un espacio
métrico, un conjunto A C X es relativamente compacto si toda sucesién en A posee
una subsucesién convergente en X , o equivalentemente en espacios métricos, que
su clausura sea compacta. Se dice que es secuencialmente compacto si la subsucesion
converge hacia un elemento de A. Ademsds, se dice que A es totalmente acotado cuando
para todo r > 0 existen unos elementos xy,...,x, € X tales que

AC CJ B(zi,r).
i=1

Por ultimo, se dice que A es compacto si de todo recubrimiento abierto de A se puede
extraer un subrecubrimiento abierto y finito de A. En los espacios métricos completos
ser totalmente acotado, ser compacto y ser secuencialmente compacto son propiedades
son equivalentes.

Se comienza con la definicién de compacidad de un operador lineal y continuo.

Definicién 2.2.1. Un operador T' € B(X,Y) es compacto si cada conjunto acotado
A C X lo transforma en un conjunto relativamente compacto, i.e., que T(A) es
compacto. El conjunto de los operados compactos se designa por K(X,Y), y como es
habitual, se denotara por K(X) al espacio K(X, X).

El siguiente resultado proporciona una satisfactoria caracterizacién sobre la com-
pacidad de un operador lineal y continuo.

Proposicién 2.2.2. Un operador T € B(X,Y) es compacto si y solo si T(Bx) es
un conjunto relativamente compacto.
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DEMOSTRACION. Considérese un operador T': X — Y lineal y continuo. Se procede
a probar ambas implicaciones.

Es claro, puesto que T'(Bx) es relativamente compacto si Bx es un conjunto
acotado, lo cual es cierto.

Por hipdtesis, si

{wn}nen C Bx = {w € X : [Jw|| < 1},

la sucesién {Twy, pnen posee una subsucesion {Twy,, }ren convergente.

En primer lugar, ndtese que una sucesién {x, }neny C X es convergente si y solo la
sucesion {ax, }neny C X es convergente (no necesariamente hacia el mismo elemento)
para todo o € C\ {0}. En particular, es cierto para una sucesién contenida en un
conjunto acotado

{Zn}nen T A C B(O,7).

Sin pérdida de rigor, puede asumirse entonces considerar la nueva sucesién {r~tx, },en
donde r > 0 el radio de una bola que contiene a A. Esta sucesién comparte el mismo
caracter convergente que la sucesién original.

Finalmente, la sucesién {Tr 1z, },en posee una subsucesién convergente, ya que

{r_lxn}nEN C BX

dad() que
1 In 7 || Tn 7 r = [)ala t() oneE 5
1 < 1 < 1 ] ] N

como se deseaba probar. O

Una clase importante de operadores compactos la forman ciertos operadores inte-
grales, una gama mads general se describe en [4]. En el siguiente ejemplo se describen,
y se expone la demostracion de su compacidad.

EJEMPLO 2.2.3. Témese X = L?[0,1], el operador T: X — X definido por

(Tf)(x) = / k(. y) () d,

donde k € C([0,1] x [0,1]), es compacto.

Para probarlo, se comprobard que T'(Bx ) es compacto es un subconjunto compacto
de C[0,1] con la norma del supremo, esto permitird asegurar que de toda sucesién de
T(Bx) puede extraerse una subsucesién convergente para la norma del espacio X.

El arma fundamental para desarrollar la prueba sera el teorema de Ascoli-Arzela,
por lo que basta ver que es un conjunto cerrado, acotado y equicontinuo.

Es claro que es cerrado, se prueba a continuacion que es acotado y equicontinuo, en
orden. acotado, i.e., existe una constante finita M > 0 tal que

ITflloc <M, VfeBx.
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En efecto, dado f € By, es inmediato que T'f € C]0,1]. Ademés,

1
ITfllw < sup / lk(z, )| - [f(y)ldy < sup  |k(z,y)| = [[kllo
ze0,1] Jo (z,y)€0,1]2

y en cualquier caso, T(Bx) es un conjunto acotado.
Una familia F C C[a,b] se dice que es equicontinua si para todo ¢ > 0 existe
0 =4(g) > 0 tal que para x e y € [a, ]

lr —yl <d=|[f(z) - fly)l<e, VfeF.

Noétese ahora que dado € > 0, por ser k una funcién uniformemente continua en
[0,1] x [0, 1], existe 6 = d(e) > 0 tal que si |1 — x2| < d entonces

|k($1,y)—k((£27y)| <g, Vye [071]

Asi, para todo f € Bx se tiene que
1
(1)) = T < [ ke19) = Kean)l- )] dy

<e/0 )] dy

<e (/ P dy)

<e- £l
<e-l=e.

1/2

(f )

Esto prueba que T'(Bx) es un conjunto compacto en C|0, 1] con la norma del supremo.
Entonces, dada una sucesién {f, }nen C Bx, existe una subsucesién de {T'f, }nen v
un elemento f € C|0, 1] tal que

IT fni = flloo = 0,

lo que implica
1T fpni — fll2 =0,
y queda probada asi la compacidad de T'.

Teorema 2.2.4. El conjunto K(X,Y) es un subespacio vectorial cerrado de B(X,Y)
para la norma || - ||B(X7y).

DEMOSTRACION.  Es claro que es un subespacio vectorial de B(X,Y), ya que si
A1, A2 € K(X,Y) y a €R, se tiene que el conjunto

(A1 + OéAQ)(Bx) = Al(Bx) + OéAQ(Bx)
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es relativamente compacto.
Para comprobar que es cerrado, supéngase {T), }neny C K(X,Y), T € B(X,Y) y

T, —T|gx,y) — 0.

Hay que probar que T € K(X,Y), i.e. T(Bx) es relativamente compacto. Para ello,
dada la completitud de Y, es suficiente probar que para cualquier ¢ > 0, T'(Bx) se
puede recubrir con un nimero finito de bolas B(z;,¢) en Y, es decir, que T'(Bx) es
conjunto totalmente acotado. Fijese n € N tal que

€
1T — T||B(X,Y) < 5
Como T,,(Bx) es relativamente compacto,
T,.(Bx) C U B (xi, %) , card(lp) # oo.
iclo

Entonces,

T(Bx) C | Blaie),
iely

como se queria. O

Dado un operador T: X — Y, se usard la notacién habitual
kerT={xeX:Te=0} vy ImT={Tz:2z€ X}
para el nicleo e imagen de T, respectivamente.

Definicién 2.2.5. Un operador T" € B(X,Y) se dice que es de rango finito si
dimIm 7T < 0.

Los operadores de rango finito tienen la propiedad de ser compactos, ya que si
A C X es un conjunto acotado entonces T'(A) es acotado, ya que los operadores
acotados (o continuos) envian conjuntos acotados en conjuntos acotados. Ademds,
dado que T'(A) reside en un espacio de dimensién finita, la compacidad equivale a ser
cerrado y acotado, y T(A) es cerrado. Por tanto, T es compacto.

Corolario 2.2.6. Sea {T, }nen una sucesion de operadores continuos de rango finito
de X enY yseaT € B(X,Y) tal que ||T,, — T|x,y)y — 0. Entonces T € K(X,Y).

DEMOSTRACION. Es inmediato ya que K(X,Y) es un subespacio vectorial cerrado
de B(X,Y) y {Tn}nen C K(X,Y). O

El famoso “problema de aprozimacién” (Banach, Grothendieck) se refiere al recipro-
co del Corolario 2.2.6. Dado un operador compacto T,
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sexiste una sucesion {Tp, tnen de operadores de rango finito tal que T,, — T'?

En general, la respuesta es negativa (Enflo, 1972). No obstante, la respuesta es afir-
mativa en numerosas ocasiones; e.g., si Y es un espacio de Hilbert (véase [1]).

El siguiente ejemplo muestra una aplicacién del Corolario 2.2.6. En él, se prueba
la compacidad un operador muy particular.

EJjEmpPLO 2.2.7. El operador
T: 02 — ¢
neN

n

es compacto. Para probarlo, la estrategia es comprobar que es limite de operadores
de rango finito. Por ello, se define T}, : ¢ — ¢ como

Tn.’E: (fl,%,...,%,o,...>.

Asi, T, es lineal y acotado, y como dimIm T < oo, es también compacto. Ademds,

H(T T) ”2 i |§k‘2 < 1 i ‘5 ‘2< HIHQ
= Tn)all” = S mre S Nk
k=n-+1 k (n+1) k=n-+1 (TL+1)
luego
1
1T =Tall £ —=

—_—

Por tanto, T' es compacto al ser limite de operadores de rango finito.

El espacio de los operadores compactos entre dos espacios de Banach posee una
estructura algebraica muy valiosa. La siguiente proposiciéon proporciona un relevante
corolario donde se desvela.

Proposicién 2.2.8. Sean X, Y y Z tres espacios de Banach.
I. SiTeB(X,Y)ySeK(Y,Z), entonces ST € K(X, Z)
. SiTeK(X,Y)ySeB(Y,Z), entonces ST € K(X, Z).
DEMOSTRACION.

I. Por definicién, basta comprobar que si A C X es un conjunto acotado, entonces
ST(A) es un conjunto relativamente compacto. En efecto, como T € B(X,Y),
entonces T'(A) es acotado. Por tanto, ST(A) = S(T'(A)) es un conjunto relati-
vamente compacto.
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11. Nuevamente, si A C X es un conjunto acotado, es suficiente probar que S(T(A))
es relativamente compacto. Esto es cierto, ya que los operadores lineales y con-
tinuos transforman conjuntos relativamente compactos en relativamente com-
pactos.

O
Corolario 2.2.9. El espacio K(X,Y) es un ideal bildtero de B(X,Y).

2.2.2. LA TEORIA DE RIESZ-FREDHOLM

Se comienza con algunos resultados preliminares. El primero de ellos, conocido como
el lema de Riesz, tendra una presencia substancial en la mayoria de las pruebas que
se desarrollardn en este apartado.

Lema 2.2.10 (Riesz). Sea X un espacio vectorial normado y M C X un subespacio
cerrado. Entonces, para todo € > 0 existe un elemento x. € X tal que

[zl =1y d(xva):wl,g]fMH‘rs_szl—E.

DEMOSTRACION. Supéngase y € X \ M. Como M es cerrado, entonces
d:=d(y, M) > 0. Si se elige my € M tal que

d
d < |ly —moll < 1—

entonces
Yy —my
T, = —
ly —moll
resuelve el problema.
En efecto, si m € M, se tiene
Yy —mg
-
ly —mol|
ey oy
|y —mol|
=y = (o + mlly — o)
ly — mol| H
eM
1—c¢
> -d=1-—c¢,
— d
como se deseaba. O

Teorema 2.2.11 (Riesz). Sea X un espacio vectorial normado tal que Bx es com-
pacta. Entonces dim E < oo.
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DEMOSTRACION. Razénese por reduccién al absurdo: va a tratarse de llegar a una
contradiccién usando la equivalencia entre compacidad y la compacidad secuencial en
los espacios métricos.

Si X es de dimensién infinita, existe una sucesién {X,},en de subespacios de
dimension finita tales que X,,—1 € X,,. En virtud del lema de Riesz se puede construir
una sucesion {u, }nen C X tal que u,, € X, con ||u,|| =1 para todon € Ny

1

d(u’ran—l) 2 5

En particular, la sucesion {u,, }nen verifica que

m <n.

1
lltn — wm| > bR

or tanto, se tiene que la sucesion {uy, },en, que estd contenida en un conjunto com-
Por tanto, se t 1 N, ¢ tenid t

pacto Bx, no posee una subsucesién convergente, esto es una contradiccién. En efecto,
si {n fnen tuviese una subsucesién convergente {uy; }jen tal que

Uy, — U,
7 j—oo

se tendria

5 =< ”Unj - unk” < ”Unj — | +[jv - “nk” —0
2 j,k—o00
lo cual es absurdo; esto contradice la hipdtesis de ser Bx compacta. O

Se requiere el siguiente teorema-definicién para poder enunciar el teorema de la
alternativa de Fredholm.

Teorema 2.2.12 (Existencia y unicidad del operador adjunto). Sea H un espacio de
Hilbert, y T € B(H). Entonces, existe un tinico operador T tal que

(Tz,y) = (x, T"y), Vax,y € H.
A tal operador se le denomina el operador adjunto de T.
Teorema 2.2.13 (Alternativa de Fredholm). Sea T' € K(X). Entonces,
I. dimker(I —T) < oo,
1. Im (I —T) es cerrado, y mds exactamente Im (I — T) = ker(I — T*)*,
ur. ker(l —T)={0} Im(I-T) =X,
1v. dimker(I — T') = dimker(I — T*).
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Este teorema hace alusién a las posibles soluciones de la ecuacién u — Tu = xg,
donde g € X y T € K(X) son dados y la incégnita es un elemento v € X. Expresa
que pueden ocurrir dos casos, dependiendo de si la dimensién de ker(I — T'), que se
sabe que es finita, sea nula o no.

1.22 Caso: dimker(f —T) = 0. Para todo z9 € X la ecuacién u — Tu = x( posee
una unica solucién.
Ezistencia Dado ¢ € X, el hecho de que Im (I — T') = X implica que existe al
menos un elemento u € X tal que u — Tu = xp.
Unicidad Si uy y us € X tales que uy # uo fueran soluciones de u — Tu = x,
entonces
u1 — T = %o } — (I = T)(uy — uz) = 0.

Ug — TU2 = X0
Por tanto, u; — ug € ker(I —T'), y en consecuencia u, = ug.

2.2 Caso: dimker(/ —T) = n > 0. La ecuacién homogénea v — Tu = 0 admite n
soluciones linealmente independientes. En tal caso, la ecuacion no homogénea
u—Tu = xq tiene solucién si y solo si xq verifica n condiciones de ortogonalidad,
i.e. zg € ker(I — T*)*, tal y como asegura la segunda asercién.

Observacion 2.2.14. La tercera propiedad resulta muy familiar en dimension finita.
Si dim X < oo, un operador de X en si mismo es inyectivo si y solo si es sobreyectivo,
yva que se verifica la identidad

dim X = dimkerT + dimImT.

Por el contrario, en dimensién infinita un operador lineal y acotado puede ser inyectivo
sin ser sobreyectivo y viceversa.

Una manera de ilustrar esta situacién es considerar los operadores desplazamiento
(unilateral shift en inglés)

R: 0?2 — (2
:17:(51752’"') — R‘T:(O7§17§27"')

a la derecha y
L: 2 — ¢
.73:(51752,...) — L$=(£2,§3,§4,...)
a la izquierda. Es claro que R es inyectivo pero no sobreyectivo y L es sobreyectivo

pero no inyectivo. Por tanto, la tercera propiedad expresa una notoria caracteristica
de los operadores I — T para T € K(X).
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2.2.3. ESPECTRO DE UN OPERADOR COMPACTO

En vista de exponer el teorema de Lomonosov para los operadores compactos, seria
interesante conocer la estructura de su espectro. En esta subseccién se pretende probar
un teorema que desvela dicha cuestion.

Se parte definiendo el concepto de valor propio de un operador. Posteriormente se
verd que el espectro de un operador compacto y su conjunto de valores propios son
“casi” el mismo conjunto.

Definicién 2.2.15. Sea T € B(X). Se dice que A € C es un walor propio de T,
denotado por A € o, (T), si
ker(T' — AI) # {0}.

El conjunto ker(T — AI) es el espacio propio asociado a .
Se define la resolvente de T como el conjunto

o(T) :={A € C:T — A es invertible} = o(T)".
Nétese que si A € o(T') entonces (T — M )=t € B(X).

Observacién 2.2.16. Es inmediato que 0,(T") C o(T'), puesto que si A ¢ o(T)
entonces A € o(T') y, por ende, A ¢ o,(T). En general, esta inclusién es estricta, salvo
el caso excepcional de los espacios de dimensién finita. No obstante, en los espacios
de dimensién infinita puede existir A tal que

ker(T — AI) = {0} y Im(T —A)# X,

es decir, que pertenezca al espectro pero no sea un valor propio.

Un ejemplo que ilustra esta situacién es, nuevamente, el desplazamiento a la dere-
cha: se verifica que 0 € o(R) pero 0 ¢ o,(R). En efecto, R—0-1 = R no es invertible
ya que no es sobreyectivo, e.g., los elementos de la forma (v,0,...) con v # 0 no
estan en Im R. Sin embargo, 0 ¢ o,(R) puesto que el desplazamiento a la derecha es
claramente inyectivo, ya que si 1 = (£1,&3,...) y 22 = (£2,£3,...) con @1 # X9, se
tiene

Ry = (0,€1,&,...) # (0.67.€3....) = Raa.

Teorema 2.2.17 (Espectro de un operador compacto). Sea T € K(X), con
dim X = oco. Entonces, se verifica

. 0€o(T),
1. o(T) \ {0} = o, (T) \ {0},

1. uno de los siguientes casos:

o bien o(T') = {0},
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o bien o(T) \ {0} es finito,
o bien o(T)\ {0} es una sucesidn que tiende a 0.

DEMOSTRACION.

I. Razénese por reduccién al absurdo, supéngase que 0 ¢ o(T). Entonces, T es
biyectivo e I = T~!'T es compacto. Por tanto, I es la composicién de un
operador compacto (T') y otro acotado (T~!), y por ende, es compacto. Asi,

I(Bx) = Bx = Bx es compacta, y por el Teorema 2.2.11 se tiene que
dim X < oo.

1. Basta comprobar la inclusién o(T) \ {0} C o,(T) \ {0}, ya que la contraria
es siempre cierta. Sea A € o(T) \ {0}. Razdnese por reduccién al absurdo,

suponiéndose que
ker(T — M) = {0}.

Entonces, por el teorema de alternativa de Fredholm, ocurre que
Im (T — M) = X,
y en consecuencia T — Al es invertible, lo que significa que A € o(T).

O

Para la tercera asercion, se usara el siguiente lema, que asegura que los puntos de
a(T) \ {0} son aislados.

Lema 2.2.18. Sea {\,}nen una sucesion de nimeros complejos distintos tal que

lim A, =\

n— oo

A €0(T)\ {0}, VneN.
Entonces, A\ = 0.

DEMOSTRACION. Se sabe, por la segunda asercién del Teorema 2.2.17, que
An € 0p(T) \ {0}. Entonces, ker(T' — A\, I) # {0}. Por ello, existe e,, # 0 tal que

(T — A 1)en =0, (2.15)
o equivalentemente, que Te,, = A,e,. Sea ahora
E, = {ej,ea,...,en).

Priebese que E,, C FE,41 para todo n € N. Para ello, es suficiente probar, para

=

todo n, que los vectores e, e, ..., e, son linealmente independientes, y se hard por
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induccién sobre n. Actuando por reduccién al absurdo, admitase la afirmacién para
n y supéngase que

n
Cn+1 = E Q;€;.
i=1
Entonces,

Tepi1=T (i aiei> = iaiTei = iai)\iei. (2.16)
i=1 i=1 i=1

La primera igualdad es por definicién, la segunda por la linealidad de 7" y la iltima
por la igualdad (2.15).
Por otra parte, un razonamiento analogo muestra que

n

n
T€n+1 = )\n+1en+1 = >\n+1 Zaiei = Zai)\wﬂei. (217)
i=1 i=1
Ahora, de (2.16) y (2.17) se deduce

ai)\i:ai)\wrh VZ:].,,’I”L
Entonces, o; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, ya que A\; # \; si i # j, por hipétesis. Pero
esto es una contradiccién ya que se habia supuesto que ag, as, . .., o, eran linealmente

independientes.
Por otra parte, es inmedianto que

(T - N 1)E, CE,_1, VYneN. (2.18)
En efecto, para 71,72, ...,7, reales, se tiene
(T = Aad)(mier + -+ mmen) = (T = And)(vr€1 + -+ + Yn—1€n-1) € Epy,
al ser una combinacién lineal de los {e;}7=}'.
Puede aplicarse el lema de Riesz para los espacios E,,, que son cerrados al ser subes-

pacios vectoriales y estar finitamente generados, se puede construir {u, }»en tal que
up € E, con ||lu,|| =1 para todon € Ny

1
d(un7En71) Z 57 n Z 2.

Sean 2 < m < n de forma que

En.1CFE,CE,1CE,. (2.19)
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Se verifica que

Tu, Tum Tun—)\ Up)  (TUm — A m)
- - +un_um

A?’L 'H'L A'”'L

_ un(um< tn ~2ntn) . (Ttm At >>H

() > d(un, Ep_1)
1
>7
-2

La primera igualdad resulta de sumar y restar w, y u,, y operar. El paso (x) se debe
a que u,, € E,,, por contruccién; ademas,

Ty — Aptin 1
%:rgdnmndﬁ

como bien expresa la inclusién (2.18). Andlogamente

(T — A )

ceFbn1CE,_1.
)\m 1 1

Por ello,
(Tupn — Apuy) n (Twm, — At
>\n >\7Tl

ya que se tienen las inclusiones (2.19). Luego si A, — X # 0, se tiene

€ Enfla

Um —

HTun T | >

l\D\»—t

[A]

Esto es una contradiccién. En efecto, {T'uy, }nen debe contener una subsucesién con-
vergente ya que estd contenida en un conjunto secuencialmente compacto, esto es!,
{Tun}nen C T(Bx). Pero es imposible, puesto que si existiese una subsucesién
{Tun, }jen tal que

Tun —,

j—oo
se tendria

s < Tl T, = Tun | < ol T, = oll + 57l = Tt || ——— 0,

2 S T B pra—
lo cual es absurdo. O

IRecuérdese que en los espacios métricos la compacidad y la compacidad secuencial son propie-
dades equivalentes.
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Con la ayuda del lema previo, se procede a finalizar la prueba del teorema central
de la subseccion.

DEMOSTRACION. (TEOREMA 2.2.13, apartado 111.)  Para todo natural n, el con-
junto

dﬂm{AeCﬂA>i} (2.20)

es vacio o finito, puesto que si contuviese una cantidad infinita de puntos distintos,
formarfan una sucesién de la cual se podria extraer una subsucesién (puesto que el
conjunto (2.20) es compacto) cuyo limite serfa 0, por el Lema 2.2.18. Pero esto es una
contradiccién, ya que

O¢dﬂm{AeCﬂM2i},

lo que contradice el hecho de ser un conjunto cerrado (y por ende compacto).
En el caso de que o(T) \ {0} tenga infinitos puntos distintos { A, }nen, se pueden
ordenar
|)\1‘ > ‘)\2| > |)\n| > ...

de manera que sea una sucesién que tienda a cero, por el lema previo. O

2.2.4. OPERADORES DIAGONALES

La teoria de operadores, como cualquiera de las ramas de la matematica, no pue-
de ser estudiada y comprendida adecuadamente sin una larga variedad de ejemplos
concretos que clarifiquen los conceptos expuestos. En este apartado se examinard el
comportamiento de la norma, inversa y espectro de una clase de operadores particu-
lares, los operadores diagonales.

Considérese H un espacio de Hilbert separable y dendtese, como es habitual, por
{en}nen un conjunto de vectores que constituyen una base ortonormal para H. Un
operador lineal y continuo D se dice que es un operador diagonal si

De, = aye,, Vn e N. (2.21)

A la sucesién {ay, }nen suele llamdrsele la diagonal de T.
A veces es conveniente usar la notacién

diag(a, ag, a3, . . .)

para describir el operador cuya diagonal es {a, }nen.

En [4], se realiza una exposicién generalizada de estos conceptos; considera la igual-
dad (2.21) para un indice arbitrario. La desventaja que proporciona aquella definicién
es la imposibilidad de usar, e.g., el principio de induccién. Por tanto, se considerd la
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definicién dada previamente. Esta asuncién permite entender, a grosso modo, un ope-
rador diagonal como una matriz diagonal infinita
a1

Q2
ag

De hecho, son sorprendentes las grandes similitudes que parecen tener, en algunas
ocasiones, los espacios de dimensién finita e infinita.

Observacion 2.2.19. La definicién de un operador diagonal depende de la base
ortonormal escogida. Para eliminar cualquier posible confusién, se entenderd que se
definen a partir de la base fijada inicialmente, a menos que se indique explicitamente
lo contrario.

Teorema 2.2.20 (Caracterizacién de un operador diagonal). Una condicidn nece-
saria y suficiente para que una sucesion {aptnen sea la diagonal de un operador
diagonal es que esté acotada. En tal caso, entonces las ecuaciones

De, = aye,, VneN

determinan univocamente al operador T, y

| D] = sup |ov,|.
neN

DEMOSTRACION.
Sea D es un operador diagonal con De,, = aye, para todo n € N. Entonces,

lan| = lom| - llenl| = [lamen || = | Den || < |D[| - [len] = [IDI],
por lo que la sucesién {a;, }nen estd acotada y

sup |a, | < [|D].
neN
Por otro lado, dado que {e, }nen €s una base ortonormal,
oo
x = Z<x7en>en, Vz € H.
n=1

La descripcién de cada elemento de H mediante su serie de Fourier permite usar la
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linealidad de D para obtener la desigualdad contraria. Esto es,

2

HDtz = HD <Z<xaen>en>

n=1

oo
> an(z,en)en
n=1

2

I
M8
B
=
B

oo
<> supfan)?[(z, en)]?
neN
o0
= sup|om|* - Y (@, €n)]? = sup an|* - ||z,
neN n—1 neN

y por tanto

[ D] < sup |ov,|.
neN

Dada una sucesién acotada {ay, tnen, si define D mediante

D (Z(w,en>en> = Z ap{x,en)e,, Ya € H,

n=1 n=1

los calculos precedentes implican que, efectivamente, D es un operador lineal y con-
tinuo. Ademads, D es diagonal con diagonal {a, }nen, va que

De, = aye,, Vn €N,

por definicién de D. La unicidad estd implicita en la propia contruccién de D. En
efecto, si D1 y Dy € B(H) son tales que

Dqe, = aye, = Doe,, paran €N,
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entonces, para todo = € H, se tiene

oo

Dix = D, Z(a& en)en

n=1

M

(x,en)D1en

3
Il
-

M

<I7 en>D2€n

3
Il
_

oo

D, Z(m,en>en = Doz,

n=1

lo que proporciona la unicidad. O

Un caso trascendente de operadores diagonales (sin exigir continuidad) son los in-
ducidos por una sucesién {ay, }nen de nimeros complejos. Basta considerar la trans-
formacién lineal A que parte de ¢2 hacia el espacio de todas las sucesiones complejas

A&, &, ... ) = (u&r, b, .. ).

Una parte del Teorema 2.2.20 implica que si A € B(f?) es un operador lineal y
continuo entonces la sucesiéon {a,}nen ha de estar necesariamente acotada. Pero,
jqué ocurrirfa si la hipétesis de la continuidad de A es eliminada?? La respuesta la
concede el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.21. Si {a,}nen es una sucesion de nidmeros complejos tal que

{an&n}nen € &

para toda {&, }nen € 02, entonces la sucesion {ay, nen estd acotada.

DEMOSTRACION. Expresando el contrarreciproco, la afirmacién es equivalente a: si
una sucesion {a, }nen no estd acotada, entonces existe una sucesion {&, }nen tal que

oo
D el < o0
n=1

pero

oo
> loméal? = oo
n=1

2La esencia de la pregunta recae sobre si £2 tiene efecto requlador, i.e. si (€1,€2,...) € £? entonces
(a1€1, a2€a,...) € €2, para cualquier sucesiéon {an }nen de niimeros complejos.
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Se procede a dar la construccién de tal sucesion.
Si {aptnen no estd acotada, entonces |a,| alcanza valores grandes. Por ello, se
conoce que existe una sucesion de indices creciente

np<mg<ng<-ooo<njp< e

tal que
lom,| >4, VjeN.

Haciendo un abuso de notacién, dendtese por {a, }nen a esta nueva sucesién. Ahora
bien, si se define

1
f’n = n > 17
(7%
entonces
oo o0 1
2
< -
Slel <3 5 <o
n=1 n=1
pero
oo oo
Z |an§n|2 = Z 1= o0,
n=1 n=1
como se deseaba. O

El conjunto de todas las sucesiones acotadas de niimeros complejos forman un dlge-
bra de Banach con las operaciones usuales (suma, conjugacién y producto puntuales),
con elemento unidad (v, = 1 para todo n), con la conjugacién ({an tnen — {@n fnen)
y con la norma

[{om Inenl| = sup |on,|.
neN
Esto motiva a introducir el concepto de invertiblidad en este algebra.

Definicién 2.2.22. Una sucesién acotada {a, }nen se dird que es invertible si tiene
un inverso en este dlgebra. Esto es, si existe una sucesién acotada {8, }nen tal que

anfBn =1 para todon € N.

Una condicién necesaria y suficiente para que esto ocurra es que la sucesién {ay, }nen
“esté alejada del cero”, i.e., que exista una constante § > 0 tal que |ay,| > § para todo
n natural.

Si H es un espacio de Hilbert con una base ortonormal {e, },cn, entonces es ficil
verificar que la aplicacién {a, }nen — D donde D es el operador diagonal tal que

De, = aye,, VnéeN,
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es una inmersién® del algebra de sucesiones en el dlgebra de operadores en H. Esta
correspondencia preserva, ademéas de las operaciones familiares y la norma, la conju-
gacion. Esto es, si {ay, fnen — D entonces {a, }nen — D*.

Teorema 2.2.23. Un operador diagonal con diagonal {c, }nen es invertible si y solo
si la sucesion {amn tnen es invertible.

DEMOSTRACION.
Si D € B(H) es invertible con diagonal {ay, }nen, entonces existe D=1 € B(H)
tal que D™ (ane,) = e,. Asi,

1
D7 le, = —e,, VnéeN.

n

Noétese ahora que
D™ enll < ID7H| - flenll = ID7H, ¥R eN,

implica que
1 1

|oun| B |ovn|

<|[[D7Y, ¥neN.

1
lenll = || —en
Qp,

Asi, la sucesién {1/ay, fnen estd acotada y por tanto la sucesion {ay, nen es invertible.
Si {Bn}nen es una sucesion acotada tal que o, 3, = 1 para todo n, entonces basta
definir D~ !e,, := B, e, para todo n; que es un operador lineal, continuo y diagonal
que actia como la inversa de D. O

Corolario 2.2.24 (Espectro de un operador diagonal). El espectro de un operador
diagonal es la clausura de los elementos de su diagonal. Esto es, si D € B(H) es un
operador con diagonal {a, tnen, entonces

o(D) ={a, :n € N}
DEMOSTRACION. Es inmediata, ya que

A € 0(D) < I — AD no es invertible
< ayp — A # 0 para todon € N

< MNé¢ {a,:neN},
y esto prueba el resultado. O

Corolario 2.2.25. Todo subconjunto compacto no vacio del plano complejo es el
espectro de algun operador diagonal.

3Una inmersién es un homeomorfismo sobre su imagen.
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DEMOSTRACION. Basta encontrar una sucesién que sea densa en dicho subconjunto
compacto y formar el operador diagonal con tal sucesién como diagonal. O

L Es el operador identidad compacto? En los espacios de dimensién finita la res-
puesta es afirmativa, pues su rango, que es todo el espacio, tiene dimension finita.
Para los espacios de dimensién infinita, la respuesta no; la razén: la imagen de la bola
unidad cerrada, que es la bola unidad cerrada, es compacta, y via el teorema de Riesz
se tendria que el espacio tiene dimensién finita.

Para el caso de los operadores diagonales, se conoce un criterio que caracteriza
su compacidad. Pero antes, son necesarios dos lemas que esclarezcan la prueba del
resultado.

Lema 2.2.26. Sea (X,d) un espacio métrico, {x,}nen C X una sucesion y x € X.
Son equivalentes:

I Tp — T,

11. de toda subsucesion {xn;}jen de {Tn}nen puede extraerse una subsubsucesion
{xnjk tren tal que

DEMOSTRACION.

II. = I. | Por reduccién al absurdo, supéngase que x,, - x. Entonces, existe € > 0 tal
que para todo j € N existe un natural n; > j tal que

d(zn,,x) > €

Témese la sucesion {z,,, } jen, esta subsucesion de {x, }nen no posee ninguna subsub-
sucesién convergente. 0

Lema 2.2.27. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita, T € K(X) y
{Zn}tnen C X tal que x, — 0. Entonces, Tx, — 0.

DEMOSTRACION.  Sea {n,} en una sucesién arbitraria de indices estrictamente cre-
ciente. Se tiene:

1. Tx,,; — 0, ya que por ser T' continuo se satisface que

(2, Txy,) = (T2, 2,,) -0, VaeH.

1. El conjunto {T'z,, : j € N} es relativamente compacto al ser la imagen de una
sucesién acotada por un operador compacto. Esto se debe a que la sucesion
{%n, }jen vista como una familia de aplicaciones de X*

{{@, &) Yien
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estd puntualmente acotada (precisamente porque x, — 0), y por el teorema
de Banach-Steinhaus, la sucesién estd uniformemente acotada, i.e., existe una
constante M tal que ||z, || < M para todo j € N.

Por tanto, debe existir una subsubsucesion {Tscnjk }ren que converga en norma, pénga-
se, a un elemento y € X.

Por otro lado, Txn].k — 0. Ahora bien, dado que la convergencia en norma implica
la débil, debe darse que y = 0. Esto permite concluir que para toda subsucesion de
{Tz,}nen se ha encontrado una subsubsucesién convergente, y via el Lema 2.2.26,
|ITxy,|| — 0, o lo que es lo mismo, Tx,, — 0, tal y como se deseaba probar. O

Teorema 2.2.28 (Compacidad de un operador diagonal). Un operador diagonal con
diagonal {a, }nen es compacto si y solo si a, — 0 cuando n — co.

DEMOSTRACION.
Usando el Lema 2.2.27, como D es compacto por hipétesis v e,, — 0 entonces

[Denll = [[anen|| = [an| -1 =0,

como se queria demostrar.
Reciprocamente, supéngase que D € B(H) es tal que

D = diag{ay, as, ag, .. .).

Para cada natural n, considérese el operador D,, diagonal con diagonal
{a1,9,...,0,,0,0,...}.

Asi, el operador D — D,, es un operador diagonal con diagonal
{0,...,0,apt1, Qnya,. .-}

y por ello
| D — Dyl = sup |ap k-
keN

Entonces, si a,, — 0 ocurre que
[D — Dy|| = sup |anix| — 0.
kEN
En consecuencia, D es compacto, al ser limite de operadores de rango finito. O

k) %k Xk

4La prueba de que e, — 0 se encuentra en el Apéndice A.



CapriTULO 3

SUBESPACIOS INVARIANTES. EL. TEOREMA DE LOMONOSOV

Analysis is the art of taming infinity.

NEIL FALKNE

En este capitulo se presenta una introduccion a la teoria de los subespacios invariantes,
por lo que se hard uso de la artilleria expuesta en los capitulos anteriores. En la primera
seccién, se definird el concepto de invarianza por un operador. Ademaés, se mostraran
algunos ejemplos que esclarezcan este concepto. En la seccidén posterior, se probara el
espectacular teorema de Lomonosov.

3.1. DEFINICION. EJEMPLOS
Definicién 3.1.1. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo complejo, y T € B(X).

Un subespacio invariante por T es un subespacio cerrado y propio M de X (i.e.,
M #{0} y M # X) tal que

Tre M, Vre M.

Usualmente suele escribirse de manera abreviada como T'(M) C M.
Se dird que M es hiperinvariante por T si

S(M)C M

para todo operador S que conmute con 7. El conjunto de operadores que conmuta
con un operador T' se denomina el conmutante de T y se denota por {T'}'.

Conviene ilustrar este concepto con algunos ejemplos.

EJEMPLO 3.1.2. Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo complejo con
dim X = n < 00, y sea una operador 7' € B(X) no nulo. Se conoce que las aplicaciones

59
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lineales entre espacios de dimensién finita poseen una representacién matricial

ail a2 A1n

a21 a22 A2n
T = .

an1 An2 Ann

Entonces ker T' es un subespacio invariante por T'. En efecto,
T(kerT) = {0} CkerT,

al ser T' un operador lineal.
El teorema fundamental del algebra asegura que su polinomio caracteristico tiene
n raices complejas, contando con sus multiplicidades. Péngase A1, Ao, ..., A, las raices
complejas del polinomio
P(XA) :=det(T — A\I) =0.

Entonces, los conjuntos
{ker(T — \;1I):i=1,...,n}

son invariantes por T'. En efecto, fijado i, si « € ker(T — A1),
T(Tz)=T(N\zx) = N\(Tx).

Esto es, Tz € ker(T — \;I). Ademés, son hiperinvariantes por T, es decir, si S es tal
que ST =TS, entonces

T(Sz) = S(Tx) = S(\x) = \i(Sz).
Luego T'(Sx) € ker(T — \I).

Observacion 3.1.3. En dimensién 2 < n < 0o, si A es un valor propio, el subespacio
generado por su vector propio es un subespacio invariante, por lo que el problema del
subespacio invariante esta resuelto. El caso en el que n = 1, la solucién es inmediata,
pues los tnicos subespacios invariantes por una recta son los triviales.

A partir del ejemplo anterior se obtiene el siguiente resultado, extendido para el
caso de los espacios de dimensién infinita.

Proposicién 3.1.4. Sea X es un espacio de Banach con dimX = oo, T € B(X)
un operador lineal y acotado y A € o,(T). Entonces el subespacio ker(T — AI) es
hiperinvariante por T'.

EJjempLO 3.1.5. El operador de Volterra se define como
V:L?0,1] — L2%0,1]
£ vH@= [ s
0
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Un clase de subespacios invariantes por V son los del tipo
M,, = {f € L*[0,1] : f(z) =0 e.c.t. x € [0,z0]},

donde z( € [0,1]. De hecho, en [7] se prueba un resultado que garantiza que son los
Unicos subespacios invariantes por V.

Fijado x¢ € [0, 1], se procede a comprobar que, efectivamente, M, es un subespa-
cio invariante por V. En primer lugar, es inmedianto que es un subespacio vectorial
de L?[0, 1], puesto que si fi, fo € My, y a € C, se tiene que

fi(z) + afz(x) =0 en casi todo z € [0, zg].

Ademds, es cerrado, puesto que si {fy, }neny C My, con f, — f, entonces

ot = [ £
- [ 1w - apa

0
= an - f||%2[0,$0]
<Nf = FallZey — 0.

Luego, ||f]|z2(0,z4) = 0 ¥, por tanto, f(x) = 0 en casi todo = € [0, x0]. También, se
verifica que V(My,) C My, ya que si f € My, se tiene

V)= /Ow f@®)dt=0 sizel0,x]

Por tanto, My, es invariante por V' para cada xy € [0, 1].

kX %k ok

3.2. EL TEOREMA DE LOMONOSOV

El teorema de Lomonosov aparece, cuanto menos, en un momento inesperado. Sus
resultados, junto a los trabajos de Scott Brown son lo méas relevantes en la teoria de
los subespacios invariantes en las ultimas cuatro décadas.

En lo que sigue, se procede a enunciar y probar el teorema de Lomonosov. La
prueba estd basada en la Hilden [6], y puede encontrarse en [9]. Como se verd, la de-
mostracién es desarrollada inicamente con herramientas bésicas del analisis funcional,
como son los contenidos expuestos en los Capitulos 1 y 2.
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Teorema 3.2.1 (Lomonosov, 1973). Supdngase que X es un espacio de Banach
complejo de dimensién infinita y que T € K(X) con T # 0.
Entonces, existe un subespacio cerrado M de X tal que M # {0}, M # X, y

S(M)C M (3.1)
para todo S € B(X) que conmute con T.

DEMOSTRACION. Se introducen algunas notaciones: el conmutante de T

r={SeB(X):ST=T5},
y, para cada y € X,

I'(y)={Sy:S eT}.
Se verifica que T' es una subdlgebra cerrada de B(X). En efecto, es una subdlgebra,
va que si S1,52 € I', entonces
(Sl +5)T =51T+ 5T =TS8 +T5; = T(Sl + Sg)

y

(5152)T = 51T Sy = T(S5152).
Ademss, es cerrada. Para comprobarlo, considérese una sucesién de operadores

{Sp}nen C T tal que S,, — S. Entonces,

ST = lim S, T = lim TS, =TS,
n—r oo n—r oo
hecho que se desprende de la continuidad de T'. Por ende, S € T'.
Una consecuencia del hecho anterior es que I'(y) es un subespacio vectorial cerrado!
de X. Ademas, contiene a y, ya que el operador identidad conmuta con 7', y de ahi
se deduce que T'(y) # {0} si y # 0. Ademds, se satisfacen la inclusiones

S(T(y) € S(I'(y)) CT(y), Vye X,VSeT.

La primera surge gracias a la continuidad de S. La siguiente ocurre debido a que I’
es cerrada para la multiplicacién y la clasura es monétona?, esto es,

R(I'(y)) ={RSy: S eT}
C{Sy:5eTl} =T(y),

siempre que R € T'. Por lo tanto, (3.1) se sostiene con I'(y) para todo y # 0.

'Rudin en [9] comete un error tipografico al exponer que I'(y) es cerrado, lo cual no ha de ser
necesariamente cierto. En cambio, en esta demostracién se ha considerado su clausura y el argumento
sigue siendo vélido.

2Si A C B entonces A C B.
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Si la conclusién del teorema fuese falsa, es decir, si no existiera tal M, entonces
debe ocurrir que I'(y) = X para todo y # 0; ya que en caso contrario, se tendria
que el teorema es cierto, basta elegir M = I'(y) para algin y # 0. En lo que sigue se
asumird que I'(y) = X para todo y # 0. Se contintia con la prueba.

Sea xg € X tal que Tzg # 0, ya que T # 0. Entonces xg # 0. Por otro lado, dado
que T es continuo, existe una bola abierta B(xg,r), con r > 0 por determinar, tal que

T
Tz > W vzl > ”"”‘20”, Vz € B(zo,7). (3.2)

Se comprueba que, efectivamente, una eleccién del radio adecuada proporciona tales
desigualdades.
En primer lugar, nétese que r debe satisfacer que

|Tx|| = || Txo||| < || Tz — Taoll

= I~ a0)l
< 1T o ol < 1520
. [T
0
o~ sall < < 222l

Esto proporcionaria una de las desigualdades, puesto que en particular la ecuacién
anterior desprende que

T T
(e~ [zl < 1200 sy > I (33)
Ademas, tal r debe verificar
- < ol
<5

para que el razonamiento usado en (3.3) conduzca a la otra desigualdad. Por tanto,

una eleccién adecuada es
[l [Tl
= , .
2 2|7

La asuncién sobre I'(y) implica, por densidad, que para cada y # 0 debe existir un
elemento de T'(y) en toda bola del espacio X. Es decir,

existe S € I' tal que Sy € B(xg,T).
La continuidad de S asegura que entonces existe un entorno abierto W de y tal que

S(W) C B(xg,T).
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Por otro lado, en virtud de que T es un operador compacto,
K :=T(B(xg,7))

es un conjunto compacto.

Obsérvese ahora que 0 ¢ K, pues no satisface las desigualdades (3.2). Esto permite,
junto al hecho de K es compacto, usar el razonamiento expuesto anteriormente sobre la
densidad de I'(y) para garantizar la existencia de unos conjuntos abiertos Wy, ..., W,
tales que

n
KC|JWi comW;CX, Vi=1,..,n
i=1
Ademas, existen unos operadores S, Ss,..., 5, € I tales que

S;(W;) C B(zg,r), Vi=1,...,n.

Sea ahora

C= méX{HSlHa LR HSnH}
Comenzando en zg, se tiene
xo € B(xg,7) = Tag € K = IW;, tal que Txg € W;, = S;,Txg € B(xo, 1)
Si,Txg € B(xg,r) = TS;,Txg € K = IW,, tal que T'S;, Txg € W,, = S;,Txo € B(xog,T)

Continuando esta partida de ping-pong?, se obtienen vectores de la forma
N = SiNT . Sileg = SiN e SilTN.TO c B(l‘o,r),

para N € N. Ya se conoce que el hecho de pertenecer a la bola B(xg,r) estd condi-
cionado a las desigualdades (3.2). Entonces, se tiene

”xO”
LLALES
9 = HfNH

< Sin Il ISa - NN ol < CVIT™N| - [loll,
para N € N. Esto es,
1
5 SCYITY], NeN.
La férmula del radio espectral de Gelfand (véase el Teorema 2.1.16) proporciona

1
Mﬂ:IMJWWWN25>Q

N—o00

3Se conoce que Rudin era muy aficionado a ese deporte, por lo que quizé de ahi provenga ese
simil.
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Por tanto, existe un nimero A € o(T) \ {0}; e invocando el Teorema 2.2.17, sobre el
espectro de un operador compacto, se tiene que A € 0,(T) \ {0}.

El teorema de la alternativa de Fredholm asegura que si T' € K(X), entonces
dimker(I —T') < co. Si en lugar de considerar T', se considera el operador perturbado
%T, y multiplicando por —A se obtiene T'— AI. Por tanto, dim ker(T — AI) < oo. Por
ello, el correspondiente subespacio asociado

ker(T —A)={z e X : (T —X)x =0}

es de dimensién finita; y por ende, ker(T — M) # X. Es cerrado, puesto que es la
imagen inversa de un conjunto cerrado, esto es, el conjunto (T'— A\I)~1({0}).
Ademds, si S € T'y z € ker(T — A1), entonces

T(Sz) = S(Tz) = S(A\z) = A\Sx,
luego Sz € ker(T — AI). Esto es,
S(ker(T — AI)) Cker(T — \I), VSeTl.

Finalmente, ker(T' — A\I) satisface la conclusién del teorema, incluso si se asume la
condicién de que I'(y) = X para todo y # 0. O

Corolario 3.2.2. Todo operador S € B(X) que conmute con un operador compacto
no nulo posee un subespacio invariante.

DEMOSTRACION. Si S conmuta con algiin operador compacto 1" # 0 entonces per-
tenece a su conmutante, y por ello, en virtud del teorema de Lomonosov, existe un
subespacio cerrado y propio M de X tal que S(M) C M. O

El teorema original es més general, su enunciado es el siguiente: Si X es un espacio
de Banach de dimensién infinita, cualquier operador T € B(X) no escalar (i.e., T # ol
para algtin a € C) que conmute con un operador compacto S # 0 posee un subespacio
invariante.
* % *
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APENDICE A

TOPOLOGIA DEBIL Y FUERTE. CONVERGENCIAS

En este apéndice se pretende dar una breve presentacién de la topologia débil y,
por consiguiente, el concepto de convergencia débil y su relacién con la convergencia
usual entre espacios normados.

Un espacio de Hilbert es un espacio métrico, y, como tal, es un espacio topoldgico.
La topologia métrica, i.e., la topologia inducida por la norma, a menudo se denomina
la topologia fuerte. Es bien conocido (ver Seccién 1.1) que una base para la topologia
fuerte es la coleccién de bolas abiertas, esto es, conjuntos de la forma

{r € H:|z— x| <r},

donde z( es un elemento fijo sobre donde las bolas estdan centradas y r > 0 su radio.
Otra topologia, denominada la topologia débil, juega un papel fundamental en la
teoria de los espacios de Hilbert.

Definicién A.0.1. Sea un conjunto X, una coleccién de espacios topoldgicos {Y; }ier
y una coleccién de aplicaciones {f;}icr tales que cada f;(X) = Y;. La topologia débil
en X, denotada por

o (X, {fi}ier)

es la menor topologia, en el sentido de la inclusién, tal que cada f; es continua.
Ademis, en el caso en que X sea un espacio normado, la topologia débil en X se
define como

o (X, X") =0 (X, {f}rex~).

La descripcion de una base en una topologia siempre ayuda a entender como son
los abiertos en ésta.

Una subbase S (i.e., cualquier abierto puede escribirse como unién finita de ele-
mentos de §) para la topologia débil es

S={x € H:|{x—xoyo)| <r}
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Se sigue que una base para la topologia débil es la coleccion de todos los conjuntos
de la forma
{r e H: |(x—xo,ys)| <mi=1,....k},

donde k es un entero positivo, xg,ys,- .., yr son elementos fijados de H y r > 0 su
radio.

Observacion A.0.2. Los hechos sobre estas topologias seran descritos con el apro-
piado uso de los adjetivos “débil” y “fuerte”. E.g., puede decirse que una funcién es
débilmente continua, o que una sucesién converge fuertemente. En caso de no usar
ningun adjetivo precedente se entenderd que se refiere a la topologia fuerte.

Definicién A.0.3. Sea (X,| - |) un espacio normado. Se dice que una sucesién
{Zn}tnen C X converge fuertemente (o en norma) a un elemento x € X, denotado
por x, — x, si

|lzn — z|| = 0 cuando n — occ.

Se dice que una sucesién {x,}neny C X converge débilmente a un elemento z € X,
denotado por z,, — x, si

Alzn) — A(z), VA€ X*.

A partir de esta asignacion lingiiitisca, cabe intuir que la convergencia fuerte im-
plica la débil. En efecto, si z,, — x, entonces

[A(zn) — A(z)| = [A(zp, — )| < ||A]| - |2 — 2] = 0, VA€ X™. (A1)

Observacion A.0.4. En el caso de que X sea un espacio de Hilbert, en virtud del
teorema de representacién de Riesz, x,, — x es equivalente a

(Tn,y) = {(x,y), YyeX. (A.2)

Ademaés, por la propiedad hermitiana del producto escalar, x, — x es también equi-
valente a
(y,zn) = (y,7), VyeX.

A pesar de haber definido la covergencia débil en un contexto més general (sobre
cualquier espacio normado), es habitual relacionar esta topologia con espacios de
Hilbert. Asi, para cada elemento fijado zg € H, la aplicacién

x> (x, x0)

es débilmente continua, por la propia definicién de la topologia débil. Ademds, esto
implica de manera directa, por la propiedad hermitiana del producto escalar, que la
aplicacién

y = (Yo, )
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donde yo € H estd fijado, es también débilmente continua. Seria natural preguntarse
ahora si la aplicacién
(z,y) = (z,y)

es débilmente continua conjuntamente. Sin embargo, la respuesta es negativa, y un
ingenioso ejemplo lo proporciona Halmos en [4], y se describe a continuacién.

Si {en}nen es una base ortonormal en H, se tiene que e, — 0 pero (e,,e,) =1
para todo n € N. El hecho de que e,, — 0 se desprende de la identidad de Parseval,
que asegura que en espacios de Hilbert separables

oo
lzll = [z, en)?, Va € H.
n=1

La convergencia de esta serie implica, por la condicién del resto, que (z,e,) — 0 para
todo x € H. Esto es, e, — 0.

La siguiente proposicion recoge una propiedad que relaciona a ambas convergen-
cias.

Proposicién A.0.5. Siz, — x y |z,| — ||z| entonces x, — x.
DEMOSTRACION. Basta notar que
lzn —2||? = (Tn — 2,20 — ) = (T, 2,) — (v, 2,) + (,2) — (T, 2) — 0.

pues
(@n,an) = l2l? (z,zn) = 2l vy (zn, ) = llz)l*.

O

Cuando se considera un conjunto en cierta topologia, muchas son las cuestiones
que demandan la atencién. Seria conveniente que se pudiera conocer las conexiones
entre la estructura usual y la nueva topologia, ;cuales de ellos son compactos? ;cudles
son cerrados? La siguiente proposiciéon responde a una de estas cuestiones.

Proposicion A.0.6. Todo conjunto débilmente cerrado es fuertemente cerrado, pero
el reciproco no es cierto.

DEMOSTRACION. La primera asercién es una consecuencia inmediata del hecho de
que la convergencia fuerte implica la débil, probada en (A.1).

El reciproco es falso, i.e., que los conjuntos fuertemente cerrados no son necesariamen-
te débilmente cerrrados. El contraejemplo lo muestra, nuevamente y en otro contexto,
la observacién de que si {e, }nen €s una base ortonormal en X, entonces e, — 0 pero
en - 0 pues ||e,|| = 1 para todo n € N. O

Finalmente, se termina el capitulo con un conocido teorema. Este resultado es, tal
y como sostiene Halmos, “tan dificil como importante”.
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Teorema A.0.7. La bola unidad cerrada en un espacio de Hilbert es débilmente
compacta.

DEMOSTRACION. Sea H un espacio de Hilbert v By la bola unidad cerrada en H.
Para cada x € H, sea D,, el disco cerrado

D :=D(0, all) = {z € C: |2] < |jo]}

en el plano complejo, y sea

D::HDQC

r€EH

su producto cartesiano con la topologia producto usual.
Para cada y € By, la aplicacién = — (z,y) es un punto, digase d(y), en D. Se
puede entender §: By — D como la aplicaciéon tal que

y6(y) =[] @ v)-

r€H

Obsérvese que ¢ estd bien definida, pues (x,y) € D, debido a que

[z )| < [l - lyll < [l=|

va que |ly|| <1, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Esta aplicacion define un homeomorfismo sobre su imagen, i.e. una aplicacién
biyectiva y bicontinua, de la bola unidad (con la topologia débil) en §(Bx) C D (con
la topologia producto). En efecto, es continua pues

Yn —y siysélosi (z,yn) — (z,¥),

para cada z € H, por (A.2), y esto ocurre precisamente si y sélo si d(y,) — d(y) en
D.

Por otra parte, es inyectiva, ya que si §(y1) = 0(y=2), entonces (z,y1) = (x,y2)
para todo z € H, lo que implica que y; — y2 es un elemento ortogonal a todos los del
espacio, y por tanto es el elemento nulo, esto es, y; = ys.

El teorema de representacion de Riesz proporciona la sobreyectividad; ademds, implica
que la imagen de ¢, §(Bg), consiste exactamente en estos elementos de D, que son,
de hecho, operadores lineales y continuos de norma menor o igual a 1 en H. Esto es,

0(Bg) ={T € D : T operador lineal con ||T| < 1}.

Los siguientes hechos permitirdn enunciar un resultado que ayudard a probar que
6 es homeomorfismo.

= D es un espacio topolégico compacto, pues el producto arbitrario de espacios
topoldgicos compactos es compacto, en virtud de el teorema de Tychonoff.
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= By es de Hausdorff puesto que el dual separa puntos, por el Corolario 1.5.2.
En estas condiciones, se tienen las hipdtesis del siguiente resultado auxiliar.

Lema A.0.8. Si f: X — Y es una aplicacion continua y biyectiva entre espacios
métricos, X es compacto eY es de Hausdorff, entonces f es un homemorfismo.

La aplicacién 6~': D — By es inyectiva y sobreyectiva sobre su imagen, esto es,
es biyectiva. Ademds, parte de un espacio topoldgico compacto hacia un espacio de
Hausdorff. Si se prueba su continuidad, se tendra que d es un homeomorfismo. Para
ello, basta notar que si A C By es abierto, entonces 0(A) también lo es. En efecto, la

igualdad
5H6(A) = A

véalida por ser § inyectiva prueba que 6(A) es necesariamente un conjunto abierto.

Una vez establecido un homeomorfismo entre la bola unidad y el espacio compacto
D, el resto de la prueba se basa en argumentar que §(Byy) es cerrado. Esta conclusién
se debe a notar las siguientes observaciones:

1. By = 571((5(BH))
11. Las funciones continuas transforman compactos en compactos.
1. Todo subconjunto cerrado de un espacio topolégico compacto es compacto.

Asi, se deduce es suficiente probar que 6(Bp) C D es un conjunto cerrado. Para
comprobar que es cerrado, considérese {T},}nen C 6(Bg) con T, — T'. Entonces, si
x,y € H, se tiene
T(x+y) = MmTa(z+y)
= lMmT,(x)+ limT,(y)
= T(2)+T(y),

T(x)] = [Hm T, (2)] = Mm |7, ()| < Um ||T,]] [|=]] < [|l]]-
~——
<1
Esto prueba que, efectivamente, T' € §(Bp), y por tanto es cerrado. Por lo que se
concluye que la bola unidad cerrada By es débilmente compacta. O

En el Teorema 2.2.11 se prueba que si en un espacio vectorial normado (en par-
ticular, de Hilbert) la bola unidad cerrada es fuertemente compacta, entonces es de
dimensioén finita. Sin embargo, en un espacio de Hilbert la bola unidad cerrada siem-
pre es débilmente compacta. Esto muestra una gran diferencia entre la topologia débil
y fuerte.

* ok %
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