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English Abstract

In this paper we start out the study of the generalized inverse of a matrix and
some of its applications. These applications appear in different areas where it is nec-
essary the computation of an analogous object to the inverse of a matrix. Mainly, we
set out two problems. The first one is to solve problems of system of linear equations
with constraints, where it is used the Bott-Duffin inverse of a matrix. The second
one is to give a closed formula for the solution of a system of linear differential equa-
tions, and the Drazin inverse is defined to express the solution. Some examples and
bibliographical references are given for each problem.






Introduccion

Las aplicaciones de la inversa de una matriz son multiples, entre ellas, la mas co-
nocida sin duda, es su aplicacion para el calculo de las soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales.

Con el paso de los afios, numerosas areas han necesitado algtin tipo de matriz
inversa de una matriz rectangular o bien de una matriz cuadrada singular, como es,
por ejemplo, en el sector de la estadistica, ingenieria, programacion lineal, analisis
numérico o ecuaciones diferenciales.

Fue en 1935 cuando E. H. Moore introdujo el concepto de inversa generalizada,
definiéndola a partir de ciertos proyectores. En el afio 1955, R. Penrose, quien aparen-
temente desconocia el trabajo de Moore, dio una nueva definicion de la misma inversa
generalizada, pero cambiando el enfoque. En esta ocasion se definia el concepto a par-
tir de cuatro ecuaciones matriciales, una forma mas sencilla de clasificar ese tipo de
matrices. A partir de ese momento la inversa generalizada comenz6 a conocerse con el
nombre de inversa de Moore-Penrose. Esta inversa, que denotaremos A™, siempre exis-
te y es Unica. Su aplicaciéon mas notable es la de dar soluciéon al problema de minimos
cuadrados. A partir de las ecuaciones que debe cumplir la inversa de Moore-Penrose,
podemos definir otros conjuntos de matrices que cumplen alguna, o algunas, de las
cuatro ecuaciones matriciales. Es el caso de las {1}- inversas, que se caracterizan por
su uso en el calculo de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales.

Un caso particular de {1, 2}-inversas es la llamada inversa de Bott-Duffin, que de-
notaremos por Ag;)l}, y definiremos a partir de proyectores. La inversa de Bott-Duffin
surgid en el afio 1953 como aplicacion a la teoria de redes eléctricas, [BD53]], con el
proposito de resolver sistemas de ecuaciones en los que quedaba restringido el subes-
pacio de soluciones. Al contrario que en el caso de la inversa de Moore-Penrose, su
existencia esta condicionada a la existencia de la inversa de otra matriz. Para hacer
frente a este inconveniente, en el afo 1990, Chen Younglin, [Che90]], introdujo el con-
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cepto de inversa generalizada de Bott-Duffin.

Se han utilizado parte de las ecuaciones matriciales que debia satisfacer la inversa
de Moore-Penrose para definir otro tipo de inversas generalizadas, incorporando ade-
mas alguna condicion adicional. En 1958 M. P. Drazin, [Dra58]], introdujo el concepto
de inverso de Drazin en anillos y semigrupos. Posteriormente, se desarroll6 el estudio
de la inversa de Drazin para matrices cuadradas. Esta inversa generalizada, que noso-
tros denotaremos AP, posee algunas de las propiedades espectrales de la inversa de
una matriz no singular, ese es el motivo por el que su utilizacion se reduce solamente
a matrices cuadradas. Tal y como ocurre con la inversa de Moore-Penrose, la inver-
sa de Drazin es unica, pudiendo asegurar siempre su existencia. Para poder definirla
tendremos que tener claro el concepto de indice de una matriz. Como aplicaciéon mas
notable de la inversa de Drazin sobresale su empleo en el calculo de soluciones de
sistemas singulares de ecuaciones diferenciales. No nos debe suponer una desventaja
que su uso se restrinja exclusivamente a matrices cuadradas, ya que, en 1980, Cline
y Greville, [CG80]], introdujeron el concepto de inversa de Drazin W -Ponderada, ya
extensible a matrices rectangulares.

Este trabajo esta organizado como sigue. En el capitulo 1, se daran algunos con-
ceptos basicos y notaciones que seran de utilidad a lo largo de todo el trabajo, como
por ejemplo la descomposicion en valores singulares, la factorizacion de rango pleno
o la forma canonica de Jordan. En el capitulo 2, se introducira el concepto de inver-
sa generalizada, probaremos algunas de sus propiedades, y estudiaremos algunos de
sus tipos, como es el caso de las {1}-inversas o las {1, 2}-inversas. En el capitulo 3,
se introducia, a partir del uso de proyectores ortogonales, el concepto de inversa de
Bott-Duffin, se estudiaran algunas de sus propiedades y veremos su utilidad en la reso-
lucioén de sistemas de ecuaciones con espacio de soluciones restringido. Se establecera
una relacion entre la inversa de Bott-Duffin y un conjunto de {1, 2}-inversas de cier-
tas matrices. Finalmente se dara paso al estudio de su aplicacion en redes eléctricas,
viendo, ademas, algunos resultados relacionados con el calculo de valores estaciona-
rios. En el capitulo 4, se introducira, a partir del concepto de indice de una matriz, la
inversa de Drazin. La obtendremos como resultado de una forma canénica de Jordan.
Para concluir, estudiaremos su aplicaciéon mas destacada en el calculo de soluciones de
sistemas singulares de ecuaciones diferenciales. Se hallaran ejemplos constructivos a
lo largo de todos los capitulos.

En este trabajo el lector no solamente encontrara el seguimiento de algunas re-
ferencias que habran servido de guia para su creacion. Se ha realizado una busqueda
lo mas exhaustiva posible dentro de la bibliografia actual sobre algunas de las inver-
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sas generalizadas que se definen y sobre sus aplicaciones. El estudio de este impacto
no ha sido realizado exclusivamente a través de “Mathematical Reviews”. La razon
es clara, el propdsito de esta investigacion no podia estar centrado en una base de
datos exclusivamente matematica, debido a que algunas de las aplicaciones que han
formado parte de esa busqueda se salen fuera del ambito de indexado de esa base de
datos; articulos que por ejemplo se centraban en el campo de la fisica, la quimica o la
biologia, hubieran sido imposibles de encontrar. Por ese motivo se ha complementado
con las aplicaciones "Web of Knowledge" y “Google Académico”.






1 Preliminares

En este capitulo se daran una serie de conceptos y enunciados basicos que seran
utilizados en capitulos posteriores. Para su realizacion se ha tomado como referencia
[BIGO03| capitulos 0,6], [MS09], [Mey00].

1.1 Escalares y vectores

Nota 1.1. Un cuerpo genérico sera denotado por [F. Usualmente utilizaremos el
cuerpo complejo C, y en casos especiales el cuerpo real R.

Nota 1.2. Los escalares en [F se denotaran con letras minusculas: z, y, A, ...

Nota 1.3. El espacio n-dimensional sobre un cuerpo F se denotara F”. En particu-
lar, C" [R"] denota el espacio vectorial complejo [real] n-dimensional.

Nota 1.4. Usaremos 1, n para denotar al conjunto de indices {1,2,...,n}.

Nota1.5. Losvectores vendran denotados por letras en negrita: , y, A, ... Un vector
x € F" lo escribiremos en forma de columna

€
x=| : |,0 x=(x;), i€1l,n, xz€F.
Tp

| Definicién 1.1. Llamaremos vector unitario i'" de F™ al vector n-dimensional e;
con componentes

1, sii=j
5ij =
0, en otro caso
| Definicion 1.2. Denominaremos base estandar de F" al conjunto ,, de vectores
unitarios {ej, ez, ..., €,}.
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| Definicién 1.3. Se define la suma de dos subespacios L, M deF", denotada L+ M,
como
L+M={y+z:yel, z€ M}

El conjunto L 4+ M también es un subespacio vectorial de ™.

| Definicion 1.4. Sean L y M dos subespacios de F". Se diré que L + M es la suma
directa de L y M, y se denotara por L& M, si LN M = {0}, es decir, si el tinico vector
en comun de L y M es el vector cero.

| Definicién 1.5. Dado un subespacio vectorial L de F", llamaremos subespacio
complementario de L a cualquier subespacio M verificando L & M = F". En este
caso, cada vector x € F" puede ser expresado de forma tinica como una suma

r=y+ =z, dondeyc L, z€ M.

Denominaremos a y la proyeccion de x en L a lo largo de M.

1.2 Producto escalar

| Definicion 1.6. Sea V un C-espacio vectorial. Un producto escalar en V es una
aplicacion
<,>VxV-—C

que verifica las siguientes propiedades:

L. <u,v>=<v,u>;Vu,vel.

2. <u+v,w>=<u,w>+<v,w > Vu, v,wel.
3 <u,av>=a<u,v>VaeC Yu,v,eV.

4 VueV, <uv>>0y <u,u>=0&u=0.

El producto escalar canénico en C" se define como:

n
<u,v>= Zu_ﬂ)i; Vu=(u),v=(v;).
i=1
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Ejemplo 1.2.1.- Consideremos la aplicacion

<, > R"xR" — R, tal que
< (21,02, Tn), (Y1, Y2, -5 Yn) > = Tl + TaYo + -+ TpYn.

Se verifican facilmente las propiedades del producto escalar.

| Definicién 1.7.  Sea L un subespacio de C". Definimos el complemento ortogonal
de L, y lo denotamos por L*, como

L+ :={x € C" : x es ortogonal a todo vector de L},
o lo que es lo mismo,
L' ={xcC':<y,x>=0,Vyc L},
L* es un subespacio vectorial de C", y ademas, se tiene que
C'=L® L,

es decir, L es un subespacio complementario a L.

1.3 Norma vectorial

| Definicion 1.8. Sea V un C-espacio vectorial. Se define una norma (o médulo) de
un vectoru € V' como una aplicacion

IV —R,
que satisface:
lu| >0, [[u]| =0 u=0,VuecV. (1.1)
lou| = |al[|ul|; VaeC, ueV. (1.2)

[+ ol < lufl +vl; Vu,veV. (1.3)
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Observacion 1.1.  ||ul| es interpretado como la longitud del vector u. Por tanto, la
desigualdad (1.3), en IR?, establece que la longitud de cualquier lado de un tridngulo
no es mayor que la suma de los otros dos lados del triangulo.

Proposicién 1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea (V, <, >) un espacio vec-
torial con producto escalar, y «, y € V. Entonces

| <@,y >| < |zfl[yl

La igualdad se da si y solamente si un vector es multiplo del otro.
Demostracion. Véase [BIG03| pagina 7, ejercicio 2] |

| Definicién 1.9.  Sea V un C-espacio vectorial. Se definen las siguientes aplicaciones:

I::V — R, tal que |l = _ |z (1.4)
j=1

H2:V — R, tal que |Jz]ly = (> |z;*)"? (1.5)
j=1

| floo : V —> R, tal que |||l = méx{|z;|:j € 1,n} (1.6)

Proposicion 1.2.  Las aplicaciones definidas anteriormente, (1.4), (1.5), (1.6), cumplen

las propiedades (1.1), (1.2), (1.3), y por tanto, podemos afirmar que cada una de ellas
es una norma vectorial. Son denominadas [;-norma, /,-norma o norma Euclidea, [.-
norma o norma de Tchebycheff, respectivamente.

| Definicién 1.10. Dado un producto escalar < x,y > y la correspondiente norma
||| =< x,z >'/2, el angulo entre dos vectores x, y € R™, denotado por Z{x,y}, estd

definido como
<z,y >

/ =<
08 £ Y = Tl

1.4 Matrices

Nota 1.6. Dado un cuerpo F, una matriz de orden m X n con coeficientes en [ es

de la forma:
ajix Qa2 - Qip
ag1 Qg2 -+ Q2p

m1 Gm2 = Amp
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constituida por mn elementos de F distribuidos en m filas y n columnas, de forma
que a;; denotara al elemento situado en la fila ¢, columna j. De forma reducida:

A = (ay)

IFT)’LXTL

Nota 1.7. Denotaremos al conjunto de matrices m X n con elementos en F.

En particular,

» C™* [R™*"] denota la clase de m x n matrices complejas [reales].

» C" [R™*"] denota la clase de m x n matrices complejas [reales| de rango r.

| Definicién 1.11.  Se dice que A € F™*" es una matriz cuadrada sim = n, es decir,
si tiene igual niimero de filas que de columnas; en otro caso se dira que A es rectangular.

| Definicion 1.12.  Dada una matriz A € F™*™, los elementos a;;,i = 1, ..., p; donde
p = min{m,n}, constituyen su diagonal principal.

| Definicién 1.13. La matriz A € F™ " sera:

» Diagonal si todos sus elementos fuera de su diagonal principal son cero, es decir,
Si Q5 = 0, N4 7£ j

» Triangular superior si todos los elementos por debajo de su diagonal principal
son cero, es decir, sia;; = 0, Vi > j.

» Triangular inferior si todos los elementos por encima de su diagonal principal
son cero, es decir, sia;; = 0, Vi < j.

| Definicién 1.14. Llamaremos matriz identidad de orden n a la matriz cuadrada
I,, que tiene 1 en los elementos de su diagonal principal y 0 en las restantes posiciones,

es decir,
10 ... 0
i =1 01 ... 0
0, en otro caso O
00 ... 1

| Definicién 1.15. Dada una matriz A € F™ ™ llamaremos matriz traspuesta de
A a la matriz B = A" € F"*™ donde bij = aji, Vi, j. Esto es, si A es la matriz de orden
mxXn

aix a2 - Ain

21 G2 -+ dgp

m1 Om2 Qmp
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entonces B = At es la matriz de ordenn x m

11 a2 Gn1

Q12 A22 Qn2
B =; }

Aim  QA2m - Aum

Proposicion 1.3.  La trasposicion de matrices verifica las siguientes propiedades:

1. (A+ B) = A"+ B, VA, B € F™™.
2. (AB)! = B'A!; VA € F™*P VB € Fr*n,
3. (@A) = aA'; YVa € F, VA € T,

Demostracion.  Véase [MS09, pagina 32]. |

| Definicién 1.16. Dada una matriz A € F™", llamaremos matriz conjugada
traspuesta de A a la matriz B = A* € F"*™, donde b;; = @j;, Vi, j

| Definicién 1.17. Dada un matriz cuadrada A € F*™*™, se dice que A es simétrica,
si A= A, es decir, si a;; = aj;.

| Definicién 1.18. Dada un matriz cuadrada A € F™" ™, se dice que A es antisimé-
trica, si A = — A", es decir, si a;; = —ay;.

| Definicién 1.19. Dada un matriz cuadrada A € F"*", se dice que A es hermitiana,
si A = A*, es decir, sia;j = ;.

| Definicién 1.20. Dada un matriz cuadrada A € F™ ™, se dice que A es antiher-
mitiana, si A = —A*, es decir, si a;; = —aj;.

Ejemplo 1.4.1.-

Sean
1 47 1 4 7 1 4 T+ 2
A= 4 5 8 , B= 2 5 8 , C = 4 5 8 —1
7 8 9 3 6 9 7T—21 841 9

Se tiene que la matriz A es simétrica, B no es simétrica y C' es hermitiana.
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| Definicién 1.21. Dada un matriz cuadrada A € F™*", se dice que A es normal, si

AA* = A*A.

Ejemplo 1.4.2.-

Sean las matrices

1 0 2 1 2 3
A= 0 3 4] ,B= 4 5 6
2 45 789
La matriz A es normal, ya que
5 8 12
AA* = 8 25 32 = A*A.
12 32 45
Sin embargo, B no es una matriz normal, ya que
14 32 50 66 78 90
BB* = 32 Tr 122 #* 78 93 108 = B*B.
50 122 194 90 108 126

Observacion 1.2.  En general, toda matriz simétrica real, hermitiana o unitaria, es una
matriz normal.

| Definicién 1.22. Dada un matriz cuadrada A € F™", se dice que A es idempo-
tente, si A = A2
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Ejemplo 1.4.3.-

La matriz

es idempotente, ya que A = A2

| Definicién 1.23. Dada una matriz cuadrada A € F"*", se dice que A es nilpotente,

si existe un niimero entero positivo p tal que A? = O.
| Definicion 1.24. Sea A € F™ " una matriz nilpotente. Denominaremos indice de
nilpotencia de A al menor entero positivo k tal que A* = O.

Ejemplo 1.4.4.-

Consideremos la matriz

5 -9 -4
A= 6 —11 -5
-7 13 6
Se tiene que:
-1 2 1
A= -1 2 1
1 -2 -1
y
000
A= 100 0
000

Luego la matriz A es una matriz nilpotente, con indice de nilpotencia igual a 3.
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| Definicién 1.25. Dadas A y B € F"*" se dice que B es la matriz inversa de A si
AB = BA=1,.

Diremos entonces que la matriz A es invertible, o no singular, si existe una matriz

inversa de A. Denotaremos A~' a la matriz inversa de A.

| Definicién 1.26. Dada una matriz cuadrada A € F*"*", se dice que A es unitaria,
siA* = A7 (si A esreal, A" = A7, en este caso se dira que A es ortogonal).

| Definicién 1.27. Llamaremos submatriz de una matriz A a cada matriz que se
obtenga de ella suprimiendo algunas de sus filas y columnas.

Ejemplo 1.4.5.-

Sea

N

Il
N SO
oo Ot N
© o w

Una submatriz de A es la matriz

1 2
B =
(i)

que se obtiene suprimiendo la ultima fila y la ultima columna de A.

1.5 Transformaciones lineales

| Definicién 1.28. Dados dos espacios vectoriales U, V sobre un cuerpo F, y una
aplicacion T' : U — V; se dice que T' es lineal, o una transformacion lineal, si
verifica:

Tax+y)=alTx+Ty, YVa e F, x,y € U.
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El conjunto de transformaciones lineales de U a V', denotado L(U, V), es un espacio
vectorial con las operaciones T + T y o/ definidas por

(Ty + To)u = Thu + Tou, (aT)u = a(Tu), Vu € U.

1.6 Imagen, contraimagen y espacio nulo

| Definicion 1.29. SeaT € L(U, V). Llamaremos imagen de T, denotada por im(T),

al conjunto
m(T)={veV:v=Tu, uecU}.

| Definiciéon 1.30. SeaT € L(U,V). Para cualquierv € im(T), la imagen inversa

T~1(v) es el conjunto
T'(v)={ueU: Tu=v}.

| Definicion 1.31. Sea T € L(U,V). Llamaremos espacio nulo (o niicleo) de T,
denotado por null(T'), a la imagen inversa del vector cero 0 € V, es decir,

null(7) ={u € U : Tu = 0}.

| Definiciéon 1.32. Consideremos una transformacion lineal A € L(F",F™) y dos
bases {u1,...,uy} y{v1,...,v,} de F" y F™, respectivamente. La matriz repre-
sentacion de A con respecto a las bases U y V' es la matrizm x n Ayy = |a)
determinada (iinicamente) por

m
A’Uj = Zaijui, ] S 1,7’1,.
i=1

Nota 1.8. En la practica habitual se utilizara el mismo simbolo A para denotar a la
transformacion lineal y a la matriz representacion.

Nota 1.9. Aligual que para las transformaciones lineales, para cualquier matriz A €
Fm*™ denotaremos:

= Espacio de columnas de A al conjunto
C(A) ={y € F" : y = Az, para algin « € F"}. (1.7)
» Espacio nulo de A al conjunto

null(A) = {x € F" : Az = 0}. (1.8)
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| Teorema 1.1.  Para cualquier A € C™",
1. null(A) = C(A*)*,
2. null(A*) = C(A)*.

Demostracion. Veamos la demostracion de cada apartado:

1. Haremos la demostracion por doble contencion.
Sea € null(A). Entonces

< Ax,y >=< 0,y >=0,Vy € C"™.
Como

<Ax,y>=x"A"y
=<z, A"y >,

se tiene que
<z, A'y>=0=xl Ay, vVy € C".

Por tanto,

xlC(A*) = x € C(A*)" .
Sea x € C(A*)*. Entonces
<z, A"y >=0,Yy € C",
luego
<Ax,y >=0= Azxly,Vy € C™,

Por lo tanto
Az =0 = x € null(A).

2. La demostracion de este apartado es analoga a la del apartado anterior, tomando
en este caso A = A*.
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1.7 Autovalores y autovectores

| Definicién 1.33. Sean A € F™**, 0 # = € F" y A € C. Se dice que \ es un
autovalor de A asociado al autovector x si

Az = .
| Definicién 1.34. Sea A € F™™. Llamaremos espectro, denotado por A\(A), al con-
Jjunto de los autovalores de A.
| Definicion 1.35. Sean A € ™" y X\ € C un autovalor de A. Denotaremos por
subespacio propio al conjunto

Vi={x € F": Az = \z}

Denominaremos multiplicidad geométrica a la dimension de este subespacio.

| Definicién 1.36. Sea A € F"*". Llamaremos polinomio caracteristico de A, y lo
denotaremos p(\), al determinante de la matriz (A — \I).

Observaciéon 1.3. Los autovalores de la matriz A son las soluciones de la ecuacion
p(A) = 0, es decir, las raices del polinomio caracteristico.

| Definicién 1.37. Sea A € F"*" y sean \y,. .., \, los distintos autovalores de A.
Llamaremos multiplicidad algebraica del autovalor \; a la multiplicidad de \; como
raiz del polinomio caracteristico.

Ejemplo 1.7.1.- Consideremos la matriz

-3 1 -3
A= 20 3 10
2 =2 4

= Su polinomio caracteristico es p(\) = A3 — 4\? — 3\ + 18 = (A — 3)%(\ + 2),
y por tanto, el espectro de A es A(A) = {3, —2}, en el que el autovalor \; = 3
tiene una multiplicidad algebraica igual a 2, y el autovalor Ay = —2 tiene una
multiplicidad algebraica igual a 1.
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» Obtenemos los subespacios propios de la siguiente manera:

« Para \; = 3,
‘/1()\1) = HU_H(A — )\1]),

-6 1 -3
(A-3I) = 20 10
2 =2 1
Aplicando Gauss-Jordan a la matriz (A — 31),
-6 1 =3 1 0 1/2 T
(A-3I) = 20 0 10 G-J |01 O = To
-
2 -2 1 00 O T3
Por tanto
-1
Vi) =< v = 0 > .
2
Luego la multiplicidad geométrica asociada al autovalor \; = 3 es 1.
o Para \y = 2,
Vi(A2) = null(A — A1),
-1 1 =3
(A+21) = 20 10
2 -2 6
Aplicando Gauss-Jordan a la matriz (A + 27),
-1 1 =3 10 1 T
(A+21) = 20 5 10 G-J | 01 =2 = T
2 -2 6 00 0 T3
Por tanto
-1
%()\2) =< V91 = 2 > .
1

Luego la multiplicidad geométrica asociada al autovalor A\, = 2 es 1.

19

—1/2 x3
= 0
T3
— x5
2 x3
T3
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Proposicion 1.4. Sea A € F"*". Entonces A es invertible si y solo si 0 no es un
autovalor de A.

Demostracion. Supongamos que A es invertible.

En el caso de que A no tuviera autovalores, entonces, evidentemente, 0 no seria au-
tovalor de A.

Supongamos que para un vector x # 0, existe A € C tal que

Ax = \x
Como A es invertible
Az =)z = = \x (x #0)
= A #0.

Supongamos que 0 no es un autovalor de A.
Por reduccion al absurdo, supongamos que A no es invertible. Entonces

det(A) =0 = det(A — 0I),

por tanto, 0 seria un autovalor de A, lo que nos lleva a una contradiccioén, ya que por
hipétesis 0 no es autovalor de A.
Por consiguiente, A es no singular.

Proposicion 1.5. Sean A € [F™*™ una matriz no singular, A € C un autovalor de
Ay x € F" un autovector de A asociado al autovalor A. Entonces x es también un
autovector de A~! asociado al autovalor A~

Demostracion. Por definicion,
Ax = \x.

Como A es invertible, podemos multiplicar a izquierda por A~1,

A Ae=A")\x = z=) "2 = \lae= A"z

Por tanto, x es un autovector de A~! asociado al autovalor A~ !.

| Teorema 1.2. Sea A € F"*™ una matriz normal. Si Ax = \x entonces A*x = \x.
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Demostracion. Supongamos que Az = A\x. Como A es una matriz normal, se tiene
que:

(A= M)(A=N)" = (A= X)(A* = X) = AA* — NA* — XA+ XA,
y
(A=XD)*(A=XI) = (A*=XI)(A=M) = A*A—XA-MNA"FIN = AA*—NA*— XA+,
por tanto (A — A\I) también es normal. Entonces,

Az =) x = (A—X)x =0

= [[(A=AXDz| =0 ((A — M) normal)
= [[(A=A)'z||=0

S (A" = XD = 0

= ||[A*x — x| =0

= Az - x=0

= Az = \x.

Proposicion 1.6. Sea A € F"*". Entonces A es invertible si y solo si 0 no es un
autovalor de A.

Demostracion. Supongamos que A es invertible.

En el caso de que A no tuviera autovalores, entonces, evidentemente, 0 no seria au-
tovalor de A.

Supongamos que para un vector  # 0, existe A € C tal que

Ax = \x
Como A es invertible
Az = x = == \x (x #0)
= X #0.

Supongamos que 0 no es un autovalor de A.
Por reduccion al absurdo, supongamos que A no es invertible. Entonces

det(A) =0 = det(A —0I),
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por tanto, 0 seria un autovalor de A, lo que nos lleva a una contradiccioén, ya que por
hipoétesis 0 no es autovalor de A.
Por consiguiente, A es no singular.

1.8 Matriz definida positiva

| Definicion 1.38.  Sea A € F"*" una matriz hermitiana. Decimos que A es definida
positiva si v* Av > 0 para todo vector v no nulo perteneciente a F".

| Teorema 1.3 (Caracterizacién de matrices definidas positivas). Sea A € F*<",
una matriz hermitiana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es definida positiva.

2. Todos los autovalores de A son positivos.

3. La matriz A puede ser expresada como A = B*B, para alguna matriz B no
singular.

Demostracion.  Véase [Mey00, capitulo 7, seccidén 6, paginas 558, 559] |

| Definicién 1.39. Sea A € F™ ™, una matriz hermitiana, decimos que A es semide-
finida positiva si v*Av > 0, para todo vector v no nulo perteneciente a F".

| Teorema 1.4 (Caracterizacion de matrices semidefinidas positivas). Sea A €
<™, una matriz hermitiana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es semidefinida positiva.

2. Todos los autovalores de A son no negativos.

3. La matriz A puede ser expresada como A = B*B, para alguna matriz B con
rango(B) = rango(A).

Demostracion.  Véase [Mey00, capitulo 7, seccidén 6, paginas 566, 567] |

| Definicién 1.40. Sea A € F"*", una matriz hermitiana, decimos que A es definida
negativa si v* Av < 0, para todo vector v no nulo perteneciente a F".

| Teorema 1.5 (Caracterizacion de matrices definidas negativas). Sea A € F"*",
una matriz hermitiana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. A es definida negativa.
2. Todos los autovalores de A son negativos.

Demostracion. Partiendo de la demostracion del teorema (1.3) y tomando —A en
lugar de A, obtendremos el resultado deseado. |

| Definicién 1.41. Sea A € F"*", una matriz hermitiana, decimos que A es semide-
finida negativa si v* Av < 0, para todo vector v no nulo perteneciente a F".

| Teorema 1.6 (Caracterizacién de matrices semidefinidas negativas). Sea A €
<", una matriz hermitiana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es semidefinida negativa.
2. Todos los autovalores de A son no positivos.

Demostracion.  Partiendo de la demostracion del teorema (1.4)[paginal22] y tomando
—A en lugar de A, obtendremos el resultado deseado.

Observacion 1.4. Si A € F"*™ no es ninguno de los tipos anteriores, (definiciones

(1.38)[pagina [22]], (1.39)[pagina [22]], (1.40)[pagina[22], (1.41)[pagina [23]), entonces se

dice que A es indefinida.

Ejemplo 1.8.1.-

1. Sea la matriz

A:

S N W

0
2
1

NI ORI (R V)

El espectro de la matriz A es \(A) = {5,
2. La matriz identidad es definida positiva.

, —1}. Por tanto, A es indefinida.
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1.9 Descomposicion en valores singulares

Lema1.1. Sea A € C™*™, entonces
rango(AA*) = rango(A) = rango(A*A).

Demostracion.  Véase [BIG03| pagina 46].

Observacion 1.5. Como consecuencia del lema anterior, tenemos que
C(AA*) =C(A) =C(A*A).

| Definicion 1.42. Sea A € C™*", y sean )y, ..., \, los autovalores no nulos de la
matriz semidefinida positiva A* A. Se definen los valores singulares de A, denotados
pora;(A),j € 1,r, como

0j(A) = +/ (A" 4), j e Lr.

Habitualmente, los valores singulares son ordenados en forma decreciente, es decir,
012022"'20r>0-

| Teorema 1.7 (Descomposicion en valores singulares (SVD)). Sean A € C™*"

y
0120922 0,.>0

los valores singulares de A.
Entonces existen matrices unitarias U € C™*™ yV € C"*" tales que la matriz

01
02

Smxn = UTAV = o,

es diagonal.

Demostracion.  Véase [BIG03| pagina 206] |
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Ejemplo 1.9.1.- Consideremos la matriz

4 11 14
A<8 7 —2)'

Calculemos la descomposicion en valores singulares de A.

= Calculamos AfA:
80 100 40
AlA = 100 170 140
40 140 200

Los autovalores de la matriz A*A son: \; = 360, Ay = 90, A3 = 0.
Determinamos los autovalores de A’ A no nulos, y ordenamos. En nuestro caso,

r=2.
= Los espacios de autovectores de A’ A correspondientes a cada autovalor son:
Para \; = 360,

‘/I(Al) = null(AtA — )\1]),

—280 100 40
(A'A—360I)= | 100 —190 140
40 140 —160

Aplicando Gauss-Jordan a la matriz (A*A — 3601),

10 —1/2 v = 1/21y
—_—
0 0 0 rs = T3
Por tanto
1/2 X 1/3
w, = 1 , V1 = —w; = 2/3
Para Ay = 90,
W(Ag) = HUH(AtA — )\2]),
—10 100 40
(A'A—90I)= [ 100 80 140

40 140 110
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Aplicando Gauss-Jordan a la matriz (A*A — 907),

—10 100 40 1 0 1 T = —x3
(AtA—QOI) = 100 80 140 G-J 0 21 = Te = 1/2x3
S
40 140 110 000 T3 = T3
Por tanto
-1 —2/3
1
wo — 1/2 , Vg = 77— Wy = —1/3
Para A3 = 0,
Vi(A3) = null(A'A — A\31),
80 100 40
(A'A—0I)= [ 100 170 140
40 140 200
Aplicando Gauss-Jordan a la matriz (A*A — 01),
80 100 40 1 0 -2 T = 2 T3
(AtA—OI) = 100 170 140 G-J 01 2 = To = —2x3
%
40 140 200 00 O T3 = T3
Por tanto
2 2/3
1
w3 = —2 , U3 w3 2/3
= Una base ortonormal de autovectores de A’ A es:
1/3 —2/3 2/3
v = 2/3 , Vg = —1/3 , V3 = —2/3 s
2/3 2/3 1/3

con v; asociado a ;.
= Los valores singulares de A son:
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» La matriz de valores singulares es:

= (0 o)

= Vamos a calcular U, para ello definimos:

1/3
W 4 11 14 [ 3/V/10
u1_01A1_6m<8 7 —2) Zg _(1/\/ﬁ>'
—2/3

we Lo (1) i - ()

Donde {u, uy} forman una base de R?, y por tanto

p_ (BVID VIO
= (T Sivn )

» La descomposicion en valores singulares de A es:

/3 2/3 2/3
—2/3 —1/3 2/3

3/\/T0 Wm)(wm / O) 2/3 =2/3 1/3

A=URV' = (1/@ —-3//10 0 310 0

1.10 Factorizacion de rango pleno

| Definiciéon 1.43. Sea la matriz A € C™*". Llamaremos pivote (o término lider) de
una fila (o columna) de A, al primer elemento no nulo de dicha fila (o columna), si es
que existe alguno.

| Definicion 1.44. Seala matriz A € C™*". Se dice que A esté en forma escalonada
reducida por filas si verifica:

» Si A tiene una fila compuesta enteramente de ceros (fila nula), entonces todas las
filas por debajo de ella son también nulas.
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» Los elementos que aparecen en la misma columna que el pivote de una fila y debajo
de él son todos nulos.

= El pivote de cada fila es 1.

» Todas las entradas por encima del pivote son cero.

Nota 1.10. De forma anéloga a la definicién (1.44)[pagina se define el concepto
de matriz en forma escalonada reducida por columnas.

Ejemplo 1.10.1.-

Consideremos las siguientes matrices:

1 0 01 10 0 1
A= o [5102|,B={(01[1] 2],
0 0 1 3 00 1 3
1001
c=1010 2|,
001 3

La matriz A no es escalonada reducida por filas, ya que el pivote de la segunda fila
no es 1. La matriz B tampoco es escalonada reducida por filas, ya que en la tercera
columna deberian ser cero todos los elementos salvo el pivote de la tercera fila. La
matriz C' si es una matriz escalonada reducida por filas.

| Definicion 1.45. Sea la matriz A € C™*". Se dice que A es de rango pleno por
filas sirango(A) = m, o equivalentemente, si C(A) = C™.
Analogamente, diremos que A es de rango pleno por columnas sirango(A) = n.

Observacion 1.6.  Si A € C™*", es decir, A es una matriz cuadrada, entonces es equi-
valente ser de rango pleno por filas que ser de rango pleno por columnas.
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| Definicién 1.46.  Sea la matriz A € C™*™. Llamaremos factorizacién de rango
pleno de A a una descomposicion de A en el producto de una matriz de rango pleno por
columnas y una matriz de rango pleno por filas.

Lema1.2. Sea A € C™*", r > (. Entonces, existen matrices F' € C"*" y G € C/*"
tales que

A=FG.
Demostracion.  Véase [BIG03| pagina 26] |
Ejemplo 1.10.2.-
Consideremos la matriz
1 21 2
A= 2 1 31
-1 3 2 3

Calculamos una forma escalonada reducida por filas de A. Aplicamos Gauss-Jordan:

1 21 2 1000

A= 2 131 )G-7l0101],
—

1323 0010

y, en consecuencia, rango(A) = 3. Por tanto, la matriz GG es una matriz de rango pleno
por filas. Y la matriz F' seria la matriz formada por las columnas basicas de A, es decir

1 21
F = 2 1 3],
-1 3 2
donde rango(F') = 3, y por consiguiente, F' es una matriz de rango pleno por colum-
nas. Luego, obtenemos que, una factorizacion de rango pleno de A es:

1 2
A=FG = 2

1 1 000
13 0101
-1 3 2 0010
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1.11 Forma candnica de Jordan

| Definicion 1.47. Un bloque de Jordan de orden k es una matriz cuadrada con k
filas y k columnas que tiene todos los elementos de la diagonal idénticos, la linea por
encima de la diagonal esta formada por unos y los restantes elementos son cero. Es decir,

B(X) = (bi;) es un bloque de Jordan de orden k si

Al
A, osit=7
0, en otro caso o1

Ejemplo 1.11.1.-

Un bloque de Jordan de orden 1 es un nimero.
Un bloque de Jordan de orden 2 tiene la forma:
Al
0 X/

Y uno de orden 3:

o O >
S > =
> = O

| Definicién 1.48. Un segmento de Jordan, J()\,), es una matriz diagonal por blo-
ques
J1 (A1) 0 . 0

0 Jo(A1) ... 0

0 0 o Jy(\)
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donde cada caja Jy,(\1) es un bloque de Jordan de un cierto orden.

| Definicién 1.49. Una matriz de Jordan es una matriz diagonal por bloques de
manera que cada bloque es un segmento de Jordan, es decir, una matriz J es de Jordan
si

JN) O ... O

O JX) ... O
J: . . .

O 0 .. I

donde cada J()\;) es un segmento de Jordan. Dicho de otro modo, una matriz de Jordan
es una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque es un bloque de Jordan.

Una matriz de Jordan seria, por ejemplo

1 1{0 0]{0 0|0
0 10 0]0 O0]O0
0 02 1]0 010
0 00 2]0 0]0
0 00 O0]2 110
0 0/]0 010 2/0
0 0j]0O 0/0 O[3
| Teorema 1.8 (Forma canénica de Jordan). Sean la matrizA € C™"™ y{\, Xy, ..., A}

el conjunto de los autovalores distintos de A. Entonces, A es semejante a una matriz de
Jordan, es decir, existe una matriz P no singular tal que

JAN) O ... 0
O JX) ... O
PIAP = J = _ <7), .
O 0 ... JN)

donde J tiene un segmento de Jordan por cada autovalor \;, j € 1, s

Demostracion.  Véase [MS09, capitulo IV, seccion 2.6] |
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Ejemplo 1.11.2.-

Consideremos la matriz

10 4 13
A= 5 3 T
-9 —4 -12
cuyos autovalores son \; = —1y Ay = 1, con multiplicidades algebraicas m; = 1y

me = 2, respectivamente.

Siguiendo el proceso constructivo de la demostracion del teorema, una matriz de
Jordan asociada a la matriz A seria:

-1/0 0
J = 011
010 1
con matriz de paso:
-1 1 1
P = -1/2 1 =2
1 -1 0

| Definicién 1.50. Llamaremos indice del autovalor \;, y lo denotaremos por vy, a
la dimension del bloque de Jordan mas grande en el segmento de Jordan J()\;).

Ejemplo 1.11.3.-

Sea la matriz .J del ejemplo anterior (1.11.2] pagina[32)

—1]{0 O
J = 011
010 1

En ella, el indice del autovalor \; = —1 es 1, y el indice del autovalor Ay = 1 es 2.




2 Inversas Generalizadas

En el capitulo anterior se introdujo el concepto de matriz inversa respecto de una
matriz dada, (véase definicién (1.25)[pagina [15])). Para ello era necesario disponer de
una matriz cuadrada. Sin embargo, para numerosas aplicaciones matematicas se ha-
ce necesario el calculo de la inversa de matrices singulares o incluso rectangulares,
por ejemplo, para la resolucién de ecuaciones matriciales lineales. Es aqui donde nace
el concepto de inversa generalizada de una matriz. En este capitulo introduciremos
dicho concepto como la tnica solucién de un cierto conjunto de ecuaciones, estu-
diaremos algunos de los conjuntos de matrices derivados de la misma, varias de sus
propiedades mas importantes y sus métodos de construccion. Sera necesario para el
seguimiento de este capitulo los conceptos, resultados y notaciones del capitulo an-
terior. Las publicaciones [BIG03] y [CMO09] han servido de guia para su realizacion.

2.1 Inversa de Moore-Penrose

| Definicién 2.1.  Sea A € C™ ™ una matriz. Se llamard inversa de Moore-Penrose
de A, y la denotaremos como A", a toda matriz X que satisfaga las siguientes ecuaciones:

AXA = A, (1)
XAX = X, )
(AX)" = AX, (3)
(XA)* = XA. (4)

Observacion 2.1.  Sea A € C™ ™ una matriz. Si A es no singular, entonces X = A~
satisfaciendo las cuatro ecuaciones anteriores.

Nota2.1. Sea A € C™*" una matriz. El conjunto A{i, j, ..., k} denotara al conjunto
de matrices X € F"*™ que satisfacen las ecuaciones (i), (j),..., (k). Una matrix
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X € A{i,j,...,k} esllamada { i, j,..., k }-inversa de A, y también A7k},

Proposicion 2.1.  Sea A € C™*™ una matriz. Si el conjunto A{1,2, 3,4} es no vacio,
entonces dicho conjunto esta formado por un unico elemento.

Demostracion. Sean X,Y € A{1,2,3,4}. Entonces

X = XAX (por ecuacion (3))
= X(AX)*
= XX*A* (por ecuacion (1))
= XX A'Y A"
= X(AX)*(AY)* (por ecuacién (3))
= XAXAY (por ecuacion (2))
= XAY (por ecuacion (1))
= XAY AY (por ecuacion (4))
= (XA (YA)Y
= A X*AYY (por ecuacién (1))
= A'Y'Y
= (YA)'Y (por ecuacion (4))
=YAY (por ecuacion (2))
=Y.

Dada una matriz A € C™*", sabemos ya del caracter unico de la {1,2,3,4}-
inversa de A. En las secciones siguientes comprobaremos que otros conjuntos A{i, j, ..., k}
no constaran de un unico elemento.

Ejemplo 2.1.1.-

Consideremos la matriz m X n



2. INVERSAS GENERALIZADAS 35

01
02
Y= oy
0
0
cono; #0,i€1,r.
Entonces X7 es una matriz n x m de la forma:
1/0'1
]_/0'2
>t = 1/o,

Se comprueba de manera muy sencilla que la matriz ¥ es la inversa de Moore-
Penrose de la matriz ¥, mediante la multiplicaciéon por bloques:

1. XYt =13,

2. ITYYt =X,
I O

+\* — _ +

3. (B2H) (00) »yt,

I O
+3)x — +
4. (2t%) (00) DIE N

Observacion 2.2.  Veremos en una seccién posterior (seccion [2.4] pagina [44]]) algorit-
mos para el calculo de la inversa de Moore-Penrose de una matriz dada.

Proposicion 2.2.  Sea H una matriz hermitiana e idempotente, entonces

H" =H.
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Demostracion. Comprobemos que Ht = H. Para ello veamos que H satisface las

ecuaciones (I)[pagina [33]], (2)[pagina33]], ()[paginaB3] y (@)[pagina33]:

.HH*H=HHH = H*H =HH = H? = H,
. H*HH* = HHH = H*H = HH = H? = H,
. (HH*)* = (HH)* = H*"H* = HH,

. (H*H)* = (HH)* = H*H* = HH.

=W N

Luego,
H™ = H.

2.2 {l}-inversas

| Teorema 2.1. Sea A € C™™ una matriz y sean E € C™™ y P € C"" dos
matrices tales que

I, K
EAP = " ) 2.1
(6 0) e.1)
Entonces, para cualquier matriz L € C=m)x(m=7) "1 matriz
I, O
X=P " E 2.2
(6 7) (.2)

es una {1}-inversa de A.
Demostracion. Reescribiendo la ecuacion (2.1) como

A= g7t ([O g) P

verificamos que

AXA:E‘l(g g)P‘lP(g IZ)EE‘I(g g)P‘lz

e (g5 )Pi=a
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Observacion 2.3. Al ser P y I matrices no singulares, teniendo en cuenta la expre-

sion (2.2)[pagina[36]], el rango de X sera igual al rango de

I, K
r(gh)e
Luego,
rango(X) = rango(A) + rango(L) (2.3)
= r + rango(L), (2.4)

donde la matriz L es arbitraria.

Observacion 2.4. Dada una matriz A € C"*". Sea £y = E A la forma escalonada
reducida por filas de A, donde E son las transformaciones elementales por filas de A.
Entonces, haciendo una permutacién de las columnas de /4 obtenemos una matriz

de la forma
I, K
O 0O )

Ejemplo 2.2.1.- Consideremos la matriz

-2 -4 2 2
A= 3 6 -3 =3 |,
1 2 0 1
con rango(A) = 2.
Sean
1
0 01 0010
E = /2 0 1|y P= )
1/2 1/3 0 0100
0001
que verifican
EAP =

oo =
|l = O
janll el \V)
oI =
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Tomemos ahora,

donde «, 5 € C.

Por tanto, una {1}-inversa de A es, por el teorema (2.1)[pagina 36]:

B L O
x=r (5 7)

0 0

0 0 1
12 0 1 |=
1/2 1/3 0

oo O
— o o o
oo O
o o = o
™ Lo o o

1
0
0

o = O

0 0
a/2 «f3
1/2 0
B/2 B/3

O = O =

En este punto observamos que el conjunto A{1} no consta de un tnico elemento,
y que ademas, esta formado por matrices de distinto rango. A continuacién, veamos

un ejemplo:
Sean
0 0 1 0 01
B 1/2 1/3 0 B 0 00
=1y o0 1| YT e 00
3 2 0 0 00

Ambas matrices, X; y X5, son {1}-inversas de A; siendo

rango(X;) = 3 # 2 = rango(Xs).

| Definicién 2.2. Dado )\ € C, denotaremos por X\t a

Vo AL siAN#£D
N 0, stA=0
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Lema2.1. Sea A € C™"ysea\ € C. Entonces:

AN

(A1) € A*{1}.

Si la matriz A es no singular, entonces Al = A1,

ATAM e (ZA){1}.

rango(AH}) > rango(A).

Si las matrices Sy T son no singulares, entonces 7' A S—1 € SAT{1}.
AAY y AT} A son idempotentes y tienen el mismo rango que A.

Demostracion. Sea la matriz X € A{1},

CAYXFAT = (AXA)* = A%

Sea ahora A una matriz no singular, es decir, existe A1 tal que

AA =T=A1A.
Entonces
AATTA = A.
Sea A € C. Entonces
AMATXAA = AMTAAXA = M\A.

Basta tener en cuenta que el rango de un producto de matrices no es superior
al rango de cualquiera de los factores,

rango(A) = rango(AX A) < rango(X)

. Sean la matrices S y T no singulares. Entonces

SATT 'XS 'SAT = SAX AT = SAT.

. Recordemos que una matriz A se dice que es idempotente si A = A2

(AX)? = AXAX = AX,
(XA)2 = XAXA=XA.
Por otro lado,

rango(X A)
rango(AX)

rango(A) = rango(AX A)

<
< rango(A) = rango(AXA)

Por tanto, rango(AX) = rango(X A) = rango(A).
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Lema 2.2. Sea A € C™*". Entonces:

1.

2.

1.

AU A =T, siysolosi r = n.En este caso se dice que At} es una {1}-inversa
a izquierda de A.

AAWM = [, siysolosi 7 = m.En este caso se dice que A" es una {1}-inversa
a derecha de A.

Demostracion. Veamos la demostracion de cada uno de los apartados del lema.
Sir = n, entonces A{' A € C™", y por el lema (2.1)[apartado @ pagina
, A A es idempotente.

Luego,

(A A)2 = A A = AW AA AAT A)~1 = AW 44 A
= AWA =1,

Supongamos que A{'} A = I,,, entonces rango( At A) = n, y por el lema
(2.1)[apartado[6] pagina39]], rango(A4) = n = r = n.

De manera similar probamos el punto 2 del lema.

Proposicion 2.3.  Sean las matrices A € C™*" y A{l} ¢ A{1}. Entonces,

C(AAM) = C(A), null(A™M A) = null(A) y C((AA)") = C(A").

Demostracion. Tenemos que

C(A) D C(AAM) 5 c(AATA) = C(A),

luego todos las contenciones son igualdades, y tendriamos que

C(AAT) =c(A).

Analogamente,

null(A) € null(A™MA) € null(AA™ A) = null(A),

y por tanto

null(AAM) = null(A).
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Finalmente, por el lema (2.1)[apartado 1} pagina[39],
C(A") D (AT (A = c((A A)) D c(Ar(A) A7) = C(A),

luego
C((AM A" ) =c(AY).

De forma mas general:

Proposicion 2.4. Para cualesquiera dos matrices A € C"™*" y B € C"*, se tiene
que:

1. C(AB) =C(A) siysolosi rango(AB) = rango(4), y
2. null(AB) = null(B) sivy solosi rango(AB) = rango(B).

Demostracion. Veamos la demostracion de cada apartado

1. En primer lugar, sabemos que C(AB) C C(A).
Sea ahora & € C(AB). Entonces
x = ABu = A(Bu) = A/,

por tanto, x € C(A).

Luego dim(C(AB)) = dim(C(A)), y en consecuencia, rango(AB) = rango(A).
2. Primeramente, sabemos que null(B) C null(AB).

Por otro lado, tenemos que la dimension del espacio de columnas de cualquier

matriz es el numero de columnas menos su rango. Entonces, como las matrices

AB 'y B tienen el mismo nimero de columnas, deben tener el mismo rango para

que null(AB) = null(B).

2.3 {1,2}-inversas

Lema 2.3. Sealamatriz A € C™*", y sean las matrices Y, Z € A{1}, tales que
X =YAZ
Entonces X € A{1,2}.
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Demostracion. Vamos a comprobar que X € A{1,2}. Para ello, primero veremos

que cumple la propiedad (1)) de la definicién péagina [33):
AXA=AYAZA=AZA=A.

Veamos que cumple la propiedad (2) de la definicion (2.1)[pagina [33]:
XAX =YAZAYAZ =YAYAZ =YAZ = X.

Por tanto X € A{1,2}.

| Teorema 2.2 (Bjerhammar). Sean las matrices A € C™*" y X € A{1}. Entonces
X € A{1,2} si y solo sirango(X) = rango(A).
Demostracion. Sean A € C™* "y X € C"™ ,tal que X € A{1}.

Supongamos que rango(X) = rango(A).
Primeramente tenemos que C(XA) C C(A). Y sabemos por el lema (2.1)[apartado
6| pagina [39]], que rango(X A) = rango(A). Por tanto, las dimensiones de C(X A) y
C(A) coinciden, es decir, C(X A) = C(A). Entonces, para alguna matriz Y, se cumple

que
XAY = X.

Luego
AX = AXAY =AY,

y de ahi
XAX = X.

Supongamos ahora que X € A{1,2}.
Como, en particular, X € A{1}, por el lema [apartados |§| y pagina :
rango(X ) > rango(A), y rango(X A) = rango(A).

Luego,
rango(X ) = rango(X AX) < min{rango(X A), rango(X)} =
= min{rango(A), rango(X)} =
= rango(A).
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Por tanto, rango(X) = rango(A).

Observacion 2.5. A partir del teorema (2.2)[pagina[42]] y de la ecuacion (2.3)[pagina
37]], llegamos a que una {1}-inversa es una {1, 2}-inversa si tomamos la matriz L del
teorema (2.1)[pagina3d], igual a la matriz nula. Es decir,

I, O
X_P<C)O)E

donde las matrices P y E satisfacen las condiciones del teorema (2.1)[pagina 36]).

Ejemplo 2.3.1.- Sea la matriz

-2 -4 2 2
A= 3 6 -3 -3
1 2 0 1

Como comprobamos en el ejemplo (2.2.1)[pagina [37]], la matriz

1/2

1

0

1|
0 0

o O O O

es una {1}-inversa de A, con rango(Xs) = 2 = rango(A), luego, por el teorema
(2.2)[paginafd2], X, es una {1, 2}-inversa de A. Cumpliéndose

ooo) (202 2\ [0 0o
XoAX, = -3 - =X,
2 1/2 0 1 ? g 5 f 1/2 0 1 ?
0 00 0 00
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24 {1,2,3}-,1{1,2,4}-,1{1,2,3,4}-inversas

Bjerhammar, véase teorema (2.2)[pagina[42]], prueba que la existencia de una {1}-
inversa de un matriz implica la existencia de una {1, 2}-inversa de dicha matriz. Sin
embargo, para la existencia de una {1, 2, 3}-inversa y una {1, 2, 4}-inversa de una
matriz dada, deberemos utilizar la {1}-inversa de una matriz relacionada con ella.

| Teorema 2.3. Sea la matriz A € C™ ™, entonces
Y = (A*A)W A" e A{1,2,3}, y
7 = A*(AAH T € A{1,2,4}.
Demostracion. = Probemos que Y = (A*A)H}A* € A{1,2,3}: Sabemos que
C(A*A) =C(A"),
y por tanto, para alguna matriz U tenemos que
A" = ATAU.
Si tomamos la traspuesta conjugada
(A")" = (AAU)" A=U"AA.
Luego, tomando Y = (A*A){1} A%,
AYA = U A" A(A* AW AU A*A = U A*A = A.

En consecuencia Y € A{1}.

Por otra parte, tenemos que por el lemma (2.1)[apartado[4] pagina[39]
rango(Y’) > rango(A).

Pero, por definicién de la matriz Y, rango(Y) < rango(A*) = rango(A). Lo
que nos lleva a que
rango(Y') = rango(A),

y por el teorema (2.2)[pagina[42]],Y” € A{1,2}.
Veamos ahora que Y € A{3}:

AY = U A" AA*A) WA A = U A* AU, y
(AY)* = (U*A*A(A* AT A" = U A" AU.

Luego
Y = (A*A) WA e A{1,2,3}.
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Comprobaremos a continuacién que la matriz Z = A*(AA*){1} € A{1,2,4}:
Sabemos que

C(AA™) = C(A),

y por tanto, para alguna matriz U tenemos que
A= AA"U.
Si tomamos la traspuesta conjugada
A=AAU; A" = (AA'U)" A" = U AA™
Luego, tomando Z = A*(AA*)1},
AZA = AA (AAHYAAU = AAU = A.

En consecuencia Z € A{1}.

Por otra parte, tenemos que por el lemma (2.1)[apartado [4] pagina[39]]
rango(Z) > rango(A).

Pero, por definicién de la matriz Z, rango(Z) < rango(A*) = rango(A). Lo
que nos lleva a que
rango(Z) = rango(A),

y por el teorema (2.2)[paginafd2]], Z € A{1,2}.
Veamos ahora que Z € A{4}:

ZA = A (AA )P AAU = U AA (AAY VD AAU = U*AAU, y
(ZA) = (A" (AAHYAAU) = U AA* ((AA) I A =
= U*AA*((AA") Y AA*U = U*AA*U.

Luego
Z = A*(AAHY ¢ A{1,2,4}.
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Ejemplo 2.4.1.- Sea la matriz

-2 -4 2 2 :i 2 ;
A= 3 6 -3 -3 |,con A*=
1 2 0 1 2 =30
2 -3 1
Entonces
14 28 —13 —12 98 49 _8

| 28 56 —26 —24 .
A= | T s 3 g |vAA=| 42 3 12

—-12 —24 13 14 20
donde rango(A*A) = 2 = rango(AA*).
» Calculemos una {1}-inversa de (A*A):
Sean
0 1/2 1 0 1000
o 12 14/13 0 oo 10
E=110 212 0 oY o100
0 —1/2 -2 1 000 1
tales que
1 012 1
EA*A)P= [ 0 1|0 2
0 010 0

Tomemos ahora,

= (o1)

Por tanto, una {1}-inversa de (A*A) es, por el teorema (2.1)[pagina [36]]:
0 1/2 1 0

B I, 0 =172 0 0
X_P(o L)E_ 0 1/2 14/13 0
0 —-1/2 -2 1

Cumpliendo

(A*A)X(A*A) = A*A.
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Calculemos ahora una {1}-inversa de (AA*):

Sean
3/52 0 1/13 1 00
E' = 1/13 0 7/26 |y P = 001,
1/2 1/3 0 010
tales que
1 —=3/2|0
E'(AAP' =10 0 |1
0 0 |0

Tomemos ahora,

1
L = .
Por tanto, una {1}-inversa de (AA*) es, por el teorema (2.1)[pagina [36]]:

L0 29/52 1/3 1/13
X' =P ( (f e ) E = 0 0 0
1/13 0 7/26
Cumpliendo
(AA)X'(AA*) = AA™.

Por consiguiente, segun el teorema (2.3)[pagina[44], una {1,2, 3}-inversa de A
vendria dada por:

0 0 1
0 0 0

— * {1} *
Y=a4)ta 2/13 —3/13 1
0 0 0

Por ultimo, una {1, 2,4}-inversa de A seria:

—27/26 —2/3  3/26
—27/13 —4/3 3/13
29/26  2/3  2/13
31/26  2/3 11/26

Z = A*(AAHH =
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Claramente, una {1,2}-inversa de una matriz dada, A, es una {2}-inversa de
A; de forma similar, una {1,2,3}-inversa de A, es una {1, 3}-inversa de A y una
{2,3}-inversa de A. De este modo, si conseguimos demostrar la existencia de una
{1,2,3,4}-inversa de A, tendremos demostrada la existencia de todas las posibles
combinaciones de uno, dos o tres enteros del conjunto {1, 2,3, 4}.

| Teorema 2.4. Sea la matriz A € C™ ™, entonces
A{1’4}AA{1’3} — A-‘r.

Demostracion. Sea X = A4 AAU3} Por el lema [pégina , tenemos que
X € A{1,2}.
Ademas, tenemos que:

AX = AAUA AATS) — gA03)

XA =AU AA03 A = A0S 4,

Pero, por definicién, AA13} y A{14} A son hermitianas. Luego

X € A{1,2,3,4}.
|
Ejemplo 2.4.2.- Sea la matriz
-2 -4 2 2
A= 3 6 -3 =3
1 2 0 1

En el ejemplo (2.4.1)[pagina [46]], construimos las matrices

0 0 1 —27/26 —2/3 3/26

v 0 0 0 4 | 21/ —4/3 3/13
2/13 -3/13 1 |7 29/26  2/3  2/13 |’

0 0 0 31/26  2/3 11/26
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talesque Y € A{1,3} y Z € A{1,4}.
Sea ahora la matriz

—2/169 3/169  3/26
—4/169 6/169  3/13
6/169 —9/169 2/13 |’
10/169 —15/169 11/26

B =Z7AY =

que cumple:

ABA = A,
BAB = B,
(AB)* = AB,
(BA)* = BA.

Por consiguiente, B es una {1, 2, 3, 4}-inversa de A.

| Teorema 2.5 (MacDuffee). Sea A € C™", conr > (. Si A tiene una factorizacién

de rango pleno (véase lema (1.2)[paginal29]), tal que

A=FaG,
entonces
At = G (F*AG*) ' F*.
Demostracion. » En primer lugar, veamos que la matriz F* AG™* es no singular:

F*AG* = F*FGG".

Por el lema (1.1)[pagina[24]], tenemos que las matrices r x 7, (F*F) y (GG*), son
de rango r. Por tanto, F* AG* es igual a producto de dos matrices no singulares
y, en consecuencia, F* AG* es no singular. Es mas

(F*AG") ™' = (F*FGG") ™" = (GG*) {(F*F)~".

» Comprobemos ahora, que lamatriz X = G*(GG*)"Y(F*F)~'F* € A{1,2,3,4}:
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AXA=FGG*(GG*) Y (F*F) 'F*FG = FG = A.
Luego X € A{1}.
2.
XAX = G*(GG*) Y F*F) 'F*FGG*(GG*) Y (F*F)'F* =
=G (GG*) " Y(F*F)'F* = X.
Luego X € A{1,2}.

3.
AX = FGG*(GG*) Y F*F) 'F* = (AX)*,

Luego X € A{1,2,3}
4.
XA =G (GG YF*F)'F*FG = (X A)*,

Por tanto, X € A{1,2, 3,4}, siendo unica segtin la proposicion (2.1)[pagina[34].
|

Ejemplo 2.4.3.- Consideremos la matriz
1 21 2
A= 2 1 31
-1 3 2 3
En el ejemplo (1.10.2)[pagina [29]], calculamos las matrices F' y G tales que A =
FG:
1 21 1 000
F = 2 13 ],G={(0101
-1 3 2 0010

Con lo que

/2 1/14 —=5/14
1/4 —=3/28 1/28
—-1/2 5/14  3/14
1/4 —-3/28 1/28

AT = GH(F*AG*) ' F* =
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| Teorema 2.6. Sea A € C™™. Si A = UXV* es una descomposicién en valores
singulares de A, por el teorema (1.7)[pagina[24], entonces

At =VStUr.

Demostraciéon. Comprobaremos que AT = VE+TU* es la {1,2,3,4}-inversa de A
viendo que satisface las ecuaciones de Moore-Penrose (definicion[2.1)[pagina [33].

1.

AATA=USV'VE U ULV = USSRV = UXV* = A.
2.

ATAAT = VST USVVETUY = VETESESTUF = VETU = AT

3.

(AATY = (USV*VESTUY = (USSTUY) = U(ST)*' S U =

=USS U = ULV VIS U = AAT.

4.

(ATA)* = (VSHUUSVY) = (VETSVY)* = VE (S V" =
— VISV = VETU'USV* = AT A.

Por tanto AT = VETU* esla {1, 2,3, 4}-inversa de A.

Ejemplo 2.44.-

Consideremos la matriz

4 11 14
A_<8 7 —2)'
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Como vimos en el ejemplo (1.9.1)[pagina 25], la descomposicion en valores singu-
lares de A es:

1/3  2/3 2/3
—2/3 —1/3 2/3

3/V/10 Wm)(WE / O> 2/3 —2/3 1/3

A=URVE= (1/\/1_0 —3/\10 0 3VI0 0

Luego
1/3 —-2/3 2/3 1/6/10 0 3/VI0 1/Vi0
AT =V2tU'=| 2/3 —1/3 —2/3 0 1/3v10 / / =
2/3 2/3  1/3 0 0 (1/\/1_0 —3/\/E)
—1/180 13/180
= 1/45  2/45
1/18  —1/18

2.5 {2}-inversa de rango prescrito

A partir del teorema (2.1)[pagina [36]] sabemos como construir una {1}-inversa de
una matriz A € C"*" dada, teniendo ésta un rango entre r y min{m, n}, ambos in-
clusive.

También el lema (2.3)[pagina[41), nos da un método para construir una {1, 2}-inversa
de una matriz A € C"*" dada, que claramente, tendria un rango < r.

Destaquemos que una matriz nula m X n es una {2 }-inversa de rango 0, y recordemos
que cualquier At} es una {2}-inversa de rango r, segiin el teorema [pégina.
Luego, ;seria posible encontrar una forma de construir una {2}-inversa de rango s,
arbitrario, entre 0 y r? La respuesta es afirmativa, y para ello haremos uso de la fac-
torizacion de rango pleno.

Dada una matriz X € A{1, 2}, podemos calcular una factorizacion de rango pleno
de X, tal que
X=YZ,
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donde Y € C"*"y Z € C/*™, y ademas, como X € A{2}
YZAYZ =Y Z.

Si multiplicamos por Y {'} a la izquierda, y por Z'} ala derecha; y teniendo en cuenta

el lema (2.2)[pagina
ZAY =1,.

Notemos como Y a la submatriz de Y consistente en sus primeras s columnas, y como
Zs ala submatriz de Z consistente en sus primeras s filas. Entonces, Y, y Z son de

rango s, y por tanto
ZAY = .

Tomemos ahora
Xs - }/s Zs )

donde el rango de X es s, y tendriamos

XAX, = X,.
Nota2.2. Elconjunto A{i,...,j}sdenotara el conjunto de todaslas {3, . . ., j }-inversas
de A de rango prescrito s.
Ejemplo 2.5.1.-
Sea la matriz
1 001
1100
A=
0110
0011

» Calcularemos una {1}-inversa de A, (véase teorema (2.1)[pagina [36])), y pos-
teriormente procederemos al célculo de una {1, 2}-inversa de A, (véase lema
(2.3)[pagina [41]]). Del mismo modo, también podriamos emplear los procedi-
mientos descritos anteriormente para la construcciéon de {1, 2, 3}-inversas, {1, 2,4}-
inversas, y {1,2, 3, 4}-inversas (véase seccion (2.4)[pagina[d4]), ya que, en par-
ticular, todas ellas son {1, 2}-inversas.
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« Calculo de una {1}-inversa de A:
Tomemos las matrices

1 0 00 1 0 0 O
01 00 -1 1 0 0
P=10o o010 |YE5 1 211 ol
0 0 01 1 1 —-11
tales que
10 0|1
01 0]-—-1
EAP = 00 1] 1
0 0O
Entonces la matriz
1 00
B I3 0O B -1 1 00
X_P(o O)E_ 1 -110 [’
0 00

es una {1}-inversa de A.

« Calculo de una {1, 2}-inversa de A:
Tenemos que rango(X) = 3 = rango(A), luego por el teorema (2.2)[pa-
gina[42]], la matriz X es una {1, 2}-inversa de A.

Ya tendriamos, por tanto, una {1, 2}-inversa de A de rango 3. Veamos ahora
como proceder para obtener una {1, 2}-inversa de A de rango 2.

» Calculando una factorizaciéon de rango pleno de la matriz X (vease lema [pa-
gina[29])), obtenemos las matrices:

L0 o0
Y = yZ=1010 0],
-1 0010
0 0

tales que X =Y Z.

» Construyamos una {1, 2}-inversa de A de rango 2:
Tomando las 2 primeras columnas de la matriz Y, y las dos primeras filas de la
matriz Z, definimos las matrices

1 0
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donde la matriz

1 0 00
-1 1 00
Xo=Y5Z, = . —100 |
0 00
esuna {1, 2}-inversa de A de rango 2.
Se tiene que
XQAXQ - Xg.

2.6 Caracterizacion de A{1}

La principal aplicacion de {1}-inversas es su utilizacion para el calculo de la solu-
cién de sistemas lineales, en los que, habitualmente, son usadas del mismo modo que
las inversas de matrices no singulares.

| Teorema 2.7. Sean las matrices A € C™*", B € CP*4 y D € C™*4. Entonces, la
ecuacion matricial

AXB =D, (2.5)

es compatible si y solo si para alguna AV}, B{l},
AAMDBWY B = D;
en cuyo caso la solucion general a la ecuacion es:
X =AWDBWY 4y — Al Ay BB

para cualquier Y € C"*P,

Demostracion. Supongamos que AANDBIB = D.si X = AUDBI se
tiene que

AXB = AAM DB B,
de donde X es solucién de AX B = D.



56 APLICACIONES DE LAS INVERSAS GENERALIZADAS

Sea X una solucidn del sistema AX B = D. Entonces

D= AXB (X = A DB
= AAMAXBBWYB (AXB = D)
= AAW DB B.

Ademas, de D = AAYMY DB By de la definicién de A1} y B}, se deduce que
la matriz X de la forma:

X =AWDBW 4y — Al Ay BB
satisface AXB = D.

Por otro lado, sea X cualquier soluciéon de AX B = D. Entonces, claramente,

X =AUppM 4+ x - A Ax BB,

Proposicion 2.5.  Sean las matrices A € C™*", B e C™*?, D € CP*1 y F € C"*4,
Entonces las ecuaciones matriciales

AX=B,yXD=E, (2.6)

tienen una solucion comun si y solo si cada ecuacion tiene una solucion por separado

y
AE = BD.

Demostracion. Supongamos que cada ecuacion (2.6) tiene una solucién por si
misma. Entonces, para el caso en el que AE = BD y

AAMB =B, yEDMD =E.
se tiene que, para cualesquiera A1}, D{1}
X =ANB 4+ Dt — AW AEDUY,
es una soluciéon comun de ambas.

Por el teorema (2.7)[pagina [55]], las dos dltimas ecuaciones son equivalentes a la
consistencia de las ecuaciones (2.6) consideradas separadamente.
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Supongamos que AX = B y XD = F tienen una soluciéon en comuin. En-
tonces, cada ecuacion tiene por si misma al menos una solucion (la comun) y, ademas

AE =AXD = BD.

Corolario 2.1.  Sean las matrices A € C™*", A{'} € A{1}. Entonces
A{1}y = {AW 4 7 - AW AZAAN | Zz e Y.

Demostracion.  Siaplicamos el teorema (2.7)[paginal55] a la ecuaciéon matricial AX A = A,
y sustituimos la matriz Y por A{"} + Z obtendremos el conjunto descrito como el
conjunto de soluciones de la ecuacion AX A = A.

Corolario 2.2. Sea la matriz A € C™*" y el vector b € C™. Entonces la ecuacion
Ax = b, (2.7)
es compatible si y solo si, para alguna At}
AAMY = b,
en cuyo caso la solucion general de la ecuacion es
x=ANb 4 (I - A A)y,
para algin y € C" arbitrario.
Demostracion. Supongamos que AA{'b = b. Entonces se tiene que
Az = AAM D,
luego
Ap, es una solucién de Az = b.
Sea x una solucion de la ecuaciéon Ax = b. Entonces
b= Az = AAM Az = AAMb,

Ademés, de b = AALD y de la definicion de A1} se deduce que el vector x de la
forma:

x=ANb+ (I - A Ay,
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satisface Ax = b.

Por otro lado, sea « cualquier solucién de Ax = b. Entonces,
ABb + (1 — AW Az = AV + 2 — AV Az
= AM(b - Az) + = (Az —b=0)

= X.

| Teorema 2.8. Sean las matrices A € C™" y X € C"™ ™. Entonces X € A{1} si
y solo si, para todo b tal que Ax = b es compatible, x = Xb es una solucion.

Demostracion. Denotemos por a; a la columna j-ésima de A.
Tenemos que el sistema

Ax = a;

es compatible, y Xa;, es una solucién del mismo:
AXCL]‘ = aj, j € 1,n.

Por tanto,

AXA = A.
Y, como consecuencia, X € A{1}.
Sea X € A{1}. Aplicando el corolario (2.2)[pagina[57], tenemos que:
AXb=0b.

Luego = Xb es una solucion de la ecuacion Ax = b.

2.7 Caracterizacion de A{1,3}

| Teorema 2.9. Sea la matriz A € C™*™. El conjunto A{1,3} consta de todas las
soluciones X de

AX = AATSY
donde AT} es un elemento arbitrario de A{1,3}.
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Demostracién.  Si la matriz X satisface AX = AA3} entonces, claramente
AXA=AAUSA = A
y, ademas, AX es hermitiana, ya que AA{"3} lo es por definicién. Por tanto, X €
A{1,3}.
Por otro lado, si X € A{1, 3}, entonces

AAULSY = AX AATLS)
= (AX)*AAWLS
_ X*A*(A{1’3})*A*
= X*A*
= AX,

donde hemos usado el lema (2.1)[apartado[1] pagina[39].

Corolario 2.3. Sean las matrices A € C™" y A{13} € A{1,3}. Entonces
A{1,3} = {AWS 4 (1 - AR A 72 | Z e ™).

Demostracion.  Aplicando el teorema [pégina alaecuacion AX = AA3y
sustituyendo Y por Z + A3} obtenemos el resultado buscado.

2.8 Caracterizacion de A{1,4}

| Teorema 2.10. Sea la matriz A € C™ ™. El conjunto A{1,4} consta de todas las
soluciones X de:

XA=AM4

Demostracion.  Si la matriz X satisface X A = A{14} A, entonces, claramente

AXA=AAUYA = A,
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y, ademas, por definicion, (A{b4 A)* = AT A Juego XA = (X A)*.
Por tanto X € A{1,4}.

Por otro lado, si X € A{1,4}
AU A = AUSAXA = AVYA(XA)* = A (AU A" X" = A X" = XA,

donde hemos usado el lema (2.1)[apartado [1] pagina [39].

Corolario 2.4. Sean las matrices A € C™*" y A1L4} € A{1,4}. Entonces
A{1,4} = {AUH Ly (1 — AADY | Y e CmY,

Demostracion.  Siaplicamos el teorema (2.10) [pégina alaecuacion XA = A4 A
sustituyendo Y por Y + A{14} obtenemos el resultado deseado.

2.9 Caracterizacion de A{2};

Haremos notar primeramente, que siendo A € C™*",los conjuntos A{2}¢, A{2, 3}
y A{2, 3,4}, (véase nota (2.2)[pagina[53])) estan formados por un tinico elemento, que
es la matriz n X m de ceros. Conociendo ya este hecho, para el resto de las secciones
consideraremos s > 0.

| Teorema 2.11.  Sea la matriz A € C™*" y 0 < s < r. Entonces
A{2}, ={YZ|Y e C™*,Z € C*™ ZAY = I,}.

Demostracion. Sea X = Y Z, donde se satisface que ¥ € C"**, 7 € C**"y
ZAY = I,. Entonces Y y Z tienen rango s y X es de rango s. Ademas

XAX =YZAYZ =Y7Z = X.
Por otro lado, sea X € A{2} y sea X = Y Z una factorizacion de rango pleno de
X.EntoncesY € C}**, Z € C*" y

YZAYZ =Y Z.
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Ademas, si Y1 yZ {1} son {1}-inversas de A, entonces, por el lema [pégina

40]
vy = zz1W =1,

Por tanto, de Y ZAY Z = Y Z obtenemos, multiplicando a izquierda por Y1} y a
derecha por Z11}

yWyzayzz =yWyzz10 = ZzAy = [,

Proposicion 2.6.  Sean las ecuaciones matriciales

AX = B,
XA=D,
XAX = X.

Entonces existe a lo sumo una matriz X que satisface las 3 ecuaciones.

Demostracion. Tenemos ya, por el enunciado de la proposiciéon, que XAX = X
luego A € X {1}. Por tanto, por el lema (2.1)[apartado 6, pagina [39]

rango(X A) = rango(X), y rango(AX) = rango(X).

En consecuencia,

rango(B) = rango(X) = rango(D).

2.10 Caracterizacion de A{1,2}

Corolario 2.5. Sea la matriz A € C"*". Entonces
A{1,2y={YZ|Y eC ZecC"™ ZAY =1I.}.
Demostracion.  Por el teorema (2.2)[pagina [42]):
A{1,2} = A{2},.
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2.11 Caracterizacion de A{2, 3},

| Teorema 2.12. Sean A € C™*" y (0 < s < r. Entonces
A{2,3}s = {Y(AY)" | AY € C"**}.
Demostracion. Sea X =Y (AY)*, donde AY € C**. Tenemos que
AX = AY (AY)*. (2.8)
(AY (AY))* = AY (AY ™), y, por tanto, AX = (AX)*.

Ademas
XAX =Y(AY)TAY (AY)" =Y (AY)" = X.

Luego X € A{2,3}.

Finalmente, como X € A{2} y A € X{1}, de la ecuacién (2.8), y del lema
(2.1)[apartado [6] pagina [39]], obtenemos que

s = rango(AY) = rango(AX) = rango(X).

Por otro lado, sea X € A{2,3},. Entonces AX es hermitiana, y por el lema
(2.1)[apartado [6] pagina AX es idempotente y de rango s, siendo A € X{1}.
Asimismo, por la proposicion (2.2)[pagina [35]

(AX)" = AX.

De manera que

X(AX)" = XAX = X.

En consecuencia, la matriz X es de la forma descrita en el teorema.

2.12 Caracterizacion de A{2, 4}

| Teorema 2.13. Sean A € Cr*™ y 0 < s < r. Entonces
A{2,4}, = {(AY)TY | YA € C™}.
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Demostracion. Sea X = (Y A)'Y, donde YA € C#*™. Tenemos que
XA=(YA)TYA. (2.9)
(YA)TYA)* = (YA)TY A, y, por tanto, XA = (X A)*.

Ademas

XAX = (YATYA(YA)TY = (YA)'Y = X.
Luego X € A{2,3}.

Finalmente, como X € A{2} y A € X{1}, de la ecuacién (2.9), y del lema
(2.1)[apartado [6] pagina 39, obtenemos que

s = rango(Y A) = rango(X A) = rango(X).
Por otro lado, sea X € A{2,3},. Entonces AX es hermitiana, y por el lema

(2.1)[apartado [6] pagina AX es idempotente y de rango s, siendo A € X{1}.
Asimismo, por la proposicion (2.2)[pagina

(XA)* = XA.

De manera que
(XA)TX = XAX = X.

En consecuencia, la matriz X es de la forma descrita en el teorema.






3 Inversa de Bott-Duffin

En este punto del trabajo estariamos en disposicion de hacer frente a un problema
en el que se nos planteara el calculo de la solucion general de una ecuacion matricial
del tipo AXB = D, a partir de determinadas {1}-inversas que cumplieran ciertas
condiciones (véase teorema (2.7)[pagina [55])). Sabriamos actuar, y de manera similar,
si se nos planteara el calculo de la solucién general de una ecuacién de tipo Ax = b
(véase corolario (2.2)[pagina [57]]). Para ninguno de estos casos hemos impuesto que
nuestra solucion tuviera que pertenecer a algun subespacio en especial. ;Y si trope-
zaramos con un problema de esta naturaleza, donde la solucién debiera pertenecer a
un subespacio determinado? ;Vale la pena plantearnos esta cuestion?

Fue en 1953 cuando Bott y Duffin, [BD53]], introdujeron un nuevo concepto de inversa
a partir del cual resolver sistemas de ecuaciones del tipo

Ax+y=0>

en los que a las incognitas & e y se les impone la pertenencia a determinados subes-
pacios complementarios entre si. Este concepto, que definiremos mas adelante en el
capitulo como la inversa de Bott-Duffin de una matriz dada con respecto a un subes-
pacio concreto, vendra determinado por lo que denominaremos proyector ortogonal
sobre dicho subespacio. La razon principal por la que aparecio esta inversa fue para
ser aplicada a estudios de sistemas eléctricos y mecanicos. Veremos mas ampliamente,
durante el desarrollo de este capitulo, como se generan este tipo de sistemas restrin-
gidos en la teoria de redes eléctricas y, de este modo, la aplicaciéon de la inversa de
Bott-Duffin a esta rama.

Nos ha servido de guia, en la realizacién de este capitulo, la publicacion [BIGO03].
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3.1

Matrices idempotentes y proyectores

Lema3.1. Sea FE € C™*" una matriz idempotente. Entonces:

Ll A

Las matrices £* e (I — F) son matrices idempotentes.
FEx =xsiysolosix € C(E).

null(E) =C(I — E).

null(/ — E) = C(E).

Demostracion. Sea E € C™*" idempotente.

1.

2.

3.

(E*)? = E*E* = (EE)*" = E*.
(I-E?=I>-2E+E*~I—-2E+E=1—E,

Supongamos que E'x = x. Entonces, por definicion,
x € C(E).

Supongamos ahora que « € C(E). Entonces, por definicion,
x = Fy.

En consecuencia,

Ex = E*y (E idempotente)

= .
Six € null(F), entonces Ex =0 y

x=x— Fx
= ([ - E)zx,

de donde x € C(I — E).

Reciprocamente, si existe y € C" tal que @ = (I — F)y, entonces
Ex = By — F*y (E idempotente)

=LEy— Ly
=0.
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4. Six € null(I — F), entonces (I — E)x =0 y
x=xz— ([ - F)x
=x—x+ Ex
= Fx,
de donde x € C(E).

Reciprocamente, si existe y € C" tal que * = E'y, entonces

(I -E)x=(I—-FE)Ey

= By — F?y (E idempotente)
=LEy— Ly
=0.

Lema3.2. Sea Y € C"*" idempotente con
E = FGq, (3.1)
una factorizacién de rango pleno de E.
Entonces E es idempotente siy solo si GF' = I.
Demostracion. Supongamos que GF' = I, entonces, claramente
(FG)* = FGFG (GF =1)
= FQG.

Supongamos ahora que E es idempotente y que £ = F'G es una factorizacion
de rango pleno de F. Entonces F' es de rango pleno por columnas y GG es de rango

pleno por filas, luego, por el lema (2.2)[pagina [40]],
Fp=cggtt =1. (3.2)

Multiplicando la ecuacion FGFG = FG por F1} ala izquierda y por G{'} a la
derecha, y obtenemos que
FGFG = FG & FYFGrGeY = F PG (FUF=ga =1)
& GF =1
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| Definicién 3.1. Dado un vector x € C" y un subespacio L de C". Llamaremos
proyeccion ortogonal de x sobre L, y lo denotaremos proy ; (x), al vector u tal que

x=u+u,uclu clL

| Definicién 3.2.  Sea un vector & € C" y un subespacio L de C". Llamaremos pro-
yector ortogonal sobre L, y lo denotaremos Py, a la transformacion lineal que a cada
vector x le asigna su proyeccion ortogonal sobre L.

Proposicion 3.1.  Sea L un subespacio de C" y sea P, el proyector ortogonal sobre L.
Entonces la matriz representacion de Py, es una matriz idempotente.

Demostracion. Siwu € L, entonces

PL’LL:’LL.

Seax € C", delaformax =u+u/,conu € L,u € L. Entonces

Prx = u.

Luego,
Plx = Pou=u= Pz, Vo € C".

Por tanto, P? = P;.

Proposiciéon 3.2.  Sea L un subespacio de C", y sea {u1, us, ..., u;} una base orto-
normal de L. Entonces

!

*

P, = E u;u; .
i=1

. I
Demostracion. Sea M =) ., w;u.

Siw € L, entonces

!
Mw = Z wu;w ({u1,us, ..., u;}base ortonormal de Ly w € L)
i=1

= w.
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Si z € L*, entonces

l
Mz = Z uulz ({wy,us, ..., u; }base ortonormal de Ly z € L™*)
i=1

= 0.

Sea x € C", que escribimos como = w + 2, w € L, z € L*. Entonces

Pre=Pw+ Prz=w= M.

Luego M es el proyector ortogonal sobre L.

Ejemplo 3.1.1.-

Sea el subespacio L definido de la siguiente manera:

1 1/3
L=<zjxo>=<| 1], 1/3 | >
1 —2/3

Entonces, mediante Gram-Schmidt, una base ortonormal de L es:

1/v/3 1//6
u, = 1/\/§ , Uy = 1/\/6
1/v/3 —2//6

2 1/3 1/3 1/3 1/6  1/6 —1/3 1/2 1/2 0
Po=> wu;= | 1/3 1/3 1/3 |+ | 1/6 1/6 -1/3 | = | 1/2 1/2 0
i=1 1/3 1/3 1/3 ~1/3 -1/3 2/3 0 0 1




70 APLICACIONES DE LAS INVERSAS GENERALIZADAS

Lema3.3. Sean A € C™*", b e C™,ysea S un subespacio de C". El sistema
Arx=0b, x € S, (3.3)
es compatible si y solo si el sistema
APsz =b (34)
es compatible. En tal caso,  es una solucién de si y solo si
x = Psz,
donde z es una solucién de (3.4).
Demostracion. Supongamos que APsz = b tiene solucion. Entonces
Ax = b,
con x = Psz, y z cualquier soluciéon de APsz = b.
Supongamos que la ecuacion Ax = b, con x € S, tiene solucion. Considere-
mos z =« +y,donde x € S e y € S*. Entonces el proyector Ps verifica

PSZZID.

Por tanto, el sistema APsz = b es compatible.

3.2 Inversa de Bott-Duffin

| Teorema 3.1. Sean A € C™, b € C" y L un subespacio de C". EI sistema
restringido:

Ar+y=b,xec L, yec L, (3.5)
es compatible si y solo si el sistema
(APL + PLJ_)Z =b (3.6)

es compatible.

En tal caso, { } es una solucioén de si y solo si
Yy

x =Pz,
y=FPr.z,

donde z es una solucion de (3.6).
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Demostracion. Supongamos que la ecuacién (AP, + P;1)z = b tiene solu-
cion. Entonces Ax +y = b,conx = Prz, y = Pr1z y z cualquier solucién de
(AP, + Ppi)z =b.

[<]Supongamos que la ecuaciéon Az +y = b,con x € L, y € L* tiene solucion.
Consideremos z = x + y. Entonces los proyectores P;, y P verifican

Prz=x, Priz=uy,

Luego el sistema (AP, + Pr1)z = b es compatible.

Proposicion 3.3.  Sila matriz (APy, + Pp1) es no singular, entonces el sistema (3.5) es
compatible para todo b € C™, y la solucién

x=PL(AP,+ P,)"'b, y=b— Az,

es unica.

Demostracion.  Supongamos que (APy, + Pp1) es no singular. Entonces, z = (AP, +
P;.)7'b, seria la solucién del sistema (3.6).
Por tanto, el sistema (3.5) tendria solucion

mZPLZ:PL(APL—l—PLL)_lb,
y=b—AP,z=0b— Ax.

Supongamos ahora que €1,Yy; y &2, Yo, son soluciones de (3.5). Entonces

x1 = P (AP, + P,1)"'b
= T2,

Y1 =b— Ax, (1 = x2)
=b— Axs
=Y.

| Definicion 3.3. Sea A € C™" y sea L un subespacio de C". Si (AP, + P;1) es no
singular, la inversa de Bott-Duffin de A con respecto a L, denotada Ag;)l}, es definida
como

ALY = Pr(APL + Ppu) ™
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Ejemplo 3.2.1.-

Consideremos los vectores

[ 1/2 ] [ 1/2
1/2 1/

u; = 1/2 y U2 = _1/2 )
1/2 12

que son ortogonales y unitarios.

Si L = (u, uy), entonces una base ortonormal de L est4 formada por los vecto-

res

[ —1/2V2 ] [ 0 i
1/22 0

Uz = , Uy =

0 —1/2/2
0 | 1/2v2 |

Definimos los proyectores

1/2 1/2 0 0
12 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

t t
Pr =wu; + wou, =

/2 —1/2 0 0

~1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 —1/2
0 0 —1/2 1/2

P = uzub + uyul =



Si tomamos

-1 -2

0 -2
A—

-5 1

—2 -1

-3
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1

entonces la matriz AP, + P es no singular y la inversa de Bott-Duffin de la matriz

Aes

A(Ll) = PL(APL + PLJ_)il =

7
85

7
85

85
°
85

Observemos que la matriz A es no singular y su inversa de Bott-Duffin no coincide

con A1,

El siguiente teorema nos muestra alguna de las propiedades de A‘({;)l}.

| Teorema 3.2.
singular, entonces

1. La ecuacion

Ar+y=b,xe L, yec Lt

tiene para cada b, la unica solucion

_ 41
xr = A(L) b,
y=(I—AA )b,

2. A P,y A&_)l} satisfacen:

_ AUap -1
Py =A AP, = PLaAl,
(1) _ p a1 _ 41}

ALY =pAl) = Al VP

Sea A € C™™ y sea L un subespacio de C". Si (AP, + Pp.) es no

(3.10)
(3.11)
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Demostracion.  Veamos la demostracion de cada apartado:

se tiene que la Unica solucion de la ecuacion (3.7) es:

1. Delresultado de la proposiciéon [péginamando Pp(AP, + Pp)t = Ai{;)l}’
B

_An
T = A(L) b,
y=b—AA b= (1 AAl )b,

P, Ai{;)l} = PLPL(AP, + Py~ (P, idempotente)
= PL(AP, + Ppu)™!
_ -1
= A(L) :

A AP + Ppu) = PL(APL + Pro) ™ (AP + Pro) = P

Si multiplicamos a derecha por P, nos queda
A‘({E)l}(APL + PPy = A‘({E)l}( APy + P )Py = A&—)l} AP, = Py
Por tanto, como A{;/ (AP, + Ppu) = P, y AAP, = P,

{-1} N {=1} p _ 41}
A(L) P =0, yA(L) Pr = A(L) .

Por otro lado, si multiplicamos a izquierda por P,
Ppy=(Pp— PLAAL b = 0= (P — PLAAT )b, Wb.

Luego,

(P — PLAAL) =0 = Pp=PAALY.

Proposicion 3.4. Sea L un subespacio de C", y sea A € C"*" una matriz tal que
< Az,x ># 0, Vo € L, con x # 0. Entonces, podemos afirmar que la matriz A&_)l}
existe, es decir, la matriz (AP, + Pp1) es no singular.

Demostracion.  Por reduccion al absurdo, supongamos que la matriz (AP, + Pp 1) es
singular. Entonces, el sistema
Ax+y =0,
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tiene solucién no trivial para algin € L e y € L*. En consecuencia, Ax € L'y

< Ax,x >=0.

Luego la matriz (AP;, + Pp1) es no singular, y por consiguiente, A§;)1} existe.

Hasta el momento, no hemos dado ningun resultado que relacione de manera di-
recta la inversa de Bott-Duffin con alguno de los conjuntos de {7, j, ..., k}-inversas
de cierta matriz. Esto se debe, en mayor medida, a que no parece que exista una rela-
cion que pueda aportarnos nuevas ideas en el estudio de las redes eléctricas. Lo cierto
es que algunos autores, [CM09]], analizan las redes eléctricas a partir de inversas ge-
neralizadas sin hacer uso de la inversa de Bott-Duffin.

Al principio de este capitulo se nombr6 [BIG03] como referencia a seguir. Aunque en
esta publicacién se trabaja durante algunas secciones con la inversa de Bott-Duffin,
no se presta realmente una atencién importante a su uso practico como inversa gene-
ralizada.
Nuestro proximo resultado establece que cuando la inversa de Bott-Duffin AEL_)l} exis-
te, es la {1, 2}-inversa de ciertas matrices con espacio de columnas L y espacio nulo
L+,
Corolario 3.1. Sea A € C™™ y sea L un subespacio de C". Si (AP, + Pp1) no
singular, entonces:
A&{E)l} = (APL)SZ?E = (PLA)gﬁ = (PLAPL)ELQE-

Demostracion. » Veamos que C(AEL_;}) =Ly null(Ai{L_)l}) =Lt

Por el teorema (3.2)[pagina [73]], tenemos que

—1 -1
P = AV AP, = PLAALY,
luego,
dim(L) = rango(Py) < rango(A({Z)l}).
Del mismo modo, por el teorema (3.2)[pagina[73]], tenemos que

1) _ p 41} _ 401
Ay = PrAg)” = Ay P

luego,
rango(Ag)l}) < rango(Pp) = dim(L).
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Dado que

C(ALY) ce(Py) = L, ymull(Af)Y) O mull(Py) = L*,

obtenemos que
rango(Ag;)l}) = dim(L) = rango(Py).

Luego, por la proposicion (2.4)[paginal41)], teniendo en cuenta que rango ALY = rango( Py,
go,p prop pag q (L)

y que Ai{g)l} = PLA‘({;;} = A&;}PL, se tiene que
-1 -1
C(Al)) = L, mull((Af)) = L+,

» Comprobemos que la matriz A‘({E)I} esuna {1, 2}-inversa de APy:
Por el teorema (3.2)[pagina[73], tenemos que

_ 4tlap -1}
P, = ALV AP, = PLAAl

Yy
{-1} _ {=1} _ 4{-1}
A(L) = PLA(L) = A(L) Pr.
Luego,
APLAEZ;}PL = AP Py, (Pr, idempotente)
= APy,

1) 4 p -1 _ p -1
Al APLAG) " = PLAg,
e

Por tanto, A&{E)l} esuna {1, 2}-inversa de AP,

» Comprobemos que la matriz AEL_)I} es una {1, 2}-inversa de P A:

Por el teorema (3.2)[pagina [73], tenemos que

_ AUap _ (-1}
P, = Al AP, = PLAAL

1) _ p 41 _ 401
Ay = Pdgy” = Ay P
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Luego,
PLAA&_;}PLA =P P A (Pr, idempotente)
= P A.

{1} =13 _ -1}
Ay PLAALY = Ay Py
_ 7=
o A(L)
Por tanto, A‘({L_)l} esuna {1, 2}-inversa de Py A.

» Comprobemos que la matriz Ai{L_)l} es una {1,2}-inversa de P, APy

Por el teorema (3.2)[pagina[73], tenemos que
— -1 _ {=1}
PL= Ay AP, = PLAA

' Ay = PLAy = AP
Luego,
PLAPLAL PLAP, = PLAAL Y PLAP,
= PLAAL AP,
= PLAPy.

1) 1) _ A p g4
AR PAP AT = AN PLAAT
_ 4t
= Ay B
_ 4t
=AY,

Por tanto, A‘({Lf)l} esuna {1,2}-inversa de P, AP},

3.3 Aplicacion de la inversa de Bott-Duffin a redes
eléctricas

En la introduccion a este capitulo nos planteamos si valia la pena, desde un punto
de vista practico, analizar sistemas de ecuaciones en los que se restringen los subespa-
cios a los que deben pertenecer sus soluciones. Una vez que hemos estudiado este tipo
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de sistemas de ecuaciones, daremos respuesta a esta pregunta. Nos introduciremos de
manera sutil en el mundo de las redes eléctricas y observaremos como durante ese re-
corrido van surgiendo sistemas que asociaremos rapidamente con el sistema que nos
plantearon Bott y Duffin, y que seremos capaces de resolver a partir de los resultados
que ya conocemos sobre la inversa de Bott-Duffin. Nuestro propésito final sera, una
vez conectada la red correctamente, poder calcular el voltaje y la corriente de cada
elemento del sistema.

Una red eléctrica se describe, topolégicamente, en terminos de su grafo consisten-
te en nodos y aristas; y, eléctricamente, en términos de sus corrientes y sus voltajes.

| Definicion 3.4. Un grafo queda definido por m elementos llamados nodos, que
denotaremos n;,i € 1,m (graficamente los representaremos por puntos), y n pares de
nodos no ordenados llamados aristas, que denotaremos a;,j € 1,n (graficamente los
representaremos por segmentos uniendo nodos dos a dos).

| Definicién 3.5. Un grafo con m nodos y n aristas, puede ser representado por una
matriz m X n llamada matriz de incidencia, que denotaremos por M = [m;;], y
definiremos de la siguiente manera:

1. Lai-ésima fila de M corresponde al nodon;,i € 1,m,
2. La j-ésima columna de M corresponde a la arista a;, j € 1,n,
3. Siaj = {ny,n}, entonces

1, sit=k
m;; = -1, sit=1
0, sit#k,l.

| Definicién 3.6. Sean ny, n;, dos nodos de un mismo grafo. Se dira que estan direc-
tamente conectados si {ny,n;} o {n;,n;} esuna arista, es decir, si existe una columna
de M con sus entradas distintas de cero en las filas k y [.

| Definicion 3.7.  Sean ny, n;, dos nodos de un mismo grafo. Se diré que estén conec-
tados, si existe una sucesion de nodos, {ny,n,,...,ny,n}, en la que cada dos nodos
adyacentes estan directamente conectados.

Nota3.1. En el contexto de cadenas de Markov, a este tipo de grafos se los denomi-
nara grafos fuertemente conexos.

| Definicion 3.8. Se dird que un grafo es conexo si cada dos nodos estin conectados.
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Ejemplo 3.3.1.-

Sea el grafo

representado por 4 nodos, V' = {ny,ns, n3,n4}, y 6 aristas, a; = {ny,na}, as =
{ng,n3}, ag = {na,ny}, ay = {n3, 1}, as = {ns,n4}, ag = {n4,n1 }.

Su matriz de incidencia es:

1 0 0 -1 0 -1
-1 1 1 0 0 0
M= -1 0 1 1 0
0 0 -1 0 -1 1

donde, por ejemplo, la primera columna corresponde a la arista a;, y la primera fila
al nodo n;.

En el grafo, todos sus nodos, dos a dos, estan directamente conectados, ya que existe
una arista que une cada par de nodos, y por tanto, el grafo es conexo.
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En esta seccion consideraremos tinicamente las redes de corriente continua. Estas
son descritas en términos de dos variables reales, la corriente eléctrica y el poten-
cial eléctrico. Cada una de ellas sera definida, dentro de nuestra representacion en
el grafo, como los conjuntos de aristas y nodos, respectivamente.

| Definicién 3.9. Llamaremos intensidad de corriente que circula pora;, j € 1,n,
y la denotaremos pory;, a la corriente eléctrica correspondiente a la arista a;. Mediremos
la intensidad de corriente en amperios. Su signo sera positivo si circula en la direccion de
a; y negativo si circula en direccion contraria.

| Definicién 3.10. Llamaremos diferencia de tension entre el nodon;, i € 1,m,
y algun punto de referencia, el cual puede ser otro de los nodos, y lo denotaremos p;, al
potencial correspondiente al nodo n;. Mediremos la diferencia de tension en voltios.

| Definicién 3.11. Llamaremos tensioén a través de la arista a; = {ng,n}, conj €
I,n, k,l € 1,m, y lo denotaremos por z;, j € 1,n, a la diferencia de potencial
Tk =Pk — DI

Proposicion 3.5.  Sean el grafo G que define una red eléctrica y M la matriz de in-
cidencia que lo representa. Podemos establecer una relacion entre el vector de ten-
siones de las aristas, x = [r,],j € 1,n, y el vector de potenciales de los nodos,
p = [pi],7 € 1,m, de la siguiente forma:

x = M'p. (3.12)

Ejemplo 3.3.2.-

Consideremos la matriz de incidencia del ejemplo anterior (véase ejemplo (3.3.1) [pa-

gina[79))

1 0 -1 0 -1
-1 1 1 0 0 0
M = 0O -1 0 1 1 0
0o 0 -1 0 -1 1
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El vector de tensiones x queda definido en funcion de las diferencias de potencial
pi, i € 1,4 de la siguiente manera

1 -1 0 0
= Mip =
* p 10 1 0 Ds
-1 0 0 1
Luego,

( 1 =pP1— P2
Ty =P2 —P3
T3 =P2—P4
Ty =—p1+Dp3
Ts =P3 — P4
Te = —P1+DPa

\

donde, recordemos, z;, j € 1,6 es la tension a través de la arista a;.

Las corrientes eléctricas y las tensiones satisfacen las leyes de Kirchhoff ([TM10a,
capitulo 25]).

Lema 3.4 (Primera ley de Kirchhoff). La suma algebraica de las variaciones de po-
tencial a lo largo de cualquier bucle o malla del circuito debe ser igual a cero.

Lema 3.5 (Segunda ley de Kirchhoff). En un punto o nudo de ramificacién de un
circuito en donde puede dividirse la corriente, la suma de las corrientes que entran en
el nudo debe ser igual a la suma de las corrientes que salen del mismo.

Observacion 3.1.  Sean el grafo G que define una red eléctrica y M la matriz de inci-
dencia que lo representa. Sea y = [y;],j € 1, n, el vector de intensidades de corriente
que circula por las aristas del grafo. Entonces, la segunda ley de Kirchhoff puede ser
escrita de la siguiente manera:

My = 0. (3.13)
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Ejemplo 3.3.3.-

Consideremos la matriz de incidencia del ejemplo (3.3.1)[pagina[79]

1 0 0 -1 0 -1
-1 1 1 0 0 O
M= -1 0 1 1 O
o 0 -1 0 -1 1

Aplicando la segunda la segunda ley de Kirchhoff, el vector y de intensidades de
corrientes debe satisfacer la ecuacion My = 0, es decir,

hn
1 0 0 -1 0 -1 Yo 0
-1 1 1 0 0 0 ys | | O
0O -1 0 1 1 0 ye | | O
0O 0 -1 0 -1 1 s 0
Yo

Luego,

y1—vya—ye =0
—y1ty2tys =0
—Yotystys =0
—ys—Ystys =0

donde, recordemos, y;, j € 1, 6 es la intensidad de corriente que circula por la arista

Clj.

| Definicién 3.12. A partir de la proposicion [pdgina y la observacion [ pa-
gina[81]], podemos definir los subespacios:

C(M") y null(M).

Ambos subespacios son ortogonales y complementarios.
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Observacion 3.2. A partir de las ecuaciones (3.12)[pagina[80] y (3.13)[pagina[81]], se
tiene que, por definicion (véanse definiciones (1.7)[pagina [16] y (1.8)[pagina [16]]), el
vector de tensiones ¢ € C(M") y el vector de intensidades de corriente y € null(M).

Por razones tedricas, algunas veces es conveniente introducir en el estudio de las
redes eléctricas algunas restricciones mas a parte de las originadas por las leyes de
Kirchhoff. Siendo asi, consideraremos que cada arista de nuestra red tiene un gene-
rador de voltaje en serie de v; voltios, y, un generador de corriente en paralelo de
w; amperios. De esta manera, y a partir del siguiente resultado, estableceremos una
relacion entre la corriente que circula por las aristas y la tension ([TM10a, capitulo
25]).

Lema3.6 (Ley de Ohm). La corriente en un circuito eléctrico es directamente propor-
cional a la diferencia de potencial aplicada, e inversamente proporcional la resistencia
del mismo (medida en ohmios). Podemos expresarlo de la siguiente manera:

I = 7
donde
I = Intensidad de corriente, medida en amperios,
V' = Diferencia de potencial, medida en voltios,
R = Resistencia, medida en ohmios.
Observacion 3.3.  Sea el grafo G que define una red eléctrica, y sean y;, z;,v; y wj,

correspondientes a la arista a;, j € 1, n. A partir de laley de Ohm podemos establecer
la siguiente relacion:

kj(CCj — Uj) —+ (y] — ’LUJ') = O,j € 1,_7”&,

donde k; > 0 es la conductividad, medida en mhos (inversa de la resistencia), de la
arista a;.

Observacion 3.4. Sean el grafo G que define una red eléctrica y M la matriz de inci-
dencia que lo representa. Sean v el vector de tensiones generadas y w el vector de
corrientes generadas.

Definimos la matriz A tal que
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donde k; > 0 es la conductividad de la arista a;, j € 1,n.

Entonces, a partir del resultado anterior, podemos establecer el siguiente sistema
restringido:
Az +y = Av+w, z € C(M"), y € null(M).

Nota3.2. A partir de ahora, y para lo que resta de esta seccion, cuando nos refiramos
a la matriz A que representa las conductividades de las aristas, ésta sera de la forma

ki
ks

Ky,

donde k; > 0 es la conductividad de la arista a;, j € 1,n.

Con el siguiente resultado habremos logrado el objetivo que nos propusimos al
comenzar esta seccion. Estaremos capacitados para calcular el voltaje y la corriente
de cada elemento de la red eléctrica con la que estemos trabajando.

| Teorema3.3. SeanelgrafoG que define una red eléctrica, M la matriz de incidencia
que lo representa, A la matriz que representa las conductividades de las aristas y v, w,
los vectores de tensiones y corrientes generadas en cada arista, respectivamente. Sea el
sistema

Az +y = Av+w, z € C(M"), y € null(M). (3.14)

Entonces, la inversa de Bott-Duffin de A con respecto a C(M?") existe, es decir, la
matriz (APe(uty + Paun(ar)) es no singular; y ademas, la tinica solucion del sistema

(3.14) es
_ -1}
T = Acm)(Av +w),
-1
y= (I — AAL ) (Av + w).
Demostracion. La matriz A es una matriz definida positiva, al ser todas las conduc-

tividades mayores que cero. Por tanto, aplicando la proposicion (3.4)[pagina [74]], te-
nemos la existencia de la inversa de Bott-Duffin de A.

Como (APe(arty+Paun(ar)) es no singular, por el teorema (3.2) [pégina, tenemos
que la unica solucién para el sistema (3.14) es

—1
x = Alc e (Av + w),

y= (I — AAL ) (Av + w).
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| Definicién 3.13. Llamaremos a la matriz A‘({C_(B[t)) matriz transferencia de la

red, donde la entrada (i, j)-ésima de A‘({g&ét» es la tension que atraviesa la aristaa;, 1 € 1,n
como resultado de introducir una fuente de corriente de 1 amperioen la aristaa;,j € 1,n.

Proposicion 3.6.  Sea A la matriz que representa las conductividades de las aristas.
Entonces, el sistema (3.14)[pagina [84], puede ser reescrito de la siguiente manera:

Aly+x=A"w+wv, yenull(M), xcC(M. (3.15)

En tal caso la unica solucién del sistema (3.15):

] (Ailx{n_ulu}(M))(Aflw +v),
2 = (I = A7 (A il (A w + ),

Demostracion. Tenemos que la matriz A es una matriz con determinante distinto de
0, al ser una matriz diagonal con sus elementos diagonales distintos de 0. Por tanto,
A es invertible.

Sea el sistema

Az +y=Av+w, ¢ € C(M"), y € null(M).
Multiplicando por A~! a izquierda tenemos que
A Az + A ly = A Av + A tw, z € C(MY), y € null(M).

Es decir,
x+Aly=v+ A 'w, x € C(M"), y € null(M).

Luego, por el teorema (3.2)[pagina[73]], tenemos que la tnica solucion del sistema es

(A_l)i{rzllll}(M))(A_lw +v),

Yy
= (I = A7 AY) [ty (A w + ).

I
{-1)

| Definicion 3.14. Llamaremos a la matriz (Afl)(nun(M)) matriz de transferencia
dual, donde su entrada (i, j)-ésima es la intensidad de corriente en la arista a; como
resultado de introducir un generador en paralelo de 1 voltio en la arista a;.
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Llegado este punto, parece adecuado que realicemos un pequefio resumen de lo
que hasta ahora hemos conseguido. Dado el grafo que define una red eléctrica, su
matriz de incidencia, las conductividades de las aristas, que definen la matriz A, el
vector v con los voltajes generados en cada arista y el vector w con las intensidades
generadas en cada arista, calculamos las soluciones

x : vector de tensiones de las aristas,

y : vector de intensidades de corriente.

3.4 Propiedad extrema de la inversa de Bott-Duffin
con aplicacion a redes eléctricas

En el estudio de las redes eléctricas es importante conocer cuando el sistema con el
que estamos trabajando alcanza el régimen estacionario, es decir, el momento a partir
del cual se mantienen constantes las tensiones y corrientes.

Al finalizar esta seccion tendremos los conocimientos suficientes para conocer los
valores de tension y corriente con los que el sistema se encuentra en estado estacio-
nario.

| Definicion 3.15. Sea A € R™*™ una matriz simétrica, y sea L un subespacio de R".
Sean v, w dos vectores cualesquiera de R". Definimos la forma cuadratica

q(x) = % (x —v)'Alz —v) — w'z. (3.16)

Diremos que x es un punto estacionario de q en L si

V@) = | (@) i € T

es ortogonal a L, es decir,
Vq(x) € L*,
donde Vq(x) denota el gradiente de q en x.
El valor de q en un punto estacionario es llamado valor estacionario de q.

| Teorema 3.4. Sea A € R™ " una matriz simétrica, y sea L un subespacio de R"
tal que AgL_)l} existe. Entonces, para cualesquiera dos vectores v, w € R", la forma
cuadratica

(x —v)'Alz — v) — w'z, (3.17)

DO | —

q(x) =
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tiene un tinico valor estacionario en el subespacio L cuando

z =AY (Av+w). (3.18)

De forma reciproca, si la matriz simétrica A € R™" y el subespacio L de R" son
tales que para cualesquiera vectores v, w € R", la forma cuadratica tiene un
valor estacionario en L, entonces la matriz AEL_)I} existe y el punto estacionario es unico
para cualesquiera dos vectores v, w € R™ dando (3.18).

Demostracion. Sea

q(x) = % (x —v)'Alz —v) — w'z.

Mediante la diferenciacion de matrices, se tiene que (véase [Har08, pagina 299])

Vq(z) = %(A—i—At)(a: —v) —w

=Alx —v) —w.

Por la definicion , para que T sea un punto estacionario en L, Vq(x) € L*.
Tomando
y=—-Vqx)=-Alx —v)+w=—Ax + Av + w.
Concluimos que & es un punto estacionario de ¢ en L si y solo si « es una solucion de

Ax +y=Av+w, x €L, yc L*. (3.19)

Por tanto, la existencia de un valor estacionario de ¢ para cualesquiera dos vecto-
res v, w, es equivalente a que el sistema (3.19) sea compatible, es decir, a la existencia
{-1}
de A(L) , €N CUyO caso,

T = AgL_)l}(A'v + w)

es el unico punto estacionario en L.

Corolario 3.2. Sea A € R™" simétrica y definida positiva, y sea L un subespacio de
R"™. Entonces, para cualesquiera dos vectores v, w € R", la funciéon
1

¢(z) = 5 (@ —v)'A(@ —v) —w'z,
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tiene un Unico minimo en L cuando

T = A‘({E)l}(Av + w).

b

Demostracion. Tenemos que la matriz A es definida positiva, por tanto, por la pro-
posicion 1} [pagina , existe Ai{;)l}. Aplicando ahora el teorema [pégina
podemos afirmar que existe un unico valor estacionario de ¢ en L, que, por ser nue-
vamente A una matriz definida positiva, es un minimo en L.

Debemos recordar, para el siguiente resultado, que representamos las redes eléc-
tricas mediante grafos consistentes en m nodos y n aristas, con

M, matriz de incidencia;
xj, tension que atraviesa la arista a;,j € 1,n;
x vector de tensiones de las aristas;
y;, intensidad de corriente en la arista a;, j € 1,n;
y vector de intensidades de corriente;
k; >0, conductancia de la arista a;, j € 1, n;
A, matriz diagonal cuyos elementos distintos de 0 son las conductancias k;, j € 1,n;
vj, voltaje generado por la fuente de tensién en serie con la arista a;,j € 1, n;
v vector de tensiones generadas;
w;, corriente generada por la fuente en paralelo con la arista a;, j € 1,n; y
w vector de corrientes generadas.

Corolario 3.3. Sean las matrices A, M, y los vectores x,y, v, w definidos arriba.
Entonces:

1. El vector x( de tensiones en las aristas es el inico que minimiza
1 t t
q(x) = B (x —v)'Alx—v) —wex

en C(M?"), y el vector y, de intensidades de corriente en las aristas es
yo = —Vq(xy) = —A(xg — v) +w € C(M')* = null(M).

2. El vector yg es el tnico que minimiza
1 _
p(y) =5 (Y —w)' A" (y —w) — 'y

en null(M), y el vector xg es

xo = —Vp(yo) = A (yo — w) +v € null(M)* =C(M").
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Demostracion.  Veamos la demostracion de cada apartado:

1. Recordemos que la matriz A de conductancias es una matriz diagonal, cuyos ele-
mentos diagonales son mayores que cero, y por tanto, por el teorema (1.3)[pa-
gina[22]], A es definida positiva.

Utilizando el corolario (3.2)[pagina [87]], tenemos, por el teorema (3.3)[pagina
B4]l, que el vector @ es el unico que minimiza la funcién cuadratica ¢(x) en
C(M?"). Y, por el argumento realizado en la demostracién del teorema (3.4)[pa-
gina [86]],

Yo = —Vg(zo)-

2. Sigue de la proposicion (3.6)[pagina 85]

3.5 Recorrido bibliografico

En esta seccion se pretende hacer una breve incursion en la bibliografia actual con
el proposito de investigar cuales han podido ser los diferentes recorridos de la inversa
de Bott-Duffin.

En secciones anteriores hemos visto como Bott-Duffin plantea, dados un subespacio
L de C", y una matriz A € C"*", una solucién al sistema restringido

Ar+y=b,xze L, ye L,

siempre y cuando la matriz (AP, + Pp.1) sea singular.

Pero, ;qué ocurre con este sistema en el caso de que la matriz (AP, + P; ) sea singular?.
Las siguientes definiciones y resultados nos dan una visién mas general de la inversa
de Bott-Duffin:

| Definicion 3.16. ([Che90])

Sean la matriz A € C"*" y un subespacio L de C". Llamaremos inversa generali-
zada de Bott-Duffin de A con respecto a L, a la matriz

AlY) = PL(AP, + Ppu)*.
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Observacién 3.5. La matriz Ag)} siempre existe, y, ademas, cuando (AP, + PL) es

no singular,
{+} _ 4 -1
A(L) —A(L) .

| Definicion 3.17.  (JLWW09))

Sean la matriz A € C**", y L y K dos subespacios de C" tales que dim(L) = dim(K).
Sean Pp, y Py los proyectores ortogonales sobre L y K, respectivamente. Entonces, se
define la inversa generalizada de Bott-Duffin de A con respecto a L y K, como

Al o = (PcAPL)Y

Observacion 3.6. Si L = Ky (AP, + Py ) es no singular, entonces Aa K = Agﬁ

Podemos establecer una relacion entre ambas inversas generalizadas de Bott-Duffin,
pero antes de ello, debemos tener en cuenta la siguiente definicién

| Definicion 3.18.  ([Che90])

Sean la matriz A € C™*" y L un subespacio de C". Si A* = A, y satisface

1. *Ax >0,V € L,
2. x*Ax =0, yx € L, implica que Ax = 0,

entonces, diremos que A es una matriz L-semidefinida positiva.
Lema3.7. ([LWWO09])

Sean la matriz A € C"*" y L y K dos subespacios de C". Si A es una matriz
L-semidefinida positiva, entonces

A+

e
(i) = Ar) -

Veamos ahora algunas aplicaciones de la matriz AZFL, K)-
Lema3.8. ([LWWO09]) Consideremos el sistema
Ar+y=b,xze L, ye L, (3.20)

siendo A € C™*" y L un subespacio de C".
Si el sistema (3.20) es compatible y la matriz (AP;, + P; 1) es singular, entonces, la
solucién minimo cuadratica del mismo es

T = A&’L)b
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Lema3.9. ([LWWOQ9])

Sean ahora L y K dos subespacios de C" tales que dim(L) = dim(K), y L @
K+ = C". Consideremos el sistema

Ar+y=b,xzeclL ye K (3.21)
Entonces, el sistema (3.21) tiene solucion si y solo si
(APL—FPKL)'U;:I)

tiene una solucion.
Y, si el sistema (3.21) tiene una solucién y la matriz (AP;, + Pp1) es singular, entonces
la solucién minimo cuadratica del mismo es:

T = A&K)b, y=>b— AAZFLK)b.

Hemos estudiado la inversa de Bott-Duffin, la hemos generalizado definiendo la
inversa generalizada de Bott-Duffin, y hemos visto como pueden estar relacionadas
entre ellas. Todo este estudio comenz6 definiendo una inversa muy especial, la inversa
de Moore-Penrose (véase definicion (2.1)[pagina[33]]) ;Nos hemos olvidado ya de ella?
El siguiente resultado nos puede ayudar a responder esta pregunta ([LWWO09]]). Sea
L un subespacio de C", y sea B una matriz tal que L = C(B)=. Entonces, el sistema

Ar+y=b,xe L, ye L,
es equivalente al siguiente sistema
(5 0) (2)=(5)
B* O Yo 0
y = Byo

Este tipo de sistemas son conocidos como sistemas KKT (Karush-Kuhn-Tucker).
Consideremos ahora, un sistema mas general ([LW07], [WZ04], [XW07], [XWDO06]).

A B x\ (b
Cc O y) \O
y = By
donde L = C(C*)*, K = C(B), e yo = By. Este sistema seria equivalente al sistema

Ar+yo=b, xc L, yoec K+,
By = yo.
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Lema 3.10. ([LWW09])

Sea la matriz A € C"*",y sean L y K dos subespacios de C".Si ALN K+ = {0},
entonces

( A B )* _ Al (I — Al A)CH |
C 0 BH(I — AAl, ) B*(AA[ A— A)CH

Se han realizado muchas investigaciones sobre sistemas KKT como en [KGW00].
Pero, aunque en [KGWO00] se da la condicion suficiente y necesaria sobre la compati-
bilidad de un sistema KKT, el resultado no es facil de usar. El siguiente resultado nos
da otra condicion para determinar si un sistema KKT tiene solucion.

| Teorema 3.5. ([LWW0Y))

A B T b
5 0 v )= La) (3.22)
y sean Gy, G5 tales que:

= () =t (g ).

donde Pg, = G1G7 . Entonces, el sistema (3.22) tiene una solucién si y solo si

Pt ra) ()= -ra) ()

Cualquier solucion del sistema (3.22) puede ser expresada como

b
Yy = G;(I— PG1> ( d ) + (I— G;Gg)zl, \V/Z,'l7

z— Gt {(Z)— (g) y}+ (I = GHGh)z, V2.

| Teorema 3.6. (JLWW0Y))

(r0) (5)-(4)

tiene una solucion, su soluciéon minimo cuadratica es:

e-t-aap fa (8) - (2) esi-ro (1))

Sea el sistema KKT

Si el sistema KKT
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Hemos visto como la inversa de Bott-Duffin nos da resultados aplicados a la exis-
tencia y el calculo de puntos estacionarios (seccion (3.4)[pagina[86]]) y para ello siem-
pre es necesario que la matriz (AP, + APy 1) sea invertible. Con respecto a esto,
[Che90] afiade un nuevo concepto para el que no importa si dicha matriz es singular
o no, denominado inversa generalizada de Bott-Duffin, que, como vimos anteriormen-
te, juega un papel principal en la resolucion de problemas tipo

Ax+yo=b, x €L, yoe K+,
By = yo,

en encontrar su conjunto de soluciones, y en su caso, la soluciéon de norma minima.

[LACCG14]] amplia estos resultados. Nos muestra como varios problemas de puntos
estacionarios tienen solucion en presencia de una propiedad, llamada compatibilidad,
entre un operador lineal semidefinido positivo y un subespacio cerrado contenido en
un espacio de Hilbert, y lo mismo sucede con ciertos problemas de splines abstractos.

La teoria de semigrupos también se vincula a la inversa de Bott-Duffin. [Drai4]]
establece un paralelismo entre el concepto de (b, ¢)-pseudo-inversa de un elemento de
un anillo cualquiera, (definido en dicho articulo), y la inversa de Bott-Duffin. Ademas,
[Dral2] generaliza la inversa de Bott-Duffin usando las operaciones de la suma y la
diferencia en anillos, introduciendo conceptos como, por ejemplo, la (e, f)-inversa de
Bott-Duffin de un elemento a perteneciente a un semigrupo.

Incluso en el campo de la fisica y de la quimica encontramos referencia a la in-
versa de Bott-Duffin. [Kne08|] y [Kne07] consideran un sistema de n particulas, con
posiciones x, y masas m,, las cuales se encuentran sujetas a s restricciones de la
forma

hi(x,t) =0, 0 gj(z,2) =0, j €1,s,

donde x son todas las posiciones x,,, y « son las correspondientes velocidades ,,.
Si derivamos dos veces hj(x,t) = 0 y una vez g;(x, &) = 0 con respecto al tiempo,
obtenemos un conjunto de s restricciones lineales para la aceleracion de las particulas,
de la forma

A = b, (3.23)

donde A es una matriz s X 3n, y b es un vector columna s-dimensional. En general,
Ay b, dependen de la posicion y de la velocidad de las particulas.
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Una solucién a la ecuacién (3.23), puede ser dada a partir de la inversa de Moore-
Penrose
z=A"b+y, yenull(d), ATbe P,

donde L es un subespacio de dimensién s de R3".

Esta relacion presenta la descomposicion del vector aceleracion & en dos componen-
tes, una ortogonal a L, que denotaremos & |, la cual es conocida (&, = AT b); y otra
desconocida sobre L, que denotaremos . Esta tltima puede ser determinada por la
segunda ley de Newton ([TM10bl pagina 97])

Mz =f+ z,

donde f y =z son las fuerzas que actuan sobre las particulas. En particular, f consti-
tuyen las fuerzas externas (las cuales estan aplicadas a particulas del sistema debidas
a particulas o agentes que no pertenecen al sistema, como el peso y la normal), y z las
fuerzas internas o de contacto (las cuales estan aplicadas a las particulas del sistema
debidas a las interacciones con otras particulas del mismo sistema, como la fuerza de
rozamiento); y M es una matriz diagonal 3n x 3n, cuyos elementos distintos de cero
son las masas de cada particula.

Descomponiendo & como & = &, + &), obtenemos que

M@, +x)) =f+=z. (3.24)
Sustituyendo &, por ATb, el sistema quedaria:
Mz = MATb+2z+ f. (3.25)

Este sistema, (3.25), conocido de Bott-Duffin, constituye un sistema de 3n ecuaciones
lineales con | y z como incognitas, el cual tendra solucion siempre que

zJ_;'i:H.

Se hace necesario el uso de la inversa de Bott-Duffin para el calculo de la solucion de
este sistema de ecuaciones cuyas incognitas son dos vectores ortogonales.

Un planteamiento parecido se realiza en [Kne06] donde el objetivo fundamental es
el de demostrar que la mecanica Hamiltoniana puede desarrollarse sobre la base de
proyectores y matrices inversas generalizadas, usando, en particular, la inversa de
Bott-Duffin.

De una manera similar, [HK09] muestra como la inversa de Bott-Duffin puede ser
aplicada a las ecuaciones de movimiento que describen la evolucién temporal de po-
blaciones biologicas o reacciones quimicas.
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Llama la atencion el hecho de que todos los articulos mencionados relacionados
con la fisica y la quimica, estan redactados por el mismo autor.

A modo de curiosidad, [AS03], introduce el uso de la inversa de Bott-Duffin para
el analisis de contactos dinamicos y estaticos que presentan las estructuras de mam-
posteria.

Conocidas ya las referencias mas actuales a la inversa de Bott-Duffin, aunque todas
ellas sean interesantes, resulta corto el recorrido de la misma. No se ha encontrado
apenas una evolucion del concepto en si, y esto es un poco decepcionante. En el afio
1990 Chen ([IChe90])) introdujo el concepto de inversa generalizada de Bott-Duffin,
dando un impulso a los sistemas de ecuaciones restringidos en los que no era posible
el calculo de la inversa de Bott-Duffin. Desde entonces hasta hoy, es todo lo que se
puede contar. Si que es cierto, que en la actualidad, el abanico de areas en las que
se requiere el uso de la inversa de Bott-Duffin, no solamente se encuentra limitado
al analisis de sistemas eléctricos y mecanicos, que realmente fue para lo que Bott y
Duffin la destinaron ([BD53]]). Sin embargo, la finalidad siempre es la misma: llegar a
un sistema de ecuaciones restringido a un subespacio de soluciones y aplicar la inversa
de Bott-Duffin para su calculo.






4 Inversa de Drazin

Dominamos ya los conceptos, propiedades y aplicaciones de la inversa de Moore-
Penrose y la inversa de Bott-Duffin de una matriz dada. En este capitulo, introdu-
ciremos nuevas inversas generalizadas. Esta vez poseeran algunas propiedades es-
pectrales de la inversa de una matriz no singular, es decir, relativas a autovalores y
autovectores (véase seccion (1.7)[pagina [18])). Por tanto, solo consideraremos, en este
caso, matrices cuadradas, ya que solamente ellas poseen autovalores y autovectores.
Para el desarrollo de este capitulo hemos tomado como referencia [BIG03| capitulo 4],
y [CMR76]].

No esta de mas que recordemos las ecuaciones que debia satisfacer la inversa de
Moore-Penrose de una matriz A,

AXA = A, 1)
XAX = X, )
(AX)* = AX, 3)
(XA)* = XA. (4)

Son propiedades que podiamos aplicar a matrices rectangulares.
En el trascurso de este capitulo iremos poco a poco aumentando el nimero de estas
ecuaciones, ahora, todas ellas, solamente aplicables a matrices cuadradas,

AP XA = AF, (1)
AX = XA, (5)
AFX = X A*, (5")
AXF = XFA. (6")
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4.1 Indice de una matriz

| Definicién 4.1.  Sea la matriz A € C* ™. Llamaremos indice de A, y lo denotare-
mos por Ind(A), al menor entero positivo k para el cual se cumple que

rango(A") = rango(AF*1) (4.1)
Nota 4.1. Consideraremos que dada una matriz A € C™*", A° = [,.

Observacion 4.1.  Si A € C™*™ es una matriz no singular, entonces Ind(A) = 0.

Ejemplo 4.1.1.-

Consideremos la matriz

5 -9 -4
A= 6 —11 -5 |,
-7 13 6
donde rango(A) = 2.
Sea
-1 2 1
A= -1 2 1 |,
1 -2 -1
con rango(A?%) = 1.
Sea
000
A= 1000 |,
000

con rango(A3) = 0.

Es evidente, que las potencias mayores o iguales a 3 de A seran igual a la matriz
nula, y que por tanto, el rango de todas ellas sera igual a 0. En consecuencia, el menor
entero positivo k para el cual se cumple

rango(A*) = rango(A*¥),

es 3, y, por consiguiente, el indice de A es 3.
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Observacion 4.2.  Si A es una matriz nilpotente, entonces, el indice de A coincide con
su indice de nilpotencia. (Véanse ejemplos (4.1.1) y (1.4.4)[pagina [14])).

Proposicion 4.1.  Sea A € C"*™, y sea J una forma canénica de Jordan asociada a la
matriz A. Entonces, el indice de A coincide con el tamafo del mayor bloque de Jordan
de J asociado al autovalor 0 de A.

Demostracion. Sea P una matriz invertible tal que

_ 71_ Jl O —1
A=PJP _P<O )P

donde J, y J; son las partes de la matriz .J correspondientes a los autovalores 0
y distintos de cero de A, respectivamente. De este modo .J; es una matriz no singular
y Jo es una matriz nilpotente.

Sea k el tamafio del mayor bloque de .J,. Entonces
Jr=0 y Jt+£0.

De este modo,

O Jé“ O O
Y k+1 k+1
J O J O
Ak+1 — P ( 1 P—l — P 1 P_l.
o g )r=r (o)
Por tanto,

rango(A¥) = rango(A*™).

Por otro lado,

k—1 Jf_l O -1 k—1
A =P o 1 P, donde J; * # O.
0

Luego,
rango(A*~!) > rango(A").

En consecuencia, Ind(A) = k.
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Ejemplo 4.1.2.-

Sea la matriz

> -9 -4
A= 6 —-11 -5
-7 13 6

El autovalor de A es A\; = 0, con multiplicidad algebraica 3.

Una matriz de Jordan asociada a la matriz A es:

010
J = 00 1],
000
con matriz de paso:
-1 5 1
P= -1 6 0
1 =70

Luego el tamafo del mayor bloque de Jordan de J asociado al autovalor 0 es 3,
que coincide con el indice de A calculado en el ejemplo (4.1.1)[pagina [98].

Proposicion 4.2.  Sea A € C"*™. Si existe una matriz X € C"*" tal que se cumple
ARHLY — AR @)
para algun entero positivo k, entonces
rango( A1) = rango(A"). (4.1)
Demostracion. Tenemos que
ARt = A*A = rango(A*t!) < rango(AF).
Por otro lado,

AR = AFTIX = rango(A¥) < rango(AFTY).

Como consecuencia, rango(A*) = rango(A**1).
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Proposicion 4.3. Sea A € C"*™. Si existe una matriz X € C"*" tal que se cumple
Ak—l—lX — Ak, (7)

para algun entero positivo k, entonces se cumple para todo entero [ > k.

Demostracion.  Supongamos que se cumple la igualdad (7)) para un entero positivo k.
Seal=Fk+1,

Al+1X — Ak+1+1X
= AAFTLX (por (7))
= AAF
— Ak:—H

= Al

| Teorema 4.1. Sea A € C"*". Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) Ind(A) = k.
b) El exponente positivo mas pequefio para el cual se cumple
Ak+1X — Ak, (7)
esk.

Demostracion. Veamos la demostracion de cada una de las implicaciones:

Supongamos que el indice de A es k. Entonces, por definicion, k es el menor

entero positivo para el cual se cumple
rango(A*T!) = rango(AF).
Es decir, existe una matriz X tal que
ARHLY — AR

ya que C(A**1) c C(AF) y la condicién rango( A¥*1) = rango(A*) implica la igual-
dad.

Hay que probar que k es el menor que cumple que A1 X = A,
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Supongamos que s es el menor entero positivo tal que
ALY = A
Y

luego

C(A™) =C(A),

y por tanto
rango(A*T!) = rango(A*),

pero k es el menor entero que cumple esto. En consecuencia s = k.

Supongamos ahora que s es el entero positivo mas pequefo para el cual
se cumple

1
ASTLX = A5,
para cierta matriz X.

Lo que nos lleva a que

c(Ah) = (),

y por tanto
rango( A*™) = rango(A*),

En consecuencia, como Ind(A) es el menor entero tal que rango( A**1) = rango( A¥),
s =1Ind(A) = k.

Lema4.1. Sea A € C"*" y seaInd(A) = k. Entonces:

1. Todas las matrices {Al : | > k} tienen el mismo rango, el mismo espacio de
columnas y el mismo espacio nulo.

2. Sus traspuestas {(A')! : [ > k} tienen todas el mismo rango, el mismo espacio
de columnas y el mismo espacio nulo.

3. Sus conjugadas traspuestas {(A!)* : [ > k} tienen todas el mismo rango, el
mismo espacio de columnas y el mismo espacio nulo.

4. Ademas, no existe ningtin entero [ menor que k tal que A’ y una potencia mayor
de A (o sus traspuestas o sus conjugadas traspuestas) tengan el mismo espacio
de columnas o el mismo espacio nulo.

Demostracion. Veamos la demostracion de cada apartado:
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1. Por ser k el indice de A,
rango(A") = rango(AF*1).
Como consecuencia, por la proposicion (2.4)[pagina[41],
C(AM) = C(A*) y null(AFT!) = null(AF).
Por otro lado, por la proposicién (4.2)[pagina[100], como rango(A*) = rango(AF*),
AP =AM
Multiplicando a izquierda por A%,
Alk AR — ALk gk Y (> k),
o lo que es lo mismo:
Al = AT X (I > k).

Por tanto, todas las matrices del conjunto {Al : | > k} tienen el mismo rango,
espacio de columnas y espacio nulo.

2. Partiendo de que (A!)! = (A!)!, y, aplicando el apartado a) a A?, obtenemos el
resultado buscado.

3. Al igual que en el apartado b), teniendo en cuenta que (A*)! = (A")*, ahora
aplicando el apartado a) a A*, obtenemos el resultado deseado.

4. Supongamos que, para [ < k, se cumple que

C(Ah =c(A).
Luego, por la proposicion (2.4)[pagina [41]),
rango(A') = rango(A™1),

y por lo tanto,

AH—lX _ Al.

Lo que es una contradiccion, ya que por hipoétesis, el indice de A es k, es decir,
k es el menor entero positivo tal que

Ak+1X — Ak
Por consiguiente, no existe [ < k tal que

c(Al) = (A,
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Supongamos ahora que, para [ < k, se tiene que
null(A") = null(A™1).

Luego, por la proposicion (2.4)[pagina [41]),
rango(A') = rango(A").

Por lo tanto,
AH—lX — Al.

Lo que es una contradiccidn, ya que por hipotesis, el indice de A es k, es decir,
k es el menor entero positivo tal que

Ak—f—l X — Ak
Por consiguiente, no existe [ < k tal que

null(A") = null(A"1).

4.2 Inversa espectral de una matriz diagonal

Al principio de este capitulo ya mencionamos que ahora nuestro propdsito iba a
ser el de encontrar una inversa generalizada con ciertas propiedades espectrales de
una matriz no singular. Consideremos una matriz A € C"*" diagonalizable, siendo
{A1, A2, ..., An} el conjunto de sus autovalores. El objetivo es encontrar una matriz
X tal que cada autovector de A asociado a un autovalor \; € \(4),i € 1,n, sea
también autovector de X asociado al autovalor A* (véase definicién [pégina).
El teorema de la forma canénica de Jordan (véase teorema (1.8)[pagina [31]]) afirma
que dada una matriz A existe una matriz P no singular tal que

AP = PJ,
siendo JJ una matriz de Jordan, de tal forma que

J = dz’ag()\l, )\2, ceey )\n)
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Luego necesitaremos encontrar J para reemplazar los elementos de su diagonal,
\i,i € 1,n, por los elementos \;",i € 1,7, y asi obtener la matriz X. Es facil com-
probar (véase ejemplo (2.1.1)[pagina[34]]) que la inversa de Moore-Penrose de .J es la
matriz diagonal

Jt =diag(\{, AS .. ).
Por tanto, X debe cumplir que
XpP="PJ".

| Teorema4.2. Sea A € C"™" una matriz diagonalizable, tal que \(A) = {1, \o, . ..
y sea X € C™*" otra matriz diagonalizable, tal que \(X) = {\[,\J, ..., A\T}. Enton-
ces X € A{1,2,5}.

An}:

Demostracion. A partir del teorema de la forma canénica de Jordan, teorema (1.8)[pa-
gina [31]], podemos expresar las matrices A y X de la siguiente manera:

A=PJP', X =PJ P,
donde P esuna matriz no singular, J = diag(A, g, ..., \,) v J© = diag AT, A\, A).

Comprobemos que la matriz X es una {1, 2, 5}-inversa de A:

» Satisface X la igualdad AXA = A:
AXA=PJP'PJ P 'PJP = PJJTJP ' =PJP ! = A
= Satisface X laigualdad X AX = X:
XAX =pPJ P'PJP'PJT P = PJTJJTPT = PJTPT = X,
» Satisface X laigualdad AX = X A:

AX =pPJP'PJTP!
=PJJtpP! (Jy J* conmutan por ser ambas diagonales)
= pPJtjp!
=PJTP'PJP!
= XA.

En consecuencia, X € A{1,2,5}.
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4.3 Inversa de Drazin

Estamos ya preparados para definir la inversa de Drazin de una matriz dada, y
demostrar su existencia y unicidad.

| Definicién 4.2. Sea A € C™*". Llamaremos inversa de Drazin de A o {1* 2, 5}-
inversa de A, y la denotaremos por AP, a la matriz X € C™*"™ que cumple las siguientes
ecuaciones:

AFX A = AF, (1)
XAX = X, 2)
AX = XA. (5)

donde k es el indice de la matriz A.

Observacion 4.3. Si A € C™*" es una matriz invertible, entonces la inversa de Drazin
de A coincide con la matriz A~ ",

Ejemplo 4.3.1.-

Sea la matriz

2 00
A= 0 0 1 ,
0 0O
con Ind(A4) = 2.
Entonces,
1 / 2 00
AP = 0 00
0O 00

Se comprueban facilmente las propiedades (1¥), (2) y (5).
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Proposicion 4.4.  Sean las matrices A € C"*" y X € C™*". Entonces, las ecuaciones

APXA = A%k =1Ind(A), (1)
XAX =X, (2)
AX = XA, ()
son equivalentes al conjunto de ecuaciones
AX = XA, (®)
ARTLX = A% k= Ind(A), (7)
AX? = X. (®)

Demostracion. Veamos que de las igualdades , y , podemos obtener (7)) y
(8):

ALY = APAX (por (5))
=AFX A (por )
= Ak,

AX? = AXX (por (B))
= XAX (por (2))
= X.

Veamos ahora, que si se cumplen las igualdades (5),(7) y (8), entonces, también se

cumplen y :

XAX = AXX (por (5))
= AX? (por (8))
APXA = AP AX (por (B))
= AMA (por (@)
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Observacion 4.4.  Si C' € C™*™ es una matriz con Ind(C') = 1 entonces,
ccP =0 y coPcr=c.

Demostracion. Sea C' una matriz de indice 1. De la propiedad (7) se tiene que

c*oP =C.
Ademas,
C =c?CP
=ccoP (usando dos veces la propiedad (7))
=CcPcce
= CPC2
Luego
cPCc? =C.

| Teorema 4.3. Sea A € C"™ ", y sea Ind(A) = k. Si existe una matriz X tal que
X € A{1* 2,5}, entonces X es la tinica {1%,2, 5} -inversa de A.

Demostracion. Sean X e Y € A{1* 2 5}, y consideremos las matrices

E=AX (por propiedad
= XA
y
F =AY (por propiedad
—YA,

Evidentemente, &/ y F' son matrices idempotentes,

E? = (AX)(AX) (X € A{2})
= AX
=F,

F? = (AY)(AY) (Y € A{2})



4. INVERSA DE DRAZIN 109

En primer lugar veamos que F = F":

E=AX (E idempotente)
= AFXF (Y € A{1*})
= A'Y AX*
= AT AY AXF (Y € A{5})
=AY AAXE
=... (realizando el mismo proceso)
=AY AFX*
= FAPX"
=FAX
= FFE.

F=YA (F idempotente)
=Yykak (X € A{1"})
=Y"A* XA
=... (realizando el mismo proceso)
=YAFE
= FFE.

Luego £/ = F..
Por tanto,
X = XAX (X € A{2})
=FEX
=FX
=YAX
=YFE
=YF

—YAY (Y € A{2})
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| Teorema 4.4. Sea A € C™ ™, y sea la forma de Jordan de A

B 1 Ji O 1
A=PJP _P<O )

donde Jy y Jp son las partes de la matriz J correspondientes a los autovalores 0 y dis-
tintos de cero de A, respectivamente.

Entonces

Demostracion. Sean las matrices

. Jl O —1 - Jl_l O —1
A_P(OJO)P yX—P(O o )P

y sea k el indice de la matriz A. Recordemos que, por la proposicion (4.1)[pagina[99],
k= 0.

» Comprobemos que A*X A = A*:

k
o o ON (TN ON (DO

k
JE O .
P(OJok)P

JE 0 kp*l
O O
= Veamos que X AX = X:

-1 -1
XAX:P(Jlo 8>P1P<J1 O)Plp(‘]l O)Pl

JIt 0N o
(% o)r

p
AR,

P
X.
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= Por ultimo, verifiquemos que AX = X A:

-1
AX =P (‘]1 O)P—lp (‘]1 O)Plzl

O Jy O O
. Jl_l O —1 Jl O -1
XA—P(O O)P <O J0>P =1.
En consecuencia, X € A{1* 2 5}.
|

Ejemplo 4.3.2.-
Sea la matriz

2 -3 =5

A= -1 4 5

1 -3 -4

El indice de A esigual a 1, ya que

rango(A) = rango(A?).

Los autovalores de A son \; = 0, con multiplicidad algebraica 1, y Ay = 1, con
multiplicidad algebraica 2.

Una matriz de Jordan asociada a la matriz A seria:

con matriz de paso:
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siendo
-1 3 4
Pl = -2 3 5
-1 3 5

Por tanto, la inversa de Drazin de la matriz A seria:

100 2 -3 -5
AP=pP (0 1 0 | P'= -1 4 5 = A.
00 0 1 -3 —4

Observacion 4.5.  Los teoremas (4.3) y (4.4) garantizan la existencia y unicidad de la
inversa de Drazin para una matriz dada.

| Teorema 4.5. Sea la matriz A € C™™", con Ind(A) = k > 1. Entonces A puede
expresarse como

A=C+ N,
donde C' es una matriz de indice 1, N es una matriz nilpotente de indice k, de manera
que
C=A*AP y N=A(I-APA),
y ademas

CN =NC = 0.

Esta descomposicion se denomina descomposicion corenilpotente de A.

Demostracion.  Supongamos que el indice de A es mayor o igual que 1.
Sea P una matriz no singular tal que

_ Ji O _
A=PJP'=P p!
i =r (5 5 )

donde J es la forma candnica de Jordan asociada a la matriz A, Jy y J; son las
partes de la matriz J correspondientes a los autovalores 0 y distintos de cero de
A, respectivamente. De este modo J; es una matriz no singular y Jy es una matriz
nilpotente.

Sean

. Jl O —1 o O O —1
C_P<O O>P ,yN—P(O JO)P :
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que verifican

A=C+N.

Es claro que el indice de la matriz C' es 1, ya que es el tamafio del mayor bloque
asociado al autovalor 0 de C' (todos los bloques son de tamario 1).
N es una matriz nilpotente de indice k, ya que el tamano de su mayor bloque de Jordan
asociado al autovalor 0 coincide con el de A.
Ademas, se tiene que

CN:P<L>O)PH)CDO)P4:Q

O O O J
Yy
B O 0\ ., J O\ 1
NC_P<O Jo)P P(O O)P = 0.
Por dltimo,
21D __ J12 ) -1 Jl_l ) -1 __ Ji O -1 __
AA_P<OJ3PP OOP_POOP_C.

N=A—C=A-A2AP = A(] — AAP).

Observacion 4.6.  En las condiciones del teorema (4.5)), si

B SO0\ .,
A_P(O JO)P ,

donde A = C' + N, es la descomposicion corenilpotente de A, entonces se tiene que

2 -1
(J:A“‘A’:’:P(J1 O)P—UD<‘]1 O)P”:P(L’O)Fﬂ

O J O O O O
_ _AADY — A_ A2 4D _ Ji O 1 Ji O 1 O O .
N =A(I-AA")=A-AA —P<O Jo pP——P 0 0 P =P o P

Proposicion 4.5. En las condiciones del teorema anterior (4.5), se tiene que:

1. C°PN = NCP = 0.
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2. OP = AP,
3. CP(I — APA) = O.

Demostracion. Sean las matrices

. Jl O —1 . Jl O —1 . O O -1
A_P(O %)P, C_P<O O)P yN_P<O %>P,

talesque A = C + N.

Veamos la demostracion de cada uno de los apartados:

1.
Dy _ 0N o O O\, _
CN_P<(9()})P o g )P =0
0 0 o
D __ -1 1 -1 _
MT_P<O<%)P}9(O O)P —0,

luego, CPN = NCP = O.
2. Por el teorema (4.4)[pagina [110]], la expresion para la inversa de Drazin de la

matriz C es: )
D J- O 1
c”=P ( o 0 P,

que coincide con AP,

3.
C(I—APA)=C —CAPA (AP = CP)
=C-ccPA (CcPC =ccP)
=C-cPcA (A=C+N)

=C - CPC(C + N)
—C-CPCC+CPCN  (CN =0, CPC? =)
—C-C=0.

Lema 4.2. Sean las matrices A, B € C"*", con Ind(A) = k,talque A = C' + N es
la descomposicién corenilpotente de A. Si AB = BA, entonces la matriz B es de la

forma
B, O 1
B=P P
(& 5)r

cumpliéndose las igualdades:
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APB = BAP,

ABP = BP A,

APBD = BP AP = (AB)P,
CPCB = BCCP,y

N*B = BN?®, Vs > 0.

SANE

Si ademas, null(A) Nnull(B) = {0}, entonces By es no singular y
(I — AAPYBBP = (I — AAP).

Demostracion. Sean las matrices:

A:P(J1 O)P‘l, C :P(Jl O)P-l, y

o Jo O O
B O 0\ ,_,
N_P(OJO)P,

donde P es una matriz no singular, .J es la forma canodnica de Jordan asociada a la
matriz A, Jy y Ji son las partes de la matriz J correspondientes a los autovalores 0
y distintos de cero de A, respectivamente. De este modo .J; es una matriz no singular
y Jo es una matriz nilpotente.

Podemos escribir la matriz B de la forma

B, By 1
=P P
B ( Bs By ) ’

para ciertas matrices B;,i € 1, 4.

Como AB = BA, se tiene:

Ji O . B, By 1 J1B1  J1By 1
AB=P PP P =P P
( 0 J ) ( By B ) JoBs JoB,

Bl BQ 1 Jl @) 1 BlJl BQJO -1
(33 B4) (0 Jo BsJi, Buido

Luego debe cumplirse que:

J1By = BiJi, JiBy = ByJy, JoB3= B3Ji, JoBs= ByJy. (4.1)
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Si J1 By = By Jy, entonces por induccion, se tiene que

JiBy = Ji(Ji ™ By)
= J1ByJi!
= BoJyJ5
= ByJ;.

En particular, para k se tiene que JF By = ByJ}.

Como .Jy es una matriz nilpotente de indice k, es decir, J} = O, entonces By J§ =
O. Luego JFB, = O, y como la matriz J¥ es invertible, se tiene que B, = O. De
forma similar obtenemos que Bs = O. Luego, la matriz B es de forma:

B Bl O\ .,
B_P<O B4)P.

Probemos ahora las igualdades:

1. APB = BAP:
Jt O B O J'By O
Dp _ 1 -1 1 -1 _ 1 b1 ~1
AB—P(OO)PP<OB4)P—P(O O)P
y
B O Jit O BiJ' O
D _ 1 -1 1 -1 _ 1J1 -1
BA—P(OB4>PP(OO)P—P(O O)P
Queda comprobar, por tanto, que J; ' By = By J; .
Ji'By = J7 By It (por la ecuacion (4.1))
= J B!
= BJ;

Se tiene, por tanto, que AP B = BAP,

2. ABP = BPA:

Tomemos ahora

B=P (‘]1 O)Pl,



4. INVERSA DE DRAZIN 117

y
A O 1
A=P P
(&%)
Entonces
D - Jl_l O —1 Al O —1 o Jl_lAl O -1
BA_P(OOPPOA4P_P OOP
y
A O Jit O At O
D _ 1 -1 1 -1 _ 141 —1
AB—P<0A4)PP(OO>P—P(O O)P
Queda comprobar, por tanto, que J; A; = A;J; "
JYA = I AL I (por la ecuacion (4.1))
= J A
- Aljfl.

Llegando asi a que ABY = BP A.

. APBP = BP AP = (AB)P:

Tenemos que

ADBD:P(Jfl O)P_lp(BP 0] )P_IZP(JleP O)P_17

O O O BP @) @
y
B O Jit O BPJt O
D AD _ 1 -1 1 -1 _ 171 -1
BA—P(O Bf)P P(O O)P —P( 0 O)P.
Veamos que J; 'BP = BPJ;'. Hemos comprobado en la demostracién de

la igualdad (1) que J;'B; = B;J;'. Ademas, por el apartado tenemos
que si dos matrices A y B conmutan, entonces AB? = BPA. Como J;*
y BP conmutan, entonces, tenemos que J; 'BP = BP.J;'. Obteniendo asi
que APBP = BP AP,

Para finalizar este apartado nos queda probar que AP B? = BP AP = (AB)P,
Para ello verificaremos que la matriz (A” B?) es la inversa de Drazin de (AB).
Sea [ el indice de la matriz (AB).

(AB)(APBP)(AB) = (AB)' AP ABP B( por apartado (2) )
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Quedando

(AB)Z(ADBD)(AB):P((JlBl)l 0 )(BlDBl 0

O (J()B4)l O BEB4

(iB))! O BPB, O P
o) o) O BPB,

b ( (iB1)'BPB;, O ) o

) P! (Ind(AB) =)

I
>

O O

Por la proposicién (4.3)[pagina[101]], como [ > k, tenemos que B! BP B, = Bl.
Por tanto,

(AB)(APBP)(AB) = P ( (Jlgl)l g ) pt

= (AB)'

(AP BPYAB(APBP) = AP ABP BAP BP (por apartado (2))
= APABP AP BBP (por apartado (1))
= AP AAPBPBBP (por apartado (3))

Finalmente,
APBPAB = APAB”B (por apartado (2))
= AAPBBP  (por propiedad (5) de la inversa de Drazin)
= ABAPBP (por apartado (1)).

Por consiguiente, la matriz AP BP es la inversa de Drazin de (AB), o lo que es
lo mismo, AP BP = (AB)P.
4. CPCB = BCCP:

D . JflO -1 e]lO —1 Bl O —1
C’CB—P(OOPPOOPPOB4P

B B O\ .,
_P(OO)P
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-1
BCDC:P(BI O)p1P<J1 O)P1P(=é1 g)Pl

En consecuencia,

cPCB = BCCP.
5. N*B = BN*, Vs > 0:

NSB:P(O O)P—lp(Bl O)P—lzp(O O )P—l,

o J; O By O JiB,
y
Bl O —1 O O —1 O O -1
BN®* =P PP P~ =P P~
(6 u)rr(65%) 0 By
Para obtener la igualdad buscada nos quedaria demostrar que JjB, = B4J{.
JiBy = J5 ' JyBy (por la ecuacion (4.1))
= J5'ByJy  (usando de nuevo la ecuacién s — 1 veces)
= B4Jj.

Obteniendo finalmente que N°B = BN?*, Vs > 0.

Supongamos ahora que AB = BA y null(A) Nnull(B) = {0}. Entonces

-1
J—AADZJ—P(‘é1 ?)P—lp(‘% g)P‘lzl—P<é g)P—l
0

(0 0\ .
_p(OI)p,
y

By O BP 0O B,B? 0O
D __ 1 -1 1 -1 __ 127 -1
BB _P<O B4>P P(O Bf)P _P< o B4BE)P .

Luego

o ADvmpD OO0\ .,., (BBl O e 0O O
(I AA)BB_P<OIPP o mor )P =P 0 Bor

)
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Si la matriz B, fuera invertible, entonces B4D =B, L y en consecuencia, BZLBA{j =1.
Por tanto, nos queda demostrar, para obtener la igualdad buscada, que B, es no sin-
gular.

Por un cambio de base asociado a la matriz P, podemos suponer:

Ji O By O
( e > Y ( O B )
Si Jy = O, se tiene que
Jl O Bl O
< 0 0 > Y ( O B )
Supongamos que .J; y B; son matrices pertenecientes a C"™*", por tanto, B, € C(*~7)*(n=7),

Entonces
null(A) =< e,41,€,49,...,€, >C C".

Como null(A) Nnull(B) = {0}, todo vector de la forma

0
(v ) ,conv € C"" v #£0,

no puede pertenecer a null(B). Entonces

B <0>7é0€@":> (Bgv)yéo,v@;éo.

v

En consecuencia, null(B,) = {0} € C"", y, por tanto, la matriz By es invertible.

Consideremos ahora el caso en el que Jy # O. Supongamos que existe un vector
veC", v#0,tal que
v € null(By).

Como AB = BA se tiene, por la ecuacién , que JoBy = ByJy, y con ello se llega
a que
J(]))B4 = B4J(’)’,‘v’p Z 0.

En consecuencia,
JgB4'U = B4J£’U = 0,

y, por tanto,
JPv € null(By).
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Como .Jy es una matriz nilpotente de indice £, se tiene que:
Ji v #£0, pero Jiv =0.

Construimos un vector w € C" tal que

w = (Jgolv),con'w%ﬂ

B J O 0 _ 0 _ n
to= (55) (a2 )= () o

(B O 0o\ 0 B n
po= (0 ) ()= (o) -0ee

Y, como consecuencia, w € null(A) Nnull(B), w # 0, lo que es una contradiccidn,
ya que, por hipdtesis, null(A) N null(B) = {0}. Por tanto, null(B4) = {0}, y, por
consiguiente, B, es invertible.

De donde

4.4 Aplicaciones de la inversa de Drazin a sistemas
de ecuaciones diferenciales

Durante todo el desarrollo de esta secciéon consideraremos A, B y G matrices
pertenecientes a C"*",y x, y y f funciones diferenciables de valor vectorial de la
variable real ¢.

Estudiado el concepto de inversa de Drazin para matrices cuadradas nos aden-
traremos ahora en una de sus aplicaciones mas importantes. Llegaremos a resolver
sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de la forma

Ax' + Bx = f.

El lector quizas estara pensando que este resultado ya es estudiado por la teoria cla-
sica de ecuaciones diferenciales, sin embargo, y aqui es donde entra en juego nuestra
inversa de Drazin, para poder aplicar estos resultados es necesario que las matrices
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Ay B sean no singulares. La inversa de Drazin nos hara llegar mas alla, resolviendo
estos sistemas incluso cuando las matrices A y B sean singulares.

Llegaremos a conocer una forma cerrada para todas las soluciones de un sistema lineal
de ecuaciones diferenciales.

4.4.1 Ecuacionz' + Ax = f

La teoria clasica de ecuaciones diferenciales estudia ecuaciones del tipo
' + Ax = f. (4.2)

Esta establece que la solucién general del problema homogéneo asociado a (4.2) viene
dada por
x=e Mg, qgeC (4.3)

Y que la expresion para la solucién general del problema no homogéneo (4.2) es

t
x=e g+ eAt/ e f(s)ds, g€ C", a €R.

Una primera aplicacion de la inversa de Drazin seria, por ejemplo, el calculo de
f et dt, como muestra el siguiente resultado.

| Teorema 4.6. Sea la matriz A € C"™*", con Ind(A) = k. Entonces

A AQ Akfl
/eAt dt = AP + (I — AAP)t {I + 5t gtz + ot Tt’”} +G. (4.4)
Demostraciéon. Derivando el lado derecho de
k l (A 'l k 1 142
d AD At I AAD tz At :ADAeAt—I—(I—AAD) M
dt — (i+1)! —~ (i+1)
k-1 (LAY

= AP Ae 4 (I — AAP)

1!
=0

Usando la serie de expansion para e’ obtenemos

k=l pig
D At . D
APet 4 (I — AA )tz(H_l)!

1=

+ G| = AAPeM + (I — AAP)eM

dt

— 6At.
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Observacion 4.7.  En el caso particular en el que f fuera una constante b, la solucion
para la ecuacion (4.2) vendria dada por un polinomio en ¢, siendo ésta

A 142 /4k—1
x = {AD + (I — AAPY | T — St gtz — (—1)’“‘17#‘3—1} } b.

Podemos verificar esto de manera sencilla sustituyendo x en la ecuacion (4.2).

Ejemplo 4.4.1.-
Consideremos la siguiente ecuacioén diferencial no homogénea:
' +Ax = f,

donde

CB:([I,'l fL‘Q)t,A: (_11 1

() (5 4) (2)=()

Se ha procedido, primeramente, a resolver este problema a partir del software

)y -

Quedando:

matematico Maple 2015.1, dandonos la solucion general del sistema. El procedimiento
ha sido el siguiente:

sistema := diff(x1(t), t) = -x1(t)-x2(t)+1, diff(x2(t), t) = x1(t)+x2(t)+1;
dsolve(sistema);

{x1(t) = _Cilxt-t~2+_C2,

x2(t) = -_Cl¥t+t~2-_C1-_C2+2xt+1}

Determinemos nuestra solucion particular del sistema haciendo uso de la inversa
de Drazin:
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» Calculemos AP”:
Una matriz de Jordan asociada a la matriz A seria:

0 1
= (00):
1 1
P =

(Lo)

0 -1
pl= .
(1)
Por tanto, la inversa de Drazin de la matriz A seria:

b 00\ ,: (00
A _p(00>p _(00).

s Calculemos el indice de A:

con matriz de paso:

siendo

rango(A)

rango(A?)

1
0
rango(A*) =0

9

luego Ind(A) = 2.
» Estamos en disposicion ya de resolver el sistema:

()= o )0 v)- (2% 22)1 (1)-

- <<1t—2%2>t <1_+t2t//22>t) (1)

v =(1—t/2)t —t*/2 =1t —#*
Ty =12/2+ (1 4+t/2)t =t + 2

Por tanto,

Observamos que nuestra solucién particular corresponde a la solucién general
devuelta por Maple paraCy =1 y Cy =0
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4.4.2 Ecuacion Az’ + Bx = f cuando AB = BA

Daremos un paso mas y estudiaremos ahora ecuaciones direnciales de la forma
Ax' + Bx = f. (4.5)

Si la matriz A fuera no singular, entonces, podria escribirse en la forma de .
Sin embargo, en nuestro estudio permitiremos que las matrices A y B sean singulares.
Existen diferentes métodos para resolver cuando A y B son singulares (véase
[Gané4]]), pero en nuestro caso, y como queremos llegar a una forma cerrada, haremos
uso de la inversa de Drazin.

Asociada a la ecuacion se encuentra la ecuacién homogénea

Ax' + Bz = 0. (4.6)

Asumiremos en este apartado que las matrices A y B conmutan, es decir

AB = BA.

(Qué ocurre silas matrices A y B no conmutan? En el siguiente apartado veremos
que si las condiciones iniciales consistentes determinan soluciones unicas, entonces
(4.6) puede reducirse al caso cuando A y B conmutan.

| Teorema4.7. Sean las matrices A, B € C"*", tales que AB = BA,yseaA=C+ N
la descomposicion corenilpotente de A. Entonces, el sistema lineal de ecuaciones diferen-

ciales
Ax' + Bx = f.
es equivalente a
y
Nxy + Bxy = fo, (4.8)

donde x = T+ xo, f1 = CDCf y fg = (I — CDC)f
Demostracion. Sea el sistema
Ax' + Bx = f.

Observemos que si existe una solucién de las ecuaciones (4.7) y (4.8), entonces, su-
mando ambas, se tiene que existe una solucién de Ax’ + Bx = f.



126 APLICACIONES DE LAS INVERSAS GENERALIZADAS

Consideremos x; = AP Az y xy = (I — AP A)x, que verifican z; + x5 = x.
Tomando la descomposicién corenilpotente de A, A = C + N, y © = o1 + 2, se
tiene que Ax’ + Bx = f es equivalente a:

(C+ N)(x} +x)) + B(x1 + x2) = f.

a) Veamos primeramente que Cx| + Bz, = fi:
Multiplicando la ecuaciéon

(C+ N)(x} +x5) + B(xy +x2) = f
por (CP(C) a izquierda, se obtiene:
CPC(C + N)(x) + ) + CPCB(x, + z3) = CPCf.
Operando
(CPCC + CPCN) (x| + xh) + CPCBxz, + CPCBxzy, = CPCf.

Por otro lado, como C”C? = C, por la observacion (4.4)[pagina[108],y CN = O,
por el teorema (4.5)[pagina[112]], se llega a

Cx| + Cxy + CPCBx, + CPCBxy = CPCFf.
Comprobemos que Cx, = 0, CPCBxzy =0 y CPCBx, = Bx;:
Cxy = C(I — AP A)x’
= (C - CAPA)x’ (AP = CP)
=(C-ccPA (A=C+N)
=(C-0cCcPC-CCPN)x'.

Por proposicion (4.5)[pagina[113], y observacion (4.4)[pagina[108]:
Czxy,=(C—-C)x' =0.

Para lo que viene a continuacién, cuando hagamos referencia a la propiedad

(5), estaremos haciendo alusion a la propiedad (5)) de la definicion de inversa de

Drazin.

CPCBxy = CPCB(I — AP A)x
= (CPCB - CPOBAP A)x (por el lema pagina[114))
= (CPCB — BCCPAP A)x (AP = CP yla propiedad (5))
= (CPCB - BCPCCPA)x (A=C+N)
= (CPCB - BCPC — BCPN)zx.
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Por el lema (4.2)[pagina[114], y la proposicion (4.5)[pagina [113]):
CPCBxy = (CPCB - CPCB)x = 0.

CPCBx, = C°CBA” Az (por el lema (4.2)[pagina[114])
= BCCP AP Ax (AP = CPy propiedad (7))
= BCPCCP Az
= BCP Az (CP = AP)
= BAP Ax
= Bx;,.

En consecuencia,

Cx)| + Bz, = CPCf.

Verifiquemos, por ultimo, que Nxi, + Bxy = fo.
Multiplicando la ecuaciéon

(C+ N)(x) +x) + B(xy + x2) = f
por (I — CPC) a izquierda, obtenemos:
(I —CPCYC + N)(x, + ) + (I —CPC)YB(xy + ) = (I — CPCO) f.
Operando:
Cx) + Cx), — CPCCx| — CPCCxy + Nx| + Nxl, — C°CNz, — CPCNz,)+
+ Bz, + Bxy — CPCBx, — CPOBxy = (I — CP0)f.
Usando la proposicion (4.5)[pagina[113], el teorema (4.5)[pagina[112] y el desa-

rrollo del apartado anterior, resulta:
Cx| + Cxly — Cx| — Cxly + Nx| + Nz, + Bz, + Bz, — Bz, = (I — CPC)f.
o lo que es lo mismo

Nz + Nz, + Bxy = (I — CPO)f.

Nos queda comprobar que Nz} = O:

Nz = NAP Ax' (AP = CP)
= NCP Ax’ (por la proposicién (4.5)[pagina|113])
=0.

Por consiguiente,

Nz + Bxy = (I — CPC) f.
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Corolario 4.1. En las condiciones del teorema anterior, la ecuacién
Cx| + Bx, = C°Cf
es equivalente a la ecuacion
x| +CPBx, = CPf. (4.9)

Demostracién. Multiplicando la ecuacién Czy + Bx; = CPC f por CP a izquierda
se obtiene:

cPCx) + CPBx, = CPCPCf.

Por la propiedad (5)) de la definicién de inversa de Drazin tenemos que CPCPC f = CPCCP f,
y aplicando la propiedad (2) de la misma definicion se sigue que CPCCP f = CP f.

Nos quedaria probar que CPCx! = x. Sea x; = AP Az,

CPCx| = CPCAP Az’ (AP = CP)
= 0PCCP Ax’ (por la propiedad (@) de la definicién de inversa de Drazin)
= CP Ax’ (CP = AP)
= AP Az’
= ).

En consecuencia,

15/1 + CDB-’L'l = CDf

De manera reciproca, si multiplicamos la ecuacion ', + CP Bz, = CP f por C a
izquierda obtenemos

Cx) +CCPBx, = CCPf.

Por la propiedad (5) de la definicion de la inversa de Drazin tenemos que CCP f = CPC' f.

Nos queda probar que CCPBx; = Bx,. Sea ; = AP Az (para lo que viene a
continuacion, cuando hagamos referencia a las propiedades (2) y (5), estaremos ha-
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ciendo alusion a las propiedades (2) y (5) de la definicion de inversa de Drazin),

CCPBx, = CCPBAP Ax (BAP = AP B)
= CCPAPBAx (AB BA)
= CCP AP ABx (AP = CP)
= CCPCP ABx (por las propiedades . y .)
= CPABzx (CP = AP)
= AP ABx (AB=BAy APB = BAD)
= BAP Ax
= Bx;.

En consecuencia,

Cx)| + Bz, = CPCf.

| Teorema 4.8. Sea el sistema lineal de ecuaciones diferenciales
Ax' + Bz = 0. (4.4)
Supongamos que las matrices A y B € C"*" conmutan. Entonces y = e~ A"Bt JAPq

es una solucion del sistema para todo vector columna q € C".

Demostracion. Seay = 4" Bt AAPq. Entonces

Ay = —AAPBe "Bt pAAPq
= —Be "Bt AAP AAPq
_Be—ADBtAADq
= —DBy.

Ejemplo 4.4.2.-
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Consideremos la siguiente ecuacion diferencial homogénea:

Ax' + Bx =0,

-3 -2 1 1
a::(xlxz)t,A:<2 1)y B:<—1 _1),

y, ademas, se tiene que:

donde

Nos queda, por tanto, el sistema:
-3 -2 x) n 1 1 1\ (0
2 1 @ -1 -1 s ) \0 )’
Se ha procedido, al igual que en el ejemplo anterior, a resolver este problema a par-

tir del software matematico Maple 2015.1, dandonos la solucion general del sistema.
El procedimiento ha sido el siguiente:

A := Matrix([[-3, -2], [2, 11D);
B := Matrix([[1, 11, [-1, -1]11);
xx := Vector([x1(t), x2(£)1);
sistema := A.map(diff, xx, t)) + B.xx;
sistemaH := [sistemall] = 0, sistemal[2] = 0];
dsolve(sistemaH) ;

{x1(t) = _Cixt+_C2,

x2(t) = -_Ci1*xt+_C1-_C2}

Para calcular una soluciéon haciendo uso de la inversa de Drazin, aplicaremos el

teorema (4.8)[pagina[129].

= Calculemos primeramente la inversa de Drazin de A:
Como la matriz A es invertible, A” = A=, por tanto,

b (1 2
A _(_2 _3).
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. . _AD
» Calculamos la matriz exponencial e~ B*:

_ADB=—<_12 _23> (—11 —11>: (—11 ‘11)

El autovalor de la matriz —A” B es \; = 0 con multiplicidad algebraica 2.
Una matriz de Jordan asociada a —A” B es:

7= (00)
P (‘11 —01).

_ADBt Jt p—1 -t 1
= P = .
e e’'P ( b1 -1 )

con matriz de paso
Por tanto,

» Luego una solucién del sistema es, para cualquier vector g € C*:

y=e4"PAAPq = ( -t > q.

t—1 —1
Tomando
Yy = (yl ) y q = (QI),COHQM%EC,
Y2 q2
se tiene que:
1= —tq1 + @

Yo =1q1 — q1 — G2,

con qi, qo € C.

El siguiente teorema sera fundamental para los resultados que veremos mas ade-
lante. Conseguiremos dar una forma cerrada para la solucion general del problema
Az’ + Bx = f anadiendo la condicién de que los espacios nulos de A y B tengan
interseccion trivial.
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| Teorema 4.9. Sean las matrices A, B € C"™". Supongamos que A y B conmutan
ynull(A) Nnull(B) = {0}. Entonces

x=e "B AAPq, q € C", (4.10)

es la solucion general de Ax’ + Bx = 0.

Demostracion.  Por el teorema [pégina , se tiene que e~ A"Bt AAP q es una
solucién para todo ¢ € C™. Para probar que & = e~ 4" B! AAPq es la solucién general,
necesitamos probar que para toda soluciéon x, existe un vector q tal que se
cumpla.

Sea k el indice de la matriz A. Si @ es una soluciéon de Ax’ + Bx = f, entonces las

ecuaciones (4.8)[pagina|125]] y (4.9)[pagina128] se cumplen para f = 0. Es decir,

Nz, + Bxy =0 (4.11)

x| +CPBx, = 0. (4.12)

Multiplicando la ecuaciéon por N*~1 a izquierda, se obtiene que:
N*!Nz), + N*'Bx, =0,

o lo que es lo mismo,
N*zl, + N*'Bxy = 0,

Como N es una matriz nilpotente de indice , es decir, N k — O, entonces
N¥1Bz, =0,

que por el lema (4.2)[pagina[114]], es equivalente a
BN* 'z, = 0.

Como AB = BAy null(A) Nnull(B) = {0}, tenemos, por el lema (4.2)[pagina[114],
que B, es invertible, y por tanto

Nkilwg =0.
Del mismo modo, si multiplicamos ahora por k£ — 2, llegamos a que:

NkiQ.’Bg =0.
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Siguiendo este proceso, obtenemos que:

NCL’Q =0.
Por lo tanto, de la ecuacién inicial
Nz + Bxy = 0, (4.10)
obtenemos que:
BZL‘Q =0.

En consecuencia, 5 € null(B).

Por otro lado, sea @y = (I — AAP)x, se tiene:

(I — AAP)zy = (I — AAP)(I — AAP)z

B O O _1 O O 1
_p(o ]>P P(o ])p .
B O O 1
_P<OI)P3L'

= I9.

Por consiguiente,
ACL’Q = A([ - AAD)wQ = N(EQ =0.
Por tanto, @, € null(A). Pero, x; también pertenece a null(B), luego, como

null(A) Nnull(B) = {0}, tenemos que x5 = {0}. Y, como = x| + x5, entonces

L = Iq.

Finalmente, de
x| + CPBz, =0, (4.11)

obtenemos, por la expresion (4.3)[pagina [122]] dada para la solucién general de un
problema homogéneo del tipo ' + Ax = 0, que

o e—cDth (CD _ AD)
— e A"Plq qgeC,
Luego

x=x, = AAPx = AAPx, = AADe_ADth, qeC"



134 APLICACIONES DE LAS INVERSAS GENERALIZADAS

| Teorema4.10. Sean las matrices A, B € C™". Supongamos que A y B conmutan,
ynull(A) Nnull(B) = {0}. Sea Ind(A) = k. Si f es una funcién vectorial k-veces
continuamente diferenciable, entonces

Ax' + Bx = f. (4.3)

tiene solucion, y una solucion particular esta dada por

?T‘

—1
x = APe A"B / APBs pids 4 (1 — AAPY S (=1)"(ABP)"BP ™ (4.3)

n

Il
=)

donde a € R es arbitrario.

Demostracion. Supongamos que AB = BA y null(A) Nnull(B) = {0}. Sean

t
_AD D
x; = APe ™4 Bt/ eV B fds, a € R
a

y
k—1
xy = (I — AAP)S (=1)"(ABP)"BP £,
n=0
Probaremos que
Az + Bz, = AAPf (4.13)
y
Azl + Bxy = (I — AAP)f. (4.14)

con lo que = @1 + @2 es una solucion de Ax’ + Bx = f.
Verificaremos primero (4.13):
Am) = A(—AP Bz, + APe 4"PteA Bt )
= —AAPBx, + AAP f

— _Bax, + AA”{.
Ahora probaremos (4.14):
k—1
Az, = A(I — AAP) Z "(ABP)"BP fnt1) (AAP = AP A)

R‘

(1= AA0) Y (AP

=0

3
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Del desarrollo de la demostracion del lema [pégina, se tiene, para el término
(k —1) que:

(I — AAP)A*(BPY = P < 00 > P'P ( 70 > PY(BP) =0,

O I O O
quedando:
k—2
Ax! [ AAD Z ABD n+1f (n+1)

n=0

k—1
—(I = AAP) Y “(—1)"(ABP)" £,

n=1

Por el lema (4.2)[pagina[114] sabemos que (I — AAP) = (I — AAP)BBP, luego

k—1
Axly = —(I — AAP)BBP Y “(~1)"(ABP)" ™ (ABP = BPA)
n=1
k—1
= —(I —AAP)B (—=1)"(ABP)"BP ™
n=1
k—1
= —(I - AAP)B ( (=1)"(ABP)"BP f() _ BDf)
n=0
k—1
= —(I — AAP)B (=1)"(ABP)"BP f™ 4 (I — AAPYBBP f.
n=0
Dado que
—(I — AAPYB = —B + AAPB (AB= BAy APB = BAP)
—(B — BAAP)
= —B(I — AAP),
obtenemos
k—1
Az, = —B(I — AAP)Y (1) (ABP)"BP £ 4 (I — AAP)BBPf.
n=0
Como

N

-1

@y = (I — AAP) Y (=1)"(ABP)"B" ™),

i
(e
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se tiene que
Azl = —Bxy + (I — AAP)BBP f.

Volviendo a usar el lema (4.2)[pagina[114]] tenemos que (I — AAP) = (I—- AAP)BBP,

se sigue finalmente que

Azl = —Bxy + (I — AAP)f.

Por lo tanto, (4.13) y se cumplen.
|

Si combinamos los resultados de los teoremas (4.9)[pagina [132]], que nos da la
forma de la solucidn general para el problema homogéneo, y (4.10)[pagina[134]], que
nos da la forma de la solucion particular del problema no homogéneo, obtendremos
el siguiente resultado.

| Teorema4.11. Sean las matrices A, B € C™ ", Supongamos que A y B conmutan,
ynull(A) Nnull(B) = {0}. Entonces la solucién general de Ax' + Bx = f viene dada

por

k-1
mZB_ADBtAADq+AD€_ADBt/ AP Bsfd8+ J— AAD Z ABD nBDf(n
a n=0

donde q € C™ es un vector constante arbitrario, k es el indice de A, ya € R es arbitrario.

Un resultado inmediato del teorema anterior (4.11) es una caracterizacion de las
condiciones iniciales consistentes cuando AB = BA y null(4) Nnull(B) = {0}.

Corolario 4.2. Sean las matrices A, B € C"*". Supongamos que A y B conmutan,
y null(4) Nnull(B) = {0}. Entonces existe una solucién para Az’ + Bx = f,
x(0) = o, siy solo si xg es de la forma

N

-1

= APAq+ (I — AAP) ) (=1)"(AB")"BP f"(0),

i
o

para algin vector g. Ademas, la solucién es unica.

En particular, si f es idénticamente cero, entonces xy = AP Az, caracteriza las
condiciones iniciales consistentes.
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Se observa que si B fuera una matriz invertible en Az’ + Bx = f, entonces el

teorema [pégina [136] puede aplicarse a B~ Az’ + & = B~!f, con lo que las

técnicas que contaremos seguldamente no serian necesarias.

4.4.3 Ecuacion Az’ + Bx = f

En este apartado daremos solucion a la ecuacion diferencial
Ax' + Bz = f,

sin ser necesario imponer, como en el apartado anterior, que las matrices A y B
conmuten. Para ello haremos uso de las matrices A, y B. , tales que

A.=(cA+B) A, B.=(cA+B)™'B,

donde ¢ € C es tal que la matriz (cA + B) es invertible; y el siguiente lema nos
mostrara el porqué.

Lema 4.3. Sean las matrices A, B € C"*". Supongamos que existe ¢ € C tal que la
matriz (cA + B) es invertible. Entonces (cA + B)™'A y (cA + B)~'B conmutan.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € C tal que (cA + B) es invertible. Deno-
temos A, = (cA+ B)"'A y B.= (cA+ B)"'B. Entonces

~ ~

cA.+ B.=c(cA+B)'A+ (cA+ B)"'B
(CA + B) Y(cA + B)

Por tanto,
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| Teorema 4.12.  Sean las matrices A, B € C™™. La ecuacién diferencial homogénea
Az’ + B =0

tiene solucion unica para condiciones iniciales compatibles si y solo si existe c € C tal
que la matriz (cA + B) es invertible.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € C tal que la matriz (cA + B) es
invertible. Entonces null(cA + B) = {0}.
Sea el vector u € C" tal que

Au=0y Bu=0.

Entonces
cAu+Bu=0y (cA+ B)u=0,

de lo que deducimos que u = 0. Por tanto,
null(A) Nnull(B) = {0}.
Pero
null(A) = null((cA + B)™*A) y null(B) = null((cA + B)"'B).
Por consiguiente,
null((cA + B) ' A) Nnull((cA+ B)"'B) = {0}.

Ademas, por el lema (4.3)[pagina [137]], tenemos que (cA + B)*A y (cA+ B)™'B

conmutan. Como consecuencia, por el teorema (4.9)[pagina[132],
(cA+ B)'Ax’ + (cA+ B) 'Bx = 0.

tiene solucion tinica para una condicion inicial compatible. Y, claramente, el sistema
(cA+ B) 'Ax’ + (cA+ B) 'Bx =0

es equivalente al sistema
Az’ + Bx = 0.

Supongamos ahora que el sistema

Ax' + Bx =0
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tiene solucion dnica para una condicion inicial compatible. Tenemos que probar que
existe un ¢ € C tal que (cA + B) es invertible. Supongamos que no existe ningin
¢ € C tal que (cA + B) es invertible. Entonces, para todo ¢ € C existe un vector
¢. € C" distinto de O tal que

(cA+ B)g. = 0.
Pero, entonces, x. = e¢“¢, es una soluciéon de
Ax' + Bz = 0,
ya que
Ax! = Ace’ ¢,
= e'cAp. ((cA+ B)¢. = 0)
= —“Bg,
= —Bux,.

Como no pueden existir mas de n vectores ¢, linealmente independientes, tomaremos
un conjunto finito de vectores ¢,

{qbci li:lu C; 7é 07

los cuales son linealmente dependientes, es decir, existen escalares g, as, ..., € C
tales que

l
Z Oéid)ci = 07
=1

donde no todos los a; = 0, coni = 1,1.
Definimos

z

!
Z aietciqﬁci # 0.
i=1

Observamos que z es una solucién de Az’ + Bx = 0, ya que

l l
A2+ Bz =AY aicid., + BY i,
=1 i=1

l
= ai(cA+ B)eig,

=1

l
— S (A + B,
i=1

= 0.
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Ademés

l
2(0) =) aie™igy,
=1
!
= ai¢ci
=1
=0.

En consecuencia existen dos soluciones que satisfacen Az’ + Bx = 0,2(0) = 0,
z y 0,siendo z # 0. Por lo tanto, la ecuaciéon Az’ + Bax = 0 no tiene soluciones
unicas para condiciones iniciales consistentes, lo cual, contradice nuestra hipotesis, y
por consiguiente, existe ¢ € C tal que (cA + B) es invertible.

A partir de los teoremas (4.9)[pagina[132]], (4.10)[pagina [134], (4.11)[pagina [136]],
(4.12)[pagina [138] y del lema (4.3)[pagina [137], teniendo que cuenta que las matri-

ces A. y B. conmutan y que null(4.) Nnull(B.) = {0}, obtenemos el siguiente
resultado.

| Teorema 4.13. Supongamos que Ax' + Bx = 0 tiene soluciones tinicas para con-
diciones iniciales consistentes. Sea ¢ € C tal que la matriz (cA + B) es invertible. Sean
Ac = (cA+B) A, B, = (cA+ B)"'By f. = (cA+ B)"'f. Sea k = Ind(A,).
Entonces
Ax' + Bx = f
{ x(0) = o

tiene una solucion si y solo si x es de la forma

k—1
zo = A.APq + (1 — A.AP) S (ABPy" 1. (0), (4.15)
n=0
para cualquier vector g € C".
Una solucién particular de Ax’ + Bx = f es:
050 (1 APBes ; — ()
o= AL A0 [ A (s (1= A,A2) (1) (4B BE ", (a6
a n=0

donde a € R es arbitrario.
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La solucion general de Ax' + Bx = f es:

(4.17)
! 5 ()
+ (1= AAP) S (~)"(ABPy BP 1",
n=0

para cualquier vectorq € C" y a € R arbitrario.
La solucién que satisface (0) = xq la encontramos tomandoq = xy y a = 0 en la
ecuacion (4.1

Demostracién. Supongamos que existe ¢ € C tal que la matriz (cA + B)™! existe.
Entonces se tiene que el sistema

Ax' + Bz = f

es equivalente al sistema

Acml + Bcw = fca
donde A, = (cA+ B) A, B.=(cA+B)'By f.=(cA+ B)"'f.
Aplicando los teoremas citados anteriormente se llega al resultado deseado.

En este punto de la seccion hemos conseguido ya resolver ecuaciones diferencia-
les de primer orden del tipo Az’ + Bax = f, atin cuando la matriz de coeficientes que
acompaiia a la derivada es una matriz singular. Se han distinguido dos casos. El primer
caso que hemos considerado ha sido cuando las matrices A y B conmutan, obtenien-
do una expresion de la solucion para el problema homogéneo asociado. Si ademas, la
interseccion de los espacios nulos de A y B es la trivial, se ha dado una expresion de
la solucion general del problema no homogéneo. El segundo caso que se ha planteado
ha sido cuando las matrices A y B no conmutan. En esta ocasion se ha llegado una
ecuacion equivalente a la del problema que se planteaba, ecuacion que cumplia las
condiciones del primer caso.

El siguiente resultado es meramente una cuestion técnica. Se trata de destacar que

las ecuaciones (4.15), (4.16)), (4.17) son independientes del escalar ¢ que se utilice.

| Teorema 4.14. Sean las matrices A, B € C"*". Supongamos que existe c € C tal
que la matriz (cA + B) es invertible. Entonces, para todo «v, B € C para los cuales las
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matrices (¢ A+ B)™' y (BA + B)~! existen, se cumplen las siguientes igualdades:

APA, - A, A,
APB, - A,°B,
AB.7 - Aﬁgﬁ

A (@A + B = 4" (BA+ B)™!
B.”(aA+B)™"' = B, (BA+ B)™"
Ind(A,) = Ind(Agz)

Demostracion. Probaremos cada una de las igualdades.

(A + B)'AP A,

[(0A+ B)"Y(BA+ B)(BA+ B)'A]P A,
[(BA+ B) ' (aA+ B)) " 45)" A,
[(
[(

a(BA+ B)'A+ (BA+ B)'B) AP A,
ads + By) "' Ag)P A,

Se tiene que las matrices (04145 + Bg)_l y AB conmutan, ya que:
(aAz+ Bs) " As = Ag(ads + Bs) ™' & Ag = (aAz + Bs)As(ads + Bs)™
& Ag(ads + Bs) = (aAs + Bs)Ag
& aAgAg + AgBg = aAgAg + BgAg  (AgBg = BgAp)
& adgAy+ AgBy = adgAs + AsBs.
Por tanto, aplicando el lema (4.2)[pagina[114]], se tiene que:
A" Ay = A" [(0 Ay + By) P A,
Como (aAg + Bg) es invertible, sabemos que («Ag + Bg) ™! = (aAg + Bj)P, luego
A Ay = A" (ady + By)A,
= ﬂ "(a(BA+ B) A+ (BA+ B)'B)A,
4 "(BA+B)(aA+ B)A,
(5A + B) HaA + B)(aA+ B) A
= Ag (BA+B) A
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[(0wA+ B)"'APB,

[(aA+ B)"(BA+ B)(BA+ B)"'A"B,
[(BA+ B) "' (aA+ B)) "' A4]" B,
[(a
[(

(BA+ B) A+ (ﬁA + B)'B) 44" B,
OzAg —|— Bg) lAg] a

Las matrices (ozfig + 35) y A,g conmutan, y por el lema 1.) [paglna se tiene
que:

Ao By = Ag"[(0ds + Bs) P B,
Como (aAg + Bg) es invertible, sabemos que (Ag + Bg) ™! = (aAg + Bj)P, luego

~ D

A, B 5 (aAg—i-Bg) .

Ay ( (BA+ B)'A+ (BA+ B)"'B)B,
Ay (ﬁA + B)'(aA + B)B,

Ay (ﬁA + B) (A + B)(aA+ B)'B
= A" (8A+B)'B

_i,"B,

Aplicando los lemas (4.3)[pagina[137]] y (4.2)[pagina[114], tenemos que

~ A~ D ~ o

AouB, = B, A

Luego,

~

A,B," =B." A,
[(wA + B)'B]P A,

[(wA+ B) ' (BA+ B)(BA+ B)"'B]PA,
[(BA+ B)"'(aA + B))'Bs]" A,
(o
[(

(BA+ B)™'A+ (BA+ B)™'B)'Bs)P A,
OéA/j + Bﬁ) 1BB]DA
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Las matrices («Ag + Bs)™' y Ag conmutan, y por el lema (4.2)[pagina|114], se

tiene que:
~ ~ D ~ D ~ S 11D &
AaBo = Bs [(aAs+ Bg) |7 Aa
Como (aAg + Bg) es invertible, sabemos que (Ag 4+ Bg) ™! = (aAg + Bj)P, luego
AQBQD = Bﬁ (OéAﬁ + BB)A
= ﬂ(wA+m1A+wA+mlBM
ﬁ (BA + B) Y(aA+ B)A,
(

= Bﬁ BA+ B) YaA+ B)(aA+ B)'A
= Bﬁ (BA+B) A
= By A
Volviendo a utilizar los lemas (4.3)[pagina[137] y (4.2)[pagina[114],
AuB." = A;3B5"

A" (@A + B)™' == [(aA + B)"'AP(aA + B)~

aA+ B) N (BA+ B)(BA+ B) AP (@A + B)™!
(BA+ B)™ (aA + B)) "' A3P(aA+ B)™!
a(BA+ B) A+ (BA+ B)™'B) 1t AP (A + B)™
aAs+ Bs) L AsP (@A + B)7!

Las matrices (&Ag + EB)_ y Ag conmutan, y por el lema l) [pagina , se tiene
que:

A (@A + B) ' = A5 [(ads + Bs) P (aA + B)!
Como (aAs + Bg) es invertible, sabemos que (aAg + Bg) ™! = (aAg + Bj)P, luego
AfMA+BY¥a%(m%+B@wA+R
ﬁ ( (BA+B)'A+ (BA+ B)"'B)(aA+ B)™*
3 (BA +B) (@A + B)(aA+ B)™!
“(
“(

I
ﬁ>>

BA+ B) (aA+ B)(aA+B)!
BA+ B)™!

5

ﬁ
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B." (@A + B)™t == [(aA + B)"'B]P(aA + B)"!

[(aA+ B) " (BA+ B)(BA+ B)'B]”(aA+ B)™*
[(BA+ B)"Y(aA+ B))™'Bs]P(aA+ B)™!
[(a
[(

(BA+ B)"'A+ (BA+ B)'B)"'Bs]P (A + B)™!
OéAﬁ + Bﬁ) 135] (OzA + B)_l

Las matrices (0vAg + Bg)~! y Ag conmutan, y por el lema (4.2)[pagina|114], se tiene
que:

A~

B."(aA+B)™" = By (a5 + By)|P(aA + B)
Como (aAg + Bg) es invertible, sabemos que («Ag + Bg) ™! = (aAg + Bj)P, luego

B.”(aA+B)™ = 5 ads+ Bs)(aA+ B)™!

7
B ( (BA+B) A+ (BA+ B)'B)(aA+ B)™!
ﬁ (5A+B) YaA+ B)(aA+B)™!
7
“(

I
UJ>

= 5 BA+ B) ' (aA+ B)(aA+ B)™

BA+ B)™!

= 5
Por tltimo, probemos que Ind(A,) = Ind(Ap):

~

rango(A, ) = rango(((aA + B)~tA)¥) (siguiendo el desarrollo de las igualdades anteriores)
= rango(((ads + Bs) "' A)") ((ads + Bs)~'As = As(ads + Bs) ™)
= rango((ads + BA/g)_k/i@k),
luego
rango(/iak) < rango(figk).

Por otro lado,

rango(%fﬁk) = rango(((BA + B)*A)F) (siguiendo el desarrollo de las igualdades anteriores)
= rango(((fA. + Bo) ' A )k) ((ads + Bs) ' Ag = Ag(ads + Bs) ™)

~

= rango((fAq + Ba) " A, )7
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luego
rango(/iak) > rango(figk).

Por tanto, i i
rango(A, ) = rango(Ag ).

Y por consiguiente, Ind(A,) = Ind(Ag).

Ejemplo 4.4.3.-

Sea la ecuacion diferencial homogénea

Az’ + Bx = 0, (4.18)
donde
2 -3 =5 1 01
A= -1 4 5 y B = 2 1 3
1 -3 -4 31 4
Observamos que las matrices A y B son no invertibles, y ademas no conmutan, ya
que
-19 -8 -2 3 —6 -9
AB = 22 9 31 # 6 —11 —17 | = BA.
17 -7 =24 9 —17 -26

Tomando ¢ = 1, tenemos que la matriz (cA + B) es invertible. Siendo
2/5 1/5  —1/10
(cA+B) ' =(A+B)™! 4/5 2/5  —17/10
—11/20 —=3/20 9/20
Multiplicamos la ecuacion por (A + B)~! aizquierda, obteniendo
(A+ B)'Az’ + (A+ B)'Bz =0,

utilizando la notacidén habitual,
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donde
1/2 —1/10 —3/5 1/2  1/10  3/5
A= 1/2 13/10 4/5 | yB= [ —1/2 —3/10 —4/5
~1/2 —3/10 1/5 1/2  3/10 4/5

La solucion general para viene dada por (teorema (4.13)[pagina [140])):
z(t) = e A"BLAAPq, q € C*.
Tomando q = x(0), (0) vector inicial, tenemos que
z(t) = e A"BLAAP 2 (0).

Por el teorema (4.13)[pagina [140]], la ecuacién diferencial (4.18) tendra una unica so-
lucién si y solo si el vector inicial 2(0) satisface:

x(0) = AAPq, q € C.
Tomando q = x(0)

o lo que es lo mismo

(I — AAP)z(0) = 0.

= Calculamos AP a partir del resultado del teorema [pégina:

El indice de A es igual a 1, ya que:

rango(A) = 2 = rango(A>?).
Los autovalores de la matriz A son \; = 1, con multiplicidad algebraica 2, y
A2 = 0, con multiplicidad algebraica 1.
Una matriz de Jordan asociada a la matriz A seria:

1 10
Ji = 010 ],
000
con matriz de paso
-1 3 1
P;= -1 —-11 -1

1 1 1
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Por tanto,
1 -1 0 1/2 —3/10 —4/5
AP=pP; 0 1 0 |P'= /2 11/10 3/5
0 0 0 ~1/2 —1/10 2/5

= Calculamos B a partir del mismo resultado:

El indice de B es igual a 2, ya que:

Los autovalores de la matriz B son \; = 1, con multiplicidad algebraica 1, y
Ao = 0, con multiplicidad algebraica 2.
Una matriz de Jordan asociada a la matriz B seria:

1
Js= | 0
0

o O O

0
L,
0

con matriz de paso
1 -1 =5

Por tanto,

00 /2 1/5 7/10
BP=pP; | 000 |Pt= | —-1/2 —-1/5 —=7/10
0 0 /2 1/5 7/10

. . _ADR
» Calculamos la matriz exponencial e=4" 5%

0 1/10 1/10
-APB= [0 1/10 1/10
0 —1/10 —1/10

Los autovalores de la matriz —A” B son \; = 0, con multiplicidad algebraica 3.



Una matriz de Jordan asociada a —A” B seria:

4. INVERSA DE DRAZIN

0 00
Jvg=|001],
0 00
con matriz de paso
0 1/10 0
P_ipp= 1 1/10 0
~1 —1/10 1
Por tanto,
t t
1 — =
10 10
~APBt _ J_ipgt p-1  _ ¢ ¢
€ —P_ADBG AP B P—ADB_ 0 1+E E
t t
L 1=
10 10
= Calculamos la matriz AAP:
1/2 —1/10 —3/5 1/2 —3/10 —4/5
AAP = | 172 13/10 4/5 1/2 11/10 3/5
~1/2 -3/10 1/5 ~1/2 -1/10 2/5
1/2 —1/5 —7/10
= 12 65 7/10
~1/2 —1/5 3/10
Luego, la solucién de la ecuacion viene dada por:
1 t 1 i_l
x(t) = e BAAPx(0) = - —=4=- =4 —= x5(0)
2 10 5 10 10
1ot 1t 3 73(0)
— — - — __+_
2 10 5 10 10
y debe satisfacer la condicion inicial (0):
1/2 1/5 7/10 21(0) 0
(I — AAP)z(0) = | —1/2 —1/5 —7/10 z2(0) | = [ 0
12 1/5 7/10 25(0) 0

149
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Queda una sola ecuacién como condicion:

1 1 7

Despejamos una de las x;(0),7 = 1,2, 3, por ejemplo, 23(0):

—10 /1 1

ZL’3<O) = T (51’1(0) + gl’g(O)) s 1’1(0), 1’2(0) S C.

Simplificando:

25(0) = —gxl(O) - %:@(0), 21(0), 75(0) € C.

Por consiguiente, la solucién de la ecuacion diferencial homogénea (4.18)), es:

1ot 1t T
2 10 5 10 10 21(0)
1t 6 t 7
t) = Z SR 4 5(0)
2(t) 5 105 1010 5 9

1 t 1 t 3

21(0) = ﬁzl(O) + %xz(m
t t
= _ﬂxl(()) -+ JJQ(O) + ﬁx2(0) s 1’1(0),LL’2(0) c C.
5) t 2 t

Ha parecido interesante, comprobar si, como en los ejemplos anteriores de ecua-
ciones diferenciales, el software matematico Maple 2015.1 es capaz de darnos una
solucion general a este problema. El proceso y el resultado es el siguiente:

A := Matrix([[2, -3, -5], [-1, 4, 5], [1, -3, -411);
B := Matrix([[1, O, 11, [2, 1, 31, [3, 1, 411);

xx := Vector([x1(t), x2(t), x3(t)1);

sistema := A.map(diff, xx, t)) + B.xx;
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sistemaH := [sistemal[l] = 0, sistema[2] = 0, sistemal3] = 0];
dsolve(sistemaH) ;

{x1(t) = _C1l*t+_C2,

x2(t) = _Clxt+14*_C1+_C2,

x3(t) = -_Clxt-4%_C1-_C2}

Ejemplo 4.4.4.-

Sea la ecuacion diferencial no homogénea

Ax' + Bx = b, (4.19)
donde
2 -3 -5 1 01 1
A= | -1 4 5 |, B=|213]|yb=1]0
1 -3 —4 3 1 4 2

Observamos, al igual que el ejemplo anterior, que las matrices A y B son no in-
vertibles, y ademas no conmutan. Tomaremos también, como en el anterior ejemplo,
¢ =1, y lamatriz (cA + B) es invertible. Nos queda

2/5 1/5 —1/10
(cA+B)'=(A+B) = 4/5 2/5 —T7/10
—11/20 —=3/20 9/20
Multiplicamos la ecuacion por (A + B)~! aizquierda, obteniendo
(A+ B) 'Ax’ + (A+ B) 'Bx = (A+ B)'b,
utilizando la notacion habitual, podemos reescribirla de la siguiente manera:

Az’ + Bz = b,
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donde
1/2 —-1/10 —-3/5 1/2 1/10 3/5 A 1/5
A= 1/2  13/10 4/5 , B= —-1/2 =3/10 —4/5 yb= —3/5
-1/2 =3/10 1/5 1/2 3/10 4/5 7/20

La solucién general para la ecuacion diferencial (4.19) viene dada por (teorema

(@.13)[pagina[140]:
~ ~ ~ A ~ a~ EN t ~ S A~
x(t) = e VP AAP g+ APe VB / "B b ds
k—1 .
+ (I — AAPYY (=1)(ABP)"BPp™
n=0

para cualquier vector g € C3 y a € R arbitrario.
Como Ind(A) = k = 1, tomando ¢ = x(0), con (0) condicién inicial, y a = 0,
resulta:

w(t) = e AP AAP 1(0)

J/

Sy
_|_AD —A Bt/teADBsde
A . O g
S5
(1 AAP)B%

Vamos a calcular cada una de las expresiones 51, S5, S5 anteriores.

Del ejemplo anterior conocemos el valor de S;. En concreto,

1/2  —3/10 —4/5 /2 1/5  7/10
AP = 1/2 11/10 3/5 |, BP= | —-1/2 —-1/5 —7/10 |,
—1/2 —1/10 2/5 /2 1/5  7/10
Lt
1/2 —-1/5 —7/10 10 10
AAp— | 12 65 T/10 | Am | g ot b
—-1/2 —1/5 3/10 t10 10t
0 —— 1—-—
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Por tanto,

S) = e‘ADBt/lADw(O)

[, 1, L
10 10 2 5 10
1 1 1 6 7
= |0 gt it 5 5 10 |*0
S S TP B O
B 10 10 1 L 2 5 10 |
(1 1. 1, 7 1.]
e 1 (O
=13 50" 0w jjgog
1 1 1 3 1
|73 5 ' 10 10

Para obtener el valor de
~ AD D ¢ DB A~
Sy = APe=4 Bt/ A Bs b ds,
0

comenzamos por la integral fot eA”Bs b ds. Dado que

1 1
10 10
AD Bs 1 1
= 1— — _ ,
‘ 0 0° 10
0 1+ L
10° 10°
se tiene que
- 1 _
—t+4+ —t2
5 +80
t N fal ~
/eADBsbds: —§t+it2
0 5 80
7 1
—t— —t*
20 80
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Finalmente,
_ ! .
—— 2
80
Sy = _l t— i 2
20 80
! t+ L t?
10 80
Para Ss,
_ 3 _
40
Sy — (I — AAPYBPh = | — 2
40
9
40

Unimos todo lo anterior para obtener la solucién general

1 1+1t 7+1t' i 1t2+9
2 5 10 10 10 80 40
1 6 1 7 1 7 1 9
z(t)=| = 4+ — — 4 —t | 2(0)+ | ——t— —2— =
®) 2 5710 1010 (0 20 80 40
1 1 1t 3 1t 1t+1t2+9
L 2 5 10 10 10 | 10 80 40

Por el teorema (4.13)[pagina|140]], para que la ecuacion diferencial (4.19) tenga una

unica solucién, la condicién inicial «(0) debe satisfacer
x(0) = AAPq + (I — AAP)BPb,q € C°.

Si g = x(0), resulta

de donde
1 7 9
A A 1 1 7 9
I-AAP)(z(0)-B"b) = | —= — = - — —
(I=AAP)(@(0)=B76) = | =2 1(0) — = 2(0) = = 5(0) + =
1 1 7 9
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Nos queda una unica ecuaciéon como condicion:

1 1 7 9

Despejamos una de las x;(0),7 = 1, 2, 3, por ejemplo, z3(0):

10 1 1 9
.%‘3(0) = 7 (—5 1’1(0) — g $2(0) + E) s .731(0), .%‘2(0) S (C
Simplificando:

- 1'1(0), (L’Q(O) € (C

Como consecuencia, la solucion general de la ecuacién diferencial (4.19) es

21(0) + 4 22(0) t — L tay(0) + 525t — & t2
z(t) = 29(0) + & 29(0) t — Lty (0) — 22t — L2 L 21(0), (0) € C.
—21(0) = 2a5(0) — L s (0 + & + & 21 (0) + 25t + & 12

Al igual que hicimos en el ejemplo anterior, comprobamos si el software matema-
tico Maple 2015.1 es capaz de darnos una solucion general a este problema. El proceso
y el resultado ha sido el siguiente:

A := Matrix([[2, -3, -5], [-1, 4, 5], [1, -3, -4]11);
B := Matrix([[1, O, 1], [2, 1, 3], [3, 1, 4]11);
b := Vector([1, 0, 21);

xx := Vector([x1(t), x2(t), x3(t)1);
sistema := A.map(diff, xx, t)) + B.xx;
sistemaNH := [sistemal[l] = b[1], sistema[2] = b[2], sistemal3] = b[3]];
dsolve(sistemalH) ;
{x1(t) = -(1/80)*t~2+_Cl1*t+_C2,
x2(t) = -(7/20)*t+14%_C1-(1/80)*t~2+_C1xt+_C2-9/20,
x3(t) = (1/80)*t~2-_Clxt-_C2+9/20+(1/10)*t-4*_C1}
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4.5 Impacto del articulo de ecuaciones diferenciales

Comentamos, nada mas comenzar este capitulo, que una parte del desarrollo del
mismo, en particular la referente a la aplicacion de la inversa de Drazin para el calcu-
lo de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, se iba a fundamentar en
[CMR76]. Se ha tratado de realizar un estudio de las referencias encontradas en la
aplicacion "web of knowledge", disponible en https://fama.us.es//, a partir de la
busqueda de dicho articulo. De las 134 referencias que se han obtenido, se ha consi-
derado comentar los siguientes temas.

4.5.1 Ecuaciones diferenciales

El lector podria preguntarse por qué, habiendo visto ya toda una seccién referente
a la aplicacion de la inversa de Drazin como medio para la resolucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales, volvemos a referirnos a ello. Pues bien, no es excesivo decir
que ésta es la aplicacion mas relevante de la inversa de Drazin. Sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales son utilizados en una gran variedad de ambitos en la vida
real, modelizando problemas de fisica, biologia, ingenieria o, inclusive, problemas de
ciencias sociales. Pero no todos son capaces de ser resueltos mediante la teoria clasi-
ca de ecuaciones diferenciales. Es el caso de los sistemas diferenciales singulares, en
los que la matriz constituida por los coeficientes que acompafan a las derivadas no
posee inversa, y por ello, no pueden ser resueltos por los métodos convencionales.
La inversa de Drazin nos ayuda en la obtencion de resultados con los que vamos a
ser capaces de encontrar soluciones para tales sistemas. Parte de estos resultados es
lo que hemos visto hasta ahora, el calculo de soluciones de sistemas de ecuaciones
diferenciales singulares de primer orden a partir del uso de la inversa de Drazin.
Técnicas numéricas fundamentadas en la formulacion basada en la inversa de Drazin
para la solucion de sistemas singulares diferenciales son propuestas por [CGST12]
para aproximar la solucién de problemas de valor inicial asociados a un sistema sin-
gular.
La incorporacion de la inversa de Drazin a la soluciéon de sistemas homogéneos de
ecuaciones diferenciales singulares de segundo de orden tiene su origen en [Cam83]],
el cual nos propone, mediante un cambio de variable, reducir el sistema diferencial
singular de segundo orden a un sistema diferencial singular de primer orden, que ya
estariamos en condiciones de resolver a partir de los resultados conocidos. El mayor
inconveniente que se presenta es el calculo de la inversa de Drazin de este ultimo sis-
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tema. [XSL15] trata de obtener, a partir del sistema diferencial de segundo orden que
poseiamos inicialmente, una ecuacién matricial cuadratica que simplifique el calculo
de dicha inversa de Drazin. Como aplicacion, [XSL15]], nos describe una solucién par-
ticular de un sistema basado en el modelo fisico de una varilla uniforme de 2 unidades
de longitud.

No solo vamos a encontrarnos referencias relacionadas con la resolucion de sistemas
diferenciales singulares; [FWC13] se basa en el uso de la inversa de Drazin para esta-
blecer condiciones necesarias y suficientes en el estudio de la estabilidad de sistemas
singulares multiagentes de orden superior e invariantes en el tiempo (LTI). Nos en-
contramos aqui con un nuevo concepto que hasta ahora no habiamos introducido, el
de sistemas multiagentes. Se trata de sistemas que estan compuestos a nivel indivi-
dual por entidades (agentes) que tienen un comportamiento auténomo y proactivo e
interactuan con el medio ambiente. Como resultado de todas estas actuaciones se ob-
tiene un comportamiento global del sistema. Estos sistemas han sido considerados por
bidlogos, fisicos e ingenieros; un ejemplo son los llamados MASS (multi-agent suppor-
ting systems), como se muestran en [Ben94] y [Dif12], sistemas desarrollados para
configuraciones formadas por muchos agentes que deben mantenerse incluso cuando
existen alteraciones desconocidas. Es el caso de la prevencion de dafios producidos
por terremotos en edificios, control de la estabilidad de plantas flotantes, control de
antenas parabolicas de gran diametro o telescopios.

Por ultimo, cabe destacar una de las referencias mas recientes, [Muh16], que incorpo-
ra la inversa de Drazin con la finalidad de realizar una primera toma de contacto en
la deteccion de la existencia de una realimentacion a un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas diferenciales tal que el sistema resultante sea positivo y estable.

4.5.2 Inversa de Drazin WW-Ponderada (WDI)

El origen de un nuevo concepto es introducido por [CG80], el cual define, da-
das dos matrices cualesquiera B € C™*" y W € C"*™, la inversa de Drazin W-
Ponderada de B, y la denota por X = By, como la matriz X = B[(WB)"]%. A
partir de este momento, ampliamos el concepto de inversa de Drazin que conociamos
hasta ahora, y, exclusivamente aplicable a matrices cuadradas, al concepto de inversa
de Drazin W -Ponderada, aplicable incluso a matrices rectangulares. [SKM17], una de
las referencias mas actuales, nos muestra diversos métodos de calculo de la inversa
de Drazin W-Ponderada.

La mayoria de los articulos encontrados referidos a la (WDI), tienen como unica fina-
lidad la de presentar diferentes métodos para el calculo de la misma, sin aparecer el
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desarrollo de ninguna aplicaciéon que emplee la inversa de Drazin W -Ponderada para
algun propésito. Aunque, varios de ellos, como [Son13], [Wei02] y [WS04], desarrollan
una regla de Cramer con el fin de resolver ciertos sistemas de ecuaciones mediante la
(WDI), apareciendo también una expresion para la (WDI) a partir de determinantes.
Esta representacion de la (WDI) es utilizada ademas, en [Kyr13]], con el objetivo de
obtener una férmula para la solucion parcial de ciertas ecuaciones matriciales dife-
renciales del tipo X' + AX = B o X'+ XA = B, donde la matriz A es singular.

4.5.3 Calculo simbdlico

El calculo simbdlico es aplicado en [SS16] para reducir el calculo de la inversa

de Drazin sobre ciertos cuerpos al calculo de la inversa de Drazin de matrices cuyos
coeficientes son funciones racionales. La pregunta que tocaria hacerse ahora seria:
(conocido ya un método para el calculo de la inversa de Drazin de una matriz, qué
utilidad nos aporta este nuevo método? El peso de la respuesta recae sobre el concepto
propiamente dicho del calculo simbdlico. Se definen, en nuestro caso, las variables
de entrada de la matriz como objetos simbolicos; objetos, que permaneceran en el
resultado obtenido por el método, pudiendo ser asi sustituidos por las variables que
disponiamos, y obteniendo la inversa de Drazin de la matriz inicial; o sustituidos por
nuevas variables, y obteniendo la inversa de Drazin de una nueva matriz. Esto es una
ventaja importante sobre el calculo numérico descrito en el método desarrollado en
el capitulo, que es Unico para cada matriz.
Un algoritmo disponible para ello se muestra en [SRS15]], aplicando bases de Grébner,
tan importantes en la resolucién de sistemas de ecuaciones algebraicas. Lo deficiente
del método es la complejidad del calculo de las bases de Grobner, que en general, es
doble exponencial; aunque, en el caso que se trata, como el ideal es cero dimensional,
la complejidad del calculo es exponencial. En dicho articulo, se extiende ademas este
método a la (WDI) comentada anteriormente. Y se demuestra, mediante la realizacion
de tres experimentos (en cada uno de ellos la matriz a calcular la inversa de Drazin
presenta diferente orden, y en cada uno de ellos se fijan diferente nimero de variables)
realizados con el software matematico Maple 18, que el método tiene un buen tiempo
de ejecucion.
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