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Introduccion

El desarrollo de la Geometria Fractal ha sido uno de los hitos dentro del campo
de las Matematicas, pues ha hecho posible describir formas naturales complejas en
términos de reglas simples, entre otras cosas porque la forma de ver la realidad de la
Geometria Fractal es muy diferente a la de la Geometria Euclidea, ya que mientras
ésta intenta adecuar la realidad a un orden que emana de la razon, la Geometria
Fractal asume que las estructuras naturales son desordenadas y busca describirlas.

El objetivo general de este trabajo es analizar el papel que la Geometria Fractal
puede jugar a la hora de caracterizar la serie de cierres diarios del indice Ibex35
durante la década de los noventa (desde el dia 2-01-1991 hasta el dia 29-12-2000), a
la que, por brevedad, nos referiremos como serie Ibex35.

Si somos algo mas concretos, podemos decir que en realidad lo que pretendemos
caracterizar es el grafo de este indice frente al tiempo (registro temporal del indice),
pues presenta muchas de las caracteristicas propias de los conjuntos fractales, que
son los objetos que estudia la Geometria Fractal.

Esta ultima frase puede parecer redundante, pero se debe al hecho de que no
existe una definicién precisa ni de la Geometria Fractal ni de lo que es un conjunto
fractal. En palabras de Benoit B. Mandelbrot (1924-), al que se considera como el

padre de la Geometria Fractal:

...Jla definicion informal: la Geometria Fractal es el estudio de la
irregularidad que permanece tras un cambio de escala y localizacién,
quizas sea la mejor caracterizacion de la Geometria Fractal que podemos
conseguir. Una definicién formal apropiada ni existe ni se debe esperar

su desarrollo... (Mandelbrot [53] pg.9)
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De hecho, aunque han habido varios intentos de dar una definicién matematica
de un fractal, no hay una definiciéon satisfactoria en un contexto genérico, ya que
todas excluyen algin conjunto con caracteristicas que puede estudiar la Geometria
Fractal.

Esto, que podria parecer un inconveniente, es, desde nuestro punto de vista, una
ventaja, ya que no hay que preocuparse de si un conjunto es o no un fractal, sino
de si la Geometria Fractal puede analizar las caracteristicas que nos interesan del
conjunto.

En concreto, la anterior definiciéon informal de la Geometria Fractal hace que
el grafo de una serie de precios, y en particular el grafo de la serie Ibex35, se
encuentre dentro de su campo de accion, ya que en estos grafos aparecen numerosas
irregularidades que se mantienen al observarlos a escalas cada vez menores.

Precisamente al intentar cuantificar este tipo de irregularidades es cuando surge
la nocion de dimensién fractal, que es el concepto que da titulo a este trabajo, y en
el cual, de nuevo, nos encontramos con el término fractal como adjetivo, alguno de
cuyos miultiples significados aparecen en unas palabras de Mandelbrot donde cuenta

como acunog este término:

Acuné el término fractal a partir del adjetivo latino fractus. El ver-
bo correspondiente es frangere que significa “romper en pedazos”. Es
pues razonable, ..., que ademds de “fragmentado” (como en fraccion)
signifique también “irregular”, confluyendo ambos en el término frag-

mento (Mandelbrot [51] pg.19).

Esto hace que al utilizar el término fractal como calificativo de la dimension
estemos indicando, tanto que la dimension puede tomar valores no enteros, como
que la dimensién va a ser una medida de las irregularidades del conjunto.

Las distintas definiciones de dimensién fractal aparecen dependiendo de la forma
en que abordemos el estudio de estas irregularidades y, en el caso particular del
grafo de una funcién, debido a que las variaciones que experimentan los valores de

la funcién entre puntos proximos estan relacionadas con el valor de su dimension,
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cuanto mayor sea el valor de la dimension, mas erratico serd el comportamiento de
su grafo.

Desde el punto de vista tedrico, quizas la mas importante sea la dimensién de
Hausdorff, que recibe este nombre por Félix Hausdorff (1868-1942) y que aparece al
adaptar a conjuntos irregulares la medida n-dimensional de Lebesgue, que, a su vez,
recibe este nombre por Henri Ledn Lebesgue (1875-1941). Desde el punto de vista
practico, la dimensién més adecuada para los calculos empiricos es la dimension de
recuento por cajas, denominandose asi esta dimension por la forma en que se calcula.

Otro de los objetivos de este trabajo aparece al calcular empiricamente el valor de
esta dimensién en un grafo, ya que para obtenerlo proponemos una estimacion que
solo se utiliza en los célculos teodricos y pretendemos ver que también es adecuada
para los calculos empiricos.

La aparicion de patrones de comportamiento que se mantienen constantes al
analizar un conjunto a distintas escalas, es una caracteristica de los objetos que
estudia la Geometria Fractal que pone de manifiesto que, aunque parezca que tene-
mos un conjunto extremadamente complejo e irregular, su apariencia se debe a la
repeticion de reglas simples a lo largo de estas escalas.

Como no existe una definicién que englobe a todos los conjuntos fractales, esta
caracteristica hace que usemos como definicion practica que un fractal es un conjunto

cuyas partes estan relacionadas con el todo:

Informalmente, los fractales son formas irregulares, ..., donde cada
pequena parte es muy parecida a una imagen de tamano reducido del

todo (Mandelbrot [53] pg.9).

En este sentido, en un conjunto fractal podemos distinguir dos tipos de relaciones
entre el conjunto y las partes en que se descompone: la autosemejanza, donde para
que se parezcan sus representaciones a distintas escalas el factor de escala disminuye
igual en todas las direcciones, y la mas general de autoafinidad, en la cual este factor
puede ser distinto en cada una de las direcciones.

Estas relaciones hacen que sea necesario distinguir entre dos tipos de conjuntos

fractales: los fractales deterministicos, donde cada una de las partes es igual al todo
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tras un cambio de escala y localizacién: autoafinidad deterministica; y los fractales
aleatorios, donde la igualdad entre las partes y el todo se da entre las distribuciones
estadisticas tras el correspondiente cambio de escala y localizaciéon: autoafinidad

estadistica.

En el caso particular de los grafos de funciones, la autoafinidad tiene dos formas
distintas de manifestarse: la que acabamos de comentar, autoafinidad global, donde
cada una de las partes es igual al todo tras un cambio de escala y localizacién, y
una segunda, autoafinidad local, que aparece en determinados casos y se manifiesta
en la existencia de relaciones entre los grafos que se obtienen cuando representamos

la funcién en intervalos de longitud cada vez menor.

Esta tdltima manifestacion de la proporcionalidad entre las partes, traducida en
la existencia de autoafinidad estadistica, es el denominador comin de los grafos de
los modelos que vamos a considerar para describir las caracteristicas fractales de la
serie Ibex35 y la que nos va a permitir utilizar las técnicas propias de la Geometria
Fractal, para estudiar el papel que la dimension puede jugar a la hora de describir

su comportamiento.

A este respecto, los modelos que vamos a considerar son generalizaciones de
uno de los primeros modelos utilizados para describir la evolucién de los precios
de una accién como un proceso a lo largo del tiempo gobernado por las leyes de
la probabilidad (proceso estocastico): el movimiento browniano, que recibe este
nombre por R. Brown, que en 1828 observé este movimiento en pequenas particulas
suspendidas en un fluido, o de proceso de Wiener, por N. Wiener, que dio una

definicién sistematica del mismo en 1923.

Este proceso esta caracterizado fundamentalmente por dos de las propiedades de
sus incrementos, la independencia y la normalidad de su distribucion, y a la hora de
describir la evolucién de los precios de una accién, aunque aparece por primera vez
en 1900 en la tesis de Louis Bachelier (1870-1946) Théorie de la Speculation ([2]), no
cobra importancia hasta que en 1965 el premio nobel en Economia Paul A. Samuel-
son (1915-) propone en Rational Theory of Warrant Pricing ([67]) el movimiento

browniano geométrico o econémico, donde los que siguen un movimiento brownia-
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no, con tendencia, no son los precios sino sus logaritmos *.

Aunque desde entonces es uno de los modelos mas utilizados para describir el
precio de una accion, se observa que, como sucede en la serie Ibex35, los datos
empiricos no se ajustan del todo bien a este modelo, ya que los incrementos de los
precios de la mayoria de las acciones presentan cierta dependencia y su distribucién
empirica difiere de la distribucién normal, tanto en la parte central como en las
colas.

Las generalizaciones del movimiento browniano que vamos a considerar para
describir las caracteristicas fractales de la serie Ibex35 son dos modelos que fueron
desarrollados por Mandelbrot en los afios sesenta 2: los movimientos brownianos
fraccionarios, que sélo tienen incrementos independientes en el modelo original y
los procesos estables, cuyos incrementos son siempre independientes y donde las
distribuciones que siguen estos incrementos son una generalizacion de la normal,
que, al igual que el proceso, reciben el nombre de distribuciones estables.

Antes de ver las caracteristicas fractales que tienen en comin estos modelos con

la serie Ibex35, vamos a crear el marco teérico que nos permiten analizar esta serie

desde la perspectiva de la Geometria Fractal.

Asi, vamos a dedicar un primer capitulo a ver que, aunque no existe una defini-
cion precisa de fractal, hay una serie de caracteristicas que hacen que califiquemos
a un conjunto como fractal y que la aparicion de varias de estas caracteristicas nos

permiten estudiarlo dentro de la Geometria Fractal.

!La idea de trabajar con los logaritmos de los precios, en vez de con los precios, aparece en
1959 en un articulo de M. F. M. Osborne, Brownian Motion in the Stock Market ([59]) se ha
mostrado tan prometedora en los resultados que se ha mantenido en los estudios posteriores, ya
que, el comportamiento de los incrementos logaritmicos de los precios es mas uniforme que el
comportamiento de los precios en si mismos.

2El primero en 1968 junto a J. W. Van Ness en Fractional Brownian Motions, Fracional Noises
and Applications [54] y el segundo en 1960, en The Pareto-Lévy Law and the Distribution of
Income [46]
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Como la generacién de la mayoria de los conjuntos fractales se realiza mediante
un proceso iterativo cuyo limite es el conjunto fractal que se desea obtener, la primera
de estas caracteristicas es que un conjunto fractal so6lo puede ser representado con
una cierta aproximacion, que dependera del ntumero de iteraciones, siempre finito,

que realicemos en el proceso de su construccién.

Este proceso se realiza mediante conjuntos que forman las sucesivas aproxima-
ciones al conjunto fractal, por lo que para estudiar la convergencia del proceso
mediante el concepto de limite, partiendo del espacio métrico donde estan inmersos
estos conjuntos, construiremos en la primera secciéon del primer capitulo, seccion
1.1, un espacio métrico del que los conjuntos fractales seran elementos: el espacio

de los fractales.

Este espacio, que sera completo si el espacio métrico original lo es; va a estar
formado por el conjunto de los subconjuntos compactos no vacios del espacio métrico
original y una distancia, que también se obtiene a partir de la original, y en él,
considerando la nueva distancia, el concepto usual de limite permite estudiar el

proceso a través del cual se generan la mayoria de conjuntos fractales.

En la siguiente seccion del capitulo, seccion 1.2, vamos a analizar las carac-
teristicas de escala de un conjunto fractal, asociando a cada conjunto fractal una

transformacién definida dentro del espacio de los fractales.

Esta transformacion, que recibe el nombre de transformacion de Hutchinson, se
construye a partir de un conjunto de aplicaciones definidas sobre el espacio donde
originalmente estd inmerso el fractal, conjunto de aplicaciones que recibe el nombre
de sistema de funciones iteradas. La transformacién de Hutchinson bajo determi-
nadas condiciones serd contractiva, en este caso, el sistema de funciones iteradas
se califica de hiperbdlico y el unico punto fijo de la transformacion o atractor del

sistema sera el conjunto fractal.

De esta forma, un conjunto fractal se podra representar por un conjunto de
aplicaciones contractivas, sin mas que identificar el atractor del sistema con el propio
sistema y tener en cuenta que la representacion del conjunto no sera unica, pues un

conjunto puede ser atractor de mas de un sistema de funciones iteradas.
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Esta representacion de un conjunto fractal nos permite poner de manifiesto las
caracteristicas de escala del conjunto y distinguir entre los fractales autosemejantes,
donde el sistema esta formado sélo por semejanzas, y los fractales autoafines, donde
también aparecen afinidades; que es una transformacién més general donde los fac-

tores de escala pueden ser distintos en cada una de las direcciones de los ejes.

En la dltima seccion del primer capitulo, secciéon 1.3, vamos a utilizar los sistemas
de funciones iteradas para construir una aproximacion al conjunto fractal de forma

efectiva.

Para construir esta aproximacién al conjunto fractal, que ademas permite repre-
sentarlo graficamente, en primer lugar vamos a asociar un cédigo al sistema de
funciones iteradas del que es atractor, el cual se obtiene a través de las afinidades
que forman el sistema y permite estudiarlo sin mas que extraer de él las matrices

correspondientes a cada una de las transformaciones (seccién 1.3.1).

A continuacién, para poder trabajar con listas de puntos, lo que nos va a permitir
obtener la aproximacion al conjunto fractal de forma efectiva implementando estos
algoritmos en el entorno de cdlculo MATHEMATICA (seccién 1.3.3), modificaremos
los dos algoritmos mas utilizados para la construccién de fractales como atractores
de un sistema de funciones iteradas: el algoritmo deterministico y el algoritmo de

iteracién aleatoria (seccién 1.3.2).

En el siguiente capitulo, capitulo 2, vamos a ver que existen distintos conceptos
de dimension fractal y que la mayor parte de estos conceptos estan relacionados con

la manera de asignar una medida a un conjunto.

Por este motivo, antes de entrar en el concepto de dimension, dedicaremos una
primera seccion, seccion 2.1, a la medida de los conjuntos fractales, donde veremos
que ninguna de las medidas n-dimensionales de Lebesgue (longitud, area, volumen,
etc.) da una idea vélida del tamaio de un conjunto fractal (seccién 2.1.1).

Para obtener una medida adecuada a los conjuntos fractales, generalizaremos
la medida n-dimensional de Lebesgue a una medida s-dimensional valida para val-
ores de s no necesariamente enteros. Esta medida recibe el nombre de medida

s-dimensional de Hausdorff (seccién 2.1.2).
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La dimensién de Hausdorff se define en la seccién 2.2 y aparece cuando calculamos
todas las medidas s-dimensionales del conjunto y observamos que, al aumentar s,
existe un valor critico para el cual la cuantia de la medida s-dimensional de Hausdorff
pasa de infinito a cero y que en la mayoria de los conjuntos fractales esta cuantia es

finita.

Esto hace que este valor critico de s sea el méas adecuado para medir este tipo
de conjuntos y que, en todos los casos, se defina la dimensiéon de Hausdorff como el
valor critico de s donde la medida s-dimensional de Hausdorff del conjunto pasa de

infinito a cero (seccién 2.2.1).

Una vez definida la dimensiéon de Hausdorff, estudiaremos algunas de sus pro-
piedades (seccién 2.2.2) y veremos el “principio de distribucién de masa”, que nos
va a permitir la obtencién de cotas inferiores de la dimension de Hausdorff de un
conjunto fractal, lo que, junto con las cotas superiores que surgen de la construccion

del conjunto, hace que podamos calcular esta dimensién (seccién 2.2.3).

Tras la definicion de la dimensién de Hausdorff como referente teodrico, en la
seccion 2.3 nos centraremos en la dimensién de recuento por cajas, cuyo calculo
empirico es posible y que surge cuando se ignoran las irregularidades de un cierto

tamano al calcular la medida del conjunto.

Esta dimension admite distintas definiciones, todas equivalentes, entre las que
estd la definicion que le da nombre, que aparece cuando recubrimos el conjunto por
cajas (cubos n-dimensionales) de tamano cada vez menor y se analiza la evolucién

del nimero de cajas que lo cortan (seccién 2.3.1).

Al estudiar la relacion de la dimension de recuento por cajas con la dimension de
Hausdorff veremos que ésta ultima siempre es menor o igual que la primera, que la
igualdad no se da en general y que si lo hace bajo ciertas condiciones de regularidad
(secci6n 2.3.2).

Después de estudiar algunas de sus propiedades (seccién 2.3.3), en la seccién
2.4 veremos que el calculo de la dimensién de recuento por cajas del grafo de una
funcion continua se simplifica, al relacionar el nimero de cajas que cortan al grafo

con el rango de la funcion.
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Esta relacion nos va a llevar a plantear una estimacion de la dimensién de re-
cuento por cajas del grafo de una funcién, estimando a su vez el nimero de cajas
que lo cortan, cuyo andlisis realizaremos en el capitulo 4, que es el capitulo donde
abordaremos el calculo empirico de la dimension.

En la siguiente seccion, seccion 2.5, veremos que el procedimiento utilizado para
construir la medida y la dimensién de Hausdorff permite construir otras medidas
que daran lugar a nuevos conceptos de dimensién, relacionados tanto con ésta como
con la dimensién de recuento por cajas.

En la ultima seccién del capitulo, seccion 2.6, veremos un concepto de dimension,
la dimension de autosemejanza, que solo tiene sentido en el caso particular de los
fractales autosemejantes y, por tanto, no es aplicable a los fractales autoafines.

Esta dimensién aparece al asociar un sistema de funciones iteradas al conjunto
fractal, sistema que en este caso estd formado solo por semejanzas, y en realidad es

una dimension del sistema de funciones iteradas del que es atractor.

Como un conjunto puede ser el atractor de mas de un sistema de funciones itera-
das, la dimensién de autosemejanza no es una dimensiéon propia del conjunto fractal,
ya que este conjunto puede tener asociada mas de una dimensién de autosemejanza.

Sin embargo, veremos que esta dimension se pueda asociar al conjunto fractal
cuando podemos encontrar un abierto no vacio cuyas imagenes por cada una de
las transformaciones del sistema sean disjuntas y estén contenidas en este abierto.
Ademads, en este caso, la dimensiéon de autosemejanza coincide tanto con la dimension
de Hausdorff como con la dimensién de recuento por cajas.

En el capitulo siguiente, capitulo 3, vamos a ver que al estudiar la existencia
de relaciones entre los grafos que se obtienen cuando representamos una funcién en
intervalos de distinta longitud, aparecen dos formas de autoafinidad y que una de
ellas nos permitird extender el concepto de autoafinidad a un proceso estocastico
para hablar de autoafinidad estadistica.

Para analizar ambas formas de autoafinidad, vamos a utilizar distintos modelos
de grafos, modelos que ademads se usaran en el siguiente capitulo para analizar la

estimacion de la dimensién de recuento por cajas que hemos propuesto.
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Asi, en la primera seccion del capitulo, seccién 3.1, vamos a utilizar las funciones
de interpolacion fractal para ver una primera forma de autoafinidad: la autoafinidad
global.

Estas funciones se construyen como atractores de un sistema de funciones ite-
radas hiperbodlico dependiente de una serie de parametros, por lo que el tipo de
autoafinidad que presenta el grafo de la funcién es el mismo que aparecia en el
primer capitulo, en el cual un conjunto fractal se descomponia en distintas partes
que tras un cambio de escala y localizacién son iguales al todo (seccién 3.1.1).

Por otra parte, la dimension de recuento por cajas del grafo de estas funciones
va a depender directamente de los parametros del sistema de funciones iteradas
mediante el que se construyen, pudiendo tomar cualquier valor comprendido entre
uno y dos, y nos van a proporcionar un primer modelo para analizar empiricamente
la estimacion propuesta para la dimensién de recuento por cajas del grafo de una
funcion.

En la siguiente seccion del capitulo, seccién 3.2, vamos a usar la funcién de
Weierstrass, que recibe este nombre por Karl Weierstrass (1815-1897), para ver una
nueva forma de autoafinidad: la autoafinidad local.

Antes de analizar este tipo de autoafinidad, veremos que la dimension de recuento
por cajas de su grafo estd determinada por uno de los dos parametros de los que
depende, por lo que, al poder tomar este pardametro cualquier valor entre uno y
dos, tenemos un nuevo modelo para el analisis empirico de la estimacion propuesta
(secci6n 3.2.1).

Aunque el grafo de la funcién de Weierstrass no se puede descomponer en partes
parecidas al todo, en torno al origen aparece la autoafinidad de su grafo cuando,
manteniendo el origen como extremo inferior del intervalo, la representamos en in-
tervalos cada vez més pequenos (reducimos la escala horizontal) y observamos que
las representaciones obtenidas son practicamente iguales (s6lo difieren en la escala

vertical) ® (seccién 3.2.2).

3En realidad, en un sentido estricto, en la funcién de Weierstrass no deberfamos hablar de

autoafinidad, ya que la igualdad a distintas escalas sélo aparece cuando el factor de reduccion
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En la siguiente seccién, seccién 3.3, vamos a extender a un proceso estocastico
este tipo de autoafinidad: autoafinidad estadistica.

Si interpretamos la primera variable de la funcién como el tiempo, teniendo en
mente la funcion de Weierstrass, podemos decir que una funcion es autoafin cuando
al cambiar la escala temporal se obtiene una funciéon que sélo difiere de la original
en la escala espacial.

Esta interpretacion nos permite definir un proceso autoafin como un proceso en
el que al cambiar la escala temporal se obtiene un proceso que solo difiere del original
en la escala espacial.

Continuaremos la seccién viendo que, bajo ciertas condiciones, el cambio de
escala espacial y el cambio de escala temporal estan relacionados por una relacion
de tipo exponencial, donde el exponente que aparece en esta relacién recibe el nombre
de exponente de autoafinidad del proceso (seccién 3.3.1).

En la dltima seccién del capitulo vamos a estudiar las caracteristicas fractales
del movimiento browniano, que es el proceso estocastico del que van a surgir los
distintos modelos que vamos a considerar en el ultimo capitulo para describir el
comportamiento fractal de la serie Ibex35.

Asi, de este proceso, que es un proceso gaussiano con incrementos independientes,
veremos que esta incluido dentro de los procesos autoafines y que la dimensién del
grafo de sus caminos muestrales no es entera (seccién 3.3.2).

En el siguiente capitulo, capitulo 4, abordaremos el célculo empirico de la di-
mension de recuento por cajas de un grafo, que se basa en el calculo del nimero de
cajas que lo cortan cuando se recubre por cajas, y analizaremos si la dimension que
se obtiene mediante la estimacion de este nimero de cajas (estimacién propuesta en
la seccién 2.4), refleja de manera adecuada las caracteristicas fractales del grafo.

En la seccion 4.1 veremos cual es el procedimiento que se sigue habitualmente
para el calculo de la dimensiéon de recuento por cajas de un conjunto plano y lo
adaptaremos para calcular empiricamente la dimensién del grafo de una serie tem-

poral de dos formas: calculando directamente el nimero de cajas que lo cortan

vertical es una potencia del segundo pardametro del que depende la funcion.
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(secci6n 4.1.1) y estimando este nimero de cajas mediante su relacién con el rango
de la funcién (seccién 4.1.2).

Una vez implementado este procedimiento en el entorno MATHEMATICA (sec-
ci6n 4.1.3), en la seccién 4.2 vamos a comparar la dimensién que se obtiene mediante
el numero de cajas que se calcula directamente con la obtenida mediante el nimero
de cajas estimado, utilizando, para ello, series temporales generadas mediante las
funciones de interpolacién fractal y la funcién de Weierstrass.

En la siguiente seccién, seccion 4.3, vamos a ver que si se modifica la definicién
de dimension de recuento por cajas y se hace tender el tamano de las cajas del
recubrimiento a infinito, en vez de a cero, se obtiene un nuevo concepto de dimension:
la dimension global.

Como veremos al analizar el movimiento browniano, esta dimensién hace que,
si el tamano de las cajas del recubrimiento es grande en comparaciéon con los in-
crementos de la serie, los valores obtenidos mediante el calculo directo sean los
correspondientes a la dimension global del grafo y que con ellos no sea posible apre-
ciar la dimensién real de éste (a la que por contraposicién nos referiremos como
dimensién local).

En el dltimo capitulo del trabajo, capitulo 5, analizaremos las caracteristicas
fractales de la serie Ibex35 y propondremos distintos modelos para describirla desde
el punto de vista de la Geometria Fractal.

Asi, en la primera seccién, seccién 5.1, analizaremos la autoafinidad estadistica
de la serie, que se manifiesta tanto en su grafo como en la distribucién de sus
incrementos, y veremos que es la caracteristica de esta serie que hace que tenga
sentido calcular su dimension de recuento por cajas.

La dimension que se obtiene empiricamente, en la secciéon 5.2, no es compatible
con el valor que corresponderia al movimiento browniano, por lo que a continuacion
estudiaremos las dos hipétesis que lo definen: la normalidad de la distribucién de
sus incrementos y la independencia de éstos.

Asi, en la seccion 5.3, veremos que los incrementos de la serie presentan cier-

ta dependencia, y para describirla, vamos a considerar los movimientos brownia-



INTRODUCCION 13

nos fraccionarios (seccién 5.3.1), que son compatibles con la dimensién obtenida
empiricamente y que, como confirma el anélisis R/S de la serie (seccién 5.3.2), pre-
sentan el mismo tipo de dependencia que ésta.

En la dltima seccién, seccién 5.4, veremos que la distribucién empirica de los
incrementos difiere de la distribucién normal tanto en la parte central como en
las colas y plantearemos describir estas colas mediante las distribuciones estables
(seccién 5.4.1). Estas distribuciones dan lugar a los movimientos L-estables (seccién
5.4.2), que muestran el mismo tipo de comportamiento en las colas que la serie y
que, al igual que los movimientos brownianos fraccionarios, son compatibles con la

dimensién obtenida empiricamente.






Capitulo 1

Los conjuntos fractales

Dentro de la geometria fractal no existe una definicién precisa del término fractal
que englobe a todos los conjuntos que presentan complejidad a todas las escalas, sino
que hay una serie de caracteristicas que nos permiten hablar de conjuntos fractales.

La primera de las caracteristicas comunes a los conjuntos fractales es que estos
conjuntos se obtienen en el limite de un proceso iterativo, por lo que el primer
problema que aparece es analizar si su proceso de construccion es convergente.

Para abordar este problema, en vez de tratar a los conjuntos fractales como
subconjuntos del espacio métrico donde estan definidos, vamos a considerarlos como
elementos de un espacio métrico completo: el espacio de los fractales, espacio que
esta formado por el conjunto de los subconjuntos compactos no vacios del espacio
métrico original y una distancia, distancia que recibe el nombre de distancia de
Hausdorff y es la simetrizacién de la distancia habitual entre conjuntos.

Este espacio métrico, que tiene la ventaja de incluir a conjuntos que no presentan
caracteristicas propiamente fractales, nos permitira tratar a los conjuntos fractales
como limites de una sucesion de conjuntos y estudiar la convergencia de su proceso
de formacién mediante el andlisis de esta sucesion.

En segundo lugar veremos que estos conjuntos estan formados, en cierto sentido,
por copias del conjunto total y que la relacion que existe entre el conjunto y sus partes
hace que los podamos incluir dentro de un marco general para su representacion:

los sistemas de funciones iteradas.

15
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Los sistemas de funciones iteradas estan formados por un conjunto de transfor-
maciones afines cuyas iteraciones convergen, bajo determinadas condiciones a un
conjunto limite o atractor.

En este marco, cada fractal serd el atractor de un sistema de funciones iteradas
y podremos identificar el atractor con el propio sistema, siempre teniendo en cuenta
que un conjunto va a poder ser atractor de mas de uno de estos sistemas y que, por
tanto, esta representacion de un conjunto fractal no tiene por que ser unica.

De este modo, los sistemas de funciones iteradas ponen de manifiesto las carac-
teristicas de escala de un conjunto fractal y nos hacen distinguir entre dos tipos de
relaciones entre el conjunto y sus partes: autosemejanza y autoafinidad.

Asi, so6lo podremos hablar de autosemejanza cuando el sistema de funciones
iteradas esté formado por semejanzas y de autoafinidad en el caso mas general de
los sistemas formados por transformaciones afines, donde los factores de escala en
cada una de las direcciones de los ejes pueden ser distintos y las copias no tienen
por que ser semejantes.

Terminaremos el capitulo representando un conjunto fractal por una lista de pun-
tos que lo aproxima, obtenida como el atractor de un sistema de funciones iteradas,
lo que nos permitira construir de forma efectiva modelos de grafos con caracteristicas

fractales.

1.1 El espacio de los fractales

Para obtener el espacio métrico del que seran elementos los conjuntos fractales, el
espacio de los fractales, partimos de un espacio métrico completo (X, d) y denotamos
por H(X) al conjunto que tiene como elementos todos los subconjuntos compactos

de X no vacios !,

H(X)={A C X/ A es compacto no vacio},

!N6tese que dados dos conjuntos de H(X) su unién también pertenece a H(X), por ser un

conjunto compacto no vacio, y, sin embargo, su interseccién puede ser vacia y no estar en H (X).
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de esta forma, una vez que tengamos definida una distancia, la distancia de Haus-
dorff, tendremos un espacio métrico que, al igual que el espacio original, serd un
espacio métrico completo y donde los conjuntos fractales estaran incluidos junto a
otros conjuntos.

La distancia entre elementos de H(X) va a ser la simetrizacién de la distancia

habitual entre conjuntos:
Definicién 1.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo 2.

La distancia del punto = € X al conjunto B € H(X) se define como
d(z, B) = min{d(z,y)/y € B}

La distancia del conjunto A € H(X) al conjunto B € H(X) se define como
d(A, B) = méx{d(z, B)/x € A}

La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos A, B € H(X) se define como

ha(A, B) = méx{d(A, B),d(B, A)}

Proposicién 1.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

La distancia de Hausdorff, hq, es una distancia en H(X).

Demostracién

Veamos que cumple las propiedades que definen una distancia:

2En general, en las definiciones se utiliza el infimo y el supremo, pero al ser A y B compactos,

tanto el minimo como el maximo existen y se alcanzan, con lo que ademés:

e Jdy € B tal que d(x, B) = d(z,y)

Jz € A tal que d(4, B) = d(z, B)

dz € A, Jy € B tales que d(A4, B) = d(z,y)

dz € A, Jy € B tales que hy(A, B) = d(z,y)
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1.-Simétrica: se sigue directamente de la definicién.
2.-Sean A, B € H(X):
e hy(A, A) = 0: se sigue trivialmente de la definicidn.
e Si A # B entonces hy(A, B) > 0:

Si A # B existe un x € A con x € B o existe un x € B con = ¢ A, supondremos
el primer caso pues en el segundo se demuestra analogamente:

Como x no pertenece a B se tiene que d(x, B) > 0, con lo que al estar x en A
tenemos que d(A, B) > 0y, por tanto, hy(A, B) > 0.
3.-ha(A, B) < h4(A,C) + ha(C,B) A,B,C € H(X):
ha(A, B) = méx{d(A, B),d(B,A)} < mix{d(A,C) + d(C,B),d(B,C) + d(C, A)}
< méax{d(A,C),d(C,A)} + méax{d(C, B),d(B,C)} = hy(A,C) + hy(C, B). &

La generaciéon de conjuntos fractales se realiza, en la mayoria de los casos, me-
diante un proceso iterativo cuyo limite es el conjunto fractal que se desea obtener.
Para ver que este limite coincide con el concepto usual de limite en H(X), con-
siderando la distancia de Hausdorff A4, conviene utilizar una definicién equivalente

de esta distancia:

Proposicién 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

La distancia de Hausdorff verifica para A, B € H(X) y cada ¢ > 0 3:
hg(A,B)<e< ACB+eyBCA+e,

con lo que

h4(A, B) = min{e > 0/AC B+¢,BC A+¢€}

Demostracién

Demostraremos que d(A, B) < e < A C B + ¢, y por simetria quedard demostrado
que d(B,A) <e< BC A+«

e Supongamos que d(A, B) < ey veamos que A C B + €:

3La dilatacién de un conjunto S mediante bolas de radio r, S + r, es la unién de todas las
bolas cerradas de radio r y centro los puntos de S, es decir, no es mas que afadir una corona de

amplitud r alrededor de todos sus puntos.
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Sixz € A, al ser d(A, B) <, se tiene que d(x, B) <€, con lo que x € B + €.
e Supongamos que A C B + ¢ y veamos que d(A, B) < e
Sea xz € A, como A C B+e¢,Jy € B/d(z,y) <€, con lo que d(x, B) < e. L

De esta forma, tenemos una definicién de la distancia de Hausdorff que nos

permite tratar adecuadamente el concepto de limite de una sucesién de conjuntos

de H(X),{E,: n>1}:

lim B, =E<=Ve>03ny/Vn>ng: E, CE+e¢y ECE,+e.

n—0o0

En primer lugar, vamos a ver que el limite de una cadena descendente de com-
pactos no vacios es la interseccion de la cadena y que esta interseccion también es un
compacto no vacio, de esta forma, un proceso de eliminacién de abiertos que parte
de un compacto para la obtencion de un conjunto fractal, convergera en la métrica

de Hausdorff a este mismo conjunto fractal.

Teorema 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Sea {E, :n > 1} C H(X) una cadena descendente de compactos no vacios,
EyDEy D E;D---

o0
y sea E = (| E, su interseccion, entonces:
n=1

E € H(X) y E= lim E, en la métrica de Hausdorff

n— 00

Demostracién

1.-E es no vacio pues tenemos una cadena descendente de subconjuntos cerrados, al
ser compactos, del compacto Ej.

2.-F es compacto pues es cerrado, al ser interseccion de cerrados, y esta contenido
en el compacto Ej.

3.-Para ver que nlggo E,, = E basta ver que existe un N tal que £y C E + ¢, al ser

E, D Ey D --- una cadena descendente:

Consideremos el conjunto

G =|J{B(z,¢)/x € E}
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que es abierto, estd contenido en E + € y contiene a FE.
Como FE es la interseccién de una cadena descendente de conjuntos cerrados,
al ser compactos, existira un elemento de la cadena, Ey, contenido en el conjunto

abierto y, por tanto, contenido en F + €. &

Ejemplo 1.1 El triangulo de Sierpinski.

El primer conjunto fractal que vamos a ver recibe el nombre de tridngulo de
Sierpinski, por el matemético polaco Wadaw Sierpinski (1882-1969) que la introdujo
en 1915, y también recibe el nombre de alfombra con motivos triangulares por su
aspecto (figura 1.1).

El triangulo de Sierpinski, al igual que otros fractales, se obtiene como limite
al aplicar un proceso iterativo, con lo que s6lo puede ser representado con una
cierta aproximacion, que dependera del numero de iteraciones, siempre finito, que
realicemos en el proceso de su construccién.

El proceso de construccién comienza considerando un tridngulo equilatero Ej,

1 V3

por ejemplo el tridngulo de vértices (0,0), (5,%), (1,0) (figura 1.1):

Ey = T[(an)v (%7 ﬁ): (17 0)]

2

Al unir los puntos medios de sus lados este tridngulo queda dividido en cuatro
triangulos iguales, de los cuales se elimina el tridngulo central para quedarnos con
los tres tridngulos restantes.

Asi, en esta primera fase, tenemos un conjunto E); formado por tres triangulos
equilateros, cada uno con la cuarta parte del area del tridngulo de partida y, por

tanto, semejantes con razén de semejanza %:
E1 — Ell U E12 U E13.

El proceso se repite con cada uno de los tres triangulos, de forma que después de
k-aplicaciones del proceso obtenemos la k-ésima aproximacion al conjunto, que se

nota por Ej, y recibe el nombre de prefractal, formada por 3* tridngulos, cada uno
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Figura 1.1: Construccién del tridngulo de Sierpinski

con drea (3)* del drea del tridngulo de partida:

3k-
E), = U Ej;.
1=1

El triangulo de Sierpinski sera el conjunto de puntos del plano que permanecen

después de aplicar infinitas veces el proceso:

E= ﬁ L.
k=0

En este proceso los conjuntos Ej forman una sucesién decreciente de conjuntos
compactos, ya que Ej.; esta incluido en Ej para todo k, E; estd acotado y los
conjuntos E} son cerrados por ser union finita de intervalos cerrados, por lo que el
teorema anterior nos garantiza que el triangulo de Sierpinski es no vacio y que es el

limite de la sucesion en la métrica de HausdorfT. &

Finalizaremos viendo que (H(X), hy) es un espacio métrico completo, con lo que
para garantizar la convergencia del proceso de construccion de un conjunto fractal
solo tendremos que probar que la sucesion de conjuntos que da lugar al conjunto
fractal es una sucesiéon de Cauchy en la métrica de Hausdorft.

Para ver que (H(X),hqy) es un espacio métrico completo, partiremos de una

sucesion de conjuntos que cumpla la condicién de Cauchy en la métrica de Hausdorff
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y construiremos una cadena descendente de conjuntos con el mismo limite que la
sucesion original, contenida en la unién de todos los conjuntos que la forman.
Como necesitamos que el conjunto de partida sea compacto, consideramos la
clausura de esta unién para obtener un conjunto cerrado y nos aseguraremos que
estd totalmente acotada %, ya que, en un espacio métrico completo un conjunto es

compacto si y sélo si es cerrado y estd totalmente acotado °:

Lema 1.4 Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Si{E, :n > 1} C H(X) satisface la condicion de Cauchy para la métrica de

Hausdorff, el conjunto

o0
U £
n=1
estd totalmente acotado
Demostracion
oo
Para ver que F = |J E, esta totalmente acotado, para cada ¢ > 0 construiremos
n=1

una e-red que lo recubra, asi, sea ¢ > 0:
Como {E,, : n > 1} satisface la condicién de Cauchy para la métrica de Hausdorff

dng: Vnyom >nyg E, CE,,+¢€¢y FE, CFE,+ €. En particular
Vn>ng E, C E,, +¢€.

Al ser E - -+ E,, compactos su unién también lo es, con lo que E; U -+ U E,

4Un conjunto A C X estd totalmente acotado si Ve > 0 existe un conjunto finito de puntos

(e-red) {y1,...,yr} C X tal que VYo € A d(z,y;) < € para algin y;. Es decir:
Ve 03yr, oy € X/ AC U Blyie).

Un conjunto totalmente acotado esta acotado y, aunque ezn:}general el reciproco no es cierto, en el
caso particular de (R",d.) son condiciones equivalentes (Barnsley [4] pg. 20 y pg. 423).

°En un espacio métrico (completo o no) un conjunto es compacto si y sélo si es completo y estd
totalmente acotado (Franz [38] pg. 79), como ademds el espacio métrico es completo y, en este
caso, un conjunto es completo si y solo si es cerrado (Franz [38] pg. 73) se tiene que, efectivamente,
un conjunto es compacto si y sélo es cerrado y estd totalmente acotado.
En el caso particular de (R",d.), como totalmente acotado es equivalente a acotado, tenemos la

caracterizacién habitual donde un conjunto es compacto si y sélo es cerrado y esta acotado.
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estd totalmente acotado y, por tanto, existe una €'-red {y;,---yx} tal que

k
El u- U yza

k
Veamos que {yi, -y} es una e-red para F, es decir, F' C | B(y;,€). Para ello,
i=1

k
sea v € F'y veamos que x € |J B(yi,€):
i=1

o
Como F = U E,, existe un 2’ € U E, tal que d(z,2") < € y como 2’ € |J E,,
n=1
existe un N tal que x' € Ey:
Si N > nyg, tenemos que Ey C E,, + €, como ' € Ey, existe 2" € E,,, tal que
k

d(o',2") < €, como E,, C |J B(yi,€), existe y; tal que d(z",y;) < €, con lo que
i=1

k
d(z,y;) < d(z,z")+d(a', 2")+d(z",y;) < € +€+€ < ey, por tanto, x € |J B(y;, €).
i=1

Si N < ng tenemos que Ey C U B(y;, €'), con lo que existe y; que cumple
d(z',y;) < de esta forma d(x,y;) < d(x ) +d(@,y;) < € +€ <e y, por tanto
también x € U B(y;, €). L

i=1
Estamos ya en condiciones de demostrar que (H(X), hq) es un espacio métrico

leto © bad d bt junto fractal 1 conjunt
completo °, una vez probado, podremos obtener un conjunto fractal como el conjunto
limite de una sucesion de conjuntos sin mas que comprobar que esta sucesioén es una

sucesion de Cauchy en la métrica de Hausdorff.
Teorema 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico completo.
(H(X), hg) es un espacio métrico completo .

Demostracién

Sea {E, : n > 1} C H(X) satisfaciendo la condicién de Cauchy para la métrica de

Hausdorff. Definimos
= U E,
k>n

6Una demostracién distinta se puede encontrar en Barnsley[4] pp. 35-37. En esta demostracién

se establece ademds que el conjunto limite de la sucesién {E,},>1 es el conjunto de puntos a los

que convergen las sucesiones de Cauchy de la forma {z,, : ©, € E,}n>1.
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1.-Cada F,, es compacto pues son cerrados contenidos en F; y Fi es compacto, al
ser cerrado y estar totalmente acotado por el lema anterior.

2.-F = ﬁ F,, es el limite de {F},, : n > 1} en la métrica de Hausdorff al ser una
cadena ge:rslcendente Fy D F, O --- (teorema 1.3).

3.-Veamos que F' es también el limite de la sucesion original {E,, : n > 1}:

Seae>0

e Por el apartado 2
IN,/Vn > N, Fan+§yanF+§,
para n > N; tenemos que kL>J E g@:Fn CF+5CF+econloque
_ Vn>]\_f1 E,CF+e.
e Al ser {E, : n > 1} de Cauchy en la métrica de Hausdorff:

para n > Ny y Vm > N, E,, C E, + § entonces |J E,, C E, + § tomando
mZNz
clausura

FN2: U Engn+%gEn+€

mZN2
o0
y por tanto F' = (| F,, C Fy, C E,, + € con lo que
n=1
Yn>N, FCE,+e.
En resumen, para n > max{/Ny, N} se tiene que
E,CF+eyFCE,+¢
con lo que F' = lim E,. &
n—o0

En el caso particular de una cadena ascendente de compactos no vacios que

satisface la condicion de Cauchy para la métrica de Hausdorff se tiene:

Corolario 1.6 Sea (X,d) un espacio métrico completo.
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Sea {E, :n>1} C H(X) una cadena ascendente de compactos no vacios,
EyCE,CE;C---

que satisface la condicion de Cauchy para la métrica de Hausdorff:

T

Demostracién

o0 o0
En la demostracién del teorema se ve que este limite es F' = (| Fj, con Fy, = |J E,.
k=1 n=k
Como la cadena es ascendente, todos los £}, son iguales al primero y, por tanto, su

oo
interseccion es Fy = |J E,. [ 3
n=1

Como para que una cadena ascendente satisfaga la condicién de Cauchy para
la métrica de Hausdorff es suficiente que esté totalmente acotada, una cadena as-
cendente contenida en un compacto siempre tiene limite y éste es la clausura de la

union de todos los conjuntos de la cadena.
Ejemplo 1.2 La curva de von Koch.

La curva de von Koch recibe este nombre por el matematico sueco Helge von
Koch que fue quien la introdujo. Como su nombre indica este conjunto fractal es
una curva, y al igual que el tridngulo de Sierpinski (ejemplo 1.1) se obtiene mediante
un procedimiento iterativo sencillo.

El proceso de construccion parte de un segmento rectilineo horizontal Ey, por

ejemplo el segmento de extremos los puntos (0,0) y (1,0)
EO = L[(O, 0)7 (17 0)]

Este segmento se divide en tres partes iguales y reemplazamos el tercio central
por un triangulo equildtero del que hacemos desaparecer su base.
Asi, en esta primera, fase tenemos un conjunto £; formado por cuatro segmentos

con longitud 1/3 del de partida,

Ey,=E1 UE 2 UE;3U Ey,
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Figura 1.2: Construcciéon de la curva de Von Koch

que en este caso son los segmentos que unen los puntos (0, 0), (%, 0), (%, ?), (2,0)
y (1,0).

Repitiendo el proceso sobre cada uno de los segmentos, en el paso k-ésimo ob-
tendriamos 4% segmentos, cada uno de longitud (3)* del de partida.

El conjunto que obtenemos después de haber realizado la k-ésima fase del proceso,

prefractal o k-ésima aproximacion al conjunto, se nota por Fk:
4k
By = J Eu.
i=1

La curva limite obtenida después de aplicar infinitas veces este proceso es lo que

denominamos curva de von Koch:

E = lim Eg

k—o0

Al contrario que en la construccién del tridngulo de Sierpinski el proceso de
construccion no se hace mediante una cadena descendente de compactos, con lo
que no tenemos garantia de la convergencia de este proceso. Sin embargo, como
hemos probado que (H(R?),hy) es completo, sélo necesitamos ver que la sucesién
de conjuntos que da lugar a la curva de von Koch es de Cauchy en la métrica de
Hausdorff.

Para ello, basta observar que en cada paso la distancia de Hausdorff de un
prefractal a otro disminuye en un tercio, con lo que si consideramos n,m € Ny

suponemos que n es mayor que m se tiene que:

hd(Ema En) S h'd(Em; Em+1) + -+ h'd(En—la En) =
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hd(EOJEl)
sha(Eo, EY) + -+ - + girha(Ey, Ey) < W_%)a
que, a su vez, es menor que € para todo n y m mayores que un cierto ny. [

Ejemplo 1.3 La curva de von Koch (construccion alternativa).

En la demostracion del teorema anterior hemos visto que si el proceso de cons-
truccién de un fractal no se hace mediante una cadena descendente de compactos,

como sucede con la curva de von Koch, se puede obtener una cadena descendente

de conjuntos compactos no vacios, {F,}°°, con F,, = Ej Ey y Ej la k-ésima apro-
k=

ximacion al conjunto, cadena que da lugar al mismo congunto y que a veces se usa

para el estudio de alguna de sus caracteristicas.

Sin embargo, en el caso de la curva de von Koch se utiliza una construccién
alternativa mediante una cadena descendente de conjuntos compactos no vacios que
es mas sencilla de manejar.

Esta construccién (figura 1.3) parte de un tridngulo isésceles cuyo angulo mayor
es de 120°, Ej.

En este tridngulo, tomando como base el lado mayor, hacemos desaparecer un

triangulo con la misma altura y un tercio de la base, de forma que obtenemos un

conjunto formado por dos tridngulos iguales, sobre los que repetimos el proceso.

A I\ .\

AN
TN R P

- Id
- - - A

-~
PR PR [P

Figura 1.3: Construccién alternativa de la curva de Von Koch

Después de k-aplicaciones de este proceso, obtenemos 2* tridngulos que forman

la k-ésima aproximacién al conjunto

2k‘
I i
B, =JE.
=1
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Estos conjuntos Ej son cerrados y forman una sucesion decreciente, de este
modo, como E] estd acotado, tenemos una cadena descendente de conjuntos cerrados

contenidos en un compacto, con lo que su intersecciéon es un compacto no vacio
o0
o /
F=(15
k=0

que, aplicando el teorema 1.3, coincide con el limite de la cadena en la métrica de
Hausdorff.

Quedaria por ver que este limite coincide con el limite de la anterior construccién
de la curva de von Koch, lo que tendra que esperar a la siguiente seccién, donde
vamos asociar a cada conjunto fractal una aplicacién contractiva cuyo tnico punto
fijo sera el conjunto fractal. Una vez que veamos como se obtiene esta aplicacién,
podremos garantizar que ambos procesos de construccion coinciden si establecemos
que las aplicaciones que surgen de cada una de las construcciones tienen el mismo

atractor. &

1.2 Autosemejanza y autoafinidad: sistemas de

funciones iteradas

Para analizar las caracteristicas de escala de los conjuntos fractales, vamos a
asociar a cada conjunto una aplicacién en el espacio métrico completo (H(X), hy),
de forma que bajo determinadas condiciones esta aplicacion sea contractiva y su
ini to fij I conjunto fractal *
unico punto fijo sea el conjunto fractal .

Esta transformacion en H(X) la vamos a construir a partir de un conjunto de

transformaciones en el espacio original X:

"En un espacio métrico (X, d) una transformacién 7' : X — X es contractiva si existe una
constante 0 < ¢ < 1, que se denomina factor de contraccién de T, tal que
d(T'(z),T(y)) < cd(z,y) Vaz,y € X.
En este caso, la transformacién es continua y tiene un tnico punto fijo 7 € X, que es el limite
de la sucesién {z,} con x,, = T'(x,,—1) para cualquier punto inicial zy € X, verificindose ademas

que d(z,,,z0) = %. (Delgado [23] pp. 59-63).
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Definicién 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Un conjunto finito de transformaciones continuas en (X, d)
wy: X=X, 1<n<N,

recibe el nombre de sistema de funciones iteradas, [FS (del inglés “Iterated
Function System”), y se denota por {X,w,,n=1,...,N}.
Este sistema tiene asociada una transformacion en (H(X), hq) que recibe el nom-
bre de transformacion de Hutchinson del sistema y se define por
N
W:A€HX) | Jwa(A) € HX). »
n=1
Si A es un compacto no vacio cada w;(A) pertenece a H(X), pues w;(A) es
compacto, al ser w; continua &, y no es vacio, al no serlo A. De esta forma, como
W(A) es la unién de todos los w;(A) y esta unién es finita, W (A) es compacto no
vacio y, por tanto, pertenece a H(X), con lo que la transformacién de Hutchinson
asociada al sistema esta bien definida.
Para que esta transformacion sea contractiva y tenga un punto fijo, necesitamos

imponer que las transformaciones originales sean contractivas:

Proposicién 1.7 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Sea {X,w,,n =1,..., N} un sistema de funciones iteradas formado por aplica-
ciones contractivas en (X, d), con factores de contraccion respectivos ry, ..., .

La transformacion de Hutchinson asociada al sistema es contractiva en (H(X), hq),

con factor de contraccion r = max{ry,...,r,}.

Demostracién

e Veamos en primer lugar que cada w; es contractiva en (H(X), hq).
Sean A, B € H(X):
d(w;(A),w;(B)) = méax mi?B){d(:r,y)} = max min{d(w;(z), w;(y))} <

z€w;(A) ye z€A yeB
rilefij( %ig{rid(:r, y)}=mr; rilefij( ggg{d(:r, y)} = rid(A, B).

8En un espacio métrico, la imagen de un conjunto compacto por una aplicacién continua es un

conjunto compacto (Franz [38] pg. 65.)
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Andlogamente se prueba que d(w;(B),w;(A)) < r;d(B, A), con lo que
hd(wl(A), wZ(B)) S ’I“lhd(A, B)

e Veamos que W es contractiva en (H(X), hq) con factor de contraccién r:

Sean A, B € H(X) y sea s = hy(A, B):

Por la definicién de distancia de Hausdorff, a través de la dilatacion de un conjunto
(proposicién 1.2), A C B + sy, al ser w; contractiva con factor de contraccién r;,

w;(A) C w;(B) + r;s. Si consideramos la unién en ¢ se tiene que

W(A) = 6 w;(A) C 6 (wi(B) + 1;s) Q(G wi(B)> + max {r;s} = W(B) +rs.

n=1 n=1 n=1 1<i<N

Andlogamente se tiene que W(B) C W(A) + rs, y, por tanto,

ha(W(A),W(B)) < rs =rhq(4A, B). &

Definicién 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Diremos que un sistema de funciones iteradas, {X,w,,n =1,..., N}, es hiper-
bélico si estd formado por transformaciones contractivas.

En este caso, el inico punto fijo de la transformacion de Hutchinson del sistema,

F € H(X), recibe el nombre de atractor del sistema y verifica

con F'= lim W"(A) VAe H(X). &

n—oo
En los sistemas de funciones iteradas formados solo por semejanzas, sistemas de
funciones iteradas autosemejantes, su atractor esta formado por varias copias

a escala del conjunto total

N N
F=Ju.(F)=JmF
n=1 n=1

con 1, el factor de escala de la transformacion w,,.
Esta caracteristica recibe el nombre de autosemejanza y es importante senalar
que s6lo podemos hablar de ella cuando el sistema de funciones iteradas es autoseme-

jante, ya que en el caso mas general de los sistemas formados por transformaciones
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afines, sistemas de funciones iteradas autoafines, los factores de escala en cada
una de las direcciones de los ejes son distintos y las copias no son semejantes. Como
estas copias son afines, en este caso hablaremos de autoafinidad.

En ambos casos, un conjunto fractal se podrd representar por un conjunto de
aplicacion contractivas, sin mas que identificar el atractor del sistema con el propio
sistema y tener en cuenta que la representacion del conjunto no sera unica, pues un

conjunto puede ser atractor de mas de un sistema .

Ejemplo 1.4 La curva de von Koch (ejemplos 1.2 y 1.3).

En la primera construccion de la curva de von Koch se observa que si construimos
la curva sobre cada uno de los cuatro segmentos que forman la primera aproximacién
se obtienen cuatro versiones a escala % de la curva completa, con lo que si conside-
ramos las semejanzas que transforman esta primera aproximacién en cada una de

las cuatro partes que forman la segunda aproximacion,

wy(t, x)

(é g) wQ(t,Ji) _ (2+t— 3957 \/gt-l-:c)
3

T wi(t, ) = (%%,5)

ws(t,x) =

obtenemos un sistema de funciones iteradas contractivo formado por cuatro seme-
janzas de razon %, cuyas transformaciones hacen que en cada paso de la construccion
de la curva se tenga que E,, = W(E,_1) y, por tanto, E, = W"(Ep). De esta forma,
el sistema de funciones iteradas tiene como punto fijo la curva de von Koch.

En la segunda construccion de la curva se observa que si la construimos sobre
cada uno de los dos tridngulos que forman la primera aproximacion, se obtienen dos
versiones a escala % de la curva completa, con lo que de forma analoga podemos
representarla mediante un sistema de funciones iteradas formado por dos semejanzas

S|
de razén 75

9El problema de encontrar un sistema del que sea atractor un conjunto dado nos lo resuelve el
teorema del collage, este teorema nos garantiza que si tengo un conjunto cualquiera, I, y consigo

encontrar un conjunto de aplicaciones contractivas wy, ..., wy de forma que la imagen de I por W se
€

parezca a I, hqa(I,W(I)) < ¢, el atractor del sistema, F', también se parecerd a I, hqy(I,F) < T
(Delgado[23] pp. 72-73).
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Para ver que los sistemas de funciones iteradas asociados a cada una de las
construcciones de la curva de von Koch tienen el mismo atractor, en la segunda
construcciéon nos quedamos con los términos pares de la sucesién y observamos que
las transformaciones que pasan de uno a otro son las mismas que aparecen en la
primera construccion de la curva. Al ser tinico el atractor de un sistema de funciones
iteradas, el limite de la sucesion asociada a la primera construccién coincide con el
limite de la sucesion de términos pares asociada a la segunda construccion y, por

tanto, con el limite de la sucesiéon completa. &

Cuando estemos interesados en ver como un sistema de funciones iteradas actia
sobre un conjunto compacto concreto, los sistemas de funciones iteradas con con-
densacién nos van a permitir construir un sistema equivalente, cuyo espacio métrico

es compacto y que contiene al conjunto en el que estamos interesados.

Asi, dado un conjunto C' € H(X) y un sistema de funciones iteradas, obtenemos
un sistema de funciones iteradas con conjunto de condensacién C' cuando
anadimos la transformacién de condensacion asociada al conjunto al sistema de fun-
ciones iteradas, donde la transformacién de condensacién asociada al conjunto

C € H(X) no es mas que la aplicacién constante

Te:Ae HX)—Ce HX).

Como esta transformacion es contractiva con factor de contraccién 0, cuando se
anade a un sistema de funciones iteradas se obtiene un nuevo sistema de funciones
iteradas que mantiene el mismo factor de contraccion que el sistema original, de esta
forma, cuando el sistema de funciones iteradas original es hiperbodlico el sistema de

condensacion asociado también lo es:

Teorema 1.8 Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Sean {X,w, : n=1,..., N} un sistema de funciones iteradas hiperbdlico con factor
de contraccion r y wg una transformacion de condensacion con conjunto de conden-

sacion C.
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La transformacion en (H(X), hy) asociada al nuevo sistema de funciones
N
Wo: A€ H(X) | Jwn(4) € HX)
n=0
es contractiva con factor de contraccion r y su unico punto fijo es
UJwn(@)
n=0
donde W es la transformacion de Hutchinson asociada al sistema original.

Demostracién

Wy es contractiva con factor de contracciéon r:

Al ser el sistema original hiperbdlico con factor de contraccién r se tiene que
ha(W(A),W(B)) < rhy(A, B), con lo que
ha(Wo(A), Wo(B)) = ha(CUW (A), CUW(B)) < mix{ha(C, C), ha(W(A), W(B))} =
ha(W(A), W(B)) < rhq(A, B).
Por tanto, Wy tiene un tdnico punto fijo, F', que verifica

N
F=|Jw,(F)conF = lim Wg'(A) VA € H(X),

n—00
n=0

con lo que si tomamos como conjunto inicial A = C, se tiene que F' = lim C, con
n— o0

C, = W (C).

Veamos por induccién que C,, = CUW(C)U---UW"(O):

- Wo(C) = wo(C) UW(C) = CUW(C)

- WHH(C) = Wo(Wy™H(C)) = wo(Wo(C)) UW (W5~ H(C)) = CUW (W5 H(C))
por hipoétesis de induccién esto es

CUW(CUW(C)U---UWFYC)=CUW(C)UW?2(C)u---UWkC)).

Como C), es una cadena ascendente de conjuntos, su limite se obtiene por el corolario

1.6 yes |J Cy, es decir, | Wr(C)=CUW(C)U---UW"()---. ry
n=0 n=0

De esta forma, el atractor de un sistema de funciones iteradas con conjunto de

condensacion C' se obtiene como el limite de una cadena ascendente en la que en
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cada paso se anaden copias a escala cada vez menor del conjunto C', lo que hace
que sean especialmente ttiles en los procesos de ramificacion donde a partir de un

conjunto se van anadiendo nuevos conjuntos de tamano mas pequeno (figura 1.4).

Figura 1.4: Un proceso de ramificacion donde a partir de un segmento se van aniadi-

endo en uno de sus extremos segmentos de tamano mas pequeno

Corolario 1.9 Sea (X,d) un espacio métrico completo.
Sean {X,w, : n =1,.., N} un sistema de funciones iteradas hiperbdlico y K un
compacto no vacio.

Existe otro compacto no vacio, K, que contiene a K y tal que
{K,w,:n=1,..,N}
es un sistema de funciones iteradas cuyo espacio métrico es compacto.

Demostracién

Si consideramos el sistema de funciones iteradas con conjunto de condensacién K
—~ o0

asociado al sistema {X,w, : n = 1,..., N}, su atractor, K = |J Wn*(K), es un
n=0

compacto no vacio y tal que K D K y w,(K) C K Vn. &

1.3 Representaciéon de conjuntos fractales

En esta ultima seccion vamos a representar, como el atractor de un sistema de
funciones iteradas, un conjunto fractal por una lista de puntos que lo aproxime, lo
que nos permitird utilizar las funciones de interpolacion fractal como modelos de
grafos con caracteristicas fractales, funciones que veremos en la seccién 3.1 y que
utilizaremos en el analisis empirico del calculo de la dimensién de recuento por cajas

(secci6n 4.2).



1.3. REPRESENTACION DE CONJUNTOS FRACTALES 35

Para obtener la lista de puntos que aproxima al atractor vamos a utilizar los dos
algoritmos que aparecen normalmente en la literatura, deterministico y de iteraciéon
aleatoria, modificaAndolos de forma que podamos representar cada conjunto por una

lista de puntos '°.

1.3.1 Cdbdigo de un sistema de funciones iteradas

Cuando el sistema de funciones iteradas esta formado solo por afinidades para
describir el sistema, y por tanto el atractor, nos basta con dar los elementos de
las matrices asociadas a las afinidades y sus vectores de traslacién, con lo que si
disponemos estos elementos en una matriz el atractor del sistema quedara repre-
sentado por dicha matriz, matriz que recibe el nombre de cédigo del sistema
de funciones iteradas. De esta forma, cada conjunto fractal que sea atractor de
un sistema de funciones iteradas tiene asociado un coédigo que, aunque no permite
identificar de forma tnica al fractal, identifica de forma tunica al sistema del que es
atractor.

En el caso particular de R?, un sistema de funciones iteradas formado por n

afinidades

a; bl t €;
¢ d; x fi

podemos describirlo mediante el cédigo:

wy | ar | by | | di | e f1

Wy, || Gn | bp | G | dn | €0 | [

De esta forma, un sistema de funciones iteradas se identifica con una matriz
sobre la que podemos estudiar distintas caracteristicas del sistema, sin més que
extraer de cada una de sus filas las matrices correspondientes a cada una de las

transformaciones del sistema.

10Para ver otras construcciones de conjuntos fractales distintas a los sistemas de funciones itera-
das, se puede utilizar Aguilera, [1], que también usa para las implementaciones el entorno MATHE-

MATICA.
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En particular, podemos comprobar que el sistema es hiperbdlico, calcular el
factor de contraccién del sistema y ver si las transformaciones del sistema son seme-
janzas '

Cuando las transformaciones afines son semejanzas y estdn dadas por la razén
de semejanza, r,, el dngulo de rotacién, 6, y el vector de traslacion, (e, f,),

t cos(f,) —sen(6,) t €n

Iy =1, +
x sen(6,) cos(6,) x In

tenemos otro codigo para el sistema.
Este codigo recibe el nombre de codigo corto y se representa por una matriz con

solo cuatro columnas:

wy ||| ang: | e | fi

Wy || Th | aNGn | €n | [

Ejemplo 1.5 La curva de Dragon

La curva de Dragén (figura 1.5) se obtiene sustituyendo un segmento por otros
dos segmentos de forma que: el primer segmento tiene como extremo inicial el
extremo inicial del segmento sustituido y forma un angulo 6 con él, el segundo
segmento tiene como extremo inicial el extremo final del segmento sustituido y forma
un angulo m—# con él, por ultimo, ambos segmentos se contraen con el mismo factor

de contraccion para que sus extremos finales coincidan.

Para comprobar que el sistema es hiperbélico, comprobaremos que los autovalores de las co-
rrespondientes matrices son menores que uno; para calcular el factor de contraccion del sistema,
basta tener en cuenta que el factor de contracciéon de cada transformacion es la raiz cuadrada del
valor absoluto del determinante de la matriz correspondiente y que el factor de contraccién del
sistema es el maximo de los factores de contraccion de cada transformacién; por ultimo, para ver
si las transformaciones del sistema son semejanzas, se estudia si éstas verifican las ecuaciones (lo
que se puede ver, por ejemplo, en Rey Pastor [60]):

a? +c2 =b? + d?
a;b; + c;d; = 0.



1.3. REPRESENTACION DE CONJUNTOS FRACTALES 37

Figura 1.5: Curva de dragén para 6 = 7.

Por tanto, si tomamos como segmento inicial el segmento L[(0,0),(0,1)], el
correspondiente sistema de funciones iteradas esta formado por dos semejanzas de
razon r = #5(0)7 con angulos de giro respectivos 8 y m — 6, y cuyos vectores de
traslacion son (0,0) y (0, 1) respectivamente.

Como son semejanzas, podemos representar el sistema por su cédigo corto:

1

2 cos(0) 0 00
1

2 cos(6) =0 10

o por el cédigo completo,utilizando su expresién como afinidades:

1 tg( 0 tg( 0 1
2 g(2> gg) 200
tg( 0 tg( 0

En ambos casos, el cddigo corresponde a las transformaciones

2 2 2

wl(t,x) _ (t—x‘;g(Q), ttg(@)-i—:v) ’LUg(t, .I‘) _ (—t—xtg(Q) +1, ttg(0)—x> . Y

1.3.2 Construccion del atractor de un sistema de funciones

iteradas

Para construir la aproximacién al conjunto fractal, que ademas permite repre-

sentarlo graficamente, vamos a considerar los dos algoritmos mas utilizados para la
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construccién de fractales como atractores de un sistema de funciones iteradas: el

algoritmo deterministico y el algoritmo de iteracion aleatoria.

Algoritmo deterministico

El algoritmo deterministico esta basado directamente en la definicién de sis-
tema de funciones iteradas y en él se calculan imagenes sucesivas de un conjunto
inicial Ey € H(X) por todas y cada una de las transformaciones que componen el

sistema:

N
Ey = Ek1:U n(Ek—1)-

Como el sistema de funciones iteradas es hiperbdlico, la sucesién {E,} converge
al atractor del sistema en la métrica de Hausdorff y después de realizar n iteraciones

obtenemos la enésima aproximacion del atractor.

Algoritmo 1.1

ENTRADAS:
e Matriz con el codigo del sistema:  A.
e Lista con el conjunto inicial: .

e Numero de iteraciones a realizar: n.

PASOS:
Desde £ =1
N
Sea l=W(l) = |J wy(l)
n=1
Hasta k=mn
SALIDA:
e Lista con la enésima aproximacion del atractor: [. [

Este algoritmo se puede modificar para construir el atractor de un sistema de
funciones iteradas con conjunto de condensacién, [, sin mas que tener en cuenta que
el atractor se obtiene al tomar como conjunto inicial el conjunto de condensacion vy,
en cada paso, anadir al conjunto ya construido su imagen por las transformaciones

del sistema:
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Algoritmo 1.2 (Modificacién algoritmo 1.1).
ENTRADAS:

e Matriz con el codigo del sistema:  A.

e Lista con el conjunto de condensaciéon: [.

e Numero de iteraciones a realizar: n.

PASOS:
Desde k=1
Sea [ =1UW(I)
Hasta k£ =n
SALIDA:
e Lista con la enésima aproximacion del atractor: [. &

Algoritmo de iteracién aleatoria

En el algoritmo de iteracién aleatoria se calculan imagenes sucesivas de un
punto xy € X por una transformaciéon que, en cada paso, se elige aleatoriamente
entre las transformaciones que componen el sistema.

Despreciando los primeros ny puntos, para asegurarnos que el primer punto que
tomamos esta dentro del atractor del sistema, después de realizar n iteraciones

obtenemos como imagen del atractor el conjunto
E, ={zy € X/ny <k <n}.

En este algoritmo, para representar el sistema de funciones iteradas afiadimos al
c6digo matricial del sistema una nueva columna con las probabilidades de elecciéon de
cada transformacion. Denotando por p; la probabilidad de eleccion de la transforma-
cion w;, obtenemos un nuevo coédigo matricial para el sistema, que denominaremos

cédigo con probabilidades:

wy | a | by | | di | e f1 y41

Wy, || Gp | Op | G | dn | €0 | o || Pn

De esta forma, el algoritmo de iteracién aleatoria queda:
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Algoritmo 1.3
ENTRADAS:
e Cdbdigo con probabilidades del sistema:  A.
e Numero de iteraciones a realizar:  n.
PASOS:
Desde k=1
Sea (t,z) = w;(t, x)
Hasta k£ =ny
Desde k=ng+1
Sea (t,z) = w;(t, x)
Seal=1U{(t,x)}

Hasta k=n
SALIDA:
e Lista que aproxima al atractor del sistema: [. &

Al transformar en cada paso un tnico punto por una tnica aplicacién, el consumo
de memoria es menor que en el algoritmo deterministico, donde trabajamos con los
conjuntos completos y calculamos la imagen de todos sus puntos. Por el contrario, el
consumo de tiempo aumenta, ya que, para que la imagen tenga la misma resolucién,
el numero de iteraciones necesarias es mucho mayor.

Ademas, aunque en el limite el atractor del sistema es unico, la imagen del
atractor que obtenemos mediante este algoritmo, depende de las probabilidades de
eleccion asignadas a cada transformacion del sistema, ya que, si las probabilidades
cambian, el numero de puntos que aparecen en las distintas partes del atractor

también lo hace 2.
Ejemplo 1.6 El tridngulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).

Si en el sistema de funciones iteradas que da lugar al tridngulo de Sierpinski

consideramos dos elecciones de probabilidades distintas, en el primer caso todas las

12 Aunque para asignar valores a las probabilidades hay diversas opciones, lo que se puede ver en

Gutierrez, Iglesias, Rodriguez y Rodriguez [39], vamos a seguir la sugerida por Barnsley [4] pg. 85
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Figura 1.6: Tridngulos de Sierpinski con p; = ps = p3 y p1 = 2ps, p2 = ps3

probabilidades iguales y en el segundo caso la probabilidad de eleccion de la primera
transformacién doble que las otras, las imagenes del atractor del sistema también
son distintas (figura 1.6). &

Para asignar a cada transformacion del sistema de funciones iteradas una proba-
bilidad de eleccion, hay que tener en cuenta que su suma debe de ser uno y que
todas las probabilidades deben de ser positivas, de esta forma, intervendran todas
las transformaciones del sistema.

Por otra parte, para que se mantengan bien las proporciones de puntos en cada
region del atractor y, por tanto, la imagen se parezca al conjunto fractal, cuando el
sistema esta formado por transformaciones afines, se asigna a cada transformacién
una probabilidad proporcional al determinante de la transformacion, ya que, el factor
de proporcionalidad entre el drea de un conjunto y su imagen por una transformacion
afin es el determinante de la matriz asociada a la aplicaciéon

Pi = M con A; matriz de w; .
D | det(Ay)]
k=1

Si alguno de los determinantes anteriores fuera 0, se le asigna a la transformacién

correspondiente una probabilidad positiva muy pequena (p; ~ 0.01) y se ajustan el

resto de las probabilidades para que su suma siga siendo 1.

1.3.3 Implementacion

En esta tltima parte vamos a implementar los algoritmos anteriores en el entorno
de cdlculo MATHEMATICA 3.0, que es donde vamos a movernos para nuestro

trabajo empirico, mediante la construccion de la funcién
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Ifs[A, lis, n, verl]

donde la primera variable, A, representa el codigo del sistema, la variable lis el
conjunto inicial en forma de lista, la variable n el nimero de iteraciones y la variable
ver el algoritmo a utilizar.

Como cada sistema de funciones iteradas autoafin estd representado por su cédigo
matricial, A, y las transformaciones son de la forma M[n].t,x+v[n], tenemos que
definir una funcién para obtener las transformaciones que van a actuar (seccién A.1
del apéndice),

CalculaTransformaciones[A].

Por otra parte, como las transformaciones del sistema no actian de la misma
forma en todos los algoritmos, necesitamos definir una funcion que aplique las trans-
formaciones del sistema a cada punto y que actie de forma distinta dependiendo del
algoritmo que utilicemos (seccién A.1 del apéndice),

TransformaPunto[pta,ptb, ver].

Una vez definidas las transformaciones del sistema y las funciones para que
actien sobre las distintas listas, podemos pasar a definir la funcién con la que
obtener una aproximacion del conjunto fractal: Ifs[A, 1lis ,n ,ver].

Para la implementacién del algoritmo deterministico, ver=1, partimos de la lista
inicial, 1is, a la que aplicamos todas las transformaciones del sistema, sustituimos
la primera lista por esta dltima y calculamos una sucesién de listas, repitiendo el

proceso hasta obtener la enésima aproximacion del atractor.

Ifs[A_,lis_,n_,1]:= Block[{},
CalculaTransformaciones[A];

Nest [Flatten[Map[TransformaPunto [#,1]1&,#],1]1&,1lista,n]]
Ifs[A_,n_,1]:=
Ifs[A,Segmento[{0,0},{0,1}],n,1]

donde por defecto el conjunto de partida serd el segmento L[(0,0),(0,1)] (pues pode-

mos elegir un conjunto cualquiera) y donde la funcién que construye una lista que
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representa el segmento L[a,b], Segmentol[a,b], se define en el apéndice (seccién
All).

Para implementar el algoritmo deterministico con conjunto de condensacién lis,
ver=2, sblo tenemos que modificar la funcién anterior y en cada paso, en vez de
sustituir, unir en una tnica lista la lista a la que aplicamos las transformaciones con

la lista transformada:

Ifs[A_,lis_,n_,2]:= Block[{11l},
CalculaTransformaciones[A];
11=NestList[Flatten[Map[TransformaPunto[#,2]1&,#],1]1&,1lis,n];
Flatten[11,1]]

En el algoritmo de iteracién aleatoria calculamos una sucesiéon de puntos comen-
zando por el punto contenido en la lista 1is, que por defecto sera el punto zy = (0, 0)
(pues podemos elegir un punto cualquiera), y, una vez despreciados los primeros cien,

estos puntos formardan la lista que aproxima al atractor del sistema:

Ifs[A_,lis_,n_,3]:= Block[{},
CalculaTransformaciones[A];
NestList [TransformaPunto [#,3]&,

Nest [TransformaPunto [#,3]&,First[1is],100] ,n]]

Ifs[A_,n_,3]:=Ifs[A,{{0.,0.}},n,3]

Una vez obtenida la aproximacién al conjunto fractal, para representarlo grafica-
mente utilizamos la funciéon DibujaPto[lis], que represente los puntos contenidos

en la lista 1is y que se define en el apéndice (secciéon A.1).

Referencias

Entre las principales referencias para profundizar en el estudio de los conjuntos
fractales, estan las obras de Mandelbrot a las que nos referiremos como selecta,

donde recoge sus trabajos fundamentales y les da una nueva visién, Mandelbrot [50],
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Mandelbrot [52] y Mandelbrot [53] y el ensayo fundacional de la Geometria Fractal,
“La Geometria Fractal de la Naturaleza” (Mandelbrot [51]), en esta ultima se puede
estudiar el origen de los conjuntos fractales y de sus multiples aplicaciones.

Dentro de los sistemas de funciones iteradas, tanto en si misma como por las
referencias que contiene, un papel similar lo juega “Fractals Everywhere”, Barns-
ley [4].

Otras referencias interesantes son Guzman, Martin, Mordn y Reyes [21] y Peit-

gen, H. Jirgens y D. Saupe [61].



Capitulo 2

Dimension de un conjunto fractal

Una de las diferencias fundamentales entre los conjuntos fractales y los conjuntos
considerados por la Geometria Euclidea, es que los primeros presentan irregulari-
dades al observarlos a escalas cada vez menores y que al intentar cuantificarlas no
existe una dimension entera adecuada para medirlas, pues si utilizamos la medida
de Lebesgue n-dimensional correspondiente a una determinada dimension (longitud
para dimensién uno, area para dimensién dos, ...) para unas dimensiones obtenemos
una medida infinita, que es excesiva para cuantificar las irregularidades, y para otras
dimensiones obtenemos una medida nula, que en este caso es insuficiente.

La primera aproximacion al problema la realizaremos utilizando las medidas s-
dimensionales de Hausdorff que coinciden con la medida de Lebesgue s-dimensional
cuando s es entero (salvo en una constante que sélo depende de s) y admiten valores
no enteros para s .

Las medidas s-dimensionales de Hausdorff no sélo nos van a permitir obtener
una medida adecuada a los conjuntos fractales sino que va a dar lugar a uno de
los conceptos fundamentales de la Geometria Fractal: la dimensién de Hausdorff,
dimension que admite valores no enteros y se define como el valor de s cuya medida
s-dimensional es adecuada para medir el conjunto.

Como el concepto de dimensioén fractal esta relacionado con la forma de asignar
un tamano numérico a un conjunto, dependiendo de la forma en que se aborde el

problema, aparecen distintas definiciones.

45
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Asi, la dimensién de recuento por cajas, que va a ser la llave para el andlisis de
las irregularidades de las graficas de las series temporales de precios desde el punto
de vista de la Geometria Fractal, surge cuando al abordar el problema de la medida
de un conjunto, se ignoran las irregularidades de un determinado tamano, 9, y se

estudia como se comporta la medida cuando hacemos tender 0 a cero.

Como al calcular la dimensién de recuento por cajas del grafo de una funcién
continua se observa que esta medida esta relacionada con el rango de la funcién,
vamos a plantear el calculo empirico de la dimension de recuento por cajas de un
grafo, cdlculo que abordaremos en el capitulo 4, mediante una estimacion relacionada

con el rango de la funcion.

La ultima dimensién que abordaremos, la dimensién de autosemejanza, esta
relacionada con las caracteristicas de escala de un conjunto y nos permite tener otro
concepto distinto de dimensién, concepto que no sélo no tiene sentido cuando el
conjunto es autoafin, sino que cuando el conjunto es autosemejante no tiene por que

coincidir con la dimension de Hausdorf.

2.1 Medida de un conjunto fractal

En esta seccién vamos a ver que la adaptacion de la medida n-dimensional de
Lebesgue a conjuntos irregulares da lugar a una medida s-dimensional valida para
cualquier valor de s, con s no necesariamente entero: la medida s-dimensional de

Hausdorff.

Esta medida tienen una propiedad fundamental: sin un conocimiento previo de
la dimension del conjunto, podemos calcular todas las medidas s-dimensionales del

conjunto.

De este modo, una vez calculadas todas las medidas s-dimensionales del conjunto,
consideraremos que el valor de s que mas sentido tiene para medir es la dimension

del conjunto.
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2.1.1 El problema de la medida de Lebesgue

A la hora de calcular la medida de un conjunto fractal se puede utilizar la me-
dida de Lebesgue s-dimensional, donde la medida unidimensional es la longitud del
conjunto, la medida bidimensional el area y la medida tridimensional el volumen,
sin embargo, cuando el conjunto irregular, en la mayoria de los casos estas medidas

no transmiten ninguna informacién y no tiene sentido su uso.
Ejemplo 2.1 El triangulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).

Si queremos medir el tridngulo de Sierpinski, como este conjunto esta contenido
en el plano parece légico utilizar como medida de Lebesgue el area, sin embargo,
este conjunto tiene area nula, ya que en la etapa k-ésima del proceso eliminamos
3%=1 tridngulos disjuntos con una cuarta parte del drea del tridngulo anterior, con
lo que al ser i 3’;—;1 =1, el area total eliminada coincide con el drea original.

k=1

Si utilizamos como medida de Lebesgue la longitud nos encontramos con un
problema parecido, el conjunto tiene longitud infinita, pues en la etapa k-ésima del
proceso tenemos 3* tridngulos con perimetros 2%, con lo que el perimetro total del

prefractal Fj es 3’;—:1, que tiende a infinito al hacerlo k.

Figura 2.1: Tres tridngulos

Asi, si lo comparamos con los otros tridngulos que aparecen en la figura 2.1,
observamos que desde el punto de vista del area el triangulo de Sierpinski es pequeno
para ser un conjunto plano, como el tercer tridngulo donde tiene sentido el area, y
que desde el punto de vista de la longitud es demasiado grande para ser un conjunto
unidimensional, como el primer triangulo donde tiene sentido la longitud. [ )

De esta forma, para calcular la medida de un conjunto fractal necesitamos en-

contrar una medida que nos de mayor informacion sobre su tamano. Esta medida
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es la medida de Hausdorff s-dimensional y surge de forma natural al adaptar la
construccion de la medida de Lebesgue a conjuntos irregulares donde ésta no tiene
sentido.

Las medidas s-dimensionales de Hausdorff, al contrario que las medidas s-dimen-
sionales de Lebesgue, van a admitir valores no enteros para s y no va a ser necesario
fijar previamente un valor de s para realizar su célculo.

Esta propiedad nos va a permitir definir la dimensiéon de un conjunto fractal
como el valor de s para el que la medida s-dimensional de Hausdorff da una idea
adecuada del tamano del conjunto. Ademas, el procedimiento que vamos a seguir
permite obtener distintas definiciones de dimensién fractal, sin mas que realizar

algunas modificaciones en la construccién de la medida.

2.1.2 Medida de Hausdorff

Para calcular la medida bidimensional de Lebesgue (érea) de una figura plana,
se recubre el conjunto por cuadrados cada vez mas pequenos y se estima el area
total como la suma de las areas de estos cuadrados, es decir del lado del cuadrado
elevado a la dimension.

Si en vez de cuadrados se utilizan bolas de didmetro d, se debe estimar el drea

sumando el area de estas bolas,

0

2
n (5) )
por lo que en nuestro caso, como queremos calcular todas las medidas s-dimensionales

y ver cual tiene sentido, aunque seguiremos utilizando bolas de didmetro 9, sumare-

mos expresiones del tipo

donde 7(s) es una constante que sélo depende del valor de s considerado !, con lo que
para calcular cada medida s-dimensional sélo tenemos que cambiar las expresiones

a sumar y no los recubrimientos.

INGIN
!Cuando s es un entero no negativo y(s) = 7) es la medida s-dimensional de la bola

r;+1)
unidad (Mandelbrot [51] pg. 500).

—~

=

(VI
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De esta forma, si sumamos en cada bola (1) (%)1 = 0, al estar sumando los
diametros de las bolas, lo que obtenemos es la longitud del conjunto, y si sumamos
7(2) (3)2 =T (%)2, lo que obtenemos es el drea, ya que estamos calculando el area
de cada una de las bolas que forman el recubrimiento.

Para simplificar los cdlculos podemos utilizar la expresion
C(6) =0°,

obteniendo una medida equivalente, que sélo difiere en una constante dependiente
de la dimension.

Si ademds de las bolas de didmetro 0 admitimos en los recubrimientos a otros
conjuntos y el papel de ¢ lo hace el didmetro 2; obtenemos una mejor adaptacion
a las irregularidades que pueda presentar el conjunto al que estamos calculando la
medida.

Una vez que obtengamos todas las medidas del conjunto y veamos cual de ellas
es la que tiene mas sentido, estaremos en condiciones de definir la dimension como
el valor de s correspondiente a dicha medida.

El siguiente lema nos garantiza que el procedimiento seguido construye una me-
dida, independientemente de la funcién de evaluacion considerada.

En realidad la medida construida es una medida exterior, pero como toda me-
dida se puede extender a una medida exterior y una medida exterior restringida a
los conjuntos medibles es una medida, hablaremos siempre de medida por medida
exterior. De esta forma tenemos la medida definida sobre cualquier conjunto y sélo
debemos tener en cuenta que, al haber conjuntos medibles y conjuntos no medibles,

la aditividad numerable sélo se da para los conjuntos medibles 3.

2El didmetro de un conjunto A se define por |A| = sup{d(z,y)/z,y € A}.

3Una medida exterior es una aplicacién g : P(X) ~ [0, +oc] cumpliendo:
1. u(@® =0

2. ACB = u(A) <u(B) A,B C X (monotonia)

3.,u<

(@

o0
An> < Zu(An) A,, C X (subaditividad numerable)

1 n=1
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Lema 2.1 Dado un conjunto, X, un recubrimiento de X, A, y una funcion de

evaluacion, C' : A [0, +00|, sea

w(E) = inf {Z cm»}

donde el infimo se toma sobre los recubrimientos numerables de E por conjuntos
A; € A.

La medida 1 es la unica que verifica:
1. p(A) < C(A) VAe A
2. Siv es otra medida con v(A) < C(A) VA € A se tiene que

v(B)<u(B) VBCX

Demostracién

e Veamos en primer lugar que es una medida:

1.- Como el conjunto vacio esta contenido en el recubrimiento vacio y la suma vacia
es 0 se tiene que p(0) = 0.

2- AC B = u(A) < u(B) pues todo recubrimiento de B lo es de A.

3 (GAn> < i/l'(An):

Si algin A, tiene medida infinita es cierto trivialmente.

El concepto de medida es mas restrictivo, pues p solo se define sobre una o-algebra de conjuntos.
M, cuyos elementos reciben el nombre de conjuntos medibles y en vez de la subaditividad, se
impone la aditividad para medibles disjuntos.

Para pasar de una medida exterior, u, a una medida se restringe u a la o - dlgebra
M ={AC X/p(E) = (EN A) + w(E\ 4) VEC X}

pues se tiene la aditividad numerable cuando son disjuntos (Edgar [25] pg. 135-136).

Para pasar de una medida, u, a una medida exterior se considera
n(A) = inf{u(B)/ B2 Ay B e M}

pues estd definida para cualquier A C X y coincide con la medida sobre M (Mattila [55] pg. 8).
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Supongamos pues que u(A,) < oo Vn:
Sea para cada n un recubrimiento R,, con Z C(R) < p(An) + =

n’
RER,
o

Sea R el recubrimiento de UA" formado por la uniéon de los R,,, se tiene que:

[ (U%) <Y CR)=) D C(R) <> u(A,) +e Ve>0.

RER n=1ReR,
e Que es unica es facil: si dos medidas verifican las condiciones 1. y 2. cada una es
menor o igual que la otra, con lo que deben de ser iguales.
e La primera condicién se verifica tomando {A} como recubrimiento de A.
e Para la segunda condicién: supongamos que v es una medida con v(A4) < C(A)
VA € Ay sea B C X un conjunto cualquiera. Consideremos R un recubrimiento

de B formado por conjuntos de A, se tiene que

Y CR) =Y v(R)>v(|JR)>v(B),

ReR ReR ReR

con lo que pu(B) > v(B). &

A continuacion, vamos a mejorar este procedimiento para conseguir la maxima
economia en el recubrimiento y evaluar las irregularidades por pequenas que sean.
Para ello, se consideran los recubrimientos con conjuntos de didmetros menores

que un cierto ¢, que reciben el nombre de é— recubrimientos, se busca el infimo

inf{iC’(Ai) DAY < 5}

y se hace tender ¢ a 0.

De esta forma, la condicién |A;| < ¢ se hace cada vez mds restrictiva, con lo que
la expresion anterior crece y tiene limite. Este limite sera la C-medida del conjunto,
que puede ser finita y positiva, infinita o nula.

El siguiente teorema, al que nos referiremos como construccién de Caratheodory,
nos va a garantizar que, cuando en el recubrimiento haya conjuntos con didmetros

tan pequeiios como queramos, se obtiene una medida 4.

4Este tipo de recubrimientos reciben el nombre de recubrimientos de Vitali y se caracterizan
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Esta medida es una medida de Borel, que ademas es Borel regular cuando el
recubrimiento esta formado por conjuntos de Borel. En este caso, es posible trabajar

s6lo con conjuntos de Borel y aproximar cualquier otro conjunto por uno de éstos °.

Teorema 2.2 Construccién de Caratheodory.
Sean (X,d) un espacio métrico, A un recubrimiento de Vitali y una funcidn de
valoracion C : A — [0, +00].
Para cada 0 > 0 consideramos:
% %
pus(E) =inf Y C(A): EC|JAi |A <6, A € A
i=1 i=1

Se tiene entonces que
p(A) = lim p15(A) = sup {ps(A) = & > 0}

es una medida de Borel.
Mas ain, si el recubrimiento estd formado por conjuntos de Borel, la medida es

Borel regular.

Demostracién

e Para ver que p es una medida basta con comprobar sus propiedades utilizando
que ps5 es la medida dada por el lema 2.1 con 4; = {A € A : 6(A) < o0} y
C:As = [0, 4]

e Veamos que es una medida de Borel:

por verificar que
Vee XyV¥o>0 JAecA/ze Ay |A|<o0.
5Los conjuntos de Borel son los elementos de la o— 4lgebra generada por los abiertos, por
tanto estan incluidos entre ellos los abiertos, los cerrados y sus uniones e intersecciones.
Una medida de Borel es una medida donde los conjuntos de Borel son medibles y en espacios
métricos es equivalente a que la medida sea una medida métrica (Mattila [55] pg. 9-10), donde

una medida, g, es una medida métrica si
W(AUB) = p(4) + u(B) VA, B C X/d(A,B) >0,

Una medida de Borel es una medida Borel regular si para cualquier conjunto es posible

encontrar un conjunto de Borel contenido en él con la misma medida.
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Sean A, BCXcond(A B) >0
Sea §:0 < § < 448 , dado un recubrimiento R de AU B formado por conjuntos de

A podemos separarlo en dos recubrimientos R, de Ay Ry de B, pues para R € R

se tiene que [R| < 8y 6 < 428 con Jo que
Y C(R) = ZC( + Y C(R) > ps(A) + ps(B),
RER RER, RER:»

por tanto ps(AU B) > ps(A) + us(B) y, al ser una medida,
(AU B) = ps(A) + ps(B).

Tomando limite cuando § tiende a cero, se tiene p(AU B) = u(A) + p(B).
e Por tltimo consideremos que A estda formado por conjuntos de Borel y veamos
que la medida es Borel regular:

Sea A C X, para cada m, m = 1,2, ..., consideremos un recubrimiento de A:

1 o0
m={Anm: n=12 ..} con [A, | < b ZC(An,m) < y%(A) + L.
n=1
Se tiene que
B = ﬂ U An,m
m=1n=1
es un conjunto de Borel que contiene a A y tiene la misma medida que A. [

En nuestro caso se obtiene una medida Borel regular, pues si en vez de un
recubrimiento cualquiera tomamos recubrimientos formados sélo por cerrados la
medida es la misma, ya que, el didmetro de un conjunto coincide con el de su
clausura; ademads, también se pueden considerar recubrimientos formados solo por
abiertos, pues cualquier conjunto esta contenido en un abierto, con el didmetro tan
proximo al didmetro del conjunto como se quiera.

En resumen, mediante la construccién de Caratheodory con
A=PX) vy C(A) =IAl,

hemos obtenido para cada s > 0 una medida Borel regular. Estas medidas nos van
a permitir obtener la dimension buscada, cuando veamos el valor de s para el cual

tienen sentido pleno.
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Definicién 2.1 Sean (X, d) un espacio métrico y FF C X.

Para cada s > 0 y cada 6 > 0 sea

HI(E) =inf {Z |Ai|” - {Ai} es un d—recubrimiento de E}

i=1
Para cada s > 0 la medida

H(E) = lim H(E) = sup{Hj(E) : 6 > 0}

6—0

recibe el nombre de medida s-dimensional de Hausdorff. &

Cuando se toma
A S
= ('3)

la medida recibe el nombre de medida s—dimensional normalizada.

Esta medida sélo difiere de la medida de Hausdorff en una constante dependiente
de la dimensién y coincide con la medida de Lebesgue cuando s es entero %, o visto
de otra forma, la medida de Hausdorff p-dimensional para valores enteros de p difiere
de la medida de Lebesgue en una constante, (p), que sélo depende de la dimensién.

En el caso 0-dimensional, como la medida 0-dimensional de un conjunto con sélo
un punto es uno, ambas medidas son medidas de recuento, es decir, su valor es el

nimero de puntos del conjunto, si este es finito, y +00, en caso contrario.

2.2 Dimension de Hausdorff

Al contrario que para la medida de Lebesgue, donde debemos fijar previamente
la dimensién del conjunto a medir, la construccién de la medida de Hausdorff nos
permite calcular todas las medidas s-dimensionales y encontrar la dimensiéon del
conjunto, eligiendo aquel valor de s para el que la medida tiene sentido.

Para esta eleccion, nos basaremos en que la medida n-dimensional de Lebesgue
es apropiada cuando al considerar dimensiones inferiores la medida resultante es

infinita y al considerar dimensiones superiores la medida es cero; por ejemplo, en

Federer [35] pg. 197
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una figura plana sélo el area tiene sentido, ya que su longitud es infinita y su volumen

es cero.

2.2.1 Definicién de la dimension de Hausdorff

El siguiente teorema nos va a permitir definir la dimensién de Hausdorff de un
conjunto, ya que vamos a ver que para las medidas s-dimensionales de Hausdorff
existe un valor sy, no necesariamente entero, tal que la medida s-dimensional es cero

para valores de s superiores a sq y infinita para valores de s inferiores a sg.

Teorema 2.3 Sean (X,d) un espacio métrico, F C X:

Para 0 < s <t se tiene

1. H5(F) > HYF).

2. (a) H¥(F) < +oo = HYF) =0.
(b) H'(F) >0 = H*(F) = +o0.

Demostracién

1.- Si tenemos un d-recubrimiento de F', R, con § < 1 para R € R se tiene que
IR| < § < 1, con lo que al ser s < t se tiene también que |R|* > |R|, tomando el
infimo de sus sumas nos queda H;(F) > H,(F), asi, al tomar limite cuando ¢ tiende
a 0 se tiene la desigualdad buscada.

2.- Consideremos un d-recubrimiento de F', R, con Z IR|” < HE(F) + 1, se tiene:
RER

Hi(F) < D IRI" <6 IRIT < 0" (H3(F) + 1),

ReR ReR

en esta desigualdad basta tomar limite cuando ¢ tiende a 0 para obtener la primera
implicacion.

La segunda implicacién es la reciproca de la primera. &

Como conclusién inmediata del teorema se tiene que:

e Si existe un valor sy para el que la medida sy-dimensional es finita y positiva:
para los valores de s menores que sy la medida s-dimensional es infinita y para

los valores superiores es cero.
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e Si existe un valor sy para el que la medida syp-dimensional es cero: para los

valores de s superiores a sy la medida s-dimensional también es cero.

e Si existe un valor sy para el que la medida sy-dimensional es infinita: para los

valores de s inferiores a sg la medida s-dimensional también es infinita.

=0

Figura 2.2: dimension s = +00, s = sy y s =0

Estamos ya en condiciones de definir la dimension de un conjunto como el valor
critico de s para el que las medidas s-dimensionales pasan de infinito a cero, sin mas
que tener en cuenta que cuando H*(F) es cero Vs > 0, el valor de la dimensién es 0

y si H*(F) es infinito Vs > 0, este valor es +o0.

Definicién 2.2 Sean (X, d) un espacio métrico, F C X :

El inico valor critico sy, 0 < s < 400 y tal que

400 Vs <s
H (F) = "
0 Vs> sg

recibe el nombre de dimensién de Hausdorff y se nota por dimy F'.
dimy F = sup{s : H*(F) > 0} = sup{s: H*(F) = oo}
dimy F = inf{s : H*(F) < oo} = inf{s: H*(F) =0} &

De esta forma, la dimensién es el tnico valor de s para el que las medidas s-
dimensionales de Hausdorff tienen pleno sentido, ya que, la medida s—dimensional de
un conjunto es infinito para valores de s inferiores a la dimension, cero para valores
superiores y s6lo para s igual a la dimensién la medida s—dimensional del conjunto

puede tomar todos los valores, es decir, puede ser finita y positiva, nula o infinita.
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Asi, si tenemos un conjunto con medida s-dimensional finita y positiva, podemos
afirmar que su dimension es s. Estos conjuntos reciben el nombre genérico de s-
conjuntos.

La dimension de Hausdorff definida extiende bien el concepto clasico de dimen-

sién en R?, ya que 7,
B C R? contiene una bola abierta — dimyx B = p.

Con lo que

dimy R? = p

y, por tanto,

FCR — 0 <dimpg F < p.

Aunque la dimensién de Hausdorff extienda bien el concepto cldsico de dimension
en R, esto no quiere decir que el asociar a un conjunto, F, una dimensién no
necesariamente entera, dimg(F'), sea algo caprichoso y s6lo valido para unos pocos

conjuntos extraios, ya que
Vs:0<s<p JFCR’/dimgF =s.

Cuando restrinjamos nuestra atencion al caso de R?, nos podemos centrar en los

conjuntos de medida finita, pues *
VF :dimy(F)=scon H*(F) =400 JECF/dimg(E)=sy H*(E) < +o0,
y, posteriormente, interpretar los resultados obtenidos en el contexto del conjunto

original.

2.2.2 Propiedades

La dimensién de Hausdorff no es un invariante topoldgico (invariante por homeo-

morfismos), ya que, al depender de la distancia, es un concepto métrico y las

"Edgar [25] pg. 153.
8Mattila [55] pg. 59.
Falconer [29] pg. 62
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imagenes de puntos proximos pueden estar muy alejadas. Si queremos encontrar
aplicaciones para las que sea invariante, necesitamos imponer condiciones de regula-
ridad sobre ellas, de forma que sigan siendo continuas y la distancia entre dos puntos
esté relacionada con la distancia entre sus imagenes.

En primer lugar vamos a ver que sucede cuando la distancia entre dos puntos
y la distancia entre sus imagenes estd relacionada por una condicién de Holder de

exponente «:

Definicién 2.3 Sean (X, d), (X', d’) espacios métricos.

f: X = X" verifica una condicién de Holder de exponente « si
d'(f(z), f(y) < cd(z,y)* Va,y € X. &

Proposicién 2.4 Sean (X,d), (X', d') espacios métricos, FF C X.
Si [ X — X' verifica una condicion de Hélder de exponente o, entonces:

s

1. Vs Ha(f(F)) < ca H(F).

2. dimy(f(F)) < — dimp(F).

Llm

Demostracién

1.-Si {A;} es un d-recubrimiento de F', entonces dado que
If(F N A < clAY,

{f(F N A} es un erecubrimiento de f(F'), donde ¢ = ¢§*. Con lo que al ser
Z f(F N A;)|a < ciz |A;]°, se tiene que

S

HE(f(F)) < caHy(F).

Cuando 6 — 0 también lo hace €, obteniéndose:

S

HE(F(F)) < ¢ H(F)

2.-Si s > dimy F' entonces H*(F) = 0 con lo que al ser Ha(f(F)) < ca H¥(F)
necesariamente Ha (f(F)) = 0, pues una medida ha de ser positiva o nula. Asi,

dimy(/(F)) < = Vs > dimu(F) y, por tanto, dimn(f(F)) < é dimy (F). &
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En particular, nos interesan las aplicaciones que verifican una condicion de Holder
de exponente a = 1, pues entre ellas estan las aplicaciones que preservan la dimen-

sion de Hausdorff.

Definicién 2.4 Sean (X,d), (X',d') espacios métricos.

f: X = X' es una aplicacién lipschiziana si

d'(f(x), f(y) < cd(x,y) Yo,y € X.

St ademds es biyectiva y su inversa también es lipschiziana recibe el nombre de
aplicacién bi-lipschiziana.

Cuando f es sobreyectiva la condicion de aplicacion bi-lipschiziana equivale a
1 d(l‘,y) Sdl(f(l‘),f(y)) < ¢ d(l‘ay) €1, C2 >0 Vx,yGX *

Corolario 2.5 Sean (X,d), (X', d') espacios métricos y f : X — X' una aplicacion

lipschiziana
1. Vs Hf(F)) < S H(F).
2. dimg(f(H)) < dimg(F).

Demostracién

Se obtiene directamente de la proposicion anterior, teniendo en cuenta que verifica

una condicion de Holder de exponente o = 1. &

Teorema 2.6 Sean (X, d), (X',d') espacios métricos y f : X — X' bi-lipschiziana,

entonces:
dimy (X) = dimy(f(X))
Demostracion
Se obtiene directamente de la definicién y el corolario anterior. &

De esta forma, la dimension de Hausdorff es invariante por aplicaciones bi—

lipschizianas, al igual que la dimensién topoldgica es invariante por homeomorfismos,
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pues dos conjuntos en correspondencia biunivoca por aplicaciones bi-lipschizianas
tienen siempre la misma dimension. Pero al contrario que sucede para la dimension
topoldgica, donde dos conjuntos con la misma dimension estan siempre relacionados
por un homeomorfismo, el reciproco no es cierto en general y entre dos conjun-
tos con la misma dimensién de Hausdorff no tiene por que haber una aplicacion
bi-lipschiziana que los relacione.

Como consecuencia inmediata se tiene que las transformaciones afines (semejan-
zas, isometrias, traslaciones,...), al ser bi-lipschizianas, preservan la dimensién de
Hausdorff.

A continuacién vamos a ver las propiedades de escala de la medida de Hausdorff,
analogas a las de la medida de Lebesgue, que ademés de ser fundamentales en la

teoria de fractales, nos van a permitir calcular la dimensién de algunos conjuntos:

Proposicién 2.7 Sea (X, d) un espacio métrico, F C X.

Para A > 0 y para cada s:
H(ANF) = N H(F).

Demostracién

e Si {4;} es un d-recubrimiento de F' entonces {\ A;} es un A J- recubrimiento de

A F'. Por lo tanto,
His(AF) < Z AAT =N Z A%
como la expresion anterior es valida ;)ara cada 6—rec;brimiento de F
His(AF) < NHF(F)
y cuando 9§ tiende a cero tendremos que:
HI(ANF) < NH(F).

e Para obtener la desigualdad contraria consideramos {A;} un d-recubrimiento de

AF, con lo que {3 4;} es un $-recubrimiento de F. Procediendo de manera andloga

se tiene que

H(F) < S H(VF)
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y, por tanto,

NH(F) <H(AF),

con lo que, junto a la primera desigualdad, se obtiene la igualdad. [

De esta forma, se mantienen las propiedades de escala que tiene la medida de
Lebesgue, ya que, cuando reducimos o aumentamos el conjunto en un factor A la
medida s-dimensional del conjunto lo hace en un factor A*, al igual que la longitud
de un conjunto lo hace en un factor )\, el drea en un factor A\? y el volumen en un
factor \3.

Otras propiedades de la dimension de Hausdorff que vamos a necesitar més tarde
son las relativas a las relaciones entre subconjuntos: la monotonia y la estabilidad

numerable.

Proposicién 2.8 Sean (X,d) un espacio métrico, E,F C X y F; C X Vi>1:
1. EC F = dimg(F) < dimy(F) (Monotonia)

2. dimy (U E) = sup(dimy(F;)) (Estabilidad numerable)
i=1

Demostracién

1.- Se deduce trivialmente de la monotonia de la medida de Hausdorff.
2.- Que dimy (U E) > dimy(F;) Vi se obtiene por la monotonia. La desigualdad
i—1

opuesta también se tiene, pues si s > dimy(F;) Vi, entonces H*(F;) = 0, con lo que

HS F; ] =0.
(U%) .

2.2.3 Calculo de la dimension de Hausdorff

En general, el uso directo de la definicién para calcular la dimensién de Hausdorff
oo

de un conjunto no siempre es posible, ya que, debemos evaluar las sumas > [A;]’
i=1

para todos los d-recubrimientos {A4;} del conjunto; pues evaluando recubrimientos

especificos, sélo se obtiene una cota superior.



62 CAPITULO 2. DIMENSION DE UN CONJUNTO FRACTAL

Utilizando los recubrimientos sugeridos por la construccion del conjunto, la cota
superior que se obtiene suele coincide con la dimension real; aunque, demostrarlo
suele ser dificil, ya que, para obtener una cota inferior, debemos considerar todos los

o0
d-recubrimientos y ver que las sumas, > |A;|?, son mayores que una constante, con
i=1
el inconveniente de que estos recubrimientos pueden estar formados por conjuntos
de tamanos muy distintos.

Una manera de superar esta dificultad, es ver que ningin conjunto individual
A; cubre demasiado de F' en comparacién con su tamano, medido como |A;|”. Para
ver esto, basta con encontrar una distribucién de masa sobre F °, y, de forma que

para cada uno de los conjuntos A;, el valor de |A;|’ sea mayor que la masa, u(A;),

que los recubre.

Teorema 2.9 Principio de distribucion de masa.
Sea p una distribucion de masa sobre F' y supongamos que para cierto s hay nimeros

c>0yd >0 tales que

u(A) <A VA:|A] <6,

p(F)

entonces H*(F) >
c

y, por tanto,
s < dimy(F)

Demostracién

Sea {A;} un recubrimiento de F), se tiene

0<MHSN(GAJ§

tomando infimo,

s

p(Ai) <> A
=1

=1

()

c

Y
=

Hos(F)

con lo que al tomar limite cuando ¢ tiende a cero

o) > M) 4.

10Una distribucién de masa, u, sobre un conjunto, F, no es més que una medida de Borel
con soporte contenido en F' verificando 0 < p(F') < oo, donde el soporte de pu, spt(u) es el menor

cerrado con complementario de medida nula
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Cuando los conjuntos fractales se construyen por eliminacién sucesiva de partes
de un conjunto es posible obtener una distribuciéon de masa siguiendo un procedi-

miento general, paralelo a la construccién del conjunto:

e Partimos de un conjunto de Borel Ey, al que se le asocia una masa finita:

a(Ey)=m meR, 0<m< +0o0

e El conjunto F; se construye como la unién de una coleccién finita de conjuntos
disjuntos contenidos en Fy y su masa, 7i(Eyp), se reparte entre los conjuntos

que forman Ei:

E, = L_JIEU y ;ﬁ(Eli) = T(Ey).

e En cada paso, se construye el conjunto Ej como la unién de una coleccion
finita de conjuntos disjuntos, de forma que cada uno de ellos estd contenido en
un unico conjunto construido en el paso anterior, y la masa correspondiente a
cada uno de los conjuntos Ej_1; (1 < j < ng_1) se reparte entre los conjuntos

Ek; (1 <1< ng) que contiene:

Ng
By = UElcz y Vj Zﬁ(Em) = T(Ek—1j) con I = {i: Ep_1j O B}
i=1 i€l;
Proposicién 2.10 Sea (X, d) un espacio métrico.

St al tender k a infinito, el didmetro maximo de los Ey; tiende a cero, existe una
distribucion de masa que coincide con [t sobre cada uno de los conjuntos Ey; y cuyo
soporte estd contenido en £ = ﬁ Ey.

k=1

Demostracién

Para cada k, sea & = {Ey;/1 < i < ng}.
Si anadimos a & el complementario de la unién de los conjuntos FEy;, al que
asociamos una masa cero, (R '\ Ey) = 0, obtenemos recubrimientos de X formados

por conjuntos de Borel y cuyo didmetro maximo tiende a cero.
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La medida que se obtiene mediante la construccién de Caratheodory al utilizar
estos recubrimientos (teorema 2.2)
o0 o0
i(A) = lim p(A) con pg(A) = inf {Zﬁ(Az) cAC| A4 e 5k}
k—o0 - .
i=1 =1
es una distribuciéon de masa, que coincide con 1 sobre los Eyi, al ser conjuntos
disjuntos pertenecientes a £ y estar contenidos en un unico conjunto Ej_;.
o —_
Que su soporte estd contenido en F = E}. se verifica trivialmente pues el
k=1

soporte de 1 estd contenido en Ej, para todo k, ya que, si A es un abierto que para

algin £ no corta a Ej, su medida es cero al ser u(R\ Ex) = 0. &

Ejemplo 2.2 El tridangulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).

Como vimos en la primera seccién (ejemplo 2.1) el tridngulo de Sierpinski tiene
area nula y longitud infinita, con lo que con dimensiones enteras lo tinico que pode-
mos afirmar es que su dimension esta comprendida entre uno y dos, y necesitamos
el uso de dimensiones fraccionarias para tener una informacion completa sobre su
medida.

Para calcular la dimensién de Hausdorff de este conjunto vamos a utilizar la

cadena descendente de conjuntos que aparece en su proceso de construccion.

e Para obtener una cota superior, vamos a buscar un valor de s de forma que la
s-medida de Hausdorff del recubrimiento que aparece al construir el conjunto sea
finita:
Asi, consideramos 6 = ()F el § brimiento de E, {Ep;}3",, est
, para 0 = (3)" el dg-recubrimiento de F, { Ey;};_,, este recu-

brimiento verifica .
3
S S 1 S
M (B) < [Ex :31@(?) :
i=1

log 3
log2?

Esta ultima expresion vale 1 para s = con lo que, tomando limite cuando
O tiende a cero (k a infinito), H*(E) < 1y, por tanto,

log 3
dimy(E) < s = —8

~ log?2’
e Para ver que este valor de s es la dimension del conjunto, vamos a probar la

desigualdad contraria utilizando el principio de distribucién de masa (teorema 2.9)
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y la distribucién de masa la vamos a obtener a través del proceso de construccién
del conjunto siguiendo el procedimiento general (proposicién 2.10):

Asi, asociamos masa unidad al tridngulo original Ey y repartimos esta masa entre
los tres tridngulos que forman el primer prefractal, Fy,, E2 y Eis.

Repitiendo el proceso, en el paso k repartimos la masa de cada tridngulo entre

los tridngulos que contiene, con lo que tenemos 3* tridngulos disjuntos, Ej;, cada
1

?.
La proposiciéon 2.10 nos garantiza que existe una distribucion de masa, pu, tal que

uno con masa p(Eyg;) =

la masa de cada uno de los conjuntos utilizados en esta construccion coincide con
la masa que se les asigna en ella y cuyo soporte esta contenido en la interseccién de

o0
todos los conjuntos, es decir, en el tridngulo de Sierpinski £ = () E.
k=1

Sélo nos queda por ver que para cada conjunto lo suficientemente pequeno, A,

log 3
log2

el valor de |[A]® con s = es mayor de la masa que le asocia esta distribucién.
Asi, para cada conjunto A C R? con |A| < 1, sea k tal que 2=+ < |A| < 27,
Como A puede interceptar a lo mds a uno de los tridngulos E};:

log 3

1(A) < p(By) =37F = (27F) o2 = (2"“)5 = 2° (2—("“r1))S <b|A].

lo
lo

Por el principio de distribucién de masa dimy(E) > s = gg y, por tanto, junto

a la desigualdad ya obtenida,

_ log3 1 ses0.

di E) =
i (£) log 2 )

2.3 Dimension de recuento por cajas

Cuando al abordar el problema de la medida de un conjunto se ignoran las irre-
gularidades de tamano menor que J y se estudia como se comporta la medida cuando
hacemos tender ¢ a cero, surge la dimensién de recuento por cajas o dimension caja
(del inglés “box-counting dimension”).

Esta medida aparece al tomar en vez de d-recubrimientos numerables del con-

junto, recubrimientos finitos por conjunto de didmetro exactamente 0. Al evaluar
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las sumas, las medidas s-dimensionales se obtienen como el producto del nimero
minimo de conjuntos de didmetro § necesarios para recubrirlo, N(¢), por el didmetro
elevado a s, 0%; es decir, la medida s-dimensional va a ser N(§)0®. Esta cantidad,
aunque no es formalmente una medida, también cambia con s de infinito a cero
en un valor critico, D, que va a ser la nueva dimension: la dimensiéon de recuento

por cajas. Entre sus ventajas estd que N(J) es proporcional a =2, con lo que la

podemos obtener como el limite, lim M.
s-0 —log(9)
Cuando utilicemos una d-malla para la obtencién de N (), podremos abordar el

problema del cédlculo empirico de la dimensién de recuento por cajas.

2.3.1 Definicion de la dimensién de recuento por cajas

Para definir esta dimensién, al igual que en la medida de Hausdorff, se toma

como funcién de evaluaciéon C'(§) = §*, pero en vez de estudiar

Hi(F) =inf {Z |Ai]” : {A4;} es un 0-recubrimiento de F}

=1

cuando ¢ tiende a cero, se estudia
M;(F) = inf {Z 0% : {A;} es un d-recubrimiento finito de F} = N (6, F)o®,

donde N(9, F'), que también se nota por N5 o N(J) cuando no hay lugar a confusién,
es el nimero minimo de conjuntos de didmetro J necesarios para recubrir a F'.
Como M (F') depende de la eleccién de s, existe un valor critico, D, para el que

M;(F') cambia de infinito a cero, cuando ¢ tiende a 0:

0 s>D
M;(F)=N(6,F)6*—
20 4o s< D

con lo que para valores pequenos de

N(6,F) ~ 6% =0".

Tomando logaritmos y haciendo tender § a 0 se define:
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Definicién 2.5 Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X, compacto
Y no vacio.
Sea N(6, F) el menor nimero de conjuntos de didmetro 6 necesarios para recubrir

a F', definimos la dimensién de recuento por cajas como

dimg F = lim log N (9, F')
50 —logd

st tal limite existe. &

En el caso de que este limite no exista, se puede distinguir entre limite superior
e inferior hablando de dimensioén superior e inferior de recuento por cajas, aunque,
salvo que sea necesario, no haremos esta distincion y supondremos que existe el
limite o que nos referimos a la dimensién superior de recuento por cajas.

El nimero de subconjuntos de didmetro méaximo 0 necesarios para recubrir un
conjunto es un indicador de lo irregular que es este conjunto cuando se examina a
escala 0, por lo que la dimension de recuento por cajas refleja la rapidez con la que
se desarrollan estas irregularidades cuando § tiende a 0.

En el caso particular de un subconjunto de R, para estudiar lo irregular que es
cuando se examina a escala 0 podemos utilizar recubrimientos formados por p-cubos

de lado §, recubrimientos que reciben el nombre de d-mallas y son de la forma
[m16, (my + 1)8] x ... x [my0, (m, + 1)d], my € Z,

con lo que si en la definicién de la dimensién de recuento por cajas tomamos como
N(9, F') el nimero de p-cubos de esta 6-malla que cortan al conjunto se obtiene una
definicién de dimension, que aunque en un principio puede parecer que da lugar a
una dimension distinta, pues el nimero de p-cubos de una d-malla que cortan al
conjunto no es el nimero minimo de conjuntos necesario para recubrirlo, también

da lugar a la dimension de recuento por cajas.

Proposicion 2.11 Sea F' un subconjunto de R?, compacto y no vacio:

donde N(6, F) es el nimero de p-cubos de una d-malla que cortan al conjunto F.
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Demostracién

Sea N'(9) el nimero de cubos de una J-malla que cortan a F:

e Como estos cubos tienen didmetro \/pd, se tiene que N(,/pd) < N'(6), con lo que

dimy(F) = lim BP0y, JEN'D) _  logN'(0)
b 0-0 —log(\/pd) ~ s—0 —log(\/pd) -0 —log(d) "

e Por otra parte, un conjunto de didmetro 0 estd contenido como maximo en 3
cubos de lado §, con lo que N'(§) < 3PN (6) y, por tanto,

. log N'(9) . log[3?N(9)] . log N(9) )
. < _— = _— = .
(151—>I% —log(0) (151%1% —log(0) (151—>I% —log(9) dimg (£) &

Esta definicién de dimension de recuento por cajas es la definiciéon que se usa
para estimar empiricamente la dimension de un conjunto contenido en el plano y el
proceso que normalmente se sigue para estimarla es el que hace que la dimension de
recuento por cajas reciba este nombre, ya que bésicamente consiste en dibujar sobre
una representacion grafica del conjunto una d-malla y contar el nimero de p-cubos
que cortan al conjunto, p-cubos que en este caso son cuadrados y que reciben el
nombre de cajas (seccién 4.1).

De manera andloga se pueden obtener otras definiciones equivalentes de dimen-
sién de recuento por cajas que algunas veces son mas sencillas de utilizar para
calcular la dimensién de un conjunto y que anadidas a las dos anteriores permiten

tomar

N(J) menor nimero de conjuntos de didmetro maximo § necesarios para recubrir F
N(J) nimero de cubos de una §-malla que cortan a F' (en RP),

N(J) menor nimero de cubos de lado 0 necesarios para recubrir F' (en R?),

N(J) menor nimero de bolas cerradas de radio ¢ necesarios para recubrir F

N(J) mayor nimero de bolas disjuntas de radio 6 con centro en F.

UFalconer [29] pp. 39-41
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2.3.2 Relacion con la dimension de Hausdorff

La dimension de recuento por cajas y la dimension de Hausdorff tienen en comin
que ambas evalian el valor critico, D, para el cual las “medidas” s-dimensionales
del conjunto pasan de valer infinito a valer cero, y que a los conjuntos que forman

el recubrimiento se les asigna como peso su diametro elevado a s.

Figura 2.3: Dos recubrimientos, donde el segundo no es vélido para el calculo de la

dimensiéon de recuento por cajas

Sin embargo, este valor no tiene por que coincidir, ya que, en la dimensién de
recuento por cajas, el recubrimiento utilizado es finito y esta formado por conjuntos
de igual tamano; mientras que en la dimensién de Hausdorff, el recubrimiento del
conjunto puede ser numerable y se hace por conjuntos de tamanos distintos.

Utilizando estas relaciones, vamos a ver que la dimension de Hausdorff nunca

serd mayor que la dimensién de recuento por cajas:

Teorema 2.12 Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X, compacto

Y no vacio.
Demostracion
log N (0, F
Sea D = dimg(F') = lim L(’), se tiene que para cada ¢
=0 —logd
1 _
N5:N(5,F)~6—D=5 b

Como el recubrimiento de F' asociado a N(d, F'), {A;}, es un d-recubrimiento, pues

|Ai| = 0, se tiene:

N,
> AP = 26513 = N; 6P ~ 1,
[ =1
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con lo que HP(F) < 400y, por tanto, HP(F) < 400, con lo que por la definicién
de dimensién de Hausdorff

D > dimy(F). &

Aunque en la mayoria de los conjuntos se da la igualdad la desigualdad a veces
es estricta. Una condicién suficiente para que se de esta igualdad, es la existencia

de una distribucién de masa sobre F' lo suficientemente regular:

Proposicién 2.13 Sean (X, d) un espacio métrico y F' un subconjunto de X, com-
pacto y no vacio.

Si existen a, b, s, 00 > 0 y una distribucion de masa, u, sobre F' cumpliendo
0<ad® <pu(B(x,0)) <bl*<oo VreF, 0<d<d

entonces

Demostracién

e Veamos que s < dimy(F) < dimg(F):

Sea {A;} un d-recubrimiento de F con 0 < 6 < dp:

Eliminando del recubrimiento aquellos conjuntos que no lo corten, podemos elegir
puntos x; € A; N F de forma que F' esté recubierto también por {B(z;, |Ai])}, con

lo que

bR AL 2 03D u(Blr [Ad) 2 u(F) > 0.

por tanto H*(F) > “( ) >0y s < dimg(F).

e Veamos que dimpy(F) < dimp(F) < s:

Dado 6 > 0:

Tomamos como N (J) el mayor nimero de bolas disjuntas de radio 0 con centro en F
(que es una definicién equivalente de N(0), proposicién 2.11), eligiendo tales bolas

se tiene que
IS Z/L (23,0)) < p(X) < +00

y, por tanto, dimg(F') < s. &
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Ejemplo 2.3 El triangulo de Sierpinski (ejemplo 1.1).

Para ver que en este conjunto la dimensién de recuento por cajas coincide con la
dimension de Hausdorff, vamos a ver que la distribucién de masa que utilizamos para,
calcular esta tltima dimensién (ejemplo 2.2), verifica las condiciones de regularidad
de la proposicién anterior.

Asi, para cada x € E'y cada ¢ con § < 1, andlogamente a lo hecho para el calculo
de la dimensién de Hausdorff, tomamos k tal que 2-*+D < § < 27k:

e La bola de centro x y radio ¢ esta contenida en un unico Ej;, con lo que:

log 3

u(B(z,0)) < p(Brs) =37 = (27F) =2 < b6°.
e Por otra parte, esta bola contiene un triangulo Ej.;, con lo que
N o (kD) _ (o (k+1)\Tos3 _ (9-lo k) s
w(B(x,8)) > u(Egy1) =3 = (2 JE? = (271277) > a6,
De esta forma, tenemos que para cada € E' y cada 0 lo suficientemente pequeno,
0<ad® < u(B(z,d)) <bd* < oo,

y por tanto, por la proposicion anterior,

_ log3 1 550,

2.3.3 Propiedades

La dimension de recuento por cajas se comporta como la dimension de Hausdorff
bajo el efecto de las transformaciones lipschizianas y bi-lipschizianas, con lo que,

también es invariante por éstas:

Proposicién 2.14 Sean (X, d), (X',d') espacios métricos y F' un subconjunto de
X, compacto y no vacio.

Si f: X — X' es lipschiziana:

dimp(f(F)) < dimp(F)
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Demostracién

Si F' puede recubrirse por N(J) conjuntos de didmetro maximo 4, al verificarse que
d(f(z), fly)) < ecd(z,y), las N(0) imdgenes de estos conjuntos bajo f formardn un

recubrimiento por conjuntos de didmetro maximo c4. &

Corolario 2.15 Sean (X,d), (X',d') espacios métricos compactos.

Si f: X — X' es bi-lipschiziana:
dimp(X) = dimg(f (X))

Demostracién

Se obtiene directamente de la proposicion anterior. [

Las propiedades de la dimension de Hausdorff relativas a las operaciones entre
conjuntos se verifican parcialmente, ya que, aunque la monotonia se da trivialmente,
la estabilidad numerable no se tiene; pudiendo sélo hablar de estabilidad finita,
cuando las dimensiones superior e inferior de recuento por cajas coinciden. Si estas
dimensiones no coinciden, solo se da para la dimension superior de recuento por

cajas:

Proposicién 2.16 Sean (X, d) un espacio métrico y E, F subconjuntos de X, com-
pactos y no vacios.

Se tiene:
1. EC F = dimg(F) < dimg(F) (Monotonia)
2. dimg (£ U F) = max{dimg(E), dimg(F)} (Estabilidad finita)

Demostracién

1.- Trivial pues N (0, E) < N(9, F).

2.- Para demostrarlo supondremos que dimg(F) < dimg(E) y probaremos que
dimg(E U F) = dimg(E), pues de manera andloga se puede probar que cuando
dimp(F) > dimg(F), se tiene dimg(E U F') = dimg(F).

Para ello basta probar que dimg(E U F') < dimg(F), pues la otra desigualdad se

tiene por la monotonia:
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Para cada ¢ > 0 se tiene que N (0, EU F) < N(0, E) + N(6, F), con lo que

dimy (B U F) = lim ‘22 NOEVE) 108N, E) + N, F)]
50 —logd 50 —logé

N(5,F)
. logN(6,E) .. log [1 T N((ZE)]
<lim ——— +
i—0 —logo 50 —logd

N0, F log N (0, F' log N (9, £
Como NE(S: E; no diverge, pues (lsi_l% ()g—T!(S) < (lsi_l% ()g—T!(S)’ el primer suman-
do converge a dimg(F) y el segundo 0. L

La ultima proposicion que vamos a ver nos permite calcular la dimensién de
recuento por cajas de un conjunto utilizando la sucesion 6y = 2%, donde C' es una

constante que dependera del tamano del conjunto a analizar.

Proposicién 2.17 Sean (X, d) un espacio métrico, F' un subconjunto de X, com-

pacto y no vacio, y {0} una sucesion decreciente tendiendo a 0 tal que
Oky1 > O con 0 < c <1,

se tiene que

log N
dimg F = lim log N(9)
k—oo — lOg 5k

Demostracién

Sidpr1 < 9 < O se tiene que

log N(9) _ log N(dk41) _ log N (05+1) o _ log N(1)
—logd = —logdr T —logdi —l—log(%) ~ —logdgy1 + loge

con lo que
log N(9) <1 log N ()

1 o7 V7

50 —logd T k—oo —logdy

y la desigualdad opuesta es trivial. [ 3

2.4 Dimension del grafo de una funcién continua

En esta secciéon vamos a ver que el calculo de la dimensién de recuento por

cajas del grafo de una funcién continua se simplifica cuando utilizamos la definicion
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de dimension de recuento por cajas a través del recubrimiento por una d-malla
(proposicién 2.11) y relacionamos el numero de cajas que en la J-malla cortan al
grafo de la funcién con el rango de la funcién en cada uno de los intervalos sobre los

que la construimos; donde el rango de una funcién, f, en un intervalo, [a, b], es

Ryla,b] = sup [f(u) — f(v)].

a<u,v<b

/ m m
/ I i

| HEEEE B OB

Figura 2.4: Relacién entre el rango una funcién y el nimero de cajas no vacias en

un recubierto por una J-malla

Cuando calculamos el cociente entre el rango de una funcién en un intervalo y la
longitud del intervalo, d, estamos midiendo en pasos de longitud ¢ la distancia entre
los valores extremos de la funcién en este intervalo, por lo que obtenemos el nimero
de cajas de lado ¢ necesario para recubrir el grafo de la funcién sobre el intervalo
(figura 2.4-a).

En realidad, como el numero de cajas es entero, lo que obtenemos es una cota
inferior, ya que el nimero de cajas de lado § necesario para recubrir el grafo de la
funcién es el menor de los enteros mayores que este cociente, o, en el peor de los
casos, incluso una unidad mas, ya que, como estamos recubriendo el grafo por una
d-malla (figura 2.4-b), la base de la columna de cajas que aparece sobre el intervalo
no tiene que coincidir con el minimo de la funcién sobre el intervalo (figura 2.4-c).

Para utilizar esta relacion en el calculo tedrico de la dimension de recuento por

cajas del grafo de una funcién continua escribimos:
Proposicién 2.18 Sea f:[0,1] = R continua y sea F su grafo.

1. El numero de cuadrados de la d-malla que intersecan a F sobre el intervalo
[i0, (i + 1)0], Ns[io, (i + 1)0], verifica

Ryi6, (1 + i)3]
5

Rylis, (1 + 1)9]

< Ns[id, (i +1)8] < +2
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2. Sea 0 :0<d<1ym el menor entero mayor o igual que 5

El nimero de cuadrados de la §-malla que intersecan a F, Ns(F), verifica

m—1 m—1
071 T Rylis, (1+0)0] < Ns(F) < 2m+ 61> Ry[id, (1 +1)6],
i=0 1=0

Demostracién

El primer apartado ya lo hemos visto y el segundo se obtiene al sumar sobre todos

los intervalos. &

Imponiendo condiciones adicionales las relaciones que acabamos de ver nos per-

miten obtener cotas superiores e inferiores para la dimension de recuento por cajas:

Corolario 2.19 Sea f:[0,1] — R continua y sea F' su grafo.

Sean ¢, >0, §p, 05 >0yl <s< 20
1. Si se verifica una condicion de Holder de exponente 2 — s,
If(u) — fW)] <clu—v** 0<u,v<1,
dimg(F) < s,
resultado también vdlido si la condicion se verifica solo cuando |u — v| < dy.
2. Si se verifica
Vu € [0,1] V§:0<d <4 Ju:lu—v| <6 y|f(u)— flv)] > 6>

entonces

Se tiene, ademds, que toda funcion satisfaciendo esta condicion es no

diferenciable en todos sus puntos.

Demostracién

.- De u) — f(v)] < clu — v|[*~% se tiene que ug, Uz] < clu; — ug|*™*® para
L- De [f(u) = f(v)] < ¢ 7% se tiene que Rylu,us] < cf >~ p

0 <wuy,us <1,y con la notacién de la proposicién anterior,

R;[id, (1 +1)8] < e6*7*.
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Teniendo en cuenta que m < 1+ 46!y que podemos tomar ¢ : § < 1 con lo que
m < 207! se tiene:
Ns <2m+ 8 med?™ <4571+ 671207 6?7 <4675 +2¢6° = (4 +2¢) 677,

por lo que dimg(F') < s.
2.- Anédlogamente, de |f(u) — f(v)| > ¢§?* se tiene que

Ry[id, (1 +1)8] > 675,
como se verifica m > §~! tenemos:
N5 > 6 tmed? ™ > cé°,

con lo que dimg(F) > s.
Por otra parte, dado u € [0, 1], sustituyendo ¢ por h, se tiene que Yh > 0 sufi-

cientemente pequeno, existe uy : |u — up| < hy |f(u) — f(up)] > ch®7%, con lo

que
‘f(u) —flun)| ek
U — Up
Como s es mayor o igual que uno, el limite
h) —

i L) — f(u)

h—0 h
no converge a cero y, por tanto, la funcién no es diferenciable e u. [

Este ultimo corolario nos permitira calcular la dimensién de recuento por cajas
del grafo de una funcién, ya que relaciona las variaciones que experimentan los
valores de una funcién entre puntos préximos con la dimension de su grafo.

Esta relacion hace que, cuanto mayores son estas variaciones, mayor es la di-
mensién del grafo, y que, sélo cuando las variaciones son tales que la funcién no es
diferenciable, el grafo tiene una dimensiéon mayor que uno.

Por otra parte, como el cociente entre el rango de la funcién en el intervalo y ¢
parece una buena medida, en el sentido laxo de la palabra, del “tamano del grafo” vy,
como se ve en la demostracion del corolario, cuando d tiende a cero es este cociente
el que determina la dimensién, parece una buena idea utilizar esta estimacion para el
calculo empirico de la dimensién de recuento por cajas, estimacioén que analizaremos

cuando abordemos este cdlculo en el capitulo 4.
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2.5 Otras medidas y dimensiones relacionadas

El método utilizado para definir la medida de Hausdorff nos permite obtener
otras medidas sin mas que realizar sobre él algunas modificaciones. Estas medidas
dan lugar a otras definiciones de dimension que, dependiendo del problema tratado,
unas veces son mas faciles de utilizar y otras veces dan maés informacion.

Asi, la medida s-dimensional esférica, B*, se obtiene cuando en la definicién
de medida de Hausdorff, en vez de tomar recubrimientos por conjuntos de didmetro
menor que 9, tomamos las bolas abiertas de radio menor que . Aunque esta medida
es distinta de la medida de Hausdorff, la dimensién definida por ella si coincide, con
lo que si nuestro interés esta en la dimension y no en la medida, podemos restringir
nuestra atencién a recubrimientos formados sélo por bolas abiertas 2.

Si en vez del diametro del conjunto elevado a s, 0%, utilizamos una funcion de
valoracion C'(A) = h(§(A)) con h(0) positiva y que tienda a 0 con 0, se obtiene otra
medida H" que recibe el nombre de h-medida de Hausdorff y que, utilizando una
funcién de valoracién adecuada al contexto, transmite una informacion mas refinada
sobre la estructura del conjunto.

La ultima medida que vamos a ver, que da lugar a una nueva dimension, aparece

cuando buscamos una medida relacionada con la cantidad

M*(F) = lim Mj (F) = lim N(6, F)5°

50
que utilizamos para definir la dimension de recuento por cajas y que no es formal-
mente una medida.
Esta medida se define siguiendo un método parecido al de la definicién de la
medida de Hausdorff utilizando los recubrimientos por bolas disjuntas con centros

en el conjunto, cuyo nimero maximo es equivalente a N (4, F):

P:(F) = sup {Z&(Bi)s . By < 5} ,

donde, en este caso, el supremo se toma sobre los recubrimientos con bolas disjuntas

con centros en F'.

12Delgado [23] pp. 92-93
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Como P;(F') decrece con d, el limite
Pi(F) = lim P (F)
0—0

existe y, como todavia P§(F) no es una medida, la tomamos como funcién de valo-

racion para obtener una medida aplicando el lema 2.1:
P(F) = inf {ZPS(AZ-) . F C UAZ} ,

donde el infimo se toma sobre todos los recubrimientos {A4;} de F.
Esta medida recibe el nombre de medida de empaquetado s—dimensional

(del inglés “s—dimensional packing measure”) y el valor critico donde pasa de infinito

a cero el de dimensién de empaquetado (del inglés “packing dimension”):
dimp(F') = sup{s : P*(F) = oo} = inf{s : P*(F) = 0}

Esta dimensién esta entre la dimensién de Hausdorff y la dimensién (superior)

de recuento por cajas,

por lo que cuando la dimension de Hausdorff coincide con la dimensiéon de recuento

por cajas también coincide con ellas 3.

2.6 Dimension de autosemejanza

Cuando el conjunto estd formados por copias a escala del conjunto total, la
autosemejanza del conjunto nos permite, bajo ciertas condiciones, determinar su
dimensién por métodos indirectos, asi, si se cumple:

N

e FF=|J F,, con F, =r,F (conjunto autosemejante),

n=1

e para su dimensidn, s, se verifica 0 < H*(F) < oo (s-conjunto),

13Edgar [25] pg. 182



2.6. DIMENSION DE AUTOSEMEJANZA 79

e las copias son o bien disjuntas, o bien sus intersecciones tienen H°*-medida

nula (conjunto no solapado),

por las propiedades de la medida de Hausdorff se tiene
N N N
H(F) = H((JraF) = D Ho(rF) = Y riH(F),
n=1 n=1 n=1

con lo que, dividiendo por H*(F'), la dimensién de Hausdorff del atractor, s, es

solucién de la ecuacion:

ecuacién que tiene una unica solucién no negativa 4.

De esta forma, cuando el conjunto es autosemejante vamos a definir una nueva
dimension como la solucién de esta ecuacion. Esta dimension recibe el nombre de
dimension de autosemejanza y no solo no tiene sentido cuando el conjunto no es
autosemejante, sino que cuando el conjunto es autosemejante no tiene por que co-
incidir con la dimensién de Hausdorff, ya que, a pesar de que en el caso particular
que hemos utilizado para construir esta dimensién coinciden, si las copias se super-
ponen veremos pronto que la dimensiéon obtenida no tiene por que coincidir con la

dimension de Hausdorf.

Definicién 2.6 Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Sea {X,w, :n =1,...., N} un sistema de funciones iteradas hiperbélico autose-
mejante, con razones de semejanza respectivas r,, n =1,...,N.

La dnica solucion de la ecuacion

N
3=
n=1
recibe el nombre de dimensién de autosemejanza y se nota por dimg F'. [
N
1Al ser ¢(z) = > r® continua y estrictamente decreciente en [0,00) con ¢(0) = N > 1y
1

n=
lim ¢(x) = 0, el teorema del valor intermedio nos garantiza que existe un unico , con 0 < z < oo,
r—>+00

tal que ¢(x) = 1. Ademds, este x es cero si y sélo si N =1, ya que, ¢(0) = N > 1.
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Cuando todos las razones de semejanza son iguales, r, =, n =1, ..., N, podemos
calcular la dimensién de autosemejanza de una forma sencilla, como el cociente entre
el logaritmo del nimero de copias, /N, y el logaritmo del inverso de la razén de

semejanza, —, ya que
r

Tx:1<:>N1"x:1<:>:r:M.
log(1/r)

NE

n=1

Es importante senalar que esta dimensién no es una dimension del conjunto,
sino una dimensién del sistema de funciones iteradas, ya que un conjunto puede
ser el atractor de mas de un sistema y, por ello, puede tener asociada més de una

dimension de autosemejanza.
Ejemplo 2.4 El conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor recibe este nombre porque fue utilizado por el matematico
aleman Georg Cantor (1845-1918) para demostrar que R no era numerable, al no
serlo este conjunto que esta contenido en él, y, al igual que otros fractales, se obtiene
como limite al aplicar un proceso iterativo.

El proceso de construccién comienza considerando un intervalo Ej, por ejemplo
EO - [0, ]_]

Este intervalo lo dividimos en tres partes iguales y eliminamos el tercio central
(1/3,2/3) para obtener una primera aproximacién, que se nota por E; y esta formada

por los intervalos restantes £y = [0,1/3] y E1o = [2/3, 1], de forma que:
E, = E; U Ep,.

Después de esta primera fase, tenemos dos intervalos, cada uno de longitud 1/3
del de partida, sobre los que repetimos la misma operacién, volviéndolos a dividir en
tres trozos iguales y deshaciéndonos del central, por lo que después de k aplicaciones

del citado proceso obtenemos 2* intervalos, cada uno de longitud (%)k del de partida.
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Figura 2.5: Construcciéon del conjunto de Cantor

El conjunto de puntos de los intervalos que quedan después de haber realizado

la k-ésima fase del proceso forma la k-ésima aproximacion al conjunto
2k
By = J B
i=1

y el conjunto de puntos del intervalo [0, 1] que permanecen después de aplicar in-

finitas veces el proceso es el conjunto de Cantor:

o0
E=()E;.
k=0

En este proceso los conjuntos Ej forman una sucesién decreciente de conjuntos
compactos, ya que Ej.; estd incluido en Ej para todo k, E; estd acotado y los
conjuntos Ej son cerrados por ser union finita de intervalos cerrados, por lo que el
teorema 1.3 nos garantiza que el conjunto de Cantor es un compacto no vacio y que
es el limite de la sucesion en la métrica de Hausdorff.

El conjunto de Cantor es autosemejante, ya que si lo construimos a partir del
intervalo [0,1/3] obtenemos una copia del conjunto a escala 1/3 y si lo hacemos
a partir del intervalo [2/3,1] obtenemos una copia a la misma escala del conjunto
total.

De esta forma, podemos representar el conjunto de Cantor en el plano mediante

un sistema de funciones iteradas formado por las transformaciones

wl(ta x) = (%7 %) w2(t7 x) = (%7 %)

y donde la dimension de autosemejanza del sistema, al ser las copias disjuntas,
coincide con su dimensién de Hausdorft:

dimy(E) = dimg(E) = log(ntimero de copias)  log2

= = ~ 0.6309.
log(inverso de la razén)  log3
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Siguiendo este mismo proceso, podemos sustituir el intervalo [0, 1] por los in-
tervalos [0, 3] y [3, 0] obteniendo un sistema de funciones iteradas formado por dos
semejanzas de razon %, cuyo atractor es el intervalo original, intervalo [0, 1], y cuya
dimension de autosemejanza es
_ log(N) _log(») _

log(1/r)  log(2)

De manera anéloga, si sustituimos el intervalo [0, 1] por los intervalos [0, 2] y [z, 0]

dimg([0, 1])

obtenemos un sistema de funciones iteradas formado por dos semejanzas de razon

wlno

, cuyo atractor también es el intervalo [0, 1] pero con dimensién de autosemejanza

. log(N) _ log(2)
dimg([0,1]) = og(L/r] = Tog3/2) ~ 170%:

Figura 2.6: El intervalo [0, 1] como atractor de dos sistemas de funciones iteradas

En el primer caso las imagenes no se superponen demasiado, ya que s6lo coinciden
en un punto y éste tiene H'-medida nula, por lo que coincide la dimensién de
autosemejanza y la dimensién de Hausdorff del atractor, que es uno, pues el intervalo
0, 1] tiene longitud (H!-medida) finita y positiva (figura 2.6-a).

Sin embargo, en el segundo caso las copias si se superponen mucho y no podemos
deducir que su dimensién de Hausdorff es 1.7095, pues su interseccion es el intervalo
3, 2] que tiene H'7°%-medida nula, al tener longitud (#'-medida) finita y positiva

(figura 2.6-b). &

El siguiente teorema '°, garantiza que si podemos encontrar un abierto no vacio,

cuyas imdgenes por cada una de las transformaciones del sistema de funciones itera-

15Hutchinson [40]
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das estan contenidas en dicho abierto y son disjuntas, la dimensién de autosemejanza

asociada al sistema coincide con la dimensién de Hausdorff del atractor.

Teorema 2.20 Sea (X, d) un espacio métrico completo.
Un sistema de funciones iteradas, hiperbdlico y auto semejante { X, w,,n =1,...,N}
con atractor F verifica la condicién de abierto (de Moran) !¢ s;

existe un abierto no vacio, O, que verifica:
N
2. U w,(0)CO
n=1

En este caso, la dimension de semejanza coincide con la dimension de Hausdorff,

dimg F' = dimg F'

verificindose ademds que 0 < H*(F') < +oo con las intersecciones de medida nula.

En otro caso se tiene que

De esta forma, aunque un conjunto fractal sea atractor de mas de un sistema
de funciones iteradas y pueda tener asociada mas de una dimensién de semejanza,
si uno de estos sistemas verifica la condicién de abierto, podemos garantizar que la
dimension de semejanza asociada a él, coincide con la dimensién de Hausdorff del
atractor.

En cambio, en los sistemas de funciones iteradas que no la verifiquen, sélo pode-
mos garantizar, que la dimensiéon de semejanza asociada al sistema es una cota

superior de la dimensién de Hausdorff del atractor.

16Esta condicién permite, ademds, clasificar el IFS segtin el solapamiento de las partes:
Totalmente desconectado (del inglés “totally disconnected”) si w;(F) N w;(F) =0 Vi#j.

Apenas contactado (del inglés “just-touching”) si verifica la condicién de abierto y no estd to-

talmente desconectado (si estd totalmente desconectado también la verifica con O = int(F)).

Solapado (del inglés “overlapping”) en otro caso.
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Ademas, cuando el sistema de funciones iteradas verifica la condicién de abierto,
su atractor es un s-conjunto formado por copias del conjunto total cuyas intersec-
ciones tienen H*medida nula.

Estos conjuntos fueron los que nos sirvieron para definir la dimensién de au-
tosemejanza, puesto que su dimensién de Hausdorff, s, era solucién de la ecuacion
mediante la que la definimos. Sin embargo, para que la dimensién de autoseme-
janza del sistema, s, coincida con la dimensién de Hausdorff del conjunto, s, no es
suficiente que las copias del conjunto tengan intersecciones con H*-medida nula, ya
que, como hemos visto en el ejemplo anterior, si la dimension de autosemejanza es
estrictamente mayor que la dimensién de Hausdorff, la H*'-medida de la interseccién

es nula, tenga esta interseccion la H°*-medida que tenga.
Ejemplo 2.5 La curva de von Koch (ejemplos 1.2 y 1.3).

En el ejemplo 1.4 vimos que la curva de von Koch tiene asociados dos sistemas
de funciones iteradas, cada uno correspondiente a las dos formas de construirla.
En la primera construccion de la curva, se obtenian cuatro versiones a escala
Ldel leta si 1 truf bre cad de 1 t t
3 de la curva completa si la construiamos sobre cada uno de los cuatro segmentos
que formaban la primera aproximacion, por lo que tenia asociado un sistema de
funciones iteradas formado por cuatro semejanzas de razén %, con lo que tiene como

dimension de autosemejanza

log(ntimero de copias)  log4

dimg(£) = = i
ims () log(inverso de la razén)  log3

Aunque en este caso las copias no son disjuntas, como sucedia con el conjunto de
Cantor, las dimensiones de Hausdorff y de autosemejanza coinciden, pues se verifica
la condicién de abierto (teorema 2.20) con O el interior del tridngulo Ej, que aparece
en la construccion alternativa de la curva, ya que este abierto es no vacio y sus
imagenes por cada una de las transformaciones del sistema son disjuntas y estan
contenidas en dicho abierto.

En la segunda construccion, el sistema de funciones iteradas asociado estaba

formado por cuatro semejanzas de razén %, con lo que su dimension de autosemejanza
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es
log(nimero de copias)  log2

dims(E) = = .
ims (&) log(inverso de la razén)  log+/3

Como este sistema también verifica la condicién de abierto esta dimension tam-
bién coincide con la dimensién de Hausdorff, por lo que, como es natural, coincide
con la dimensién obtenida anteriormente,

~ logd  log2
- 10g3 - log\/g

poniendo de manifiesto que, aunque el sistema de funciones iteradas asociado a un

dimy (E) ~ 1.2619,

fractal no es unico, la dimensiéon de semejanza asociada al sistema coincide con
la dimension de Hausdorff del atractor, siempre y cuando el sistema de funciones

iteradas verifique la condicion de abierto. [ 3

Referencias

Entre las referencias que mejor tratan la relacion de la medida y dimension
de Hausdorff con la dimension de recuento por cajas se encuentran tres obras de
Falconer: Falconer [28], Falconer [29] y Falconer [30], y en ellas se pueden ver en
contextos muy variados otras caracteristicas de los conjuntos fractales distintas a la
dimension.

Aunque dentro de la teoria de la medida hay referencias muy completas, por
ejemplo Rogers [65] o Federer [35], una buena referencia para el estudio de las medida
y la dimension de Hausdorff es Edgar [25], donde también se analiza la relacién entre
las dimensiones de Hausdorft y de recuento por cajas, y en la cual ademas se puede
ver la relacién de la dimensién de Hausdorff con la dimensién topoldgica.

A la hora de profundizar en la conexién entre la dimensién y los sistemas de
funciones iteradas destacamos Barnsley [4], donde la dimensién de recuento por

cajas recibe el nombre de dimensién fractal, y Edgar [26].






Capitulo 3

Caracteristicas fractales en un

grafo

Cuando decimos que un grafo tiene caracteristicas fractales, no sélo queremos
decir que es irregular a todas las escalas y que su dimensién no es entera, sino que
también queremos decir que existe una relacion de escala entre las partes en las que
se puede descomponer.

En este capitulo vamos a ver que, en el caso concreto del grafo de una funcién,
la relacién de escala que éste tiene con los grafos de la funcion que se obtienen
en subintervalos del intervalo completo de definicion, autoafinidad, tiene distintas
formas de manifestarse y para estudiarlas vamos a considerar modelos de grafos de
funciones, todos con dimensiones no enteras.

La primera forma de autoafinidad, autoafinidad global, es la misma que vimos
en el primer capitulo, ya que aparece cuando el grafo de una funcién esta formado
por copias reducidas suyas, y para su estudio vamos a considerar las funciones de
interpolacion fractal (seccién 3.1), donde su grafo se obtiene como el atractor de un
sistema de funciones iteradas.

La segunda forma de autoafinidad, autoafinidad local, aparece en los grafos de
funciones cuando las representamos en intervalos cada vez menores y obtenemos
una representacion que, salvo por escala, es igual a la representacion del grafo de la

funcién en su intervalo de definicion.

87
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Este tipo de autoafinidad lo veremos en la funcién de Weierstrass (seccién 3.2)
y es el que nos va a permitir hablar de autoafinidad estadistica cuando extendamos
el concepto de autoafinidad a un proceso estocastico.

La autoafinidad estadistica aparecera en la ultima seccién del capitulo en el
primer modelo fractal aleatorio que vamos a ver: el movimiento browniano; que es
la base de los modelos que vamos a considerar para describir el comportamiento

fractal de la serie de cierres diarios del indice Ibex35 (capitulo 5).

3.1 Autoafinidad global: Funciones de interpo-
lacion fractal

En esta seccién vamos a ver que el tipo de autoafinidad que presentan las fun-
ciones de interpolacién fractal es el mismo que vimos en el capitulo 1, ya que al
construirse como atractores de un sistema de funciones iteradas, su grafo esta for-
mado por varias copias del conjunto total.

Por otra parte, las funciones de interpolacion fractal nos van a proporcionar el
primer modelo de grafo con caracteristicas fractales que necesitamos para el analisis
empirico de la estimacién del nimero de cajas que en una d-malla cortan al grafo
de una funcion.

Aligual que sucedia en los conjuntos que vimos en el capitulo 1, cuando el sistema
de funciones iteradas estd formado solo por semejanzas, sistema autosemejante, las
copias que lo forman son semejantes al conjunto y, por tanto, reducciones a escala
del conjunto total.

En el caso general, el sistema estda formado por transformaciones afines y el
atractor por copias afines del conjunto, por lo que las copias que lo forman no
tienen por que ser reducciones a escala del conjunto total, sino que los factores de
reduccion en cada una de las direcciones de los ejes pueden ser distintos.

Aunque no las vamos a utilizar para interpolar series de datos, hemos mantenido
el nombre de funciones de interpolacion fractal para poner de manifiesto que, al

contrario que las funciones de interpolacién que se utilizan tradicionalmente para
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aproximar un conjunto finito de datos (rectas, polinomios del menor grado posible,
combinaciones lineales de funciones elementales, ...) cuya dimensién siempre es uno,
las funciones de interpolacién fractal permiten asegurar que la dimension fractal
coincide con la dimensién de los datos en un rango apropiado de escalas, sin perder

las caracteristicas deseables en una funcién de interpolacion:

- Se pueden representar por formulas (mediante el cddigo del sistema).
- Son computables (mediante las aplicaciones afines del sistema).

- Se puede medir su aproximacién a los datos experimentales (mediante la dis-

tancia de Hausdorff entre el atractor y los datos).

3.1.1 Proceso de construcciéon y autoafinidad

El proceso de construccién de una funcién de interpolacién fractal parte de un
conjunto finito de puntos, que reciben el nombre de puntos de interpolacién:
{(tl,.’b‘z) :0<1 < N} con ty <t; <..<tny_1 <ty
y un sistema de funciones iteradas, {R? w,,n = 1, ..., N}, formado por transforma-
ciones afines cuyo término b, es cero
a, 0 t en

wy,(t,x) = +

Para que el atractor de este sistema pase por los puntos de interpolacion, im-
ponemos que los extremos del segmento L{(ty, zo), (tx, xx)] se transformen por cada

aplicacién w,, en los extremos del segmento L[(t, 1, %, 1), (tn, Tn)]:
wn(tO;xO) = (tn—laxn—l) wn(tN;xN) = (tn;xn) Vn=1,..,N

obteniendo para cada una de las N transformaciones que forman el sistema de

funciones iteradas un sistema con 4 ecuaciones y 5 incognitas:

( anto + e = th
cato + dpro + fo = Tpoa
anty + e, = 1y

| iy + dnay A+ fn = xn
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Si en cada transformacién consideramos a d, (n = 1,..., N) como un pardmetro
libre, una vez fijado éste, el sistema tiene una tdnica soluciéon dada para cada n

(n=1,...,N) por:

tn - tnfl tNtnfl - tOtn

a, = ——— e, = ———
" otn—to " tn —to

Tp — Tp-1 TN — Tg INTp—1 — toTp INTo — tox N

Cp = — Up fn = — Up
tn — o tn — o tn — o tn — o
(tg,l’g) ;
(tlaxl) .
(tNJ:EN)
(to,l’g)

Figura 3.1: Funcién de interpolacion lineal

Cuando tomamos d,, = 0, Vn =1, ..., N, se obtiene como atractor del sistema el

grafo de la funcion de interpolacién lineal, que pasa por los puntos
_7(1%_371’—1) S [tl_l,tl]lz ]_,...,N,

pues este grafo es el tinico subconjunto de R? compacto no vacio que verifica

N
ya que, en primer lugar |J w,(G) C G, al ser la imagen de G por la transformacién

w, el segmento de extre?r?cl)s (Tn-1,tn-1) ¥ (@, ts) ¥, en segundo lugar la aplicacién
de Hutchinson es sobreyectiva, al transformarse por la aplicaciéon w, los puntos
extremos del grafo en los puntos extremos de cada segmento, con lo que se alcanza
la igualdad.

En el caso general, si consideramos a d,, como parametro libre podemos fijar

la escala vertical producida por cada una de las transformaciones, ya que |d,| es
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-

1 dpl

/' L
(tnfla xnfl)

M}m

(to, o)

Figura 3.2: Interpretacion de d,,: la transformacion w,, reduce la escala vertical en

un factor |d,|

la razén entre la longitud de cada segmento paralelo al eje Y y la longitud de su
imagen, que también es paralela al eje Y (figura 3.2). Por este motivo, se obtenia
la funcion de interpolacién lineal cuando los factores de escala vertical eran cero.

Cuando los factores de escala vertical son menores que uno en valor absoluto, el
siguiente teorema nos garantiza que el sistema de funciones iteradas asociado a los
puntos tiene como atractor el grafo de una funcién continua que pasa por los puntos
de interpolacion.

Este atractor se obtiene como el punto fijo de un funcional contractivo, que
se puede utilizar sin necesidad de tener una expresion explicita de la funcién de

interpolacion.

Teorema 3.1 Sea {R* w,,n =1,..., N} el sistema de funciones iteradas asociado
a los puntos

{(ti,xi): OSZSN} to <t1 < ...<ty_1 <ty,

donde los factores de escala vertical verifican |d,| <1 V¥n =1,...,N.

Para cada eleccion de los d,,:
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1. El sistema anterior tiene un unico atractor, G, compacto no vacio, que verifica
N
G=Jw.(@)
n=1

2. El atractor del sistema es el grafo de una funcion continua
f : [to,tN] — R

que pasa por los puntos de interpolacion.

Ademas, esta funcion verifica
f(t) = Cnlﬁl(t) + dnf(lﬁl(t)) +fn tE [tn—btn] n=1,..,.N

donde cada 1, (t) = apt + e, es la funcidn lineal que transforma el intervalo

[to, tn] en el intervalo [t, 1,t,], n=1,..,N.

Demostracién

1.- Basta ver que existe una distancia en R? equivalente a la euclidea de tal forma que
el sistema anterior es hiperbodlico, para lo que a su vez basta ver que las aplicaciones
w, son contractivas respecto a dicha distancia Vn =1,..., N:

Counsideremos la distancia:
d[(t,z), (", 2] = |t = t'| + 0]z — 2|

donde € > 0 se definira posteriormente.

Esta distancia es equivalente a la euclidea pues es equivalente a la distancia,
d[(t,z), (t',2")] = |t — | + |x — 2’|, que a su vez es equivalente a la euclidea.

Sea n con 1 < n < N, veamos que la aplicacion w,, es contractiva respecto a

dicha distancia:
dlwy(t, z), w,(t', 2")] = d[(ant + e, cut + dpz + fr), (ant’ + ey, cpnt’ + dpa’ + f)] =

la,(t — )|+ 0le,(t — ') + dp(z — 2")| < (Jan] + Olca|) [t — '] + 0|d, ||z — 2| = (%)
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Supongamos que ¢; =0Vi=1,..., N. Sea 0§ = 1:

(¥) < max{a,, d,}(|t — | + 0|z — 2'|) = s,d|(t,x), (t',2")] con 0 < 5, < 1

|tn - tn71|

Donde s,, = méax{a,,d,} verifica 0 < s, < 1 pues 0 < |a,| = Fo—
N —to

y 0<|d,| <1

Supongamos que J¢; 01 =1,..., N. Sea

- min{l —|a,|:n=1,..,N}
 max{2|c,|:n=1,..,N}

que cumple 6 > 0 pues |a,| < 1y sea s!, = |a,| + 0]c,|:

(x) = sl [t=t'|+0|d, | |x—2'| < méx{s), d,}(|[t—t'|+0|lz—2'|) = spd[(t, x), (¢, 2")]

con 0<s, <1

Donde s, = max{s!,, d,} verifica 0 < s, <l alser 0<|d,|]<1y0<s <1
—max{|a,|:n=1,..,N} <
2max{|c,| :n=1,...,N} —
1 —ma n=1.. N
max{|an|2n s }<1'

1
pues s, = |a,| + ¢

la,| +

2.-Vamos a construir la funcion continua que pasa por los puntos de interpolacion

como el punto fijo de un funcional contractivo, T, en (F,d) donde

F={f:[to,tn] =R/ [ escontinuay f(to) = zo, f(tn) = xn} ¥

d(f,9) = max{|f(t) = g()] : t € [to,tn]} frg €F,

que es un espacio métrico completo pues [tg, ty] es compacto y R es completo .

e Definimos T: f € F— Tf € F como

Tf(t) = caly () +duf (L, () + o tE[tn1,ta] n=1,.,N

donde cada [,(t) = a,t + e, es la funcién lineal que transforma el intervalo [tg, tx]

en el intervalo [¢, 1,t,| paran =1,...;N.

e Veamos que Tf € F, Vf € I

'Franz [38] pp. 85-87.
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Tf estd bien definida y es continua en cada [t,_1,t,]: n=1,...,N.
Por la izquierda en los puntos ¢, : n =0,..., N — 1 se tiene:
Tf(tn) = caly (tn) +dnf (17 (tn)) + fr = Crtn+dn f(tn)+ fr = Caty+dnin+ fr = Tn.
Por la derecha en los puntos ¢, : n =1,..., N se tiene:
Tf(tn) = cnrrlyiy (tn) + dur f (L1 () + frsr = Cogato + duga f(to) + frir =
Cng1to + dnp1To + [y = 7.
De esta forma, coincide en los puntos de unién, f(ty) = zo y f(ty) = xy; con lo
que efectivamente T f € I para f € F.
e Veamos que T es contractivo:
Sean f,g € F'yc=max{|d,]: n=1,...N} < 1.

Paracadan: n=1,..., N ycadat € [t,_1,t,] se tiene que

ITf(t) = Tg(t)| = ldul| £ (15" (1)) — 91" (1))] < cd(f, g).

De esta forma, d(Tf, Tg) < cd(f,g), siendo ¢ < 1, con lo que, efectivamente, T

es contractivo en (T, d).

e Por el teorema de la aplicacion contractiva, T tiene un unico punto f € F que
ademads pasa por los puntos de interpolacion, pues para t, : n = 0,..., N tenemos
que f(t,) = Tf(tn) = cul(t0) + dnf (L)) + fo = cutn + dpzn + fro = Ty

e En resumen, hemos construido una funcién continua que pasa por los puntos de

interpolacion,
f i [to, tn] — R, verificando Tf(t) = f(t)t € [to, tn]

y s6lo nos queda probar que el grafo de f, é, coincide con el atractor del sistema,
para lo que vamos a ver que es el punto fijo del sistema de funciones iteradas:
Para cada t € [ty,ty] y cadan : n = 1,...,N se tiene que a,t + e, € [tn_1,ty]

con lo que
f(anH‘en) = Tf(ant+en) = cnlgl(ant—l—en)—i—dnf(l;l(ant—|—en))—|—fn = Cnt"‘dnf(t)"‘fn

y al ser

wy(t, ) = (apt + ey, cpt + dpx + fr)
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el grafo de f verifica

3.1.2 Dimension de una funcién de interpolacion fractal

En el siguiente teorema vamos a ver que si los puntos de interpolacién no estan
alineados, la dimension de recuento por cajas del grafo de una funciéon de interpo-
lacién fractal depende de los pardametros de escala y es independiente de la segunda
coordenada de los puntos de interpolacién.

Veremos después que si ademads los puntos estan igualmente distribuidos sobre
el eje temporal, la dimensiéon tampoco dependen de la primera coordenada, por lo
que solo lo hace de los factores de escala verticales. Esto nos va a permitir obtener
modelos de grafos con caracteristicas fractales, modelos que necesitamos para el
andlisis empirico de la estimacion del nimero de cajas que en una d-malla cortan al

grafo de una funcién.

Teorema 3.2 Sea {R2, wy,n =1,..., N} el sistema de funciones iteradas asociado

a los puntos

{(ti,xi): OSZSN} to <t < ...<ty_1<ty,

donde los factores de escala vertical verifican |d,| <1 V¥n =1,...,N.

St los puntos no estdn alineados y

N

> ld| > 1

n=1

la dimension de recuento por cajas del grafo de la funcion de interpolacion fractal
que pasa por los puntos de interpolacion (atractor del sistema) es la dnica solucion

real, D, de la ecuacion
N
D-1 _
E |dnla, " = 1.
n=1

En otro caso, su dimension de recuento por cajas es 1.
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Demostracién

En este teorema no vamos a ver la demostracién formal y sélo vamos a ver una idea

general sobre como se calcula esta dimension en el caso
|d,| > an, Vn=1,...,N,

que es una condicién mas restrictiva que la que aparece como hipoétesis, y donde
cada transformacién tiene el factor de escala vertical, d,,, mayor que el factor de
escala horizontal, a,, 2.

Como este grafo verifica

N

G =|Jwa(G),

n=1

y las copias que lo forman sélo coinciden en un punto, podemos suponer que se

cumple
N
N(G,0) = Y N(w,(G),0).
n=1

Si recubrimos el grafo por una d-malla y calculamos la imagen de la parte de
la d-malla que recubre al grafo completo por la transformacién w,, obtenemos un
recubrimiento de la copia w,(G).

Como esta transformacién reduce la escala horizontal en un factor a,, y la escala

vertical en un factor |d,|, si este recubrimiento se divide en cajas de tamano ai,
n

obtenemos un recubrimiento formado por ‘g—Z' cajas
~ |dn| ~ 0
N n G 76 ~ N (;7__ )
(wi(@),) ~ SHN(G, )
por lo que
- al ~ N\~ S
N(G,0) = Y  N(wy(G),0) =~ ) —EN(G, ).
n=1 n=1 n n

Si suponemos que el grafo tiene dimensién D entonces

14l (@ 2y~ N(wn (@), )

Qnp anp

y obtenemos la ecuacién buscada al sustituir. &

2La demostracién formal se puede ver en Barnsley, Elton, Hardin y Massopust [5] o, para los

puntos igualmente distribuidos sobre el eje temporal, en Falconer [29] pp 153-154.
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En el caso particular de puntos no alineados e igualmente distribuidos sobre el

eje temporal, el factor de escala horizontal es igual en todas las transformaciones

1
ap = N Vn=1,...,N,

y la dimensién de recuento por cajas del grafo de la funcién de interpolacion fractal
que pasa por los puntos de interpolacion, sélo depende de los factores de escala
verticales.

De esta forma, cuando los factores de escala vertical verifican

e |d)|<1Vn=1,..,N

N
e > |dy,>1
n=1
la dimensién de recuento por cajas del grafo de la funciéon de interpolacion fractal

que pasa por los puntos de interpolacién es

log <§31 |an>
 log(V)

D=1+

Esta dimension es siempre menor que dos, ya que, al ser el valor absoluto de
los factores de escala verticales menor que uno, su suma es menor que N. Por otra
parte, como esta suma es mayor que uno, la dimensién es siempre mayor que uno,

con lo que bajo estas hipdtesis

1< D<2.

Sin embargo, eligiendo adecuadamente los factores de escala vertical, la dimen-
sion puede ser tan proxima como se quiera a cualquiera de los dos valores y podemos
estudiar familias de funciones de interpolacién con la misma dimension, sin mas que

mantener sobre ellos la restriccion

N
> |dn| = NPT
n=1

En particular, si tomamos todos los factores de escala verticales iguales, d,, = d

Vn, las hipotesis del teorema se verifican si y sélo si

1
— < |dl <1
~ <ld

y nos encontramos con distintas posibilidades:
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e para d = 0 se obtiene la funcién de interpolacién lineal,
e para d: 0 < |d| < & se obtienen funciones con dimensién D =1y
e para d : % < |d| < 1 se obtienen funciones con dimensién no entera.

Por ejemplo, si para el conjunto de puntos {(0,0), (1, 2), (2,6)} tomamos todos los

factores de escala verticales iguales, para d = 0 se obtiene la funcién de interpolacion

conx:0§x§2yparad:%se

lineal, para d = } la pardbola f(z) = z + z?

obtiene una funcién con dimensiéon D = 1.3691 (figura 3.3).

Figura 3.3: Funciones de interpolacion lineal con d =0, d = i y d, = %

De esta forma, si queremos obtener una funcién de interpolacién fractal cuyo
grafo tenga como dimension de recuento por cajas un valor D comprendido entre

uno y dos, podemos tomar todos los factores de escala verticales iguales,
d,=d= NP2 VYn=1,.., N,

ya que en este caso, se verifica + < |d| <1y la dimensién es

3.2 Autoafinidad local: La funcion de Weierstrass

En esta seccién vamos a ver la forma de autoafinidad que aparece en el grafo de
una funcién cuando la representamos en intervalos cada vez menores y obtenemos
una representacion que, salvo por escala, es igual a la representacion del grafo de la

funcién en su intervalo de definicién.
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Este tipo de autoafinidad, autoafinidad local, es distinto al que presentan las
funciones de interpolacién fractal y lo vamos a ver en la funcién de Weierstrass, que
al igual que estas, permite obtener distintos grafos con dimensién de recuento por

cajas comprendida entre uno y dos.

3.2.1 Proceso de construccién y dimension

La funciéon de Weierstrass es en realidad una familia de funciones que surge de
una funcion utilizada por el matematico aleman Karl Weierstrass como ejemplo de
funcion que es continua en todos sus puntos pero que no es diferenciable en ninguno
de ellos, y es producto de sucesivas generalizaciones realizadas por Mandelbrot para
obtener modelos con caracteristicas comunes a otros conjuntos fractales; de aqui que
a cualquier funcion de esta familia se la conozca como funcién de Weierstrass, en ho-

nor del primero, o, reconociendo el papel del segundo, como funcién de Weierstrass-

:
DAYATA

Figura 3.4: f(t) = Asen(wt+¢) con A=2, w=3yp=71

—

I
—

En general, la funcién de Weierstrass se construye como una suma infinita de
ondas sinusoidales

f(t) = Asen(wt + @)

con frecuencias (angulares) crecientes y amplitudes decrecientes ?(figura 3.4).

3Una interpretacién de estos términos, podemos verla en el movimiento de una particula que
vibra respecto a su posicién de equilibrio (movimiento armonico simple). Este movimiento es

periddico, donde el periodo es el tiempo que tarda la particula en completar una vibracién, y en
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Comenzaremos viendo una primera version de la funcién de Weierstrass que tiene
todas las caracteristicas dimensionales de las diferentes versiones que de ella vamos
a estudiar. Esta funcién depende de dos parametros, Acon A > 1y sconl < s < 2,

y su construccion comienza tomando como base la funcién seno

fo(t) = sen(1)

de frecuencia wy = 1 y amplitud Ay = 1, a la que anadimos una funcién de frecuencia

wi =A>1,yamplitud 4; = \* 2 <1
fi(t) = X* Zsen( At).

En cada paso anadimos una funcién cuya frecuencia es una potencia de A, y
. . . s—2 .
cuya amplitud es la misma potencia de \*~, por tanto, la frecuencia es mayor que

la frecuencia anterior y la amplitud es menor que la amplitud anterior (figura 3.5):
fa(t) = A= gen (A7)

La suma de todas estas funciones periédicas da como resultado la funcién de

Weierstrass
o0
F(t) = A7 sen( Am2rt),
n=0
que es una funcién continua, ya que las sumas trigonométricas
k

hi(t) =) AL sen( Am2rt)

n=0

él, la posicién de la particula con respecto al tiempo viene descrita por la ecuacién
y(t) = Asen(wt + ),

que depende de tres pardmetros:
e La fase inicial o fase, ¢, que marca las condiciones iniciales (realmente la fase es wt + ¢).

e La frecuencia angular, w, que es 27 veces la frecuencia, f, o nimero de vibraciones por

unidad de tiempo, w = 27 f (a su vez, la frecuencia es el inverso del periodo, T' = % = 27’7)

e La amplitud, A, que es la maxima distancia de la particula a su posicién de equilibrio.
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Figura 3.5: fg(t) en [0,27] y hg(t) en [0,27] £ =0,...,4 (s = 1.5 A = 2).

convergen uniformemente, pues A2 < 1 (A > 1,1 < s < 2) y se verifica
o0 o0
Z )] = [AC 2 sen(A2mt)| < DAL
n=0 n=0

Una de las caracteristicas de este grafo, que también aparece en la mayoria de los
conjuntos fractales, es que sélo puede ser representado con una cierta aproximacion,
ya que la funcién estd definida mediante una suma infinita y el grafo que obtengamos
dependera del nimero de iteraciones, siempre finito, que realicemos en el proceso
de su construccion, proceso que puede interpretarse como el limite de sucesivas
aproximaciones prefractales, formadas por los grafos de las sumas h(t), y donde el

paso de un prefractal a otro es producto de la perturbacién aditiva fi(¢) (figura 3.5).

Como podemos ver en su definicién, la funcién de Weierstrass depende de dos
parametros, Ay s, y es el segundo el pardmetro que determina la dimensién del grafo
de la funcién, ya que, si A es lo suficientemente grande, este parametro, s, coincide
con la dimension de recuento por cajas de su grafo.

Aunque sélo vamos a considerar la dimension de recuento por cajas, queremos
comentar que la dimension de Hausdorff del grafo de la funcién de Weierstrass no

se ha obtenido todavia a pesar de que se cree que para la mayor parte de los valores
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de ) coincide con la dimensién de recuento por cajas *.

Teorema 3.3 Dada la funcion de Weierstrass

frteR e Y ATsen(\"t) € R,

n=0
conA>1yl<s<2.
Si A es lo suficientemente grande, el grafo de f (en un intervalo finito cualquiera)
verifica:

dimg grafo(f) = s.

Demostracién

e Veamos que dimg(F) < s:

Dado h: 0 < h < 1, sea N el entero tal que A=W+ < h < \~N:

[f(E+h) = F()] <

N 00
Z A2 sen( A" (t 4 h)) — sen( A"t)| + Z A2 sen( A" (t 4 h)) — sen( \"t)|

n=1 n=N-+1

aplicando el teorema del valor medio a la funcion seno en los primeros N términos

y tomando uno como cota para el seno en los restantes

N 00
[f(E+h) — f)] < DA+ 3 )l
n=1 n=N+1

Sumando estas series se tiene

h)\(s—l)N 2)\(5—2)(N+1)
— <
F+R) = FO] < T + 1

al ser A~V < B < AN ge tiene

[f(t+h) = f(t)] < ch®™

“De todas formas si se ha probado que existe una constante C' de tal forma que
s — % < dimgp graf(f) < s
con lo que para valores grandes de A la dimensién no puede ser mucho menor que el valor conje-

turado (Mauldin y Williams [56]).
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donde ¢ no depende de h.
Por el corolario 2.19 apartado 1 se tiene que dimg F' < s.
e Por ultimo, veamos que dimp(F) > s:
Suponiendo que A~(N*tD < b < \™N_andlogamente al punto anterior pero sepa-

rando el N-ésimo término, se tiene:

|f(t+h)— f(t) — )\(S’Q)N(sen( M (t+h)) —sen(AVt))] <

N-1 0
Z AE=2m sen( A" (t + h)) — sen( \"t)| + Z A2  sen( A" (¢ + h)) —sen( A\"t)| <
n=1 n=N+1

AG=2DN=s+1 o) (s=2)(N+1)
[ Y Gy v

Suponiendo que A es mayor que 2 y lo suficientemente grande para que esta

1

20)\(5*2)]\7 tenemos

ultima expresién sea menor que

1f(t+h) — F(t) = AE"N(sen( AN (t + h)) — sen(AN))| < ;—OMS—?)N,

Si para ¢ < A! tomamos N tal que A < § < A -Y como para cada t
podemos tomar h de forma que |(sen(AN(t + h)) — sen(AVt))] > & y se cumpla

ademds que AVt < b < AN se debe de verificar que

FlE+h) — F(t)] > - AE=2

20
y por tanto
£+ B) = F(O)] > 5o X200
Por el apartado 2 del corolario 2.19 se tiene que dimg F' > s. [ 3

Como consecuencia del corolario 2.19, la funcién de Weierstrass es continua en
todos los puntos y no es diferenciable en ninguno de ellos.

La no diferenciabilidad de esta funcién, y de cualquier funcién con dimension
mayor que uno, se debe a que hay puntos muy préximos donde la funcién toma
valores muy distintos.

Ademads, como las variaciones que experimentan los valores de una funcion entre
puntos préximos estan relacionadas con el valor de su dimension, cuanto mayor es

este valor, mds errdtico es el comportamiento de la funcién (figura 3.6).
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Figura 3.6: f paras=11,s=15ys=19 (A =2)

Si repetimos todo lo visto sustituyendo la funcién seno por la funcién coseno,

obtenemos una nueva funcion de Weierstrass
o0
g(t) = Z A=A cog(A™)
n=0

con las mismas caracteristicas (Figura 3.7).

B 4
4 4

2 z\M N// 2
A M L ,
2

Figura 3.7: gparas=1.1,s =15y s =19 (A =2)

3.2.2 Autoafinidad en la funcion de Welierstrass

Si extendemos la suma para los valores negativos de n, obtenemos una nueva
funcién de Weierstrass

Fty=>" At=Dmsen(Am2rt),

n—=—-—oo

donde los términos aniadidos dan lugar a una funcion diferenciable,

-1
r(t) = ) AT sen(Ar2rt).

n=—oo
Al ser diferenciable esta dltima funcion su grafo tiene dimensién de recuento por

cajas uno, como esta dimension es menor que la dimensién de recuento por cajas
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del grafo de la funcién original, la nueva funciéon de Weierstrass mantiene la misma
dimensién ° y lo que hacemos es reproducir el comportamiento dimensional de la
funcién de Weierstrass sobre el eje de tiempos, a lo largo de la funcién r(¢) (figura

3.8).

e o o o
R
e o o o

ERATFENL x I zn 1 I A
i " 2 i i n
, CITNa % , %

~

Figura 3.8: f(¢), r(t) y f(t) (s=15y A=2)

Se puede comprobar, sin mas que sustituir en la expresién de la funcién ¢ por At

y multiplicar el resultado por \*"2, que esta nueva funcién de Weierstrass verifica

F(£) = X2 F (M),

5571 EES

ol
—
M

=
n
s
=
r

-~

Figura 3.9: (¢, f(t)) t € [0,A™"]n=10,1,2 (s =18, A =2)

Esta propiedad es la que refleja las caracteristicas de escala del grafo de esta
funcién en torno al origen, ya que si disminuimos la escala en la que representamos
la funcién f(t) y la representamos en los intervalos [0,1], [0, A™'] v [0, A7?] (figuras
3.9), obtenemos la misma grafica, sé6lo que a distinta escala.

Aunque esto parece una muestra de autosemejanza tenemos que hablar de au-

toafinidad pues el factor en el que disminuye la escala es distinto en cada uno de los

®Dadas f,g : t € [0,1] = R continuas tales que dimp(grafo(f))# dimg(grafo(g)), se tiene que
dimg (grafo(f + ¢))= méax{dimg(grafo(f)), dimg(grafo(g))} Falconer [29] pg. 159.
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ejes: el factor de reduccién horizontal es % y el factor de reduccién vertical es \* 2.
Por otra parte, el grafo de la primera funcion de Weierstrass presenta una

propiedad de escala parecida, ya que de forma analoga se tiene:

)\S*Qf()\t) — Z )\(5*2)(”4“1) Sen( )\n+1t) = Z )\(572)71 Sen( )\nt)

n=0 n=1
con lo que f(t) y M 2f(\t) s6lo se diferencian en la funcién diferenciable sen(t).
Aunque la primera version de la funcion no sea autoafin, esta propiedad hace
que para el estudio de propiedades relacionadas con la dimension sea esta version la
que se utiliza.
En el caso de la funcién coseno, para obtener la versién autoafin de la funcién

de Weierstrass la idea es la misma: extender la suma a los valores negativos de n,

Z A2 og(A).

n=—oo
Sin embargo, aunque formalmente la funcion es autoafin, lo que se puede com-
probar analogamente al caso anterior, los términos anadidos son divergentes y para

obtener una serie convergente consideramos la expresion

o0

D AL — cos(A™)),

n=0
que tiene el mismo comportamiento dimensional que la funcién ¢(t), ya que sélo se
diferencia de ella en la constante ¢ = i =2,

Utilizando esta expresion, extende?r?oos la suma para los valores negativos de n y
obtenemos una nueva funcién de Weierstrass

0
g(t) = D A1 —cos(A\"1)),
n=—00

donde los términos aniadidos no sélo convergen, sino que dan lugar a una funciéon
diferenciable r(t), por lo que en este caso también reproducimos a lo largo de una

funcién diferenciable el comportamiento de la anterior funcién de Weierstrass, ya

que ambas versiones verifican la relacion

g(t) = c—g(t) +r(t),
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Figura 3.10: ¢(t), c —g(t), r(t) y g(¢t) (s =15y A = 2)

donde ¢ es una constante y r(t) es una funcién diferenciable (figura 3.10).
Asi, al ser diferenciable esta tultima funcién, la dimensién de recuento por cajas
del grafo de la funcién de Weierstrass g(t) sigue siendo sy, como era nuestro objetivo

al modificar la funcién g¢(t), el grafo de la funcién es autoafin
g(t) = NG (M),

lo que se puede comprobar andlogamente a los casos anteriores (figura 3.11).

. 6.96 6.06

ar e ga2lZs) W - 329)

Figura 3.11: (¢,9(¢)) t € [0,A™"] n=0,1,2 (s = 1.8, A = 2)

ol
—
M

=
n
s
=
r

Las funciones f y g reciben los nombres respectivos de funciones seno y coseno
de Weierstrass-Mandelbrot, pues son respectivamente las partes imaginaria y

real de la funcion:
W)=Y (1—eXMHAe2mn As1yl<s<?,

que es la funcién que realmente se conoce con el nombre de funcién de Weierstrass-

Mandelbrot :

6Un estudio de esta funcién se puede ver en Berry y Lewis [8].
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Ch(t) = Re [W(D)] = §(t) = 2 AE=2n(1 _ cos(Ant)),
Colt) = I [W(D)] = Fit) = 35 A= sen(A™).

El siguiente teorema resume las propiedades de estas funciones que acabamos de

ver:

Teorema 3.4

Las funciones de Weierstrass-Mandelbrot coseno y seno, Cy(t) y Co(t), verifican:
2. dimg grafo(C;) = s, si A es lo suficientemente grande. [ 3

En realidad no podemos hablar de la autoafinidad de esta funcién en un sentido
estricto, ya que la igualdad a distintas escalas solo aparece cuando el factor de
reduccion vertical es una potencia de A. Sin embargo, la primera propiedad nos va
a permitir extender el concepto de autoafinidad a un proceso estocastico y hablar

de autoafinidad estadistica en la siguiente seccion.

3.3 Autoafinidad estadistica

En esta secciéon vamos a extender el concepto de autoafinidad a un proceso
estocdstico, autoafinidad estadistica, para lo que definiremos un proceso estocdstico
autoafin, como un proceso donde al cambiar la escala temporal se obtiene un proceso

que soélo difiere del original en la escala espacial.

Por otra parte, al multiplicar esta funcién por el factor e®», con ¢, una fase arbitraria, se
obtiene una nueva version

W)= > (1—e? e At=2n  (A>1yl1<s<?2),

n=-—o0o

que se puede aleatorizar al elegir la fase inicial siguiendo la misma distribucién, normalmente
la distribucién uniforme en [0,27]; lo que se puede ver en Mandelbrot [51] pp. 542-543 o en
Mandelbrot [53] pp. 142-154.



3.3. AUTOAFINIDAD ESTADISTICA 109

Veremos ademas que en este caso, el cambio de escala espacial y el cambio de
escala temporal verifican una relacién de tipo exponencial, cuyo exponente recibe el
nombre de exponente de autoafinidad del proceso.

Para terminar la seccién analizaremos las caracteristicas fractales del movimiento
browniano y, en particular, veremos que es un proceso autoafin donde la dimension
de su grafo no es entera.

Esta dimension esta relacionada con el exponente de autoafinidad del proceso y
esta caracteristica se va a mantener en las generalizaciones del movimiento brow-
niano que vamos a considerar para modelizar la serie de cierres diarios del indice
Ibex35 (capitulo 5); generalizaciones que surgen al modificar las propiedades de sus

incrementos que lo definen: la independencia y la normalidad de la distribucion.

Preliminares

Antes de definir un proceso autoafin, vamos a ver una serie de conceptos relativos

a los procesos estocasticos que posteriormente vamos a necesitar.

Definicién de proceso estocastico

Definicién 3.1
Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias, { X, t € T},
parametrizadas por un conjunto de indices, T, definidas sobre un mismo espacio de

probabilidad, (0, F, P), y con el mismo espacio final 7. &

El espacio final de las variables aleatorias recibe el nombre de espacio de esta-
dos del proceso, nombre que se debe a la interpretacion de un proceso estocastico
como un proceso donde se pasa de un estado a otro a lo largo del tiempo, y en

nuestro caso va a ser siempre R (proceso estocastico real).

"Para garantizar la medibilidad de algunos conjuntos vamos a suponer que el espacio donde est4n
definidas las variables aleatorias es completo, donde un espacio de probabilidad completo es
un espacio de probabilidad en el que todo subconjunto de un conjunto de medida nula es medible,

VA€ F/P(A)=0 BCA=BeF (P(B)=0).
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El conjunto de parametros o indices, que se utiliza para representar el tiempo, en
nuestro caso va a ser RT = [0, +00) y el proceso toma valores en cualquier instante
de tiempo posterior al origen (procesos estocésticos en tiempo continuo) 8.

Para cada t perteneciente al conjunto de indices tenemos una variable aleatoria
Xi=Xt)=X(t,"):weQ— X(w) €R,
con lo que nos encontramos con una funcion de dos variables
X=X(,):(t,w) eT xQ— X(w) €R

y podemos interpretar el proceso como una variable aleatoria, X, que a cada w del

espacio muestral le hace corresponder una funcién muestral,
X(w)=X(,w):teT— X (w).

Esta funcion recibe el nombre de camino muestral o trayectoria del proceso

y su grafo,

{(t, Xi(w))/t € T},

el nombre de registro temporal del proceso.

Descripcién de un proceso estocastico

A la hora de describir un proceso estocdstico, en primer lugar nos fijamos en la
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X; para cada ¢, a continuacion
nos interesamos por las relaciones que existen entre los valores del proceso en dos
instantes distintos y consideramos las distribuciones conjuntas de cada dos variables
aleatorias Xy, Xy,.

En general, nos interesan las distribuciones conjuntas de las variables aleatorias

Xy, -y Xy, para cualquier conjunto finito de indices, ¢4, ..., t,,, que reciben el nombre

8En los procesos estocdsticos en tiempo discreto el conjunto de indices es Z* = 0,1,... y

el proceso no es mds que una sucesién de variables aleatorias {X,}n>0.
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de distribuciones finito dimensionales °.
Las distribuciones finito dimensionales del proceso estan plenamente determi-

nadas por las funciones de distribucion conjuntas,
Fiooa (w1, xn) = Pllw e Q) Xy, (w) < a1, ..., Xy, (w) < 2 )],
y determinan sus propiedades fundamentales, lo que nos lleva a definir:

Definicién 3.2 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad completo.
Dos proceso estocasticos { Xy, t € T} y {Y;,t € T} definidos sobre (2, F,P) son

iguales en distribucién,
d
{(Xp ={%1},

st todas sus distribuciones finito dimensionales son iguales. [

Sin embargo, dos procesos con las mismas distribuciones finito dimensionales no
tienen por que tener caminos muestrales con las mismas propiedades y necesitamos

un concepto mas fuerte de igualdad:

Definicién 3.3 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad completo.
Dos proceso estocdasticos { X, t € T} y {Y;,t € T} definidos sobre (Q, F,P) son

estocasticamente equivalentes,

{Xe} ~ {3},
st en cada instante son iguales con probabilidad uno
PX; =Y =Pl{we Q/ Xi(w) =Y (w)}]=1 VteT.

En este caso, diremos que {Y;,t € T} es una version de {X;,t € T'}. &

9Cuando la media y la varianza del proceso son finitas, muchas de las propiedades que interesan
del proceso se pueden describir mediante sus distribuciones bivariantes, por lo que para caracteri-
zarlos solo se consideran éstas, y se estudian a través de las medias, varianzas (de cada variable)
y covarianzas (de cada par de variables).

Estos procesos reciben el nombre de procesos estocasticos de segundo orden y para su
definicién formal se impone que

E[X] <400 VteT.
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De esta forma, aunque las distribuciones finito dimensionales no garantizan que
los caminos muestrales tengan una propiedad determinada, podemos centrarnos en
el estudio de las distribuciones finito dimensionales del proceso y plantearnos en su
momento si existe una versién que cumpla la propiedad deseada '°.

En particular para ver que existe una version del proceso cuyos caminos mues-
trales son continuos utilizaremos el test de continuidad de Kolmogorov:

Teorema 3.5 (Test de continuidad de Kolmogorov) !

Sean (Q, F,P) un espacio de probabilidad completo, {Xy,t € T} un proceso

estocastico real, definido sobre él, y'I" un intervalo compacto.

Si existen constantes a >0, >0 y C > 0 tales que
E{|Xesn — Xi[*] < CRMY,

el proceso tiene una version cuyos caminos muestrales son continuos en T (con

probabilidad uno). &

Algunas hipdétesis sobre un proceso estocastico

En general no es posible conseguir caminos muestrales continuos, pero si los
caminos muestrales no tienen discontinuidades esenciales y suponemos que el proceso
es estocasticamente continuo, podemos garantizar la existencia de una version del
proceso cuyos caminos muestrales son continuos a la derecha y tienen limites a la

izquierda (este tipo de funciones reciben el nombre de funciones cadlag del francés

10F] problema de si existe un proceso estocdstico con una coleccién de funciones de distribu-
cién conjuntas dadas, Fy, . (x1,...,,) (con variables reales, 1, ..., zn, € R y definidas para cada
subconjunto finito de indices {¢1,...t,} C T'), lo resuelve afirmativamente la construccién de Kol-
mogorov (Todorovic [70] pp. 7-8), siempre y cuando la colecciéon de funciones de distribucién
conjuntas verifique las siguientes condiciones de consistencia
o Iy e (@1, Tp) = Fiy oot (z1,...,x,) para toda permutacion {tg,,...tg, } de {t1,...t,}

o Fy (@1, xp) = lim Fo ot (@1, o, Tk, Thg1, ooy @) Ve 1 1 <k <nyVzp, ...,z € R

Th41yeTn—>00

Se puede ver, por ejemplo, en Todorovic [70] pg. 25
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“Continue & Droite, Limits & Gauche”) 2.

Definicién 3.4 Sea {X;,t € T'} un proceso estocdstico real.
El proceso es estocasticamente continuo, continuo en probabilidad, ent € T,

st cuando h tiende a 0, Xy converge en probabilidad a Xy, es decir,
Ve >0 lim P[| Xy — Xy > €] = 0. &
h—0

En toda esta seccién vamos a imponer que en el punto de partida del proceso,

instante ¢y = 0, el proceso tenga el valor cero, con probabilidad uno,
P[XOZO]:P[{MEQ Xo(W):O}]:l,

y diremos que el proceso comienza en el origen (casi seguro); en este caso
el proceso coincide con el incremento respecto al origen, lo que nos va a permitir
analizar el proceso estudiando sus incrementos.

Para eliminar los procesos que no son mas que una tendencia también vamos a

suponer que el proceso no es trivial.

Definicién 3.5 Sea {X;,t € T'} un proceso estocdstico real.
Diremos que el proceso es un proceso trivial (degenerado) si eziste v € R tal
que, con probabilidad uno

Otra de las hipdtesis que vamos a hacer es que la distribuciéon de cada incremento

solo depende de la longitud del intervalo de tiempo y no de su posicion.

Definicién 3.6 Sea {X;,t € T'} un proceso estocdstico real.
Diremos que el proceso es un proceso con incrementos estacionarios si para
cada conjunto finito y ordenado de indices {ty,...t,} CT, conty <t; <---<t,, la

distribucion conjunta de

Xto; th - Xto; th - Xt17 "'Jth - th717

12En un espacio de probabilidad completo, cuando los caminos muestrales no tienen discon-
tinuidades esenciales y el proceso es estocdsticamente continuo para cada t € T', existe una versién
del proceso donde los caminos muestrales son continuos a la derecha y tienen limites a la izquierda

(Todorovic [70] pp. 25-27.)
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no cambia al sustituir cada t; port; +h, con h >0:t;+h e T.

O equivalentemente, cuando el proceso comienza en el origen casi sequro, si
d
Xs—l—t_Xs:Xt Vsel. &

Junto al tipo de distribucion de los incrementos, la hipétesis fundamental en la
descripcion del proceso es la independencia o dependencia de dichos incrementos, ya
que, al contrario que cuando son independientes, cuando el proceso tiene incrementos
dependientes el pasado del proceso influye en su comportamiento futuro y los valores
del proceso en distintos instantes de tiempo estan relacionados.

En la definicion general de un proceso con incrementos independientes se impone
que los incrementos del proceso sean independientes del proceso, sin embargo, como
estamos considerando procesos que comienzan en el origen casi seguro, donde el

proceso es el incremento con respecto al origen, no es necesario incluirlo.

Definicién 3.7 Sea {X;,t € T'} un proceso estocdstico real.
Diremos que el proceso es un proceso con incrementos independientes si
para cada conjunto finito y ordenado de indices {t1,..t,} CTT, t; <ty < -+ < 1y,

son independientes las variables aleatorias
Xy — Xy, Xy — Xy s Xy, — Xy, &

En un proceso con incrementos independientes, para determinar sus distribu-
ciones finito dimensionales son necesarias las distribuciones unidimensionales tanto
de X;, para cada t € T', como de X;, — X;,, para cada t;,t9 € T" con t; < t9, sin
embargo, como estamos suponiendo que el proceso comienza en el origen y que los
incrementos son estacionarios, las distribuciones finito dimensionales quedan total-

mente determinadas por la distribucién unidimensional de X;, para cada t € T".

3.3.1 Procesos autoafines y exponente de autoafinidad

Las funciones de Weierstrass-Mandelbrot coseno y seno, C(t) y Cs(t), eran fun-

ciones autoafines pues se verifica

Ci(t) = X"C=9Cy (M), i=1,2
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con lo que al cambiar la escala temporal en el factor A y la escala espacial en un
factor A\~(2=%) la funcién que se obtiene es la misma, o visto de otra forma, al cambiar
la escala temporal en el factor A\ se obtiene una funcién que sélo difiere de la original
en un factor \? %,

Ci(\t) = M 5Ci(t) i =1,2.

En un proceso estocdstico aparece la caracteristica fractal de autoafinidad es-
tadistica si al cambiar la escala temporal en cualquier factor a > 0, el proceso que

se obtiene difiere del original en la escala espacial en un factor b > 0 (que depende

de a) 1

Definicién 3.8

Un proceso estocdstico {X;,t € T} es un proceso autoafin si

Va >0 3b>0 tal que { X} é{bXt}. &

Si suponemos que el proceso comienza en el origen (casi seguro), que es es-
tocdsticamente continuo (en ¢ para todo t € T) y que el proceso no es trivial, el
cambio de escala espacial, a, y el cambio de escala temporal, b, verifican una relacién

de tipo exponencial, b = a'l.

Teorema 3.6 * Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico autoafin, no trivial, esto-
casticamente continuo (en t ¥t € T') y que comienza en el origen (casi sequro).
Existe un unico H > 0, que recibe el nombre de exponente de autoafinidad

del proceso, tal que

{Xu} ={a X}, &

Si queremos explicitar el valor de H diremos que el proceso es H-autoafin,
en este caso, damos por supuesto que es un proceso estocdstico no trivial, es-

tocasticamente continuo (en ¢ Vt € T') y que comienza en el origen (casi seguro).

13Como los factores pueden ser distintos hemos preferido seguir a Mandelbrot y usar el término
de proceso autoafin (del inglés “self-affine process”), en vez del término proceso auto-semejante

(“del inglés self-similar process”) que aparece en la literatura especifica sobre el tema.

MLamperti [42]
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Cuando consideramos procesos con incrementos estacionarios, el exponente de
autoafinidad del proceso permite relacionar la distribucion del proceso en un instante

cualquiera t € T', con la distribucién del proceso en el instante ¢ = 1.

Teorema 3.7 Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico H-autoafin, H > 0, cuyos

mecrementos son estactonarios.
1. F[X;] = tHE[Xl].
2. Var|Xy] = t*" Var|X,] (D[X,] = t" D[X]).

3. Cov[X,, X;] = E[X,X{] — (st) B[X,]?
con B[X, X)) = 3(s*! + 2" — |s — t|*")E[X7).

Demostracién

Sin mas que sustituir @ por t y t por uno en la definicién de proceso autoafin
{x} ==X,
con lo que, por las propiedades de la esperanza,
E[X,]| = Et" X,] = t" B[ X]].

Las otras dos igualdades también son consecuencia de las propiedades de la es-
peranza, al expresar en funcién de ésta las varianzas y las covarianzas, en particular,
se expresa E[X,X;] como $(E[X?]+ E[X}] — E[(X, — X;)?]) y se utiliza que, al ser

. . . d
los incrementos estacionarios, Xy — X; = X,_y. &

De esta forma, la esperanza y varianza de un proceso autoafin van a ser finitas
siempre y cuando lo sean las de X, mas aun, cuando el proceso tiene esperanza
finita, el siguiente teorema garantiza que el exponente de autoafinidad del proceso

es menor o igual uno.

Teorema 3.8 ' Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico H-autoafin, H > 0, cuyos

mncrementos son estacionarios.

15Embrechts y Maejima [27]
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St E[|X1]] < 400 se tiene
0<HCLI.

Ademds,
1. si H =1 entonces el proceso es Xy = tX; (con probabilidad uno),

2. 510 < H <1 entonces E[X1] =0 (por tanto E[X; = 0]). L

Como vamos a suponer que el exponente de autoafinidad del proceso verifica
0 < H < 1, cuando el proceso tenga esperanza finita también tendra esperanza
nula.

Ademads, cuando suponemos que se verifica 0 < H < 1 en un proceso con varianza
finita, como también tiene esperanza finita, las relaciones de dependencia entre las

variables del teorema 3.7 se pueden expresar:

Corolario 3.9 Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico H-autoafin, 0 < H < 1,
cuyos incrementos son estacionarios.

Si el proceso tiene varianza finita, o* = E[X?] < 400 se verifica:
1. E[Xy]=0
2. Var[X,] = t*o2.

3. Cou[X,, Xy] = 3(s* + 2 — |s — t]*) 0. )

De esta forma, como en el caso gaussiano las distribuciones finito dimensionales
del proceso estan determinadas por su media y sus covarianzas, un proceso H-
autoafin gaussiano con H : 0 < H < 1 estd univocamente determinado por su
exponente de autoafinidad.

En la siguiente seccién vamos a ver un proceso autoafin donde la dimension del
grafo de sus caminos muestrales no es entera: el movimiento browniano. Como
este proceso es gaussiano con incrementos independientes, va a estar univocamente

determinado por su exponente de autoafinidad, que veremos que es %



118 CAPITULO 3. CARACTERISTICAS FRACTALES EN UN GRAFO
3.3.2 Movimiento browniano

El movimiento browniano se define como un proceso que comienza en el origen,
cuyos incrementos son independientes y estan idénticamente distribuidos segtin una

normal con media cero y varianza proporcional al incremento temporal:

Definicién 3.9 !¢
Un movimiento browniano, B M(del inglés Brownian Motion), es un proceso

estocdstico, {By}>o, verificando:
1. El proceso comienza en el origen casi sequro.
2. El proceso tiene incrementos independientes.
8. Vt>0,Yh>0 By — By ~N(0,0%h).

Para o =1 diremos que es un movimiento browniano estandar. &

Estas propiedades nos van a permitir generalizar el movimiento browniano a
los procesos estables, al mantener la independencia de estos incrementos y cambiar
la distribucién que siguen por una distribucién estable (esta distribucion a su vez
generaliza a la normal), y a los movimientos brownianos fraccionarios, manteniendo
la normalidad de la distribucion y suprimiendo la independencia de los incrementos.

Como los incrementos del proceso, By, — By, estan idénticamente distribuidos
segiin una normal con media cero y varianza proporcional al incremento temporal,
estos incrementos no dependen de ¢ y sélo dependen del incremento temporal i, con
lo que los incrementos del proceso son estacionarios.

Al comenzar el proceso en el origen y tener los incrementos estacionarios se tiene:

B; ~ N(0,0%), V¢ > 0.

16 a existencia de un proceso estocdstico que verifique estas propiedades se deduce al determinar
las distribuciones finito dimensionales del proceso y ver que se verifican las condiciones de con-
sistencia de Kolmogorov, para lo que se utiliza que el proceso tiene incrementos independientes,

Bi1h, — By, cuya distribucién viene dada por N'(0,02h) (Todorovic [70] pg. 63).
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En el siguiente teorema vamos a ver que los caminos muestrales de este proceso

son continuos (con probabilidad uno) 7.

Proposicién 3.10 Sea {B;}i>¢ un movimiento browniano.

El proceso tiene una version cuyos caminos muestrales son continuos (con pro-

babilidad uno).

Demostracién

Como By, — B; sigue una distribuciéon N (0, 02h) y los momentos de orden n
(n > 1) de una variable aleatoria, X, que sigue una distribucién normal, N (0, 0?),

son
(Qk)!a% n =2k
E[X"]={ 2"k N
0 n=2k-—-1

se tiene que

E[(Biyn — By)"] = B[(Biwn — By)'] = 30*h?

con lo que para o« = 4 y [ = 1 se verifica el test de continuidad de Kolmogorov
(Teorema 3.5) y podemos garantizar que el proceso tiene una versiéon cuyos caminos

muestrales son continuos (con probabilidad uno). L]
Si consideramos los incrementos correspondientes a intervalos de longitud entera,
{En}nZO con g, = Bn+1 - Bn; n > 07

tenemos una sucesion de variables aleatorias independientes con esperanza nula.
Esta tipo de sucesiones en general recibe el nombre de ruido blanco, en nuestro
caso, donde la distribucién es una normal, recibe el de ruido blanco gaussiano, que

se califica de estdndar si la varianza es unitaria.

7Por este motivo en la definicién de movimiento browniano se suele incluir que sus caminos
muestrales son continuos con probabilidad uno.

En este caso se puede suprimir la condicion de independencia de los incrementos, ya que, un
proceso estocdstico que comience en el origen (con probabilidad uno), que tenga incrementos nor-
malmente distribuidos, con media cero y varianza proporcional al incremento temporal, y cuyos
caminos muestrales sean continuos (con probabilidad uno) tiene que tener los incrementos inde-

pendientes (Falconer [29] pg. 238).
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Figura 3.12: Grafos de un movimiento browniano (en distintos intervalos)

Cuando consideramos un ruido blanco gaussiano estdndar, sus sumas acumuladas
permiten obtener una aproximacién al movimiento browniano que muestra que la
autoafinidad del proceso no es deterministica, ya que, cuando la representamos en
intervalos donde disminuye la escala temporal, los grafos tienen el mismo aspecto
pero no son exactamente iguales (figura 3.12).

La invarianza de la distribucién bajo un cambio adecuado de escala en el tiempo
y en el espacio, es la primera de las caracteristicas fractales de este proceso que hace
que lo podamos incluir dentro del marco de la Geometria Fractal.

En concreto, vamos a ver que el movimiento browniano es un proceso autoafin
con exponente de autoafinidad %, de esta forma, si cambiamos la escala temporal
en un factor a > 0 y la escala espacial en un factor a2 se obtiene un proceso

indistinguible del original.

Proposicién 3.11 Sean {B,};>¢ un movimiento browniano y a > 0:

d 1
Bat —— G2Bt

Demostracién

Para verlo solo hay que probar que a2 By, verifica la tltima de las propiedades de
la definicién, ya que las dos primeras se deducen inmediatamente de las correspon-
dientes para B;. Ademads, como B, sigue una distribucién normal, a_%Bat también
sigue una distribucién normal y basta ver que coinciden su media y varianza:

e Ela2By) = a 2 E[By] = 0
e E[(a™2By)?| = Ela 'B2] = a 'E[B%] = a ‘c%at = ot &



3.3. AUTOAFINIDAD ESTADISTICA 121

Para ver que el exponente de autoafinidad es unico, solo faltaria ver que el proceso
es estocdsticamente continuo; para lo que habria que ver que cuando h tiende a cero
el incremento By, — B; converge en probabilidad a cero; lo que se puede comprobar

. 7’ . . .7 N 2h
sin mds que ver que lo hace su distribucién, N (0, o%h).
Al estar incluido dentro de los procesos autoafines podemos determinar facilmente

las covarianzas entre los distintos instantes del proceso:
Corolario 3.12 Sea {B;}i>o un movimiento browniano
Couv(Bs, B;) = min{s, t}o”.

Demostracién

Como {B,}:>o es autoafin con exponente de autoafinidad § y E[B?] = 0? < +o0
el corolario 3.9 al teorema 3.7 nos da sus covarianzas:

Cov(B,, By) = 3(s +t — |s — t|)o* = min{s, t}o?. )

Como las distribuciones finito dimensionales de un proceso gaussiano estdan deter-
minadas por su media y sus covarianza, estas covarianzas caracterizaran al movimien-
to browniano y cualquier proceso gaussiano con media cero y covarianzas como las
del corolario anterior debe ser un movimiento browniano.

Junto a la autoafinidad estadistica del proceso, la dimension no entera de su
grafo es la otra caracteristica que permite incluir al movimiento browniano dentro
de la categoria de los procesos fractales y que ademas muestra que el movimiento
browniano, a pesar de que ser continuo, no es lo suficientemente regular como para

ser diferenciable.

Proposicién 3.13 % Sea {B;},>0 un movimiento browniano.
Con probabilidad uno el grafo {(t, B;)/t € [0,1]}, que recibe el nombre de registro
temporal del proceso, tiene dimension de recuento por cajas

1
d=2—-—.
2

18Una demostracién formal de este resultado, donde ademaés se ve que la dimensién de Hausdorff

coincide con la dimensién de recuento por cajas, se puede ver en Falconer [29] pp. 244-245.
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Demostracién (cilculo)

Al ser el grafo {(¢, B;), t € [0, 1]} continuo, podemos determinar su dimension de
recuento por cajas estimando el numero de cuadrados de la §-malla que intersecan

al grafo sobre cada subintervalo de longitud ¢ como

Nyl (14 0] ~ 21 (51 +i)d]

donde Ry[id, (1 +i)d] es el rango de la funcién en dicho intervalo.
El rango de la funcién en el intervalo se puede estimar como el valor esperado

del incremento absoluto de By,
Rylid, (1 + 4)0]~E[|Bu+iys — Bisll,

que a su vez es igual a E[|B;s|], con lo que el rango no depende del intervalo consi-

derado y lo podemos escribir como Ry[d], con
Ry[o] ~ E[|Bs]].

Para determinar el rango de la funcién en un intervalo de longitud 6, R¢[d],
podemos calcular directamente el valor esperado del incremento absoluto de B; en

el intervalo,

E[|Bs[) = EIN(0,0%)[] = |/ 206%,

o bien utilizar que el proceso es autoafin con exponente de autoafinidad %,
E[|Bs|]] = E[|62 Bi|] = 02 E[|By|], con E[|B,]] < +o0.

En ambos casos se tiene que el incremento absoluto de B; en el intervalo es

proporcional a 6%, con lo que tenemos
R;[6] o 67

Como en el intervalo [0, 1] hay § subintervalos de longitud d, el nimero total de

cuadrados de la d-malla que intersecan al grafo sobre el intervalo [0, 1] es

Bl) _ 5 2R[5] ~ 6 2E[|5]) ox § 267 =62,

1

S
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con lo que la dimensién de recuento por cajas es:

. log(Ns) 3

d=lim ———= = —.
-0 —log(d) 2 L
La estimacién del nimero de cuadrados de la d-malla que intersecan al grafo
sobre cada subintervalo de longitud 0 como el cociente entre el rango de la funcién
en dicho intervalo y ¢, cuyo papel en el cdlculo empirico de la dimensién veremos
en el siguiente capitulo, nos va a permitir el calculo de la dimensiéon de recuento
por cajas de las generalizaciones del movimiento browniano que vamos a considerar
para modelizar la serie de cierres diarios del indice Ibex35 en el capitulo 5: los
procesos estables donde los incrementos son independientes y la distribucién normal
se cambia por una distribucién estable (distribucién que a su vez generaliza a la
normal) y el movimiento browniano fraccionario, donde los incrementos si estdn

normalmente distribuidos pero no tienen por que ser independientes.

En ambos casos veremos que sus grafos tienen dimensién de recuento por cajas
d=2—-H (1<d<2),

donde H (0 < H < 1) es el exponente de autoafinidad del proceso. Como este
exponente corresponde a H = % para el movimiento browniano, hemos escrito la

dimensiéon de su grafo como 2 — %, en vez de decir que es 1.5.

Referencias

Para el estudio del papel de las funciones de interpolacion fractal en la interpo-
lacién de datos, ademds del articulo donde aparecen por primera vez, Barnsley [3],
y al igual que para muchos de los temas relacionados con los sistemas de funciones
iteradas, se puede utilizar como referencia Barnsley [4].

Otras versiones de la funcion de Weierstrass distintas a las que hemos analizado
aqui, se pueden ver en Mandelbrot [53].

Sobre procesos estocasticos, entre las referencias que pueden ser de utilidad

estan Todorovic [70], adecuada para una primera aproximacién formal, Brock y
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Malliaris [10], donde, al igual que en Shiryaev [68], aparecen muchas de sus aplica-
ciones a la Economia y, en el caso concreto de los procesos autoafines, Embrech y
Maejima [27].

Aunque el concepto de movimiento browniano aparece en todas las referencias
que acabamos de mencionar, la base fundamental del analisis de las caracteristicas
fractales del proceso se encuentra en Feder [34], Falconer [29] y, dentro de las obras

de Mandelbrot, en Mandelbrot [51] y Mandelbrot [53].



Capitulo 4

Calculo empirico de la dimension

En este capitulo vamos a abordar el calculo empirico de la dimensién, para lo
que utilizaremos la dimension de recuento por cajas, que es el concepto de dimension
adecuado para ello.

El método general para el cdlculo empirico de la dimensién de recuento por cajas
de un conjunto contenido en el plano, consiste en recubrir una representacion grafica
del conjunto por una d-malla y estudiar la evolucion del nimero de cajas que cortan
al grafo, cuando, dentro de un rango de escalas para ¢, disminuye el tamafio de las
cajas que forman la d-malla.

En el caso particular del grafo de una serie aparece la posibilidad de estimar
el nimero de cajas, que en una d-malla intersecan al grafo sobre cada uno de los
intervalos de longitud ¢, como la diferencia entre los valores maximos y minimos de
la serie sobre el intervalo dividida por 9.

Para ver la validez de esta estimacién, en la seccion 4.2 compararemos empiri-
camente el calculo directo del nimero de cajas que en la d-malla intersecan al grafo
de una serie sobre cada uno de estos intervalos con dicha estimacion, utilizando
distintas series temporales cuyos grafos tienen caracteristicas fractales y donde la
dimension tedrica se conoce.

En este analisis vamos a ver que calculo directo del nimero de cajas que cortan
al grafo de una serie no siempre es adecuado para obtener valores precisos de la

dimension, y que parte del problema se soluciona con la estimaciéon del nimero de

125



126 CAPITULO 4. CALCULO EMPIRICO DE LA DIMENSION

cajas que cortan al grafo utilizando el rango de la serie.

Asi, en primer lugar veremos que a medida que el valor de § se acerca a la
separacion existente entre los datos, el nimero de cajas obtenido por calculo directo
se aleja de los valores tedricos y se aproxima al nimero de datos, lo que no sucede
con los valores obtenidos mediante la estimacion del nimero de cajas basada en el

calculo del rango de la serie en cada intervalo.

Esto hace que el rango de escalas de § que podemos considerar al trabajar con
los valores calculados directamente, sea mas pequeno que el correspondiente a los

valores obtenidos mediante la estimacion a través del rango.

En la seccion 4.3 vamos a ver que si el lado de las cajas que utilizamos para
calcular la dimension de recuento por cajas, 9, es mayor que el incremento de la serie
en cada uno de los intervalos [id, (i+1)d] aparece una nueva dimensién: la dimensién
global del grafo. Esto hace que la dimension obtenida utilizando el numero de
cajas no vacias calculado directamente, dependa de la eleccién de las unidades.
Por el contrario, la dimensién obtenida utilizando el nimero de cajas estimado, es

independiente de esta eleccién.

4.1 Calculo empirico de la dimension de recuento

por cajas de un grafo

El procedimiento tipico para el calculo empirico de la dimension de recuento por
cajas de un conjunto contenido en el plano comienza por su representacion grafica
en un rectdngulo [a, b] X [¢, d] y se basa en la definicién de dimensién de recuento por
cajas que nos da la proposicion 2.11, por lo que una vez representado el conjunto
se consideran una serie de valores de ¢ y para cada uno de estos valores se divide el
rectangulo en cajas de lado ¢ formando una d-malla sobre la que se cuenta el niimero

de cajas que cortan al conjunto, N(J).

Si este conjunto tiene dimensién d, cuando ¢ tiende a cero, el ntimero de cajas
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de la d-malla que cortan al conjunto crece proporcionalmente a §—¢
N(0) ~ 7,
con lo que si tomamos logaritmos en la ecuacién anterior,
log N(§) = logc — dlog(d),

podemos estimar la dimensién de recuento por cajas del conjunto como la pendiente
de la recta de minimos cuadrados que aproxima a los pares (—log(d),log[N(d)])
formados con los valores obtenidos anteriormente.

Como la proposicion 2.17 nos garantiza que se pueden tomar sucesiones de la
forma J, = oF ¥ estamos considerando que el conjunto esta contenido dentro de un
rectangulo [a, b] X [¢, d], tomando C como la longitud del intervalo [a, b], los valores
de ¢ que utilizamos van a estar comprendidos dentro de un rango de escalas que
queda determinado al elegir unos valores minimos y maximos para k.

Como veremos cuando analicemos empiricamente el calculo de la dimensién de
recuento por cajas (seccion 4.2), la estimacion de la dimensién va a depender de la
eleccion del rango de escalas en el que nos movamos, por lo que este rango debe
incluir un numero suficiente de valores de § para estudiar como se comporta el

numero de cajas de la d-malla que cortan al conjunto cuando ¢ tiende a cero.

4.1.1 Calculo del namero de cajas

Cuando calculamos el nimero de cajas que cortan al conjunto utilizando la re-

1 puede producirse una pérdida de informacién

presentacion grafica de los datos
que afecte a la precisién en calculo del nimero de cajas que cortan al conjunto y a

la dimension que se obtiene. Como en nuestro estudio empirico los datos son listas

!Cuando hablamos de la representacién grafica de un conjunto, aunque se puede aplicar lo
dicho a su representacion sobre papel, nos referimos a la que se realiza en un ordenador utilizando
una matriz formada por ceros y unos, donde los unos corresponden a los “pixels” que forman el
conjunto representado, que es la que se usa en el algoritmo propuesto por Crownover en [19](pp.

119-122) para calcular de forma mecanica el nimero de cajas que cortan al conjunto.
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con pares de la forma (¢, x;), para minimizar esta pérdida de informacién, vamos a
trabajar directamente con las listas de puntos siguiendo el procedimiento descrito,

que recogemos en el algoritmo:

Algoritmo 4.1
ENTRADAS:
e Lista con el conjunto a estudiar: .
e Rango de escalas:  kpm vV Fmax-
PASOS:
Sean a,b,c y d las dimensiones de la 6—malla [a,b) X [c,d).

Desde k= kum
b—a
ok

Sean 0 = y N(0) = 0.

.
Desde i=0

Desde j =0
Si hay puntos en la caja
% la +1id,a+ (i +1)8) x [c+ jd,c+ (5 + 1)d)
Sea N(0)=N(0)+1
Hasta j = parte entera de d ; ¢
\ Hasta ¢ = parte entera de b g ¢
Hasta k£ = k4«
SALIDA:

e Pendiente cambiada de signo de la recta de minimos cuadrados de

(log[3], 1og[ N (8)]) con § = 2 i < F < i &

4.1.2 Estimacién del nimero de cajas

Al calcular de forma empirica la dimensién de recuento por cajas del grafo de
una serie temporal se recubre el grafo con una J-malla y se estudia la evolucion del
nimero de cajas que cortan al grafo cuando disminuye el tamafio de las cajas que

forman la d-malla.
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Cuando la serie temporal proviene de una funcién continua el nimero de cajas
que en la d-malla intersecan al grafo de la funcién sobre cada uno de los intervalos
[i0, (i +1)d] esta muy préximo al cociente entre el rango de la funcién en el intervalo
y ¢, (proposicién 2.18).

Si extendemos esta estimacion a todos los casos, y estimamos el nimero de cajas

no vacias sobre el intervalo [7, (i + 1)d] como

donde R;(d) es la diferencia entre los valores méximos y minimos de la serie sobre el
intervalo [id, (i 4+ 1)d], mediante esta estimacién se consideran como no vacias todas
las cajas que aparecen entre los valores maximo y minimo de la serie en cada uno
de los intervalos sobre los que se construye la malla, [id, (i + 1)d], por lo que serd
adecuada si efectivamente no aparecen cajas vacias, como sucede cuando la funcion
es continua, o si su nimero es despreciable frente al cociente entre el rango de la
funcion en el intervalo y 4.

Esta estimacion da lugar a una segunda version del algoritmo 4.1 sin mas que

modificar el cuerpo central (marcado con *):

Algoritmo 4.2 Modificacién algoritmo 4.1

Desde =0
Rf[ié, (i + 1)d]

)
b—a

* Sea N(6) =N(J)+

Hasta ¢ = parte entera de

[ )

En la seccién 4.2 vamos a comparar empiricamente esta estimacion con el cal-
culo directo del nimero de cajas no vacias utilizando series temporales generadas
por las funciones de interpolacién fractal (seccién 3.1), que nos permiten construir
series temporales fijando la dimensién de recuento por cajas a priori y donde, al
comparar los resultados que se obtienen mediante ambos métodos con los resulta-
dos que tedricamente se deben de obtener, vamos a ver cual es el procedimiento

adecuado para el célculo la dimension de recuento por cajas de una serie.
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4.1.3 Implementacion

En esta secciéon vamos a implementar en el entorno MATHEMATICA las fun-
ciones necesarias para el cdlculo empirico de la dimensién de recuento por cajas del
grafo de una serie temporal, utilizando tanto el calculo directo del nimero de cajas
que lo cortan como su estimacion.

En ambos casos, algoritmos 4.1 y 4.2, se recubre el grafo con una é-malla y se
estudia la evolucion del nimero de cajas que cortan al grafo cuando disminuye el
tamano de las cajas que forman la d-malla, por lo que para realizar los calculos
empiricos de la dimensién de recuento por cajas lo fundamental es obtener dicho
niumero de cajas dentro de un rango de escalas para ¢.

La lista con los valores de delta, para el rango de escalas comprendido entre

c c

Jimim Y gimax, rente al correspondiente nimero de cajas que cortan al grafo de la

serie “datos”, se obtiene a través de la funcion

ListaCajas[datos_,kmin_,kmax_,ver_]:
Block[{a = Min[First /@ datos], b = Max[First /@ datos],
¢ = Min[Last /@ datos], d = Max[Last /@ datos],
CC= b-a, 111={}, delta, lisdeltas},
lisdeltas=Table[CC/(2°k) ,{k,kmin,kmax}];
While[lisdeltas=!={},
delta=First[lisdeltas]; lisdeltas=Rest[lisdeltas];
111=Append[111,{delta,NumeroCajas[datos,delta,ver]}]];
111]1;

donde incluimos una variable “ver” que nos permite tratar los dos procedimientos
de forma conjunta y que toma el valor uno cuando se calcula el nimero de cajas
directamente y dos cuando se estima este nimero a través del rango de la serie.

El nicleo central del problema es el calculo del niumero de cajas de amplitud
0 correspondiente a los distintos valores de ¢ y se realiza al recorrer los intervalo
la+id,a+ (i + 1)0) y calcular el nimero de cajas no vacias de amplitud § que hay

sobre cada uno de ellos:
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NumeroCajas[1l_,delta_,ver_]:=
Block[{Ncajas=0, dd=delta,
Mx=IntegerPart[N[(b-a)/dd]], My=IntegerPart[N[(d-c)/dd]]l},
Do[Ncajas=Ncajas
+ NumeroCajasSobre[Select[1l,a+(i+1) dd>First[#1]>=a+i dd&],ver],
{1i,0,Mx}];

Ncajas]

El cédlculo del niumero de cajas de amplitud 6 que contienen puntos de [ sobre
cada intervalo [a+id, a+(i41)d) lo hace la funcién NumeroCajasSobre[1l,ver], que
es la que realmente tiene las dos versiones, pues es la parte donde hemos sustituido

el calculo directo por una estimacion:

NumeroCajasSobre[1l_,1]:=
Block[{Ncj=0,lista={}},
Do[lista=Select[11l,c+(j+1) dd>Last[#1]>=c+j dd&];
Ncj=Ncj+If[Length[lista]==0,0,1],
{j,0,My}]1;
Ncjl;

NumeroCajasSobre[1ll_,2]:=
(Max[Last /@ 11]- Min[Last /@ 11])/dd

Como la dimensién de recuento por cajas es la pendiente cambiada de signo de

la recta de regresion de los pares

log(9),10g(N(9))

podemos obtener la dimensién de recuento por cajas de la lista “datos”, para el

rango de escalas comprendido entre Zk% y ka%; como:

DimensionCajas[datos_,kmin_,kmax_,ver_]:=

-Pte[Map[Log,ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver]]]];

donde utilizamos como funciones auxiliares (definidas en el apéndice A seccién A.2):



132 CAPITULO 4. CALCULO EMPIRICO DE LA DIMENSION

- La funcion RectaReg[1,x] para el calculo de la recta de regresién de los puntos

en la lista 1.

- La funcion Pte[1] para el célculo de la pendiente de la recta de regresion de

los puntos en la lista 1.

Para comparar empiricamente la estimacion con el calculo directo del nimero
de cajas no vacias utilizaremos series temporales generadas por las funciones de
interpolacion fractal. Para obtener estas series usamos un conjunto de N puntos
no alineados e igualmente distribuidos sobre el eje temporal, datos y generamos los
valores de una funcién de interpolacion fractal que pase por lo datos y cuyo grafo
tenga la dimension de recuento por cajas requerida, Dim.

Para obtener los valores de esta funcién construimos, mediante cualquiera de los
algoritmos que vimos en la seccién 1.3, un sistema de funciones iteradas, donde, para
que la dimension de recuento por cajas del grafo sea Dim, imponemos que todos los
factores de escala verticales sean iguales a d = ND1m-2,

La funcién que calcula el cédigo de este sistema,
CalculaCodigo[datos, Dim],

la hemos definido en el apéndice A, seccién A.2, como un caso particular de la

funcién
CalculaCodigo[datos, factores],

que dado un conjunto de datos, datos, y fijados los factores de escala, factores,
calcula el codigo del sistema asociado a la funcién de interpolacion fractal para estos

datos y para los correspondientes factores de escala vertical.

4.2 Analisis empirico de la estimacién del nimero
de cajas a través del rango frente a su calculo
directo

Cuando calculamos el numero de cajas que cortan al grafo de la serie, no obtene-
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mos el nimero de cajas correspondiente al grafo del proceso que da lugar a la serie
bajo estudio, ya que, provenga o no de un proceso continuo, en esta serie temporal
siempre tendremos un conjunto discreto de datos, por lo que el célculo directo del
numero de cajas no vacias se convierte en una estimacion, estimacioén que empeora al
disminuir el tamano de las cajas que forman la malla y que no es lo suficientemente
adecuada para obtener valores precisos de la dimension.

En esta seccion, donde ademas determinaremos cual es el procedimiento adecua-
do para obtener la dimension de recuento por cajas de una serie, vamos comparar
empiricamente el calculo directo del nimero de cajas que cortan al grafo de la serie
sobre cada uno de los intervalos de longitud d, con la estimacién de este numero de

cajas como el cociente entre el rango de la serie en el intervalo y 4.

Funciones de interpolacion fractal

Un primer analisis lo vamos a realizar utilizando series temporales generadas por
las funciones de interpolacion fractal, ya que nos permiten construir series temporales
fijando la dimension de recuento por cajas a priori y comparar los resultados que se
obtienen mediante ambos métodos con los que tedricamente se deben obtener.

Para ello, vamos a aproximar la serie de cierres diarios del indice Ibex35 durante
la década de los noventa considerando como puntos de interpolacién los cierres

anuales de la serie (incluyendo como origen el tltimo valor de la década anterior).

500
500

1000 1000
=00 500 1000
_ 500
000 oon 000
500 500 500

1000 2000 3000 1000 2000 3000 ‘ 1000 2000 3000

Figura 4.1: Funciones de interpolacion fractal basadas en los cierres anuales del

Ibex35, con d = 1.25,1.50,1.75

Aunque el estudio empirico de la dimensién de recuento por cajas lo vamos a

realizar con distintas dimensiones tedricas para la serie temporal (figura 4.1), la
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comparacion detallada de las dos estimaciones la vamos a realizar sélo en el caso
s =1.5.

Como las funciones de interpolacion fractal se construyen como atractores de
un sistema de funciones iteradas, lo unico que tenemos que fijar son los factores de
escala vertical de las transformaciones que componen el sistema, ya que los otros

coeficientes quedan determinados por los puntos de interpolacién (teorema 3.1).

En nuestro caso, como los puntos de interpolacion estdn igualmente distribuidos,
para que la funcién de interpolacién tenga la dimension requerida tomamos todos
los factores de escala vertical iguales.

A continuacion construimos mediante el algoritmo deterministico una lista con
los puntos correspondientes al grafo de la funcién de interpolacién, para lo que debe-
mos fijar un nimero de iteraciones adecuado, ya que, como en todo conjunto fractal,
estos puntos son siempre aproximaciones del grafo de la funcién de interpolacion que
se obtiene en el limite.

En nuestro caso, como tenemos once cierres anuales, el sistema de funciones
iteradas esta formado por diez funciones y, por tanto, el nimero de puntos que
aparecen tras cada iteracion se multiplica por diez. De este modo, si tomamos como
conjunto de partida los cierres anuales, en la tercera iteracién tendremos una lista
formada por 11000 puntos (11 10%), que permite una buena aproximacion.

De esta forma, aunque la funcién que da lugar a la serie tiene como dimension
de recuento por cajas tedrica s = 1.5, la serie obtenida es discreta y el valor que
obtengamos de la dimensién sélo serd valido dentro de un rango de escalas adecuado
al nimero de elementos de la serie.

Para estudiar el comportamiento frente a ¢ del nimero de cajas de lado 0 que
se necesita para recubrir su grafo, la proposicién 2.17 nos garantiza que podemos
tomar los valores de d correspondientes a la sucesién o, = 2—61;, donde C es la longitud

del intervalo en el cual toma valores la funcién.

En una primera aproximacion consideramos que los valores de ¢ van desde un

primer valor §; = % = 36% = 1825 correspondiente a periodos de cinco afios (C' =

3650 es el numero de dias transcurridos entre los valores considerados), hasta un
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c

5t ~ 3.56 con k = 10, que corresponde a periodos cercanos a la semana.

valor 0, =

Una vez fijado el primer rango de escalas en el que se movera d, para cada uno de
los valores de d considerados calculamos el niumero de cajas de lado § que se necesita
para recubrir el grafo de la serie, tanto directamente como mediante la estimacion

a través del rango, tabla 4.1.

k 1 2 3 4 Y 6 7 8 9 10
O 1825 | 912 | 456 | 228 | 114 | 57 28 14 7 4
N (k) 8 20 | 58 | 155 | 419 | 1141 | 2843 | 5472 | 8007 | 9307
B0 7 16 | 51 | 139 | 388 | 1088 | 3112 | 8203 | 21309 | 55671

<

Tabla 4.1: Numero de cajas no vacias de lado o, = 5z

12 12
10 10

L Y A s I |
L Y A s I |

Figura 4.2: Logaritmos del ntiimero de cajas no vacias de lado § = 27*, calculados

directamente y estimados a través del rango, frente a k, con k£ =1, ..., 10

La dimension de recuento por cajas se obtiene como la pendiente de la recta de
regresion de los pares

(log 61, log Ng)

para los valores de 0 correspondientes a este rango de escalas, por lo que para ver
si el rango de escalas elegido es adecuado representamos estos pares junto a la recta
de regresién de los primeros valores en la figura 4.2 (figura donde hemos sustituido
log 5,;1 por k pues ambos son proporcionales).

Al analizar ambos graficos se observa que a partir de k& = 6 los logaritmos del
numero de cajas no vacias de lado 0 calculados directamente se desvian de la recta de

regresion correspondiente a los valores £ = 1, 2, 3 para alinearse casi horizontalmente
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(figura 4.2-a) y que esta desviacién no se produce con los valores correspondientes

a la estimacion a través del rango (figura 4.2-b).

Figura 4.3: Comparacién del nimero de cajas no vacias de lado § = 2% calculado

directamente y mediante su estimacion a través del rango (en logaritmos)

En la figura 4.3 podemos ver que el logaritmo del nimero de cajas se mantiene
cerca de la estimacién a través del rango sélo hasta £ = 6 y que a partir de k =7
se desvia para aproximarse asintéticamente al logaritmo del nimero de datos.

La desviacion de los logaritmos del numero de cajas no vacias calculados direc-
tamente se debe a que estamos trabajando con una serie discreta y entre los valores
extremos de la funcién en cada intervalo hay cajas vacias que, como la funcién es
continua, en realidad no deberian estarlo.

De esta forma, a medida que el valor de ¢ se acerca a la separacién existente
entre los datos, el nimero de cajas obtenido por célculo directo se aleja de los
valores tedricos y se aproxima al nimero de datos, que es el nimero méaximo de
cajas no vacias que podemos obtener.

Por el contrario, la estimacion del nimero de cajas basada en el calculo del rango
de la serie en cada intervalo si tiene en cuenta todas las cajas intermedias, estén o
no vacias, por lo que incluso para valores pequenos de ¢, su calculo esta cerca de los
valores tedricos; que tampoco alcanza, ya que en la serie tenemos un nimero finito
de valores de la funcion entre los que no tienen por que estar ni el minimo ni el
maximo.

Como consecuencia, cuando trabajamos con los valores calculados directamente,
hay que reducir el rango de escalas de ¢ a los valores comprendidos entre ¢; y g,

reducciéon que no es necesaria si trabajamos con los valores obtenidos mediante la
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estimacion a través del rango.

Aunque soélo es necesario reducir el rango de escalas cuando trabajamos con los
valores calculados directamente, lo que representa la primera de las ventajas de la
estimacion, para poder comparar los dos métodos en ambos casos vamos a obtener
los valores para la dimension de recuento por cajas dentro del rango de escalas

comprendidos entre 01 y .

g d
[ 6
4 4

2 2

Figura 4.4: Logaritmos del nimero de cajas no vacias de lado 6 = 27% frente a k,

k=1,...,6 y larecta de regresion correspondiente a estos valores

Dentro del rango de escalas comprendidos entre d; y dg obtenemos como valores

para la dimensién de recuento por cajas,
dy = 1.4429 (célculo directo) y dy = 1.47623 (estimacion).

Aunque estos valores parecen adaptarse bien a los valores del numero de cajas
obtenido en cada caso (figura 4.4), si consideramos los valores centrales del rango
de escalas, k = 2,3,5, y procedemos de forma analoga se obtienen dimensiones de

recuento por cajas distintas,
dy = 1.45848 y d, = 1.50725,

lo que hace que sea necesario admitir un cierto margen de error para poder hablar
de un valor de la dimension adecuado al rango de escalas en su conjunto.

Asi, para asignar a la serie una dimensién adecuada al rango de escalas en el
que nos movemos, vamos a obtener todos los valores de la dimensién que aparecen
al tomar los distintos valores minimos y maximos de k£ comprendidos en este rango,
imponiendo que su calculo comprenda un nimero minimo de puntos, que, al tener

solo seis puntos, en este caso va a ser de tres.
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Una vez obtenidos los distintos valores de la dimensién, que se obtienen de forma
analoga a los anteriores, tomamos como dimension su valor medio y consideramos
como error la desviacién absoluta media, d; = 1.44 + 0.01 y dy = 1.48 + 0.02, tabla
4.2.

Calculo directo de N (9) Estimacién de N (9)

Kmix 3 4 5 6 3 4 5 6
kmim =1 1.4290 | 1.4364 | 1.4376 | 1.4390 | 1.4244 | 1.4500 | 1.4615 | 1.4685
kmin = 1.4771 | 1.4585 | 1.4521 1.5302 | 1.5072 | 1.4988
kmin = 1.4264 | 1.4329 1.4641 | 1.4729
kmin = 4 1.4400 1.4846

Media 1.4429 1.4762
Desv. Media 0.0118 0.0232

Tabla 4.2: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de escalas comprendido entre

k=1y k=06 (dimension tedrica d = 1.5)

1.7 1.7
1.6 1.6
1.5 1.5

1.4 R L4f~"=777°7 ==z

1.3 . 1.3 N
1.2 b 1.2
1.1 1.1 ~

Figura 4.5: Dimensiones en el rango de escalas completo

Dentro del rango de escalas completo, aunque sabemos que no podemos utilizar el
calculo directo del niimero de cajas, procedemos de forma andloga al caso anterior y
representamos los valores de la dimension que se obtienen, figura 4.5, donde podemos
observar que los valores obtenidos mediante la estimaciéon a través del rango de la
serie, al contrario que los obtenidos mediante el cdlculo directo, se mantienen estables
hasta que el maximo del rango de escalas se acerca al final, figura 4.5-a, y que con

los mérgenes de error considerados también sucede lo mismo, figuras 4.5-b y 4.5-c.
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De esta forma, el valor obtenido para la dimensién mediante la estimacion

d = 1.48 £ 0.02,

es valido en un rango de escalas mas amplio y se aproxima bastante més al valor
tedrico de la dimensién que el obtenido mediante el calculo directo del nimero de

cajas.

Dimensién teérica | 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

Célculo directo | 1.16 | 1.21 | 1.26 | 1.33 | 1.44 | 1.51 | 1.57 | 1.62 | 1.65
Célculo estimado | 1.22 | 1.26 | 1.32 | 1.40 | 1.48 | 1.56 | 1.64 | 1.71 | 1.78

Tabla 4.3: Comparacion de las dimensiones obtenidas con las dimensiones teodricas

en el rango de escalas comprendido entre k =1y k=6

Repitiendo el proceso por ambos métodos con series de distintas dimensiones
tedricas, tabla 4.3, se observa que, salvo para d = 1.1 y d = 1.2, los valores obtenidos
para la dimensién de recuento por cajas mediante la estimacion del nimero de cajas
no vacias estan mas cerca de los valores tedricos que los correspondientes al calculo

directo del numero de cajas no vacias.

Funcion de Welerstrass
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Figura 4.6: 3.650 valores de la funcién de Weierstrass en el intervalo [0, 1] (s = 1.5)
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Para terminar esta seccion vamos a ver que los fenémenos que hemos observado
cuando calculdbamos la dimensiéon de una serie temporal generada por una fun-
cion de interpolacién fractal, se repiten al generar la serie mediante la funcion de
Weierstrass seno autoafin,

Ft) = i A2 gen (A1),

n—=-—oo

con A =4 y donde el nimero de términos a considerar (grado de aproximacién) va

a ser de ciento uno (n=50).

¢ Ademds, para determinar cual es el procedimiento adecuado para obtener la
dimensién de recuento por cajas de una serie temporal y ver como se utilizan las
funciones definidas en este trabajo (secciones 1.3.3 y 4.1.3), en este estudio vamos a
incluir como se realizan los calculos en el entorno MATHEMATICA 3.0 en separatas
senaladas con las marcas que abren y cierran este parrafo. &

En este estudio empirico vamos a ver el caso s = 1.5, que corresponde a la misma
dimensién que utilizamos en la secciéon anterior, considerando una serie temporal
con 3650 valores igualmente distribuidos en el intervalo [0, 1], nimero de valores que
corresponde al nimero de dias abarca el estudio del indice Ibex35 que abordaremos
en el siguiente capitulo (figura 4.6).

De esta forma, aunque la funcién que da lugar a la serie tiene como dimension
de recuento por cajas tedrica s = 1.5, la serie obtenida es discreta y el valor que
obtengamos de la dimensién sélo serd valido dentro de un rango de escalas adecuado

al numero de elementos de la serie.

¢ Este estudio lo vamos a realizar en el entorno de calculo MATHEMATICA 3.0
utilizando las funciones definidas en este trabajo, por lo que vamos a suponer que
estas funciones han sido cargadas previamente.

Para generar esta serie, LisFunWei, utilizamos una funciéon basada en la versién
de la funcion de Weierstrass considerada, FunWei [N, Dim], que construye una serie
temporal de longitud N y cuyo grafo tiene dimension de recuento por cajas Dim

(seccion A.2 del apéndice):

LisFunWei=FunWei[3650,1.5];
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¢
De manera analoga al caso anterior consideramos una primer rango de escalas,
C 1
donde § va desde un valor maximo ¢; = =3 = 0.5 hasta un valor minimo
C 1
0p = — = —— = 0.001 ara cada uno de los valores de ¢ considerados

calculamos el nimero de cajas de lado ¢ que se necesita para recubrir el grafo de la

serie tanto directamente como mediante la estimacién a través del rango, tabla 4.4.

¢ Estos valores los obtenemos en listas formadas por pares con los valores de d
utilizados frente al nimero de cajas de lado §, LisCajFunWeil y LisCajFunWei2, co-
rrespondientes respectivamente al calculo directo y la estimacion a través del rango,
utilizando la funcién ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver] con ver=1 para realizar
el calculo directo del nimero de cajas y ver=2 para su estimacion a través del rango

(seccién 4.1):

LisCajFunWei?=ListaCajas[LisFunWei,1,10,7]; o
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.510.25]0.125 | 0.062 | 0.031 | 0.016 | 0.008 | 0.004 | 0.002 | 0.001

N@g) | 7 19 49 126 | 325 | 839 | 1750 | 2784 | 3344 | 3566
R[ék] 3 15 39 107 | 289 | 815 | 2135 | 5698 | 13709 | 30844

Tabla 4.4: Numero de cajas no vacias de lado § = 2%

[T S R}
»
-]

Figura 4.7: Logaritmos del nimero de cajas no vacias de lado § = 27% calculados

directamente y estimados a través del rango, frente a k, con k =1,...,10

Al igual que sucedia con la serie generada mediante las funciones de interpo-

lacién fractal, cuando representamos los pares (logd !, log N5) para los valores de ¢
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correspondientes a este rango de escalas junto a la recta de regresion de los primeros
valores se observa que a partir de £ = 6 los logaritmos del nimero de cajas no vacias
de lado ¢, calculados directamente se desvian de la recta de regresion correspondien-
te a los valores & = 1, 2, 3 para aproximarse asintoticamente al logaritmo del nimero
de datos y que esta desviacién no se produce con los valores correspondientes a la
estimacion a través del rango (figura 4.7).

Para asignar a la serie una dimension, reducimos el rango de escalas de 0 a los
valores comprendidos entre §; = 271 = 0.5y g = 275 = 0.015625 y obtenemos todos
los valores de la dimensién que aparecen al tomar los distintos valores minimos y
maximos de k comprendidos en este rango, imponiendo que su calculo comprenda
un numero minimo de puntos, que, al tener solo seis puntos, en este caso va a ser
de tres.

Una vez obtenidos estos valores, tomamos como dimensién su valor medio y
consideramos como error la desviacion absoluta media, d; = 1.38 £ 0.01 y dy =

1.44 & 0.01, tabla 4.5.

¢ Aunque estas dimensiones se pueden obtener de forma directa utilizando la
funcién DimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver] (seccién 4.1), para no repetir los
calculos extraemos de la lista LisCajFunWei, formada por los valores de § y los
correspondientes numeros de cajas no vacias de tamano J, los valores correspon-
dientes al rango de escalas y calculamos la pendiente cambiada de signo de la recta
de regresién correspondiente (funcién definida en la seccién A.2 del apéndice).

La dimensién asociada a la serie dentro del rango de escalas es la media de estas

dimensiones y el error la desviacién absoluta media 2:

11=Table[-Pte[Take[Map[Log,LisCajFunWei?],{i,j}1],
{i,1,4},{j,i+2,6}]1;

11=Flatten[11];

dimm=Mean[11];

err=Mean [Map [Abs [#-dimm] &,11]];

2Esta forma de asociar una dimensién a una serie la vamos a implementar en apéndice A seccién

A2
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o
Calculo directo de N(0) Estimacién de N (9)
Fmix 3 4 5 6 3 4 5 6

kmin =1 | 1.4037 | 1.3877 | 1.3803 | 1.3765 | 1.4410 | 1.4384 | 1.4355 | 1.4432

Kmin = 1.3647 | 1.3651 | 1.3659 1.4118 | 1.4207 | 1.4375

kmin = 1.3648 | 1.3660 1.4417 | 1.4564

Fomin = 4 1.3676 1.4611
Media 1.3742 1.4387
Desv. Media 0.0102 0.0099

Tabla 4.5: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de escalas comprendido entre

k=1yk=6

1 ~ 1.3

Figura 4.8: Dimensiones en el rango de escalas completo

Dentro del rango de escalas completo, valores de ¢ que van desde §; = 2% = %

c _ 1

hasta 610 = 310 — 7024

~ 0.001, se observan los mismos fendmenos que en el caso
anterior, ya que tanto los valores obtenidos mediante la estimacion a través del rango
de la serie como los margenes de error considerados se mantienen estables hasta que
el maximo del rango de escalas se acerca al final y esto no sucede con los obtenidos
mediante en el cdlculo directo (figura 4.8).

De esta forma, al igual que sucedia con la serie generada mediante las funciones

de interpolacion fractal, el valor obtenido para la dimensién mediante la estimacion

es valido en un rango de escalas mas amplio

d=1.444+0.01.
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4.3 Dimensioén local y global

En esta seccién vamos a ver que si el lado de las cajas que utilizamos para calcular
la dimensién de recuento por cajas, 0, es mayor que el incremento de la serie en cada
uno de los intervalos [id, (i + 1)d] aparece una nueva dimensién: la dimensién global
del grafo.

Para ver esta dimension vamos a considerar una serie que aproxima a un movimien-
to browniano y que se obtiene como las sumas acumuladas de un ruido blanco gaus-
siano estandar, con lo que la serie parte del origen y sus incrementos siguen una
normal con media cero y varianza unitaria.

4

B0
2
40
0
20

-2

-4 1000 2000 3000 "W 100 2000 3000

Figura 4.9: Ruido blanco gaussiano estdndar y sus sumas acumuladas

Al igual que hicimos en la serie generada mediante la funcién de Weierstrass,
vamos a tomar el mismo nimero de incrementos que dias abarca el estudio del indice
Ibex35 que abordaremos en el siguiente capitulo: 3650 incrementos. Sin embargo, en
este caso vamos a considerar que, al igual que en el indice Ibex35, estos incrementos
corresponden a un intervalo de tiempo unitario, por lo que vamos a trabajar en el

intervalo [0, 3650] en vez de hacerlo en el intervalo [0, 1] (4.9).

k 1 2 3 4 Y 6 7 8 9 10
o 1825 | 912 | 456 | 228 | 114 57 28 14 7 4

N(9) 3 5 9 17 | 33 81 162 | 344 734 1479
ROl 1 0.07 | 0.17 | 0.48 | 1.54 | 4.54 | 12.56 | 33.89 | 88.04 | 216.01 | 466.59

Tabla 4.6: Numero de cajas de lado §

Procediendo de forma andloga a los casos anteriores, recubrimos el grafo de esta
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serie por d-mallas dentro de un primer rango de escalas, que va desde §; = % = 1825

hasta 6,0 = ;% = 3.5644 (C' = 3650 es la longitud del intervalo), y calculamos el

numero de cajas que cortan al grafo de la serie, tabla 4.6.

Figura 4.10: Dimensiones y margenes de error obtenidos en el rango de escalas

completo mediante el célculo directo del nimero de cajas

Si representamos los valores de la dimension y los correspondientes errores que
se obtienen para un valor minimo & = 3 y un valor méximo variable 3, figura 4.10,
podemos observar que estos valores estan mas cerca de una dimension d = 1 que de
la dimension tedrica de la serie, d = 1.5, (dentro del rango de escalas completo la
dimensién obtenida corresponde a una dimensién, d = 1.07 + 0.03).

Este hecho se debe a que el lado de las cajas que utilizamos para calcular la
dimensidn, ¢, es mayor que el incremento de la serie en cada intervalo [id, (i + 1)J],
con lo que en cada uno de estos intervalos basta con una caja para recubrir el grafo

de la serie y, al tener % intervalos, el numero total de cajas que se obtiene es

N(§)=1x

g X 6_1,
que corresponde a una dimension de recuento por cajas d = 1.

Este fenémeno aparece siempre que los valores de ¢ son grandes en comparacion

con el incremento de la serie en cada intervalo de longitud J, por lo que al calcular

3Para calcular estos valores procedemos de forma anéloga a los casos anteriores, para lo que
obtenemos todos los valores de la dimension que aparecen al tomar los distintos valores minimos
y maximos de k comprendidos en cada rango de escalas, imponiendo que su célculo comprenda un
nimero minimo de tres puntos, y tomamos como dimensién el valor medio y consideramos como

error la desviacion absoluta media.
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la dimensién de recuento por cajas considerando que § tiende a infinito, en vez de

considerar que ¢ tiende a cero, obtenemos como dimensién de recuento por cajas
dg =1,

y hablamos de la dimensién global del grafo cuando 0 tiende a infinito y de la
dimension local cuando ¢ tiende a cero.

De este modo, si las unidades en las que esta expresada la serie son pequenas en
comparacion con las unidades en las que medimos el tiempo, como sucede en nuestro
caso, al calcular la dimension de recuento por cajas se obtiene como dimension la
dimension global del grafo y no es posible apreciar su dimension local, ya que, aunque
tedricamente se obtendria la dimension local al hacer tender § a cero, los valores de §
que podemos utilizar en el cdlculo directo del nimero de cajas estan limitado por el
nimero de datos, como hemos visto en la seccion 4.2, y no podemos salir del rango
de escalas.

Para ver este fendémeno hemos cambiado las unidades de la serie con la que
estamos trabajando multiplicando por potencias de diez y calculado el nimero de
cajas no vacias en cada caso, junto a las dimensiones correspondientes, dentro del

rango de escalas que va desde 6; = € = 1825 hasta 0 = 2% = 57.03, tabla 4.7.

2
Unidades 0.1 Unidades 1 Unidades 10
1.6 1.6 1.6
1.4 1.4 1.4
1.2 1.2 I S st
it 1 I T
0.Blkas============== 0. flas=s===E======-— - 0.5
25 ¢l 3.5 4 4.5 5 5.5 & 25 .0 3.5 2 4.5 5 5.5 &b 25 ¢l 3.5 4 4.5 5 5.5 &
Unidades 100 Unidades 1000 ESTTMACTON
1.8 1.6 1.6 o
1.4} o=z === ====: l.4baemmssso-m——o_ __ Lafp=F=- - T T T
1.2 1.2 TreSITel 1.2
1 1 T T
0.8 0.8 0.8
25 [ 35 4 45 5 55 & 25 I 3.5 2 45 5 55 & 25 [ 35 4 45 5 55 &

Figura 4.11: Dimensiones y margenes de error en las distintas unidades

Los resultados obtenidos muestran que para calcular empiricamente la dimension

de una serie, utilizando el nimero de cajas no vacias que se obtiene directamente, la
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eleccién de las unidades es fundamental, ya que cuando cambiamos las unidades de la
serie, el numero de cajas calculado directamente es distinto dentro del mismo rango
de escalas y los valores de la dimension correspondientes oscilan entre la dimension
global, para unidades pequenas, y la dimensién local, para unidades grandes, donde
ademads estd el problema del limite del nimero de datos (figura 4.11).

Por el contrario, los valores del nimero de cajas estimados, como el cociente
del rango de la serie en el intervalo y la longitud del intervalo, mantienen la misma
estructura en todos los casos, ya que s6lo cambian las unidades, y, aunque difieren
de los calculados directamente, siempre dan lugar a la misma dimension, que corres-

ponde a la dimensién tedrica (dimensién local).

Calculo directo de N (6)

Unidades | N(01) | N(d3) | N(63) | N(d4) | N(05) N () Dim.
10! 3 Y 9 17 33 65 0.90 £ 0.04
10° 3 Y 9 17 33 81 0.93 £0.07
101 3 Y 13 32 76 188 1.24 £ 0.06
102 9 21 57 168 480 1155 1.45 4+ 0.04
103 70 173 469 1238 2293 3064 1.16 £0.18

Estimacién de N (9)

Unidades | N(d1) | N(d2) | N(d3) | N(0s) | N(05) N (d) Dim.
107! 0.0067 | 0.01686 | 0.04840 | 0.1538 | 0.4541 1.2556 || 1.54 £ 0.04
10° 0.0677 | 0.1686 | 0.4840 | 1.5379 | 4.5411 | 12.5560 || 1.54 £0.04
10! 0.6772 | 1.6858 | 4.8401 | 15.3794 | 45.4112 | 125.5597 || 1.54 £0.04
102 6.772 | 16.858 | 48.401 | 153.794 | 454.112 | 1255.597 || 1.54 £ 0.04
103 67.72 | 168.58 | 484.01 | 1537.94 | 4541.12 | 12555.97 || 1.54 £ 0.04

Tabla 4.7: Nimero de cajas de lado ¢ y dimension frente a unidades

Referencias

El uso del calculo empirico de la dimension de recuento por cajas en distintos
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contextos se puede ver en las obras de Mandelbrot, por ejemplo en Mandelbrot[51] y
Mandelbrot[53], o en Barnsley [4], donde se trata la relacién de los resultados con el
rango de escalas utilizado para su calculo, y otros métodos para su calculo en Feder

[34] y Vicsek [73], que son dos referencias en las que se trata la dimensién global de

un grafo autoafin.



Capitulo 5

Caracteristicas fractales en el

Ibex35

Comenzaremos este estudio analizando la autoafinidad estadistica de la serie de
cierres diarios del indice Ibex35 durante la década de los noventa (desde el dia 2-
01-1991 hasta el dia 29-12-2000), autoafinidad que se manifiesta tanto en su grafo
(registros temporales del indice) como en sus incrementos.

La autoafinidad de la serie hace que nos movamos dentro del marco de los pro-
cesos autoafines a la hora de describirla desde el punto de vista de la Geometria
Fractal y que podamos calcular empiricamente la dimensién de recuento por cajas
de sus registros temporales.

Como el valor obtenido para la dimensién de recuento por cajas de sus registros
temporales, aunque no es compatible con el valor que corresponderia al movimiento
browniano, no permite determinar que modelo es adecuado para describir el indice
Ibex35, continuaremos nuestro estudio empirico analizando otros motivos que hacen
que consideremos que el movimiento browniano no es el modelo més adecuado para
describir este indice: la no normalidad de la distribucion de los incrementos de la
serie y su dependencia.

En la seccion 5.3 veremos que la dependencia entre las distintas observaciones
de la serie no es compatible con el movimiento browniano clasico y si lo es con el

movimiento browniano fraccionario, donde la distribucion de los incrementos tam-

149
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bién es la distribucion normal pero los incrementos del proceso no tienen que ser
independientes.

En la seccion 5.4 veremos que en la distribucién empirica de los incrementos
logaritmicos de esta serie aparecen diferencias con la distribuciéon normal, que es la
distribucién que siguen los incrementos de un movimiento browniano, y que estas
diferencias son compatibles con un movimiento L-estable o proceso estable de Pareto-
Lévy, donde las distribuciones que siguen los incrementos son una generalizacion de
la normal que reciben el nombre de distribuciones estables.

Terminaremos cada una de las secciones, viendo que la correspondiente gene-
ralizacion del movimiento browniano clasico es un proceso autoafin, en el que la

dimension de su grafo esta relacionada con el exponente de autoafinidad del proceso.

12500 4.5
10000 9

7500 0.06
8.5 .06

5000 0.02
a 0.02

0.04
0.06
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o
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Figura 5.1: Series de cierres diarios del indice Ibex35 durante la década de los

noventa (en valores reales y logaritmos) y los incrementos logaritmicos de la serie

5.1 Autoafinidad en el Ibex35

La caracteristica fractal de autoafinidad estadistica dentro de una serie aparece
cuando reducimos la escala temporal para representar la serie en intervalos de tiempo
con una duracion cada menor y obtenemos grafos con una apariencia similar.

En la serie de cierres diarios del indice Ibex35, serie cuyo grafo aparece repre-
sentado en la figura 5.1-a, se manifiesta cuando, eliminando las escalas de los ejes,
mezclamos representaciones de la serie correspondientes a periodos de distinta du-

racion dentro de la década estudiada y no podemos distinguir por su apariencia a
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Figura 5.2: Series de cierres diarios correspondientes a distintos periodos de distinta

duracién dentro de la década de los noventa

que tipo de periodo corresponden (anos, semestres, cuatrimestres, etcétera), figura
5.2 1L,

A este respecto, como la dimensién de recuento por cajas aparece cuando re-
cubrimos el grafo de la serie con una d-malla y estudiamos la evoluciéon del niimero
de cajas no vacias al disminuir la longitud de los lados de la malla, la presencia
de autoafinidad estadistica en la serie es lo que hace que tenga sentido utilizar la
dimension de recuento por cajas para el analisis de su grafo.

De esta forma, cuando consideramos una caja de longitud ¢ en el eje de tiempos,
0 corresponde a la duracién del intervalo de tiempo en el que analizamos el grafo
de la serie y el niimero de cajas no vacias se convierte en una medida relativa de la
escala que debemos considerar en el eje de abscisas para que este grafo sea similar
al grafo de la serie en el intervalo completo.

Asi, cuando estimamos el numero de cajas no vacias sobre cada intervalo de
duracion ¢ como el cociente entre el rango de la funcién en el intervalo y ¢, estamos
estimando esta escala como el cociente entre la altura del grafo en el intervalo, rango
de la funcién, y la longitud de la base, §.

Como los modelos que se proponen para describir la evolucion de los precios de

!Los grafos corresponden a periodos con duraciones de 12, 9, 6, 3, 2, 4, 8 y 10 meses, respecti-

vamente (en todos los casos corresponden al décimo periodo de la década).
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una accién se basan en los logaritmos de estos precios, a la hora de tratar los incre-
mentos de la serie de cierres diarios del indice, vamos a considerar sus incrementos
logaritmicos.

Para analizar la distribucion de estos incrementos, que aparecen representados
en la figura 5.1-b, obtenemos su histograma de frecuencias relativas en el intervalo

[ — 30, + 30| (considerando como unidades un cuarto de la desviacién tipica

muestral ud = § = 0.00315307) y representamos a ambos lados de la gréfica sendas
barras con las colas acumuladas correspondientes a los valores que aparecen en los

intervalos (—oo, u — 30) y (p + 30, 4+00), figura 5.3-a.
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Figura 5.3: Histogramas de frecuencias relativas correspondientes a los incrementos
logaritmicos de la serie de cierres diarios, semanales y mensuales del Ibex35 durante

la década de los noventa

De manera analoga construimos los histogramas de frecuencias relativas corres-
pondientes a los cierres semanales y mensuales, figura 5.3 (en cada caso las unidades
son un cuarto de la desviacién tipica muestral).

Al analizar estos histogramas observamos que el tipo de distribucion es parecido,
lo que es una muestra de autoafinidad estadistica, ya que en un proceso autoafin
la distribucioén de los incrementos correspondientes a periodos de distinta duracion
debe mantenerse.

Esta muestra de autoafinidad estadistica hace que nos movamos dentro del marco
de los procesos autoafines a la hora de proponer alternativas al movimiento brow-
niano, que, como veremos en la siguiente seccién, no es compatible con la dimensién
del grafo de la serie de cierres diarios del indice Ibex35.

Antes de estudiar la dimensiéon del grafo de la serie de cierres diarios del indice
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Ibex35, queremos comentar que en el andlisis de la existencia de autoafinidad es-
tadistica hemos considerado las series de incrementos de los cierres semanales y
mensuales con los valores correspondientes a semanas y meses reales teniendo en
cuenta los dias en los que no ha habido actividad, por lo que para manejar las dis-
tintas series temporales ha sido necesario obtener previamente estos datos, obtencion
que no solo es bastante laboriosa cuando, como ha sido nuestro caso, tenemos las
fechas reales de estos cierres, sino que no es posible cuando sélo tenemos la serie
temporal de cierres diarios.

Por este motivo se suele considerar una tnica serie temporal, la serie de cierres
diarios, que se divide en distintos periodos sin tener en cuenta los dias en los que no
ha habido actividad, con lo que, por ejemplo, cada semana corresponde siempre a
cinco cierres, independientemente del dia al que correspondan los datos, lo que no
supone una gran diferencia, sobre todo cuando hay un gran nimero de datos (figura

5.4).
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Figura 5.4: Histogramas de frecuencias relativas correspondientes a los incrementos
logaritmicos de la serie de cierres semanales reales y de cinco en cinco dias, durante

la década de los noventa

5.2 Dimension en el Ibex35

En la seccion anterior hemos visto que el grafo de la serie de cierres diarios del
indice Ibex35 (durante la década de los 90) presenta autoafinidad estadistica y que
esto hace que tenga sentido estudiar su dimension de recuento por cajas.

En esta seccién vamos a ver que el valor de la dimensién de recuento por cajas



154 CAPITULO 5. CARACTERISTICAS FRACTALES EN EL IBEX35

de este grafo, que se obtiene al estudiar el comportamiento frente a ¢ del nimero de
cajas de lado & que aparecen como no vacias en un recubrimiento por una J-malla,
no es compatible con la hipétesis de que la serie bajo analisis sigue un movimiento
browniano.

En el capitulo anterior vimos que el nimero de cajas de lado § que aparecen
como no vacias en un recubrimiento por una d-malla se puede calcular directamente
(algoritmo 4.1) o mediante la estimacién del nimero de cajas de lado 0 que se
necesita para recubrir su grafo en cada intervalo de longitud ¢ como el cociente
entre el rango de la funcién en este intervalo y ¢ (algoritmo 4.2).

En ambos casos, se considera la serie formada por los pares (dia, cierre) y se
calcula el numero de cajas de lado d necesarios para recubrir el grafo teniendo en
cuenta que la proposicién 2.17 nos garantiza que podemos tomar los valores de ¢

C

correspondientes a una sucesion de la forma 0, = o

En nuestro caso tomamos como C' el nimero de dias que abarca nuestro estudio,

C = 3649, y para una primera aproximacién consideramos que los valores de ¢ van a

ir desde un primer valor §; = %, que corresponde a periodos de cinco anos, hasta un

valor 09 = 2%, que corresponde a periodos de aproximadamente una semana (tabla

5.1).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

§ | 1824.5 | 912.25 | 456.12 | 228.06 | 114.03 | 57.02 | 28.51 | 14.25 | 7.13
N@©G)| 9 21 49 129 | 315 | 687 | 1252 | 1817 | 2240
K9] 6 16 11 112 | 292 | 748 | 1958 | 4905 | 11256

0

Tabla 5.1: Nimero de cajas de lado ¢

We o N oW

Figura 5.5: Logaritmo del nimero de cajas de lado ¢ frente a k
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La dimension de recuento por cajas se obtiene como la pendiente de la recta de
regresion de los pares

(log 6!, log Ng)

para los valores de 0 correspondientes a este rango de escalas, por lo que para ver
si el rango de escalas elegido es adecuado representamos estos pares junto a la recta
de regresién de los primeros valores en la figura 5.5 (figura donde hemos sustituido
log 5,;1 por k pues ambos son proporcionales).

En esta figura observamos que los valores del logaritmo del nimero de cajas de
lado ¢ se distribuyen a lo largo de una recta y comienzan a desviarse de ella en
los 1ltimos valores (trazo continuo), desviacién que no se produce con los valores
correspondientes a la estimacién a través del rango (trazo discontinuo).

En el primer caso la desviaciéon era de esperar ya que, como vimos en el capitulo
anterior, cuando el valor de ¢ se va aproximando a la unidad de medida el nimero de
cajas no vacias se mantiene proximo al nimero de datos, que es el nimero maximo
de cajas no vacias que podemos obtener.

Por este motivo para el numero de cajas no vacias calculado directamente vamos

a considerar como valor minimo de ¢ el correspondiente a un valor maximo de k£ = 6.

LT R T =

e T S
I S R I o

Figura 5.6: Ajuste de la dimensién obtenida para un valor minimo k£ = 1 y valores

maximos k = 4,5,6

Como vimos en el capitulo anterior, si consideramos distintos valores minimos y
maximos para k, tabla 5.2, los valores de la dimensién obtenidos, son cada uno de
ellos adecuados al correspondiente rango de escalas (figura 5.6) y para hablar de un
valor global de la dimensién tenemos que admitir un cierto margen de error.

De esta forma, para asignar a la serie una dimension adecuada al rango de escalas

en el que nos movemos, consideramos los valores de la dimensién que aparecen al
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Calculo directo de N (6) Estimacion de N (9)

Kmax 3 4 5 6 3 4 5 6
kmin =1 1.2224 | 1.2746 | 1.2877 | 1.2682 | 1.3766 | 1.3893 | 1.3899 | 1.3852
kmm = 2 1.3094 | 1.3117 | 1.2748 1.3840 | 1.3876 | 1.3820
kmm = 3 1.3422 | 1.2716 1.4062 | 1.3884
kmm =4 1.2065 1.3678

Media 1.2769 1.3857
Desv. Media 0.0287 0.0066

Tabla 5.2: Distintas dimensiones obtenidas en el rango de escalas comprendido entre

k=1yk=6

tomar los distintos valores minimos y maximos de k cuyo calculo comprenda un
minimo de tres puntos, tomamos como dimension su valor medio y como error la
desviacién absoluta media

d =1.2769 £ 0.0287.

De forma andaloga al caso anterior y considerando el mismo rango de escalas,
correspondiente a un valor maximo de k = 6, para el nimero de cajas no vacias

estimado a través del rango se obtiene como dimensiéon

d = 1.3857 £ 0.0066.

Si dentro del rango de escalas completo consideramos valores crecientes para el
maximo valor de k y procedemos de forma andloga obtenemos distintos valores de

la dimensién.

1.5 -]

1.4
1.3 -

1.2 .

N ~
1.1 o 1 DU

Figura 5.7: Dimensiones en el rango de escalas completo
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Como al representar los valores correspondientes al nimero de cajas calculado
directamente frente al nimero de cajas estimado, figura 5.7 izquierda, se observa que
los valores obtenidos mediante la estimacién a través del rango se mantienen estables
hasta que el maximo del rango de escalas se acerca al final (trazo continuo) y que esto
no sucede con los que se obtienen mediante el cédlculo directo (trazo discontinuo),
para obtener un valor de la dimension valido en todo el rango de escalas tomamos
como dimensién el valor correspondiente al nimero de cajas obtenidos mediante la
estimacién, donde ademds los mérgenes de error se mantienen estables (figura 5.7
derecha),

d = 1.3663 £ 0.0202.

Este valor de la dimensién, al igual que el resto de valores obtenidos, es inferior
al correspondiente al grafo de un movimiento browniano.

En las siguientes secciones vamos a ver que esta diferencia puede deberse a dos
causas: la no normalidad de la distribuciéon de los incrementos de la serie y su

dependencia.

5.3 Dependencia en el Ibex35

En esta seccion vamos a ver que en la serie de cierres diarios del indice Ibex35
durante la década de los noventa, hay dependencia entre las distintas observaciones
del proceso y que esta dependencia no casa con el modelo de movimiento browniano,
pero si lo hace con una generalizacién suya: el movimiento browniano fraccionario,
donde la distribucion de los incrementos también es la distribucién normal pero los
incrementos del proceso no tienen que ser independientes.

Para estudiar la dependencia en la serie de cierres diarios del indice Ibex35
durante la década de los noventa obtenemos los primeros cien valores de la funcion
de autocorrelacién empirica, p(k), que, aunque son pequenos, entendemos son signi-
ficativamente distintos de cero, ya que, partiendo de un primer valor p(1) = 0.091,
para retardos de todos los 6rdenes aparecen valores superiores a su mitad en modulo,

figura 5.8-a.
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20 40 a0 [=1u] 10C

Figura 5.8: Autocorrelaciones empiricas de los incrementos logaritmicos de los cie-

rres diarios del Ibex35 durante la década de los noventa

Estos valores de la funciéon de autocorrelacion empirica parecen indicar que la
dependencia de esta serie no llega a desaparecer, mas ain cuando se observa que la
suma de sus valores absolutos, aunque lentamente, diverge, figura 5.8-b.

Esta presencia de dependencia en la serie de cierres diarios del Ibex35 durante
la década de los noventa no es compatible con el movimiento browniano clasico y si

con el movimiento browniano fraccionario que veremos a continuacion.

5.3.1 Movimiento browniano fraccionario

El movimiento browniano fraccionario es la generalizacién del movimiento brow-
niano, al que a partir de ahora calificaremos como clasico, obtenida cuando man-
tenemos la normalidad de los incrementos y suprimimos su independencia.

Aunque en el movimiento browniano fraccionario la distribucién de los incre-
mentos también es la distribuciéon normal, la varianza en vez de ser proporcional
al incremento temporal, h, lo es a una potencia suya, h?", donde el exponente H,
0 < H < 1, recibe el nombre de indice del proceso y cuando toma el valor % hace
que el proceso coincida con el movimiento browniano clasico, unico caso donde los
incrementos van a ser independientes.

Asi, para definir el movimiento browniano fraccionario suprimimos la indepen-
dencia de los incrementos del proceso e imponemos que su distribucién sea normal

con media cero y varianza proporcional a h?#, donde h es el incremento temporal.
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Definicién 5.1
Un movimiento browniano fraccionario de indice H, 0 < H < 1, es un proceso

estocdstico { B{' }i>0, que notaremos {Bt}tZ(); verificando:
1. El proceso comienza en el origen casi sequro.
2.Vt >0Yh>0 By — By~ N(0,02h2H).
Diremos que es un movimiento browniano fraccionario estandar si o = 1. &

La distribucién de los incrementos del proceso, B,., — By, al igual que en el
movimiento browniano cldsico, no depende de ¢ y solo depende del incremento tem-
poral h, con lo que los incrementos del proceso son estacionarios y, al comenzar el

proceso en el origen, se tiene:
By, ~ N(0,02h2), vt > 0.

En la siguiente proposicion vamos a ver que, al igual que en el movimiento brow-
niano clasico, los caminos muestrales de este proceso son continuos (con probabilidad
uno), motivo por el cual en la definicién de movimiento browniano fraccionario se

suele incluir que sus caminos muestrales son continuos con probabilidad uno:

Proposicién 5.1 Sea {B;};>¢ un movimiento browniano fraccionario.
El proceso tiene una version cuyos caminos muestrales son continuos (con pro-

babilidad uno).

Demostracién

Si consideramos un entero positivo k tal que 0 < ﬁ < H, como §t+h — Et sigue
una distribucién N(0, 02h*), se tiene
n D \2k (2k)! 2k 2Hk
E[(Biwn — B)™] = Srr O
y, andlogamente al movimiento browniano clasico, podemos aplicar el test de con-
tinuidad de Kolmogorov (teorema 3.5), para @ = 2k y f = 2kH — 1, con lo que
podemos garantizar que el proceso tiene una version cuyos caminos muestrales son

continuos (con probabilidad uno). L
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La caracteristica fractal de invarianza de la distribucion, bajo un cambio adecua-
do de escala en el tiempo y en el espacio, hace que podamos incluir al movimiento
browniano fraccionario dentro de los procesos autoafines, generalizando el resultado

obtenido para el movimiento browniano clasico.

Proposicién 5.2 Sean {B,};>¢ un movimiento browniano fraccionario de indice H

ya>0.

Es decir, el movimiento browniano fraccionario es un proceso autoafin con erpo-

nente de autoafinidad H.

Demostracién

~

Anélogamente al movimiento browniano, para ver esto basta ver que a~ B,
verifica la dltima de las propiedades de la definicion, para lo que, a su vez, basta ver
que coinciden su media y varianza:

e Ela "Byl =a " E[By] =0
o E[(a B,)?| = Ela 2 B2] = a 2 E[B%| = a ?20%(at)?" = o*t?H &

Por ser un proceso autoafin con exponente de autoafinidad H, 0 < H < 1, y tener
varianza finita, E[B2 = 0? < +o0, las covarianzas entre los distintos instantes del
proceso estan determinadas por su exponente de autoafinidad y coinciden con las de
cualquier otro proceso autoafin con varianza finita y exponente de autoafinidad H,
con lo que todo proceso autoafin gaussiano tiene que ser un movimiento browniano
fraccionario.

Ademas, como las distribuciones finito dimensionales de un proceso gaussiano
estan determinadas por su media y sus covarianzas, cualquier proceso gaussiano con
media cero y covarianzas como las de un movimiento browniano fraccionario tiene
que ser un movimiento browniano fraccionario, por lo que a veces se definen los

movimientos brownianos fraccionarios a través de estas covarianzas.

Corolario 5.3 Sea {B;};>0 un movimiento browniano fraccionario de indice H.

~ =~ 1
Cov(Bs, By) = E(SQH + 127 s — ) o?.
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Demostracién

Analogamente al movimiento browniano, las covarianzas del proceso se obtienen

directamente del corolario 3.9 al teorema 3.7. &

Estas covarianzas nos van a permitir analizar la dependencia, o independencia, de
los incrementos del proceso, para lo que vamos a consider dos intervalos consecutivos,

[0,%] y [t,t + k], junto con los correspondientes incrementos, B, — EO, EHh ~ B,
Proposicion 5.4 Sea {Et}tzo un movimiento browniano fraccionario de indice H.

COV[(_/B\t — Eo), (§t+h — Et)] — |:(t + h)ZH o tZH o hZH:| 0_2‘

DN =

Demostracién

Si escribimos
Cov[(B, = Bo), (Biwn — By)] = E[(By — By) (Byyn — By,
al desarrollar el producto esta expresion queda
Cov[By, B, s] — Cov[B,, B, — Cov|[By, Byn] + Cov[By, B, + h)
y s6lo queda sustituir las covarianzas por el valor que nos da el corolario 5.3. [

Estas covarianzas sélo valen cero cuando H esigual a %, por lo que el movimiento
browniano clasico es el unico movimiento browniano fraccionario donde los incre-
mentos son independientes.

En el resto de los casos, los incrementos son dependientes y el tipo de depen-
dencia que presentan se puede clasificar dependiendo del signo de estas covarianzas

en persistencia cuando son positivas, H > =, y en anti-persistencia cuando son

1
2
negativas, H < %

Para poner de manifiesto esta dependencia, en contraposicién a un camino
aleatorio donde los incrementos son independientes, a veces hablaremos de camino

aleatorio sesgado.

L« H <1, los

En un movimiento browniano fraccionario persistente, ;

incrementos correspondientes a los intervalos [0,t] y [t, ¢+ h| tienden a ser del mismo
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signo, con lo que si Bt ha crecido en el intervalo [0, ¢] tiende a aumentar en el intervalo
[t,t + h], 0 a disminuir si ha decrecido en el otro.

En un movimiento browniano fraccionario anti-persistente, 0 < H < %,
los incrementos correspondientes a los intervalos [0,¢] y [t,¢ + h| tienden a ser de
distinto signo y si §t ha crecido en el intervalo [0, ¢] tiende a disminuir en el intervalo
[t,t + h], 0 a aumentar si ha decrecido en el otro.

Para ver con mas detalle este tipo de dependencia, vamos a considerar los incre-

mentos correspondientes a intervalos de longitud entera, {&, },>o,

é\n - B\n+1 - En: n > 07
incrementos que como en el tnico caso donde son independientes, movimiento brow-
niano clasico, forman un ruido blanco, en el resto de los casos reciben nombres del
mismo tipo, ruido negro (del inglés “black noise”) en el movimiento browniano
persistente y ruido rosa (del inglés “pink noise”) en el antipersistente.
La funcién de autocorrelaciéon de los incrementos &, y &, se puede obtener

facilmente escribiendo la covarianza andlogamente al caso anterior y es

~ Cov(&,, Engr)

plh) = =)

1
B 5 [(k+1)* + (k— 1) —2k2"]

que cuando k tiende a infinito se comporta como
p(k) ~ H(2H — l)k_z(l_H) (k — +00).

De esta forma, al ser 1 — H > 0, la funciéon de autocorrelacion decrece hiperbo-
licamente cuando k tiende a infinito y la dependencia no llega a desaparecer, salvo
en los ruidos blancos, donde los incrementos son independientes.

A este respecto, cuando en un proceso la dependencia se mantiene de forma que

o0

S 1p(k)] = +oo,

k=0
nos encontramos con un tipo de dependencia que recibe el nombre de dependencia
de largo recorrido (del inglés “long-range dependence”), y que, al sumar la serie,

aparece en los ruidos negros (movimiento browniano persistente), cuya correlacién es
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positiva, pero no en los ruidos rosas (movimiento browniano antipersistente), donde
la correlaciéon es negativa.

Este es el tipo de dependencia que presentaba la serie de cierres diarios del
Ibex35 durante la década de los noventa, por tanto, aunque no es compatible con
el movimiento browniano clasico, si lo es con el movimiento browniano fraccionario
persistente.

Para ver si la dimension del grafo de la serie es compatible con este proceso,
vamos a determinar esta dimension utilizando el mismo procedimiento que en el

movimiento browniano clasico 2.

Proposicion 5.5 Sea {Et}tZO un movimiento browniano fraccionario de indice H.
El grafo en el intervalo [0,1], {(t, By)/t € [0,1]}, con probabilidad uno, tiene

dimension de recuento por cajas
d=2—-H (1<d<?2).

Demostracién (cdlculo)

Para determinar la dimensién de recuento por cajas de este grafo, al igual que
en el movimiento browniano clasico, vamos a calcular el nimero de cuadrados de
una d-malla que intersecan al grafo sobre el intervalo [0, 1], estimando el rango de la
funcién en un intervalo de longitud 0 como el valor esperado del incremento absoluto
de Et en este intervalo.

Como los incrementos del proceso son estacionarios y el proceso comienza en
el origen, este valor es igual al valor esperado del incremento absoluto de Bt en el
intervalo [0, 8], E[|B;|], con lo que el rango de la funcién en un intervalo de longitud

d no depende del intervalo considerado y podemos escribirlo como R¢[d] con
Ry[0] ~ E[|Bs]]-

Asi, como el nimero de cuadrados de la 6-malla que intersecan al grafo sobre un

intervalo de longitud ¢ se puede estimar dividiendo por ¢ el rango de la funcién en

2Una demostracién formal de este resultado, donde ademés se ve que la dimensién de recuento

por cajas coincide con la dimensién de Hausdorff, se puede encontrar en Falconer [29] pp. 246-247.
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el intervalo y en el intervalo [0, 1] hay 1 subintervalos de longitud ¢, se tiene

1 1 R¢[o
Ns[0,1] = =Nglid, (1 +1)d] =~ —ﬁ = 6*2Rf[6].
) o 9
Por 1ltimo, para determinar el comportamiento con respecto a ¢ de este rango

utilizamos que el proceso es autoafin con exponente de autoafinidad H,
E[|Bs|| = E[|6" B,|] = 6" E[| B[], con E[|B]] < +oo,
con lo que se tiene
R;[0] oc 6.
En resumen, se tiene:
Ny = Ny[0,1] ~ 6 2Ry[6] ~ 0 2E[| Bs|] o 6267 = 672,

con lo que la dimensién de recuento por cajas es:

. log(Ns)
=lim———==2—-H.
d 530 — log(0) s

En la siguiente seccién vamos a confirmar la compatibilidad del movimiento
browniano fraccionario utilizando una de las técnicas propuestas por Mandelbrot

para el estudio de series temporales dentro de los procesos autoafines: el analisis

R/S.

5.3.2 Analisis R/S

El andlisis R/S (del inglés “rescaled range analysis”) es una de las herramientas
fundamentales dentro de los procesos autoafines, para estudiar series temporales de
precios con un gran nimero de datos y se basa en la relacién que existe entre el
rango ajustado estandarizado y el nimero de datos utilizado para su calculo.

Si consideramos un proceso {wy}r>1 con incrementos {yx}r>1,

k
T = E Yi,
=1

para cada n, el incremento medio de {zy,xs, ..., z, }, es la media de los incrementos,

1l
y_ﬁ;yza
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y el rango ajustado es la diferencia entre la maxima y la minima desviacién de los
valores del proceso, xy, respecto al incremento medio acumulado correspondiente a
k periodos, kv,

k

R, = méx{z,..., 2, } —min{z,...,2,}, con z =z — ky = Z(yz —7).
i=1

El rango ajustado se estandariza dividiéndolo por la desviacion tipica de los

incrementos,
n

$2 =13 -9,

n <
=1

obteniendo el rango ajustado estandarizado

(R/S), = };—:.

En el movimiento browniano, para valores grandes de n, el valor de (R/S),, es
i 1 y .
proporcional a nz, que corresponde a una relacion mas general en la que el valor de

(R/S), aumenta con n segin la ley
(R/S), ~ cn’  (c constante ),

donde J recibe el nombre de exponente de Hurst 3 y la relacién se puede escribir

tomando logaritmos como
log(R/S), ~ log(c) + Jlog(n).

Si consideramos una reordenacién aleatoria de los incrementos de la serie, {yx }x>1,

obtenemos un nuevo proceso {T }x>1,

k
T = E Yi.
i=1

Cuando los procesos {@y}r>1 ¥ {Zk}k>1 son autoafines, el exponente de Hurst,

J, esta relacionado con el exponente de autoafinidad del proceso, H, y el exponente

3La distincion entre el exponente de autoafinidad del proceso y el exponente de Hurst es reciente,

Mandelbrot [53] pp. 161-165, y hasta hace poco se denotaba por H
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de autoafinidad del nuevo proceso, L, que recibe el nombre de exponente de au-
toafinidad latente y que, en general, no tienen por que coincidir con el exponente de

autoafinidad del proceso original:

1
J=H-L+-.
3

Al igual que en el movimiento browniano, en un proceso con incrementos inde-

pendientes el exponente de Hurst es J = %, ya que los exponentes de autoafinidad
H y L coinciden *, pero esto no es cierto en general, ya que en el movimiento brow-
niano fraccionario el exponente de Hurst coincide con el exponente de autoafinidad
del proceso °, y éste puede ser distinto de %

Esto hace que si en una serie el exponente de Hurst es distinto de % se diga
que la serie presenta R/S-dependencia y que se suponga que la dependencia que
muestra su analisis sea la misma que la que aparece en el movimiento browniano
fraccionario ©.

Para el célculo empirico del valor del exponente de Hurst consideramos una serie

temporal
{l‘l, T2y euny .’L‘N}
y para cada n tomamos como valor de (R/S), la media de los valores del rango

ajustado y estandarizado de cada una de las subseries obtenidas al dividir la serie

en m series de longitud n, con mn < N,

{xla"'axn}a {xn+17"'7x2n}7 Sy {x(m—l)n—l—l)"':xmn}a

para lo que, eventualmente, se desprecian los ultimos datos.
Como estamos interesados en el comportamiento de (R/S), para valores grandes

de n, consideramos un valor minimo para el nimero de datos de cada subserie, ny,,.

*Este resultado, junto con los anteriores, se pueden ver en Mandelbrot [53], pp 155-171.
5Feder [34] pp. 178-180.

SEn Lo [44] se discute este tema en profundidad y se propone una modificacién del andlisis R/S

para el estudio de la dependencia.
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Por otra parte, a la hora de calcular la media también debemos de tener un
numero suficiente de subseries, para lo que fijamos un valor minimo de divisiones,
kmin, 0, equivalentemente, un valor maximo para 7, nmygy.

Para obtener el exponente de Hurst de la serie, .J, calculamos los valores de
(R/S), para los valores de n comprendidos entre npym, v Nmax, los ajustamos a la
ecuacion

log(R/S), = log(c) + J log(n)

mediante la recta que aproxima, en el sentido de los minimos cuadrados, a los puntos
(1Og n, 10g (R/S)n) Nmin S n S Nméx

y tomamos como exponente de Hurst de la serie la pendiente de esta recta.
El procedimiento completo para el cdlculo del exponente de Hurst se puede ver
en el algoritmo 5.1, donde el célculo de los valores de (R/S),, para cada una de las

subseries lo hemos separado en el algoritmo 5.2.

Algoritmo 5.1
ENTRADAS:
e Lista con la serie temporal: [ = {xy,...,znx}
e Numero minimo de datos en cada subserie:  ny,

e Numero maximo de datos en cada subserie:  npax

PASOS:
Desde n = ngn
Sea m = parte entera %
Sean Ly ={x1,....%n}, ..., Lin = {Zm-1)n+1, - Tmn }-

Desde j=1
Sea (R/S)! el rango ajustado estandarizado de L;
Hasta j=m
Sea (R/S),= L 3 (R/S)]
Hasta n = nyux o

SALIDA:

e Pendiente recta minimos cuadrados (log n,log (R/S)) Nmin < 1 < Nimgx- [ 3
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Algoritmo 5.2
ENTRADAS:
o Lista L; = {1, ..., }
PASOS:
Sea x7=0
Calculo de los incrementos vy, =x; —x;_1, it =1,...,n

n
Calculo de la media de los incrementos 7 = % >y

1=

—_

Célculo de la desviacion tipica de los incrementos Sy = + > (y; — 7)?

Célculo de las desviaciones de la media acumuladas k£ =1,...,n

k

2k = Z(yz - 7)

1=1

Célculo del rango ajustado R, = méax{zi, ..., z,} — min{z, ..., 2, }

SALIDA:

e Rango ajustado y estandarizado de L;, (R/S)), = % &

Como en el algoritmo 5.1 se toman todos los valores de n comprendidos entre
Nmin Y Nmax, ¥ €stos valores no tienen por que ser divisores del nimero de datos, los
datos despreciados para cada valor de n son distintos.

Esto hace que en vez de utilizar todos los valores de n, sea mejor buscar un
valor N', con N' < N, que admitiendo al menos k,;, divisiones con n., datos en
cada una de ellas, al considerar solo estas divisiones, los datos que despreciamos
sean siempre los mismos (bien los dltimos N — N’ datos o bien los primeros N — N’
datos) 7.

En el caso particular de la serie Ibex35 &, fijamos el nimero minimo de datos que

aparece en cada subserie considerando como agrupamiento minimo la semana, que

"Este es el procedimiento que hemos implementado en el entorno de cdlculo MATHEMATICA
3.0. para el cdlculo empirico del exponente de Hurst (seccién A.3 del apéndice).
8Los resultados que aparecen son un extracto de la aplicacién al indice Ibex35 del andlisis R/S,

que realizamos junto a J. Busto y L. Delgado en Busto, Delgado, y Mufloz [12].
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corresponde a un numero minimo de cinco datos, y, a la hora de calcular la media,
imponemos que debemos tener al menos diez subseries, lo que, al tener 2.495 datos,
equivale a considerar un agrupamiento maximo de 249 datos, que es el agrupamiento
que corresponde aproximadamente a un ano.

Una vez fijados estos valores, una primera opcion seria considerar sélo los valores
de n que sean divisores enteros del niumero de datos. Sin embargo, para poder estu-
diar el comportamiento de (R/S),, en nuestro caso no es posible obtener un nimero
suficiente de divisores y, para que se puedan utilizar 14 valores de n, despreciamos

los ltimos 11 datos de la serie (0.44% del total de datos).

n 6 9 12 18 23 27 36
(R/S), | 2.23348 | 2.91869 | 3.58578 | 4.52867 | 5.2735 | 5.67293 | 6.63608

n 46 o4 69 92 108 138 207
(R/S), | 7.92991 | 8.84838 | 10.1669 | 11.8877 | 13.1773 | 16.466 | 19.1048

Tabla 5.3: Valores del rango ajustado y estandarizado correspondientes a los 2484

primeros datos de la serie de incrementos logaritmicos del Ibex35

Una vez calculados los correspondientes valores (R/S),, tabla 5.3, los logaritmos
de los valores (R/S),, se representan graficamente frente a los logaritmos de n junto
a la recta de regresion (figura 5.9).

3 .
.9 (]

2

.5

o1 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Figura 5.9: Logaritmos de los valores “(R/S),” frente a los logaritmos de n y recta

de regresién(tabla 5.3)

Los valores del exponente de Hurst correspondientes a un numero creciente de

puntos, que oscilan entre un valor maximo “H”=0.68 y un valor minimo “H”=0.61,
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son compatibles con el movimiento browniano fraccionario y en todos los casos son

superiores al valor 0.5 que corresponderia al movimiento browniano clasico.

5.4 No normalidad en el Tbex35

Como en un proceso autoafin las covarianzas entre los distintos instantes del pro-
ceso solo tienen sentido cuando la varianza es finita y éstas inicamente dependen del
exponente de autoafinidad del proceso, el movimiento browniano fraccionario abarca
todos los casos posibles de estas covarianzas y podemos describir la dependencia de

la serie tomandolo como modelo.

Sin embargo, la dependencia entre las distintas observaciones de la serie no es la
unica razon por la que el movimiento browniano clasico no es adecuado para des-
cribir la evolucion de la serie de cierres diarios del indice Ibex35 durante la década
de los noventa, ya que en la distribucién empirica de los incrementos logaritmicos
de esta serie (diarios, semanales y mensuales), aparecen diferencias con la distribu-
cion normal, que es la distribuciéon que siguen los incrementos de un movimiento

browniano clasico.

Como estas diferencias tampoco se pueden explicar mediante el movimiento
browniano fraccionario, pues sus incrementos también siguen una distribucion nor-
mal, ni el movimiento browniano fraccionario es la inica generalizacion del movimien-
to browniano clasico cuyo grafo tiene una dimension compatible con la dimension
que hemos obtenido para el grafo de la serie, vamos a considerar un proceso au-
toafin con incrementos independientes esencialmente distinto al movimiento brow-
niano clasico: el movimiento L-estable o proceso estable de Pareto-Lévy; que es
un proceso autoafin donde las distribuciones que siguen los incrementos son una
generalizacion de la normal y reciben el nombre de distribuciones estables.

Las diferencias de la distribucion empirica de los incrementos logaritmos de la
serie (diarios, semanales y mensuales) con la distribucién que corresponderia a una

normal aparecen cuando calculamos los principales estadisticos descriptivos de las
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Cierres diarios | Cierres semanales | Cierres mensuales

Numero de datos 2495 491 119

Maximo 0.066950 0.135849 0.149711
Minimo -0.073367 -0.116311 -0.238774
Media 0.000568 0.002849 0.011445
Desviacién tipica 0.012612 0.0278155 0.062724
Asimetria -0.252056 -0.102856 -0.455025
Curtosis 3.314135 2.127370 1.13757

Tabla 5.4: Principales estadisticos descriptivos de las series de incrementos logarit-
micos de los cierres diarios, semanales y mensuales del Ibex35 durante la década de

los noventa

distintas series ?, tabla 5.4, y representamos los histogramas de frecuencias relati-
vas obtenidos en la primera seccién frente a una normal con la media y varianza
correspondiente a cada caso.

Asi, al analizar la representacién correspondiente a los incrementos logaritmicos
de los cierres diarios (figura 5.10 izquierda) y sus estadisticos descriptivos se observa

que:

e Hay un fuerte nivel de apuntamiento con una curtosis muestral, /lgn = 3.314135,

marcadamente positiva (distribuciéon empirica leptocirtica).

e La distribucion esta ligeramente sesgada a la izquierda, pues su coeficiente de

asimetria muestral, En = —0.252056, es negativo pero pequeno.

9Para una serie {hy},>1 estos estadisticos son:

—~ n
e media muestral p = h,, = % > hi,
=~

(3
n T\
e varianza muestral o = L 3~ (h; — hy,)?,
i=1
. -~ my
e curtosis muestral, k, = — — 3,
my

i

* coeficiente de asimetria muestral, £, = ——,
Al

(h; — hy,)* es el momento absoluto muestral de orden k.
i=1

3

donde my =

S|=
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Figura 5.10: Distribucién empirica de los incrementos logaritmicos de los cierres
diarios, semanales y mensuales del Ibex35 durante la década de los noventa del

Ibex35 frente los correspondientes a una normal

e Las colas de la distribucién empirica son sensiblemente mayores que las co-

rrespondientes a la normal.

Estas discrepancias se repiten en la serie correspondiente a los cierres semanales
(figura 5.10 centro): gran parte de la distribucién se vuelve a agrupar en torno a
la media y el valor de la curtosis muestral, aunque es menor que el correspondiente
a la serie de incrementos diarios, también es marcadamente positivo, con lo que la
distribucién empirica sigue siendo leptocurtica.

Ademas, esta distribucién también estd sesgada a la izquierda, aunque en este
caso el valor del coeficiente de asimetria muestral es todavia mas pequeno que en
la serie de incrementos diarios y, por iultimo, las colas de la distribucion empirica
también son sensiblemente mayores que las correspondientes a la normal.

Considerando los cierres mensuales se pueden observar los mismos fenémenos,
salvo que la distribucién esta mas sesgada a la izquierda que en los casos anteriores
y en la cola derecha no aparecen valores mas alla de la tercera desviacién tipica

(figura 5.10 derecha).
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Para analizar el decrecimiento de las colas de la distribucién empirica vamos a
comparar los valores que aparecen al aumentar k en los intervalos (—oo, u — ko /ud)
y (@ + ko /ud, +00), colas acumuladas izquierda y derecha respectivamente, con los
valores de una normal.

En este andlisis s6lo vamos a considerar las colas acumuladas correspondientes a
los cierres semanales y diarios, considerando con cierta prevencion el correspondien-
te a los cierres semanales, ya que cuando consideramos cierres correspondientes a
periodos grandes, al no haber datos entre alguno de los puntos de cédlculo, empieza
a notarse la escasez de datos en los valores de las colas empiricas.

En ambos casos vamos a comparar las colas acumuladas con las colas corres-
pondientes a una normal con la misma media y varianza fijando como unidades un
cuarto de la desviacién tipica muestral (figura 5.11).

Diario Diario Diaric campliadem Diaric campliadem
0.14 i
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- Ge podv mode moZr meo T arZe wede wido mede w3c meds o aeBe

Semanal Semanal Semanal ampliado Semanal ampliadoy

1.125

0.1
1.075
0.0s
1.025

prle pede pede peSe i-de u-3o u-Za

Figura 5.11: Distribuciéon empirica de las colas acumuladas de los incrementos loga-
ritmicos de los cierres diarios y semanales del Ibex35 durante la década de los noventa

frente los correspondientes a una normal (trazo discontinuo)

En las colas de la izquierda correspondientes a los cierres diarios, podemos ob-
servar que en la primera desviacion tipica la cola empirica es menor que la cola de
la normal (12.42% y 15.86% de los datos respectivamente) y se mantiene por debajo
hasta que nos encontramos entre 1.75 y 2 veces la desviacion tipica, donde la cola

empirica es mayor que la de la normal (2.52% y 2.27% de los datos respectivamente).
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Desde la segunda desviacién tipica hasta que desaparece en la sexta desviacién
tipica, es la cola empirica la que se mantiene por encima de la cola correspondiente
a la normal, con diferencias en las desviaciones tipicas tercera (0.72% y 0.13% de
los datos respectivamente), cuarta (0.28% y 0.0032% de los datos respectivamente),
y quinta (0.12% y 0.000029% de los datos respectivamente), que corresponden a
la aparicion de un numero de datos en las colas empiricas superior al que seria de

esperar (18, 7 y 3 datos respectivamente).

El comportamiento de la colas de la derecha es similar y la cola empirica comienza,
a ser mayor que la cola correspondiente a la normal aproximadamente a partir de la
segunda desviacion tipica, manteniéndose esta diferencia hasta que nos quedamos

sin datos al llegar a 5.5 veces la desviacion tipica.

En el caso correspondiente a los cierres semanales, en la cola izquierda se observa
el mismo comportamiento. Asi, aunque algo mas parecidas que en los cierres diarios,
la cola empirica también es menor que la cola de la normal en la primera desviacion
tipica (14.05% y 15.86% de los datos respectivamente), manteniéndose también por
debajo hasta que nos encontramos entre 1.75 y 2 veces la desviacion tipica, desde
donde la cola empirica es mayor que la de la normal (2.44% y 2.27% de los datos

respectivamente) hasta que desaparece, en este caso en 4.5 veces la desviacién tipica.

En las colas de la derecha también la parte final de la cola empirica es mayor que
la cola correspondiente a la normal, pero en este caso el numero de datos que forman
la cola empirica es pequeno y disminuye a saltos. Asi, la cola empirica supera la cola
correspondiente a la normal aproximadamente en 2.5 veces la desviacion tipica donde
tenemos sélo tres datos, aproximadamente el 0.60% de la distribucién, y desaparece
en la quinta desviacion tipica, cambiando sélo en la tercera y cuarta desviaciones

tipicas y siempre por un tnico dato, que representa el 0.20% de la distribucién.

En todos los casos, las colas empiricas son mayores que las colas correspondientes
a la distribucion normal con diferencias que, salvo quizas en el ultimo caso analizado,
parecen lo bastante significativas como para pensar que la distribuciéon normal no
es el modelo adecuado para nuestra serie y, por tanto, el movimiento browniano

tampoco.
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Por otra parte, si consideramos la serie de cierres diarios y la dividimos en distin-
tos periodos, sin tener en cuenta los dias en los que no ha habido actividad, podemos
analizar el comportamiento de los principales parametros de la serie con respecto a
la escala temporal sin mas que aumentar el numero de cierres considerados en cada
periodo.

.35
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Figura 5.12: Media y varianza muestral de las series de incrementos logaritmicos
correspondientes a cierres con distintos periodos frente al nimero de dias que forman

cada uno de los periodos

En particular, si representamos la media de las distintas series que se obtienen
al considerar periodos cada vez mayores frente al nimero de dias que forman cada
periodo, se observa que estas medias muestran una tendencia lineal, agrupandose en
torno a una recta de la que, salvo en la parte final, no se desvian demasiado (figura
5.12).

Como la pendiente de la recta de regresién obtenida considerando los primeros
cincuenta periodos, 0.000608, es parecida a la media de la serie original, 0.000568,
este comportamiento parece indicar que seria posible representar la serie como la
suma de una tendencia y un proceso con media cero.

Sin embargo, el comportamiento de la varianza es erratico, lo que no sucederia
si este proceso fuese un movimiento browniano, ya que, en este caso, la varianza
deberia ser proporcional al incremento temporal, movimiento browniano clasico, o
a una potencia suya, movimiento browniano fraccionario (figura 5.12).

Estos fenémenos pueden explicarse admitiendo como distribucién de los incre-
mentos logaritmicos una distribucion estable distinta a la normal, ya que, como

veremos a continuacion, las distribuciones estables no normales tienen varianza in-
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finita, no tienen por que ser simétricas, su distribucién se agrupa en torno a la media

y las colas son mayores que las correspondientes a la normal.

5.4.1 Distribuciones estables

Para definir las distribuciones estables vamos a considerar que no incluyen entre
ellas a las variables aleatorias degeneradas '° y las vamos a caracterizar por el hecho
de que la suma ponderada de dos variables aleatorias estables e independientes es,

salvo centrado y escala, una variable aleatoria estable:

Definicién 5.2 Sea X una variable aleatoria no degenerada.
X es estable, o X tiene una distribucién estable, si:
Para cada dos copias independientes de X, X, y Xo, y cada dos constantes

positivas, a y b, existen constantes de normalizacion, ¢ > 0, y centrado, d, tales que
aX| +bXy == cX +d.
Cuando d es igual a cero, diremos que X es estrictamente estable. &

Ademads la constante de normalizacién verifica la relacién subsidiaria
c® =a" + b

para un dnico a € (0,2], cuyo valor es independiente tanto de a como de b, y que
recibe el nombre de exponente caracteristico de la distribucion.

Este exponente caracteristico va a determinar muchas de sus propiedades, por
lo que cuando se quiere explicitar el valor de « se dice que X es a-estable.

En particular, la distribucién normal es 2-estable, ya que, si X sigue una dis-

tribuciéon normal, N (i1, 0?), y X1, X, son dos copias independientes de X, se tiene

aXi +bXy ~ N((a+b)p, (a® +0%)0°) vy X +d~N(d+cp,cPo?),

10Una variable aleatoria, X, es no degenerada si est4 concentrada en un punto, es decir,
JkeR:P(X=k) =1
"' Mandelbrot [47]
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con lo que aX;+0X5 sigue la misma distribucién que ¢X +d y la constante de escala
verifica ¢? = a? + b.

Ademsds, como la constante de centrado es d = (a + b)u — cu, la distribucién
normal es estrictamente estable si y solo si tiene media cero.

Por otra parte, el papel que las distribuciones estables tienen en el limite de las
sumas de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas también
generaliza a la normal, que es el unico limite posible cuando la varianza es finita, ya

que, en todos los casos este limite tiene que ser una distribucion estable.

Proposicién 5.6 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas.

Si existen constantes de normalizacion, ¢, > 0, y centrado, b,, tales que

1
— (X 4+ X, D) B X (con X no degenerada),
Cn
X tiene una distribucion estable. &

En el sentido contrario de la implicacién se tiene atin mds '*:
Proposicién 5.7 Sea X una variable aleatoria a-estable (no degenerada).
St X1,..., X, son copias independientes de X, existen constantes de normaliza-

cion, ¢, > 0, y centrado, b,, (b, =0 para X estrictamente estable) tales que

_d_

1
—(Xi 4+ X, b)) =X,

Cn

Ademds, las constantes de normalizacion verifican

Cp = N,

L )

A este respecto, se dice que la distribucién de una sucesién de variables aleato-

rias independientes e idénticamente distribuidas, {X,}, pertenece al dominio de

12LLa primera parte de la proposicién aparece, junto con la de la proposicién anterior, en Petrov
[64] pp. 88-89y la segunda en Feller [37] pp. 206-207, donde se toma como definicién de distribucién

estable la primera parte de la proposicién.
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atraccion de la distribucion de una variable aleatoria X, si existen constantes de

normalizacién, ¢, > 0, y centrado, b,, tales que

1

Cn

con lo que los dos ultimos resultados se pueden enunciar

Teorema 5.8

Una distribucion es estable si y solo si posee un dominio de atraccion. [

Las distribuciones estables tienen el inconveniente de no tener una expresion
para su funcion de densidad, salvo en casos muy concretos, con lo que es necesario
describirlas mediante su funcion caracteristica, cuya expresion nos la da la siguiente

proposicién 3

Teorema 5.9 Sea X una variable aleatoria no degenerada.

X es estable si y solo st su funcion caracteristica admite la representacion

tg( %) a#1

p(t) = exp (iut — 7 [t" [1 + 5iw(t’ a)D con w(t, @) = 2In(|t]) a=1

t]

donde los pardmetros dan lugar a las distintas distribuciones estables, que notaremos

por Sas(i;7), y son:

e a < (0,2] (exponente caracteristico),

e € [—1,1]| (pardmetro de asimetria),

e /1€ (—00,400) (pardmetro de localizacion)
e v € [0,+00) (pardmetro de escala)

Ademds, salvo para o = 1, donde la distribucion es estrictamente estable si y

solo si 3 =0, la distribucion es estrictamente estable si y sélo si = 0. [

13Petrov [64] pp. 90 y Fama [31]
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Como la funcién caracteristica de una suma de variables aleatorias independien-
tes es la suma de las funciones caracteristicas de los sumandos, una consecuencia
inmediata de esta expresién es que: la suma de variables aleatorias estables inde-
pendientes con el mismo exponente caracteristico también es una variable aleatoria
estable con el mismo exponente caracteristico.

En particular, si todas las distribuciones tienen los mismos parametros de asime-
tria, localizacion y escala, el parametro de asimetria no cambia y los parametros de
localizacion y escala quedan multiplicados por n, con lo que, salvo por localizacién
y escala, la distribucién de la suma de variables aleatorias estables independientes e
idénticamente distribuidas tiene la misma distribucion que cada uno de los suman-

dos.

Corolario 5.10 Sean X1, ..., X,, variables aleatorias (no degeneradas) a-estables e
independientes, con X; 4 Sap (i) 1 <i<mn.
Xl +oee 4+ Xn é S%E(ﬁa :y\)a con

Bivi + -+ Ban
Y1+t T

=+ Fpn  Y=Entooo+tm f=

Ademdas, st B; =0, pi=p, vi=yVi=1,...n:

d
Xo - o X == Sa s (np, ) &
Aunque en general las distribuciones estables no tienen una expresién para su
funcién de densidad, para o = 2, donde se toma [ = 0, la funciéon caracteristica

resultante

plt) = e

corresponde una distribucién normal con media p y varianza 27, que si tiene una
expresion para su funcién de densidad.
Otro caso donde la distribucion tiene una expresion para su funcién de densidad

corresponde a « = 1 y = 0, donde la funcion caracteristica que se obtiene,

olt) = 1,
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Figura 5.13: S5(0, 3) = Normal[0,1] vs. S14(0,3) = Cauchy|0, 3]

es la de una distribucién de Cauchy con mediana p y pardmetro de escala 7.
Como en la distribucién de Cauchy (o = 1), al contrario que en la distribucién
normal (o = 2), la esperanza y varianza son infinitas, ambas distribuciones son los

casos limite para la finitud de la esperanza y de la varianza ':

e si a € (0,1] la distribucién tiene media y varianza infinita,
e si a € (1,2) la distribucién tiene media finita pero varianza infinita,
e si a = 2 la distribucioén tiene tanto media como varianza finita.

En todos los casos, el parametro de asimetria, 5, como su nombre indica, deter-
mina el grado de asimetria de la distribucion, de forma que la distribucion sélo es
simétrica para f = 0 (motivo por el que se toma el valor § = 0 en la distribucién
normal) y para § # 0 es tanto mds asimétrica cuanto mayor es el valor absoluto de
B, estando sesgada a la derecha para § > 0 y a la izquierda para 3 < 0.

El pardmetro de localizacion de la distribucion, p, es en cierto sentido, la media
de la distribucion, ya que, cuando la media es finita, o > 1, es realmente esta media.

Sin embargo, cuando la media es infinita, 0 < a < 1, p simplemente es un
parametro que describe la localizacién de la distribucién y que en el caso particular
de una distribucién simétrica (5 = 0) corresponde a la mediana.

El parametro de escala de la distribucién, v, como su nombre indica, es un
parametro finito que, andlogamente a la distribucion de Cauchy, define la escala de

la distribucién y en el tnico caso donde la varianza es finita, o = 2, corresponde

14Una variable aleatoria estable con exponente caracteristico @ < 2 tiene momentos absolutos

de orden k (k # a) siy s6lo si k < a (Feller [37] pg. 643).
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a la mitad de la varianza, por lo que a veces se escribe v = "72 y se toma o como
parametro.

El exponente caracteristico de la distribucion, a, determina el tamano de las
colas de la distribucion, colas que en las distribuciones no normales son mayores que
en la normal (o = 2) y cuyo tamano aumenta a medida que el valor de o disminuye.
De hecho, a partir de la distribucién de Cauchy (o = 1) la cola de la distribucién
aumenta tanto que la esperanza de la distribucién es infinita.

En concreto, el comportamiento asintético de estas colas viene dado por '°:
P(X >z)~Ciz ® (z— o0)

P(X <z) ~ Colz|™* (v — —o0)

donde C y C5 son constantes positivas, que pueden ser interpretadas como para-
metros de escala de las colas positiva y negativa de la distribucién.
Ademas ambas constantes verifican la relacion

i -Gy

b= C, +Cy’

con lo que su tamano relativo determina el valor del coeficiente 3, de forma que
si ('} es mayor que Cy la distribucién es asimétrica a la derecha y si C; es mayor
que C' la distribucion es asimétrica a la izquierda, alcanzandose el mayor grado de
asimetria cuando una de las dos se anula.

El comportamiento asintético de estas colas es similar al que observabamos en
las colas de la distribuciéon empirica de los incrementos logaritmicos de la serie del
indice Ibex35, por lo que para ajustar el comportamiento tedrico de las colas de la
distribucion a los datos empiricos vamos a considerar procesos donde las distribu-
ciones finito dimensionales son distribuciones estables.

Como entre las distribuciones estables esta la distribucién normal, estos procesos,
que reciben el nombre de procesos estables, incluyen a los procesos gaussianos, en

particular, a los movimientos brownianos clasico y fraccionario.

15Fama [31] o Mandelbrot [46]
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Este ultimo proceso abarca todos los casos posibles de las covarianzas de un pro-
ceso autoafin, que es el marco en el que nos movemos, por lo que para describir la de-
pendencia de la serie lo tomamos como tinico modelo y para describir las diferencias
con la distribucién normal consideramos un proceso estable autoafin con incrementos

independientes: el movimiento L-estable o proceso estable de Pareto-Lévy.

5.4.2 Movimiento L-estable

En este estudio tedrico, al igual que en los procesos que hemos visto hasta aho-
ra, vamos a considerar que tenemos un proceso con incrementos estacionarios que
comienza en el origen y que es estocasticamente continuo.

Si ademas los incrementos son independientes, el proceso recibe el nombre de

proceso de Lévy:

Definicién 5.3 Sea {X;,t € T} un proceso estocdstico real, definido sobre un espa-

cio de probabilidad completo.

El proceso es un proceso de Lévy si 16:

1. comienza en el origen (con probabilidad uno),
2. tiene incrementos estacionarios,

3. tiene incrementos independientes,

4. es estocasticamente continuo en T. &

En tiempo discreto, un proceso de Lévy no es mas que la suma de variables

aleatorias independientes e igualmente distribuidas

X=X —Xo)+(Xo = X))+ + (X, — Xp1),

16Como para ver que el proceso es estocdsticamente continuo para cada t € T, utilizando que
los incrementos son estacionarios, basta ver que es estocasticamente continuo en ¢ = 0 y en un
proceso de Lévy existe una version del proceso cuyos caminos muestrales son continuos a la derecha
y con limites a la izquierda (Shiryaev [68] pg. 200-201), a veces se sustituye en la definicién
estocdsticamente continuo en 7' por estocasticamente continuo en ¢ = 0 y se incluye en la definicién

el hecho de que los caminos muestrales son continuos a la derecha y tienen limites a la izquierda.
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por lo que estos procesos son la generalizaciéon a tiempo continuo de un camino
aleatorio e incluyen, por tanto, al movimiento browniano, el cual se obtiene cuando
se considera que la distribucién del proceso es una distribucién gaussiana.

En un proceso en tiempo continuo se tiene algo parecido para cada incremento
X; — X con s < t, ya que si para cada n consideramos n + 1 puntos equidistantes
s =1ty <t <+ <t, =t, el incremento se puede descomponer en la suma de n
incrementos

Xt—XSZth—th_l+"'+Xt1_Xt07

que, a su vez, son independientes y con la misma distribucion, por lo que la dis-
tribucién de un proceso de Lévy tiene que ser infinitamente divisible 7.

Las distribuciones estables estan entre las distribuciones infinitamente divisibles
y el siguiente teorema '® hace que sean las tinicas posibles en los procesos de Lévy

que presenta la caracteristica fractal de autoafinidad estadistica.

Teorema 5.11 Sea {X;,t € T} un proceso de Lévy no trivial.
{X:} es H-autoafin si y solo si {X,} es estrictamente a-estable (a: 0 < a < 2).
En este caso,
1
H = o &
Aunque los procesos de Lévy autoafines siempre son estrictamente estables y el
exponente de autoafinidad estd relacionado directamente con el exponente carac-
teristico del proceso, los procesos autoafines que no son procesos de Lévy no tienen
por que ser procesos estables y, aiin cuando lo son, no tiene por que verificarse esta
relaciéon, ya que existen procesos estables con el mismo exponente caracteristico, «,
y con distintos valores del exponente de autoafinidad, H, como se puede ver en los

movimientos brownianos fraccionarios, que son procesos autoafines a-estables con

« = 2 y donde su exponente de autoafinidad varia entre cero y uno.

17La distribucién de una variable aleatoria es infinitamente divisible si para cada n, la variable
aleatoria se puede descomponer en la suma de n variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas.

8 Embrechts y Maejima [27]
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De esta forma, para generalizar el movimiento browniano clésico dentro de los
procesos autoafines con incrementos independientes, como el proceso tiene que ser
un proceso de Lévy, la distribucién de estos incrementos tiene que ser estrictamente
estable.

Por tanto el inico proceso con incrementos independientes y caracteristicas au-
toafines que puede generalizar al movimiento browniano es el movimiento L-estable,
el cual se obtiene al considerar que los incrementos del proceso siguen una distribu-
cion estable con exponente caracteristico o, 0 < a < 2, en lugar de una distribucién
normal, estable con a = 2, y donde como vamos a considerar que no tiene tenden-
cia, el pardmetro de localizacion, u, que en la distribucién normal es la media, lo

tomamos como cero.

Definicién 5.4
Un movimiento L-estable o proceso estable de Pareto-Lévy es un proceso

estocdstico {L?’ﬁ}t>0, que notaremos también por {L$} >0 y {Li}i>o, verificando:
1. El proceso comienza en el origen casi sequro.
2. El proceso tiene incrementos independientes.

3. ¥t > 0,Yh > 0:
Lyt = L7 ~ 8o 5(0,7h), a
El parametro de escala de la distribucién, 7, va a establecer la proporcionalidad
de los incrementos del movimiento L-estable con el incremento temporal, andloga-
mente al movimiento browniano clédsico, inico caso con varianza finita (o = 2),
donde con la sustitucion v = %2, la distribucién de los incrementos es normal con
media cero y varianza o2h.
Como los incrementos del proceso estan idénticamente distribuidos y sélo de-

penden del incremento temporal, los incrementos del proceso son estacionarios y, al

comenzar en el origen, se tiene:

Lt ~ Saﬁg(o, ’}/t), \%7 Z 0.
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En esta generalizacion del movimiento browniano clasico queremos que la carac-
teristica fractal de autoafinidad estadistica se mantenga y para que este proceso la
presente, como estamos dentro de los procesos de Lévy 12, el teorema 5.11 nos obliga
a que la distribucion sea estrictamente estable.

En este sentido, cuando el exponente caracteristico de la distribucion, «, es
distinto de uno, la distribucién siempre es estrictamente estable, ya que, el pardametro
de localizacion, p, es cero.

Sin embargo, cuando « es igual a uno, la distribucién es estrictamente estable
solo si es simétrica, motivo por el que vamos a imponer que lo sea, con lo que para
a = 1 tomamos 3 = 0, caso que corresponde a la distribucién de Cauchy y donde
la mediana es cero, al coincidir con el parametro de localizacion, u, que es cero en

todos los casos.

Proposicién 5.12 Sean {L; : t > 0} un movimiento L-estable con exponente carac-

teristico o, simétrico para o =1, y a > 0.
Ly £ a_éLat
Es decir, el proceso es autoafin con exponente de autoafinidad
H="1.
«

Demostracién

Aunque como la distribucién es estrictamente estable y estamos dentro de los
procesos de Lévy, el teorema 5.11 nos garantiza que el proceso es autoafin con
exponente de autoafinidad é, preferimos ver este resultado directamente utilizando
la funcion caracteristica de la distribucién. Para ello, s6lo hay que ver que a‘iLat
verifica la ultima de las propiedades de la definicién, ya que las dos primeras se

deducen inmediatamente de las correspondientes para L;:

9Para que este proceso sea un proceso de Lévy, faltaria ver que el proceso es estocdsticamente
continuo, es decir, Ly p — Ly =0 (h — 0), que equivale a S, g(0,vh) 20 (h — 0), lo que se puede

comprobar que es cierto.
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Como Lyyj, — Ly ~ Sap(0,vh) la funcién caracteristica de Lyp — Ly es
wAU)Zexp(—vhhﬂ“{1+Bﬁﬁw@maﬂ>
donde w(u, o) no depende de u, ya que, sélo depende de u para o = 1y en este caso
tenemos 3 = 0, con lo que w(u, @) no aparece.
Si para a > 0 sustituimos h por ah y u por a~=u se obtiene la misma funcion,

1 . . . . .’
con lo que L; y a =« Ly tienen la misma distribucion. &

En los movimientos brownianos, clasico y fraccionario, los caminos muestrales
del proceso son continuos (con probabilidad uno), sin embargo, como en un pro-
ceso estocastico con incrementos independientes con caminos muestrales continuos

20 en el

(con probabilidad uno) los incrementos estan normalmente distribuidos
movimiento L-estable los caminos muestrales son discontinuos, salvo en el caso co-
rrespondiente al movimiento browniano, y sélo tenemos garantia de que, como en
todo proceso de Lévy, son continuos a la derecha y con limites a la izquierda.

Para determinar si la dimension de los registros temporales del proceso, dimen-
sion del grafo de sus caminos muestrales, es compatible con la dimensién que hemos
obtenido empiricamente vamos a calcular la dimension de recuento por cajas del
grafo de estos caminos muestrales, centrandonos en el caso 1 < a < 2, donde el

proceso tiene esperanza finita, ya que en el caso 0 < a < 1, donde la esperanza es

infinita, este grafo tiene dimensién uno 2.

Proposicién 5.13 Sea {L;: t > 0} un movimiento L-estable con esperanza finita,
l<a<?2:
El grafo en el intervalo [0, 1], {(¢, L)/t € [0,1]}, tiene dimension de recuento

poT Cajas

1
d=2-—-=2—H,
(6%

con H el exponente de autoafinidad del proceso

20Todorovic [70] pp. 79-81.

21 Este resultado aparece en Falconer [29] pg. 249-250, donde se puede ver ademds que en ambos

casos la dimension de recuento por cajas coincide con la dimensién de Hausdorff
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Demostracién (cédlculo)

Para determinar la dimensién de recuento por cajas de este grafo vamos a utilizar
el procedimiento empleado en los movimientos brownianos y vamos a suponer que
el numero de cajas que quedan vacias cuando la funcién salta en un intervalo de
longitud ¢ es despreciable frente al cociente entre el rango de la funcion en el intervalo
y 0.

Asi, vamos a estimar el nimero de cajas de una d-malla que intersecan al grafo
sobre cada subintervalo de longitud ¢, Nj[id, (1 + 4)d], como el rango de la funcién
en dicho intervalo, Ry[id, (1 +7)d], dividido por la longitud del intervalo,

Ry[id, (1 + )9

A su vez, el rango de la funcién en un intervalo de longitud 6 se puede esti-
mar como el valor esperado del incremento absoluto del proceso en este intervalo,
El[La+is — Lisl].

Como los incrementos del proceso son estacionarios y el proceso comienza en
el origen, este valor es igual al valor esperado del incremento absoluto de L; en el
intervalo [0, 6], E[|Ls|], con lo que el rango de la funcién en un intervalo de longitud

d no depende del intervalo considerado y podemos escribirlo como R¢[d] con
Ry[o] ~ E[|Ls],
y ) 1
que, como el proceso es autoafin con exponente de autoafinidad H = —, cumple
«
E[|Ls|] = B[|6" Ly} = 6" E[|L, ].

Como estamos considerando que el proceso tiene esperanza finita, E[|L;|] < 400,

y en el intervalo [0,1] hay 5 subintervalos de longitud d, se tiene:

N5 = N;[0, 1] ~=~ %Rme ~ 0 ?E[|Ls|] oc 626" = o112

con lo que la dimensiéon de recuento por cajas es:

. log(N;) 1
d=1 —2 H=2-".
520 — log(0) « &
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Para un estudio més amplio de las distribuciones estables una de las referencias
mas completas es Feller [37], dentro del estudio de series de precios este papel co-
rresponde a Mandelbrot [50], selecta donde aparece incluido Fama [32], que es una

buena aproximacion a las distribuciones estables.



Conclusiones y perspectivas

La linea de investigacion que emprendemos con este trabajo es, en términos
genéricos, analizar el papel que pueden, y deben, desempenar los conceptos y en-
foques de la Geometria Fractal en el estudio de las series temporales sumamente
erraticas, como las generadas por la evolucion de los precios de un activo financiero.

Con esta perspectiva, al analizar el papel que la Geometria Fractal puede jugar
a la hora de caracterizar la serie Ibex35, una de las aportaciones de esta memoria
es poner de manifiesto cuales son los motivos que hacen que una serie temporal
pueda estudiarse mediante la dimensién fractal de su grafo y proporcionar un marco
adecuado en el que desarrollar estos estudios.

A este respecto, pensamos que la forma elegida para exponer el porqué de las
diferentes definiciones de dimension fractal y de los distintos tipos de autoafinidad
que aparecen en un grafo, muestra de manera unitaria las caracteristicas que hacen
que podamos calificar a los grafos de las series temporales como conjuntos fractales.

Por otra parte, al utilizar las funciones de interpolacion fractal para generar
series temporales autoafines en las que podemos fijar previamente la dimension, con
cualquier valor comprendido entre uno y dos, se proporciona un método para la
obtencién de modelos que permiten analizar experimentalmente las técnicas que se
necesitan para el estudio de las caracteristicas fractales de una serie temporal.

Ademas, como estas series se construyen mediante los sistemas de funciones ite-
radas, se abre la posibilidad de realizar modificaciones en su proceso de construccion
para que incluya una componente aleatoria, de forma que en las series obtenidas se

refleje el cardcter no deterministico de los fenémenos que se intentan reproducir y
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donde, al igual que sucede ahora, se siga pudiendo fijar previamente la dimension.

A la hora de la realizacién de estudios experimentales, ademaés de sistematizar
el proceso para calcular la dimensién de recuento por cajas del grafo de una serie
temporal, en este trabajo mostramos una nueva forma de obtenerla empiricamente:
estimar esta dimension a través de la relaciéon del rango de la serie con el nimero
de cajas que, en un recubrimiento por cajas, cortan a este grafo.

La estimacion propuesta muestra su primera ventaja sobre el calculo directo del
nimero de cajas que cortan al grafo, al buscar una dimension adecuada al rango de
escalas en el que se estudia la serie, ya que aunque en ambos casos hay que admitir
un cierto margen de error para asignar una dimension a la serie, a medida que la
escala disminuye y se acerca a la separacién existente entre los datos, en el calculo
directo este margen de error es mucho mas grande que el que hay admitir en su
estimacion.

A la hora de hacer estudios comparativos entre distintas series temporales, que
es otra perspectiva que se nos abre, los valores de la dimension obtenidos mediante
la estimacién se pueden utilizar en un rango de escalas mas amplio, ya que en la
estimacion el rango de escalas no estd tan limitado por el nimero de datos como en
el calculo directo.

Cuando las unidades en las que esta expresada la serie son pequenas en compara-
cién con las unidades en las que medimos el tiempo, con los valores de la dimension
obtenidos mediante el calculo directo no es posible apreciar la dimension local del
grafo, pues corresponden a la dimensién global, y aparece otra de las ventajas de la
estimacién que proponemos, ya que, al no depender de las unidades de la serie, los
valores de la dimension que se obtienen siempre corresponden a la dimension local.

El valor de la dimension del grafo de la serie Ibex35 que hemos obtenido uti-
lizando esta estimacion

dimp = 1.3663 + 0.0202,

nos hace afirmar que nos encontramos con un proceso distinto del movimiento
browniano clasico, ya que la dimensién correspondiente al grafo de este proceso

es dimg = 1.5.
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Ademas, es necesario describir la autoafinidad observada en la serie, por lo que,
desde el punto de vista de la Geometria Fractal, un proceso que explique el compor-
tamiento de la serie tiene que ser autoafin.

Como en un proceso autoafin las covarianzas entre los distintos instantes del
proceso solo tienen sentido cuando la varianza es finita y éstas inicamente dependen
del exponente de autoafinidad del proceso, la dimension obtenida nos hace pensar
en modelizar la dependencia observada en el estudio complementario de la serie

mediante un movimiento browniano fraccionario de indice
H=2-d=0.633740.0202,

que corresponde a un movimiento browniano fraccionario persistente, en el cual la
dependencia no llega nunca a desaparecer, dependencia de largo recorrido.

Otra de las razones por las que el movimiento browniano clasico no es adecuado
para describir la evolucion de la serie Ibex35, es que las colas de la distribucién
empirica de sus incrementos son mas gruesas que las correspondientes a una dis-
tribucion normal.

Estas diferencias no las puede explicar el movimiento browniano fraccionario,
ya que la distribuciéon de sus incrementos también es una normal, por lo que la
dimension obtenida nos hace pensar en modelizar el comportamiento de las colas de
la distribuciéon empirica combinando el movimiento browniano fraccionario con un

movimiento L-estable con exponente caracteristico

1
= —— = 1.5780 £ 0.0520
(6 5 _ d )

que corresponde a una distribuciéon estable no normal con colas mas gruesas que la
normal y donde la varianza es infinita, lo que también explicaria el comportamiento
inestable de la varianza.

Por otra parte, como en los procesos autoafines que hemos considerado, movimien-
to browniano fraccionario y movimiento L-estables con esperanza finita, la dimension
de recuento por cajas de sus registros temporales, d, y el exponente de autoafinidad

del proceso, H, verifican la relacién

d=2—H,
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se abre el camino para utilizar la dimension de su grafo a la hora de determinar el
exponente de autoafinidad de estos procesos y los parametros relacionados con él.

Como conclusién final, podemos decir que la dimensién por si misma refleja
caracteristicas fractales de los registros temporales de una serie y como, en par-
ticular, muestra que cuanto mayor es el valor de la dimensién mas erratico es su
comportamiento, puede ser una buena medida de la volatilidad de esta serie.

Esto tltimo hace que quede abierta como linea de trabajo estudiar las variaciones
de la dimensiéon a lo largo del tiempo para distinguir distintas fases en el compor-
tamiento de la serie y, trabajando con modelos donde esta dimension dependa del

tiempo, reflejar estos cambios.



Apéndice A
Aspectos Computacionales

En este apéndice vamos a incluir las funciones que a pesar de no ser especificas de
los temas tratados en este trabajo son necesarias para las distintas implementaciones
que hemos realizado y para los estudios empiricos de las series de cierres del indice
Ibex35 durante la década de los noventa.

Asi, en la primera seccion vamos a ver las funciones auxiliares necesarias para la
implementacion de los algoritmos que permiten construir un conjunto fractal como
una lista de puntos (seccién 1.3.3).

En la segunda secciéon vamos a ver las funciones auxiliares que permiten calcular
la dimensién de recuento por cajas de un conjunto fractal representado por una
lista de puntos (seccién 4.1.3), donde ademds veremos las funciones que permiten
obtener las distintas series utilizadas como modelos en nuestro estudio empirico de
la estimacién (capitulo 4).

Por ultimo, vamos a incluir en la tercera seccion las funciones utilizadas para
realizar el analisis empirico de las series de cierres del indice Ibex35, tanto de la
no normalidad de la distribucién de los incrementos como de su dependencia, y el

calculo del exponente de Hurst mediante el andlisis R/S (capitulo 5).

A.1 Construccién de conjuntos fractales

En la implementacion de los algoritmos necesarios para obtener la lista de puntos

193
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que aproxima al atractor de un sistema de funciones iteradas autoafin, cada sistema
de funciones iteradas esta representado por su codigo matricial, A, por lo que hemos
definido una funcién que calcula las transformaciones que van a actuar independien-
temente del tipo de cédigo que utilicemos.

Ademas, para poder utilizar el algoritmo de iteracién aleatoria, esta funciéon
asigna probabilidades de eleccién a las transformaciones del sistema, cuando éstas

no las tienen asignadas, siguiendo el método visto en la secciéon 1.3.

CalculaTransformaciones[A_]:= Block[{ND,LD},
First[Dimensions[A]]; LD=Last[Dimensions[A]];
If[0dd[LD],
Do [DDT [n]=Det [M[n]];If [DDT[n]==0,DDT[n]=0.01],{n,ND}];
Do[p[n]=DDT[n]/Sum[DDT[i],{i,ND}],{n,ND}11;
If[LD<6,
Do [M[n]={{A[[n,1]1] Cos[A[[n,2]1]1,-A[[n,1]]1 Sin[A[[n,2]111},
{A[[n,1]] Sin[A[[n,2]11], Al[n,1]] Cos[A[[n,2]111}};
vin]= {A[[n,31], Al[n,4]11},{n,ND}],
Do[M[n]={{A[[n,11]1,A[[n,211},{A[[n,31]1,A[[n,4113}};
vinl= {A[[n,5]],A[[n,6]1},{n,ND}]];
TableForm[Table[Join[M[n],{v[n]}],{n,ND}]11]

Por otra parte, las transformaciones del sistema se aplican de forma distinta
dependiendo del algoritmo que utilicemos, por lo que necesitamos definir una funcién
que aplique las transformaciones del sistema a cada punto de forma distinta.

Asi, en el algoritmo deterministico se aplican todas las transformaciones a cada
punto de la lista y en el algoritmo de iteracion aleatoria se aplica a cada punto de la
lista una unica transformacion, la cual se escoge cada vez entre las transformaciones

del sistema, dependiendo de la probabilidad de elecciéon que tiene asignada:

TransformaPunto[{pta_,ptb_}, ver_]:= Block[{11={},r},
If [ver!=3,
Do[11=Join[11,{M[n].{pta,ptb}+v[nl}],{n,1,ND}];
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11,
r=Random[];
Do[If[r<=Sum[p[i],{i,1,n}],
Break [M[n] .{pta,ptb}+v[nl]1],{n,1,ND}]1]]

Como trabajamos con conjuntos como listas de puntos, necesitamos conjuntos

iniciales de esta forma, por ejemplo:

Segmento[a_,b_]:= Table[a j+b(1-j),{j,0.,1.,0.01}]

Triangulo[a_,b_,c_]:=Join[Segmento[a,c],Segmento[a,b],Segmento[b,cl]

Por dltimo, para representar graficamente un conjunto fractal, necesitamos una
funcién que represente los puntos contenidos en una lista y donde sus opciones deben

siempre incluir las opciones que aqui aparecen:

DibujaPto[lis_]:=
Show [Graphics [Map[Point,1lis]],
AspectRatio->Automatic,

PlotRange->Al1];

A.2 Calculo de la dimensién de recuento por cajas

En la seccion 4.1.3 hemos implementado en el entorno de calculo MATHEMA-
TICA 3.0 una funcién DimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver] que calcula la di-

mension de recuento por cajas de la lista “datos”, para el rango de escalas com-
c

prendido entre Zk% Y smass como la pendiente cambiada de signo de la recta de
regresion de los pares log(¢),log(NN(J)) que aparecen dentro del rango de escalas.
Sin embargo, como hemos visto en la seccion anterior, este procedimiento no es
adecuado y para obtener una dimension valida dentro del rango de escalas en el que
nos movemos hay que admitir un cierto margen de error, por lo que para asignar
a la serie una dimension vamos a implementar el procedimiento que hemos seguido

con las distintas series temporales y cambiar la definiciéon de la funcion
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DimensionCajas[datos,kmin,kmax,ver];

Asi, en primer lugar obtenemos la lista con los valores de delta, para el rango de

c

escalas comprendido entre Zkgin Y &, irente al correspondiente nimero de cajas

que cortan al grafo de la serie “datos”, a través de la funcion
ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver];

que definimos en la seccién 4.1.3.

Una vez obtenidos estos valores, consideramos todos los valores de la dimension
que aparecen al tomar los distintos valores minimos y maximos de k comprendidos
en el rango de escalas, imponiendo que su cdlculo comprenda un nimero minimo
de puntos, MinPtos y tomamos como dimensién de la lista “datos” su valor medio,
considerando como error la desviacién absoluta media.

La funcién DimensionCajas[datos, MinPtos,kmin,kmax,ver] tendrd como re-

sultado una lista con la dimensién de recuento por cajas y el error considerado:

DimensionCajas[datos_,MinPtos_,kmin_,kmax_,ver_]:=

Block[{1,11,dimm,err,paso=MinPtos-1},
1=ListaCajas[datos,kmin,kmax,ver];
11=Flatten[Table[

-Pte[Take [Map[Log,1],{i,j}1],
{i,kmin,kmax-paso},{j,i+paso,kmax}]];

dimm=Mean[11];
err=Mean [Map[Abs [#-dimm]&,11]];

{dimm,err}]

En la implementacién del calculo la dimensién de recuento por cajas de una serie
temporal los pares log(d),log(N(6)) aparecen en una lista de puntos, 1, por lo que
necesitamos una funcién que calcule la recta de regresion de una lista de puntos y

su pendiente:

RectaRegl[l_,x_]:= Fit[1,{1,x},x]

Pte[1_]:= RectaRegl[l,#]&[1.]1-RectaReg[l,#]1&[0.]
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Ademads, para representar los pares log(d),log(N(d)) contenidos en la lista 1

junto a la recta de regresion de estos puntos, definimos la funcion:

GrafListal[l_]:=
Block[{Grfi=ListPlot[1,

PlotStyle->PointSize[0.025],

Grf2=ListPlot[1,
PlotJoined->True, PlotStyle->Thickness[0.01],
Grf3=Plot[RectaReg[l,x],{x,First[First[1] ,First[Last[1]]},
Show[Grfl, Grf2, Grf3, PlotRange->All]]

Terminaremos esta seccion definiendo las funciones que nos permiten obtener las

distintas series temporales que utilizamos como modelos.

Funciones de interpolacion fractal

Para implementar una funcion que dado un conjunto de datos no alineados,
datos, y unos factores de escala, factores, construya el sistema de funciones itera-
das asociado a la funcién de interpolacion fractal, sélo necesitamos una funcion que

calcule el cédigo del correspondiente sistema de funciones iteradas:

CalculaCodigo[datos_,factores_List]:=
Block [{ND=Length[datos]-1,t,x,a,b,c,d,e,f},

Do[t[n]=datos[[n+1,1]];
x[n]=datos[[n+1,2]];
d[n]l=factores[[nl],

{n,0,ND}1;

Do[a[n]=N[(t[n]-t[n-11)/(t[ND]-t[0])];
b[n]=0;
c[n]=N[(x[n]-x[n-11)/(t[NDI-t[0])

-d[n] (x[ND]-x[0])/(t[ND]-t[0])];
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e[n]=N[(t[ND] t[n-11-t[0] t[nl)/(tINDI-t[0]1)];
f[n]=N[(t[ND] x[n-1]1-t[0] x[nl)/(t[NDI-t[0])
-d[n] (t[ND] x[0]-t[0] x[ND])/(tIND]-t[01)],
{n,1,ND}1;
Table[{aln],b[n],c[n],d[n],e[n],f[nl},{n,1,ND}]1]

En el caso particular de datos igualmente distribuidos sobre el eje temporal,
cuando queremos que la funciéon de interpolacién fractal para estos datos tenga un
grafo cuya dimensién de recuento por cajas sea Dim, tomamos todos los factores de

escala verticales iguales a d = NDIm-2;

CalculaCodigo[datos_,Dim_Number] :=
Block [{ND=Length[datos]-1},
CalculaCodigo[datos,Table[d[n]=ND~(Dim-2) ,{n,1,ND}]11]]

Una vez obtenido el cédigo del sistema, A, la lista que representa al atractor del
sistema la obtenemos mediante el algoritmo deterministico, para lo que tomamos
como conjunto de partida la lista formada por los puntos de interpolaciéon, 1, y

realizamos n iteraciones y ordenamos la lista de forma adecuada:

A=CalculaCodigo[1];
LisInt=Ifs[A,1,n,1];

ListInt=Union[ListInt]

La funcion de Weierstrass

Para obtener las correspondientes series temporales, las distintas versiones de la

funcién de Weierstrass se definen en una unica funcion
FunWei[t, s, 1, k, Tipo, Subtipo],

donde t es la variable de la funcién, s la dimensién de recuento por cajas de su grafo,
1 el pardmetro A y k el nimero de términos a considerar (grado de aproximacién).
Las dos ultimas son variables auxiliares que determinan cual de las distintas

versiones se utiliza. Asi, la variable Tipo toma los valores Seno y Coseno para las
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versiones correspondientes, y la variable SubTipo el valor 1 para la versién original
y 2 para la version con caracteristicas autoafines.

Para definir esta funciéon comenzamos por definir las funciones base:

flx_,s_,1_,n_,Seno,_]:= 1°((s-2) n) Sin[(1°n) x]

17((s-2) n) Cos[(1°n) x]

flx_,s_,1_,n_,Coseno,1]:

flx_,s_,1_,n_,Coseno,2]:= 1°((s-2) n) (1- Cos[(1°n) x1)

y, una vez definidas, definimos la funcién de Weierstrass

FunWeilx_, s_,1_,k_,Tipo_,1]: Sum[f[x,s,1l,n,Tipo,1],{n,0,k}]

FunWeil[x_, s_,1_,k_,Tipo_,2]: Sum[f[x,s,1,n,Tipo,2],{n,-k, k}]

Para obtener las series temporales correspondientes a la funcion de Weierstrass
hemos implementado una funciéon que construye una serie temporal fractal de lon-
gitud N cuyo grafo tiene dimension de recuento por cajas Dim, tomando por defecto

los valores 1=4, k=50, Tipo=Seno y SubTipo=2:

FunWei[N_, Dim_]:=
Table[{t,FunWei[t,Dim,4,50,Seno0,2]1},{t,0,1,1/(N-1)}]

El movimiento browniano

Para obtener una aproximacion al movimiento browniano no es necesario definir
ninguna funcién, ya que cargando el paquete estadistico que permite trabajar con

la distribucién normal,
<<Statistics‘NormalDistribution’

podemos generar una serie aleatoria de valores que siguen una normal con media
cero y varianza unitaria (ruido blanco gaussiano estandar), cuyas sumas acumuladas

forman la aproximacion al movimiento browniano:

LisInc=Table[Random[NormalDistribution[0,1]],{p,1,3650}]
LisBm=Table[{j,Plus@@Take[LisInc,jl},{j,0,Length[14]}]
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A.3 Calculos estadisticos

En la dltima seccién vamos a incluir las funciones utilizadas para obtener los
histogramas de frecuencias relativas de los incrementos de los distintos cierres del
indice Ibex35, las correspondientes colas de la distribucién empirica y las auto-
correlaciones de estos incrementos.

En esta implementacion en primer lugar cargamos los paquetes que necesitamos

para el tratamiento y representacion de los datos:

<<Statistics‘DescriptiveStatistics®
<<Statistics‘DataManipulation®
<<Statistics‘NormalDistribution®

<<Graphics ‘Graphics®

y las series del indice Ibex35 con las que vamos a trabajar, obtenidas tratando la serie
de cierres diarios fuera del entorno MATHEMATICA, y de las que s6lo necesitamos

la coordenada correspondiente al valor del indice:

IbexDia=Map[N,Map[Last, Read["Ibex35DiaD90.txt"]1]1];
IbexSem=Map[N,Map[Last, Read["ibex35SemanaD90.txt"1]1];
IbexMes=Map[N,Map[Last, Read["ibex35MesD90.txt"1]1];

Para dividir la serie de cierres diarios en distintos periodos, sin tener en cuenta

los dias en los que no ha habido actividad, definimos la funcién
Cierres[dat_,paso_]:=Flatten[Partition[dat,1,pasol]

Como los modelos que se proponen para describir la evolucién de los precios
de una accién se basan en los logaritmos de estos precios, necesitamos calcular los
incrementos logaritmicos de cada serie de indices, por lo que definimos una funcion

que los calcula:

IncrementosLogl[datos_,1]:=

Apply[Function[{x,y},Logly/x]],Partition[datos,2,1],{1}]

que tiene una version que se aplica a listas que tienen dos coordenadas:
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IncrementosLog[datos_,2] :=Block[{1lstl,1st2},
1st1=Map[First,datos]; lstl=Rest[lstl];
1st2=Map[Last,datos]; 1lst2=IncrementosLogl[lst2];

Transpose[{1st1,1st2}]]

Los principales estadisticos descriptivos de las series de incrementos logaritmicos

de los distintos cierres del indice Ibex35 los obtenemos mediante la funcién

Parametros[datos_]:=

Block[{med, des, Mx, Mn},
TableForm[{
{"Nimero de datos", Length[datos]},
{"Media", med=N[Mean[datos]]l},
{"Desviacién tipica",des=N[StandardDeviationMLE[datos]]},
{"Maximo", Mx=Max[datos]},
{"Maxima desviacién'", (Mx-med)/des},
{"Minimo", Mn=Min[dat]},
{"Minima desviacién", (Mn-med)/des},
{"Asimetria", Skewness[datl},

{"Curtosis", KurtosisExcess[dat]}}]1]

Para analizar la distribucion de los incrementos logaritmos de cada serie de
cierres, obtenemos las frecuencias relativas de los datos correspondientes al intervalo
[ — no, p + no|, agrupadas en intervalos de longitud “ud” (consideramos como
unidades un cuarto de la desviacién tipica muestral ud = %) y las colas acumuladas
correspondientes a los valores que aparecen en los intervalos (—oo, u — no) y (u+

no, +00).

FrecuenciasRel[dat_,n_]:=
Block [{NN,med,des,ud,m,int},
NN=N[Length[dat]];
med=N[Mean[dat]];

des=N[StandardDeviationMLE[dat]];
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ud=des/4;

m=n*des/ud;

int=Table[med+j ud,{j,-m,m}];
(#1 /NN)& RangeCounts[dat, int]]

El correspondiente histograma, donde las barras tienen anchura “ud”, se obtiene
asociando las frecuencias relativas al punto medio de cada interval; salvo las colas

acumuladas, que las representamos a ambos lados de la grafica en sendas barras.

FrecuenciasRelGrf[dat_,n_]:=
Block [{NN,med,ud,des,m,int,freq,punt,anch},

NN=N[Length[dat]];
med=N[Mean[dat]];
des=N[StandardDeviationMLE[dat]];
m=n*des/ud;
int=Table[med+j ud,{j,-m,m}];
freq=(#1 /NN)& RangeCounts[dat, int];
punt=Table [med+(j+0.5)*ud,{j,-(m+1) ,m}];
anch=Table[ud,{j,-(m+1) ,m}];
freq=Transpose[{punt,freq,anch}];
GeneralizedBarChart [freq,
BarStyle->{GrayLevel[.6]},AxesOrigin->{med-n des-ud, 0},
Ticks->{Table[{med+j*des,\ [Mul+j\[Sigmal},{j,-n,n}],Automatic},
PlotRange->A11]];

El correspondiente grafo de la distribucién normal en el intervalo [u — no, p +
no|, con media y desviacién tipica como los datos, medida en unidades “ud” y con
las colas acumuladas correspondientes a los valores que aparecen en los intervalos
(—o0, u—no) y (4 no,+00) (representadas en barras de anchura “ud”) se obtiene

mediante la funcién:

GrfNormal[dat_,n_]:=Block [{NN,med,des,ndist,npd,ppl,pp2,pp3},
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NN=N[Length[dat]];

med=Mean [dat];

des=StandardDeviationMLE[dat];

ndist=NormalDistribution[med,des];

npd=PDF [ndist,x];

ppl=Plot [npd*ud,{x,med-n*des,med+n*des},
AxesOrigin->{med-nxdes-ud,0}];

pp2=GeneralizedBarChart [
{{med-n*des-0.5*ud,CDF[ndist, med-n*des],ud}},
BarStyle -> {GrayLevel[0.5]}];

pp3=GeneralizedBarChart [
{{med+n*des+0.5*%ud, 1-CDF [ndist, med+n*des],ud}},
BarStyle -> {GrayLevel[0.51}];

Show [pp1,pp2,pp3]]

Para obtener las colas acumuladas correspondientes a las frecuencias relativa de
datos mayores que p + kud (derecha) y de datos menores que p + kud (izquierda)

utilizamos funciones andlogas:

ColaEmpiricaldat_,k_,Ldo_]:=Block [{NN,med},
NN=N[Length[dat]]; med=N[Mean[dat]];
Switch[Ldo,Dch, Last[RangeCounts[dat,{med+k*ud}]]/NN,

Izq,First[RangeCounts[dat,{med+k*ud}]]/NN]]

ColaNormal[dat_,k_,Ldo_]:=Block[{med,des,ndist},
med=Mean[dat] ;
des=StandardDeviationMLE[dat] ;
ndist=NormalDistribution[med,des];
Switch[Ldo,Dch,1-CDF [ndist,med+k*ud],

Izq,CDF [ndist,med+k*ud]]]

Estas funciones tienen la correspondiente version grafica, que las representa entre
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sigmin y sigmax desviaciones de la media:

GrfColaEmpiricaldat_,sigmin_,sigmax_,Ldo_]:=
Block[{med,des,kmin,kmax},
med=N[Mean[dat]];
des=N[StandardDeviationMLE[dat]];
kmin=sigmink*des/ud; kmax=sigmax*des/ud;
ListPlot[Table[{med+k #*ud,ColaEmpiricaldat,k,Ldo]},
{k,kmin,kmax}],
PlotJoined->True, AxesOrigin->{med+sigminx*des,0},

PlotStyle->{Thickness[0.01]1}1];

GrfColaNormal[dat_,sigmin_,sigmax_,Ldo_]:=
Block[{med,des,kmin,kmax},
med=N[Mean[dat]];
des=N[StandardDeviationMLE[dat]];
kmin=sigmink*des/ud; kmax=sigmax*des/ud;
ListPlot [Table[{med+k *ud,ColaNormall[dat,k,Ldo]l},
{k,kmin,kmax}],
PlotJoined->True, AxesOrigin->{med+sigminx*des,0},

PlotStyle->{Thickness[0.01],Dashing[{0.015}]1}1];

Para estudiar la dependencia de la serie, definimos la funcién de autocorrelacion

empirica:

Ro[dat_,k_]:=Block[{med,var,NN,cov},
med=Mean[dat];
var=VarianceMLE[dat];
NN=Length[dat];
cov=(1/NN)*Sum[(dat [[i]]-med) * (dat [[i+k]]-med) ,{i,1,NN-k}];

cov/varl
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Anilisis R/S

Por tltimo, implementamos el anélisis R/S en el entorno de cédlculo MATHE-
MATICA para realizar los cédlculos empiricos del exponente de Hurst. En esta
implementacion, antes de comenzar a trabajar cargamos el paquete que vamos a

utilizar para el cdlculo de los distintos estadisticos que aparecen en los algoritmos

5.1y 5.2
“DescriptiveStatistics”;
La primera funcion que definimos:

ListaN[datos_,MinDat_,MinSub_,MinDiv_,MaxPor_]:=
Block[{111={},NN=Length[datos], DivNNN, NNN,MaxDat},
MaxDat=IntegerPart [NN/MinSub] ;
NNN=NN;
While[Length[Select[Divisors[NNN],MaxDat>#1>MinDat&]]<MinDiv,
NNN=NNN-1;
If [NNN<=NN *(100-MaxPor)/100,Break[]]];
If [NNN<=NN *(100-MaxPor)/100,
Tablel[k,{k,MinDat,MaxDat}],
{NNN, Select[Divisors [NNN] ,MaxDat>#1>MinDat&]}]]

una vez fijados los valores minimos para el nimero de datos que aparece en cada
subserie, MinDat, y el nimero de subseries que consideramos a la hora de calcular la
media, MinSub, tiene como resultado una lista formada por el nimero de datos que
vamos a utilizar y una lista con las distintas longitudes en las que vamos a dividir
la serie Datos.

En esta funcion mantenemos como ultima opcién trabajar con la serie completa
y con todos los valores de n, pero si el nimero de datos de la serie tiene un nimero
minimo de divisores, MinDiv, consideramos solo estos valores y si no lo tiene, siem-
pre y cuando los datos despreciados no superen el porcentaje maximo de datos a

despreciar, MaxPor, despreciamos datos de la serie para que el nimero de datos de
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la nueva serie tenga un numero adecuado de divisores, que seran los valores de n
que utilicemos.

El célculo del exponente de Hurst lo realizamos mediante la funcién:

Hurst [Datos,MinDat ,MinSub,MinDiv,MaxPor] :=
Pte[Map[N, Map[Log,

RsLista[Datos,MinDat ,MinSub,MinDiv,MaxPor]]]1]

Hurst[Datos] := Hurst[Datos, 5, 10, 12, 1]

donde vamos a tomar por defecto, al igual que en todos los casos, el nimero minimo
de datos que aparece en cada subserie como 5, el nimero minimo de subseries que
consideramos a la hora de calcular la media como 10, el nimero minimo de valores
de n para estudiar el comportamiento del rango como doce y el porcentaje maximo
de datos que podemos despreciar como el 1%.

El célculo de los valores R/S de las distintas subseries en las que dividimos la

serie Datos lo realizamos mediante la funcion:

RsLista[datos_,MinDat_,MinSub_,MinDiv_,MaxPor_]:=
Block[{111={},11,NNN,datosNw},
ll=ListaN[datos,MinDat,MinSub,MinDiv,MaxPor] ;
datosNw=Take[datos,NN=First[11]];
1l1=Last[11];
While[11l=!={},
NNN=First[11];
11=Rest[11];
111=Append[111,{NNN,Mean[Rs/@ Partition[datosNw,NNN]1]}1];
111]

RsListal[datos] :=RsListal[datos_, 5, 10, 12, 1]

cuyo resultado es una lista con los valores de n utilizados frente a la media de los

correspondientes valores (R/S),,.
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Por dltimo, el cdlculo de los valores R/S de cada una de las subseries correspon-

diente al algoritmo 5.2 lo realizamos mediante la funcion

Rs[SubDatos_]:=
Block[111=SubDatos, Md, St, DsvAc, Rng},
Md=Mean[111];
St=StandardDeviationMLE[111];
DsAc=Table[Sum[111[[n]]-Md,{n,1,i}], {i,1,Length[111]1}]1;
Rng=SampleRange [DsAc];
Divide[Rng,St]]

donde, al trabajar directamente con los incrementos logaritmicos del proceso, el
calculo de los incrementos que aparecen en el primer paso del algoritmo no se realiza.

La funcion que si calcula estos incrementos, y que, por tanto no utilizaremos, es:

Rs[SubDatos_]:=
Block[{11=SubDatos,111={},X=0,Md,St,DsvAc,Rng},

While[11='={},

111=Append[111,First[11]-X];

X=First[11];

11=Rest[11]];
Md=Mean[111];
St=StandardDeviationMLE[111];
DsvAc=Table[Sum[111[[n]]-Md,{n,1,i}],{i,1,Length[111]}];
Rng=SampleRange [DsvAc] ;
Divide[Rng,St]]
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