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INTRODUCCION.

Una de 1las etapas fundamentales, de cualquier andlisis
estadistico, es el estudio de la calidad de 1los datos experi-
mentales, con el fin de garantizar la mdxima fiabilidad en las

conclusiones que se obtengan del mismo.

S8e puede considerar que una primera aproximacién al ana-
lisis de la calidad de las observaciones experimentales data
de la segunda mitad del siglo XVIII, con la depuracion de da-
tos resultantes devinvestigaciones astronétmicas. Ciertos as-
tréonomos aconsejan la eliminacién de las observaciones extre-
mas resultantes de sus cuantificaciones experimentales, argu-
mentando para ello que dichas observaciones pueden perturbar

las inferencias a realizar.

Debido a que en los inicios del siglo XIX, Laplace y

Gauss estudian la distribucién normal en relacién con sus tra-



bajos sobre la teoria de errores, esta teoria empieza a surgir
con un mayor auge hacia finales de dicho siglo. No obstante,
no es hasta la primera mitad del siglo XX cuando aparecen meé-

todos con cierto fundamento teoérico.

Desde el trabajo de Glaisher (1872) hasta nuestros dias
=2 han desarrollado una gran cantidad de técnicas que dan lu-
» lo que hoy se conoce como “Andlisis Estadistico de Out-

liers".

Las técnicas que se han propuesto a 1o largo de estos
afios estan, generalmente, centradas en el andlisis de outliers
en muestras extraidas de una poblacién. Asi son 1los casos de
deteccioén de outliers en poblaciones normales uni - o - multi-
variantes, poblaciones exponencilales, etc. Sin embargo, este
estudio ha sido muy reducido para analizar outliers respecto a
técnicas estadisticas tales como regresié6tn, modelo lineal, di-
sefios de experimentos, tablas de contingencia, etc., que es lo
que Barnett y Lewis (1984) han identificado como Andlisis de

Outliers en Datos Estructurados.

Es precisamente en este ultimo campo donde se centra el
estudio que se recoge en esta memoria, la cual se ha estructu-
rado en dos capitulos, donde en el primero se recogen las de-
finiciones que han sido dadas, por diversos autores, sobre el
término outlier, analizando los rasgos fundamentales que ca-
racterizan a dichas observaciones, asi como las técnicas pro-

puestas para su estudio. Se finaliza con una recopilacion de



las técnicas de identificacioéon de datos estructurados en el
caso particular de que los resultados experimentales estén re-

cogidos en una tabla de contingencia.

En el sequndo capitulo, tras estudiar el Modelo Multino-
mial, se dan procedimientos para la deteccioén de outliers en
dichos modelos, bajo determinadas hipotesis. Los resultados
obtenidos se particularizan a tablas de doble entrada, reali-
zando un estudio comparativo de 1la potencia de un test pro-

puesto y del test F. dado por Fuchs y Kenett (1980).

Se completa esta memoria con la presentacién de dos pro-
gramas elaborados para calcular algunos estadisticos propues-

tos en el capitulo segundo.
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INTRODUCCION.

En este Capitulo se analizan los rasgos principales que
caracterizan las definiciones dadas por diversos autores so-

bre el término outlier.

Se prosigue con un estudio general de las distintas téc-
nicas existentes para abordar el problema de la presencia de
outliers en una masa de datos, dedicandole mayor interés a las

técnicas de identificacion.

Para finalizar, se recopilan las principales técnicas de
identificacion en Datos Estructurados, relacionadas con la de-
teccion de outliers en tablas de contingencia de doble entra-
da. Se- hace un estudio mds detallado de la técnica propuesta
por Fuchs y Kenett (1980), ya que en el Capitulo Segundo se
realiza un estudio comparativo de la potencia de este procedi-

miento con la de uno de los que se proponen en esta memoria.



1.- OUTLIERS.

El estudio de los fenémenos naturales 1lleva consigo un
proceso de codificacién de los elementos de la naturaleza. El
conjunto de co6digos resultante da lugar a 1o que se conoce
como masa de datos, a partir de la cual se pretende obtener

conclusiones sobre el fenémeno que se analiza.

Sin embargo, sobre los datos experimentales se han de te-
ner presentes las afirmaciones que hacen‘diversos autores
(Anscombe (1960), Beckman y Cook (1983),etc.) en el sentido de
que las observaciones resultantes de la experimentacién no de-
ben considerarse en ningin caso como valores absolutamente fi-
dedignos del experimento en cuestién, ya que éstas pueden es-
tar afectadas por diversos errores o variabilidades. Por esta
razén, existen autores, entre ellos Chatfield (1985), que des-
tacan que entre las principales etapas que se han de seguir en
un analisis estadistico de datos es la de investigar la es-
tructura y calidad de las observaciones, asi como la de reali-
zar un examen inicial de las mismas, ya que si no se detectan
los errores presentes en las observaciones y el estadistico
actua suponiendo la ausencia de ellos, los procedimientos es-
tadisticos que se apliquen pueden conducir a conclusiones

inexactas.

Estas observaciones afectadas por errores o variabilida-
des han sido denominadas "outliers", “observaciones discordan-

tes", "valores sorprendentes", "observaciones contaminantes",



"“valores atipicos", etc., por mencionar sé6lo algunos de 1los

términos que se han utilizado para definir tales observaciones

a lo largo de los afios.

El término mas comunmente’usado en la mayoria de los tra-
bajos publicados hasta la fecha es el término anglosajén "Out-
liers". Las observaciones no caracterizadas como outliers, se

~wminan con el término "Inliers*“.

Aunque muchas son sus definiciones, generalmente, como
indica Miller (198l1), el outlier se caracteriza mediante su
desviacién del resto de las observaciones muestrales. No obs-

tante, en ocasiones, aparecen ademds algunas de las siguien-

tes peculiaridades:

l.- Intervienen los diversos tipos de errores que pueden
afectar a las observaciones. En este sentido se pue-
den citar 1las dadas por Grubbs (1950), Kendall y
Buckland (1957), Anscombe (1960), Hawkins (1980),
Beckman y Cook (1983).

2.- Admiten la subjetividad del experimentador para iden-
tificarlas. Entre las que'se encuentran las dadas por
Grubbs (1950), Kendall y Buckland (1957), Ferguson
(1961), Grubbé (1969), Hawkins (1980), Beckman y Cook
(1983), Barnett y Lewis (1984).

Ademds de estas peculiaridades, se han de tener presentes

las siguiéntes consideraciones:



Como 1indican Collet y Lewis (1976), la percepcién de un
outlier depende de la forma de presentacién de los datos (al
azar, graf icamente, ordenados), de la experiencia del investi-
gador y de la escala utilizada para 1la presentacién de 1los

mismos.

En las situaciones estructuradas (Barnett y Lewis (1984))
~ cuando se observan datos multivariantes, resulta en general
imposible la influencia subjetiva del experimentador sobre la

apreciacion de observaciones outliers.

Ademas, se ha de tener presente el hecho de que una ob-
servacion puede ser outlier para un determinado modelo o cri-

terio y no para otro.

Por estos motivos, Moreno (1987) da la siguiente defini-
cién del término outlier: "Outlier es aquella observacion que
siendo atipica y/o errb6nea, se desvia marcadamente del compor-
tamiento general de la masa de datos, respecto del «criterio
(modelo, método o situacioén) que se desea analizar en los

mismos".

31 dichas observaciones outliers dentro de la muestra no
son detectadas y corregidas se incurrird en errores sobre las
posibles conclusiones a realizar sobre el fenémeno en estudio
o experimento, es por ello, por lo que se deben de dar proce-
dimientos para el estudio de outliers. Ademds, existen situa-
clones donde su caracterizacién es mads importante que los

errores que ocasionan.



2.- TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE OUTLIERS.

Los procedimientos para el estudio de la presencia de
outliers en un conjunto de datos se pueden dividir, como reco-

ge Beckman y Cook (1983), en dos grandes apartados:

- Método de Acomodacién.
- Método de Identificacion.

Los métodos o procedimientos de acomodacién consisten en
construir técnicas estadisticas que no se dejen influenciar en

sus resultados por la presencia de outliers.

Los métodos de identificaciéon consisten en dar técnicas

que permitan determinar e identificar los posibles outliers.

La utilizacién de un método u otro dependera, en cada ca-
so, de la informacién u objetivo que se desee obtener sobre

la muestra resultante de la experimentacioén.

2.1. METODOS DE ACOMODACION.

En los ultimos afios, la investigacién estadistica se en-
camina hacia la busqueda de métodos estadisticos que se en-
cuentren protegidos frente a la incertidumbre en el mecanismo
generador de datos. Estos procedimientos incluyen métodos ro-
bustos para la estimacién o contraste de los pardmetros de la

distribucién fundamental.

Los procedimientos de acomodacién no son mas que la de-

- 10 -



terminaci6n de métodos estadisticos que no se vean afectados
por la presencia de outliers. Es decir, estos métodos no tra-
tgn de determinar las observaciones outliers y corregirlas,
sino de acomodar las técnicas estadisticas a la presencia de
outliers para evitar posibles errores en las conclusiones fi-

nales de la experimentacién.

Estos métodos engloban dos formas distintas de abordar el

problema:

a) Dotar a la fuente o naturaleza de una estructura o mo-
delo matemdtico que explique o considere todos los va-

lores muestrales.

b) Utilizar procedimientos estadisticos que no sean in-
fluenciables por la presencia de outliers (Métodos Ro-

bustos).

Para ilustrar estos procedimientos en el caso univarian-
te, se pueden considerar los M-estimadores y R-estimadores,
dados por Huber (1972). Kale y Sinha (1971) proponen métodos
robustos ante la presencia de un posible outlier, basados en
los L-estimadores para estimar el parametro de escala en una

distribucién exponencial.

Tanto en el caso multivariante como en el caso de datos
estructurados, existen pocas técnicas de acomodacioén y las que
existen, generalmente tienen una justificacién mas intuitiva
que teoérica. Entre los distintos trabajos se pueden destacar
los siguientes.

- 11 -~



Golub, Guttman y Dutter (1973) proponen reglas basadas en
la “windsorizacién" de 1los residuos supuesto que el vector de

observaciones estd descrito por un modelo lineal normal.

Gnadadesikan y Kettenring (1972) tratan sobre la estima-
cién robusta de medidas de localizacién y dispersién en mode-
los multidimensionales. En particular tratan sobre la estima-

-1 robusta del vector de medias y la matriz de varianzas-

covarianzas.

Los métodos de acomodacién requieren para su aplicacién
correcta una gran informacién, a veces dificil de obtener, que

permita satisfacer los objetivos marcados por ellos.

2.2. METODOS DE IDENTIFICACION.

Los métodos de identificacién engloban todos aquellos
procedimientos que se caracterizan por las dos etapas siguien-

tes:

a). Determinacioén de la observacién u observaciones out-

liers.

b). Andlisis pormenorizado de cada outlier, y el conjunto
de todos ellos, lo que va a permitir obtener algunas

de las siguientes conclusiones:

- Mantener o rechazar las observaciones detectadas.
- Confirmar el modelo matemdtico, caso en que este hubie-

se sido supuesto inicialmente.

-12 -



- Identificar rasgos de interés practico, que en un prin-
cipio pueden ser desconocidos por el investigador, asi
como determinar comportamientos singulares en la expe-

rimentacién.

En determinadas situaciones no es posible esta segunda e-
tapa, por ejemplo en aquellos experimentos donde los elementos

espacio empirico no vuelven a su estado inicial tras 1la
experimentacion. En estas situaciones se tiende a rechazar las
observaciones determinadas en la primera etapa, ya que como
indican algunos autores, entre ellos Hampel et al (1986):

“... el peligro causado por el outlier es mucho mayor que
el peligro de pérdida de eficiencia que motiva su rechazo en

caso de que sea inlier ...".

A continuacién, se analizard la primera etapa, ya que la
segunda etapa es ma&s apropiada para el experimentador que para

el estadistico.

Los métodos existentes para determinar las posibles ob-
servaciones outliers se pueden clasificar en los dos grupos

siguiente:

- Métodos Formales.

- Métodos No Formales o Graficos.

Los métodos formales se caracterizan por realizar un con-
traste de hip6tesis sobre la masa de datos que se dispone. En

estos contrastes la hipotesis nula establece que los elementos

- 13 -



de la muestra proceden de una misma poblacién, es decir, bajo
esta hipotesis no se permite la presencia de outliers en la

muestra.

A pesar de la simplicidad de la hipétesis nula, la formu-
lacion de la hipotesis alternativa no es una tarea facil, ya
que en ella habria que especificar un modelo que permita ex-
plicar la presencia de outliers en la muestra. Esta probleméa-
tica ha sido estudiada por diversos autores (Kale (1976), Ro-
sado (1984), etc.)

Si bien Barnett y Lewis (1984) proponen una clasificacioén
de las hipétesis alternativas (alternativa deterministica, in-
herente, de mixtura y de deslizamiento), en la practica, fijar
alguna de ellas, resulta dificil, por lo que generalmente 1la
hip6étesis alternativa que se plantea es que una o varias ob-
servaciones no proceden de la misma poblacién que el resto de

los datos.

Los métodos graficos tienen como objetivo la representa-
ciétn de los datos en un sistema de ejes cartesianos bi - o -
tridimensional, utilizando diversos procedimientos. E1 mas
usual consiste en transformar cada observacion mediante una

funcién con valores en la recta real.

La funcion o estadistico se elige de acuerdo con el rasgo
o propiedad que se desee analizar en los datos experimentales,
considerdandose outliers aquellas observaciones cuya represen-

tacién grafica se desvia relevantemente de la masa de datos.

- 14 -



Presentan el inconveniente que no indican ni direccioén,
ni magnitud de la desviaciéon del outlier respecto de la masa

de datos.

3.~ METODOS DE IDENTIFICACION EN DATOS ESTRUCTURADOS.

Barnett y Lewis (1984) al estudiar las técnicas de detec-
cién de outliers hacen una clasificacién de las mismas reco-
giendo uno de los apartados como el problema de outlier para
datos estructurados, estudiando dentro de este apartado las
técnicas de outliers relativas al modelo de regresién 1lineal,
regresion multiple, disefios de experimentos y tablas de con-

tingencia.

Es por ello, que en este punto, se estudien las técnicas
de deteccion de outliers para tablas de contingenéia, las cua-
les se pueden descomponer en los dos métodos que se han reco-
gido en el apartado 2.2. Se comienza con las que se desarro-

llan dentro de los métodos llamados no formales o graficos.

Fienberg (1969), propone un método grafico basado en un
"half-normal plots" para identificar aquellas subtablas 2x2
para las cuales la hipétesis nula de independencia es rechaza-
da. Introduce un modelo de quasi-independencia para el cual
las celdas no separadas tienen una estructura multiplicativa,

similar a la de independencia de filas y columnas.

Este procedimiento ha sido criticado por Brown (1974):

- 15 -



“dos claros inconvenientes para su utilizacioéon son su depen-

dencia en el orden original de las filas y coiumnas y la iden-

tificacion de excesivas celdas".

" Haberman (1973) propone como método representar los resi-
duos ajustados en un papel probabilistico normal (gaussiano),
representacion que permite determinar si existe alguna obser-
vacioén u observaciones que se desvian del modelo de indepen-
dencia de poblaciones multinomiales en tablas de doble entra-
da. Con el uso de dichos residuos mide la diferencia entre 1la

frecuencia observada de una celda y su valor esperado.

Bradu y Hawkins (1982) proponen un procedimiento en wuna
unica etapa para la deteccién de multiples outliers en una ta-
bla de doble entrada, basado en la mediana de los tetraedros
asociados a las celdas. Como indicador del numero de outliers

sugieren el uso de "plot half-normal®.

Entre 1los métodos formales para la identificacién de

outliers se pueden citar los siguientes.

Brown (1974) propone un érocedimiento secuencial para de-
tectar aquellas celdas que contribuyen fuertemente al rechazo
del test chi-cuadrado para independencia entre filas y colum-
nas en una tabla de doble entrada. Describe un algoritmo paso-
a-paso para identificar y eliminar las celdas inconsistentes
con un modelo de quasi-independencia estimado por las celdas

restantes.

- 16 -



Si bien, tanto Goodman (1968) como Fienberg (1969) dan
métodos para modelos de quasi-independencia, mientras que el
procedimiento propuesto por Fienberg itera sobre todas las
éeldas observadas y ¢1 de Goodman lo hace sobre los totales de
filas y columnas, el algoritmo propuesto por Brown itera sobre
las celdas vacias (o eliminadas). Cuando el numero de celdas
vacias es pequefio, este procedimiento requiere menos cémputo

que cualquiera de los otros dos.

Dentro de este apartado de técnicas formales se encuentra
la dada por Fuchs y Kenett (1980) y que recoge lo siguiente:

Six ,...., ¥ son las frecuencias observadas en las k
1 k

celdas de una distribucién multinomial con parametros p , ...,
1
P , entonces :
k b4 X

1 k
nlp ... 0p
1 k
P(X = x) =
x! ... x!
1 k

k K
donde p > 0 (j=1,2,...,k), >. p =1, n= 2, X .
j j=1 j =1 3

(0)
Para estudiar la hipétesis p=p » Fuchs y Kenett (1980)

utilizan los residuos ajustados:

(0)
X - np
j J
2 = j =1, 2, .., k
j \/ (0) (0)
np (1 - p )
J J

- 17 -



Bajo 1la hipé6tesis nula 2 se distribuye asintoticamente
segun una ley normal multivariante con vector de media 0 y ma-
triz de varianzas-covarianzas dada por:

(0) (0) (0) (0) 1/2
Cp P (1 - p ) (1 - p ) 1] si i#j
i j i 3

\Y = i,3=1,...,k
ij 1 si i=j

La hip6tesis nula es rechazada si el maximo de los resi-
duos ajustados es suficientemente grande, es decir existen
celdas outliers si el valor del estadistico es mayor que el
punto critico correspondiente. Dichos puntos son obtenidos u-
tilizando la desiqualdad de Bonferroni. Dan las modificaciones

apropiadas para los contrastes unilaterales.

Los resultados obtenidos 1los generalizan para el estu-
dio de la independencia en tablas de contingencia de doble en-
trada. En esta situacién proponen un test, que llamaremos test
F., cuyo estadistico es el maximo de los residuos ajustados
definidos por Haberman (1974), para la deteccién de posibles

celdas outliers en la tabla.

También consideran el correspondiente contraste unilate-

ral para detectar celdas outliers superiores e inferiores.

Kotze y Hawkins (1984) proponen como método una exten-
sion del dado por Fienberg(1969) basado en todas las 2x2 sub-
tablas que contengan la celda cuya tendencia outlier se desea

estudiar. Los elementos esenciales de este procedimiento son
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la robustez de la estimacion de la no aditividad de cada cel-
da, un "half-normal plot" de estas estimaciones para dar una
valoracion visual del modelo adecuado, y los 1limites simulta-
neos para separar outliers de celdas aditivas. El procedi-
miento presenta la ventaja de no ser susceptible de enmascara-

mientos e identifica multiples outliers en un sélo paso.
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INTRODUCCION.

Entre 1los diferentes problemas que se pueden plantear
dentro del esquema general de‘tablas de contingencia, se en-
cuentran él1 de independencia de caracteres poblacionales y é1
de homogeneidad de poblaciones estructuradas bajo el modelo
multinomial. Si bien tienen un planteamiento teérico muy dis-
tinto, desde un punto de vista practico, se le proponen solu-
ciones muy similares. Quizds sea éste el motivo por el cual el
problema de identificacién de outliers en tablas de doble en-
trada se ha dirigido hacia el estudio de independencia de ca-

racteres.
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En este Capitulo, tras hacer un estudio del Modelo Multi-
nomial, se calcula, bajo las condiciones de reqularidad dadas
por Birch (1964) la distribucién asintotica de los residuos
definidos por Haberman (1973), tanto para el caso en que 1los
parametros son conocidos o no, ya que en ellos se basaran las

técnicas de identificacién que se proponen.

Para el andlisis de outliers en el modelo multinomial se
proponen dos técnicas que se denominan como test C.L.C. y test
R.. Tras calcular la distribucién y los puntos criticos de los

estadisticos propuestos, se pasa a comparar ambas técnicas.

Se propone una nueva técnica para la deteccién de out-
liers en el modelo multinomial en el caso de equiprobabilidad,
calculando la distribucién asintética del estadistico propues-

to, asi como sus puntos criticos.

Los resultados obtenidos son particularizados al caso de
tablas de doble entrada, haciendo un estudio comparativo de la
potencia del test C.L.C. y del test F. propuesto por Fuchs y
Kenett (1980).
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1.- MODELO MULTINOMIAL

Definicién 1.1

El Modelo Multinomial se define mediante wuna variable

aleatoria X cuya distribucion D(X) pertenece a la familia

q
F={F(x,e)/ 8¢ @SR } ( donde 6 (6 ,6 ,...,9 )’ es un vector
1

2 q
q-paramétrico, denominado Vector Paramétrico o Parametro,
con recorrido en un subconjunto (H) del Espacio Euclideo

q
g-dimensional R ) y por una particién P = {A A ,...,A :} del
1 2 k

Espacio Muestral de forma que una muestra aleatoria simple

(ma.s,) X ,X,...,X procedente de X se transforma en un
1 2 n '

vector k-dimensional
f=4(f ,f ,..., £ ), conf =#(xegdA) J
1 2 k i v 3 v

K
y 2, f=n
j=1 3

1,2,....k
1,2,...,n

y sobre el espacio paramétrico @ se considera 1la funcioén

q
k-vectorial g = (g ,9 ,...,9 )': @c_'-.R —>Megc C , siendo
l 2 k k
k
C = {p=(P ’p ""lp )l/ p > 0' j=1'2'l00’k, Z p = 1)
k 1 2 k 3 j=1 3

El modelo multinomial puede ser definido por un
subconjunto M o bien por el par (g, GD).
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S1i el verdadero valor del parametro es %>6(:) entonces

se verifica que

f=(f ,f£ ,...,f ) ~Mn;g (V,g (P,...,g (k)
1 2 k 1 P 2 % k €

Para el estudio que se realiza, es necesario considerar,

sobre el modelo multinomial las siguientes:

Condiciones de Reqularidad

Las condiciones de regularidad fueron dadas por
Birch(1964). En las que se supone gque k es el verdadero valor
del parametro y se representara g(p)= 71, que q  k -1 y que

el modelo distribucional cumple las siguientes condiciones

1l.- F’es un punto interior de (:) y existe un entorno

q-dimensional de ?0 que esta completamente contenido

en ().
2.- El vector /C es un punto interior de C ,7( = g (F))O.
: k 3 ]
3.- g :C}-——) Cc es totalmente diferenciable en % ’
k
por tanto las derivadas parciales de g con respecto

aé , j=1,...,k , h=1,2,....,q9, existen en F y g(0)
h

admite una aproximacién lineal en )o dada por:
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D9 (p)
j

q
g (8) =g (P) +35(0 - ) +o(l1e -¥ID
j h=1

3 h h 20
h
j=1,2,...,k, cuando 6 —) k .
4.- La matriz jacobiana ( 9g/ 26), cuyo elemento (j,h) es

o9 (F)/é)e j=1,2,...,k, h=1,2,...,9 es de rango
b h

total (rango q); es decir, g(@) convierte un entorno
de b (en () en un entorno gq-dimensional de g(@)
en M.

- 1 :
S.- La funcién g : M —) <:) es continua en g(p) =7C,

En particular, V £> 0, 34> 0/ si ||6 -p|| 2 & ==
Il g(e) - gtp) || 24 .

6.- La funcién g:C)-—O C es continua en cualquier punto
ec@® . §

7.- La funcioén g:QD-—O C tiene derivada segunda continua
k
en un entorno de V.

Las condiciones anteriormente establecidas no constituyen
restricciéon alguna ya que son satisfechas usualmente por los

modelos que se utilizan en la préActica.

2.- ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DESCONOCIDOS

—

q
Sea g : C) €R —>McC , una funciétn k-vectorial
k

g(é)=g(é ,6 ,...,0 )=(g (6 ,0 ,...,0),...,9 (6 ,0 ,...,0 ))".
1 2 q 1 1 2 q k 1 2 q
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La funcion de verosimilitud para una m.a.s. de tamafio n

transformada en el vector f = (f , f , oo, £ )’ con
‘ 1 2 k

k
Z; f =n (1) es:
3= j

£ £

n! 1 k
L(f,g(8)) = g(d® ,...,9) ... gi(6 ,...,0)
fIift...f1 1 1 q k 1 q
1 2 k

‘tomando 1logaritmo neperiano, derivando respecto a 6 e

igualando a cero, se obtiene

k ) 29 (6 , «.., 0 )
E j i q
=0 h=,2,...,9
j=1 g(, ..., 6) o0
j 1 q h
siendo 9 =f / n el estimador de maxima verosimilitud para
b b
p=(pp ,p, «v.,p ) en una distribucién M(n;p , P, ¢+., P )
1 2 k 1 2 k
a partir de una m.a.s. de tamafio n verificando (1).
Lema 2.1
n m n m m

Sea U un abiertode RxR y (a,b)eU, f : Rx R —> R
tal que

l1.- f(a,b)=0.

2.- f es diferenciable con continuidad en U.

3.- La matriz (D ( £f (a,b) ) de orden mxm, posee
n+j j

determinante no nulo.

: n
Entonces existe un conjunto abierto A € R qgque contiene
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al punto a y un conjunto abierto Bg;ﬁm que contiene a b
tales que para cada xeA existe un tnico ye<B tal que
f(x,y)=0.

La funcion g:A —>B definida por g(x)=y es diferenciable

en A y la tnica funcién que cumple:

{x,y)enxB / f(x,y)=0 ) = [(x,7)¢ AxB / y=g(x) )
Ademds, si f es de clase k en U entonces g es de clase k
en A.
Demostracién. - Apostol(1976)

Se considerard que {=(/7t , /T, ..., 7T )" es el verdadero
1 2 k

valor de p =(p ,P , ..., )' ¥ que el modelo distribucional
1 2 k

es correcto, es decir, g(p)=", P=(6 , 0 , ..., ) e @.

Teorema 2.1

Bajo las condiciones de regularidad, existe un entorno

U de 7C y una funcién diferenciable con continuidad
0

q
6(p) : U —> R tal que

0
-1 -1/2
0(p) = 7°-f (A’A) A'(DUO)) (p -7C) + o(}|p=-7CI})
-1
siendo A = (D(V)) ( 9g(8)/20 ) y D()=(d ) es una
| o=y bj
0 s8i b%j-
matriz diagonal de orden kxk con d = b,j=1,2,....,k
bj
JU si b=j
j
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Demostracién. -

k q q
Se considera la funcién t:C zE% €CR xR —> R definida
k

k p 29 (6)
J

3
por t (p,0) = EE: h=1,2,...,9
h j=1 g (0) J0
j

h

siendo EY un entorno de ‘f

Esta funcién es de clase 1 por 1la condici6on 7 de
regularidad. (2)

Se verifica que:

k
VeeEyp y p = g(o), > g (e =1, entonces
=1 7

Kk k

Y. (Dg (8)/0) = (/20 )( 3 g(8)) =0

j=1 B h h J=1

h=1,2,...,9.
En particular

glp) =70 ====> t(X,lp) =0 (3)

Verificdndose que (Ot ( p,0 ) /286 ) es igual a
h m

2
p Jg (0) k p dg (8) dg ()

k
Z j Z j i j
g (0) Je Je 2 20 20

i
j=1 3 h m j=1 (g (8)) h m
)

m=1'2'ooo'q; h=1’2'|.o'q '

Entonces ( Qt (p,8) / 96 ) =
h

m 9=Y’
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2
7T O g (8) n dg (0) ng(e)

( )
Jdo o = 2] J =
. gj(\o) o 26 B ¥ 2 de o 'e P

dg (8) 2g (8)

k

Z 1 3 3
\e— =10 ( 26 J0 )l e=§o=
m h j m h

2g (6) ag.(e)

k
. Z - 3 j |
j=1 T Je de IO
3 m h

i
n=1,2,...,9; h=1,2,...,q9

-1/2

Denotando por A = (D(/7)) (dg(e)/ ae)l siendo

o=p
D(/V) la matriz diagonal de orden kxk definida anteriormente

Yy 92g(8)/ 26 1la matriz de orden kxq cuyo elemento (j,h) es
29 (6)/ 96 j=1,2,...,k, h=1,2,...,q9.
3 h

Entonces ( at(p,e)/ae)l % = - A’ A
6=

Por la condicién 4 de regularidad (ag(e)/ae)! es
0=

de rango total (rango q) entonces la matriz A de orden kxgq es
de rango q < k-1, entonces A'A es definida positiva, por 1lo
que rango(A’A)=q ===) detC(dt/2)1 # 0 (4)

De (2), (3) vy (4) v lema 2.1 se verifica que existe un
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entorno U de /U en C y una tYnica funcién vectorial:

0 k
q
@ : U ——>R
_ 0
tal que
1
0 €C enU,e(/c)=$(ayt(p,e(p>)=o VpelU
0 0

por tanto la funcién 6(p) admite un desarrollo en serie de
Taylor en un entorno de p =70 expresado por

e(p) (p -7/ + ol(llp -}}) =

6() + ( 20(p)/2 p), T
, p:/

= P+ 2up/ap (p -7) +olllp -7

|

y aplicando la regla de la cadena a la funcion t(p,8(p)) se

obtiene que dt( p,0(p)) = Ot/ dp + (dt/360) (D 6/ p)
tomando el valor cero en p= X, 6= *(’ , luego (260 /9 p)l =
A p=/T
-1 -1
= - (9t/29) (9t/a p) = (A'A) (2t/2 p)
|9=5(> [p=1 |P=fL
siendo
ot (p,8)/9p = (1/ JU (g (8)/26 )‘ h=1,...,q
h jl p=/C J 3 h 9=P
j=1,...,k
Por lo que
-1 -1/2
(d6(p)/d p) = (A’A) A’ (D)) y
|e=rt
-1 -1/2
6(p)= P+ (A'A) A'(DML))  (p-/U)+o(||p- /L] ]) c.q.d.
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Teorema 2.2

Sea f~MnNn;CT,n, ..., 7))y 6 =f /n 8su estimador
1 2 k3 ]

de maxima verosimilitud, entonces

Yo ( S -/t) —> N (0, D(OY-(r) () ") singular con
k

rang(D(R) - (n)(/T)') = k-1 donde = (7T ~n ves 7T )

1 2 k

Demostracién. -

La funcién caracteristica de f es

n
f (t)=C/C exp(it ) + . . . +/7 exp(it )1 , por lo que la
f 1 1 k k

funcioén caracteristica de Yn (P -/ es

Yo\/‘(ﬁ (£ = exp(-1VF 25,‘ AR }Mt/
nip-n

Tomando logaritmo neperiano de la funcién caracteristica

y desarrollando en serie de MacLaurin la funcién exponencial,
se obtiene

1n (t) = -4ivVnm ﬁ t
?{Jﬁtﬁ—m j=1 jrc

2 -3/2
+ n 1nC 1+(1/Vn)( ;_i t /7)) - (1/2n)( Eft JU)+on )1
=l 3 ] =13 3

Yy mediante el desarrollo en serie de MacLaurin de la funcién
In(1+x), se obtiene que 1n (t)
Vn(p-1)
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~

2 2 -1/2
= -(1/2)( >_ t 77 Y+(1/72)( E : t ) + ofln ) e==)
=1 3 13 9 | n —) o

-~

k 2 k 2
(t) = exp{-(1/2)L § 't -« t ) 1
7O\/ﬁ(ﬁ-m { JE;-I 5 ' Eﬁ J 3 }

Denotando por 7C = (/¢ ... 7T ) ' y D) =(da ) 1la
1 k bj

0 si Db#j
matriz de orden kxk con d = b,j=1,2,...,k
bj U si b=j
b

se obtiene

(t)

‘(o . exp { = (1/2)C £'DUOL - £/t | )
vn(p-/

(t)

\f R exp - (1/72) t'(D(IL)- /Tt
Yh(p-1

De donde se deduce, aplicando el teorema de inversioén

de la funcién caracteristica ( Burrill (1972) ) , que

L

Vi (p -/1) —> N (0, DUD-(D VL")
Kk

siendo el rango de la matriz de varianzas-covarianzas k-1,

ya que denotando (V) = (VFE ...Vﬁ; )y D(Y&) la matriz
diagonal de orden kxk, cuyo elemento (j,j) es V7E;, se
obtiene D()-(r) ()’ = D(Wi)(Ika—(Kﬁ)(WE)’)D(WE), y al ser
D(V7Z) no singular ===)
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rang(DUVO-() () ’) = rang( I - (VIWR)' ) = k-1  ya que
kxk

I - (OWR)' es una matriz simétrica e idempotente, por
kxk

lo que su rango coincide con su traza, siendo

tr( I (WO )=tr( I ) - te((VaR)' WD) = k-1
kxk kxk

Corolario 2.1
B=JTU+0 (1)

p:
P
Demostracioén. -
A -1/2
Por teorema 2.2 p= /T + 0 (n ) ====)
p
Vo 0, JHy keN/ Vn ) k , p{ﬁ;ﬁ-mgﬂ)gl—q
0 0
Dado £>0,

s8in’0 =>3Hy keN/ Vn ) k, P{\fﬁlﬁ—nl SH) 2 1-n
0 0
siempre 3k eN / Vn > k H/NA (&
1 1

Tomando n > max(k ,k )
0 1

1-n ¢ P{Iﬁ-ﬁ.l < H/\/ﬁ)s Ptl B -n sz} —_—

P

Teorema 2.3

Bajo 1las condiciones de regularidad, el estimador de

méxima verosimilitu@.@'satisface el desarrollo
-1 -1/2 -1/2
o(B)= 8 = p+ (a'a) A (DGL)) (P-71)+0 (n )
P
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Demostracién. -

-1 -1/2
Sea Q = (A’'A) A’'(D(D) aplicando el teorema 2.1
se obtiene que e(p)= (f +Q(p-7T) 40|}l p-Ti)
Dado £3%, 355 / si o< |l p-xll ¢J =)
je(p) - P - Q(p-n)|
P ¢ &
IHp-rclil

Por el corolario 2.1
~ P
P —>/L == dado 4 >0, 3d>0 y keN/ Vnk

P@Iﬁ-ﬂll<i}ll—q

| e(p)-¥- Q(p-/0)|
{p/llﬁ-n1|<5jg {p/ <£.B ===rm )

HB- il

n 10(3) - ¢ - Q(B- )|
1-'1..<.P{Illi>—zz||<<=(} SP{ r <£} =)

18-l
0(B)- Y- QB-/) / || P- LIl =0 (1) ==
P
-1 -1/2
N§)=Y+(NM‘AWMRH (P -/) +ollIB-/Ul) =
-1 -1/2 -1/2
=P+ @an A (B - +000 (n M=
P
-1 -1/2 ~1/2
= %>+ (A’A) A (D(R)) (P-/0+0(n ) =
P
N A -1 -1/2 -1/2
o(p)= 0 = P+ (A'A) A" (D)) (p-/)+0o (n ) c.q.d.
P
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Teorema 2.4

Bajo 1las condiciones de regularidad, la distribucién

asintotica de 6 = 8(P) viene dada por

-1
Vo (6 -%) >N (0,(A‘A) )
q
-1
con rang(A‘A) = q, siendo q el numero de
desconocidos.
Demostracioén. -

Aplicando teorema 2.3 se obtiene

n -1 -1/2 -1/2
6 = P+ a'n) AUV (B-)+o (n )

p
~ -1 -1/2
\Ex(e-\o) = (A’A) A'(D(V)) (p -/L) + o0 (1)
p

Se consideran las variables aleatorias
~-1/2

Z = Yn (D() (p - V)
n

Como VA(p-1) ——> N ( 0, D) -(7) ()’ )

parametros

(teorema 2.2)

k
entonces
-1/2 -1/2
A > N ( 0 ,(D(D)) (D) - () GO ") (D)) )
n k
siendo
-1/2 -1/2
(D(re)) (D(rv) =(R) ()" )(D(N)) =1 AKX AN
kxk
con (V) =(Vzg, ....VgZ) , y cuyo rango es k-1,
1 k
ya que I - (WO Wn)' es una matriz idempotente y
kxk
simeétrica, por tanto su traza coincide con su rango
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tr(I  -(WAWR)') = tr( I ) - trl WD W) ') = k-1

kxk kxk
Por ser q<k-1 y por las propiedades de
-1
distribuciotn normal, se tiene que (A'A) A’ Z converge

n
ley a una distribucién normal gq-dimensional donde

matriz de media y matriz de covarianza vienen dadas por

-1
EC(A‘A) A’Z 1 =0
n
-1 -1 -1
EC(A'A) A’Z 2’ A(A’A) 1 = (A'A) A’ LI -(VA)(VD 'IA(A‘A)
nn kxk
-1 -1 -1 -1
= (A'A) - (A'A) A" (VZZA)(V)' A(A'A) = (A'A)
ya que A'(Vr) = 0
gxl
-1/2
A (YR = (2g(e)/ D0)’ (D(/T)) (V) =
lo=p
= (Dg(8)/ D0)’ (1 ... 1) =
lo="¢ 1xq
k k
({29 (6)/ 20 ... Y-2g (617206 =0’
J=1 j 1 <1 3 q e=p qxl
Entonces
-1 oﬂ -1
(A‘'A) A’ Z > N (0, (&'A) )
n q
por lo que
. -1
yn e -¥) >N (0, (A'R) ) c.q.d.
q
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Corolario 2.2

A N -1/2
g(8) = g() + (dg(er/20) , (6 -P)+o0(n )
b=9 P
Demostracioén. -
Por la condicién 3 de regularidad
g(8) = g(qo)+(ag(e)/z->e)\9 5 (8- @r+o(11 & - 11

. -1/2
Por el teorema 2.4 0 -%=0(n ) ===

P

-1/2
g(8) =mp)+(awewaewe©(6-Y)+ow(n ) =
= P

-1/2
A
= D -(p
g(@) + (Dg(8)/ e))b=% (6 ) + op(n )

Lema 2.2
Sea 3 un vector aleatorio g-dimensional que se
n
distribuye asintoticamente

A

VR (6 -6 ) —> N (0,%6))
n q

Yy sea g una funcién definida en un subconjunto abierto

del espacio euclideo g-dimensional (Rq) y con recorrido en el
k
espacio euclideo k-dimensional (R ).
8i g es diferenciable en 0, admitiendo el siguiente
desarrollo en un entorno de 6
g(x) = g(0) +( x - 6 )(Dg/20)' + ol(||x-0]]|)
con (5g/26) 1la matriz de orden kxqg cuyo elemento (i,]j)
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es la derivada parcial de g con respecto a 6 j=1,2,...,9

i 3
i=1,2,...,k.

Entonces 1la distribucién asintética de g(% ) viene
n

dada por

VA ( g(8 ) - g(e) ) >N (0, (2g/20) L (dg/28)")
n k

La demostracion resulta inmediata yva que Dbasta

aplicar el método éf-multivariante { Rao (1973) ).

Teorema 2.5
Bajo las condiciones de regularidad
29(8) -1 2g(6) 7

Yi(g(§)-72) = N (0,
k =

Demostracién. -

Es inmediata aplicando el lema 2.2 al teorema 2.4.
Corolario 2.3

g(®) = 7C 4+ 0 (1)
P

La demostracion es andloga a la del corolario 2.1

3.- DISTRIBUCION DE RESIDUOS AJUSTADOS

3.1.- PARAMETROS CONOCIDOS

Cuando el pardmetro 6 = (6 , 6 ,..., ©® )’ es conocido,
1 2 q
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0 = Yh entonces la m.a.s. X , X, ..., X se transforma en
1 2 n

el vector k-dimensional f = (f £ ... £) que se
1 2 k

distribuird segun una ley M( n; g (%),...,g (Y)), donde
1 k
k k
{0 f =n, g ‘Y” >0 3=1,2,...,k ¥ . g (}o)=1.
j=1 J ] =1 ]

Haberman (1973) introduce el concepto de ‘“residuos

ajustados” cuya definicién es

Definicién 3.1.1

Dada una poblacién multinomial, los residuos
ajustados vienen dados por r =e /Vv j=1,2,...,k,
3 J 3
cone = (f - ECf 1)/VELf 1] y v =var(e ) j=1,2,...,k
j 3 J J 3 3

Para el estudio que se estd realizando se tiene

e =(f - ng (@) )/ Yng (?) e ) ELe 1 =0 y
3 3 j 3 b
2 2

v = Efle 1 = BL(f -ECLf 1) / ng (@)J = var(f )/ng (%) =1-g (%)
j j j 3 3 ] b 3

Por 1o que 1los residuos ajustados que se consideran son

r =(f -ng () \hg (PI(T - g (G))  3§=1,2,...,k
3 3 3 r 3 ¢ 3 \

que satisfacen 1la siguiente condicién de ligadura

k 1/2
Yo r (g (y:)(l-g (p)) =0
=1 3 3 j
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A cada vector aleatorio k-dimensional f = (f ... f )’
1 k

se le asocia un vector de residuos r = (r ... r )’, cuya
1 k

distribucién asintética se calcula a continuacién

Lema 3.1.1

rang(l}) = k - 1, siendo L o= ZL ) donde
bj

1/2
-C g (P)g (¢)/(1-g (P))(1-g (p))1] si b#j
(P9 r/asg (g (p
i: = b,j=1,2,...,k
bj
1 si b=j
Demostracién. -

2
Else puede expresar como i}= I+D -VV', siendo

D=(d ) la matriz diagonal de orden kxk
bj
0 si b#j
d = b,j=1,2,...,k
bj g (p)/(1-g (Y)) si b=j
3 3

Yy V el vector de orden kxl

v=1(fg (/l-g (e . .. Vg (L/(1-g (&) )’
1 f 1 ¢ Kk ¢ k f
2 -1 2 -1
Sea B = (I+D ) » entonces B = (I+D ) 2: I , como
kxk
2 2

( I+D ) es no singular, ya que ( I+D ) es 1la matriz

diagonal de orden kxk cuyo elemento (j,j) es 1/(1-gj(?))

2 k
j=1,...,k y su determinante es |I+D |=1 //C(1-g (@))#0,
3
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entonces rang(L)= rang(B) = k-1, ya que considerando el vector

2 -1 2 -1 2
X=(1I+) V, se verifica que BX = (I+D ) C(I+D )-W'IX =

2 -1
CI-(I+D ) W'l X = (I-XV')X = X-XV'X = (1-V'X)X, donde

2 -1
- VX =1- (Yg (P/(1-g (P)) ...|g (p)/(1-g (p))) (I+D ) .
Vﬁl P 1 P V k % k P

=

LYgl)/(l-g (p)) ... (p)/(1-g (p)))' =
V(g ra-g, @) ...|g @)1/0-g ¢

=1-(gp) +g((p) + ... +g (p))
1 P 2 ? k ?

L]
o

2 -1
(I +D) V es

por lo que BX = 0X, es decir, el vector X
autovector asociado al autovalor A= 0 de B, y considerando

X, ... ., X, k-1 vectores ortogonales a V y linealmente
2 k

independientes ViX =20 ¥yb=2,3, ..., k =)

b
B =X (VX)X =X ,Vbs=2,...,k === BX =X Vb =2,...,k
b b b Db b D b
s===) X b=2,...,k es autovector asociado al autovalor X=1,
b

(k-1)-multiple de B, obteniéndose que

)\ 0 es autovalor simple de B asociado a X

1 es autovalor (k-1)-multiple de B asociado a 1los

x'b=2, ooooyk
b

por tanto rang(B) = k-1 ====) rang(]}) = k-1 c.q.d.
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Teorema 3.1.1

Sea f =(f £ ... f )" ~ M(n;g (r), g (r),..., g (?))
1 2 k 1 2 k

entonces el vector de residuos

f -ng (p) f -ng (p)
1 1 ? k k @
r = | V . e . V' )’
ng (¢)(1-g (p)) ng (p)(1-g (p))
1 ? 1 i k P k P
se distribuye asintoticamente segun una- ley normal

k-variante singular con vector de media nulo y matriz de

covarianzas B =( B ), donde
b
1/2
- L g (Prg (P/(1l-g (p))(1-g ()1 si b#j
b j b ]
Bbj b,3=1,2,....k
1 si b=j

siendo rang(ll) = k-1
Demostracioén. -
La funciéon caracteristica de f es
n
\f (t) = C g (rexp(it ) + ... + g (Q)exp(it ) 1 , por lo que
1

la funcioén caracteristica de r es ‘f (t) =

= exp ~12%:£ng (et /\ng (p)(1-g (p))3 (t/ ng (p)(1-g ()
{ =1 3 3 3 ¢ 3 Y; 3 P j

Tomando logaritmo neperiano de la funcion caracteristica

y desarrollando en serie de MacLaurin la funcion exponencial,

se obtiene que in ?9 (t) =
r
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k t ng (@) k t g (%)
j 3

j {:: j
= -1 +nln{l + 1 -
j=1 \/1 -g (Y» =1 |/ng (p)(1-g (P))
J j 3
2
k g (?) t
1 j j -3/2
- —— + o(n )
2

3=1 |[ng () (1-g ()
e
y mediante el desarrollo en serie de MacLaurin de 1la

funciétn 1n(l+x), se obtiene que 1n Y’(t) =
r

k t k, t g ()
i3

1 j Srﬁ 2
%9 (t) = exp{- — [ —_— = | ) 1
r

2 351 1-g () =1 |1 - g (O
% -9

Denotando por H 1la matriz diagonal de orden kxk cuyo
elemento (j,j) es 1l/(l-g (@)) j= 1,...,k y por V el vector
j

de orden kxl1 V =(l/g (b)/(1-g (p)) ... V§ (P)/(1-g (p)) )’ se
Vl ? 1 P k ? k P
obtiene %0 (t) = exp{- (1/2)C t‘Ht - t’W’t]B =)
r
r (t) = exp {- (1/2) '] t) siendo Z la matriz de orden kxk,
r

con
1/2

- L g (Pg (f)r/(1-g ())(1-g ()] i b
gt g, b 9 g, ¢ 51 Dbtj

ij | b,3=1,2,...,k
1 si b=j

- 44 -



> NCoO, L) c.q.d.

Corolario 3.1.1

Bajo 1las condiciones de regularidad, 1los residuos

r = (f -ng (p))/ |ng (L1 - g (p)) j=1,2,...,k
] ] j ? V» 3 ¢ j ¢

se distribuyen asintoticamente segin una 1ley N(0,1l).

3.2.- PARAMETROS DESCONOCIDOS

Si los parametros son desconocidos se considera el

vector de residuos Y=(Y Y ,..,Y )’ cuya componente j-ésima es
1 2 k

N

Vo (B - g (8))
j b

Y = j=1'2’00.,k

J \/ A
g (9)
J

Teorema 3.2.1

Bajo 1las condiciones de regularidad, el vector de

-1/2

residuos Y =VA L[ D(g(® 1 (B -g(8) ) se distribuye

asintoticamente segun una ley

-1
N (O, I =-A(AA) A - (V7THU7T)y )
k kxk
singular donde el rango de la matriz de covarianzas es k-q-1
y siendo D(g(s)) = (d ) una matriz diagonal de orden kxk
bj
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0 si D#j
donde d = b,j=1,2,...,k

b | ¢ B si b=j
3
Demostracién. -
Sea Yj = \Vn ( Sj- g (&) )/ ng('é) §=1,2,...,k
j
sumandole y restdandole Yn (p - 7T) /VF{S y
3 3
q
(Vn/vz) 37 (ag (e>/ae ) —\o) . se obtiene
j h=1 le \e h
Nn( B - 7))
j j ~ 1 1
Y = +\/;(p-g(e))< )
j \[_/zj j l/g (8 l[/lj
q ag (6)
n
- r[g(@)- S (6-1fH1-
V7t j h=1 Se Ie *e h h
j
q g (0)
Vo E ° ! (8 P
\/ 11 h=1 aeh , o=l h h
j

por el corolario 2.3 y 0</C <1, 3§=1,...,k se obtiene

J
yn (B - 1) a g (8)
Y ) fn ° ® - s
= - -— +o
3 \/Zj VZj bl e l[e=p ' n 'n

j=1,2,...,k

Sea vj=\/?1'(’§j— /Zj)/\ﬁi; , 3=1,2, ..., k en
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|
|
-1/2
forma matricial V = Vn (D)) ( p-/T) , entonces

-1/2 A
Y = V - ¥n (DUD)) (ag(e)/ae)l \o(e-(e)+o(1)
0= P

Aplicando el teorema 2.3, se obtiene que

-1/2 -1 -1/2
Y = V -yn(DUL) (ag(ewae)l P(A'A) A'(DUD)  (p-m+o (1)
9= p

-1
per lo que Y = (I - A(A'A) A’ ) V+ o0 (1)
kxk p
-1
Sea Z = (I - A(A’A) A’)V, por el teorema 2.4 Z se
kxk
distribuye asintoticamente segun una ley normal k-dimensional

con matrices de media y varianza-covarianzas dadas por

ECZ1 = 0
-1
ELZz'1 = 1I - A(A’'A) A’ - (YUYW
kxk
por lo que
A -1
Y—NC(O, I - A(A'A) A’ - (VrIWYVAO")
k kxk

y el rango de 1la matriz de covarianzas es k-q-1, ya que por

-1
2oy I - A(A'A) A - (VAIMVE)! una matriz idempotente y
kxk

simétrica su traza coincide con su rango, siendo
-1 -1

tr(l -A(A’'A) A'-(VA)YTT) )=k - tr(AA‘'(A‘A) ) -1 = k-q-1 .
kxk

Corolario 3.2.1

La varianza asinté6tica (v.a.) de Y , j3=1,2,....k viene

J
dada por
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q q g (8) g (0)
1 3 j mh
v.a.(Y)=1-/7 - Z:: 5:: e memies Lo a =v (0)
j j h=1 m=1l /T 20 e j
j m h
mh ~1
donde a es el elemento m-ésimo, h-ésimo de (A’'A) ,

h=1,2'.oo,q ; m = 1'2'00o'q

Demostracién. -
-1
A(A‘'A) A' =
-1/2 -1 -1/2
=(D(/0)) (2g(0)/20) (A’A) (9g(©)/20)’ (D(V)) ’
lo=tp lo=tp
La Jj-ésima fila de 1la matriz resultante del producto
-1/2 -1
de (D(1)) (2g(6)/20) (A'A) viene dada por
| o=t
q 29 (©) q 29 (0)
1 j ml 1 b mnq
( a oo a )
n=1l ;7 =x w=1 T =X
j m j m
entonces
q 9q Dg (8) 2g ()
1 j j mh
v.a.(Y )=1-77 - a =v (0)
j j  h=1 m=1 [T Je ¢ j
j m h

Corolario 3.2.2

Bajo las condiciones de regularidad, los residuos

y ( 'ﬁj - gj(é‘) )

j ng(e) vj(e)

se distribuyen asintoticamente segun una 1ley N(0,1l).

r j=1,2,...,k
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4.- HIPOTESIS DE HOMOGENEIDAD

Dentro del andlisis de datos, uno de los problemas mas
importantes que se presenta es cuando se tienen s poblaciones

independientes P , P , ..., P, cuyas formas funcionales son
1 2 s

conocidas e idénticas, pero dependiendo del parametro

desconocido € = (6 , 6 , ...,8 )', vy se desea estudiar la
1 2 q :

homogeneidad de las mismas. Para analizar la homogeneidad es

necesario disponer de s m.a.s. de tamaffos n , n, ..., n
1 2 s

obtenidas de las mismas.

En el caso que se esta estudiando, las muestras
aleatorias simples se transformaran en los vectores

(1) (2) (s) (1)

f , £ reeesr £ donde f = (f f . » o £ Y,
i1 12 ik
k s
con S f =n i=1,2, ..., 8 ¥ > n = n
j=1 1j i i=1 i

por lo que se analizara el siguiente contraste

S
H: >, cg (8) =0 j=1,2,...,k, V ce L
0 i=1 1 14 c
(5)

H : cg (0) %0 para algun j
1 i=1 iij

c 1 2 8 i=1 i

s
siendo L = .£ c=(c ¢c .. .c)H)"/ EZ: c = 0-}

el espacio lineal de contrastes (MILLER (1966)).
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Para el estudio de esta hipotesis se utilizaran las
combinaciones lineales contrastes de 1la matriz de residuos R,

siendo R=(R R ... R ), con R=(r r .. ¥ )’

1 2 s 1 11 12 ik
donde r son los residuos ajustados
ij
f -n g (p)
ij i 3j i=1,2,...,8
{6) r =
i3 Vn g () (1 -g (p)) j=1,2,...,k
i ] 3

para © conocido, © =\0 r Y

Im «p -g(® )
i (m)d ()
1 1=1,2,...,8
(7) r =
13 g8 H»v 3 §=1,2,...,k

para O desconocido.

4.1 PARAMETROS CONOCIDOS

Para estudiar la hip6tesis nula se definen los residuos

f -n g (p)
13 i=1,2,...,s

Yy =
1] n gi((p) (1 -4g () j=1,2,...,k
In, st %

los cuales dardn lugar a la matriz de residuos R, de dimensioén

kxs, donde su elemento (j,i) es r 1=1,...,8; j=1,...,k

ij

cuya distribucién se calculard a continuacién.
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Definicién 4.1.1
Sea A=(a ) una matriz de orden pxm y B=(b ) una matriz
ij kh
de orden gxn. La matriz de orden pm x gn definida por
a B a B ...a B
11 12 lm

a B a B .. .a B
A®B = 21 22 2m

se denomina producto directo o de Kronecker de A y B.
Para Z=( ij) donde

1/2
-L g (p)g (Y)/(1-g (P))(1-g ((p))] si b#j
, (P19 (92105 (P 1-g (g
Z - b,§=1,2,...,k
bj
1 si b=j
se verifica la siguiente

Proposicién 4.1.1

Si P es la matriz ortogonal que diagonaliza a ¢B

entonces I @ P es ortogonal y diagonaliza a I @ E
8XS sxs

Demostracién. -

En efecto, I @P es ortogonal, ya que P lo es.
sXs

Por ser P 1la matriz diagonal de orden kxk que

diagonaliza a Z , Se verifica que

I 0
(k-1)x(k-1) k-1
PP = , entonces
0’ 0
k-1
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(I ®P)X (I @NNI @®P)=(I'1 @PI(I @P)=

sXs 8Xs 8XS SXS SXS 8XS
I 0
: s(k-1)xs(k-1) s(k-1l)xs
=1 @P LP =
sXs 0 0
sxs(k-1) 8XSs
Teorema 4.1.1
R se distribuye asintoticamente segun una ley

N (0 r I @ 2} ) donde el rango de 1la matriz de
kxs kxs SXS

covarianza es s(k-1).

Demostracién. -

R=(R R ... R ) siendo R = (r r A )’
1 2 s i il 12 ik

independientes.

Por teorema 3.1.1 R, i=1,2,....,s8, se distribuye
i

asintoticamente segun una ley normal k dimensional de vector
media nulo y matriz de varianzas-covarianzas Z. . Por lo que
R converge a una distribucion kxs variante de matriz de
media nula.

Como ECR R’ 1 =0 i,1'=1,2,...,8 i#$i’ y
ii’ kxk

ECR R'] = I: i=1,2,...,8
ii

entonces, la matriz de varianzas-covarianzas vendrda dada por

0 ...0
L kxk kxk
0 ... 0
kxkz’ kxk |=I @ L
s o o o o e 8 o o o » 8X8
0 o ... DN
kgk  kxk



por 1lo que R se distribuye asintoticamente segqun una

ley N (o0 I @ Zl ) siendo el rango de la matriz de
kxs kxs SXs

covarianzas s(k-1), ya que en virtud de la proposicién 4.1.1

I ®P es la matriz ortogonal que diagonaliza a
sxs

I ®L yrang(I @ L) = rang(I @ P'L,P) = s(k-1)
8SXS8 8SXS 8X8S

Corolario 4.1.1

81 todas las muestras proceden de 1la misma poblacién

L

r
ij

> N(0,1) i=l1,2,...,8 ; 3=1,2,...,k
Demostracién. -

Sea R = ( r 1 o eee r ) 1i=1,...,8 por teorema 3.1.1
i il i2 ik

R, 1i=1,2,..., 8, se distribuye asintoticamente segun

una ley normal k-variante de vector media nulo y matriz de

varianzas-covarianzas E .

Entonces la funcién caracteristica de R vendrd dada por
i

ko (t) = expl -t' N t/2 3 .
R
i

Si se consideran los vectores t = (t ) de orden 1xk
j b(3j)
1 si b=j
definidos por t = b,j=1,2,...,k , entonces
b(j) 0 si b¥j
r =t R por lo que la funciéon caracteristica de r vendra
i3 31 ij
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dada por }0 (t )=expf{ -t t / 21 =)
r 3 i3
ij

> N(0,1) i=1,2,...,8 ; 3=1,2,...,k
ij

4.2 PARAMETROS DESCONOCIDOS

Para estudiar la hipotesis nula se definen los residuos

fm (P -g (8 H)
i (n)j J (n)
i i=1,2,...,s
Y = =
i3 Vg8 » §=1,2,...,k
j (n)
donde 8 es el estimador de 6 obtenido por el método de

(n)

madxima verosimilitud para datos agrupados a partir de la

muestra conjunta de tamafio n.

Pasamos a estudiar la distribucioén asintética del vector

Y = (Y Y R '{ ) para n ——)>=°y n ——)°%,
i il i2 ik i

> oo

pero suponiendo que n /n = T cuando n
i i

Teorema 4.2.1

Si se cumple 1la hipétesis de homogeneidad, el vector

residuos

-1/2
Y =|n (g® » B -qad i=1,2,...,s
i i (n) (n) (n)
i
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se distribuye asintoticamente segun una ley normal

k-dimensional de vector media nulo y matriz de covarianzas
-1

1 - dreHrTy - T a@A) A’ singular, siendo D(g(6)) una

kxk i

una matriz diagonal de orden kxk donde su elemento (j,Jj) es

gj(e) j=1,2,...,k

Demostracién.- Sean

/n (5B -g (6 )
i (n )j j (n)
i i=1,2,...,s
Y = = »
1j Vg (6 j=1,2,....k
j (n)
sumandole y restdndole Yn ( P - IV y
i (n )j j 3
i
Vn / q (ég (6)/ 26 )| Y ) y por un
e-k (n)h
razonamiento andlogo al del teorema 3.2.1, se obtiene que
‘1/2 N
Y =V - (Vn /ym)(D(1)) (Dg(8)/2 e)‘ (0 -\o>+o (1)
i (n ) i 6= (n) P
i
siendo V = (Vi /VID( B - ) §=1,2,....k
(n )j i (n )]J
i i 1=1,2,..-,S
Por el teorema 2.3 se obtiene
-1
Y =V - (Yn /Vn )A(A'A) A'V + o0 (1)
i (n ) i (n) p
i
y 81 se consideran las variables
1/2 -1
7 =V - U " a@an  av 1=1,2,...,s
i (n ) i (n)

- 5§ -



donde 1las Z se distribuyen asintoticamente segun wuna ley
i

normal k-dimensional con vector de media nulo y matriz de

covarianzas dada por ELZ 2’1 = (1 - (YD)WO)') -
ii kxk
1/2 -1 1/2 -1
- U "Ewv V' JAA'A) A’ - T A(A‘A) A 'ELV V' 1+
i (n ) (n) i (n) (n)
i i
, -1 -1
+ (U Aa(A'D) (I - N 'HAA'A) A’ con
i kxk

ELV v 1=
(n ) (n)
i

(1) F
-1/2 £ n -1/2
=Vn Vn (DUD)) EC( A - T ) I(DUL)) =
i n n
i
(i)
(1) F +f
-1/2 f n-1i -1/2
=YnVvn (D(/D)) EL(— - 1) (=——————— -1 )'2(D()) =
i n n
i
-1/2 -1/2
=Yn /m)D() CD(T) -/ +n L /T +(n-n )T/ -n 7T AD(L) =
i i i
-1/2 -1/2
= (n /mD() CD(/0) - 7t/ ID(R) = V(n /m)(I -WrR) WD)
i i kxk
(1)
siendo f = (f R S A
il ik

S 8 8
F =( ;:]f - }:%f )y F =(2.f ... ijf ) !
n =1 11 =1 ik
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Analogamente

ELV V' 1=(lVn/n) (1 - WriHrV
(n) (n) i kxk
i
Entonces
-1
ELZ 21 =( 1 -WOWD' ) - T (I -(WA)WA)')IAA'A) A’ -
ii kxk i  kxk
_ -1
TA(A'A) A‘( I - W7DYWYy' ) +
i kxk
-1 -1
+ CAA'A)Y A(I  -(NTOOWZI))A(A'A) A’ =
i kxk
(ya que A'(V7T) = 0 y (V7/L)'A = 0)
-1 -1
=1 - (NqootWNm)' - T AA‘A) A’ - TA(A'A) A’ +
kxk i i
-1 -1
+ TA(A'A) A’ =1 - (NAUOWV7T)' - T A(A’A) A’
i kxk i
Por lo que 1
' > N(COo, I - (VU(VR)Y' - T AA’'A) A')
i k kxk i

-1
Por ser A(A‘'A) A’ una matriz simétrica de dimension

kxk e idempotente existe una matriz ortogonal P cuya ultima
columna es (\ /1) que verifica
-1 I 0
P'A(A’'A) A'P = gxq ax(k-r)
0 0
(k-r)xq (k-r)x(k-r)

y también
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0 1

0 0
P (VO 'P = (k-1)x(k-1) (k—l)xl)
1x(k-1)

entonces

-1
P’ (I - W W) - T AA'A) AP =
kxk i

D (1-7) 0 0
q i
0 I 0
k-q-1
0 0 0

- Es decir, la matriz de covarianzas es singular y su
rango va dependiendo de \t'. 8i todas las muestras tienen el

mismo tamaffo entonces el rango es k-gq-1 y si \C'= 0 entonces
i

el rango es k-1.
Corolario 4.2.1

La varianza asintética (v.a.) de Y j=1,...,k; i=1,...,s8

ij
viene dada por
a q og (0) Qg (9)
v.a.(¥Y )=1 - - — a =
13 5 1k & g Do |e=p de |e-p
j m h
= v (0)
ij
mh -1

donde a es el elemento m-ésimo,h-ésimo de (A’A) ’

h=1,2,...,9; m=1,2,...,9
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Demostracién. -
-1
A(A’'A) =

-1/2 -1 -1/2
=(D0)) (3g(0)/20) (A’A) ©g(e)/30)’ (D(T))
‘9:‘«? '9:?

La j-ésima fila de 1la matriz resultante del producto

-1/2 -1
(D)) (dg(e)/a 9)| (A'A) viene dada por
0=
g (9)

| |
( g;; Vr—} Z:: - ! amq )

3 ml
n 39m Lﬂ: m=1 \/ﬁj aem le\o

9g (9)

j =
entonces
qa 4q 9g (8) Qg (9)

E Z:l 1 3 i mh
via.(Y )=1 -7 - T a =
ij j 1 h=1 m= T Q¢ |e=§o or) |e=ia

j m h
= v (6) c.q.d.
ij

Corolario 4.2.2

Si todas 1las poblaciones tienen la misma distribucioén,

los residuos ajustados

i i=1,2,...,8

r =
15 Vg8 H»v 3 ) §=1,2,...,k
i (n) ij (n)

se distribuyen asintoticamente segun una ley N(0,1l).
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4.3 Estadistico basado en las combinaciones lineales contraste

Tanto en el caso de que © sea conocido, 6 =Y’, o
desconocido, el estadistico propuesto para el estudio de la

hipbtesis anteriormente planteada en (5) es

s
max | Z c r | V cel
1{j<k i=1 1 1j c

donde r estdn definidos en (6) y (7), segun que el
ij ,

parametro 6 sea conocido o no.

A continuacién se calcula 1la distribucioén del
estadistico bajo la hipétesis nula, dando la regién critica

para dicho contraste.

Teorema 4.3.1

Si todas las muestras provienen de la misma
poblacién, 1los vectores hf = (r r cee ¥ ) se
3 13 2] s]
distribuyen asintoticamente segin una ley N (0, I ).
s SXS
La demostracioén es inmediata, ya que por 1los
corolarios 4.1.1 y 4.2.2, r —EL-> N(0,1) i=1,2,...,s,
ij
j=1,2,...,k y al ser r y r i,1'=1,2,...,8 i#i’
ij I |

independientes, entonces

7 Y T N
j 8 8XSs
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Corolario 4.3.1
Bajo la hipoétesis nula

{ 2
i]‘cr —_— N(O,tic ) j=1,2,...,k V cel
i=1 1

c

Demostracién. -

?r —> N (0, I ) (por teorema 4.3.1), luego las
j s 8XS

combinaciones lineales de sus componentes §:3 c r
i=1 ij ij

se distribuyen asintoticamente segun una ley normal

s s
unidimensional de media E[L 2 cr 1= 2. c E[r 1=0
i=l i ij i=1 i ij
8 2 s 2
y varianza >, ¢ var(r ) = 5. ¢
i=1 i ij i=l i
Region Critica
s
max | >, ¢ r |>h para algun celL
1{j<k i=1 1 1ij o]
s
donde h / P( max :%cr | >h ) = ¢
1{j<k i= i ij

La hipotesis inicial (5) es equivalente a estudiar las
siguientes hipétesis
H:g (p =g (p vV i=1,2,...,8; 3=1,2,...,k
3

0 ij
(8)

H:g (¢ %g () para algun i, i=1,2,...,s
1 1] ]
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si el parametro 0 es conocido o bien

H:g (08) -g (6) =0 Vi,i‘=1l,...,s i#¥i’
0 ij i'j j =1,...,k
(8)
H:qg (8) -g (6) # © para alguan i, i’
1 ij i'j

si 0 es desconocido, con el estadistico

max | r -r | vii =1,2,...,s
1¢j<k 13 i]

viniendo su regién critica dada por

3i,i'/ max | r - r | > h
i#i’ 1¢§<k i3 i’

La equivalencia de los contrastes (5) y (8) se

demuestra en 1los siguientes resultados

Proposicién 4.3.1

s S
max |[r -r | (h¢=)max |> cr | £h Y '|c |/2 V ceL
1¢3<k 13 1’3 1¢j<k i=1 1 1ij i=1 1 c
Demostracién. -
Si max |[r - r | {h entonces |r - r | <h
1<¢i<k 13 1] i3 1’3

vi,i'=1,2,...,8; Vji=1,2,...,k
Si c = 0 la demostracién es trivial.
i

Supongamos que ¢ § 0.
i

SeaP={i/c>0) y N ={i/c(0)
1
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)/2

]
Lo
(¢}

[
(2]

s
denotando por g = > | |c |/2 ==)> g
i=1 i

o
[}
(o]
[]
o]
+
(o]
I
~
(9]
n
|
Q
I
e ]

Sler =0(-5 e cr )+ (L c)Xdycr ) Ig =
=11 13 feh 1 fep 1 13 feP 1 feN 1 13

= jE;) E:: (-c ) cr + ZE: 2:1 cc r 1/ g-=
ieP i’eN i’ iij ieP i'eN 1 i’ 1°'j

=L E:: E:] c (-c )Y (r -r )1/ g

ieP 1i’eN i i’ ij i’j
siendo | ¢ (-¢ )(r ~-r )] £ ¢ (-c )nh
i i’ ij 1’3 i i’
Iécr =131, Y, cf(-c Mr -r Y | /g £
i=1 i ij ieP i‘eN i i’ ij 1'J

N
[}
Le]
o~
|
n

)hl/g = h §f];c 172 ¥ j§=1,...,k ===>
i€eP i'’eN i i’ i=1 i

: s , s
max | cr | £ h ) lci/2 Vcel
1{j<k =1 1 1] i=1 i c
Para demostrar el reciproco, basta tomar ¢ =1 ,

(o4 —1 y c = 0 v Zz = 1'2’00-’5 Z*i,z*i'

i’ z
Corolario 4.3.2

P( max |r - r | <h, Vi,i‘’=1,2,...,8 ) =
1¢jsk 13 1']J

S
maxlp | <h S Jc /2 VceL)
1<j<k 1 i ij i=1 i c
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A partir de este corolario, se puede obtener el punto

(5)
critico he para el contraste
s
H : E : cg (8) =0 j=1,2,...,k, Y ceL
0 i=1 iij c
(5)
H : E : cg (6) 0 para algun j

1 i=1 iij

(5) (8) (8)
h_, =h_ 'ZE ; fc |/2 , siendo h, el punto critico para
i=1 i
el contraste propuesto en (8)

Teorema 4.3.2

Los contrastes propuestos en (5) y (8) son equivalentes.

Demostracién. -
8Si se acepta H en (8) === vVi,i’ =1,2,...,8
0
(8)
max| r -r I € hQL ==) Por la proposicién 4.3.1
1<¢j<k i i'j
s (8) s (5)

Vcel max | > ;cr | £ h Sile |/2 = h, =
c 1¢i<k i=1 i ij = 314

‘se acepta H en (5).

0
s (5)
Si se acepta H en (5) ===) max | EE: cr | £ he
0 1<{jck i=l i ij
(5)
==) Por la proposicién 4.3.1. max | r -r | £ hc& =

1<k 13 i'J

(8) .
= h Ef: le |72 V celL , en particular, eligiendo c
i=1 i c i

it
-
-

¢ =-1 y el resto de 1los coeficientes cero se obtiene
i’ :
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(8)
max |r -r | € h°L===> se acepta H en (8).
1<¢j<k 1] i3 Y

8Si se rechaza H en (5) ===) se rechazara H en (8),
0 0
que en caso contrario se llegaria a un absurdo.

Si se rechaza H en (8) ==) se rechazard H en (5),
0 0

que en caso contrario se llegaria a un absurdo.
(8)
Calculo del punto critico hcx
Fijado el nivel de significaciéon = , se ha
(8) - (8)
calcular un hy tal que P( max | r - r | > 11°L ) =
1¢j<k 13 1']

para algun i,i’'=l,...,s i$¥i’, por lo qgque se consideran

ya

ya

de

los

(8)
sucesos E = {lr -r | > hu. :} para algun i,i’ ,i%i’
i,i’,] ij i’j
por tanto
(8) k s
P(max | r - r | > Ilck ) = P{( | | | | E ) £
13k ij 1’3 j=1 i,i‘=1 4i,i‘,]J

ii”

(s) (8)
K P( | r -r | >h , ) =
2 ij  i’j ol

FaY
~
—_N
N 1]
S’
iao)
to
[¥ 8
-
e
-
(8 3
~
L]

2] i 13 < 2

por lo que 1la regiétn critica vendra dada por

(8)

5 (8) s (8)
Zk( )P(r -r >h ,) = 2k (Z>h g /V2) con Z~N(O,1)

R.C. max | r -r | > 110( para algun i,i‘=1l,...,s

1<3<k i3 i3 ifi’
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(8) s
siendko h =h’'{2 donde h' / P(z>h')=<></2k(>
2

con Z~ N(O0,1).

4.3.1. Percentiles de la distribucién del estadistico basado
en las combinaciones lineales contraste.

Para la tabulacién de estos puntos criticos se ha utili-
zado la subrutina MDNRIS, incorporada al software IMSL, que
permite calcular la inversa de la funcién de distribucién de

una ley Normal(0,1).

Los resultados obtenidos se han recogido mediante tablas
de tres entradas, las cuales corresponden a los parametros de
la distribuciétn del estadistico y al nivel de significacién

del contraste:

s: numero de poblaciones
k: cardinal de la particién

o+ nivel de significacién

Habiéndose tabulado para los niveles de significacién:
L = 10%, 5% y 1%, para un numero de poblaciones 8=2(1)25,
25(5)50, 50(10)100 y para k=2(1)25, 25(5)50, 50(10)100.
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Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacio6n 10%

| \ K|
IS \ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
|
| 2] 2.771 3.009 3.169 3.290 3.385 3.464 3.532 3.591 3.642
] 3} 3.385 3.591 3.731 3.836 3.921 3.991 4.052 4.104 4.151
| 4 | 3.731 3.921 4.052 4.151 4.230 4.296 4.353 4.402 4.446
I 5| 3.969 4.151 4.275 4.370 4.446 4.509 4.564 4.611 4.653
| |
| 6 | 4.151 4.325 4.446 4.537 4.611 4.672 4.725 4.771 4.812
| 7 | 4.296 4.466 4.583 4.672 4.744 4.804 4.856 4.901 4.940
| 8 ] 4.417 4.583 4.698 4.785 4.856 4.914 4.965 5.009 5.048
| 9 | 4.521 4.684 4.796 4.882 4.951 5.009 5.059 5.102 5.141
| 10 | 4.611 4.771 4.882 4.967 5.035 5.092 5.141 5.183 5.221
| I
| 11 | 4.691 4.849 4.958 5.041 5.109 5.165 5.213 5.255 5.293
| 12 | 4.762 4.918 5.026 5.109 5.175 5.231 5.278 5.320 5.357
| 13 | 4.827 4.981 5.088 5.170 5.235 5.290 5.338 5.379 5.416
| 14 | 4.886 5.039 5.144 5.225 5.290 5.345 5.392 5.433 5.469
{ 15 | 4.940 5.092 5.196 5.276 5.341 5.395 5.441 5.482 5.518

|
| 16 | 4.991 5.141 5.244 5.324 5.388 5.441 5.488 5.528 5.564
| 17 | 5.037 5.186 5.289 5.368 5.432 5.485 5.531 5.571 5.606
| 18 | 5.081 5.228 5.331 5.409 5.472 5.525 5.571 5.611 5.646
| 19 | 5.122 5.268 5.370 5.448 5.510 5.563 5.608 5.648 5.683
| 20 | 5.160 5.306 5.407 5.484 5.546 5.599 5.644 5.683 5.718
! |
] 21 | 5.196 5.341 5.441 5.518 5.580 5.632 5.677 5.716 5.752
| 22 | 5.231 5.375 5.474 5.551 5.613 5.664 5.709 5.748 5.783
| 23 | 5.263 5.406 5.506 5.582 5.643 5.695 5.739 5.778 5.812
| 24 | 5.294 5.437 5.535 5.611 5.672 5.724 5.768 5.806 5.841
| 25 | 5.324 5.465 5.564 5.639 5.700 5.752 5.795 5.833 5.867
| |
| 30 | 5.454 5,593 5.689 5.763 5.823 5.873 5.916 5.954 5.987
| 35 | 5.561 5.698 5.793 5.865 5.924 5.974 6.016 6.052 6.086
| 40 | 5.653 5.788 5.881 5.953 6.011 6.058 6.102 6.139 6.169
| 45 | 5.732 5.865 5.957 6.029 6.086 6.134 6.175 6.212 6.243
| 50 | 5.803 5.934 6.025 6.095 6.152 6.199 6.239 6.277 6.311
| I
| 60 | 5.921 6.050 6.142 6.209 6.265 6.311 6.354 6.386 6.422
| 70 | 6.120 6.147 6.236 6.306 6.359 6.403 6.448 6.477 6.509
| 80 | 6.104 6.232 6.320 6.386 6.441 6.485 6.526 6.564 6.585
| 90 | 6.178 6.302 6.391 6.455 6.509 6.554 6.596 6.632 6.658
1100 | 6.243 6.369 6.455 6.518 6.574 6.619 6.658 6.687 6.718
| I '
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Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las
combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 10%

I \ K| I I | I I I | I I
IS\ | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 |
: \I l | | I I ! I | :
| 2 | 3.689 3.731 3.769 3.804 3.836 3.867 3.895 3.921 3.946 |
| 3| 4.192 4.230 4.264 4.296 4.325 4.353 4.378 4.402 4.425 |
| 4 | 4.485 4.52]1 4.553 4.583 4.611 4.637 4.661 4.684 4.705 |
: } 5 : 4.69]1 4.725 4.756 4.785 4.812 4.837 4.860 4.882 4.903 |
I

| 6 | 4.849 4.882 4.912 4.940 4.967 4.991 5.013 5.035 5.055 |
| 7] 4.976 5.009 5.039 5.066 5.092 5.115 5.137 5.158 5.178 |
| 8| 5.083 5.115 5.144 5.171 5.196 5.220 5.242 5.262 5.281 |
I 9| 5.175 5.207 5.235 5.262 5.287 5.309 5.331 5.351 5.370 |
| 10 | 5.255 5.287 5.315 5.341 5.365 5.388 5.409 5.429 5.448 |
I I I
} 11 | 5.327 5.357 5.386 5.411 5.435 5.458 5.479 5.498 5.517 |
| 12 | 5.391 5.421 5.449 5.474 5.498 5.521 5.541 5.561 5.579 |
| 13 | 5.449 5.479 5.507 5.532 5.555 5.577 5.598 5.617 5.635 |
| 14 | 5.502 5.532 5.559 5.584 5.607 5.629 5.650 5.669 5.687 |
| 15 | 5.551 5.580 5.607 5.632 5.655 5.677 5.697 5.716 5.735 |
I I |
| 16 | 5.596 5.625 5.652 5.677 5.700 5.721 5.742 5.761 5.778 |
| 17 | 5.638 5.668 5.695 5.718 5.742 5.762 5.783 5.801 5.819 |
| 18 | 5.678 5.707 5.733 5.757 5.780 5.801 5.821 5.840 5.857 |
19 | 5.715 5.743 5.770 5.795 5.817 5.837 5.857 5.875 5.894 |
i 20 | 5.750 5.778 5.804 5.829 5.851 5.872 5.891 5.910 5.928 |
I | I
f 21 | 5.783 5.811 5.837 5.862 5.884 5.904 5.924 5.942 5.960 |
| 22 | 5.814 5.842 5.868 5.892 5.914 5.935 5.954 5.972 5.990 |
| 23 | 5.844 5.872 5.897 5.921 5.943 5.964 5.983 6.002 6.018 |
| 24 | 5.872 5.900 5.925 5.949 5.971 5.992 6.011 6.029 6.046 |
| 25 | 5.899 5.926 5.952 5.975 5.998 6.018 6.038 6.056 6.073 |
| I |
| 30 | 6.018 6.044 6.07]1 6.093 6.114 6.134 6.155 6.172 6.190 |
| 35 | 6.116 6.144 6.169 6.190 6.212 6.232 6.250 6.269 6.285 |
| 40 | 6.199 6.225 6.250 6.273 6.293 6.315 6.334 6.348 6.364 |
| 45 | 6.273 6.298 6.324 6.343 6.369 6.386 6.403 6.422 6.435 |
| 50 | 6.339 6.364 6.386 6.409 6.428B 6.448 6.470 6.485 6.501 |
1 | |
| 60 | 6.448 6.477 6.501 6.518 6.535 6.554 6.574 6.596 6.607 |
| 70 | 6.535 6.564 6.585 6.607 6.632 6.644 6.672 6.687 6.702 |
| 80 | 6.619 6.644 6.672 6.687 6.702 6.718 6.736 6.754 6.774 |
| 90 | 6.687 6.718 6.736 6.754 6.774 6.795 6.817 6.817 6.842 |
1100 | 6.754 6.774 6.795 6.817 6.842 6.842 6.869 6.898 6.898 |
I I |
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Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 10%

| \ K|
IS V| 20 21 22 23 24 25 30 35 40
! \f

| 3.969 3.992 4.013 4.033 4.052 4.070 4.151 4.218 4.276

; 4.446 4.466 4.485 4.504 4.521 4.538 4.611 4.673 4.725
i 4 ] 4.725 4.745 4.763 4.780 4.797 4.812 4.882 4.941 4.991
| 5| 4.922 4.941 4.958 4.975 4.991 5.006 5.074 5.131 5.180
| |
| 6 | 5.074 5.092 5.109 5.125 5.141 5.156 5.222 5.277 5.325
I 7 | 5.196 5.214 5.231 5.247 5.262 5.277 5.341 5.396 5.442
| 8 | 5.299 5.317 5.333 5.349 5.364 5.379 5.442 5.496 5.541
| 9 | 5.388 5.405 5.422 5.437 5.452 5.466 5.528 5.581 5.626
| 10 | 5.465 5.482 5.499 5.514 5.528 5.542 5.604 5.656 5.701
| I
| 11 | 5.534 5.551 5.567 5.582 5.596 5.610 5.672 5.723 5.767
| 12 | 5.596 5.613 5.629 5.643 5.658 5.672 5.732 5.783 5.827
| 13 | 5.652 5.669 5.684 5.699 5.714 5.727 5.788 5.838 5.881
| 14 | 5.704 5.720 5.736 5.750 5.765 5.778 5.838 5.888 5.931
| 15 | 5.752 5.768 5.783 5.798 5.811 5.824 5.884 5.934 5.976
I |
| 16 | 5.795 5.811 5.826 5.841 5.855 5.868 5.927 5.976 6.018
| 17 | 5.836 5.852 5.868 5.882 5.895 5.908 5.966 6.016 6.058
| 18 | 5.874 5.890 5.905 5.920 5.934 5.947 6.004 6.052 6.095
| 19 | 5.910 5.925 5.941 5.956 5.969 5.982 6.038 6.088 6.129
| 20 | 5.943 5.960 5.974 5.989 6.002 6.014 6.073 6.121 6.163
l |
| 21 | 5.975 5.992 6.006 6.020 6.035 6.046 6.104 6.152 6.193
| 22 | 6.005 6.022 6.037 6.050 6.065 6.077 6.134 6.181 6.222
| 23 | 6.034 6.050 6.065 6.079 6.093 6.104 6.161 6.209 6.250
| 24 | 6.062 6.077 6.093 6.107 6.119 6.131 6.190 6.236 6.277
| 25 | 6.088 6.104 6.119 6.131 6.144 6.158 6.215 6.261 6.302
I |
| 30 | 6.205 6.218 6.232 6.246 6.261 6.273 6.329 6.375 6.415
| 35 | 6.302 6.315 6.329 6.343 6.354 6.369 6.422 6.470 6.509
| 40 | 6.380 6.397 6.409 6.422 6.435 6.448 6.501 6.545 6.585
| 45 | 6.455 6.470 6.477 6.493 6.509 6.518 6.574 6.619 6.658
| 50 | 6.518 6.526 6.545 6.554 6.564 6.585 6.632 6.672 6.718
| |
| 60 | 6.619 6.631 6.644 6.658 6.672 6.687 6.736 6.774 6.817
| 70 | 6.718 6.718 6.736 6.754 6.774 6.774 6.817 6.869 6.898
| 80 | 6.795 6.795 6.817 6.817 6.842 6.842 6.898 6.931 6.968
| 90 | 6.869 6.869 6.869 6.898 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060
1100 | 6.931 6.931 6.931 6.968 6.968 6.968 7.010 7.060 7.121
| I




Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las
combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 10%

| \ K| | I I I I I I
IS \ | 45 50 60 70 80 90 100 |
: \= I | I | I I :
I 2 | 4.326 4.370 4.446 4.510 4.564 4.611 4.653 |
| 3| 4.771 4.812 4.882 4.941 4.991 5.035 5.074 |
| 4 | 5.035 5.074 5.141 5.197 5.245 5.287 5.324 |
| 5 | 5.222 5.260 5.324 5.379 5.425 5.466 5.502 |
| I I
| 6 | 5.366 5.403 5.466 5.519 5.564 5.604 5.640 |
| 7 | 5.482 5.519 5.581 5.633 5.678 5.717 5.752 |
| 8| 5.581 5.617 5.678 5.729 5.773 5.811 5.845 |
I 9| 5.665 5.701 5.761 5.811 5.855 5.893 5.927 |
| 10 | 5.740 5.774 5.834 5.884 5.927 5.965 5.999 |
I I I
| 11 | 5.805 5.840 5.899 5.948 5.990 6.029 6.060 |
| 12 | 5.865 5.899 5.957 6.006 6.048 6.086 6.119 |
| 13 | 5.919 5.953 6.011 6.058 6.102 6.139 6.169 |
| 14 | 5.968 6.002 6.058 6.107 6.150 6.187 6.218 |
| 15 | 6.013 6.046 6.104 6.153 6.193 6.229 6.261 |
| | |
| 16 | 6.056 6.088 6.144 6.193 6.236 6.269 6.302 |
| 17 | 6.095 6.129 6.184 6.232 6.273 6.306 6.339 |
| 18 | 6.131 6.163 6.222 6.269 6.306 6.343 6.375 |
| 19 | 6.166 6.199 6.254 6.302 6.343 6.375 6.409 |
| 20 | 6.199 6.232 6.285 6.334 6.375 6.409 6.441 |
I I I
I 21 | 6.229 6.261 6.315 6.364 6.403 6.441 6.470 |
| 22 | 6.257 6.289 6.343 6.392 6.435 6.470 6.501 |
| 23 | 6.285 6.320 6.375 6.422 6.463 6.493 6.526 |
| 24 | 6.311 6.343 6.397 6.448 6.485 6.518 6.554 |
| 25 | 6.339 6.369 6.422 6.470 6.509 6.545 6.574 |
I I I
| 30 | 6.448 6.477 6.535 6.575 6.619 6.658 6.687 |
| 35 | 6.545 6.574 6.632 6.672 6.702 6.736 6.774 |
| 40 | 6.619 6.644 6.702 6.754 6.795 6.817 6.842 |
| 45 | 6.687 6.718 6.774 6.817 6.842 6.898 6.931 |
| 50 | 6.754 6.774 6.842 6.869 6.898 6.931 6.968 |
I I I
| 60 | 6.842 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 7.060 |
| 70 | 6.931 6.968 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199 |
| 80 | 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199 7.199 7.199 |
| 90 | 7.060 7.121 7.199 7.199 7.199 7.307 7.307 |
1100 | 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.307 |
| I |




Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacioén 5%
| \ K| I |
IS \ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o
| 2 | 3.169 3.385 3.532 3.642 3.731 3.804 3.867 3.921 3.969
| 3 | 3.731 3.921 4.052 4.151 4.230 4.296 4.353 4.402 4.446
| 4 | 4.052 4.230 4.353 4.446 4.521 4.583 4.637 4.684 4.725
I 5 | 4.275 4,446 4.564 4.653 4.725 4.785 4.837 4.882 4.922
| |
| 6 | 4.446 4.611 4.725 4.812 4.882 4.940 4.991 5.035 5.074
| 7 | 4.583 4.744 4.856 4.940 5.009 5.066 5.115 5.158 5.196
| 8| 4.698 4.856 4.965 5.048 5.115 5.171 5.220 5.262 5.299
| 9 | 4.796 4.951 5.059 5.141 5.207 5.262 5.309 5.351 5.388
| 10 | 4.882 5.035 5.141 5.221 5.287 5.341 5.388 5.429 5.465
| |
| 11 | 4.958 5.109 5.213 5.293 5.357 5.411 5.458 5.498 5.534
| 12 | 5.026 5.175 5.278 5.357 5.421 5.474 5.521 5.561 5.596
] 13 | 5.088 5.235 5.338 5.416 5.479 5.532 5.577 5.617 5.652
| 14 | 5.144 5.290 5.392 5.469 5.532 5.584 5.629 5.669 5.704
| 15 | 5.196 5.341 5.441 5.518 5.580 5.632 5.677 5.716 5.752
| I
| 16 | 5.244 5.388 5.488 5.564 5.625 5.677 5.721 5.761 5.795
| 17 | 5.289 5.432 5.531 5.606 5.668 5.718 5.762 5.801 5.836
| 18 | 5.331 5.472 5.571 5.646 5.707 5.757 5.801 5.840 5.874
| 19 | 5.370 5.510 5.608 5.683 5.743 5.795 5.837 5.875 5.910
| 20 | 5.407 5.546 5.644 5.718 5.778 5.829 5.872 5.910 5.943
I |
| 21 | 5.441 5.580 5.677 5.752 5.811 5.862 5.904 5.942 5.975
| 22 | 5.474 5.613 5.709 5.783 5.842 5.892 5.935 5.972 6.005
| 23 | 5.506 5.643 5.739 5.812 5.872 5.921 5.964 6.002 6.034
| 24 | 5.535 5.672 5.768 5.841 5.900 5.949 5.992 6.029 6.062
| 25 | 5.564 5.700 5.795 5.867 5.926 5.975 6.018 6.056 6.088
| I
| 30 | 5.689 5.823 5.916 5.987 6.044 6.093 6.134 6.172 6.205
] 35 | 5.793 5.924 6.016 6.086 6.144 6.190 6.232 6.269 6.302
| 40 | 5.881 6.011 6.102 6.169 6.225 6.273 6.315 6.348 6.380
| 45 | 5.957 6.086 6.175 6.243 6.298 6.343 6.386 6.422 6.455
| 50 | 6.025 6.152 6.239 6.311 6.364 6.409 6.448 6.485 6.518
I |
| 60 | 6.142 6.265 6.354 6.422 6.477 6.518 6.554 6.596 6.619
| 70 | 6.236 6.359 6.448 6.509 6.564 6.607 6.644 6.687 6.718
| 80 | 6.320 6.44]1 6.526 6.585 6.644 6.687 6.718 6.754 6.795
| 90 | 6.391 6.509 6.596 6.658 6.718 6.754 6.795 6.817 6.869
|100 | 6.455 6.574 6.658 6.718 6.774 6.817 6.8B42 6.898 6.931
| |




Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacioén 5%

|V K| | | l | | | |
IS\ | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
: \= | | | | | | |
| 2| 4.013 4.052 4.087 4.120 4.151 4.179 4.205 4.230 4.253
| 3 | 4.485 4.521 4.553 4.583 4.611 4.637 4.661 4.684 4.705
| 4 | 4.762 4.796 4.827 4.856 4.882 4.907 4.930 4.951 4.972
| S | 4.958 4.991 5.021 5.048 5.074 5.097 5.120 5.141 5.160
| |
| 6 | 5.109 5.141 5.170 5.196 5.221 5.244 5.266 5.287 5.306
| 7 | 5.231 5.262 5.290 5.317 5.341 5.364 5.385 5.405 5.424
| 8 | 5.333 5.364 5.392 5.418 5.441 5.464 5.485 5.504 5.523
| 9 ] 5.421 5.451 5.479 5.504 5.528 5.550 5.571 5.590 5.608
| 10 | 5.498 5.528 5.555 5.580 5.604 5.625 5.646 5.665 5.683
| |
| 11 | 5.567 5.596 5.623 5.648 5.671 5.692 5.713 5.731 5.750
| 12 | 5.628 5.657 5.684 5.709 5.731 5.753 5.773 5.792 5.810
| 13 | 5.684 5.713 5.739 5.764 5.787 5.808 5.828 5.846 5.864
| 14 | 5.735 5.764 5.790 5.815 5.837 5.858 5.878 5.896 5.913
| 15 | 5.783 5.811 5.837 5.862 5.884 5.904 5.924 5.942 5.960
I |
| 16 | 5.826 5.855 5.880 5.904 5.926 5.948 5.966 5.985 6.002
| 17 | 5.867 5.895 5.921 5.945 5.966 5.987 6.007 6.025 6.042
| 18 | 5.905 5.933 5.958 5.982 6.004 6.025 6.044 6.062 6.079
| 19 | 5.941 5.969 5.993 6.018 6.038 6.060 6.079 6.097 6.113
| 20 | 5.974 6.002 6.027 6.050 6.073 6.092 6.111 6.128 6.147
I |
| 21 | 6.005 6.034 6.058 6.081 6.104 6.123 6.144 6.160 6.177
| 22 | 6.036 6.064 6.088 6.111 6.133 6.155 6.172 6.189 6.205
| 23 | 6.064 6.092 6.116 6.141 6.160 6.180 6.199 6.218 6.235
| 24 | 6.092 6.118 6.144 6.166 6.189 6.208 6.228 6.246 6.261
| 25 | 6.118 6.144 6.169 6.192 6.215 6.235 6.253 6.269 6.285
I |
| 30 | 6.232 6.261 6.285 6.306 6.329 6.348 6.364 6.380 6.397
| 35 | 6.329 6.354 6.380 6.403 6.422 6.441 6.462 6.477 6.493
| 40 | 6.409 6.435 6.462 6.485 6.501 6.518 6.535 6.554 6.574
| 45 | 6.477 6.509 6.526 6.554 6.574 6.596 6.607 6.619 6.644
| 50 | 6.545 6.564 6.596 6.619 6.632 6.658 6.672 6.687 6.702
| |
| 60 | 6.644 6.672 6.702 6.718 6.736 6.754 6.774 6.795 6.817
| 70 | 6.736 6.774 6.795 6.817 6.817 6.842 6.869 6.869 6.898
| 80 | 6.817 6.842 6.869 6.898 6.898 6.931 6.931 6.968 6.968
| 90 | 6.869 6.898 6.931 6.968 6.968 6.968 7.010 7.010 7.010
’100 | 6.931 6.968 6.968 7.010 7.010 7.060 7.060 7.060 7.121

|




Percentiles de la distribucién del

estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacion 5%
| \ K| | | | | | | |
IS\ | 20 21 22 23 24 25 30 35 40
: \II | I I | | | |
| 2 | 4.275 4.296 4.316 4.335 4.353 4.370 4.446 4.510 4.564
| 3 | 4.725 4.745 4.763 4.780 4.797 4.812 4.882 4.941 4.991
| 4 | 4.991 5.009 5.027 5.043 5.059 5.074 5.141 5.197 5.245
| S : 5.179 5.197 5.213 5.229 5.245 5.259 5.324 5.379 5.425
|
| 6 | 5.324 5.341 5.358 5.373 5.388 5.403 5.466 5.519 5.564
| 7 | 5.441 5.459 5.475 5.490 5.505 5.519 5.581 5.633 5.678
| 8 | 5.540 5.558 5.573 5.588 5.603 5.617 5.678 5.729 5.773
| 9 | 5.625 5.642 5.658 5.672 5.687 5.701 5.761 5.811 5.855
| 10 | 5.700 5.717 5.732 5.747 5.761 5.774 5.834 5.884 5.927
| |
| 11 | 5.767 5.783 5.798 5.812 5.826 5.840 5.899 5.948 5.990
| 12 | 5.826 5.842 5.857 5.872 5.885 5.899 5.957 6.006 6.048
| 13 | 5.880 5.897 5.912 5.925 5.939 5.953 6.011 6.058 6.102
| 14 | 5.931 5.947 5.960 5.976 5.989 6.002 6.058 6.107 6.150
] 15 | 5.975 5.992 6.006 6.020 6.035 6.046 6.104 6.152 6.193
| | :
| 16 | 6.018 6.035 6.048 6.062 6.075 6.088 6.144 6.193 6.236
| 17 | 6.058 6.073 6.088 6.102 6.114 6.129 6.184 6.232 6.273
| 18 | 6.095 6.109 6.124 6.139 6.152 6.163 6.222 6.269 6.306
] 19 | 6.128 6.144 6.161 6.172 6.187 6.199 6.254 6.302 6.343
| 20 | 6.163 6.178 6.193 6.205 6.218 6.232 6.285 6.334 6.375
| |
| 21 | 6.192 6.209 6.222 6.236 6.250 6.261 6.315 6.364 6.403
| 22 | 6.22]1 6.239 6.250 6.265 6.277 6.289 6.343 6.391 6.435
| 23 | 6.250 6.265 6.281 6.293 6.306 6.320 6.375 6.422 6.462
| 24 | 6.277 6.293 6.306 6.320 6.334 6.343 6.397 6.448 6.485
| 25 | 6.301 6.315 6.329 6.343 6.359 6.369 6.423 6.470 6.509
I |
] 30 | 6.415 6.428 6.441 6.455 6.470 6.477 6.535 6.574 6.619
] 35 | 6.509 6.518 6.535 6.545 6.564 6.574 6.632 6.672 6.702
| 40 | 6.585 6.596 6.619 6.632 6.644 6.644 6.702 6.754 6.795
| 45 | 6.658 6.672 6.687 6.702 6.702 6.718 6.774 6.817 6.842
| 50 | 6.718 6.736 6.736 6.754 6.774 6.774 6.842 6.869 6.898
| |
| 60 | 6.817 6.842 6.842 6.868 6.868 6.898 6.931 6.968 7.010
| 70 | 6.898 6.931 6.931 6.931 6.968 6.968 7.010 7.060 7.121
| 80 | 6.968 7.010 7.010 7.010 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199
| 90 | 7.060 7.060 7.060 7.060 7.121 7.121 7.199 7.199 7.199
{100 | 7.121 7.121 7.121 7.121 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307
| |
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Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las
combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 5%

I \ K| I I I ! I I I
IS V| 45 50 60 70 80 90 100 |
; \{ I I I I | I :
| 2] 4.611 4.653 4.725 4.786 4.837 4.882 4.922 |
i 3 | 5.035 5.074 5.141 5.197 5.245 5.287 5.324 |
| 4 | 5.287 5.324 5.388 5.442 5.488 5.528 5.564 |
| 5| 5.466 5.502 5.564 5.617 5.661 5.701 5.736 |
I l |
| 6 | 5.604 5.640 5.701 5.752 5.795 5.834 5.868 |
71 5.717 5.752 5.811 5.862 5.904 5.942 5.976 |
| 8 | 5.811 5.845 5.904 5.954 5.997 6.035 6.067 |
I 9| 5.893 5.927 5.985 6.035 6.075 6.114 6.144 |
I 10 | 5.965 5.999 6.056 6.104 6.114 6.181 6.215 |
I | I
| 11 | 6.029 6.060 6.119 6.166 6.209 6.243 6.277 |
| 12 | 6.086 6.119 6.175 6.222 6.265 6.298 6.329 |
| 13 | 6.139 6.169 6.225 6.273 6.315 6.348 6.380 |
| 14 | 6.187 6.218 6.273 6.320 6.359 6.397 6.428 |
| 15 | 6.229 6.261 6.315 6.364 6.403 6.441 6.470 |
| | I
| 16 | 6.269 6.302 6.359 6.403 6.441 6.477 6.509 |
| 17 | 6.306 6.339 6.397 6.441 6.477 6.518 6.545 |
| 18 | 6.343 6.375 6.428 6.477 6.518 6.554 6.585 |
| 19 | 6.375 6.409 6.462 6.509 6.545 6.585 6.607 |
| 20 | 6.409 6.441 6.493 6.535 6.574 6.607 6.644 |
| I I
| 21 | 6.441 6.470 6.526 6.564 6.607 6.644 6.672 |
| 22 | 6.470 6.501 6.554 6.596 6.632 6.672 6.702 |
| 23 | 6.493 6.526 6.574 6.619 6.658 6.702 6.718 |
| 24 | 6.518 6.554 6.607 6.644 6.687 6.718 6.754 |
| 25 | 6.545 6.574 6.631 6.672 6.718 6.736 6.774 |
I I I
| 30 | 6.658 6.687 6.736 6.774 6.817 6.842 6.869 |
| 35 | 6.736 6.774 6.817 6.869 6.899 6.931 6.968 |
| 40 | 6.817 6.842 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 |
| 45 | 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 7.060 7.121 |
| 50 | 6.968 7.060 7.060 7.060 7.121 7.121 7.199 |
| I |
| 60 | 7.060 7.060 7.121 7.199 7.199 7.199 7.307 |
| 70 | 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.307 |
| 80 | 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488 |
| 90 | 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 |
1100 | 7.307 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 {
| I




Percentiles de la distribucioéon del

estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 1%
| \ K|
1S \ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
—
2 ] 3.969 4.151 4.275 4.370 4.446 4.509 4.564 4.611 4.653
. 2] 4.446 4.611 4.725 4.812 4.882 4.940 4.991 5.035 5.074
| 4 | 4.725 4.882 4.991 5.074 5.141 5.196 5.244 5.287 5.324
|l 5 | 4.922 5.074 5.179 5.259 5.324 5.378 5.424 5.465 5.502
| |
| 6 | 5.074 5,221 5.324 5.402 5.465 5.518 5.564 5.604 5.639
| 7 | 5.196 5.341 5.441 5.518 5.580 5.632 5.677 5.716 5.752
| 8 | 5.299 5.441 5.540 5.616 5.677 5.728 5.773 5.811 5.845
| 9 | 5.388 5.528 5.625 5.700 5.761 5.811 5.855 5.892 5.926
I 10 | 5.465 5.604 5.700 5.774 5.833 5.884 5.926 5.964 5.998
|
| 11 | 5.534 5.671 5.767 5.840 5.899 5.948 5.990 6.029 6.060
| 12 | 5.596 5.731 5.826 5.899 5.957 6.005 6.048 6.086 6.118
| 13 | 5.652 5.787 5.880 5.952 6.011 6.058 6.102 6.139 6.169
| 14 | 5.704 5.837 5.931 6.002 6.058 6.106 6.149 6.186 6.218
| 15 | 5.752 5.884 5.975 6.046 6.104 6.152 6.192 6.228 6.261
| |
| 16 | 5.795 5.926 6.018 6.088 6.144 6.192 6.235 6.269 6.301
| 17 | 5.836 5.966 6.058 6.128 6.183 6.232 6.273 6.306 6.338
| 18 | 5.874 6.004 6.095 6.163 6.22]1 6.269 6.306 6.343 6.374
| 19 | 5.910 6.038 6.128 6.199 6.253 6.301 6.341 6.374 6.409
| 20 | 5.943 6.073 6.163 6.232 6.285 6.333 6.374 6.409 6.441
| |
| 21 | 5.975 6.104 6.192 6.261 6.315 6.364 6.403 6.441 6.469
| 22 | 6.005 6.133 6.221 6.289 6.343 6.391 6.434 6.469 6.500
| 23 | 6.034 6.160 6.250 6.319 6.374 6.42]1 6.462 6.492 6.526
| 24 | 6.062 6.189 6.277 6.343 6.397 6.448 6.484 6.517 6.554
| 25 | 6.088 6.215 6.302 6.369 6.422 6.470 6.509 6.545 6.574
| |
| 30 | 6.205 6.329 6.415 6.477 6.535 6.574 6.619 6.658 6.687
| 35 | 6.302 6.422 6.509 6.574 6.632 6.672 6.702 6.736 6.774
| 40 | 6.380 6.501 6.585 6.644 6.702 6.754 6.795 6.817 6.842
| 45 | 6.455 6.574 6.658 6.718 6.774 6.817 6.842 6.898 6.931
| 50 | 6.518 6.632 6.718 6.774 6.842 6.869 6.898 6.931 6.968
| |
| 60 | 6.619 6.736 6.817 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 7.060
| 70 | 6.718 6.817 6.898 6.968 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199
| 80 | 6.795 6.898 6.968 7.060 7.121 7.121 7.199 7.199 7.199
| 90 | 6.869 6.968 7.060 7.121 7.199 7.199 7.199 7.307 7.307
1100 | 6.931 7.010 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.307
I |




Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las

combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 1%

| \ K| | | | | | | I
IS v | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
} \| | | I | | | |
| 2 | 4.691 4.725 4.756 4.785 4.812 4.837 4.860 4.882 4.903
I 3 | 5.109 5.141 5.170 5.196 5.221 5.244 5.266 5.287 5.306
| 4 | 5.357 5.388 5.416 5.441 5.465 5.488 5.509 5.528 5.546
| 5 | 5.534 5.564 5.591 5.616 5.639 5.661 5.681 5.700 5.718
| I
| & | 5.671 5.700 5.727 5.752 5.774 5.795 5.815 5.833 5.851
| 7 | 5.783 5.811 5.837 5.862 5.884 5.904 5.924 5.942 5.960
| 8 | 5.877 5.904 5.931 5.954 5.975 5.997 6.016 6.034 6.050
i 9| 5.957 5.985 6.011 6.034 6.056 6.075 6.095 6.113 6.128
| 10 | 6.029 6.056 6.081 6.104 6.126 6.144 6.163 6.180 6.199
I |
| 11 | 6.090 6.118 6.144 6.166 6.186 6.208 6.225 6.242 6.261
| 12 | 6.147 6.174 6.199 6.221 6.242 6.265 6.281 6.297 6.315
| 13 | 6.199 6.225 6.250 6.273 6.293 6.315 6.333 6.348 6.364
| 14 | 6.246 6.273 6.297 6.319 6.343 6.358 6.380 6.397 6.409
| 15 | 6.289 6.315 6.343 6.364 6.385 6.403 6.421 6.441 6.455
| |
| 16 | 6.329 6.358 6.380 6.403 6.421 6.441 6.462 6.477 6.492
| 17 | 6.369 6.397 6.421 6.441 6.462 6.477 6.500 6.517 6.535
| 18 | 6.403 6.428 6.455 6.477 6.492 6.517 6.535 6.554 6.564
| 19 | 6.434 6.462 6.484 6.509 6.526 6.544 6.564 6.585 6.596
| 20 | 6.469 6.492 6.517 6.535 6.564 6.574 6.596 6.607 6.631
| |

| 21 | 6.500 6.526 6.544 6.564 6.585 6.607 6.631 6.644 6.657
| 22 | 6.526 6.554 6.574 6.596 6.619 6.631 6.657 6.672 6.686
| 23 | 6.554 6.574 6.596 6.619 6.644 6.657 6.672 6.702 6.718
| 24 | 6.574 6.607 6.631 6.644 6.672 6.686 6.702 6.718 6.735
| 25 | 6.607 6.632 6.644 6.672 6.687 6.718 6.736 6.736 6.754
| |
| 30 | 6.702 6.736 6.754 6.774 6.795 6.817 6.842 6.842 6.869
| 35 | 6.795 6.817 6.842 6.869 6.898 6.898 6.931 6.931 6.968
| 40 | 6.868 6.898 6.931 6.931 6.968 6.968 7.010 7.010 7.010
| 45 | 6.931 6.968 6.968 7.010 7.010 7.060 7.060 7.060 7.121
| 50 | 7.010 7.010 7.060 7.060 7.060 7.121 7.121 7.121 7.121
| I
| 60 | 7.121 7.121 7.121 7.199 7.199 7.199 7.199 7.199 7.307
| 70 | 7.199 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307
| 80 | 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488
| 90 | 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
1100 | 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
I |




Percentiles de la distribucioén del estadistico basado en las
combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 1%
I \K | I | | | I | |
IS V| 20 21 22 23 24 25 30 35 40
: \' | | I I I | |
| 2] 4.922 4.941 4.958 4.975 4.991 5.006 5.074 5.131 5.179
| 3 | 5.324 5.341 5.358 5.373 5.388 5.403 5.466 5.519 5.564
-~ 4 ] 5.564 5.581 5.596 5.611 5.626 5.640 5.701 5.752 5.795
. 5 | 5.735 5.752 5.767 5.781 5.795 5.808 5.868 5.917 5.960
| |
| 6 | 5.867 5.884 5.899 5.913 5.927 5.939 5.999 6.046 6.088
I 7 | 5.975 5.992 6.006 6.020 6.035 6.046 6.104 6.152 6.193
| 8 | 6.066 6.082 6.097 6.111 6.124 6.136 6.193 6.239 6.281
| 9] 6.144 6.161 6.175 6.190 6.202 6.215 6.269 6.315 6.359
| 10 | 6.215 6.229 6.243 6.257 6.269 6.281 6.339 6.388 6.422
| |
| 11 | 6.277 6.289 6.306 6.320 6.329 6.343 6.397 6.441 6.485
| 12 | 6.329 6.343 6.359 6.375 6.386 6.397 6.455 6.501 6.535
| 13 | 6.380 6.397 6.409 6.422 6.435 6.448 6.501 6.545 6.585
| 14 | 6.428 6.441 6.455 6.470 6.485 6.493 6.545 6.596 6.632
| 15 | 6.469 6.485 6.501 6.509 6.526 6.535 6.585 6.632 6.672
I |
| 16 | 6.509 6.526 6.535 6.554 6.564 6.574 6.632 6.672 6.718
| 17 | 6.544 6.564 6.574 6.585 6.596 6.607 6.658 6.702 6.754
| 18 | 6.585 6.596 6.607 6.619 6.632 6.644 6.702 6.736 6.774
| 19 | 6.607 6.632 6.644 6.658 6.671 6.672 6.736 6.774 6.817
{ 20 | 6.644 6.658 6.672 6.687 6.702 6.703 6.754 6.795 6.842
I
i 21 | 6.672 6.687 6.702 6.718 6.718 6.736 6.795 6.842 6.869
| 22 | 6.702 6.718 6.718 6.736 6.754 6.754 6.817 6.869 6.898
| 23 | 6.718 6.736 6.754 6.774 6.774 6.795 6.842 6.898 6.931
| 24 | 6.754 6.774 6.774 6.795 6.795 6.817 6.869 6.898 6.931
| 25 | 6.774 6.795 6.795 6.817 6.817 6.842 6.898 6.931 6.968
| |
| 30 | 6.869 6.898 6.898 6.931 6.931 6.931 7.010 7.010 7.060
| 35 | 6.968 6.968 7.010 7.010 7.010 7.010 7.060 7.121 7.121
| 40 | 7.060 7.060 7.060 7.060 7.121 7.121 7.121 7.199 7.199
| 45 | 7.121 7.121 7.121 7.121 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307
| 50 | 7.199 7.199 7.199 7.199 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307
| I
| 60 | 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488
| 70 | 7.307 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
| 80 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
| 90 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
1100 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488
I |




Percentiles de la distribucién del estadistico basado en las
combinaciones lineales contraste.

Nivel de Significacién 1%

I \ K| I I I I I I o
IS \ | 45 50 60 70 80 90 100 |
: \| | I | | I I }
| 2 | 5.221 5.259 5.324 5.379 5.425 5.466 5.502 |
| 3| 5.604 5.640 5.701 5.752 5.795 5.834 5.868 |
| 4 | 5.833 5.868 5.927 5.976 6.018 6.056 6.088 |
I 5| 5.999 6.031 6.088 6.136 6.178 6.215 6.246 |
I l I
| 6| 6.126 6.158 6.215 6.261 6.302 6.339 6.369 |
| 7 | 6.229 6.26]1 6.315 6.364 6.403 6.441 6.470 |
| 8] 6.315 6.348 6.403 6.448 6.493 6.526 6.554 |
I 9| 6.391 6.422 6.477 6.526 6.564 6.596 6.632 |
| 10 | 6.462 6.493 6.545 6.585 6.631 6.658 6.687 |
| I I
| 11 | 6.518 6.545 6.607 6.644 6.687 6.718 6.754 |
| 12 | 6.574 6.607 6.658 6.702 6.736 6.774 6.795 |
| 13 | 6.619 6.644 6.702 6.754 6.795 6.817 6.842 |
| 14 | 6.672 6.702 6.754 6.795 6.817 6.869 6.898 |
| 15 | 6.702 6.736 6.795 6.842 6.869 6.898 6.931 |
I I |
| 16 | 6.736 6.774 6.817 6.869 6.898 6.931 6.968 |
| 17 | 6.774 6.817 6.869 6.898 6.931 6.968 7.010 |
| 18 | 6.817 6.842 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 |
| 19 | 6.842 6.869 6.931 6.968 7.010 7.060 7.060 |
| 20 | 6.869 6.898 6.968 7.010 7.010 7.060 7.121 |
| | |
| 21 | 6.898 6.931 6.968 7.010 7.060 7.121 7.121 |
| 22 | 6.931 6.968 7.010 7.060 7.060 7.121 7.121 |
| 23 | 6.968 6.968 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199 |
| 24 | 6.968 7.010 7.060 7.121 7.121 7.199 7.199 |
| 25 | 7.010 7.010 7.060 7.121 7.199 7.199 7.199 |
| I I
| 30 | 7.121 7.121 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 |
| 35 | 7.199 7.199 7.307 7.307 7.307 7.307 7.488 |
| 40 | 7.307 7.307 7.307 7.307 7.488 7.488 7.488 |
| 45 | 7.307 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
| 50 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
| | |
| 60 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
| 70 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
| 80 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
| 90 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
{100 | 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 7.488 |
I I I




4.4 ESTADISTICO UTILIZANDO RANGO

Otro estadistico que se propone para el estudio del
contraste

H:qg (p) =g (Y) vV i=1,2,...,8; 3=1,2,...,k
0 1ij 3

H:gqg (%) $ g (@) para algun i=1,2,...,s
1 ij j

si el parametro 6 es conocido o

H:g () -g (0) =0 Vi,i‘=1,2,...,8; i%i’
0 ij i’ j =

H: g (6) -g (6) # 0 para algun i,i’
1 ij i’j

si © es desconocido, es mediante 1la utilizacién del rango
multivariante, definido por Mardia (1964), que en nuestro

estudio vendra dado por

R(¢) = r -r §=1,2,...,k
j (8)j (L)j
donde r = max r y r = min r
(s)] 1{i¢s 1ij (L)j 1¢i¢s 1ij
siendo r los residuos ajustados anteriormente definidos,

ij
que tomardn las expresiones (6) o (7) segun que el parametro

6 sea conocido o no.

El estadistico que se propone para el estudio de la
hip6tesis planteada es

R(?) = max R(“?j)

1¢3<k
cuya region critica para un nivel de significacién es
R($) > r, siendor, / POR(4) >r, ) =X,
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Para calcular fee » B8€ definen los sucesos

E = { R('? ) > r_ } » por tanto
3 3

P(E) = k PCR(% ) > r)=%

P R(%Drd) =P (max E ) ¢ j ] "

1¢3¢k 3

|
nl Iﬁ‘
(W]

ol

/' PCR(R )Y >r_ )= o¢/k
3

En Pearson y Hartley (1976) esta tabulada la

PC(R(%{ ) <Cr,) oparas=1,2,...,20
J

4.5 Comparaciéon de la distribucién del Estadistico basado en

el Rango vy del Estadistico basado en las Combinaciones
Lineales Contrate.

Para el estudio del contraste propuesto en (8) se dan dos
técnicas diferentes, una de ellas est4d basada en las combina-
ciones lineales contraste (Estadistico C.L.C.) y la otra uti-
liza el estadistico basado en el rango (Estadistico R.). En
ambos casos, para la obtencién de sus distribuciones respecti-
vas, se ha utilizado la Desigualdad de Bonferroni, lo que hace
que ambos tests sean conservativos. Por este motivo, tiene
interés estudiar cual de estos procédimientos estd menos afec-
tado por la aplicaciéon de dicha desigualdad, para ello se com-
paran los percentiles correspondientes a aquellos niveles de

significacién mas wusuales: 10%, 5%, 1% y 0.1%.

Debido a que la utilizacién de las tablas de Pearson y
Hartley son basicas para calcular los puntos criticos corres-

pondientes al test R., y éstas solamente proporcionan percen-
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tiles para s { 20, el numero de poblaciones estudiadas se re-

ducirad a los casos s=2(1)20.

Para realizar este estudio se ha considerado que el car-

dinal de la particién es k=2(1)100.

Fijados A , s y k, se han calculado los siguientes

puntos criticos:
re ! P(R("?j))ru)=°(/k

(8)
y h

S
h'\/z donde h' / P( Z)>h' ) =°%7/ 2k
2

donde Z ~s N(0,1).

(8)
Una vez determinados rv y h , se han calculado sus di-

ferencias para cada of , s y k fijos:

(8)
d = &(X ,k,s) =r_, - ho( .

oA

Estas diferencias se han representado graficamente en
unos ejes cartesianos, siendo el eje de abscisas el cardinal
de la particién, k, y él de ordenadas las diferencias, 4, se-
gun el numero de poblaciones, s. En las graficas, que se pre-
sentan a continuacién, se han considerado los valores para los
parametros & = 10%, 5%, 1% y 0.1%, respectivamente; para un
numero de poblaciones s= 3, 4, 10, 15 y 20 y para los siguien-
tes cardinales k=4, 5, 8, 13, 25 y 100, exceptuando los casos

k=25 y 100 para el nivel de significacién 0.1%, debido a que
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las tablas de Pearson y Hartley no proporcionan los valores g,

correspondientes.

En general se observa que las diferencias, d, entre ambos
puntos criticos son negativas, 1lo que indica que el
procedimiento basado en el test R es generalmente menos con-

servativo que el otro.

Fijado el numero de poblaciones, se observa que a medida
que va aumentando el cardinal de la particién las diferencias
van decreciendo, incluso a partir de un determinado numero de

categorias estas diferencias dejan de ser negativas.

La comparacién de las cuatro gradficas presentadas permite

afirmar, que a medida que disminuye el nivel de significacién
el test C.L.C. es menos conservativo que el test basado en

el rango.
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Comparaci6n de los estadisticos R. y C.L.C.

0.05 ¢ Nivel de significacion 10%

0.03

¥

0.01 -

1

-0.01 -

~0.03

-0.05 4

T

T

-0.07 4

-0.09 +

-0.11 L+



1

0.05 -

0.03

0.01

Comparacidn de los estadisticos R. y C.L.C.

Nivel de significacion 5%

-0.01 -

-0.03 +

Ll

-0.05 1

-0.07 +

-0.09 +

-0.11 L




Comparacidn de los estadisticos R. y C.L.C.

H

0.057

Nivel de significacion 1%

0.03 +

0.01 4

T

-0.01 +

}

-0.03 4

¥

-0.05 +

}

-0.07 A

-0.09 <+

-0.11 -



Comparacidn de los estadisticos H. y C.L.C.

0.05 Nivel de significacion 0.1%
8=3
+ s=4
0.03 -T x s=10
s=15
0.01 + 600
—
-0.01 + ° | a
-0.03 +
-0.05 +
-0.07 +
-0.09 +
-0.11 4+




S5.- EQUIPROBABILIDAD

Para el estudio de la hipétesis

H : g (p =1/ i=1,2,...,8 3=1,2,...,k
0 ij

se considera la traza de C'R, donde R es la matriz de residuos
definida en el caso de pardmetros conocidos y C es una matriz

de orden kxs, donde su elemento (j,1i)=c i=1l,...,8 jJ=1,...,k

ij
k
con la condicién de que f_-.' Y1le =o0.
i=1 J§=1 1ij
Teorema 5.1
Bajo 1la hipétesis nula tr(C’'R) se distribuye

asintoticamente segun una ley normal de media cero y varianza

k 2 ] k ,
c - 2 O 57 e ¢ / (k-1)
j=1 1ij i=1 j,j’'=1 1 ij’
J¥3’ '
Demostracién. -

t)

S
tr(C'R) = 21 )7 c¢c r =C'R +C'R + ... +C'R
i=1 321 43 4ij 1 1 2 2 s s

siendo

C = (c c oo C ) ¥y R = (r r eee r ) i=1,2,...,8
i i1 12 ik i i1 12 ik

por el teorema 3.1.1 los vectores R se distribuyen
i

asintoticamente segun una ley N (0, Z}), con
k

1/2
- L g (P)g (p)/(1-g (p))(1-g (Pp))] si b#j

bj b,j=1,..,k
1 si b=j
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bajo la hipétesis nula, g (?) = 1/k — )
j

-1/ (k-1) si b#j
E = b,j=1,2,...,k

bj
1 si b=j

entonces, C'R se distribuye asintoticamente segun una ley
iid

normal wunivariante de media cero y varianza dada por

k 2 1 k k
C'RC =21 ¢ -——TLc Y.c +...+c¢ S:c 1=
i i j=1 1ij k-1 i1 j=1 1ij ik J=1 1ij
I¥3° J¥3’
k 2 2 k
= Z c = — E c c === )
j=1 1ij k-1 jej’=1 1j 13’
j*¥3’
k 2 2 k
C'"R ~ N(O, J1¢c = — 5 ¢ ¢ ) i=1,2,...,s
i i j=1 1ij k-1 j»3i'=1 1ij 13’
i¥3’
Yy por ser las variables R i=1l,2,...,s independientes,
i
s
entonces tr(C'R) = > . C'R se distribuye asintoticamente
i=1 1ii

segun una ley normal unidimensional de media cero y varianza

s s k 2 2 s k
var( CR)= 2, %7 ¢ - b 27 ¢ ¢ =
= 44 £=1 51 1§ k-1 di=1 §,97=1 1§ 1i‘j
33’

i, s k 2 2 g&:
tr(C'R) —> N (0, 3. 3 1 ¢ - —m— c ¢ )
i=1 §=1 1ij k-1 i=1 j
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El estadistico propuesto para el estudio de la hipotesis
planteada es | tr( C'R) |, viniendo su regién critica dada por
lvtr( C'R) | > t, , donde ty / P( | tr( C'R) | > bt ) =%

Un caso particular de este estadistico, para el estudio

de la hipétesis nula, se obtiene eligiendo ¢ =1, c¢ = -1,
ij iljl

i,i'=1,2,...,8; 3,3'=1,2,...,k ; (1,9)%#(i’,3’), v el resto de

los coeficientes nulos.

Corolario 5.1
Si i=i', J%j’ r -r —— N(0,2k/(k-1))

Si i#i’ r -r L > N(O0,2)

j’j’=l'2""lkl 1pi'=1,2,...,5

La demostracién es inmediata por el teorema 5.1

El estadistico propuesto para el estudio del contraste

anterior es

max | ¢ -r | i,i'" =1,2,...,8
iri’rjrj' ij i’j‘ j,j' = 1,2,...,k
(i,3) # (i',3)

y la hipoétesis nula serd rechazada, para un nivel de

significaciétn o4 , si el estadistico es mayor que el punto
critico Eﬂ'
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Calculo del punto critico

Dado un nivel de significacion o/ , para calcular t.,

se definen los sucesos

E = {l r -r | > tg } == )
i,i',3.3" ij i‘j
P( max lr  -r | >ty ) =P ( LI E ) £
i,1,3,3° 13 s i,i',3,3° 1,1i',3.,3'
k
[< EZ: P( E ) = ( ) s P( |[r -r | >t +
i,1,3,3 i,i',3.3 2 ij ij’
2
+ (1/2) k s8(s-1) P( |[r - r | > Qd, 1¢i’) =
ij iljl

k 2
2 sP(Z>t Wk-1)/2k ) +k s (s-1I P (2>t /2 )
2

con 2 ~~ N(CO , 1) =)

t,/ k-1P2 > ty Vk-1172k ) + k(s-1P(Z > t, /2 ) = oL /sk

5.1. Percentiles de la distribucién del estadistico para el
caso de equiprobabilidad.

Para la tabulacién de estos puntos criticos se ha utili-
zado 1la subrutina MDNOR, incorporada al software IMSL, que
permite calcular 1la funcién de distribucién de una ley

Normal(0,1), apoyandonos en aproximaciones sucesivas al valor

to -

Los resultados obtenidos se han recogido mediante tablas

de tres entradas, las cuales corresponden a los parametros de
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la distribucién del estadistico y al nivel de significacién

del contraste:

s: numero de poblaciones
k: cardinal de la particién

A: nivel de significacién

Habiéndose tabulado para los niveles de significacién:
ol = 10%, 5% y 1%, para un numero de poblaciones s=2(1)25,
25(5)50, 50(10)100 y para k=2(1)25, 25(5)50, 50(10)100.
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Percentiles de

la distribucién del estadistico para el caso de

equiprobabilidad.

Nivel de Significacioén

10%

I \ K| |
IS \ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| | |
* I

71 4.0676 4.2970 4.4678 4.6046 4.7198 4.8169 4.9024 4.9780 5.0460

-+ 4.4372 4.6109 4.7629 4.8916 5.0010 5.0940 5.1770 5.2510 5.3160

. % | 4.6775 4.8196 4.9630 5.0870 5.1930 5.2850 5.3660 5.4370 5.5046
| 5| 4.8547 4.9760 S.1140 5.2350 5.3390 5.4290 5.5100 5.5790 5.6430
| I
| 6 | 4.9940 5.1010 5.2340 5.3546 5.4591 5.5460 5.6240 5.6940 5.7600
I 7 | 5.1091 5.2046 5.3340 5.4546 5.5573 5.6420 5.7210 5.7900 5.8573
| 8 | 5.2064 5.2910 5.4200 5.5370 5.6380 5.7260 5.8073 5.8720 5.9350
| 9 | 5.2890 5.3670 5.4940 5.6100 5.7110 5.8028 5.8760 5.9440 6.0100
| 10 | 5.3630 5.4350 5.5600 5.6760 5.7760 5.8640 5.9390 6.0100 6.0690
I I
| 11 | 5.4290 5.4950 5.6200 5.7340 5.8330 5.9230 6.0000 6.0660 6.1250
| 12 | 5.4890 5.5528 5.6740 5.7880 5.8870 5.9740 6.0537 6.1180 6.1770
| 13 | 5.5430 5.6037 5.7230 5.8370 5.9370 6.0230 6.1000 6.1650 6.2210
| 14 | 5.5930 5.6460 5.7680.5.8820 5.9800 6.0640 6.1410 6.2100 6.2640
| 15 | 5.6390 5.6880 5.8100 5.9230 6.0200 6.1100 6.1830 6.2500 6.3100
I |
| 16 | 5.6820 5.7280 5.8537 5.9610 6.0600 6.1460 6.2210 6.2760 6.3500
| 17 | 5.7210 5.7650 5.8850 6.0028 6.0930 6.1800 6.2600 6.3180 6.3720
| 18 | 5.7600 5.8046 5.9200 6.0320 6.1310 6.2140 6.2800 6.3600 6.4130
| 19 | 5.7930 5.8320 5.9591 6.0640 6.1630 6.2500 6.3180 6.3810 6.4500
| 20 | 5.8260 5.8630 5.9820 6.0940 6.1920 6.2710 6.3600 6.4130 6.4600
| I
| 21 | 5.8600 5.8930 6.0120 6.1210 6.2190 6.3000 6.3720 6.4390 6.5100
| 22 | 5.8870 5.9190 6.0400 6.1591 6.2500 6.3230 6.4100 6.4600 6.5220
| 23 | 5.9150 5.9500 6.0660 6.1770 6.2690 6.3600 6.4190 6.5000 6.5600
| 24 | 5.9420 5.9710 6.0900 6.2091 6.3000 6.3780 6.4600 6.5140 6.5700
| 25 | 5.9680 5.9950 6.1150 6.2240 6.3150 6.4100 6.4660 6.5310 6.6100
I I
| 30 | 6.0800 6.1073 6.2190 6.3180 6.4250 6.5100 6.6000 6.6500 6.7000
| 35 | 6.1750 6.1890 6.3100 6.4160 6.5100 6.6000 6.6600 6.7500 6.8100
| 40 | 6.2600 6.2680 6.3780 6.4810 6.6000 6.6600 6.7500 6.8500 6.9000
| 45 | 6.3260 6.3270 6.4600 6.5600 6.6500 6.7500 6.8500 6.9000 6.9150
| 50 | 6.3890 6.3890 6.5100 6.6140 6.7000 6.8100 6.9000 6.9280 6.9500
| I
| 60 | 6.5000 6.5000 6.6100 6.7000 6.8500 6.9000 6.9370 7.0000 7.0000
| 70 | 6.5700 6.5800 6.7000 6.8100 6.9000 6.9620 7.0000 7.0500 7.2000
| B0 | 6.6600 6.6600 6.8000 6.9000 6.9500 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000
| 90 | 6.7210 6.7210 6.8500 6.9500 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500
[100 | 6.7660 6.8000 6.9000 7.0000 7.0000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500
| I




Percentiles de 1la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.
Nivel de Significacién 10%
| \ K| I | I I o - I
IS \ | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
g \:; | I | | I | I I
| 2 1 5.1082 5.1630 5.2150 5.2620 5.3073 5.3480 5.3860 5.4220 5.4591
I 3 | 5.3750 5.4290 5.4790 5.5260 5.5680 5.6100 5.6460 5.6820 5.7150
I 4 | 5.5600 5.6130 5.6620 5.7100 5.7537 5.7880 5.8260 5.8610 5.8950
| 5] 5.7037 5.7582 5.8064 5.8500 5.8870 5.9270 5.9630 6.0000 6.0290
| I
. 6 | 5.8130 5.8660 5.9130 5.9600 6.0000 6.0360 6.0730 6.1100 6.1380
7 | 5.9100 5.9600 6.0100 6.0573 6.0920 6.1310 6.1660 6.2064 6.2270
“ | 5.9880 6.0400 6.0900 6.1310 6.1740 6.2110 6.2500 6.2710 6.3100
- | 6.0620 6.1110 6.1600 6.2100 6.2310 6.2710 6.3100 6.3600 6.3780
i 10 | 6.1250 6.1740 6.2170 6.2600 6.3100 6.3500 6.3670 6.4100 6.4500
| I
| 11 | 6.1800 6.2240 6.2710 6.3100 6.3600 6.4100 6.4230 6.4600 6.5100
| 12 | 6.2240 6.2750 6.3230 6.3620 6.4100 6.4600 6.4740 6.5100 6.5310
| 13 | 6.2750 6.3270 6.3670 6.4100 6.4600 6.4770 6.5140 6.5600 6.5760
| 14 | 6.3130 6.3670 6.4100 6.4600 6.5000 6.5310 6.5600 6.6100 6.6500
| 15 | 6.3600 6.4100 6.4600 6.5100 6.5310 6.5600 6.6100 6.6500 6.6650
| I
| 16 | 6.4100 6.4600 6.4810 6.5310 6.5600 6.6100 6.6500 6.6800 6.7000
| 17 | 6.4320 6.4740 6.5220 6.5600 6.6100 6.6500 6.7000 6.7000 6.7500
| 18 | 6.4600 6.5140 6.5600 6.6100 6.6500 6.7000 6.7000 6.7500 6.7500
| 19 | 6.5100 6.5310 6.6000 6.6500 6.6800 6.7000 6.7500 6.7500 6.8100
| 20 | 6.5220 6.5700 6.6100 6.6500 6.7000 6.7500 6.7500 6.8100 6.8500
| | '
t 21 | 6.5600 6.6100 6.6500 6.7000 6.7500 6.7500 6.8100 6.8500 6.9000
: 22 | 6.5700 6.6500 6.7000 6.7000 6.7500 6.8100 6.8500 6.9000 6.9000
| 23 | 6.6100 6.6500 6.7000 6.7500 6.8000 6.8500 6.9000 6.9000 6.9300
| 24 | 6.6500 6.7000 6.7110 6.7500 6.8100 6.8500 6.9000 6.9000 6.9300
| 25 | 6.6500 6.7000 6.7500 6.8100 6.8500 6.9000 6.9000 6.9230 6.9300
| |
| 30 | 6.7500 6.8100 6.9000 6.9000 6.9300 6.9310 7.0000 7.0000 7.0000
| 35 | 6.8500 6.9000 6.9150 6.9500 7.0000 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000
| 40 | 6.9150 6.9150 7.0000 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000
| 45 | 6.9500 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000
| 50 | 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500
| | '
| 60 | 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500
I 70 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500
| 80 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500
| 90 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000
1100 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000
| |




Percentiles de la distribuciéon del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.
Nivel de Significacién 10%

I \ K| | I | | I I | |
I8 \ | 20 21 22 23 24 25 30 35 40
: 'I | | I | | | | |
|l 2 | 5.4890 5.5200 5.5519 5.5770 5.6073 5.6300 5.7430 5.8390 5.9210
| 3 | 5.7460 5.7760 5.8082 5.8330 5.8600 5.8840 5.9930 6.0860 6.1650
| 4 | 5.9240 5.9600 5.9820 6.0100 6.0340 6.0600 6.1680 6.2600 6.3320
| 51| 6.0620 6.0900 6.1180 6.1430 6.1680 6.1920 6.3000 6.4000 6.4600
I | .
|. 6 | 6.1680 6.2064 6.2170 6.2600 6.2680 6.3000 6.4100 6.5000 6.5700
I 7 | 6.2600 6.2820 6.3100 6.3340 6.3620 6.4000 6.5000 6.5700 6.6600
| 8 | 6.3320 6.3600 6.4064 6.4130 6.4500 6.4600 6.5700 6.6500 6.7450
| 9 | 6.4100 6.4250 6.4600 6.4740 6.5100 6.5310 6.6500 6.7230 6.8000
| 10 | 6.4600 6.5100 6.5140 6.5500 6.5600 6.6100 6.6930 6.8000 6.8600
| |
{ 11 | 6.5100 6.5600 6.5700 6.6100 6.6500 6.6650 6.7500 6.8500 6.9150
| 12 | 6.5700 6.6000 6.6500 6.6600 6.6650 6.7000 6.8000 6.9000 6.9500
| 13 | 6.6100 6.6500 6.6650 6.7000 6.7000 6.7500 6.8600 6.9500 7.0000
| 14 | 6.6500 6.7000 6.7000 6.7500 6.7500 6.8000 6.9000 6.9500 7.0000
| 15 | 6.7000 6.7500 6.7500 6.8000 6.8100 6.8500 6.9500 7.0000 7.0000
| |
| 16 | 6.7500 6.7500 6.8000 6.8100 6.8500 6.9000 6.9500 7.0000 7.0500
| 17 | 6.7500 6.8100 6.8500 6.8600 6.9000 6.9000 7.0000 7.0000 7.1000
| 18 § 6.8100 6.8500 6.9000 6.9000 6.9000 6.9500 7.0000 7.0000 7.2000
| 19 | 6.8500 6.9000 6.9000 6.9500 6.9500 6.9500 7.0000 7.1000 7.2000
| 20 | 6.9000 6.9000 6.9500 6.9500 6.9500 6.9500 7.0000 7.2000 7.2000
| |
| 21 | 6.9000 6.9500 6.9500 6.9500 6.9770 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000
| 22 | 6.9400 6.9500 6.9500 7.0000 7.0000 7.0000 7.1000 7.2000 7.2000
| 23 | 6.9400 6.9500 7.0000 7.0000 7.0000 7.0000 7.2000 7.2000 7.2500
| 24 | 6.9400 6.9600 7.0000 7.0000 7.0000 7.0000 7.2000 7.2000 7.2500
| 25 | 6.9500 7.0000 7.0000 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500
| I
| 30 | 7.0000 7.0500 7.1000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500
| 35 | 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500
| 40 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000
| 45 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000
| 50 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000
| | )
| 60 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000
| 70 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 80 | 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 90 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
{100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
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Percentiles de 1a distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacién 10%

I \ K| I | I I 1 I |
IS \ | 45 50 60 70 80 90 100 |
| \= | I I I | ! :
~ 1 5.9920 6.0600 6.1650 6.2600 6.3270 6.4100 6.4600 |
6.2290 6.3000 6.4100 6.5000 6.5600 6.6500 6.7000 |

i -  ©6.4100 6.4600 6.5600 6.6500 6.7500 6.8000 6.8500 |
| S5 | 6.5220 6.6000 6.7000 6.8000 6.8600 6.9220 6.9489 |
I I . |
| 6 | 6.6500 6.7000 6.8100 6.8600 6.9150 7.0000 7.0500 |
| 7 | 6.7500 6.8000 6.8600 6.9500 7.0000 7.0500 7.1000 |
| 8 | 6.8000 6.8600 6.9500 7.0000 7.0000 7.1000 7.2000 |
| 9| 6.8600 6.9150 7.0000 7.0000 7.1000 7.2000 7.2000 |
| 10 | 6.9500 6.9500 7.0000 7.1000 7.2000 7.2000 7.2500 |
I I : I
| 11 | 6.9500 7.0000 7.1000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 |
} 12 | 7.0000 7.0000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
{ 13 | 7.0000 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
| 14 | 7.0000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 |
| 15 | 7.1000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 |
I I |
| 16 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 |
| 17 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 |
| 18 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 |
| 19 | 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 |
| 20 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 |
I I |
| 21 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 22 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 23 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 24 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 25 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I | I
| 30 | 7.2500 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 35 | 7.2500 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 40 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 45 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 50 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| I |
| 60 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 70 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 90 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
1100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I l I




Percentiles de la distribucion del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacioén 5%

\ K| I | I I I . ! I |
S\ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |
M | | I I ! | I I :
541 4.6775 4.8052 4.9186 5.0170 5.1055 5.1810 5.2519 5.3120 |

S "2 4,9600 5.0730 5.1820 5.2780 5.3620 5.4380 5.5082 5.5670 |
4 | L..073 5.1500 5.2591 5.3630 5.4600 5.5420 5.6160 5.6820 5.7420 |
5| 5.2670 5.2920 5.3970 5.5046 5.5950 5.6770 5.7573 5.8170 5.8770 |
| I

6 | 5.3950 5.4100 5.5100 5.6120 5.7100 5.7870 5.8600 5.9270 5.9870 |
7 | 5.5028 5.5055 5.6064 5.7100 5.8037 5.8790 5.9600 6.0160 6.0760 |
8 | 5.5910 5.6064 5.6830 5.7840 5.8770 5.9600 6.0310 6.1000 6.1600 |
9 | 5.6690 5.7100 5.7582 5.8600 5.9500 6.0280 6.1100 6.1650 6.2240 |
10 | 5.7370 5.7582 5.8150 5.9160 6.0100 6.0880 6.1600 6.2240 6.2840 |
I I

11 | 5.8028 5.8150 5.8710 5.9720 6.0660 6.1500 6.2170 6.2840 6.3370 |
12 | 5.8591 5.8710 5.9210 6.0230 6.1160 6.2000 6.2680 6.3270 6.3890 |
13 | 5.9100 5.9210 5.9670 6.0680 6.1600 6.2380 6.3130 6.3720 6.4250 |
14 | 5.9573 5.9670 6.0110 6.1110 6.2100 6.2790 6.3600 6.4190 6.4660 |
15 | 5.9950 6.0110 6.0600 6.1600 6.2390 6.3270 6.4055 6.4600 6.5100 |
| I
16 | 6.0350 6.0600 6.0860 6.1890 6.2800 6.3600 6.4320 6.5000 6.5600 |
17 | 6.0700 6.0860 6.1230 6.2240 6.3130 6.4100 6.4600 6.5300 6.6000 |
18 | 6.1100 6.1230 6.1600 6.2600 6.3555 6.4250 6.5000 6.5600 6.6140 |
19 | 6.1390 6.1600 6.1860 6.2840 6.3800 6.4600 6.5140 6.6000 6.6500 |
20 | 6.1690 6.1860 6.2140 6.3100 6.4100 6.5000 6.5600 6.6140 6.6650 |
| I

21 | 6.2091 6.2140 6.2410 6.3500 6.4320 6.5100 6.5600 6.6500 6.7000 |
22 | 6.2270 6.2410 6.2680 6.3670 6.4600 6.5500 6.6100 6.6600 6.7110 |
23 | 6.2600 6.2680 6.2920 6.4055 6.4740 6.5600 6.6140 6.7000 6.7600 |
24 | 6.2790 6.2920 6.3180 6.4130 6.5000 6.5600 6.6600 6.7110 6.7600 |
25 | 6.3100 6.3180 6.3370 6.4500 6.5140 6.6100 6.6650 6.7500 6.8000 |
I : |

30 | 6.4100 6.4320 6.4390 6.5310 6.6500 6.7000 6.8000 6.9000 6.9150 |
35 | 6.5100 6.5100 6.5150 6.6140 6.7000 6.8100 6.9000 6.9280 6.9500 |
40 | 6.5730 6.6515 6.6100 6.7100 6.8000 6.9000 6.9370 6.9500 7.0500 |
45 | 6.6500 6.6500 6.6600 6.7600 6.9000 6.9500 6.9500 7.0500 7.0500 |
50 | 6.7100 6.7100 6.7110 6.8500 6.9500 6.9620 7.0500 7.0500 7.2000 |
| |

60 | 6.8100 6.8100 6.8100 6.9500 6.9890 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500 |
70 | 6.9000 6.9000 6.9000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
80 | 6.9600 6.9600 6.9600 7.0740 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 |
90 | 7.0100 7.0100 7.0100 7.0740 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
100 | 7.1000 7.1000 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 |
I I
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.
Nivel de Significacioén 5%
K| | | | | | |
\ | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 |
_\: | I | I | :
2 | 5.3690 5.4210 5.4690 5.5140 5.5591 5.5940 5.6300 5.6640 5.7000 |
3 | 5.6230 5.6730 5.7200 5.7640 5.8100 5.8420 5.8770 5.9100 5.9430 |
4 | 5.8037 5.8555 5.8940 5.9370 5.9770 6.0130 6.0600 6.0830 6.1160 |
5| 5.9310 5.9820 6.0270 6.0680 6.1110 6.1564 6.1800 6.2140 6.2500 |
| |
6 | 6.0400 6.0900 6.1330 6.1770 6.2140 6.2600 6.2880 6.3180 6.3600 |
7 | 6.1290 6.1800 6.2230 6.2680 6.3100 6.3370 6.3780 6.4100 6.4250 |
8 | 6.2100 6.2600 6.3100 6.3500 6.3780 6.4190 6.4600 6.4660 6.5100 |
9 | 6.2750 6.3210 6.3670 6.4130 6.4600 6.4740 6.5140 6.5600 6.5760 |
.0 | 6.3370 6.3830 6.4230 6.4630 6.5100 6.5600 6.6000 6.6100 6.6600 |
| |
~ ] 6.4000 6.4500 6.4660 6.5220 6.5600 6.6000 6.6500 6.6600 6.6750 |
2 | 6.4500 6.5000 6.5220 6.5600 6.6100 6.6600 6.6650 6.7100 6.7500 |
3 | 6.5000 6.5300 6.6000 6.6100 6.6600 6.6650 6.7100 6.7600 6.8100 |
4 | 6.5220 6.5600 6.6140 6.6600 6.7000 6.7110 6.7600 6.8100 6.8500 |
5 | 6.5600 6.6100 6.6600 6.7000 6.7110 6.7600 6.8100 6.8500 6.9000 |
| |
6 | 6.6100 6.6500 6.7000 6.7110 6.7600 6.8100 6.8500 6.9000 6.9150 |
7 | 6.6140 6.6650 6.7110 6.7600 6.8000 6.8500 6.9000 6.9150 6.9300 |
8 | 6.6600 6.7100 6.7600 6.8000 6.8500 6.9000 6.9230 6.9230 6.9300 |
9 | 6.7000 6.7600 6.8000 6.8500 6.9000 6.9150 6.9230 6.9230 6.9500 |
0 | 6.7110 6.7600 6.8500 6.9000 6.9150 6.9310 6.9350 6.9500 7.0000 |
| I
1 | 6.7600 6.8000 6.9000 6.9000 6.9300 6.9310 6.9500 7.0000 7.0000 |
2 | 6.7640 6.8500 6.9000 6.9170 6.9300 6.9500 7.0000 7.0000 7.0500 |
3 | 6.8000 6.9000 6.9100 6.9170 6.9500 7.0000 7.0000 7.0500 7.0500 |
4 | 6.8500 6.9000 6.9100 6.9170 6.9500 7.0000 7.0500 7.0500 7.0500 |
5 | 6.9000 6.9100 6.9100 6.9500 7.0000 7.0000 7.0500 7.0500 7.2000 :
|
0 | 6.9150 6.9500 7.0000 7.0500 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 |
5 | 7.0000 7.0500 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 |
0 | 7.0500 7.1000 7.1000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 |
5 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
0 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 |
I |
0 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 |
0 | 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
0 | 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
0 | 7.4000 7,7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
0 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I |
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Percentiles de 1la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacién 5%

\ K| I I I I | o I ! I
S\ | 20 21 22 23 24 25 30 35 40 |
M | | | I | | | | I
"?70 5.7600 5.7850 5.8110 5.8370 5.8610 5.9700 6.0600 6.1380 |

‘9 6.0100 6.0310 6.0600 6.0810 6.1100 6.2100 6.3100 6.3720 | -
“ § v..wwl 6.1710 6.2100 6.2270 6.2600 6.2710 6.3780 6.4600 6.5500 |
S | 6 2710 6.3100 6.3270 6.3600 6.3720 6.4100 6.5100 6.6000 6.6600 |
| I
6 | 6.3780 6.4100 6.4190 6.4600 6.4660 6.5100 6.6100 6.6760 6.7600 |
7 | 6.4600 6.5000 6.5220 6.5500 6.5600 6.6000 6.7000 6.8000 6.8500 |
8 | 6.5500 6.5600 6.6000 6.6100 6.6500 6.6600 6.7600 6.8500 6.9500 |
9 | 6.6100 6.6500 6.6600 6.7000 6.7100 6.7110 6.8500 6.9500 6.9500 |
10 | 6.6650 6.6800 6.7100 6.7500 6.7600 6.8000 6.9500 6.9500 7.0500 |
| I
11 | 6.7100 6.7500 6.7600 6.8100 6.8500 6.8500 6.9500 7.0160 7.0500 |
12 | 6.7600 6.8100 6.8500 6.8500 6.9000 6.9500 7.0000 7.0500 7.1000 |
13 | 6.8500 6.8500 6.9000 6.9500 6.9500 6.9500 7.0500 7.0500 7.1000 |
14 | 6.9000 6.9000 6.9500 6.9500 6.9500 6.9500 7.0500 7.2000 7.2500 |
15 | 6.9150 6.9500 6.9500 6.9500 6.9770 7.0000 7.0500 7.2000 7.2500 |
| I
16 | 6.9400 6.9500 6.9670 7.0000 7.0000 7.0000 7.2000 7.2500 7.2500 |
17 | 6.9400 6.9600 7.0000 7.0000 7.0000 7.0500 7.2000 7.2500 7.2500 |
18 | 6.9500 7.0000 7.0000 7.0500 7.0500 7.0500 7.2000 7.2500 7.2500 |
19 | 7.0000 7.0000 7.0500 7.0500 7.0500 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
20 | 7.0000 7.0500 7.0500 7.0500 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
I I
21 | 7.0500 7.0500 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 |
22 | 7.0500 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 |
23 | 7.0500 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
24 | 7.2000 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
25 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
I |
30 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 |
35 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 |
40 | 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 |
45 | 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
50 | 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I I
60 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
70 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
90 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I I
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el

caso de

equiprobabilidad.

Nivel de Significacién 5%
| \ K| | | !
1S \ | 45 50 60 70 80 90 100
: } | | I
| 2] 6.2100 6.2670 6.3710 6.4600 6.5500 6.6100 6.6600
I 3 | 6.4500 6.5000 6.6100 6.6600 6.7500 6.8500 6.9000
| 4 | 6.6100 6.6600 6.7600 6.8500 6.9000 6.9500 7.0500
{ S : 6.7110 6.8000 6.9000 6.9500 7.0500 7.1000 7.1600
| 6 | 6.8500 6.9000 6.9500 7.0500 7.1500 7.1500 7.2500
| 7 | 6.9500 6.9500 7.1000 7.1500 7.2500 7.2500 7.2500
| 8 | 6.9500 7.0500 7.1500 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500
| 9] 7.0680 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000
| 10 | 7.0680 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000
I |
| 11 | 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000
| 12 | 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000
| 13 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000
| 14 | 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000
| 15 | 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
| 16 | 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 17 | 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 18 | 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 19 | 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 20 | 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| I
| 21 | 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 22 | 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 23 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 24 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 25 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
| 30 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 35 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 40 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 45 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 50 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| I
| 60 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
} 70 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacién 1%

I \ K| | ! I I F | I I
IS \ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |
: \= | | | I | I | | :
| 2 | 5.4909 5.4919 5.5259 5.5889 5.6569 5.7209 5.7809 5.8369 5.8869 |
I 3] 5.7109 5.7179 5.7469 5.8099 5.8779 5.9409 6.0100 6.0589 6.1079 |
| 4 | 5.8729 5.8739 5.9009 5.9639 6.0319 6.0969 6.1569 6.2089 6.2599 |
I 5| 5.9919 5.9929 6.0180 6.0809 6.1489 6.2119 6.2719 6.3309 6.3839 |
I I I
|. 6 | 6.0869 6.0879 6.1139 6.1769 6.2429 6.3089 6.3639 6.4209 6.4729 |
| 7 | 6.1649 6.1659 6.1929 6.2549 6.3269 6.3909 6.4449 6.4969 6.5499 |
| 8 | 6.2359 6.2369 6.2599 6.3209 6.3889 6.4579 6.5219 6.5809 6.6389 |
I 9 | 6.2949 6.2959 6.3179 6.3839 6.4499 6.5179 6.5879 6.6389 6.6689 |
| 10 | 6.3479 6.3489 6.3669 6.4389 6.5059 6.5779 6.6389 6.6529 6.7469 |
I I I
| 11 | 6.3949 6.3959 6.4169 6.4849 6.5599 6.6329 6.6839 6.7529 6.7849 |
| 12 | 6.4319 6.4329 6.4589 6.5219 6.6079 6.6649 6.7279 6.7849 6.8299 |
| 13 | 6.4749 6.4759 6.5049 6.5699 6.6389 6.7109 6.7639 6.8299 6.8299 |
| 14 | 6.5119 6.5129 6.5379 6.6139 6.6659 6.7639 6.8069 6.8589 6.8589 |
| 15 | 6.5419 6.5429 6.5699 6.6519 6.7109 6.7849 6.8559 6.8559 7.0000 |
| I I
| 16 | 6.5749 6.5759 6.6019 6.6799 6.7329 6.8069 6.8689 6.8689 7.0100 |
| 17 | 6.6099 6.6109 6.6389 6.7259 6.7639 6.8559 6.8839 7.0000 7.0100 |
| 18 | 6.6249 6.6259 6.6779 6.7259 6.8179 6.8559 6.8839 7.0100 7.0100 |
| 19 | 6.6599 6.6609 6.6949 6.7639 6.8299 6.8559 7.0000 7.0100 7.0899 |
| 20 | 6.6789 6.6799 6.7249 6.7959 6.8559 6.8559 7.0100 7.0100 7.0899 |
I I I
| 21 | 6.7029 6.7039 6.7279 6.8069 6.8699 7.0000 7.0100 7.0899 7.0899 |
| 22 | 6.7269 6.7279 6.7639 6.8299 6.8699 7.0000 7.0100 7.0899 7.0899 |
| 23 | 6.7579 6.7589 6.7849 6.8839 6.8839 7.0100 7.0100 7.0899 7.0899 |
| 24 | 6.7839 6.7849 6.7849 6.8839 6.8839 7.0100 7.0899 7.0899 7.1099 |
| 25 | 6.7929 6.7939 6.8299 6.8839 7.0000 7.0100 7.0899 7.0899 7.1099 |
| I |
| 30 | 6.8999 6.9000 6.9500 6.9500 7.0000 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 |
| 35 | 6.9000 7.0000 7.0000 7.0000 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 |
| 40 | 7.0000 7.0000 7.0500 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 |
| 45 | 7.0000 7.0000 7.0500 7.1000 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 |
| 50 | 7.1000 7.1000 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 |
| I I
| 60 | 7.1500 7.1500 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 |
| 70 | 7.2000 7.2000 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 80 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 90 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
{100 | 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I | I
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacioén 1%
I \ K| | | I . | | |
IS \ | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
; \= | | I I | |
| 2 | 5.9349 5.9789 6.0180 6.0579 6.0919 6.1269 6.1559 6.1849 6.2139
| 3 | 6.1569 6.1949 6.2379 6.2749 6.3129 6.3419 6.3759 6.4009 6.4309
| 4 | 6.3089 6.3519 6.3949 6.4249 6.4609 6.4969 6.5309 6.5599 6.5909
| 5] 6.4219 6.4659 6.5049 6.5429 6.5909 6.6259 6.6519 6.6649 6.7099
| |
| 6 | 6.5219 6.5699 6.6109 6.6389 6.6799 6.6949 6.7459 6.7709 6.8069
|l 7 | 6.6029 6.6389 6.6949 6.7279 6.7639 6.7649 6.8299 6.8559 6.8559
] 8 ] 6.6669 6.7109 6.7459 6.7849 6.8299 6.8699 6.8699 6.8699 7.0000
| 9 | 6.7459 6.7639 6.8299 6.8559 6.8559 6.8559 7.0000 7.0000 7.0100
|] 10 | 6.7849 6.8299 6.8299 6.8559 7.0000 7.0000 7.0100 7.0100 7.0349
| |
| 11 | 6.8299 6.8299 6.8559 7.0000 7.0100 7.0100 7.0100 7.0899 7.08B99
| 12 | 6.8299 6.8559 7.0000 7.0100 7.0100 7.0349 7.0899 7.0899 7.0899
| 13 | 6.8559 7.0000 7.0100 7.0100 7.0899 7.0899 7.0899 7.0899 7.1039
| 14 | 7.0000 7.0100 7.0100 7.0899 7.0899 7.0899 7.0899 7.1149 7.2479
| 15 | 7.0100 7.0100 7.0899 7.0899 7.0899 7.0899 7.1269 7.2479 7.2479
| |
| 16 | 7.0100 7.0899 7.0899 7.0899 7.1249 7.1249 7.2479 7.2479 7.2479
| 17 | 7.0100 7.0899 7.0899 7.0899 7.1249 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479
| 18 | 7.0899 7.0899 7.0899 7.1139 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479
| 19 | 7.0899 7.0899 7.1089 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479
| 20 | 7.0899 7.1089 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479
| |
| 21 | 7.0899 7.1089 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479
| 22 | 7.1159 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829
| 23 | 7.1159 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829 7.3829
| 24 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829 7.3829 7.3829
| 25 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829 7.3829 7.3829
I |
| 30 | 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.4000 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000
| 35 | 7.2500 7.4000.7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 40 | 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 45 | 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 50 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
| 60 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 70 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| 90 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
{100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
| |
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el caso de
, equiprobabilidad.
Nivel de Significacioén 1%

I \ K| | I l I | | |
IS \ | 20 21 22 23 24 25 30 35 40 |
: : | I I | I l }
| 2 | 6.2369 6.2679 6.2879 6.3129 6.3319 6.3589 6.4500 6.5500 6.6500 |
| 3| 6.4519 6.4809 6.5059 6.5309 6.5509 6.5799 6.7000 6.7500 6.8500 |
| 4 | 6.6139 6.6339 6.6649 6.6799 6.6949 6.7279 6.8500 6.8500 6.9500 |
| 51 6.7279 6.7639 6.7849 6.8009 6.8089 6.8559 6.9500 6.9500 7.0500 |
| | |
|. 6 | 6.8069 6.8559 6.8559 6.8559 6.8559 6.9500 6.9500 7.0500 7.1000 |
| 7| 6.8559 7.0000 7.0000 7.0000 7.0000 7.0100 7.1000 7.1000 7.2500 |
| 8} 7.0000 7.0000 7.0100 7.0100 7.0349 7.0349 7.1000 7.2500 7.2500 |
I 91 7.0100 7.0349 7.0349 7.0899 7.0899 7.0899 7.2500 7.2500 7.2500 |
| 10 | 7.0899 7.0899 7.0899 7.0899 7.0899 7.1329 7.2500 7.2500 7.2500 =
I |

| 11 | 7.0899 7.0899 7.0899 7.1459 7.2479 7.2479 7.2500 7.2500 7.4000 |
| 12 | 7.0899 7.1209 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2500 7.4000 7.4000 |
| 13 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2500 7.4000 7.7000 |
| 14 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.4000 7.4000 7.7000 |
| 15 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.4000 7.7000 7.7000 g
| I

| 16 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.4000 7.7000 7.7000 |
| 17 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829 7.4000 7.7000 7.7000 |
| 18 | 7.2479 7.2479 7.2479 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 19 | 7.2479 7.2479 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 20 | 7.2479 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 |
| | |
| 21 | 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 22 | 7.3829 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 23 | 7.3829 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 24 | 7.3829 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 25 | 7.3829 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| | |
| 30 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 35 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 40 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 45 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 50 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| | I
| 60 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 70 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 80 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
| 90 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
{100 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 |
I I |
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Percentiles de la distribucién del estadistico para el caso de
equiprobabilidad.

Nivel de Significacién 1%

I\ K| | | | | 1
IS \ | 45 50 60 70 80 90 100
Y | Il I I_ I_ I
7000 6.7500 6.8500 6.8500 6.9500 6.9500 7.0500
E 200 6.9000 6.9500 7.0500 7.1000 7.2000 7.2000
4 #.,0000 7.0500 7.1000 7.2000 7.2500 7.2500 7.2500
5 7.1000 7.1000 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000
6 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000
7 7.2500 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000
8 7.2500 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
9 7.2500 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
10 7.4000 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
11 7.4000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
12 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
13 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
14 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
15 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
1o 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
17 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
18 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
19 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000

21 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
22 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
23 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
24 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
25 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
30 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
35 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
40 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
45 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
50 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
60 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
70 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
80 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
90 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
100 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000

o — — A Sn . - ——— —— ——— — G ———— —— — N — T A T —— Y — — — — ——— —— — ————— T — ——— ——— ——— —— — —

i
I
I
|
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
|
l
|
}
20 | 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000 7.7000
I
|
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
|
I
I
|
I
I
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6.- CASO PARTICULAR DEL MODELO MULTINOMIAL

Un caso particular del modelo multinomial, y que posee
muchas aplicaciones, es cuando el espacio paramétrico @ es

M&C y la funcién k-vectorial g esta definida

k
g: M —> Mcs C
k
fp P ...P)=(g(p P .o.P). .. g(p P .o, p )
T2 k 1 1 2 k k 1 2 k
con g (p P .o P =p j=1,2,...,k , donde
j 1 2 k j
k
C = { P=(Pp P ...Pp) / p >0, §=1,2,...,k , > p = 1}
k 1 2 k j j=1 3

Al ser EE: p =1, las componentes de 1la funcién g
=1 ]

vendran definidas por

(P si j=1,2,...,k-1
i
g(P,P,s ecesr P ) = 4
i 1 2 k-1 k-1
1- >.p sij=k
\ j=1 j

A la funciétn g se le pueden aplicar todos 1los resultados
obtenidos anteriormente, ya que verifica las condiciones de

regularidad.

Bajo este modelo, 1los resultados obtenidos en una
experimentacién, a partir de s m.a.s. independientes de -
tamatios n , n, ..., n, vienen recogidos, usualmente, en

1 2 8
una tabla de doble entrada del tipo siguiente
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MUESTRA

P 1 i 8
A 11 f ...l £ ] oo } £ | n

| 11} | 11} | sl} .1
R
T * ® L Y ] L I ] * & *® & e e

it fE .o b E } eeee 1 E I N

I I 131 [ | sjl 3
C . . e o o s 6 s s s o o . .
I k|l f | o0 JE | ooee | £ n

| 1k| | 1ik| | sk| k
0

n | .... n | «... | n | n

N 1.1 i.] I s.|

51 el modelo distribucional es correcto para fte@
(1)

entonces f ~ Mn, /T , +e., 7T ) i=1,2,...,8, siendo
1 k
(1) k
f =(¢ £ ...f ), con 2. f=n i=1,2,...,8 ¥
i1 i2 ik j=1 1j i
s
2. n =n
i=1 i

El objetivo es estudiar 1la hipétesis de homogeneidad
H :p = p = ... =p j=1,2,....,k
0 1j 27 sj

Para el estudio de esta hipotesis, se utilizaran 1los

residuos ajustados

f n
1] ]
V n - )
i. n n
i.
r = i=1,2,....,8
ij n n n ’
. i. .3 j=1,2,....k
(1 -——)(1 - )
n n n

- 105 -



cuya distribucion viene dada en el siguiente teorema

Teorema 6.1

Bajo la hipétesis de homogeneidad, los residuos

f n
ij 3
V n ( - )
1. n n
i.
r = i=1,2,...,8
ij n n n
.3 i. .J j=1,2,...,k
(1 - Y1 - )
n n n

se distribuyen asintoticamente seqgun una ley N(0,1l).

Demostracién. -

Se consideran los residuos

f n Vn
, ij . .J
. n n V n

i.

Y = " ni izl,-oo’s; j=1’ooo'k

ij

nor el teorema 4.2.1, los vectores Y i=1,...,s se distribuyen
i

asintoticamente segun una ley normal k dimensional de vector

de media cero y matriz de varianzas y covarianzas dada por

-1
I - rOWry - T AMR'A) A’ donde
kxk i
1 0 0...0
01 0...0
-1/2 0 0 1...0
A= (D(/T)) e e e e y
0 0 0...1
-1 -1 -1 ...-1
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1IN ... 0
A'A = 2 + (1//T) E
, e e e e e e e s k (k-1)x(k-1)
0 0. . .1/
VT,
siendo E una matriz de orden axb con todos sus elementos
axb ‘
-1
-» wunidad, por lo que (A’‘A) =
-1
= D (r\y-D (v (1/77 )E C1+(1//7 )E D (ME ] .
k-1 k-1 k k-1,1 k 1,k-1 k-1 k-1,1
. E D (T)y = D (rt) - D () E D ()
1,k-1 k-1 k-1 k-1 k-1,k-1 k-1
-1
De donde A(A‘A) A’ es la matriz de orden kxk C=(c ), siendo
hj
1-7C si h=j
j
c = h,j=1,2,...,k
hij V——~—_____
-y si htj
h /Zj
Por lo que, la varianza asintética de Y es
ij
var(Y ) =1-7( - T(1-7) i=1,2,...,8 ; j=1,2,...,k
ij j i J
Por tanto, los residuos ajustados
f n
ij .3
VT( - )
i. n n
i.
r = i=1,2,...,s
ij n n n
. J i. . J j=1,2,...,k
(1 - (1 - ) :
n n n

se distribuyen asintoticamente segiun una ley N(0,1).
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El estadistico propuesto para el estudio de H es
: 0

max | r -r | vi,i’ =1,2,...,8
1¢3<k 1 i’J
cuya region critica, para un nivel de significacién o , es
di,i’'/ wmax | r - r | > h
ifi’ 1¢3<k 1] 1’7

oL -]
siendo h=h' |2 con n'/ P(Z>n )= /2k(2) y

Z ~ N(0,1).

Otro estadistico propuesto para este problema es

R(H) = max R({j)

1<j<k
con R( «f ) = x - r §21,2,...,k donde
j (s)] (1)j
r = max r y r = min r
(s)j 1<¢is 17 (1)j 1¢i¢s 1ij

cuya regién critica es R(%) > r, Y para un nivel de

significacion ol , r, /  P( R(wZ) > r ,) =oL . Donde

ol ol

-
rOZ/P(R(4j) >, /k
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6.1 Estudio de la Potencia para los Tests C.L.C. v F.

A continuacién se compara la potencia del test basado en

el estadistico max | r -r | vi,i’'=1,2,...,8 ( Test C.
1¢j¢k 1] i3

L.C.) y del test propuesto por Fuchs and Kenett(1980) basado
en el estadistico max| r |, (Test F.), para el estudio de
1<{i¢s 1ij
1<k
la homogeneidad de s poblaciones multinomiales . con k catego-

rias, mediante un procedimiento de simulacioén.

El procedimiento de simulacién utiliza la subrutina GGMIN,
incorporada al software IMSL. Esta subrutina genera tablas de
doble entrada en funci6on de los pardmetros siguientes:

s : numero de poblaciones

k numero de categorias

n :tamafio de la m.a.s. de cada poblacion

p : probabilidad de la categoria j, j=1,2,....,k
J

Fijado cada uno de los pardmetros, se han generado 10000
tablas de s-1 poblaciones, todas ellas homogéneas, y una po-
blaciétn a 1la que se le ha perturbado la probabilidad de una

categoria, con el fin de producir una categoria outlier.

Una vez generadas las 10000 tablas, se ha estudiado el
numero de tablas gque rechazan los test chi-cuadrado, C.L.C. ¥y

F, bajo la hipétesis de homogeneidad.

Como ambos tests se aplican después de rechazar la hip6-

tesis de homogeneidad por el test chi-cuadrado, es por lo que
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la comparacién de la potencia de ambos test se realiza a

partir de las tablas que son rechazadas por dicho test.

Este estudio ha sido realizado para los siguientes para-

metros:
s =3,5, 10 y 15.
n =25, 50, 100 y 200 para las categorias k = 3y 6.
n =50, 100, 200 y 250 para las categorias k = 10 y 15.

Ademds de 1los parametros fijados anteriormente, cada
estudio se ha realizado para los siguientes niveles de signi-

ficacién oL = 10%, 5% y 1%.

Para cada oL y k fijos, los resultados obtenidos se han
representado graficamente en unos ejes cartesianos, siendo el
eje de abscisas el numero de poblaciones, s, y el de ordenadas
la potencia. En las graficas, que se presentan a continuacioén,
viene recogida la potencia de cada test segun el tamafio de

la m.a.s. de cada poblacién, n.

Como se obseva, en casi todas las situaciones, el test
C.L.C. es mads potente que el test F. Ademas, la potencia del
test C.L.C. aumenta cuando:

- Crece el nivel de significacién, £ .
- Aumenta el tamafio de las muestras, n.
- Disminuye el numero de poblaciones, s.

Sin embargo el comportamiento de la potencia del test F.
no es tan regular como la del C.L.C. en funcién de 1los para-
metros. Se puede decir que unicamente cuando crece el nivel de

significacion del mismo aumenta su potencia.
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=3 ,o{ =10%)

1"‘[‘ e e e e E TR T TS ww T -
2200 \ n=200
0.95 4+
n=100 ¥ n=100
0.9+
. Test C.L.C.
Test F.
0.8+
n=25
0.75 + o0
0.7+
0.65 -+
06l n=25
0.55 +
0.5+
0.45 +
0.4 . ' S




Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=3 ,oX=5%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=3 , K =1%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=5 , o{=5%)
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1 Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=10 ,{ =10%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=10 , X =1%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=15 , A =10%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (k=15 ,oL=1%)
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A continuacién se ha comparado la potencia de los test
C.L.C y F. cuando las m.a.s procedentes de cada poblacién

tienen distinto tamafio.

Este estudio se ha realizado para los siguientes paréame-

tros:
A = 10%, 5% vy 1%.

k = 3, S5y 10.
3, S5y 10.

Fijado cada uno de los parametros, se han generado 10000
tablas de s-1 poblaciones, todas ellas homogéneas, y una po-
blacion a la que se le ha perturbado la probabilidad de una

categoria, con el fin de producir una categoria outlier.

En el caso de tres poblaciones, los tamafios de cada una
de 1las m.a.s. han sido 25, 50 y 100, variando en cada situa-

ci6én la poblacién no homogénea.

En el caso de cinco poblaciones, los tamafios han sido 25,
50 y 100. De las cuatro poblaciones homogéneas generadas, dos
a dos tienen igual tamafifo, variando en cada caso el tamafio de

la poblaciétn no homogénea.

En el caso de diez poblaciones, los tamafios han sido 25,
50, 100 y 200. De las nueve poblaciones homogéneas generadas,
tres a tres tienen igual tamaffio, variando en cada caso el ta-

mafio de la poblacién no homogénea.
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Para cada = y 8 fijos, los resultados obtenidos se han
representado graficamente en unos ejes cartesianos, siendo el
eje de abscisas el numero de categorias, k, y el de ordenadas
la potencia. En las gréficas; que se presentan a continuacion,
viene recogida 1la potencia de cada test segun el tamafio de

de la m.a.s. correspondiente a la poblacién no homogénea.

Como se obseva en las graficas, en todas las situaciones
el test C.L.C. es mds potente gque el test F. Ademds, cuando
aumenta el tamafio de la muestra no homogénea aumenta la poten-

cia del test.

Al igual que ocurria en el estudio anterior, el comporta-
miento de la potencia del test C.L.C. es facil de observar en
funcion de los distintos pardmetros, asi se observa que la po-
tencia de dicho test wva aumentado cuando aumenta el nivel de

significacion, £ , o disminuye el nﬂmero’de poblaciones, s.

Sin embargo, el comportamiento de la potencia del test F.
no estd tan determinado en funcién de los parametros, a excep-
cién del nivel de significacién, que cuando crece también

crece la potencia de dicho test.
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Potencia de los tests C.L.C. y F. {s= 3, =10%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (s= 3 ,¥= 5%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (s= 3 ,X= 1%
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (s=5 , X =10%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (s=h ,X=1%)
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Potencia de los tests C.L.C. y F. (s=10 ,X=10%)
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Potencia de 1os tests C.L.C. y F. (s=10 , oA=5%)

Test C.L.C

1 T n=200
0.95 + n=100
0.9 +
- - Test F.
0.85 + /f\_ ey
084 0
075+ “«
n=50 -~~~ g
0.7 +. SN 4 N=2
1 L /”\’:‘\'
0.65 +
0.6+ Bee S
0554+ T T
=0T T
0.5+ 0
0.45 +
0.4
3 5 10



Potencia de los tests C.L.C. y F. (s=10 , o{=1%)
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El programa que se presenta a continuacién, realizado en
Fortran-77, se aplica para el estudio de la homogeneidad de s
poblaciones multinomiales cuando las probabilidades de cada

una de las categorias son desconocidas.

El programa calcula el valor del estadistico chi-cuadrado
y sus grados de libertad. Ademds, determina la posible catego-
ria outlier, en caso de que ésta exista, utilizando el esta-
distico estudiado en 6 (Cap. I1I). También determina la posible
celda outlier wutilizando el estadistico dado por Fuchs y
Kenett (1980).

Las variables de entrada y salida estan detalladas en las

lineas de comentario que figuran al comienzo del mismo.

En el listado que se adjunta se han incluido asimismo 1i-
neas de comentarios que indican, en cada momento, el calculo
que se estd realizando, para facilitar la traduccién a otro

lenguaje de programacioém.
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ChhArhhkhkhhhhhhhkhhhhhhkhkhhhhhkhhkhkkhhhhhhhhhkhhhkhhhhhhirkhkikhkkk

Programa para el estudio de la homogeneidad de poblaciocnes
multinomiales cuando las probabilidades de las categorias
son desconocidas.

Datos de entrada:
k = n. de columnas (categorias)
8 = n. de filas (poblaciones)
Fichero de entrada: Entrada.dat

A
*
*
*
A
*
A
*
*
*
Datos de salida: *
Fichero de salida: Salida.dat, que contiene: *
Tabla de doble entrada con las frecuencias absolutas y *
marginales iniciales, *

Tabla de doble entrada con los valores esperados, *
Tabla de doble entrada con los residuos ajustados de A
Haberman, *

El estadistico maximo de los valores absolutos de los *
residuos, indicando a gue poblacion y a que *

categoria corresponde. *

El estadistico maximo valor absoluto de las diferencias #
de los residuos por categorias, indicando a que %

categoria corresponde. *

El estadistico chi-cuadrado y sus grados de libertad. *

‘ X

*

annoaononoaaaoaaaaoaaoaoanaoaoanann

AhhhhAhhAAhhkhhkhAhhhhhhkhhhhAhkhhhhkhhkhkikhhhhhrhkhhhhhhhkAkihhkhkiAkk

PARAMETER (K=7)

C AAKARAAAKRKAAKAAAKKAKKKkAkdkhhkkkkhrrkkhkik

C Sustituir ? por el numero de categorias *

C AhhhhhkAAAAkhhhhrhhhhikhhkhhihhhkkkkikikhik
PARAMETER (S=7)

C AAAAAAAAAKAAKAKKAK KKK AkkARkhkhkkkkikkkkkk

C Sustituir ? por el numero de poblaciones *

C AhkhkAAkkhhrhkhhhhkhhkkhhhkhkhkhhhhrhhhkikhik
DIMENSION F(K,S),B(S),R(K,S),D(,S),CHI(K,S),P(K),0(K)
CHARACTER %8 TI(K)

INTEGER T(K),W,G,Q

REAL M(K) ,MAXC,MINC,MAX N
OPEN(UNIT=7,FILE='ENTRADA.DAT' ,STATUS='0OLD’)
OPEN(UNIT=8,FILE='SALIDA.DAT’' ,STATUS='NEW’')
?E?D(?,*) ((F(I1,J),I1-1,K),J=1,8)

1 M(I)=0
Do 2, J=1,S

M(I)=M(I)+F(I,J)

2 CONTINUE
I=I+1
IF(I.EQ.K+1) GOTO 3
GOTO 1

3 N=0
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DO 4,I=1,K
N=N+M(I)
CONTINUE
J=1
B(J)=0
DO 6, I=1,K
B(J)=B(J)+F(I,J)

' CONTINUE

J=J+1
IF(J.EQ.5+1) GOTO 7
GOTO 5

C AhhkhhhAhARAAAAAARAAAAARARAAAAAAAAAAAAAAARARARARARARAARAAA

c

Cdlculo de los residuos y del estadistico chi-cuadrado

x

C AAAAAAAAKRARAKAAAAAAAAKRARARAAAAARARAKRARARAAAAKRAKkAKkAkhhhkkrkkik

7

9

R(I,J)=F(I,J)-B(J)*M(I)/N
CHI(I,J)=(R(I,J)**2)/(B(J)*M(I)/N)

D(I,J)=B(J)AM(I)*(N-M(I))*(N-B(J))/N*43

R(I,J)=R(I,J)/SQRT(D(I,J))

Do 8,I=1,K
Do 8,J=1,S
CONTINUE
C=0
Do 9, I-1,K
DO 9, J=1,8
C=C+CHI(I,J)
CONTINUE

C AAAkAAAAAAAARAARAAAAAAAKARAAAARAKAAAAAAKAKAKRAKkAKAKA

C Calculo del maximo y del minimo de los residuos

*

C hAkhkkAhkkhkAkhhhkkhhhkhhhhkhhhkhhkhhhhkhhhhkhhhhhhrhkhkhAkk

10
11

i2

MAX=ABS(R(1,1))
G=1
W=1
DO 10, J=1,8
DO 10, I=1,K

IF(ABS(R(I,J)).GE.MAX) THEN
MAX=ABS(R(I,J))

W=1
G=J
ENDIF
CONTINUE
I=1
MINC=R(I,1)
MAXC=R(I,1)

Do 12, J=1,8

IF(R(I,J).GE.MAXC) THEN

MAXC=R(I,J)
P(I)=MAXC
ENDIF

IF(R(I,J).LE.MINC) THEN

MINC=R(I,J)
0(I)=MINC
ENDIF
CONTINUE
I=I+1
IF(I.EQ.K+1) GOTO 13
GOTO 11
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C ARAAAAAAAAAAAAARAAAAAARAkAkAAAAAAAAAAAAAAAAAAAKRARAARAAAK

C Calculo del estadistico maximo en valor absoluto de *
C los residuos y del maximo de las diferencias en valor *

C absoluto de los residuos *
C hkkhkhhhkhiAihs ki hkkkkk ko kok ok k sk sk kk ok sk ko ko d ook s ok sk & &

13 DO 14, I=1,K
P(I)=ABS(P(I)-0(I))
14 CONTINUE
MAXC=P(1)
Q=1
DO 15, I=1,K
IF(P(I).GE.MAXC) THEN
MAXC=P(I)
Q=1
ENDIF
15 CONTINUE

C AkhkAhkhhhikhrAhhihhhhrhkhkk

C Ordenes de escritura *
C AhhhhhAhhhhkhhhkhrkhrkhikk

DO 20,i=1,K
TI(I) = '===—m——m !
20 CONTINUE
DO 21,1I=1,K
T(I)=1
21 CONTINUE
WRITE(8,*), 'Frecuencias Absolutas- Frecuencias Marginales’
WRITE(8,*)
WRITE(8,91) (T(I),I=1,K)
WRITE(B,%), (TI(I),I=1,K),TI(1),TI(1)
po 22, J=1,8
WRITE(8,92),J,(F(I,J),1=1,K),B(J)
WRITE(8,%#), (TI(I),I=1,K),TI(1),TI(1)
22 CONTINUE
WRITE(8,93), (M(I),I=1,X),N
WRITE(8,*)
WRITE(8,*%) Valores Esperados !
WRITE(8,*)
WRITE(8,94),(T(I),I=1,K)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1)
DO 23, J=1,S
WRITE(8,95),J,(B(J)*M(I)/N,I=1,K)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1)
23 CONTINUE
WRITE(8,*)
WRITE(8,*) ' Residuos Ajustados de Haberman !
WRITE(8B,*)
WRITE(8,94), (T(I),I=1,K)
WRITE(8,%), (TI(I),I=1,K),TI(1)
DO 24, J=1,8
WRITE(8,95),J,(R(I,J),I=1,K)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1)
24 CONTINUE
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WRITE(8,*)

WRITE(8,*),'El MAximo de los Valores Absolutos de los
/ Residuos es : ‘, MAX

HWRITE(8,96),G,W

WRITE(8,*) '
WRITE(8,*),‘EL Valor del Estadistico Max de las Diferencias
/ es:’' ,MAXC

WRITE(8,97), 0

HWRITE(8,*)

WRITE(8,%), ‘El Estadistico Chi-cuadrado es:’', C
WRITE(8,98), (K-1)4(S8-1)

C AAAAAAAAAAAAAAAAKkAAAAAK

C Formatos de escritura *
C AkAkhhihkhkkikihkkkikkik

91 FORMAT(SX,<K>(3X,’|’',I4),3X,’|',2X, 'TOTAL’')

92 FORMAT(1X,I5,1X,<K>(1X,’'|',F6.0),1X,’| "' ,F6.0)

93 FORMAT(1X, 'TOTAL’ ,1X,<K>(1X,’}',F6.0),1%X,'|’ ,F6.0)

94 FORMAT(5X,<K>(3X,’|',14),3%X,’}|")

95 FORMAT(1X,I5,1X,<K>(1X,'}|',F6.2),1x,'|")

96 FORMAT(1X, 'Se encuentra en la Poblacién :’,I13,1X,
/ ' Categoria :',13)

97 FORMAT(1X, ‘Corresponde a la Categoria :’',I3)

98 FORMAT(1X, 'Sus Grados de Libertad son :’',F3.0)
SToOP
END
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ANEXO ITI



El programa gue se presenta a continuacién, realizado en
Fortran-77, se aplica para el estudio de la homogeneidad de s
poblaciones multinomiales si las probabilidades de cada una de
las categorias son conocidas o para ei caso particular de

equiprobabilidad.

Si las probabilidades de las categorias son conocidas, el
programa determina la posible categoria outlier, en caso de
que ésta exista, utilizando el estadistico estudiado en 6
(Cap. II). Ademds, determina la posible celda outlier wutili-
zando el estadistico dado por Fuchs y Kenett (1980).

En el caso particular de equiprobabilidad, indica la po-
sible celda outlier utilizando el estadistico maximo en wvalor
absoluto de las diferencias de todos los residuos de la tabla

de doble entrada.

En ambos casos, el programa calcula el valor del estadis-

tico chi-cuadrado, asi como sus grados de libertad.

Las variables de entrada y salida estdn detalladas en las

lineas de comentario que figuran al comienzo del mismo.

Al igual que en el Anexo I, en el listado que se adjunta
se han incluido asimismo lineas de comentarios que indican, en
cada momento, el cdlculo que se estd realizando, para facili-

tar la traduccioén a otros lenguajes de programacioén.
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Ahhhhhhhhkhhkhkhhkhhhkhhhhhhhhhhhrkhkhhhhkhhhhrhkhhhhhhhhrhhhrhhrhihhik

Programa para el estudio de la homogeneidad de poblaciones *
multinomiales cuando las categorias son equiprobables o
sus probabilidades son conocidas.

Datos de entrada:
k n. de columnas (categorias)
8 n. de filas (poblaciones)
Fichero de entrada: Entrada.dat

Datos de salida:

Fichero de salida: Salida.dat, que contiene:

Tabla de doble entrada con las frecuencias absolutas y

marginales iniciales,

Tabla de doble entrada con los valores esperados,

Tabla de doble entrada con los residuos ajustados de
Haberman

Estadistico maximo valor absoluto de las diferencias de
todos los residuos, indicando a que celda corresponde
en el caso de equiprobabilidad.

Estadistico maximo de los valores absolutos de los residuos*
indicando a que poblacién y a que categoria corresponde *

EFEFFEXEFFERFEFEEEN

Estadistico madximo valor absoluto de las diferencias de *
los residuos por categorias, indicando a que categoria %
corresponde, en el caso de probabilidades conocidas A

El estadistico chi-cuadrado y sus grados de libertad. *

*
hhkhkhkhArkhhAAhhkAAARAkAAAARAAARAKRAARKAAAKAAKAAAAAKKKAAKAKAKKAA

PARAMETER (K=7?)

hhkkhhkhAhhhhkhhhhkArhhAAAAkAkAkAkAhkAkAAAkhk

Sustituir ? por el numero de categorias #*
AkhkkhhkhkhhkhhhArhrhhhkhkhkhhhhkhkhikkhkhkrkhh

PARAMETER (8=7)

hhkhkhhhkAkhhhkhhhkhhkhhhhhkAkhkhkAhAkhAkAkhkhkk

Sustituir ? por el numero de poblaciones *
hARAkhAAAAAhAAAAAAARAAkARkAAAAAAAKAAkAKAAkAAX

DIMENSION F(K,S),B(S),R(K,8),D(K,8),CHI(K,S),P(K),0(K),X(K)
CHARACTER E

CHARACTER #8 TI(K)

INTEGER T(X),Z,W,G,Q

REAL M(K),MIN,MAXC,MINC,MAX, N
OPEN(UNIT=7,FILE='ENTRADA.DAT' ,STATUS='0LD’)
OPEN(UNIT=8,FILE='SALIDA.DAT' ,STATUS='NEW’')
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C Akkkhhkhhkhhkhhhhkhkkkhkhhkhkkhkhkkrkrkkkkkkikr
C Ordenes para introducir las probabilidades de las *

C categorias interactivamente desde el terminal *
C AkkkhhhkkhkhhkhhkhhkhkhkhrrhhhhkhkAhkkhihrkhhkhhkkkkkkkkk

PRINT *, ‘SON LAS CATEGORIAS EQUIPROBABLES (S/N)7?’
READ 99, E

99 FORMAT(A)
IF(E.EQ.'S’) THEN

DO 1, I=1,K
P(I)=1./K
1 CONTINUE
GOTO 3
ELSE
PRINT *, ‘INTRODUCE LAS PROBABILIDADES DE CADA CATEGORIA’
DO 2, I=1,K
READ *,P(I)
2 CONTINUE
ENDIF
3 READ(7,*) ((F(I,J),I=1,K),J=1,8S)
I=1
4 M(I)=0
: DO 5, J=1,8
M(I)=M(I)+F(I,J)
5 CONTINUE
I=I+1
IF(I.EQ.K+1) GOTO 6
GOTO 4
6 N=0
po 7,1=-1,K
N=N+M(I)
7 CONTINUE
J=1
8 B(J)=0
DO 9, I=1,K
B(J)=B(J)+F(I,J)
9 CONTINUE
J=J+1
IF(J.EQ.S+1) GOTO 10
GOTO 8

C AAARAAAAAARAAAAAAAAAARAAARAAAAARAAAkAKkAkAAAARARkAAkAkhAhhhhkhki

C CAalculo de los residuos y del estadistico chi-cuadrado *
C AhhkhhhhhAhkrAAAkAkhARkhkArhhkhAkhhihhhhihhkhrkhkhrkkirkkkkik

10 DO 11,I=1,K
DO 11,0=1,S
- R(I,J)=F(I,J)-B(J)*P(I)
CHI(I,J)=(R(I,J)**2)/(B(J)4P(I))
D(I,J)=B(J)*P(I)*(1-P(I))
R(I,J)=R(I,J)/SQRT(D(I,J))
11 CONTINUE
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C=0
DO 12, I=1,K
DO 12, J=1,8
C=C+CHI(I,J)
12 CONTINUE

C AkAAhhhAhAhAARAAAAAAAARAAAARkAARkAAAkAkAARArkhhhhkhkhkhkhk

C Calculo del maximo y del minimo de los residuos *
C hhkkhhrhhhkhhhhhhhhhkkhhkkhkihkhhkkihkhhhihikkrhikk

MAX=ABS(R(1,1))
G=1
W=1
Do 13, J=1,S
DO 13, I=1,K
IF(ABS(R(I,J)).GE.MAX) THEN
MAX=ABS(R(I,J))

W=1
G=J
ENDIF
13 CONTINUE
I=1
14 MINC=R(I,1)
MAXC=R(I,1)

DO 15, J=1,8
IF(R(I,J).GE.MAXC) THEN
MAXC=R(I,J)
X(I)=MAXC
ENDIF
IF(R(I,J).LE.MINC) THEN
MINC=R(I,J)

0(I)=MINC
ENDIF
15 CONTINUE
I=1+1
IF(I.EQ.K+1) GOTO 16
GOTO 14

C AkhAkhhAAAAAAkAARAhkAAkkhkAkhAkhikhkhhhhik

C Calculo del maximo en valor absoluto A

C de las diferencias de los residuos *
C AAAAAAAAAKRRAAAAAAAAAKAKAKKKAAKAAAAkAkkkk

16 Do 17, I=1,K
X(I)=ABS(X(I)-0(I))
17 CONTINUE
MAXC=X(1)
Q=1
DO 18, I=1,K
IF(X(I).GE.MAXC) THEN
MAXC=X(I)
Q=1
ENDIF
18 CONTINUE

- 144 -



C AkAAAAkAKAAAkAkhkAkAkAkAkA

C Ordenes de escritura *
C  ARAAkkk ko kk kk ok &k kk ok kkk

DO 20,1i=1,K
TI(I) = '=—v—-—e—- !
20 CONTINUE
DO 21,I=1,K
T(I)=I
21 CONTINUE
WRITE(8,*), ‘Frecuencias Absolutas- Frecuencias Marginales’
WRITE(8,*)
WRITE(B,91) (T(I),I=1,K)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1),TI(1)
Do 22, J=1,8 .
WRITE(B,92),J,(F(I,J),I=1,K),B(J)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1),TI(1)
22 CONTINUE
WRITE(8,93), (M(I),I=1,K),N
WRITE(8,*) v
WRITE(8,%) ' Valores Esperados !
WRITE(8,*)
WRITE(8,94),(T(I),I=1,K)
WRITE(B,*), (TI(I),I=1,K),TI(1l)
DO 23, J=1,S
WRITE(8,95),J,(B(J)*M(I)/N,I=1,K)
WRITE(8,*%), (TI(I),I=1,K),TI(1l)
23 CONTINUE
WRITE(8,*)
WRITE(8,4) ' Residuos Ajustados de Haberman '
WRITE(S8,*)
WRITE(8,94), (T(I),I=1,K)
WRITE(8,*), (TI(I),I=1,K),TI(1l)
DO 24, J=1,8
WRITE(8,95),J,(R(1,J),I=1,K)
WRITE(8,%), (TI(I),I=1,K),TI(1)
24 CONTINUE

ChhhhAkhrhhhkhhhhhhkhhhkhhhkhhhhhkhhkhhkhkhhhhhArhhhhAhhhhkhrkhkhk

C Calculo del estadistico madximo en valor absoluto de *

C todos 16s residuos, para el caso de equiprobabilidad %
Cherok ok ok sk sk e sk ok s ok ok Aok ok ok ok ek sk sk ek sk ke ok Ak sk sk ok ook ok ok e ok ek ok ok ok ok ok ok

IF(E.EQ.'S’') THEN
MAX=R(1,1)
N=R(1,1)

0Wowonon

NCTEQI
oo oo
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30

31

Do 30, J=1,8
DO 30, I=1,K
IF(R(I,J).GE.MAX) THEN
MAX=R(I,J)
W=I
G=J
ENDIF
CONTINUE
bo 31, J=1,8
DO 31, I=1,K
IF(R(I,J).LE.MIN) THEN

MIN=R(I,J)
L=I
Z2=J
ENDIF
CONTINUE
MAXC=MAX-MIN
WRITE(8,*)
WRITE(8,*)

WRITE(8,%),'El valor del Estadistico es’,MAXC
WRITE(8,*)

WRITE(8,*), 'Corresponde a la Categoria:’',W,’ de
/ la Poblacién’ G

WRITE(8,%*),’ y a la Categoria :’',L,’ de
/ la Poblacién’,Z ‘

WRITE(8,%)

ELSE

WRITE(8,*)

WRITE(8,%),'EL Maximo de los Valores Absolutos de
/ los Residuos es : ', MAX

WRITE(8,96),G,W

HWRITE(8,%)

WRITE(8,*), ‘'El Valor del Estadistico MAX de las
/ Diferencias es:’ ,MAXC ‘
WRITE(8,97), 0

WRITE(8,*)

ENDIF .

WRITE(8,*), ‘El Estadistico Chi-cuadrado es:’, C
WRITE(8,98), (K-1)*(S-1)

C AkAkAkAAhAkAhhkhhkhhhkhhkhkik

C Formatos de escritura #
C AhkAhhAkikhkkkkkkkkkkkkk

91
92
93
94
95
96

97
98

FORMAT(5X,<K>(3X,'|',14),3%,’|',2%, 'TOTAL’')
FORMAT(1X,15,1X,<K>(1X,’})’',F6.0),1X,’'|"’ ,F6.0)
FORMAT(1X, 'TOTAL’ ,1X,<K>(1X,'|',F6.0),1X,’|’,F6.0)
FORMAT(SX,<K>(3X,'|’',I4),3X,"}|")
FORMAT(1X,I5,1X,<K>(1X,’}’',F6.2),1x,'|"’') -
FORMAT(1X, 'Se encuentra en la Poblaci6n :’,13,1X%,
/ ' Categoria :/,13) _
FORMAT(1X, 'Corresponde a la Categoria :’',I3)
FORMAT(1X,'Sus Grados de Libertad son :',F3.0)
STOP '

END
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