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Abstract

In this paper we develop an axiomatic theory for the multivalued degree that preserves the basic
properties of the classical degree. We apply it to obtain fixed point theroems and existence of solution
f(x) = p. We give a method to extend this degree.

INTRODUCCION y NOTACION

‘En el trabajo que se presenta se construye una axiomdtica para un grado
multivaluado. El hecho de tomar éste valor sobre conjuntos nos ha obligado
a introducir determinados cambios respecto de la axiomdtica del grado uni-
valuado (véase [2]), cuidando que éstos no afectaran la deduccion de las pro-
piedades mds importantes. La modificacion fundamental se introduce en el
axioma de descomposicidon en el que, en determinados casos, se ha tenido
que cambiar la igualdad por una contencion; lo cual permite atin obtener teo-
remas de existencia para la ecuacudn f(x) = p o andlogamente la obtencidn
de puntos fijos. En la segunda parte del trabajo construimos un método ge-
neral de extensién, que permite, definido el grado sobre una clase de funcio-
nes, extenderlo automdticamente a una clase mds amplia formada por 1imi-
tes puntuales de la anterior clase. Como ejemplo de aplicacidon definimos un
grado para las funciones propias definidas en abiertos no acotados de espa-
cios de dimensidn finita.

A lo largo de este trabajo (X, T) representard un espacio vectorial topo-
légico. Para un subconjunto G de X, GI(G) denotard el cierre de G y Fr(G)
la frontera de G.

Consideraremos los siguientes conjuntos.

1.CG)={F:Cl(G)CX — Y |Fescontinua }.
2. P(G)= {F:Cl(G) C R"—> R" | Fes propia y continua } .

Por Z denotaremos el conjunto de los numeros enteros y Z* represen-
tardaZ U {+ o0} U {—oo},

SiA,B CZ* entonces A +B= {a€Z*la=a, +a,,a, EAa,EB}.
Por definiciéon {+ o0 } + {— o0 ]: =%

Por ultimo || * || £ representard la norma euclidea.
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1 AXIOMATICA

En esta seccidn se construye un sistema axiomdtico que recoge los di-
versos modelos de grado definidos hasta ahora.

Definicién 1.1: Sean (X, T) e (Y, T') dos espacios vectoriales topologi-
~cos, W una famila de abiertos de T’ de forma que  EW y W #* {¢} . Para
cada G de W sea M(G) un subconjunto de C(G) verificando:

1.7 € M(G) para todo G de W donde I serd una aplicacion distinguida'
que, en el caso de ser X = Y, coincidird con la identidad.

2.851G,,GEW,G; C Gy FEM(G) se tiene F/C(G,) EM(G,).
3.Si F € M(G), para todo p perteneciente a X se tiene F — p € M(G).

A la familia M(W) = {M(G)/G € W } se denominard una clase admisi-
ble de aplicaciones.

- Sea H(G) una clase de homopatias definidas del conjunto M(G) y que
incluyen a las de la forma F — tp donde F € M(G),pEXyt€[0,1].Ala
familia H(W) = {H(G)/G € W } la denominaremos una clase admisible de
homopatias para M(W).

Definicién 1.2: Sean (X, T), (Y, T"), W, M(W) en las condiciones de la
definicién (1.1), si a cada tripleta (F, G, p) donde p € G, F € M(G) y
p & CI(F(Fr(G)) le asociamos un subconjunto de Z*, diremos que esa apli-
cacion es un multivaluado si verifica los siguientes axiomas:

1.DU, G, p)={1}sip€EGyDU,G,p)=0sip&G.

2.8i G €Wy Gy, G, son subconjuntos abiertos y disjuntos de G y
FeEeM(G) conp & CI(CI(G) — (G; U G,)) se tiene:

D(F, G,p) € D(F/CKG,), Gy,p) + DF/CIG>), G, p)

ddndose la igualdad si alguno de los dos sumandos es de la forma {a }
cong €Z.

3.8SSGEW,H: [0, 1] x XI(G) — Y pertenece a H(G) e {y:} esuna
curva continua en Y que verifica y; € CI(H(t x Fr(G)) para todo ¢
de [0, 1] se tiene que D(H(¢,.), G, y+) es constante para todo ¢ de
[0,1].
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Proposiciéon 1.1: El sistema axiomdtico anterior es compatible y los
axiomas (1), (2) y (3) son independientes.

Demostracion: Para probar que es compatible basta considerar el grado
de Brouwer y definir D(F, G, p) = {dg(F, G, p)}. Veamos la independencia
de los axiomas:

1.

2.

El axioma (1) es independiente de los axiomas (2) y (3) como se ob-
serva definiendo D(f, G, p) = + oo para cualquier f, G y p.

El axioma (2) es independiente de (1) y de (3) como se comprueba
definiendo D(F, G,p) = {dg(F, G,p)* }.

. El axioma (3) es independiente de los axiomas (1) y (2). Definimos

el grado de la siguiente forma: D(F, G, p) = {1} sip € G y para
todo abierto U € W de forma que p € U se tiene F/CI(U) =1y
D(F, G. p) = {0}en otros casos. Este grado verifica los axiomas (1)
y (2) pero no verifica el axioma (3) pues si se verifica este axioma
serfa vélida la igualdad D(/, G, p) = DI — p, G, p), qQue en este caso
no lo es.

Teorema 1.1: En las condiciones de la definicién (1.2) son ciertos los
siguientes enunciados:

1.

5.

Siexisten G € Wy p €Y de forma que D(F, G, p) estd bien definido
se tiene D(F, ¢, p) = {0}.

. Si K es un subconjunto de G de forma que G — K €E Wy sip € F(K)

se tiene D(F, G,p) = D(F, G — K, p).

. Si p € CI(F(G)) se tiene D(F, G,p)= {0}.

. Se tiene F(G) es cerrado y D(F, G, p) # {0 }existe x de G verifican-

do F(x) =p.

Para todo g de Y se tiene D(F, G,p) =D(F — p, G, p — q).

Demostracion.

1.

2.

Si se aplica el axioma (2) con G; = G, G, = ¢y I =1se deduce que
D(, ¢, p) = {0} y, aplicando el axioma (3), se obtiene el resultado.

En el axioma (2) se considera G; = G — Ky G, = ¢. Basta probar
que p & CI(F(CI(G) — (G, Y G,))) o sea que p & CI(F(CIG) —
(G — K)) lo que es cierto al ser C7/(G) — (G — K) = Fr(G)U Ky
saber por hipotesis que p & CI(F(Fr(G)) y que p & F(K).
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3. Se deduce del axioma (2) y del apartado uno del teorema conside-
rando G; = G, = ¢.

4. Se deduce directamente del apartado anterior.

5. Basta aplicar el axioma (3) considerando la homopatia H(t, x) =
F(x)—tqylacurvay, =p — 1q.

Teorema 1.2: Sea G un subconjunto abierto y acotado de X y F una
funcién de CI(G) C X en X de forma que F € M(G)y 0 € G. Si se cumplen
las tres condicones siguientes:

1. (I — tF) € M(G) para todo t del intervalo [0,-1].
2. (I - tF)(Fr(G)) e I — F)(CI(G)) son cerrados,
3.F(x)#mxsim>1yx€Fr(G).

existe un punto fijo de Fen G.

Demostracion: Vamos a probar que (*) D, G, 0) =D — F, G, 0) de
donde se obtiene fdcilmente el resultado. De las hipdtesis dos y tres se dedu-
ce que 0 & CI((I — tF)(Fr(G)). Por tanto se puede aplicar el axioma (3) ala
homotopfal — tFy ala curva y, =0 de donde se obtiene (¥).

2 EXTENSION DEL GRADO

En esta seccidén se contruye un método general de extensidén del grado
que recoge las diversas ideas utilizadas para la extensién del grado tanto en
el caso univaluado como en el multivaluado.

Definicién 2.1: (X, T), (Y, T') espacios topoldgicos, W, M(W) y H(W)
familias admisibles de abiertos, funciones y homopatias respectivamente. Un
esquema admisible de aproximacién de grado viene dado por una familia
numerable de conjuntos {(X,, T,), (Y,, Th), W,,M,(W),H,(W), D, }don-
de (X,, T,) y (Y,, T,) son espacios vectoriales topolégicos y W,, H,(W),
M, (W) son respectivamente familias admisibles de conjuntos, funciones y
homotopfas y D, un grado multivaluado definido sobre ellas de forma que
dados GEW,FEM(G)yp € YexistenF, €M,(W),G, EW, yp, €Y,
verificando:

1. Si G' y G pertenecen a M(W) y G' € F se tiene G, € G, y ademds
(F/CIG"), =F,/CUG,).
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2. Si I es la aplicacién distinguida de X en Y en Y, I,, son las aplicacio-
nes distinguidas de X,, en Y,,.

3. Si p & CI(F(Fr(G))) existe un ny de forma que si n > n, se tiene que
pn € CU(F,(Fr(G,))).

4.8i G, y G, son disjuntos G, , y G, son disjuntos.

5. 8i G, y G, son dos subconjuntos abiertos y disjuntos de un abierto
Gde Wyp & CIF(CI(G) — (G, U G,))) existe un n, de forma que
si n > ny se tiene que p & CI(F,,(CI(G,) — G,) — (G4, VU G, ,))).

6.Si GEW, HE HG) e y, es una curva continua en Y de forma que
y: &€ CI(H(t x Fr(G))) existe un n; de forma que si n > n; se tiene
H, €H,(G,)e yt, &€ Cl(H,(t x Fr(G,))).

Definicion 2.2: Sean (X, T), (Y, T") dos espacios topolégicos, W, M(W)
y H(W)familias admisibles de conjuntos, funciones y homopatias respecti-
vamente y {(X,, T,.), (Y., T\), W, M,(W), H,(W), D, } una aproximacién
admisible. Sean G € W, F € M(G) y p & CI(F(Fr(G))). Definimos:

D(F, G,p)= {z€Z* | Existe {zn].}

convergente a z donde n; es una sucesiéon mondétona creciente de nimeros
naturales y Zn; ED,,].(F,,]., P,,j) 1.

Teorema 2.2: En las condiciones de la definicién anterior D es un grado
multivaluado para (X, T) (Y, T"W, M(W) y H(W).

Demostracion: De las propiedades dos, tres y cuatro se deduce directa-
mente que el grado estd bien definido, D(F, G, p) #+ W, y la verificacion de
los axiomas (1) y (3). Pasamos a demostrar que se verifica el axioma (2).

Sean G; y G, subconjuntos abiertos y disjuntos de Gy p & CI(F(CI(G)—
(G1 Y G,))). Tenemos que para todo #n se verifica que G, y G,, son dis-
juntos y que existe un n, tal que si n > n, se tiene p & CI(F,(CI(G,) —
(Gi, Y G,,)))y por tanto ,

D(Fn: Gn:pn) gD(Fn/Gln: Glapn) +D(F/G2n,pn)'
y partir de aqui probaremos que
D(F, G, p) C D(F/CIG,), G, p) + D(F/CIG,), G, p)

y que se da la igualdad si alguno de los dos sumandos es de la forma {a }con
a€Z.



254 GENARO LOPEZ ACEDO

Si +.00 € D(F/CIG,), G, p) Yy — € D(F/CIG,), G,, p), el resulta-
do serfa trivial, luego a partir de ahora, suponemos que no se da esta situa-
cién (que llamaremos situaciéon (*)).

Sea a € D(F, G, p) siendo a un niimero entero. Entonces ex1ste {n;} de
forma que a € Dn]( nj> Pnj ) y por lo tanto se tiene que a,,l + a =ay,; con

aillj € Dn,(Fn]/Cl(Gln]) Gln], pn!)’ an] € Dn,(Fn /CZ(G2n]) G2n]: pn])
siendo las sucesiones {a‘ ly {a2 } acotadas. pues en caso contrario estaria-
mos en la situacién (*), por tanto ambas sucesiones tienen subsucesiones
convergentes y sin perder generalidad podemos suponer que ellas mismas
convergen hacia a' y a? verificindose a® + a? = q, a! GD,,j(F,,]./Cl(Gl,,].),
Gl njs pn]') y (12 € Dnj/Cl(GZn,‘): G2nja pn]')- ASl’ al € D(F/CI(GI)’ Gl ,p) y
a> € D(F/CI(G,), G,, p) con lo que a € D)F/CI(G,), G,p) como que-
rifamos ver.

Si+ o0 €D(F, G, p) (el caso — = € D(F, G, p) es andlogo) entonces
existe una sucesiéon {a,;} divergente a + oo donde @ GD,,].(Fnj, G"i’ p,,l.)
y a}lj + a%]‘ = an]' con arllj € Dnj(Fn]'/Cl(Glnj): Gln]'a pnj)’ aij €
D, (F /Cl(Gzn ), Gg,,,, pn])' pasando a subsucesion de nuevo debe existir

al menos una de {a’l } ode {a,, } que diverge a + o0 con lo que en este caso
también quedaria probado.

Por Gltimo veamos que si uno de los sumandos, por ejemplo D(F/CI
(G,), G4, p), es de la forma {a} con a € Z se da la igualdad, o lo que es lo
mismo que en este caso también se tiene D(F/CI(G,), G, p) + D(F/CI(G,),
G,, p) C D(D(F, G, p). En la hipbtesis que suponemos se tiene que a partir
de un cierto valor de n D,(F,/Cl(G,,), G;, p) = {a}, pudiendo suponer
que esto es cierto para todo n. Ahora bien si k € D(F/CI(G,), G, p) +
D(F/CI(G,), G,, p) y k € Z (en otro caso la demostracion seria la misma)
ex1st1ra {n;} verificando k¥ — a € D,(F,;,Cl(G32,;), G2p;, Pn;) con lo que

a€ D (F,,]/CI(GI,,]), Gl,,], Pn; )+ D, (F, /CZ(Gz,,]), Gz,,],p,,]) y de aquf el
resultado es inmediato.

Por wltimo damos como ejemplo de este método de extensidon la defini-
ciéon del grado en abiertos no acotados de R" para funciones propias; par-

tiendo del grado de Brouwer que como sabemos estd definido para abiertos
acotados de R”.

Ejemplo.— Consideremos el esquema de aproximacién dado por:

1.(X. )= @R", ||l * llg); W= {G CR" | G abierto de R" }; M(G) =
P(G); H(G) = todas en M(G).

2.X,, T,) = R", Il * lg); W, = {G CR" | G abierto y acotado de
R"};Dn(F,,, Gnapn)'—_ {dB(Fn:Gnapn)}-
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Por ultimo definimos G, =B(0,n) NG, F, = F/CI(G,)y p, = p-
Es inmediato comprobar que el esquema de aproximacién verifica todas
las propiedades exigidas en la definicién (2.1).
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