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APPROXIMATION AXIOMATIQUE A LA
THÉORIE DU BORDISME1

by R. A YALA, E. DOMINGUEZ et A. QUINTERO

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

CATÉGORIQUES

VOL. XXX-3 (1989)

ABSTRACT. This paper gives an axiomatical approximation
to Bordism Theory. It proves those properties of a geo-
metrical nature that a class of models must satisfy to

develop a bordism theory in an abstract category.

INTRODUCTION.

Pendant les dernières années, les théories de bordisme ont
connu un développement extraordinaire, et on peut trouver dans
la littérature un grand nombre d’exemples. Ceux-ci sont obtenus
non seulement par le choix de modèles différents, mais aussi

par changement de la catégorie base. Dans ce travail, nous

développons un système axiomatique qui conserve le langage
géométrique et qui est assez général pour englober les théories
de bordisme connues, ainsi que plusieurs théories en cours de

développement (voir §7).
Akin et Dominguez [1, 6] ont défini des axiomes qui per-

mettent de construire une théorie de bordisme, mais ces axiomes
ne sont pas suffisamment généraux. Par ailleurs, Stong [16] a

donné une axiomatique plus générale concernant les modèles,
mais qui ne tient pas compte de la catégorie base; cette axio-

matique ne fournit pas un outil convenable pour étudier les liens
du bordisme avec les théories d’homologie.

En général, toutes ces axiomatiques attachent aux modèles
des propriétés catégorielles, mais dans ce travail on met en évi-
dence que ceci n’est pas nécessaire, et qu’il suffit d’imposer ces
propriétés sur la catégorie base. Par exemple, l’abstraction du
recollement n’exige un pushout que dans cette catégorie.

Il serait trop long de démontrer comment les théories
usuelles rentrent dans ce cadre abstrait; nous nous bornons
donc à indiquer comment quelques exemples simples doivent
être traités pour les intégrer dans l’axiomatique présentée.

1 Ce travail s’insère dans un prtogramme soutenu par CAICYT

0812-84.
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On désignera par O(C la classe des objets d’une catégorie
C. Le pushout du diagramme

sera noté XUY si aucune confusion n’est à craindre. Lorsque
f: X-&#x3E;Z-Y: g sont des C-morphismes tels que f.u=g.v, le C-

morphisme défini de façon canonique sera noté fug:XUY-Z.
Etant donné X, Y E O(C), leur coproduit sera noté X+Y, et le

morphisme induit par deux C-morphismes f:X-&#x3E;Z-Y:g sera

désigné par f+g: X+Y-&#x3E;Z. Si l’on écrit XUY=Z ou X+Y=Z, ceci
signifie que le pushout ou le coproduit correspondant est défini,
et qu’il est isomorphe à Z.

1. MONOIDES HOMOLOGIQUES.

1. DEFINITIONS. Un semi-groupe involutif est un triplet (C,+,v),
où C est un ensemble, +: CxC-&#x3E;C est une loi de composition
commutative et associative notée U+V, et v: C-C est une invo-
lution additive, c’est-à-dire

Si la loi de composition possède un élément neutre 0, on
supposera .s.0 =0, et on dira que (C,+,v) est un monoide involu-
tif. On a une notion naturelle de morphisme entre monoïdes in-
volutifs.

Lin monoide homologique est M= (R, Z, à), où:
(1) R est un ensemble dont les éléments seront appelés chaî-

nes ou relations.
(2) Z= (Z,+,v) est un monoïde involutif, et ses éléments sont

appelés çyrcles.
(3) à:R-Z est une fonction satisfaisant aux conditions sui-

vantes :

3a) Pour chaque couple Ri, R2 E R, il existe une chaîne

R1+ R2 telle que d(Ri + R2)=dR1+dR2
3b) Si RE R, il existe une chaîne §R telle que è),&#x26; R = &#x26;è)R.
3c) Pour tout cycle Z il existe une chaîne ZxI telle que

l’on ait d(ZX I) = Z +vZ.
3d) Soit Rt, R2 deux chaînes telles que dR1 = Z1+Z et dR2

= Z2+ vZ. Alors, il existe
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Si 8 est l’identité, on dira que M est un Z2-monoïde ho-
mologique.

Soit M un monoïde homologique. Deux cycles Z et Z’ de

M sont dits homologues s’il existe une chaîne R telle que aR =

Z+,vZ’. On écrira Z~ Z’ .

-D’après les axiomes 3b) -3d), la relation d’homologie est

une relation d’équivalence, et on notera [Z] la classe d’équiva-
lence de Z . La loi de composition

définit une structure de groupe abélien sur l’ensemble quotient
OMo L’élément neutre est représenté par les cycles Z tels qu’il
existe une chaîne R avec dR=Z, et l’inverse de [Z] est 18Zl.
Nous dirons que Dm est le groupe d’homologie associé à M.

2. EXEMPLES.

(a) Soit (G, d) un groupe différentiel, et ZG le sous-

groupe des cycles. Alors (G,ZG,d) est un monoïde homologique:
on pose v(Z) = Z et Z x I = 0 pour chaque cycle Z, et on définit

g1+g2 comme étant la somme dans G des éléments gi et g2’
L’homologie de ce monoïde est isomorphe à celle du groupe dif-
férentiel.

(b) Si H est un groupe abélien et y:G-H un morphisme
de groupes, (G,H,l) admet une structure naturelle de monoïde

homologique dont le groupe d’homologie est Coker cp . En parti-
culier, une présentation abélienne d’un groupe abélien G définit
un monoïde homologique dont le groupe d’homologie est G.

(c) Soit R (resp. Z) l’ensemble des classes des PL-variétés

compactes (resp. fermées) par la relation de PL-isomorphisme.
On démontre que ces modèles définissent un monoïde homologi-
que dont le groupe d’homologie est le groupe de PL-bordisme
non-orienté. Des exemples analogues peuvent être construits en

utilisant les variétés topologiques 1151, les variétés différentia-
bles [41, les variétés d’homologie 1131, les Z2-COMPlexes 1181,
les pseudovariétés [51 et les L-variétés [2]. Si l’on considère les
classes de modèles orientés par la relation d’isomorphisme con-
servant l’orientation et l’on définit 8 comme étant l’opérateur qui
renverse l’orientation, on obtient les bordismes orientés respec-
tifs. Remarquons que si dans ces cas on prend v= id, l’axiome
3c) n’est pas vérifié en général.

(d) Quintero [11] a donné un exemple de catégorie de mo-
dèles qui est une sous-classe des variétés d’homologie et qui



192

n’admet pas de structure cylindrique. Pourtant, ces modèles dé-
finissent une théorie de bordisme qui est une théorie d’homolo-
gie généralisée sur les espaces topologiques, équivalente au

PL-bordisme. Le même auteur 1121 considère une autre sous-

classe des variétés d’homologie qui n’admet ni recollements le

long des composantes du bord ni voisinages réguliers, et il dé-
montre que ces modèles définissent une théorie de bordisme qui,
comme théorie d’homologie généralisée sur les espaces topologi-
ques, est équivalente au bordisme d’homologie. En fait, la classe
de modèles considérée constitue une théorie de prébordisme
relatif sur les espaces topologiques.

3. DEFINITION. Un morphisme entre monoïdes homologiques
M=(R,Z,à) et M’=(R,Z’.d’) est un morphisme de monoïdes in-
volutifs w: Z-&#x3E;Z’ tel que pour chaque R E R il existe R*E R’ avec

d’R*=wdR.
On voit facilement que tout morphisme w:M-&#x3E;M’ induit un

morphisme w*: nu- nM’.

Les monoïdes homologiques et leurs morphismes forment
une catégorie GH telle que les groupes d’homologie et les mor-

phismes associés définissent un foncteur covariant à valeurs
dans la catégorie des groupes abéliens.

On dira que deux morphismes w,E: M-&#x3E;M’ sont équivalents
si pour chaque Z E Z il existe R’ E R’ tel que dR’ = wZ + vEZ . Dans
ce cas, il est clair que w*= E*.

4. REMARQUES. Soit M= (R,Z,d) un monoïde homologique.
a) Supposons que Z admet un élément neutre 0. Alors, on

voit facilement que vO=O et qu’il existe RE R avec dR=O. Donc
l’élément neutre de QM est représenté par 0.

Considérons la réunion de RUZ avec les expressions for-
melles R+Z ou Z+R, pour tout R E R et Z E Z. Notons R’ le quo-
tient de cette réunion par les relations

Soit à’: R-&#x3E;Z l’application définie par:

Alors M’ = (R’,Z,d’) est un monoïde homologique tel que le mor-

phisme naturel M-M induit un isomorphisme entre les groupes
d’homologie correspondants.
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b) Soit M* = (R*,Z*,d*) où:
i) Z = ZU{O} est muni de la structure de monoïde involutif

déterminée par Z+0=0=0+Z pour tout Z E Z, 0 étant un objet
quelconque.

ii) R* = RU {O}, et à* est défini par d*R= dR si R E R et C)*0 =O.
Alors à4* admet une structure naturelle de monoïde homologi-
que, telle que le morphisme canonique M-&#x3E;M* induit un isomor-

phisme entre les groupes d’homologie associés.

2. PRÉBORDISME ABSOLU.

1. DEPINITIONS. Etant donné une catégorie C, un pseudocylindre
sur un objet X E O ( C) est un triplet {v0, v1; X x I}, où vo , vi :
X-&#x3E;Xx I sont des C-morphismes tels que, pour chaque C-mor-

phisme f: X-&#x3E; Y, il existe un C-morphisme f: X x I-&#x3E; Y, appelé
relèvement de f, avec Î- v 0 = f = f.v1.

Une catégorie de modèles pour une théorie de prébot-disme
absolu sur C est une donnée M= (R, Z, à, F, u, C), où :

(1) C est une catégorie admissible pour une théorie de pré-
bordisme absolu, c’est-à-dire il n’y a pas d’autres C-isomorphis-
mes que les identités.

(2) (R,Z,d) est un monoïde homologique.
(3) F = (F1.F2), où F1:R-&#x3E; O( C) et F2: Z-&#x3E;O( C) sont des appli-

cations telles que

(4) est une famille de C-morphismes

(5) Etant donné il existe tel que l’on ait:

(6) Pour chaque

(7) Pour chaque Z E Z il existe que

F1ZxI) est un pseudocylindre sur
(8) Quels que soient

il existe R1 U R2 E R et le pushout
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tels que l’on ait

pi (pour i = 1, 2) étant le composé

Si X E O(C) , on notera R/X la famille des couples ( R, f) où
f: F1R-&#x3E;X est un C-morphisme. De façon analogue, on - définit
l’ensemble Z/X.

2. THBORBMB. Soit M= (R,Z, d, F, u, C) une catégorie de modèles
pour une théorie de prébordisme absolu, et soit X E E (C) . Alors
avec les ensembles R/X et Z/X on peut construire de façon na-
turelle un monoïde homologique M/X tel que tout C-morphisme
h:X-Y définisse un morphisme de monoides homologiques
h.: M/X -&#x3E; M/Y . Et M/ définit un foncteur covariant sur C à
valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

On utilisera la notation M/X=nM(X).
PROOF. Il suffit de considérer les définitions suivantes:

3. REMARQUES. La catégorie des espaces topologiques peut être
considérée comme une catégorie admissible pour une théorie de

prébordisme de la façon suivante: Ses objets sont les classes

d’équivalence d’espaces topologiques pour la relation d’homéo-

morphisme, et ses morphismes sont les classes d’applications
continues pour la relation suivante:

f: X-&#x3E;Y et f’: X’-&#x3E;Y’ sont dans la même classe s’il existe des

homéomorphismes h: X-&#x3E;X’ et h’: Y-Y’ tels que h’- f = f’.h
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On peut faire des considérations analogues pour les caté-
gories usuelles.

3. PRÉ BORDISME RELATIF.

1. DBFINITIONS. Un pseudocylindre sur un C-morphisme f: X-&#x3E;y
est la donnée d’un pseudocylindre {v0, v1; Xx I} sur X, d’un

pseudocylindre { w0, w1; Yx I} sur Y et d’un C-morphisme f x I:
Xx I-&#x3E; YxI, de sorte que l’on ait:

(a) wi.f= (fxI).vi (i=1,2).
(b) Etant donné le diagramme commutatif

il existe un diagramme commutatif

où i et h sont des relèvements de g et h respectivement.

Une catégorie de modèles pour une théorie de prébordisme
relatif sur C est la donnée de M=(R,Z,è),F,u,C), où :

(1) C est une catégorie admissible pour une catégorie de pré-
bordisme absolu.

(2) R et Z sont des monoïdes involutifs.
(3) à: R-Z est un morphisme tel que dv =vd.
(4) F=(F1,F2)’ où F1: R-&#x3E;O(C) et F2: Z-&#x3E;O(C) sont des fonc-

tions additives telles que F i.v = Fi (i =1,2).
(5) u={uR:R E R} est une famille de C-morphismes

uR: F2 dR -&#x3E; F,R tels que uR+R. = uR + uR. et Uv R = uR .

(6) Pour chaque R E R, il existe RZ I, ÀRZIER tels que
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ii) Il existe un pseudocylindre sur UR,

iii) Il existe le pushout du diagramme

(7) Soit {R. R0 , R1, R, R*, R’0 , R1, R’, R’ C R } satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

ii) Il existe des pushouts

Alors il existe de sorte que l’on vérifie:

(a) Il existe un pushout

et l’on a

p1 et 9z étant les composés

(b) Il existe des pushouts
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avec

2. NOTATIONS. Soit k: A-&#x3E;X un C-morphisme.
On désignera par Z/(X, k,A) l’ensemble dont les éléments

sont les sont des

C-morphismes et l’on a

On notera R/(X,k,A) l’ensemble formé par les éléments
où sont

des C-morphismes, et il existe le pushout
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et le diagramme ci-dessous est commutatif

3. THEOREME. Si M= (R, Z, à, F, u, C) est une catégorie de modè-
les pour une théorie de prébordisme relative et si k: A-&#x3E;X est un
C-morphisme. les ensembles R/(X,k,A) et Z/(X,k,A) admettent
une structure naturelle de monoïde homologique qui sera notée
par M/(X, k, A) .

DEMONSTRATION. (1) L’application définie par

est involutive. Etant donné (R.F;dR.df) et (R’.F;dR’,df’) on

définit 

De ces définitions on déduit que Z/(X,k,A) est un monoïde in-
volu.tif.

(2) Etant donné (R, f ; R0, f0 , R1) E R/( X, k,A) , soit f1 1 le compo-
sé 

D’après la commutativité des diagrammes (1) et (2), on peut
prendre

Montrons que les axiomes 3a) à 3d) de 1.1 sont satisfaits.

3a) Etant donné on définit

3b) Pour chaque (R, f; R0 , f0, R1) on a évidemment

et

3c) Soit D’après 3.1.6 iii), il existe

un pushout
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et le diagramme commutatif

On a donc

étant les composés
1-.

D’autre part, on déduit de l’hypothèse les égalités

De plus, il existe des pushouts:
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et les diagrammes suivants sont commutatifs

Alors, il existe RÙR’ et Ra Ù Ra vérifiant l’axiome 3d). La com-
mutativité du diagramme

entraîne l’existence de fuf’: F1(RU R’)-&#x3E;X. De façon analogue on
obtient F0U F0: F1(R0U R0)-&#x3E;A.

Puisque le diagramme

est commutatif. on peut considérer

Etant donné une catégorie C. on désignera par FC la ca-

tégorie dont les objets sont les morphismes de C et dont les

morphismes sont
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gi et g2 étant des C-morphismes tels que k’.g1=g2.k.

4. PROPOSITION. Chaque morphisme

induit un morphisme (

DEMONSTRATION. Etant donné il suffit
de considérer

5. COROLLAIRE. Toute catégorie de modèles M pour une théorie
de prébordisme relatif sur C définit un foncteur covariant entre
C et la catégorie des groupes abéliens. Les groupes

seront appelés groupes de M-bordisme de (X, k, A ).

4. PRÉ BORDISME.

1. DEFINITION. Une catégorie de modèles pour une théorie de

prébordisme sur C est la donnée de M= (R, Z, à, F, u, C), où:
(1) C est une catégorie admissible avec objet vide 0; c’est-à-

dire 0 est un objet initial de C, pour chaque X:# O l’ensemble
des C-morphismes C(X,0) est vide, et si X+Y=X, alors Y=0.

(2) M est une catégorie de modèles pour une théorie de pré-
bordisme absolu et pour une théorie de prébordisme relatif (re-

marquons qu’une catégorie de prébordisme relatif ne vérifie pas
en général les axiomes 2.1.7 et 2.1.8).

(3) R et Z sont des monoïdes involutifs.

(4) Z est un sous-monoïde involutif de R, et l’on a:

alors avec

2. THEOREME. Dans les conditions de la définition antérieure. on
a:

a) Il existe un diagramme commutatif
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où k# est le morphisme induit par k.
b) Si l’on passe aux groupes d’homologie on obtient le dia-

gramme commutatif:

DBMONSTRATION. a) Soit j:Z/X-Z/(X,k,A) l’application définie
par j(Z,g) = (Z,g:O,O). Définissons alors A(R,f; dR,df) = (dR,df).
D’après 1.5, à est un morphisme de monoïdes homologiques et il
est clair que (1) est commutatif.

Puisque F1(ZxI est un pseudocylindre sur F2Z, il existe

Alors, G et l’on a

Alors il existe (Ro,go) E R/A tel que

D’après 2.1.8 il existe R’ = R0ÙvR E R et (R’, k. g0 U F) E Z/X. Mon-
trons que j*[R’, k. g0 Uf] = [R.f: dR,df]. D’après 3.1.6, il existe

R’ x I E R, car F1 (R’ x I) est un pseudocylindre sur F2R’ . Si l’on
considère le relèvement (k.g0Uf)~:F1(R’xI)-&#x3E;X, il n’est pas dif-



203

ficile de vérifier que

Par ailleurs,

Puisque

on obtient le résultat.

Alors il existe tel que
Comme il vient donc

En particulier, il existe tel que
avec De plus. pour

d’où l’on déduit

Soit

5. EXCISION.

1. DEFINITIONS. Soit M= (R. Z, d. F. u. C) une catégorie de modèles
pour une théorie de prébordisme sur C. Un découpage de M E R
est un diagramme
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tel que (1). (2). (3) et (4) sont des pushouts, (4) étant le diagramme
extérieur.

Une triade excisive est un diagramme dans C

qui est en même temps un pushout et un pullbaçk, ti et t2
étant des monomorphismes, de sorte que pour chaque
(R, f: R0.f0.R1) E R/(X, t1,X1) tes conditions suivantes soient satis-
faites :

(1) R = M , Ro = M’ et R1= M" admettent des découpages com-
patibles. c’est-à-dire, F1 M1 = F1 M1" et FiM2 = FiM2 (en particuler,
on a F2dM’ = F2dM" et F2è)M’ = F2ôMtt).

(2) Il existe les découpages de M1 et M2 indiqués dans les

diagrammes suivants: -
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(3) Les diagrammes ci-dessous sont commutatifs:

(Remarquons que Ê = Fo puisque t est un monomorphisme.)

Remarquons que, puisque le diagramme

est un pullback, il existe un morphisme f : F1M-&#x3E;X0 tel que
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soit un diagramme commutatif (i=1.2).

2. THEOREME. Soit M une catégorle pour une théorie de pré-
bordisnle sur C. Pour- chaque triade excisiie (X: X2,X1,X0) le

morphis111e w:nM(X2,S2),X0(X,t1,X1) défini par

est un isomorphisme.
DEMONSTRATION. Il est immédiat de vérifier que T est bien
défini et que c’est un morphisme.

(1 ) Montrons que T est surjectif: Etant donné

(R, f: dR. df) E Z/(X. t1. X1), on voit que l’on peut considérer
(R. f: dR. df) E R/( X, t1 . X1). Alors il 1 existe des découpages de
R= M et dR=M’ satisfaisant aux conditions de la définition pré-
cédente. Il est facile de voir que F2dM2=FtM2UF1M, et qu’il
existe fJuf: F2dM2-&#x3E;X0.
Remarquons que (M2.f2:dM2.f10Uf)E Z/(X2.S2X0). et il faut

démontrer que

Pour cela. i 1 faut trouver (R, F ; R0, f0 , R1) E R/(X, t1. X1) tel que

d(R. F: R0. f0.R1)= [M2+vR. t2.f2U f; d(M2+vR). (s1.F10 U s1.f)U df]
D’après 3.1.6. il I existe M~ I et (dMxI) avec les propriétés indi-

quées là. Soit al ors R = MxI et R1 = M2+ vM. Etant donné
R = v(dMxI). R0=vM2. R1=dM+vM1, R’ - M1. R’0 = M. R’1 =M1

la condition 3.1.7 entraîne l’existence de P=v (dMxI)UM et de

P’=MUvM2 tels que c)P’=0 et F2dP = F2P’. On définit donc

Ro=P.
Par ailleurs, soit f=f.f:F1(MxI)-&#x3E;X étant le relèvement de

f . Puisque t1 est un monomorphisme, il est facile de voir qu’il
existe f1U (df)~:F1P-&#x3E;X1. Donc l’on peut prendre f o = f1U(df)~.
On vérifie sans peine que (MxI . f : P.f1U (df).M2+vM) est l’élé-
ment cherché.

(2) T est injective : Soit(R.f:dR,df)E Z/(X2,S2,X0) tel que

Alors il existe (R. f; R0, f0 .R1) E R/(X, t1, X1) avec

Considérons les découpages de R = M , Ro = M’ et R1= M" . En te-

nant compte du fait que t2 est un monomorphisme, on montre
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qu’il existe

Il suffit de vérifier que

Pour cela, il faut trouver (R’, F’: R’0 , f’0, R’1) dont l’image par d soit

(a) Définition de R’, RD, Ri, f’ et f b: D’après 3.1.7, il existe

S=M"ÙvM’2 et S’= M’1 ÙvM’ tels que dS’=O et dS=S’. Soit

R’=SxI. Il est facile de vérifier que les conditions pour appli-
quer 3.1.7 sont satisfaites, et on obtient Q’ et Q" de sorte que

Donc il existe

et l’on peut définir
D’autre part, et puisque si est un monomorphisme, il existe

s2.f’0Uf:F1S-&#x3E;X2, et l’on peut considérer son relèvement f’ . Des
considérations analogues permettent d’obtenir une application

et on voit aisément que f10U 03B1 : F1Q’-&#x3E; X0 est bien définie.

Comme S2 est un monomorphisme, il existe 03B2: F1Q-&#x3E;X0 tel

que le diagramme

est commutatif. On définit alors fg=P.
(b) Pour démontrer que (SxI,f’:Q,P,M+vM")E R/(X2,S2.X0

on utilise essentiellement qu’il existe un pushout

On va donner une esquisse de la construction de ce carré :
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b-1) Définition de y,: Les définitions de S et S’ et l’axiome
3.1.5 permettent d’obtenir un C-morphisme t:F1Q’-&#x3E;F2d(SxI) tel

que le diagramme

est commutatif. A l’aide des propriétés des découpages et du

diagramme ci-dessus, on obtient y1: F1 Q-&#x3E; F2d (SxI) tel que le

diagramme suivant est commutatif:

b-2) Définition de Y2: En utilisant le découpage de M" et

la définition de S, il est immédiat de prouver l’existence de

w1:F1M2-&#x3E;F2d(SxI). Si W2 est le composé

on prend Y2 - W1 u W2 - 
(c) Il reste à montrer que

Pour cela. il suffit de remarquer que F2.uM2.c2 U f coïncide avec
le composé

3. REMARQUE. Sous les conditions indiquées dans 5.1, on a es-

sayé d’abstraire dans la catégorie base, c’est-à-dire dans les

images par le foncteur d’oubli, les propriétés des décompositions
déterminées dans une variété par les voisinages réguliers. Si l’on

prend pour catégorie base celle des espaces topologiques, on
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peut considérer la notion usuelle de triade excisive, ce qui per-
met d’axiomatiser d’une façon plus simple et directe la décom-

position induite par un voisinage régulier relatif.
Notons enfin que la théorie de Quintero [12] peut être in-

cluse dans notre axiomatique si l’on considère une version plus
faible de l’axiome 5.1: dans chaque classe d’homologie il existe

un modèle qui admet un découpage.

6. BORDISME HOMOTOPIQUE.

1. DEFINITIONS. Un foncteur c..rlindre dans une catégorie C est
la donnée de I = (I, L, U 0, u1), où :

11) I: C-&#x3E;C est un foncteur covariant. On usera la notation

12) L:I-idc et u0,u1:idC-&#x3E;I sont des transformations natu-

relles telles que l’on ait L.u0= L.u1= id.

Une catégorie homotopique est la donnée de = (C, I, l,a,B).
où:

(i) 1 est un foncteur cylindre défini dans la catégorie C.
(ii ) cp est une équivalence naturelle avec cp.uo = u1 et l.u1 = u0 .
(iii) a,B: I-&#x3E;I sont des transformations naturelles de sorte que

a.U1= Ul, B.u0= u o et pour chaque X E O(C) le diagramme ci-

dessous est un pushout

Si C est une catégorie homotopique, on voit aisément qu’il
en va de même pour la catégorie des flèches FC.

Etant donné une catégorie homotopique C. on dira que
deux C-morphismes f.g:X-Y sont homotopes s’il 1 existe un C-

morphisme H : X x I-&#x3E;Y tel que l’on ait H.u0= f et H.u1= g. Il
est évident que la relation définie est d’équivalence.

Une catégorie de prébordisme absolu homotopique est la
donnée de M= (R, Z, d , F, u. C) . où:
M satisfait aux conditions de la Définition 2.1. mais avec (7’)

au lieu de (7):

(7’) Pour chaque Z E Z il existe Z x I E R tel que
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Il est facile de voir que. si f, g: X-&#x3E;Y sont des C-mor-

phismes homotopiques, alors f* = g*: nM(X)-&#x3E;nM(Y).

Avec les modifications évidentes, on peut donner la notion
de catégorie de prébordisme relatif homotopique, et l’on obtient
un résultat analogue.

2. REMARQUE. Nous omettons l’axiomatique pour un bordisme

gradué, car les conditions qu’il faut imposer sont évidentes à

partir des axiomes présentés dans les paragraphes précédents.

Lorsqu’on a défini le bordisme homotopique. on a demandé

que pour chaque cycle Z E Z le cylindre F2(Z) x 1 doit posséder une
M-structure. Mais pour tenir compter de l’exemple donné dans
1111, il suffit de remplacer (7’) par:

(7") Soit Z E Z et soit f1.f2:F2Z-&#x3E;X deux C-morphismes ho-

motopiques. Alors. (Z, fl) et (Z, f2) sont homologues.
Cependant, on a considéré que la modification (7") ainsi

que celle qui a été signalée dans 5.3 n’étaient pas essentielles
car les exemples indiqués donnent lieu à des théories canonique-
ment isomorphes à des théories dont les modèles satisfont aux
axiomes présentés dans ce travail.

7. REMARQUES FINALES.

On peut trouver dans la littérature (de façon à peu près
explicite) les propriétés qui permettent de prouver que les théo-
ries de bordisme usuelles vérifient l’axiomatique présentée, si

l’on considère la catégorie admissible définie dans 1.3, qui sera

notée TOP. Plus exactement, si l’on prend pour R et Z l’une des
classes de modèles indiqués dans l’exemple 1.2.c) (sauf les va-

riétés topologiques), et pour F: R - -&#x3E; TOP la fonction naturelle
d’oubli, on vérifie aisément que (R, Z, d, F, u, TOP) est une catégo-
rie de prébordisme relatif homotopique pour les modèles usuels
de la Topologie polyèdrale et différentielle, qui donne lieu aux
théories d’homologie respectives (on peut trouver d’autres exem-

ples liés à ces catégories dans le livre de Stong [16]). Dans tous
ces cas, pour obtenir le découpage des modèles on peut utiliser
les notions de voisinage régulier et de voisinage tubulaire.

D’autre part. il est possible d’obtenir de nouveaux exem-

ples de catégories de prébordisme relatif homotopique (sur la
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catégorie des CW-complexes) si l’on considère des modèles mu-
nis d’une notion adéquate de fibré et de transversalité sur les

CW-complexes (par exemple,les H-modèles décrits dans [9]). La

théorie d’homologie associée s’étend sur TOP en utilisant les
CW-substituts.

Dans les exemples précédents, les différentes catégories
de prébordisme relatif ont été définies sur la même catégorie
base. Néanmoins, si l’on varie la catégorie base on obtient d’au-
tres exemples qui satisfont à l’axiomatique exposée, et qui sont
intéressants par leurs applications et par les renseignements
qu’ils fournissent. Parmi eux citons le bordisme propre et le
bordisme multivalent.

a) Bordisme propre: On prend pour catégorie base la catégo-
rie admissible associée aux espaces topologiques et applications
propres. Si l’on prend pour modèles les pseudovariétés (compac-
tes ou non), il en résulte une interprétation géométrique de

l’homologie de deuxième espèce sur les espaces localement

compacts [7]. Actuellement on est en train d’étudier d’autres
théories de bordisme sur la catégorie propre, qui sont liées à
certains groupes d’homotopie propre (voir [3]) .

b) Bordisme multivalent: On prend pour catégorie base les

espaces topologiques et fonctions multivalentes dans le sens de
[17]. Pour un développement détaillé de cette théorie, voir 1141.
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