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0. INTRODUCCION

1. El Tema

Las técnicas mias importantes usadas en la pg
solucidn de procesos de decisiones markovianos estacio
narios con horizonte infinito son las aproximaciones =
sucesivas, mejora de polfticas vy prégramaci6n lineal,
La posibilidad de aplicar cualquiera de estos métodos
vy el esfuerzo computacional requerido para resolver un
proceso dado depende, fuhdamentalmente, de la cardina-
lidad de los espacios de estado y de decisiones del ==
proceso, La resolucidn de procesos de decisiones markg
vianos con horizente dnfinito es posible siempre que -
los espacios de estado y de decisiones sean finitos ==
(aun cuando el esfuerzo computacional puede ser prohi%
bitivo) usando cualquiera de los algoritmos menciona-=-
dos,

A grandes rasgos, el algoritmo llamado ”aprg
ximaciones sucesivas" selecciona polfticas que maximi-
zan una secuencia de problemas de optimizacidn de un -
s6lo periodo, empezando con una ganancia inicial £9, =
En procesos con descuento, el empleo del valor &ptimo
de la iteracién presente como valor inicial de la si=--

guiente conduce asintdticamente a la ganancia Gptima =
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(total) del proceso original. Empezando con una politi
ca admisible elegida arbitrariamente, en cada iteracidn
del algoritmo "mejora de polliticas' se elige una poli-
tica de manera que su correspondiente ganancia total -
suponga una mejora con resgpecto a la ganancia total en
la iteracidén previa. Este procedimicnto supone la in--
version de matrices cuya dimensidén es la cardinalidad
del espacio de estado del proceso. Finalmente, el uso
de programacidon lineal requiere la definicidn de una -
nueva variable por cada combinacidn de valores de la -
variable de estado y sus correspondientes decisiones -
admisibles. Por lo tanto, cuando el espacio de estado
y/o el espacio de decisiones no son finitos, es imposi
ble la implementacidn rutinaria de los algoritmos men-—
cionados. En el mejor de los casos las soluciones pue-
den ser obtenidas analiticamente, Y aun en estos Ccasos

éstas suelen ser aproximadas.

E1l estudio de soluciones aproximadas ha sido
1levado a cabo para procesos markovianos con espacios
de estado y de decisiones finitos (e.g. (1,2,3,4,5)) vy
para procesos~secuenciales de decisiones, con descuen-
to (6). En estos estudios se obtienen 1imites méximos
y mfnimos de el valor de la ganancia Optima, los cua--
les pueden ser calculados en cada iteracidén del algo--

ritmo de aproximaciones sucesivas.

Nuestra intencidn es similar pero el punto -
de vista elegido es diferente, Los resultados sobre so
luciones aproximadas que hemos mencionado han sido ob-

tenidos usando el operador A para el problema original



(vBase més adelante), el cual calcula el valor supremo
en el algoritmo de aproximaciones sucesivas, mientras
que nosotros definimos una secuencia {Am} de, lo que -

llamaremos operadores aproximados cuva cardinalidad
> ; Dy

siempre’ es finita y mis pequena que la del operador co
rrespondiente al problema original, Estos cperadores =
se obtienen definiendo, a partir del proceso original
un nuevo proceso en una particibn finita del espacio -
de estado., Usandc este punto de vista Fox (7,8) ha mos
trado que, suponiendo que los espacios de estado y de
decisidnes, las ganancias y las probabilidades de tran
sicidn satisfacen ciertas condiciones de regularidad,
las soluciones a una secuencia de algoritmo de aproxi-
maciones sucesivas usando los operadores {Am} converge
a la solucidn del proceso de decisiones markoviano -=
(con descuento) original, Por otro lado Rolph y Strauch
(9) usan una técnica diferente: los operadores aproxiw
mados Am se obtienen partiendo el espacio de polfiticas
admisibles y manteniendo el espacio de estado del pro-—

blema original.

La finalidad de nuestro estudio es desarro-~—
llar limites (maximo y mfnimo) de la ganancia Gptima -
del proceso original, siguiendo un método siwilar al -
de Fox. Es decir, trabajaremos en un proceso diferente
y mas sencillo que el original, resoluble (computacio=
nalmente) aun cuando el original no lo sea y asfi obte-
ner lfmites sobre los resultados del proceso original
sin necesidad de resolverlo, Como resultado, podremos
obtener soluciones aproximadas de procesos cuyo espa—-
cio de estado no es finito., Los resultados que obten~--

dremos también son aplicables a procesos con espacio -

11



de estado finito, donde puede ser computacionalmente =
beneficioso el resolver una secuencia de problemas  --

aproximados en lugar del original,

2. Los procesos Aproximados

En este estudio nos limitaremos a procesos -
de decisiones markovianos estacionarios con des cuento.
En este contexto, presentamos tres algoritmos que se -
obtienen por medio de una particidn del espacio de es~-
tado, creando procesos que aproximan el original. El -
punto de vista del primer algoritmo es similar al usa-
do por Fox., En lineas generales, el espacio de estado
se rompe en subconjuntos (disjuntos) llamados bloques,

y se selecciona un estado representativo de cada blo--

que, E1 conjunto de decisiones admisibles, las ganan--
cias y 1las probabilidades de transicidn de todos los -
estados de el bloque, Este procedimiento presenta la =
desventaja de que el conjunto de decisiones admisibles
correspondientes al estado representativo puede no in-
cluir todas las decisiones que son admisibles para to-
dos los estados en ese bloque. Por lo tanto, decisio--
nes relevantes (que pueden producir ganancias conside-
raBles) no serian tenidas en cuenta en el proceso aprg
ximado, Y, dado que una politica admisible para el pro
ceso original debe ser elegida como resultado de traba
jar en el proceso aproximado, la informacidn obtenida

de el proceso aproximado puede ser inadecuada.

12



En nucstro segundo método, en lugar de se--
leccionar un estado perteneciente a cada bloque?' -
construimos tales estados a partir de los datosi el -
estado representativo no pertenece, necesariamente, a
el bloque representativo, o incluso existe., Como espa
cio de decisioncs para el bloque usamos la unidn, con
respecto a todos los estados en el bloque, de los con
juntos de decisiones admisibles para cada uno de los
estados (en el bloque). Por lo tantoe, se consideran -
todas las decisiones adﬁisibles. Las ganancias repre-
sentativas se ohtienen de manera que minimicen el --
error (diferencia) con respecto a todas las ganancias
en ese bloque. Las probabilidades de transicidn son -

construidas de una manera similar.

El tercer algdritmo es similar a el segundo
excepto en gue considera un niimero limitado de deci--
siones; como espacio de decisiones admisibles para un
bloque usamos la interseccidn (en lugar de la unidn) ,
con respecto a todos los estados en el bloque, de los
conjuntos de decisiones admisibles para cada estado -
de el bloque. Las ganancias y probabilidades de tran-
sicidn representativas son construidas de una manera

similar a la usada en el algoritmo auterior.

Estos dos {ltimos algoritmos requieren la -~
resolucién de una familia de problemas de optimiza---
cidn sencillos. El1 niimero de ellos a resclver depende
directamente de la cardinalidad de los espacios de de
cisiones. Las caracteristicas, estructura y solucidn
(en algunos casos) de estos problemas de optimizacidn

se discuten en el apendice B,
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Resumiendo, estos tres algoritmos producen
procesos aproximados por medio de particiones del es-
pacio de estado del proceso original. Por lo tanto se
adecuan mejor (espacislmente el segundo algoritmo) a
procesos cuyos espacios de decisiones sean pequefnos y
similares. Las condiciones que imponemos en el modelo
matematico estudiado son mas débiles cuando el segun-
do algoritmo es usado que si el algoritmo primero o -
tercero fueran usados (las razones de ello se descrie
ben mas adelante). Adem@s, los limites de la ganancia
Gptima del problema original contiencn un error mAas =
pequeno. Pero el esfuerzo computacional necesario pa-
ra resolver el problema aumenta con el nimero de deci
siones consideradas, lo que hace al segundo algoritmo
mAs caro (computacionalmente) que a los otros,. Estos
son factores a considerar cuando sc ha de seleccionar

un algoritmo para una aplicacidn préctica.

3, Los Limites

Los limites que obtenemos expresan la dife~
rencia entre la ganancia 6ptima para el proceso origi
nal y la ganancia ohtenida (no necesariamente la Gpti
ma) estudiando el problema aproximado. La expresidn -
de este lfmite estd constituida por dos términos: el
primero mide la diferencia entre las ganancias f; y -
fz"l, correspondiente a dos itéraciones subsiguientes
en el proceso aproximado; el segundo término expresa
1a diferencia obtenida cuando se aplica (a una ganan-
cia fz) el operador supremo Am correspondiente al pro

ceso aproximado en lugar del operador supremo A, co~~

rrespondiente al proceso original, Por lo tanto, es=-

14



tos lTmites son accesibles en cada iteracidn del algg
ritmo de aproximaciones sucesivas (aplicada a el pro-
ceso aproximado), con la excepcidn del operador supre
mo A. De ahf que los resultados sean computables en -
procesos de Markov con espacio de estado y de decisio
nes finitos, si se emplea una vez el operador A, Pero
si esto ha de ser evitado (o bien no es posible) los

1Tmites no son oomputahles -en esta forma preliminar.

Si hien algunos de los resultados que pre--
sent amos son aplicables a procesos de decisiones‘se~—
cuenciales con descuento, es en los procesos de deci-
sionecs markovianos con descuento donde nuestro inte--
rés reside, Y, en este contexto, en aquellas situacio
nes donde el operador A no se¢ usa. Nuestro punto de =
vista es limitar el término que incluye al operador A
en el contexto del proceso de aproximacidén (uno de --

jos tres descritos previamente) usado.

Si el primer algoritmo es el empléado, re—-
querimos que las ganancias y las probabilidades de --
transicidn sean continuas (Lipschitz) con respecto a
los estados y las decisiones. También asumimos que -—-
los conjuntos de decisiones admisibles sean continuos
(Hausdoxff) con respecto al estado; si el modelo sa--
tisface estas hipotesis se puede acotar el error debi
do a considerar solamente subconjuntos de todas las -
decisiones admisibles. Una vez que se determine la --=
particién del espacioc de estado y los estados repre=-
sentativos son elegidos, los limites son computables
después de cada iteracidn del algoritmo de aproxima--

ciones sucesivas aplicado al problema aproximado,
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Cuando se¢ usa el segundo algoritmo nuestro -~
punto de vista es ctro: la inclusidn, de una manera ex
plicita, de todas las decisiones en el proceso aproxi-
mado y la asociacidn de politicas considerada en el --
proceso aproximado, nos conduce a la definicidén de dos

funcionecs de error (representadas por n(.) y &(.)). Es

tas funciones de error son las que intervienen en la -
expresidén del 1fmite. Dependen de la particidén selec--
cionada pero no de la iteracifn actual en el algoritmo
de aproximaciones sucesivas. Una vez que el proceso =--
aproximado est& definido, el cd&lculo de las funciones

de error n(.) v £(.) es simple.

La principal ventaja de este algoritmo es =-
que no necesitamos asumir que el modelo satisface las
condiciones de continuidad impuestas para el primer al
goritmo. Aun mis, suponiendo que el modelo las satisfa
ga, el conocimiento del valor de las constantes es in-
necesario. Este hecho es de gran importancia para pro-
cesos con espacios de estado y de decisiones finitos;
estos modelos satisfacen las condiciones trivialmente
(usando la métrica discreta), pero el cadlculo del va--
lor de las constantes puede ser muy caro (computacio--

nalmente).

; Finalmente, el tercer algoritmo es similar -
al primero en la consideracidn de un nimero de decisio
nes y al segundo en la manera de construir los estados
representativos. Por lo tanto, asumiremos que el mode-
lo satisface las condiciones de continuidad de Lips=—-—-—
chitz en las ganancias y probabilidades de transicidn
(con respecto a los estados y decisiones), y que los =

espacios de decisiones son continuos segiin (la defini-



cidn) de Hausdorff. Por otro lade, la construccidn de

las ganancias y probabilidades de transicidn corres-—--
pondientes a los estados representativos producen fun-
ciones de error (n'(.) y £'(.)) que son similares a ==
las obtenidas en el segundo algoritmo. De ahi que los

1imites obtenidos en este filtimo algoritmo sean calcu-
iados usando las constanﬁes de Lipschitz y las funcio-

nes de error.

4, Nuevas Particiones del LEspacic de Estado
pa

Hasta ahora hemos comentado tres construccio
‘nes diferentes del proceso aproximado a partir del ori
ginal. E1 procedimiento de aproximacidén que empleamos

usa una secuencia de estos procesos,

El primer términc en la expresién de los 1i-
mites discutidos en la seccifén anterior converge mono-
tonicamente a cero., Por lo tanto, la diferencia entre
dos ganancias obtenidas secuencialmente es pequena al
cabo de algunas iteraciones, Pero esto no es asi en el
caso del segundo t€rmino: la disminucidén de este fac--
tor s6lo e¢s posible usando nuevas particiones del espa
cio de estado que produzcan bloques cada vez mas pequge
nos (con respecto a la métrica que estamos usando)., —--
Una vez que se define el proceso zproximado y se obtie
ne una ganancila f;, estudiamos: i) cuando es necesario
o recomendable usar una nueva particidn en lugar de la
actunal, y ii) el disefio de esta nueva particidén a par-

tir de la que estamos usando hasta este momento.
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E1l uso de particiones con mayor numero de =—=-
bloques aumenta el esfuerzo computacional necesario pa
ra obtener una solucifn numérica, ya que la cardinali-

dad del espacio de estado del proceso aproximado es el

nimero de bloques de la particidén empleada, En este es

tudio discutimoeos a fondo estos temas obteniendo conclu
siones sobre d¢uales son los factores a considerar en -

el diseno de el procedimiento a seguir,

Adem@s cuando calculamos los 1limites para --
una ganancia en particular, somos capaces de encontrar
el bloque responsable de el médximo error (diferencia)
debido al esupleo del proceso aproximado en lugar de el

original,

Usando el primér algoritmo, el error se dis-
minuye rompiendo el bloque mé@s grande. Si usamos el seg
gundo algoritmo, las funciones de error obtienen su mi
ximo combinado en algln bloque en particular. Rompien-
do tal bloque, las nuevas funciones de error tienen mi
ximos que son mas pequefios que antes, lo que produce -
una disminucidn en el valor de los 1lfmites. Finalmente
en el tercer algoritmo combinamos los resultados de --

los otros dos,

18



1, Introduccidn

El objeto de nuestro estudio es el problema
de obtener una solucibén aproximada a un proceso de de-
cisiones secuenciales (con descuentoe) resolviendo otro
proceso de decisiones secuenciales mas sencillo que el
original, A este segundo proceso lo denominamos '"proce

so aproximado".

Desde el punto de vista notacional el proce-
so de decisiones secuenciales se representa (véase 11,

12) por
P = (2,D,h)

donde Q es su espacio de estado, D(x) es un espacio de

decisiones (no vacio) para cada x en i, y h es su fun-
s .

cidn de ganancias, que transforma el vector (x,y,v) en

niimeros reales. La coordenada x del vector (x,y,v) es

un elemento de {, mientras que y pertenece a D(X) y Vv

es una funcidn continua definida sobre los nlmeros rea

les, Definiendo
A = x D(x)
% €60
(el producto cartesiano de los espacios de decisiones)

como el espacio de polfticas, sea

2Q
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ot

Hé v (x) = h(x,56(x),v) y
A v{x) = sup h{x,y,v)
veD(x)

Formalmente representamos

Av = sup H6 v
Seh

entendiendo que el operador supremo es obtenido compu-

tando el supremo de los valores para cada estado,

La secuencia de procesos aproximados se deng

ta por

usandose el subindice m para describir la asociacidén de
cualquier elemento con el proceso aproximado. Por ejem
plo, el operador supremo para el proceso aproximado se
repraesenta por medio de Am. Similarmente, f y fm repre
sentan, respectivamente, las ganancias Gptimas asocia-

das al proceso original y al aproximado.

Nos encontramos ahora en posicidn de volver
a describir nuestras intenciones: nuestro inter&s esti
en identificar secuencias de operadores {Am} cuyo uso
produzca una manera mas eficiente de aproximar la solu
cién al problema original que el empleo del operador -

A correspondiente al problema original,




El proceso aproximado se obtiene por medio -
de una particidn del espacio de estado de el problema
original y redefiniendo sus correspondientes espacios
de decisiones, probabilidades de transicidn y ganan-—--
cias, En lineas generales, estas nuevas probabilidades
de transicidén y ganancias se definen de manera que ~-—-
sean constantes en cada elemento de la particidn que -
llamaremos bloques. Agregando los estados similares --
(aquellos que éertenecen al mismo bloque) conducirid a
reducir el esfuerzo computacional necesario para resol
ver el problema aproximado. Y de esta manera obtenemos
un nuevo proceso cuyo espacio de estado es siempre fi-
nito, menor que el del problema original, y por lo tan

to mas fadcil de resolver que €ste.

En este primer capitulo presentamos algunos
resultados preliminares sobre el error o diferencia en
tre la ganancia Optima para el proceso original y una
ganancia a considerar (no necesariamente la 6ptima) co
mo candidato a la solucidn aproximada del proceso apro
ximado. Las Unicas condiciones que imponemos para la -
consecucidon de estos resultados es que el proceso apro
ximado también sea un proceso de decisiones secuencila-
les con descuento y que este conceptualmente definido
en el mismo espacio de estado  que el proceso origi--
nal. Sin embargo, nuestra intencidn es concentrarnos -
en procesos markovianos de decisiGn, perfilando estos
resultados en el contexto de los procesos aproximados

que serdn definidos en el capitulo segundo,

N
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En esta seccidn introducimos la notacidn em-

pleada en este trabajo.

0 . . . .
Sea f una ganancia tcerminal arbitrabiamente
m
elegida ~para el proceso aproximado- y considerese co-
mo el valor terminal en la iteracidén bdsica del algo~--

ritmo de aproximaciones sucesivas.
Definimos
f7 = Am f , para n > 1,
Sea V el espacio de funciones acotadas definidas sobre

Q. Para cada u, v perteneciente a V definimos la metri

ca p como i

i

p(u,v) = sup |u(x)-v(x)]|

¥ €0

Festa es la métrica qgue usaremos para compa--
rar las ganancias 6ptimas del proceso original vy las =
ganancias fi del proceso aproximado, Dado que~ esta méwv
trica ha sido definida en el espacio §I, requerimos que
el procesc aproximado también lo sea (al menos, concep

tualmente) .

Se dice que A es isotona si, para cada u,v =

en V y tal que

u < v, Au < Av



Diremos que A satisface la condicién de Tipschitz con
valor o si existe un nimero real positivo o tal que pa

ra toda u,v en V se cumple

p(Au,Av) < o plu,v)

Si A satisface la condicidn de Lipschizt con valoxr o vy
0 < o < 1 entonc?s A es una contraccion. Decimos que A

es o- descontado si A es isotona, satisface la condi--

cidn de Lipschitz con valor ooy o < o < 1, Declmos que

A satisface la propiedad de igualdad de la suma en las

filas si para cada u en V y cualquier constante ¢ se -

cump le

A{u + c) = Au + o c .

A no ser que se especifique lo contrario, --
asumiremos de aqui en adelante que Ay Am son o—descon
tados. N&tese que esto supone que Ay Am son contrac-—--

ciones,

3." Las Cotas de Error

Los resultados obtenidos en el primer lema -
no son accesibles conociendo {f;} solamente, Estos re-
sultados expresan la diferencia entre [ vy fz como fun-
cidn del operador supremo A, mientras que en el calcu-
lo de {f;} interviene Am, el operador supremo corres-—-

pondiente a el proceso aproximado.
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Lema 1,1

n NN n _n-1
p(f,f ) 2 p(af 1 )/0U-0) < (o p(f ,f ") +

n

+ p(Afm’

.0
ALERY) [ (1m0,

/

Demostracidn:

p(f,fg)ﬁ p(f,Af§)+ p(Afg,fg) Designaldad Trian-—-

gular <o p(E, ) p(Afg,f;) dado que f=Af y A -

satisface la condicidn de Lipshitz con valor a.

De esta manera, la primera parte del lema eg

td demostrada. Ademis,

p(AfE,fE)i}p(Afg,Amfz) + p(Amfﬁ,f;) Desigualdad Trian

_ .n n n+l _n n+1 - n
gular = p(Afm,Amfm) + p(fm ,fm) fm Amfm
n n n _.n-1
< ‘ - - R .
< p(Afm,Amfm) + o p(fm,fm )

donde la Gltima desigualdad se obtiene debido a que A

satisface la condicidn de Lipschitz con valor o.

Sustituyendo en la primera parte del lema -

obtenemos el resultado.//



Analizando este primer resultado, se observa

que hay dos términoes interviniendo en el error. ELl pri

mero es calculable mediante el uso del operador A . EL
segundo, que exprecsa la diferencia entre aplicar él -
operador Am en lugar del operador A a las ganancias, -
Qeré acotado méAs adelante en.el contexto de cada uno -
de los procesos apfoximados que presentamos en el si=~
guiente capitulo. Continuarcmos el analisis de estas -
cotas una vez que presentémos los resultados de los si

guientes lemas. Estos son similares a los del lema an-

terior, si bien se obtienen de una manera diferente.

Para estos resultados asumimos que A satisfa
ce la propiedad de igualdad de la suma en las filas, -
hasta que se diga expresamente que -no es asf.

Primero presentamos un resultado intermedio,

. . ; P ) .

que tiene una cierta entidad en si mismo y que necesi-
taremos para el siguiente lema (6).
Lema 1.2.

Sea v una funcién definida en . 81

a < Av - v <D

entonces

o a(}.-«ocn)/(l—-oc) < An+1 v-Av < cxb(l-OLn)/

/(1-a) para todo n > O,

26



Demostracidn :

Para n=0 el lema es obvio. Asumamos que se =

cumpla para n=k-1 y lo verificamos para n=k:!

Debjdo a la hipotesis de la induccidn, se --

cump le

A v s atd - TN ea) + oAv

> a(l - oYY /(1-a) + (via)

= v+a(l - ock)/(‘l-oc)

Por otro lado, debido a que A es isotona

A s a(ura(i-a5) 7 (1Ra))

Av + o a(l-a5)/(1-a).

fl

El otro miembro de la desigualdad se obtiene

usando un argumento analogo.//

Usando fg en lugar de v, y pasando al limi--

te obtenemos el resultado buscado.
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Lema 1,3.

entonces

n

ao/(l-a) < f -« Afm < ba/(1-a)

Demostracidn

. n .
Dado que f = 1lim A v para cualquier v, como
n—rw

0 < a <1, lema 1,2 implica el resultado.//

Usando este resultado intermedio obtenemos -

finalmente la acotacién del error,

Lema 1. 4.

si a < £ - f < b
< £ I
entonces
ao/(1w0) + inf (A2 LG wan 27 (k) /
x Q m m m

(1-a) < £ - £ < b a/(I-0) + sup (AE27 () ma 101G/

(1-a).
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Sea Tz g a4 inf (A Go-a 270,
m m m
x 8
‘ —_— . n+~1 n—-1
y b = o b + sup (Af (x)-A f (x)).
m m m
x £
Entonces,
Af® « P At 4 ay-f? A es isotona
m m m m

Art Ly ae D
m m

1t

fv
m |

(1)

Analogamente,

A
o]

(2) AfT - f

g2 B

A partii de (1) y (2) obtenemos

T o< AfY - % < B,
—_ m m -

Por lo tanto, lema 1.3 implica

(3) a0/ (1-0) < f-Af) < Boa/(1-a).



vy el lema se deduce de

£ - £ = £ = AfD 4 AFD - £,
m m m m
Por ejemplo,
f - f; i_g of (l-a) + g usando (2) y (3)
-
= b/(1-a).//

Como se observara, los Jcmas 1.1 y 1.4 son -~
similares, Pero el lema 1.1 presenta una cota sobre el
valor absoluto del error, mientras que en el lema 1.4
hemos obtenido una acotacidn superior e inferior del -
error. Sia embargo, el segundo resultado ha sido obte-
nido asumiendo que el modelo satisface la propiedad de
igualdad de la suma en las filas. Para el caso marko--
viano esto es equivalente a asumir que las probabilida
des de transicidn son probabilidades condicionales or-
dinarias y a la existencia de un Gnico factor de des--
cuento que sea constante. Ademds, en ambos resultados,
existe un factor que depende de la diferencia de los -
resultados que se obtienen cuando el operador Am se —-
aplica a la ganancia fi en lugar del original A, De to
das maneras, no es nuestra intencidn el computar la di

ferencia
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y/o

Tm

La razon de esta decisidn es la pretencién de aplicar
los resultados que obtengamos a procesos donde el uso
del operador A es, o bien muy caro (computacionalmen-
te) 6 bien imposible. En lugar de ello, obtendremos -

cotas sobre

Afm - Afm Y Afm - Amfm’

4, Procesos de Decisiones Markovianos Finitos

Los resultados que hemos obtenido en este —-
capftulo son ahora especializados y mejorados para el
- - - -
caso particulas de procesos de decisiones markovianos

cuyos espacios de estado y de decisiones son finitos,

En primer lugar necesitamos introducir mas -

notacion,

1° P?j = p(jli,k), répresenta la probabilided de ir -
del estado i al estado j en un periodo cuando la -

decisidn escogidas es k erteneciente a Di.
N , . N

2° {IS: 1 < s < S} representa una particidén del espa-

cio de estado en subconjuntos, llamados bloques.

I

3° Fﬁ Z max & P?gl) para cada s y cada polftica ad-
s i jer - :
8

misible &,



o 3 o >
4 PS T max PS para cada s,
&
§ _ . .8 (4
5° p. = min b Pigl) para cada s y G,
8 i ie T
i jel
/6 ° = : )6
/ PS Z min ls para cada sy
e, § = ‘

7° b(ec); el valor Optimo qﬁe resulta de la resolucién

del problema lineal,

Encuentrese (Xl’XZ"""’Xs) que

maximice ¥ ¢ x
s T8
s
. >
sujeto a LI x =90 , P <x <P
s s — s — "8
s R
donde c = (Cl’CZ"""’Cs)

8° a(c): el valor dptimo que resulta de la resolucidn

del problema de minimizacidn analogo al anterior.

El empleo del siguiente lema (21), permite -

mejorar las cotas de error obtenidas previamente.

e gy

Dados v y § satisfaciendo H6 v = Av,

32



si ¢ = c(Av-v) = { min (Av-—»v)i i 1 < s < 8} y
1el
> - ;
¢ = c(av-v) = { max (Av-v) ; 1 < s < S} entonces
iel ' -
s
a(e)/(1-0) < ag(e)/(=0) < £ = Av < B()/(1=a).,¥
. . L o
si ¢ = E(H5 v-v},c = C(H6 v-v) , aé(c) v bﬁ(c)

son  los valores analogos a a(c) y b(c) obtenidos ==
considerando el subproducto que resulta cuando § es

la Ginica politica admisible, y vg = Hg vy, entonces

a(e)/(A-a) < ag(c)f(l-a) < vy - Hy v i‘bé(g)/(l~a)§

iA

B () /U-a).

Demostraciodn:

Como el espacio de estado y los espacios de

decisiones son finitos, existe una politica optima (6).

Es decir, existe una polftica u tal que £ = v = H v

u B

Ahora bien,

f

Av < f - H v ‘H v < Av

b3
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v |v. = 1n |
U u
- + P H = X
s GO p V) | v Eor R u‘
1 ) -1
- v = (I-P
. y) [vn (1-P) ru[
1 ! -1
- (1-? I-P )+
By T R AR
- (I-P
(rp (1 U)V)
1(r11 + Pu v - V)
l(H v - V) IH v Ir + P v
u 1 u H
l(AV - V) {P (1-p )~ es isotona{
o o

n
P (Av -
p( v v)

[(I*P)“l = I P

Ademds, la componente i del vector PU v satisface

anVli

1

Iy

b3
jeft

z
s

Pu(i)

i3

j€
JeI

pH (1)
ij

Particidn de Q[



<x (3 p. )y
— e qey 3
eT

b=

< max L X_ ¢
= &
2}

s
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i - v - »)
Definicidn de e

-+ X
= B(c) , donde el maximo esta calculado sobre -

las K sXgsee e, Xg satisfaciendo las condiciones -
N .
L X = d, v PH o< x < Pu, y dado que x_F X Pygl)
8 s — s — s s . ij
s — jel
s
las satisface., Y como para el vector e = {1,1,....,1)
las prohabilidades de transicidn satisfacen Pze = o ,
entonces
-1 -1 - -1
By = P p v < PP B = &N B (Q).
H i o M

Enlazando con el

f - Av <
<
Y con esto hemos

dades. La otra desigualdad

argumento central en (%)

(Av—-v)
b(z(Av»v))
b (e (Av-v))/ (1-a).

demostrado una de las desigual

la argumentamos como sigue.



36

- > - - :
£ Av > Ve Hév }Av Hﬁv y £ > Y
-1 .
= P6(1~P5) (H6v~v) ILos mismos argumentos
que anteriormente!
= P (I-P) t(Av-v)
g~ § :

>

as(c(Av-v))

> a(c(Av-v)).

Con esto queda probada la primera parte del le=-
ma, Considerando el gubproceso cuya finica politica ad-
misible es §, la segunda parte del lema es un corola--

rio de la primera.//

Los prdximos lemas proporcionan cotas de error
accesibles (computacionalmente) aplicando el operador
A, Si el uso de A fuera posible, lema 1,1 y/o lema -~
1.3 se pueden empléar para estudiar la diferencia -

n . . ..
f - fm. Una vez que esta diferencia es suficlentemente

N . . . . -1
pequena, la aplicacidn de A a la ganancia fi (y/o fg )]

produce una polftica admisible

La diferencia entre la ganancia total que resultaria -

de implementar la polftica ¢

y la ganancia Optima f se acota en el siguiente resul-

tado'



Lema 1.6.

W
-
jon
h
i
o
h
ol
i
ol
~~
N
fanl
=i}
H
e
2 3
R
«
{0
H

} n n
S(Afm-fm)

entonces
f- vl < ((-ale))/ (-0,

Demostracidn

Para v = fg , el lema 1,5, 1° dmplica
(4) a(e)/(1=a)<ag(e)/(1-a)<f ~ Af) < b(e)/(1-a)

y el lema 1.5, 2°%implica
(52 a(e)/ (1~0)< a,(e) /(1) g vgmAfl < b(e) /(o)<
< b(c)/(1-o)

n. n
dado que dem = Afm. Y como,

b(?) > ba(z) > aé(i) > a(c), sumando &)y v (5)

obtenemos el resultado.

Notese que esta cota no requiere el conocimien-

. n - -
to de Ve PETO SI el de Afm y la correspondiente poli-
tica admisible & y asi poder determinar los valores de

£y ¢
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Comentarios:

£n este capftulo hemos presentado varios lemas
relacionando la ganancia Sptima para el problema ori--
ginal con ganancias obtenidas trabajando en el proceso
aproximado. EI primer lema es aplicable a procesos de
decisiones secuenciales con descuente. E1 resultado en
lema 1.4 es aplicable a modelos satisfaciendo la pro--
piedad de igualdad en la suma. Y, si ademds el modelo
es un proceso markoviano con espacios de estado y de -
decisiones finitos, los resultados en los lemas 1.5 y
1.6 mejoran las cotas anteriores por medio de la reso-
lucidn de programas lineales y el uso del operador su-
premo del proceso original que ha de ser empleado, pe-

-
ro s0lo una vez.

Las cotas en los lemas l,l‘y 1.4 constan de dos
términos. E1 primero rélaciona dos ganancias sucesivas
obtenidas mediante el empleo del operador Am. El cdlcu
lo del segundo té€rmino haria necesario el uso del ope-
rador A, Evitamos este inconveniente estimando la dife
rencia Afg - Amf;. Este aspecto serd discutido en el -
tercer capitulo, en el contexto de los procesos aproxi

mados que se introduvcen en el capitulo siguiente,
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IL. CONSTRUCCION DE 10S PROCESOS APROXIMADOS

1. Introduccion

Esta seccidn la dedicamos al estudio de -~
las construcciones de los-procesos aproximados, res-—
tringiendo nuestra atencidn a procescs de decisiones

markovianos con descuento PDM = {Q,D,p,r,a}.

Esencialmente, las construcciones que pre-—
sentamos parten de dos puntos de vista claramente di
ferenciados., En terminos generales, en la primera =--
construccidn partimos el espacio de estado en bloques
seleccionando un estado (representativo) de cada blo
que. Sus correspondientes conjuntos de decisiones ad
misibles, ganancias y probabilidades de transicidn -
representaran a las decisiones, ganancias y probabi-
lidades de transicidon asociadas con todos ios esta--

dos de ese bloque,

El segundo punto de vista emplea también -
la idea de representar bloques de estadospor uno en
particular. Sin embargo, el estado representativo --
se congtruye a partir de los datos del problema, en
lugar de seleccionar uno que ya existe y pertenece -
al bloque. Es decir, construimos el conjunto de deci
siones admisibles, las ganancias y las probabilida--
des de transicién asociadas con el estado representa
tivo, empleando los datos del proceso original. Y ob
tendremos cotas sobre la funcidn de ganancia Optima

del proceso original a través del estudio (no necesa

40



riamente su solucién) del proceso aproximado: estas
cotas dependeran de la manera en que el estado re---

presentativo sea construido,

En el proceso aproximado, los conjuntos de
decisiones admisibles debieran considerar todas las
decisiones que sean relevantes para el proceso origi
nal, Esto plantea un problema para la primera cons--
truccibén. En el segundo punto de vista, y dado qﬁe -
el estado representativo se construye a partir de ~-
los datos, la construccidn que proponemos ya tiene =
en cuenta este y otros factores. En ambos casos, la
solucidn rutinaria de los procesos aproximados produ
cirfia, en la mayoria de las situaciones, una politi-
ca inadmisible para el proceso original. Por medio -
de una regla, que asocié decisiones admisibles para
el estado representativo con decisiones admisibles -
para los estados en ese bloque, obtenemos una politi
ca que si es admisible para el proceso original. Es-
tos y otros aspectos del problema son elaborados en
detalle mis adelante, cuando presentamos las cons—--
trucciones y en la seccidon dedicada a la discusidn -
de lasz ventajas (y desventajas) relativas de cada --
una de las construwciones propuestas. Pero antes pre

cisamos introducir mas estructura-- en el modelo.

El modelo estudiado es un proceso de deci-
siones markoviano estacionario con descuento

PDM = {Q,D,p,r,a} con las siguientes caracteristicas:

1% Q es un espacio métrico.
2% ZLos espacios de decisiones D(x)(para -
cada x en {)) son subconjuntos de cier-

to espacio métrico D,
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Las métricas definidas en @ y D se represen

tan por A y A', respectivamente.

Estas hipotesis sobre los espacios de esta.
do y de diciksiones se emplean para obtener una medi-
da del error debido a la construccidn y resolucidn -
del proceso aproximado en lugar del original., Estas
condiciones son lo suficientemente generales como pa
ra incluir la mayoria de los casos que aparecen en -
la literatura publicada sobre este tema, Por ejemplo
el empleo de la metrica discreta es suficiente para
satisfacer las hipotesis en el caso de decisiones so

bre cadenas de Markov finitas.

Finalmente, aunque los procesos aproxima--
dos son conceptualmente definidos en el mismo espa--
cio de estado que el proceso original, su estructura
garantiza que para su resolucidon es suficiente con -
considerar tantos estados como bloques hay en la par

ticidn,

2, Un Procesé Aproximado

Presentamos un algoritme que expiesa la -~
- - - -
construccidn del proceso aproximado siguiendo el pun

to de vista descrito en primer lugar.

’

ALGORITMO I

Escoger m,

1° 0Ob icidn de 0 ‘untos ST -
tener una particion de en m subconjuntos 5.

para i=1,..,,m

) . m
2° Seleccionar un estado representativo s de cada -

m
bloque Si.
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3° Definir, para cada i(=1,2,.,.,m)
i . m
D = D{e
m ( .L)
m

y para cada x en Si’

m — .m
D (x) = Di

. . . m
4° Definir, para cada i, e y en Di

i
[

1) r7 () = r(s},y

I

1) p?(-lY) p(!lS?,Y)

y para cada X en S?.
- .m
r (x,y) = r; (y) Y

p. (o lx,y) = p?(.ly)

5° E1 proceso aproximado es PDM = {Q,Dm,p m,a}.

r
m?

Esta construccidn especifica todos los pa-
sos necesarios para la determinacidn del proceso apro
ximado en el caso de procesos con espacio de estado
finito, Si no es finito asumiremos (capitulo III) al
gin tipo de continuidad para las ganancias y las pro
babilidades de transicion. En este caso (y cuando =--
procesos con espacio de estado finito satisfazgan ex
plicitamente estas condiciones de continuidad) reque
riremos'que la particidn descrita en 1° sea seleccio

nada de una manera consistente con las condiciones -



de continuidad impuestas. Este aspecto sera comenta-
do en el tercer capitulo, después de las descripcio-

nes de las condiciones de continuidad.

Los estudios tebricos de Fox (7,8) sobre -
la convergeuncia asintdtica de las soluciones de los

procesos aproximados a la solucidn del proceso origi
nal han sido llevados a cabo empleando la construc-—--
cién'propuesta en el algéritmo I. Pero Fox no descri
be cotas de error sobre la ganancia 6ptima a partir

del estudio de los procesos aproximados. Nosotros ob
tendremos nuestros resultados imponiendo sobre el mo
delo condiciones mis restrictivas que las empleadas

per Fox. Sin embargo, ngunos aspectos del problenma

presentan dificultades cuando la construccidn eumplea
da es la que acabamos de describir. Si la eleccidn -~
del estado representativo (de un bloque) se hace ar-
bitrariamente, el conjunto de decisiones admisibles

para el proceso aproximado puede no incluir todas --
las decisiones relevantes. Por otro lado, un anali--
sis detallado de todos los estados en el bloque pue-
de mostrar grandes discrepancias entre sus correspon
dientes conjuntos de decisiones, En ese caso, ningln
estado seria un buen representante del bloque pues -
su conjunto de decisiones no incluiria todas las de-
cisiones relevantes a todos los estados en el bloque
La causa principal de este inconveniente esta, en es
te algoritmo, en que el estado representativo ha de

ser perteneciente al bloque.

Sugerimos que, cuando la construccidn del

. . . . .-

proceso aproximado siga este algoritmo, la particion
sea escogida teniendo en cuenta las similaridades en

tre los conjuntos de decisiones admisibles, La difi-

-
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cultad estd en medir el error introducido al no con-

siderar decisiones admisiblesg, De todas maneras, aun
. . - n n . .
cuando la estimacion de Afm - Am{m requiera condicio

nes restrictivas en el modelo, y el error obtenido -
no sea pequeno, las cotas que hemos desarrollado tam

bién se aplican a este algoritmo,

Finalmente, nos beneficiaremos de la agre-
gacidn de estados similares, simplificando asi el --

computo de la solucién.

3. Ejemplo

Ilustraremos las formalizaciones presenta-
das en el algoritmo anterior por medio del problema
de inventarios descrito por Wagner (10, p, 746). Los
datos del problema se describen a continuacidn, don-
de 2 = {0,1,2,3,4}, x es la variable de estado que =
representa el nivel de inventario antes de ordenar,
e y es la variable de decisién, representando la can

tidad que se ordena.

Tabla 1
Z|%X,vy)
y 2=0 z=1 z=2 z=3 2=b r{x,v)
0 4 5 0 «5 0 0 22
o) 6] .5 0 « 5 0 25
1 3 .5 0 .5 0 0 20
4 0 «5 0 + 5 0 23
5 0 0 5 5 26
2 2 v 5 6] ¢ 5 0 0 18
3 0 ) 0 v 5 0 21



(continuacidn Tabla 1)

X v z=0 z=l z=2 2=3 z=4 x(X,y)
: 4 0 0 « 3 0 - 5 24
'3 1 .5 0 .5 0 0 16

2 .5 0 57 19
3 0 <5 +5 22
4 0 5 .5 . 1
1 +5 0 «5 0 17
2 0 0 5 0 <5 20

Con estos datos, si hacemos m=2 (rompemos el espacio
de estado en dos bloques), el uso del algoritmo I --

puede producir:

2

1° Escogemos la particidn Si = {0,1} , S5

. . 2
2° Seleccionamos como estados representatlivos sJ=1,
2 . C e
52:3. Por lo tanto, los conjuntos de decigiones

son
3° {3,4,5} para x=0,1

% (x) =
{1,2,3} para x=2,3,4.

4°,5° E1 resto de los datos, con ;i(j[y) =

= {2,3,4}.

46



47

Tabla 2
>2
py Gy
) ) ) 2
i v i=1  j=2 ri(y)
1 3 .5 .5 20
4 .5 .5 23
5 - 0 1.0 26
2 1 .5 .5 16
2 5 . 19
3 0 1.0 22

Los apartados 1° y 2° nos permiten elegir
la particidn y los estados representativos arbitra—-—
riamente, Ea este caso particular, los bloques han -
sido escogidos observando las gimilaridades entre -—
los espacios de decisiones. El estado 1 fue elegido
para representar al primer bloque de manera que to--
das las decisiones admisibles para los estados 0 y 1
fueran consideradas. LEsto no es posible para el segun
do bloque. Hemos elegido el estado 3 porque su con-=-
Sunto de decisiones incluye mas decisiones comunes a
lés estados del segundo bloque que si hubieramos ele

gido el estado 2 G el 4.

4, Considerando Todas las Decisiones Admisibles

chuimos ahora el segundo punto de vista -
de los descritos anteriormente en la presentacidn de
otra construccion del proceso aproximado a partir del
proceso original. Empezamos, de nuevo, obteniendo --

una particidn del espacio de estado, cada uno de cu-



yos bloques seri representado por un estado en el pro
ceso aproximado. Pero, en lugar de seleccionar uno de

los estados que pertenccen al bloque, construimos los

estados representativos usando la informacidn conteni
da en el bloque, Es decir, las ganancias y probabili-
dades de transicidén que representan a un bloque, no -
pertenece necesariamente a un estado de ese bloque en
el problema original. Como espacio ‘de decisiones para
un bloque, usamos la unidén de los conjuntos de deci-=-
siones del proceso original calculada sobre los esta-
dos qué pertenecen a ese bloque. De esta manera, to--
das las decisiones admisibles para el procaeso origi--
nal son consideradas, Volveremos a estos puntos de la
discusidn después de especificar los diferentes aspec

tos de esta construccidn,
Presentamos ahora la construccidn del proce
so aproximado y discutiremos después los diferentes -

apartados, su motivacidén, aspectos computacionales, -

etc.. La construccidén formal es la siguiente‘
ALGORITMO II

Escoger m.

. e . m
1° Obtener una particidon de § en m subconjuntos S, pa
p ‘ ; pa

ra i=1,..,m,

2° Definir D? = \w/m D(x) para cada i(=1,2,,.,m).
x€Si

m
Y, para cada x en 5.,
i

m . .m
D (x) = Di
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3° Extender la definicidén de r y p a aquellas decisio

m ..
nes en D (x) para las que no estan definidos,

Por cada i(=1,2,..,m) definir una transformacidn
o™ ¢ 9 x d" > D() . tal que
1 1 .
. m _ , A
i) Gi(x,y) =y - si x €D(x)
ii) O?(x,y) D(x) si x ¢D(x)

m P
Y entonces, para cada x en Si’ definimos

A%

1t

CrGe,y) = or(x, 0f(x,y))

pClx,y) = p(Gx, of(x,y))

m .
4° Encontrar, para cada y en D (x) una funcién de ga

nancias r?(y) constante en cada bloque y tal que

Minimice sup [r(x,y) - rm(y)l
xes™ +
i
5° Sea ;(j[x,y) = I o p(z|x,y) para cada x en 9, y
: zESj

en Dm(x). FEncontrar, para cada y en Dm(x) una pro-

babilidad condicional ordinaria p? (.ly) tal que

Minimice -sup !S(jlx,y) - P?(jly)!

.
xXES,
i

yEDm(x)
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(2) Sujeto a p?(j[y) >0 para j=1,2,,.,m,

m
nooph (Gly) = 1 para y en D&
1=1 1 1
J
6° Sea, para cada x en S?,
. .m '
r Gy) = ro(y) Y

pé(‘[x,y) una funcién no negativa definida

de £ a Ry tal que I 0 p&(z[x,y) =
zeSj :

S S m m
pi(le) para X en Si’ y en Di'

m
Entonces, PDM = {Q,n ,p%,rm,a}.

En el apartado 1° se obtiene la particidn
del espacio de estado en bloques, y en el 2° se defi
nen las decisiones admisibles para cada bloque, Los
problemas de optimizacidén en 3° y 4° determinan las
ganancias y probabilidades de transicidn para el pro
ceso aproximado. Su motivacién se discutirid mis ade-
lante, pero antes hemos de comentar la significacidn
de las transformaciones G?(i=l,2,..,m) introducidas
en el tercer apartado. Debido a la manera en que se
han definido las decisiones para el proceso aproxima
do, puede suceder que algunas decisiones (sea y en -
Dm(x)) sean inédmisibles para el proceso original --
(y D(x)). En ese caso, algunas ganancias y probabi-
lidades de transicion (por ejemplo r{(x,y) ¥ p(.[x,y))
no estarfan definidas. Podriamos habernos decidido -

por considerar aquellas ganancias y probabilidades -
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de transicidn que corresponden a decisiones admisi--
bles en la determinacidn de r?(y) y p?(.ly) (emplean
do apartados similares a 4° vy 5°). En lugar de eso,
hemos preferido extender la definicidn de las ganan-
cias y probabilidades de transicidn a todas las deci
siones en Dm¢ Esto se¢ hace duplicando los datos co--
rrespondientes a las decisiones asociadas por medio
de U? (es decir r(x,y) = r(x, 0?(x,y)) y p(,[x,y) =
= p(.[x, G?(x,y))). De esta manera podemos medir la
diferencia entre la ganancia optima y la ganancia ob
tenida como consecuencia de implementar una politica
en partfcular (obtenida a partir del estudio del pro
blema aproximado). En lineas generales, las transfox
maciones G? asocian a cada decisidn en DU o bien ella
misma, si ya es admisible, o una decisidn admisible
seleccionada arbitrariamente. Las cotas de error de-
penderan de la manera en que la asociacidn ha sido -
definida., En el capituloc ITI continuaremos la discu-
§i0n sobre las transformaciones G? en el contexto de

las hipotesis alli descritas.

n n .
Cuandec se compara Afm con Amfm’ términos -~

con la forma
sup  |r(x,y) - ri(9)] y
xegh
i
yeD" (x)
-+
sup IP(*lX,y) - P?(‘ly)[ apareceran.
m i

yEDm(X)

La minimizacidn de estas expresiones tiene como con-

secuencia la disminucidén de las cotas de error entre



52

las soluciones a los procesos aproximados y la solu-
cidn bptima, Esta es la motivacidn de los apartados

4° y 5° del algoritmo II,

Nétese que estos problemas de optimizacidn
frequieren que el supremo sobre todas las decisiones
sea minimizado; si los espacios de decisiones para -
el proceso aproximado son .finitos, esvsuficiente mi-

nimizar

sup_ |r(x,y) - £t (y) y
xes? * !

pClx,y) = prCely)
supy, [p G lxuy ;G

i

(con sus correspondientes restricciones, si las hay)

para cada decisifn y en D? (i=1,..,m); aun en el ca-

so en que los D? no sean siempre finitos, si es posi
ble didentificar un subconjunto finito de décisiones,

donde se obtiene el supremo, este punto de vista nos

permitiria resolver los problemas (1) y (2). Sin de-

tallar los argumentos (que aparecen en el apendice B)
presentamos nuestros principales resultados con rela
cidn a (1) y (2).

Cr s .o m . ..
Proposicidn 2.1. Si D. son conjuntos finitos para

s

l::l,!v,n,

il

r?(y) 1/2 sup_ r{x,y) + inf_ r(x,y)

m
XES. xE€8
i i

mo . .
para cada y en Di’ i=l,..,,m, es una solucion para -

el problema de optimizacidn (1).



. e ] m . A
Proposicibdn 2.2. Si 0 vy Di son conjuntos finitos pa

ra i=1,,.,m, y, para cada y en D , j=1,..,m,

HE

> . P
1/2 sup p(Jlx,y) + 1nfm P(J[X,Y)

+ .
1° pr(
XES, xXES .,
i i

l >

2 d%(4,y) = sup T Gly) - PG x,v) ]

i m
x€S.
i

3

3° d?(.y) = max d?(j,y)
3

entonces tenemos,

- . —). . - —+ -
4° d?(:} yy) = 1/2 sup p(lx,y) - inf p(jlx,y)
£ £
X Si X Si

5° existe, para cada y en D? e i=1,.,,m,‘una probabi
lidad condicional ordinaria p?(«ly) definido en

{s? ; j=1,..,,m} tal que

) p] Gly) - inf PG[x,y) £ 41 G)

i
x2S,
i

ii) sup_ p(ilx,y) - P y) < 47 (M)
xE87

donde p?(. y) es una solucidn al problema de opti-

mizacidn (2).

Emplearemos los resultados recien expuestos
para el cdlculo de las ganancias y probabilidades de

transicidn representativos en la secccidn siguiente,
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5. Ejemplo

Eupleamos el ejemplo de la seccidn 3 para

ilustrar la implementacidn del algeritmo 1T,

Escogiendo la misma particidn del espacio
de estado que en el ejemplo anterior obtenemos los -

siguientes resultados.

2

o]

1° 5] = {0,1} , s, = {2,3,4}
20
- {3,4,5} para x = 0,1
% (x) = ,
{0,1,2,3,4} para x = 2,3,4,

3° La tabla siguiente describe las transformaciones
0? seleccionadas arbitrariamente en esta ilustra
cidén para aquellas decisioneé y éDm(x){\ D(x) =~
(O? son la transformacidén idéntica para aquellas

decisiones que ya son admisibles; es decir, para

y en DT (x) N D(x)).

Tabla 3

m
(gD D(x)) 1Y)
3 4

N e O M

g
0
1
3 0
4
3
4

NN W o NN
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Duplicando los datos que corresponden a las decisio=

. . m
nes asocciadas por medio de Ui obtenemos la tabla &,

Tabla 4 ™
f“lw~*ﬂ p(z[x,Oi(x,y))

N
il
r::,

N
i
jr

z=2  z=3 z=4 r(x,G?(x,y))

22
22
25
20
23
26
18
18
18
21
24
16
16
19
22
22
1
17
20
20
20

-

PR
G

.wln
«

w
w

w
w

W

- .
|G NV, R
S G N VA I )|

w
w

- -
(S
O, B N |

i
w

.
-

w
(S, IR, B V)]
v

-

w
w

wt

-

T O = B S VO S o T R oS T o R N " I ¥ R - R #0) ]
N

-
W n
wr

-

Haciendo r?(y) = 1/2 jsup r(X,U?(X,y)) +
. x €S

+ inf r(x,d?(x,y)) y usando el procedimiento des=
X €8 )



crito por la proposicidon 2.2 para la obtencién de --
p?(.[y), los datos para las ganancias v probabilida-

des de traumsicidn son

Tabla 5

Pi(jly)

iy =l =2 i@y
13 0.5 0.5 21

4 0.5 0.5 22,5

5 0,25 0.75 25,5
2 o 0.5 0.5 9,5

1 0.5 0.5 17

2 0.25 0.75 19

3 0.25 0.75 21

4 0 1.0 22

Por ejemplo, para i=2, y=0,-la proposiciodn

2,1 da lugar a,

h

rg(O) 1/2 |max (18,16,1) + min (18,16,1)|

i

1/2 (18 + 1) = 9,5,

De la misma manera se calculan las demis ga
nancias representativas. El procedimiento descrito -
en la proposicidn 2.2, cuando se aplica para calcu-~-

lar p%(.[Z} da lugar a;

i

o =2
1 pz(llz)

il

0,25.

56

1/2 |max (0,5, 0,5, 0)+ min (0,5, 0,5,0)]
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-2 :
pz(zlz) = 1/2 |max(0,5, 0,5, 0)+ min(0,5, 0,5, 1,0)]
= 0,75,
2 dz( ,2y = 0,25 d2(2,2) = 0,25,
o >2 - ' s .
3° En general pz(.l.) no serda una probabilidad ordina

ria (no sumara 1); perturbando sus valores sin in-

crementar d%(g,,)(la proposicidn 2.2 afirma que es

to siempre es posible) obtenemos pi(.[.). En este

. > s
ejemplo acaece que pz(.l.) es una probabilidad or-

2
dinaria. Por lo tanto pg(l]Z) = 0,25 vy p§(2[2) =
= 0,75, De la misma manera con el resto de los da-

"tos en la tabla 5.

Como hemos visto en este ejemplo, este algo
ritmo considera todas las decisiones admiéibles para
cada estado (lo que el algoritmo I no hacia). Por =--
tanto, todas las decisiones que son relevantes se to
man en consideracidn en el proceso aproximado. En eg
te aspecto, el algoritmo II aventaja al algoritmo I.
El coste de esta vontaja es la desventaja del esfuer
z6 extra necesario para calcular e

i
deracidn de mis decisiones en la optimizacidon (para

y p?, y la consi

cada punto) prescrita por el operador A . Si el niume
ro de decisiones admisibles es elevado y varia entre
los estados, el esfuerzo computacional requerido pa-
ra resolver el proceso aproximado puede convertirse

en prohibitivo, pudiendo ser mayor que la resolucidn
del proceso original. La siguiente éecci6n propone -
otra alternativa, que puede ser fructifera en este -

tipo de situaciones.



6, Un Nimero Limitado de Decisiones

Presentamos ahora una tercera construccion
que esencialmente repite la segunda, pero consideran
do, para cada bloque, solo aquellas decisiones que -
son admisibles para todos los estados en el bloque,
De esta manera, el niimero de decisiones consideradas
en el proceso aproximado decrece y el esfuerzo compu
tacional necesario para resolverlo disminuye, Adem@s
algunas de las complejidades presentes en el algorit
mo anterior, como la extensién de la definicidn de -
las ganancias y probabilidades de transicidén a nue-=-
vas decisiones desaparecen, Sin embargo, y debido a
que no se consideran todas las decisiones relevantes
en el proceso aproximado, este punto de vista tiene
inconvenientes. Requerimos, para obtener las cotas -
del error, el mismo tipo de hipotesis de continuidad
que en el algoritmo I. Por lo tanto, los resultados
que obtenemos cuando se emplea esta construccidn son
aplicables a un niimero mé@s restringido de modelos --
que cuando se emplea la construccidn anterior., Y, en
aquellos modelos a los que se les puede aplicar am--
bas construcciones, los resultados que obtenemos con
el algoritmo II son superiores a los que se obtienen

con el algoritmo ITII.

Formalmente, la construccién es la siguien-

te.

ALGORITMO IIIL

Escoger m.

1° Obtener articién de § beonjuntos So
enecy una part1c1on e en m su)(lonjun 08 Li

para 1i=1,2,...,m.
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2° Definir D? = /Y D(x) para cada i(=1,2,...,m).
xXES

,m
Y, para cada x en 5.,

B

m _.m
D {x) = Di

} m . -
3° ZEncontrar, para cada y en D (x) una funcion de -

ganancias rm(r) constante en cada bloque tal -
;WY g y

que
Minimice sup ]r(x,y) - r?(y)l
xesm
i
(3) yeD™ (x)
4° Sea 3(jlx,y) = I 0 p(z|x,y) para cada x en Q, y
ngj : N

en Dm(x). Encontrar, para cada y en p™(x) una Pro

babilidad condicional ordinaria p?(‘ y) tal que
.. - .
Minimice sup P Glx,y) = pSCy) |
m i
XES . .
i
y D" (x)
Sujeto a p?(j y) > 0 para j=l,...,m
oo ‘ m
(4) £ pi(ily) =1 paray en Dy

ji=1
5° Sea d st
, para cada x en Si’

rm(x,y) Evr?(y) ‘ Yo

pé(.lx,Y) una funcidén no negativa definida

59
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de  a Ry tal que I _ px'n(ZIX,y) =
zEZSj .

m, . m ‘ m
= pi(J!y) para x en 5., y en D, -

. e m
Entonces, PDM = {9, o, p& o al,

~ 7, Ejemplo

LalconstrucciGn propuesta en el algoritmo -
III aplicada al ejemplo visto en las secciones 3 y 5

da lugar a un nuevo proceso aproximado.

Seleccionando la misma particidn que ante--

riormente

° 2 2
1 5] = {0,1} . 8, = {2,3,4}
20
2 {4,5} para x = 0,1
DT (x) =
({2} para x = 2,3,4,

3°, 4° Los datos del proceso original que se conside
ran en el computo de las ganancias y probabi-

lidades de transicifn representativos son
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Iabla &
plz|x,y)

y z=0 z=1 - z=2 z=3 z=4 r{x,y)
4 0,5 0 0,5 0 0 22
5 0 0,5 0 0,5 0 25

1 4 0 0,5 0 0,5 0O 23
5 0 0 0,5 0 0,5 26
2 0,5 0 0,5 0O a 18

3 2 0 0,5 0 0,5 0 19
2 0 0 0,5 0 0,5 20

Y, cuando se aplican los resultados en las

proposiciones 2,1 y 2.2 a estos datos, obtenemos

Tabla 7
2,
P Gly)
2
i y j=1 j=2 ri(y)
1 0,5 0,5 22,5
5 0 1,0 25,5
2 0,25 0,75 19,0

Por ejemplo, para i=2 e y=2, las proposi-=--

ciones proporcionan, para

it

r2(2) = 1/2 |[max(18,19,20)+ min(18,19,20)

il

19,0
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Y para el calculo de pé(l[Z) y p§(252) da lugar a

10
0,5 ' para x =
_%
p(1]|x,2) =40,5 para x = 3
‘ 0 para x =
0,5 para x =
-
p(2]x,2) =40,5 para x =
i,0 para x =

it

2° o(1]2) = 1/2 [max(0,5,0,5,0)+ min(0,5,0,5,0) |

0,25,

]

$a2]2) = 1/2 |max(0,5,0,5,1,0)+ min(0,5,0,5,1,0) |

it

0,75,

3° F¥n este caso, dado que 32(112) + 3§(Zl2) = 1, ==

tenemos pa(1]2) = 0,25 , p5(2]2) = 0,75,
DPe la misma manera con el resto de la tabla.

Nétese que, comparando el proceso aproximado
obtenido aqui con el original (seccidn 3), la deci=--
sidn 3, admisible para el estado 1 no aparece en el
primer bloque,<En el segundo, solamente se considera
la decisidn 2, lo cual olvida las decisiones 0, 1, 3
y 4, que sin embargo son admisibles para estados de

ese bloque,



Aun cuando en el ejemplo que estamos usan
do, el proceso aproximado obtenido al emplear la -
tercera construccion es un subproceso del obtenido
empleando el algoritmo I1, esto no es siempre asiy
,La raz6n de ello es que al resolver los problemas
jde optimizacién (1) y (2) se consideran las ganan-
cias y probabilidédes de transicidn que correspon-
den a las decisiones asociadas por las transforma-
cién O?, mientras que en-el algoritmo III esto no
es asi (ce podrfa decir que las asociaciones defi-

. m . - . .
nidas por Ui son la transformacidén identidad),

8, Algoritmos Mixtos

Los algoritmos II y III se basan en la -~
idea de representar subconjuntos por puntos, cons-
truyendo el estado representativo en lugar de se--
leccionarlo entre los existentes, La intencidn es,
en ambos casos, hacer que el error debido a la re-~
presentacidn sea lo mas pequefio posible. Pero se -
diferencian en el niimero de decisiones que conside
ran, Las construcciones propuestas suponen las dos

alternativas extremas: el algoritmo II considera =

todas las decisiones del proceso original, mientras

que el algoritmo III solo estudia aquellas que son
admisibles para todos los estados en el mismo blo-
que, Ambas coinciden si y solo si todos los esta--
dos del mismo bloque tienen el mismo conjunto de -

decisiones admisibles.
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La extensidn natural de estos dos algorit
mos es el estudiarxy loe casos dintermedios entre éog
siderar todas las decisiones y solamente las comu-
nes a todos los estados en el mismo bloque, De es-
ta manera obtendriamos (lo que llamamos) algorit--

mos_mixtos, que representarian compromisos entre =-

el esfuerzo computacional requerido para resolver-
los y el nimero de decisiones (y con ello la cota

de error) consideradas., Sin embargo, creemos que -
es suficiente con describir las alternativas extre
mas, pues la extensidén de los resultados que pre--

sentamos a estos algoritmos mixtos es inmediata,

9, Discusidn

Fn este capitulo hemos presentado tres --
construcciones del proceso aproximado a partir del
original; todos ellos basados en la particién del
espacio de estado en bloques. El primer algoritmo
es el empleado en los estudios tedricos previamen-
te publicados sobre la convergencia asintétiéa de
las soluciones de una secuencia de procesos aproxi
mados —con particicnes cada vez mads refinadas—~ a -
la solucidén del problema original (Fox (7,8)). Si
la motivacién de este método es estimar el valor -
Sptimo de el problema original y obtener una poli-
tica admisible para implementarla, esta construc--
cién no es satisfactoria, La mayor desventaja es =~
que algunas decisiones (que pueden ser relevantes)
no son tenidas en consideracidn al definir el pro-
ceso aproximado., Nosotros opinamos que, en este as
pecto, el algoritmo II es una alternativa que me-

jora los resultados obtenibles con el algoritmo I,
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Aun en aquellos procesos en que los espacios de de
cisiones gon independientes del estado, el algorit
mo IT minimiza el error debido a la representacidn
de conjuntos por puntos, lo que no se puede decir

del algoritmo I. Pero la consideracién de todas =--
las decisiones puede convertir a este segundo méto
do en prohibitivo (computacionalmente)., La otra al
ternativa (extrema) que se nos presenta es incluir
solo aquellas decisiones que son comunes a todos -
los estados del bloque. Esto es precisamente el al
goritmo IILT. Pero mientras que este punto de vista
limita el esfuerzo computacional, tiene la misma -
desventaja que el algoritmo I ¢ no son estudiadas

decisiones que pueden ser relevantes, En algunos -
casos puede ser apropiado el emplear construccio--
nes que consideren un nimero de decisiones interme
dio, Esto dependerd de las caracteristicas de los

espacios de decisiones del proceso 6bjeto de estu-

dio,

Sugerimos que la determinaeidn del niimero
de bloques en que el espacio de estado se particio
na, las caracteristicas de estns bloques, y la se-
leccidn del algoritmo a emplear para la obtencidn
del procesoc aproximado debe decidirse considerando

los siguientes puntos i

1° La estructura relativa de los espa---

cios de decisiones del problema,
2° La cardinalidad del espacio de estado

3° FEl1 error introducido (el orden de su

magnitud) como consecuencia de la construccién y/o
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seleccién de las ganancias y probabilidades de tran
sicidn representativas como funciones constantes en

cada bloque.

En general, tanto mejor cuanto mas pareci
dos sean los espacios de decisiones correspondien--

tes a los estados del mismo bloque.

Otro aspecto importante es la disparidad
entre las probabilidades de transicidén condiciona--
das en estados y/o decisiones diferentes., La teoria
de aproximaciones se ha preocupado de la representa
cibn de distribuciones probabilisticas por sus dis-
tribuciones marginales, disminuyendo asi la dimen-=-
sionalidad de las variables envueltas en el proble-
ma (por ejemplo (13, 14, 15, 16, 17)). Pero sobre =
el tema de representar una familia de distribucio--
nes por una en particular, nosotros hemos preferido
escoger una medida del error de la representacién -
compatible con nuestras necesidades y que su calcu=
lo requiera poco esfuerzo computacional, La medida
escogida es la mAxima diferencia calculada sobre --
los estados y decisiones en cada bloque. Siendo con

h

(0]

ace

-,

o

secuentes, minimizamos esta diferencia. Lo gu
mos en los algoritmos II y III (apartados 5° y 4°,

respectivamente).

Finalmente, la solucifén rutinaria de los
procesos aproximados podria producir politicas inad
.. . m .
misibles, Las transformaciones Oi definen una aso~-=-

ciacidn de politicas garantizando que esto no suce-

da en el algoritmo II. En el algoritmo III no es ng

cesario pues las politicas consideradas son siempre

admisibles.
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ITII. CALCULO DFE 1L0O5 LIMITES

i

/
1. Introduccidn

En este capitulo estudiamos el factor Afg -
- Amfi, que aparece en los limites que hemos obtenido
en el capftulo I, en el contexto del proceso de deci-
siones markoviano estacionario con descuento -
PPM = {Q,D,p,r,a} discutido en el capftulo II. Asumi~

remos que el modelo que estudiamos satisface varias -

condiciones: requerimos que las ganancias y probabili

dades de transicibdn sean continuas en el sentido'de -
Lipschitz, que los conjuntos de decisiones sean conti
nuos en el sentido de Hausdorff y que el espacio de -
estado sca acotado. Por lo tanto, la mayoria de los -
procesos con espacio de estado finito y algﬁnos mode-
los con espacio de estado denumerable estin incluidos

en la discusidn.

2, Modelos e Hipotesis

El modelo que se estudia es un proceso de -

decisiones de Markov PDM = {Q,D,p,r,a} donde

2 1 Espacio de estado no vacio.
D(x) : Espacio de decisiones no vacio para ca-

da x en £,
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p(-[X,y) : Probabilidad condicional ordinaria defi-
nida en §), para cada x en §, y en D(x).
r{x,y) :+ Ganancia correspondiente al estado x en
R, v en D(x).
gt Factor de descuento, entre cero y uno,
h(x,y,v) Opérador de ganancias en una transicién,

definido como

rix,y) + o Z‘Qp(zlx,y) v(z)
zZ £

donde v(.) es una funcidén definidade  a

R.

Durante toda la discusién asumiremos,
i* § es un espacio métrico.

2% Todos los espacios de decisiones D(x) -
(para cada x en {) son subespacios de -

- - .
un espaclio métrico D.

Representaremos las métricas de @ y D por A

y A', respectivamente.

Estas condiciones son lo suficientemente ge
nerales para incluir la mayor{e de los procesos de -
Markov que aparecen en la literatura: i) los proce--
sos con espacios de estado‘y de decisiones finitos -
las satisfacen trivialmente; ii) cuando los espacios

de estado y/o decisiones no son finitos se suele im-



poner condiciones mas restrictivas que las descritas

(18, 19, 2Q).

También asumiremos que,

3¢ Q es.un espacio denumerable acotado,

4% Existe un escalar ¥ tal que
D(x) € D(x') + {d: A'(0,d) < v A(x,x")}
para todo x,x' en §, Es decir, los espa
cios de decisiones son rontinuos en el
sentido de Hausdorff.

5% Existe un escalar Bl tal que,
[r(x,y) - r(x",y)| < B A(x,x")
para todo x,x' en Q.

5%% Existe un escalar Y3 tal que,

[r(x,y) - vy sy, Ay )

para todo y,y' en D(x), x en .

6% FExiste un escalar B, tal que
2 *

IpClx,y) = pGlx",y) < B, A(x,x")

!

para todo x,x' en §.



6%% Existe un escalar Y, tal que,
IpClx,y) = pCGlx,yD) ] < vy AM(y,y ")

para todo y,y' en D(x), x en Q.

,

r(x,y) es uniformemente acotada para tgQ

~J
e

do x en 0, y ‘en D(x).

Fox (7,8) ha mostrado que las soluciones a
una secuencia de procesos aproximados (obtenidos em-—
pleando una construccidn equivalente al algoritmo I)
convergen a la solucién del problema original. Las -
condiciones que el asume son esencialmente las mis-—-
mas que nosotros empleamos. Sin embargo, para esti--
mar el error que representa el uso de 1la solucidn a
un proceso aproximado en particular, empleamos for--
mas de continuidad algo mé@s reetrictivas. Con esta -
finalidad, !las condiciones de continuidad en el sen-

tido de Lipschitz son suficientes.

En los algoritmos I y III, y dado que sus -
construcciones suponen la exclusidn, a priori, de de

cisiones, las constantes, Yy, 8,, Y,, B, ¥ Y, apare--
[} 1 2 2

ceran en los limites que obtendremos, En el segundo

algéritmo, aun cuando las usamos para obtener los 11
mites, las constantes no aparecen de forma explicita
en los resuitados., Siason conocidos sus valores se -
pueden emplear para cbhtener una cota a priori sobre
el error, De cualquier manera, cuanto mas pequeiias -
sea las cunstantes,'menor serd el error: ellas repre
sentan una medida de la regularidad del proceso. Por

lo tanto, cuando varias formulaciones del problema -
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son posibles, la eleccidn debe hacerse de manera que

las constantes sean lo mas pequeilas posible.

Las hipotesis 1% - 7% incluyen aquellos pro
cesos con espacios de estados y de decisiones fini--
tos, Fn el ejemplo visto anteriormente (Y’Bl’Yl’BZ’

yz) = (1, 1, 17, 1/2, 1/2).

Por otro lado, la mayoria de los procesos -
con espacio denumerable son excluidos, Es costumbre
identificar = N (los numeros naturales) siempre --
que el espacio de estado es denumerable, Para hacer-
lo acotado podriamos aplicarle la trans formacién bi-
yectiva n > 1/n, En ese caso 2 se convierte en un --
subespacio del intervalo unitario. Es decir, §§ C

(O,ll, que es acotado con respecto a la métrica =--
discreta. Pero en este caso, las hipotesis 3% = 7% -
son muy restrictivas. Por lo tanto, solo aquellos —--
procesos con espacio de estado denumerable tales que
transformaciones de este tlpo preservan las condicio
nes 1% - 7% estén incluidos entre los modelos a los
que nuestros resultados se aplican,

n

n
Presentamos ahora las cotas sobre Afm~Amfn

para cada uno de los procesos aproximados obtenidos

usando los algoritmos I, II y IIT.

3. Algoritmo 1T

Para el proceso aproximado construido por =

el algoritmo I obtenemos las sigulentes cotas.
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Proposicidn 3.1. Si el algoritmo I se emplea en la de

m

finicidon de PDM = 9, o, p_, r o a} y las condicio-

m

nes 1% - 7% son satisfechas, entonces

}

p(AED, A £7) < {(By + 2yy;)+(B, + 2Yy,) T

£ (z)
zefl mv

m
max sup_ A(x,s.)
. m i
i XeSs,

i

. m .
Demostracidéni: Para cada x en {, en §; para algiin 1(1,,

‘.,m)
lAfg(x) - Amf;(x)l = |si x e s?|

| sup  {rGe,y) +a I »p(zx,m)f ()} -
yeD (x) zef

- sup (rjG) + o z T (zly) £(a) ] =
YEDm(X) ZE

lpor definicidn de A y Am[

| sup {r(x,y) + a L p(z!x,y)fz(z)} -
yeD (x)

-  sup {r(s?,Y) + a I p(z!s?,y)fg(z)}l <
yeD (s]) .

D" () = pGs) i) = r Gy v i Gly) o=

= p(!lS?,y)l
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<] sup fr(x,y)+ o I P(,ZlX,y)fg(Z)} -
veD(x)

sup {r(x,y) + o & p(z]x,y)fz(z)}l +
yED (x)\D(s])

[ sup {rx,y)+ o L p(z[x,y)f;(z)} -
yeD (x)AD(s])
- sup {r(s?,y) + o I p(z{s?,y)f;(z)}{ +

y€D(X)mD(s?)

, sup {r(sm,y)+ o L p(zls?,y)fn(z)} -

yED (x)ND(sT) : T

- sup frs™,y) + o % plz sT.y) £7(z)}
o, 17O STy @)

pues la suma no es mayor que la suma de valores

abseolutos |

Fstudiamos ahora los términos que intervienen

en la suma.
Primer término

| sup {r(x,y) + a & plz|x,y)£ (2)} -
y €D (x) "

- sup {rGo,y) + o 3 plalx,y)fn}] =
yeD () (s]) |
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sup {r(x,y) + o & p(z|x,y) fE(Z)}—
yeD(x)

% sup n r(x,y) + o 2 p(z[x,y) f;(z)} <
,’ySD(x)ﬁD(Si)

/

D) D D) MDD ]

sap  {r(x,y) + o L p(z|x,y) f;(z)} -
yeD(x)

sup ' {r(x,y)+ o z p(z[x,y)f;(z)}
vED(x)-{d:A'(0,d)< o X(x,s?)}}

D(X)f\D{s?):)D(x) - {diA0,d)< ¥ A(x,s7)} segln 4%

sup  fr(x,y) + a L plz|x,y) (2)) -
veD(x)

- | sup {r(x,y) + a L p(z|x,y) f;(z)}

yeD(x)

- sup lr(x,y)+ o I p(z,#,y)fz(Z)i
y {diN(0,d)< v sup _ AMx,x")}
X 3X' ESl



seglin el lema A,3

<YLY A(x,s?) - oY, ¥ x(x,s?) ) ]f;(z)l,

z€f}
segiin 5%% y 6%
Segundo término
§UP o {r(x,y) + o & p(z]x,y) f;(z)} -
yed(x)nb(s)
sup {r(s?,y) + a & p(Z{s?,y) f;(z)}]
yED(X)ﬁD(s?)
< sup o lr(x,y)~r(s?,y)l +.
yep(x)nDd (s )
+ a sup |3 (ls,y)-plzls],y)) i (2) ]
yeD{(x)Nn(s;) ’
|seglin lema A1)
n
< 8 X(x,s?) + o B, X(x,s?) ZEQ 1fm(z)[.

|segin 5% y 6%]
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Tercer término ¢ E1l argumento es el mismo gque para el

primer término,

Sumando los tres té€rminos obtenemos,

|A£] () =a_ £ (x) [ < A Gx,80) 108427y )+ (B,+27Y,) Ziglfzczm

m
donde x pertenece a Si‘ Calculando el supremo sobre to

da x en @, obtenemos el resultado.//

La cota obtenida en esta proposicidn es, ===~
eséncialmente, un limite "a priori'™, Debido a ello se
requiere el conocimiento de las constantes Y, Bl’ Y1
62 y Y, para su cédlculo, Esto es apropiado para proble
mas con espacio de estado infinito donde se asume que
las condiciones de continuidad en el sentido de Lips--
chitz son explicitas. Sin embargo, no es nuestra inten
cidn el calcular estas constantes en-procesos con espa
cio de estado finito. E1l pretenderlo nos obligaria a -
resolver, en la mayoria de los casos, un problema'de -
caracter combinatorio, Por lo tanto, el algoritmo no -

es adecuado para este tipo de procesos,

Estudiaremos ahora el término Af:-Amf; para
el proceso aproximado resultante del uso del algoritmo
I1. También veremos que las condiciones requeridas pa-
ra los procesos cuyos espacios de estado y de decisio-

nes son finitos son mas débiles que cuando no lo son.



4, Algoritmo IT

Introducimos mé&s notacidn. Para cada i y 1}

m
tal que x pertenece a S., sea
: i

1) ntG) 2 osup [ri() - orGy)|
yeDm(m)k
2) E?(.X) = sup lp?(jly)-g(jIX,y)l
yed™ (x)
donde ;(jlx,y) = Z 0 p(ZlX,y)x
xesj

Claramente, nm(.) y 5?(.) son funciones no -

negativas definidas de {2 a R que son uniformemente aco

tadas,

Antes de obtener una cota en el término -

n n . : } .

p(Afm—Amfm) necesitamos un lema y nuevas hipotesis. -~

Sean m_ y m enteros positivos, donde m < m, y conside
o o — -

rense los procesos aproximados obtenidos empleando el
algoritmo II con particiones de tamanos m,y m, respeg
tivamente. La nueva hipotesis es,

m

m m m . .m 0
* = 8 .
8 Ok(y) = Oj(y) para y € Dk si Sk Cij ,

Notese que 8% es siempre posible y represen-—
ta una condicidn en la manera en que la asociaéidn de

polfticas definida por o se lleva a cabo.

78



79

Lema 3.1. Para un proceso de Markov con espacio de es-
tado finito PDM v los procesos aproximados PDMm (m=1,
2,...) obtenidos por medio del algoritmo II, si 8% se

satisface, entonces, nor cada x en .

N .
1) n™(x)} €0 cuando m .~
. , . o m
2) Para cada j=1,2,...,m, si Sj :)Sk para m > m _, la
5 N s | N s
oecuc1clg {gk(.)}m > mo~‘ 0 cuando m 7.

Demostracion: Fijese m Para m > m se representa por
, O
ol 0

Sk los elementos de la particidn de Sj en subconjun-—--

tos como consecuencia de incrementar de m,oam el nﬁmg

ro de bloques en la particidén de Q. Por lo tanto, para

cada j,k y x en §

m m n
0 MW O oI o ~
Sj :)bk, Dj :)Dk vy D (%) 23D (x). De acuer
m mO m InO -
dé.con 8%, . n (x) <n (x)y gk{x),gxgj (x), para

cada x en vy j,k. Dado gue el espacio de estado 0 es
finito, siendo M el niimero de estados en (. es obvio -

fx) = 0, pera cada ¥ en §, v k=1,2,,

que nM(x) = 0 v I
va S MO/

Las funciones nm(.) v Em(.) (k=1,...,m) se -

denominan funciones de error.

Proposicidén_3.2. Si PDM es un proceso de Markov con es
pacio de estado finito y PDM_ (m=1,2,..) se obtienen -
L

us ando el algoritmo I1, entonces,
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1 oMg

p(Af;,Amfg) < max (" (x) + a
x€0 J

m n., .
1 Ej(x)lfm(J)]),

. - m
Demostracion: Para cada x en §, x en Si para algln ===

i(l,...,m).

lAf;(x) - Amf;(x)[ = lsi X SS?I

| sup {r(=,y) + a I p(z|x,y) f;(Z)} -

yED(x) z€Q
i o m n
- sup {ri(y) + o I pi(jly) fm(j)}l <
m j=1 .
yeD;

|por definicidn de Ay Am[

| sup {r(x,y) + o = p(z|x,y) fZ(Z)} -
yeD(x) ze

‘m “a . - ’ m, n
- sup {r(X,Oi(X,y.‘) + O 4 PkZlX:G.; \.X,Y))fm(Z)H

. m ze §
ys:Di

+ sup {r(x,G?(X,y)) + o I p(zlx,U?(x,y))f;(z)} -

m zg §1
yEDi

=

-  sup {r?(y) + o p?(jly) fi(j)}!

m j=1
D,
ye s
lpucs la suma no es mayor que la suma de los valcres -

absolutos{




Estudiamos ahora estos dos términos. El apar

tado 3° de el algoritmo II define, para cada y en D?

y si y e€D(x)

tHi

o (x,y)
. e D(x) si y #D(x)

Por lo tanto,

sup {r(x,c?(x,y) + o % p(z[x,O?(X,y)) fi(z)} =

yeD? z

= sup {r(x,y) + a I p(z|x,y) £2(2)}
ye D (x) z "

y el primer término es cero.

Segundo término

sup {r(x,@?ﬁx,y)) + o Z p(zlx,@?(x,y) fz(z)} -
yeD?

Mg
[y

sup {r?(y) + a

p; Glyy (] =
ygD? '
1

3

sup lr(x,O?(x,y))~r?(y) + o sup]| _E f;(j)

m m j=1
yeDi , yeDi

Ia (plzlx,00(x,y)) = Y Gily))] z
3

seg{in el lema A.l
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Ineli=1

n"(x) + o sup |2 P Glx,0f Gy -pi G| =

[N
it
o

m
D,
yeb,

82

.rpues f;(.) es conegtante en S? y la definicidn de nm(.)l

/

m

e+ e £ @] sup [Pk, 0T Gy T G og
j=1 ™ ' '

yebs

lpues fi(j) es independiente de y l

m m n m m

n (x) + a I ]fm(j)l Ej(x) |por definicidn de Ej(.)l
o1

J

Computando el supremo sobre todaa las x en {

obtenemos el resultado.//

El lema 3.1 no se aplica a procesos con el -
espacio de estado infinito, Se puede democstrar que las
secuencias {n"¢.)} y {E?(.)} son no crecientes en m --—
(para cada x en ), pero no es necesariamente cierto =
que convergen, y si lo hicieran, que converjan a cero.
La razdn es que la asociacidn de politicas definida ~--
por d? puede destruir las condiciones de continuidad -
(en el sentido de Lipschitz) de las ganancias y proba-
bilidades de transicidn que intervienen en la defini--
cidn del modelo, Para preservar la continuidad requeri

.. . -
mos nuevas condiciones de la transformacion
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9% Para todo x,x' en @, vy e (x)ND (x"), --
existe y' aDm(x)f\Dm(x') y un escalar k tal

que

max (A (T (x,y),y D LA O (x",y),y D))< kA (x,x").

10% Para y,y' eD"(x) existe un escalar k' --

tal que

M (x,y), 0T (x,y")) < k' A'(y,y").

Las condiciones 9% y 18%* son afirmaciones so
. . m
bre las caracteristicas gque las transformaciones O sa
tisfacen, estando relacionadas con la forma de los es-
pacios de decisiones del proceso. Usaremos estas condi
. m m

ciones para argumentar que n (.) ¥ Ej(.) convergen a -
cero: el valor de las constantes k,k' no es relevante
para el cdlculo de los limites del error, si bien lo -

es en relacidn al valor que toman estos limites.

En el apendice C presentamos ejemplos donde
las transformaciones o™ no satisfacen las condiciones
9% y 10%, con lo que la continuidad en el sentido de -
lLinschitz de las ganancias y probabilidades de transi-

cidén para el proceso aproximado se pierden.

' n n
Pasamos ahora a acotar el factor p(Afm,Amfm)

cuando el espacio de estado no es finito, Presentamos
primero un lema con dos partes: la primera afirma que
las ganancias y probabilidades de transicidn de los —--
procesos aproximados heredan la continuidad del proce=
so original, y la segunda es equivalente al lema 3.1,
pero en el caso de procesos con espacio de estado infi

nito,



Lema 3.2. Sean PDM un proceso de decisiones markoviano
denumerable y PDMm (m=1,2,...) los procesos aproxima--
dos construidos mediante el algoritmo II; si se satis-

facen 1% - 10%, entonces

1°) Existen escalares B? tales que para cada x,x' en
Q e y en Dm(x)f\Dm(x), lr(x,gm(x,y)) -
- rdx',o" (x| < BY Ax,x").

2°) Existen escalares Y? tales que para x en £, y,y'’

en D" (x),

lr(x,0™(x,y)) - t(x,0™Ge,y") | < ¥] AT,y

. m o \
3°) Existen escalares B, tales que para x,x' en I e
. 2 q ]

y en Dm(x)f\Dm(x'),

3¢ 1x,0"0,y0) = BCGx,0™ Gy | < By AGxN),

4°) Existen escalares Y? tales que para cada x en {,

v,y' en Dm(x)

3¢ x,0™x,30) = PG x,0" 0Ly ) < vy MGy,

Ademas, para cada x en {1,

V4
5%) {(n"™(x)} 0 cuando m ./ =, ¥

‘m
. . o m
6°) Para cada j=1,2,..,,m, si Sj»:) S, para m > m_, la
\ 4
A\

secuencia . {52(-)}m > m A 0 cuando m , <,
~ "o

oy
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Demostracidn

2°) YI; = sup sup [I‘(_X:Um(x3}/'))—r(X3O'm(-Xay')>i/
xefl y,y'eDdP(x)

A" Cy,y ")

<sup  osup v ATOTGLy) 0T Gy D) (v !
xe y,y'eDdD (x) - , :

|segfin 5%%]

<y, k' |segiin 10%*|

sup sup !I’(X,Um(x,y)) -

1°)
x,x'eQ yEDm(x)an(x')

™
[
1

- r(x',Gm(x',y))[/A(x,x')

sup o Sup (Jr(x,0"(x,y)) -
x,x'el yeD (x)IND (x")

Ia

r(x,y ) e G,y G,y D H e,y D e e T Ty DY

i1

[A(x,x")

ldonde y' satisface 9*[

< sup (e Ge,y),y DB A G x DA (r 0 Gy D)
x,x'ef .

/0 (x,x") seglin 5% y 5%%|



B+ 2k vy |segiin 9%

3°) vy 4°) se demuestran de la misma manera.

.. m
Fijese m s Para m > m, se representa por Sk

m ,
los elementos de la particidn de Sj en subconjuntos,

como consecuencia de incrementar de mooam el nimero =

86

de bloques en la particidon de §. Por lo tanto, para ca

. m m m
da j,ky x en 2, sjo_) si , ch’) Dz vy D %(x) D p™(x),

Al

Toom m
De acuerdo con 8%, n'(x) <n °y €§£X> i;gjo(x)! Por -
lo tanto las secuencias de las funciones de error -
{n" ()} y {Em(-)} éon monotonicamente de-
wzm RN 2w

crecientes, Ademis,

nm(x) = sup sup_ [r?(y)fr(x,az(x,y))}lpor definicidn
xeSi yeDi de nm(X)l
m ' m 1
< 1/2 sup sup_ [r(x,ai(x,y))-r(x ,Gi(x Y0 |

tes eD.
X, X Sl y Dl

|por definicidn de r?(y)[

{A

1/2 Sm sup Ax,x") léegﬁn 1° de este lema[
1 x,x’eS? ' ‘

Bl = supy rurg los Gl - 5G|, 0T,y
i 1

por definicidn de gi(x)l
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- . m ——— . m
< osup o osup [P0 Gy ) =R (G ,00 (L)) |
1 1 .
X, X ESi yEZDi

|segfin el lema A, 2|

< BT sup Alx,x"). |segdn 3° de este iema[
x,x'eSi ’

A \
- Cuando m / « St N

m .
v {Ek(.)} convergen monotonicamente a cero para todo x

en Q.//

0. Por lo tanto {nm(.)}

Usando este lema obtenemos ahora la versidn
de la propesicidn 3.2 para el caso de procesos con es-—

pacio de estado infinito,

Proposicidon 3.3. Si PDM es un proceso de Markov con es

pacio de estado infinito, PDMm (m=1,2,...) se obtiene
usando el algoritmo II y las condiciones 1* - 10% se -

satisfacen, entonces,

m
p(Af; - Amfg) < sup (nm(x) + o X

I EIEPID)
X0 i J n

1

Demostracidn: La misma que en la proposicién 3.2, sus-
tituyendo el lema 3.1 por el lema 3.2 cuzndo es necesa

rio.//

Las cotas obtenidas en las proposiciones 3,2
y 3.3 son computables después que se determinan los pro

cesos aproximados, Es decir‘nm(.) y E?(.) se determi--
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nan resolviendo los problemas de optimizacidn descri--
tos en los apartados 4° y 5° del algoritmo II, Mas ade
lante emplearemos los resultados que aparecen en estas

proposiciones para la obtencidn de los limites,
/
.

H
/
i

En el caso particular de procesos con espa--
cio de estado y esﬁacios de decisiones finitos no hemos
impuesto ninguna condicidn-en el modelo markoviano, Es
decir, hemos asumido que 8% se satisface, pero esta es
una condicidn sobre las caracteristicas de las trans-=-
formaciones g" (lo cual siempre es posible). Por lo -~
tanto, &% es una caracterizacidn mis de la construccidn
descrita por el algoritmo II. En los procesos con espa
cio de estado infinito hemos impuesto las condiciones
9% y 10% para garantizar que las soluciones a la se---
cuencia de problemas {PDMm} converjan a la solugidn --

del proceso original.

5, Algoritmo ITT

Debido a las caracteristicas de la construc-—
cidén descrita por el algoritmo IIT, los argumentos que
aparecen en esta seccidn participan de las caracteris-

ticas de los empleados en los algoritmos I y II.

Proposicidon 3,4, Si PDM es un proceso de decisiones --

markoviano, PDMw1 (m=1,2,.,.) se obtiene usando el algg
ritmo III y las condiciones 1* - 7% se satisfacen, en-
tonces
p(Afn A fn) < Yy max sup Alx,x")(y, +

m’> "mmf — : m ’ 1

i=1.,m. x,x'SSi

m
foay, I D+ sup TGO+ o B ETCG [ (D)
zeQ " xeQ . j=1 3
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. ' m
Demostracidnt Para cada x en {2, x en Si para algin --

i(l,Z,‘.,,m)'

LAf;(x) - A fh(x)| = Jsiox 8T

/
{

| sup {r(x,y) +a % p(zfx,y)f;(z)} -

vyED(x) zZE€EQ
m mon n
= sup {r.(y) + a 2 p; (3]y) fm(j}}l <
yEDi j=1 '

|por definicién de Ay Am[

[ sup {r(x,y) + a I p(z[x,y) fi(z)} -

yED(x)
"~ sup {r(x,y) + a £ p(z|x,y) f;(z)}’ + [supm {r(x,y) +
yeD (x) yeDy
1 o) m mm. 1’1.]
+ o I oplzix,y) £ (z)}- sup {ri(y)+ o I p(ly)E (§)}]
' y €D, j=1

Estudiamos ahora cada término separadamente,

.

Primer té&€rmino :

| sup {r(x,y) + o L p(zlx,y)fz(z)} -
yeD(x)

- sup_ {r(x,y) + o I p(zlx,y) f.(2)}] =
ysD? :
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sup {r(x,y) + o & p(z[x,y)fg(z)} -
yeD(x)

sup_ {r(x,y) + o L p(z|x,y) fZ(z)}
.YEDi :

/ .
: }pues Dm(x)CLD(x) por definicidn de Dm(x)l

< sup {r(x,y) + a & p(élx,y) f;(z)} -
yeED(x)

o sup C AxGx,y)ta Tpzlx,y) £ (2) )
yED(x)-{d:A'(0,d)<y  sup _ A(x,x")}
x,x'esi

-—

|D™(x) D(x)-1{d:iA'(0,d) <y sup A(x,x')} segin 4%]
x,x‘ES?

sip  (r(x,y)+ o I plz|x,y) £ (2) -
yeD(x)

- (sup (r({x,y) + o L p(z[x,y) f;(z)) -

yeD(x)
sup | r(x,y)+ o Zp(z[x,y)fi(z)l
yeld:x'(0,d) < v sup A(x,x")}
x,x'eS;
i
|segin el lema A,3}
i_Ylk'(O,d)+ o sup Z[p(zlx,y) -

ye{d:2x'(0,d)< ¥ sup K(x,x')}
x,x'€S;
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- pzlx,yrd) | £ (2) ]

seg{in 5%*% v el hecho de que la suma no es -

mayor que la suma de los valores absolutosl

< ¥, Y sup Alx,x') + o Y, Y sup A(x,x'). L fn(z)
1 . 2 A . m
X,x €S, x,x'€8; zefl

|segln 6%%|"

Segundo término ;

| sup {r(x,y)+ o I p(z[x,y)‘fz(z)} -
yeD™ (x) '

m
- sup {r?(y) + o .Z p?(j[y) fi(j)|
yED™ (x) i=1
m m o
< oswp o rGLy)-r ] e sup | T G x,y) -
ve D™ (x) ye D™ (x) 371

- e Gy 2G|

|Segln el lema A.1, la definicidn de PG x,y)

y que f;(.) es constante en cada bloquel

[£2( ] o sup PG E RGN

< n(x) + o
1 ve D (x)

I ™My

J



[por definicidn de nm(.)[

g

g n"(x) + o

n,. m
{ j [fm(J)i \ Ej‘(X)‘

Sumando los resultados correspondientes a —--
los dos términos y calculando el supremo sobre toda X

en 3, obtenemos el resultado, //

Los términos que intervienen en la cota de -
n n . : .
p(Afm, Amfm) contienen 'en este caso, términos computa-

bles "a priori'"; estos factores acotan el error debido

a no considerar las decisiones gque son relevantes. Los
otros facuores se obtienen de la misma manera que cuan
do el algoritmo II es el que se usa: por medio de las

funciones de error se mide el error introducido por --
las ganancias y probabilidades de transicidon represen-

tativas.

Notacidn.- Para simplificar la compleja notacidn de la

n . . .
cota sobre p(Af;, Amfm), introducimos una nueva defini

.
C1LOM .
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m ..
Para x en Si definimos

A(x,s?>((81+2yy1)+(52+2yy2) zﬂ [f;(z){)
Ze

si se emplea el algoritmo I

o _
n"x) + oo B ER ). [ £) @)
) j=1 J m
o ' si se emplea el algoritmo II
E (x) = 4
n i
n
Y sup AGx,x") (ryte v, I lfm(z)!) +
x,x' 8§, zgfl
i
m o m n
+ " (x) + o I g (x) |£ (5]
. 3 m
j=1
si*se emplea el algoritmo III
\
m m
y E = sup E (x).
n xeQ O

6, Los Limites

Usando los resultados de las secciones 3, 4
y 5 en conjuncidén con los limites obtenidos en el capi
tulo I, obtenemos limites sobré f—f;. Los teoremas si-
guientes presentan estos resultados.

.

Teorema 3.1, Para un proceso de decisiones markoviano

con descuento cuyo espacio de estado es denumerable --
(finito o infinito) PDM y sus correspondientes proce--

sos aproximados PDMm,
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1°) Si se usa el algoritmo I en la construccion de los

-

procesos {PDM } y se satisface 1% - 7%, §
m

2°) Si PDM tiene espacios de estado y de decisiones fi
nitos, se usa el algoritmo II en la definicidn de

los procesos {PDMm} y se satisface 8%, 5

3°) Si se usa el algoritmo II en la construccidn de los

-

procesos {PDM } y se satisface 1% - 10%, 3
m

4°) Si se usa el algoritmo III en la construccidon de -

los procesos {PDMm} y se satisface 1% - 7%, &

entonces,

° n n n-1 ) 1 _
5°) p(£,f ) <o p(f , £ ") -~ a+ E /1~ .

Demostracidn; De acuerdo con las proposiciones 3,1, ==
3,2, 3.3y 3,4 8 2° & 3° & 4° se cumple p(Af;,Amf;) <
=< E:. Sustituyendo en el lema 1,1 obtenemos el resulta

do. [/

Teorema 3.2. Bajo las mismas condiciones que en el teg

rema 3,1, =i PDM satisface la propiedad de igualdad de
-1

la suma én las filasy entonces p(f,fg)i o p(fg,f; )Y/

i m -
/1 o + E /1 - o
" Demostracidni El1 lema 1,4 implica

1.

- - -1
o (£,62) < o pCel, £27 ) /1ma + p(af2T 7,4 £177) [1-a , con

lo que el resultado es inmediato.//
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Iv. QISENO DE NUEVAS PARTICIONES

1. Introduccidn

En el capftulo fI discutimos laé construccio
nes de lcs procesos aproximados a partif del original,
presentando tres algoritmos que denominamos algoritmo
I, I1 y I1I, respectivamente. En los m€todos que pro-
ponemos se emplean secuencias {PDMm}"de estos algorit

mos para aproximar la solucidén al proceso original.

Los 1lfmites que hemos obtenido contienen dos
tférminos. El primero converge monotonicamente a cero,

Por lo tanto

gerd suficientemente pequedio tras un n{imero de itera~-
ciones, Pero el segundo ftermino,
n n
Af A f
p(Af_, A )
‘ . . m

(que hemos acotado anteriormente por medio de En) no

. m
se comporta de la misma manera. De hecho, {En} (para
m fija) convergerfia a un valor positivo en la mayo-=-
rfa de los casos. Solamente empleando nuevas particio
nes del espacio de estado que contengan mayor nfimero

de elementos (es decir, aumentando m) seremos capaces

. . . m .
de disminuir En de una manera apreciable,.



Con respecto a estas reparticiones del espaw

cio de estado, dos aspectos son de interés

i) E1 disefio de una nueva particidn del es-

pacio de estado a partir de la que estamos empleando,

ii) Cuando se recomienda dejar de usar una =

particidn y empezar de nuevo con otra.

En las préximas secciones discutimos el pri-
mer punto en el contexto de los tres algoritmos pre-~
sentados, y mAs adelante nos referimos al segundo as-

pecto., Pero antes hemos de introducir m&s notacidn,

2, Notacidn

Con el @nico proposito de diferenciar dos -=
particiones subsiguientes, denotaremos por my la par~

ticidn actual

o
{s;" i=1,,..,m0}
y por m la nueva, con m > m . La nueva particidn

m .
{Si ;s 1= 1,...,,m}

se obtiene inductivamente rompiendo bloques de la par

ticién actual en dos elementos. Es decir,



Es obvio que de esta manera podemos obtener cualquier
partici®n que proceda de romper los bloques de 1la par
ticidn actual. Cuando decidamos emplear una nueva par
. . . n
ticidn, ucaremos la dltima ganancia acumulada f , co
m b
o
rrespondiente a la particidn empleada hasta ese momen

to, como ganancia terminal, Es decir, definiremos

y continuaremos la aproximacién coun el operador Am en

lugar de A,
Mo

3. Nuevas Particiones del Espacio de Estado

Para los resultados que ahora presentamos, -
s6lo consideramos las particiones obtenidas rompiendo
un bloque de la particifén actual en dos.

Lema 4.1,

Si se emplea el algoritmo I en la construc-—--—

cidn de los procesos aproximados, rompiendo un bloque
o :
o
Sk de manera que
m ‘ g m
sup A(x,s, ) = max sup_ . A{x s.9)
m Tk n L |
. 0 ) : .
Xe S i=1l,.,.,m_ X €§.
k *1 €5y
obtenemos
m %o
E, < E_,

97
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Demostracidn i

Por definicidn,

1 1 : 1 1
p(Afm, A fm) = max sup [Afm(x)*Amfm(x)l
i=1,vo,m XES_‘.
< max sup_ A(x,st) ((B) + 2yy,)+(B, + 277,)

i=l,..,m xESi

1
o lf D
z€§l m L

|seglin 1a proposicién 3.1

= max sup A(X,S@)((S +2vy )+ (B, +2yy,) L [fn (z)l)
m i 1 1 2 2 m
i=1,..,m xE8; Tz 0
et = £ |
m m
o
{ max sup A(X,SW)((51+2YY1)+(32+2YY2)Z[f; (z)|)
i=1,..,m csto * o
i#k *E9y

= max»ll

max sup k(x,sg )((81+27Yl)+(82+2YY2)Z}f3 (z)|)
j=1,2 XES-mO J o

L ks
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[ max sup ETO (%)
i=1,,,m xeSmO n
i#k i

= max 1

m sup_ A(x,sp ) (B +2yy ) +(By+2yy DT[] (@) ])
i=1,2 i o

Xeské
| j

m
fpor definicidn de Eno(x)[

Por lo tanto, rompiendo en dos un bloque don

de se obtiene el

m m m
max sup_ A(x,s. ), E

. m i 1
i=1l,.,m

(@)
< E .
- n

o
xeS |
i

Y esto es lo mds que podemos hacer rompiendo un bloque
en dos.//

Lo que dice este lema es que nuevas particig
nes deben ser disefiadas rompiendo un bloque donde se

. - m )
obtiene el error Eno'
Lema 4.2,

Si se emplea el algoritmo II en la construc-

cibn de los procesos aproximados, rompiendo el bloque
m .

S © en otros dos SI y st
k kl k2

tal que



foiaa
fac)
[ac3)

m
521(x> + gy (x) 28 %)

2

para cada x en {, obtenemos

m o]
E;, < E°.
Demostracidn
Por definicidn,
1 1 m nom 1,.
p(Af ,A f ) <sup (M (x) + o I SHCIREINEIED
. 3 m
x €2 j=1

segiin las proposiciones 3.2 vy 3.3]

= max s4p (nm(x) + 0
i=1l,,,m

[ e =]

R 2 (D
. i m
x&S? j=1 °

1 n
m m

| £

i
Hh

[ m o
max sup_ (n (x)+a
o . m

i=1,,,m

itk

m n . m m
BTG, (D +(E Ga+gy (D)
o 1 2

oo™

o j=1
o) xs—:Si ik

n

JdES )
m
o]
=maxﬂ
mO
max sup (n (x)+a
j=1,2

T

s}
a?cx>lf;o(j>l+(gkl(x)+gﬁch>).

M8

m j=1
xESk. J4k

]

n

dE, D
O
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Por lo tanto, dado que

CORE EICO IR SH O IR N S D

segfin los lemas 3.1 y 3.2 y

’ m
ail(.) + agz(.) <500

por hipotesis, E? ﬁ.EnO'/[

Lema 4.3.

Si el algoritmo III se emplea en la construg

cidn de los procesos aproximados, rompiendo un bloque
m

© en otros dos SI , st tal que
k kl kZ

5

: m
Ep G0+ B () 2 5 &)
1 » 2

para todo x en {I, obtenemos

n o
< .
El -En‘



Demostracidn

Observando que en la cota correspondiente al

algoritmo III (proposicién 3.4) interviene el factor

sup (nm(x) + o
x 0 j

T ~M8

m 1,.
1 E;Ga e (D

el argumento empleado en el lema 4.2 muestra que ‘este
factor no aumenta., Dado que los demas factores que inp
tervienen en la cota a lo sumo permanecen constantes

o bien disminuyen, el valor total del error no aumen=

ta,//

De ahora en adelante, asumiremos que las nue
vas particiones se obtienen de la manera descrita en

los lemas anteriores,

4, Sobre los Limites

En el siguiente resultado nos referimos al -
segundo punto que hemos comentado en la introduccidn:
en que momento dejamos de utilizar una particidn y =--
empezamos con una nueva. Es decir, para que n hacemos

1 _ n
f = f

m m
[»]

de manera que la cota obtenida para esta nueva parti-
cidn sea mds pequefia que la que hubieramos obtenido -

de seguir con la otra particidn.

102
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Nétese que no podemos afirmar que

- . m m
En+l - En
' . n+1l n
pues dependen, respectivamente de fm y fm. Y por le

tanto, no podemos concluir que

n+1 0 T
PUE,E0 ) < p(f,E))

Sin embkargo, mostraremos que la cota de error para --.

p(f,fi) no es mayor que la cota sobre p(f,fi+l) cuan-
do ©
gz 4P
m m
0

Y que esto es cierto para todo n. El préximo resulta-

do describe estos puntos de una manera rigurosa,

Proposicién 4.1

Siendo £ = f; para cualquier n,

i° Si se emplea el algoritmo I en la construc--
¢idn de los procesos aproximados y se repar-
ticiona el espacio de estado de. acuerdo con

el lema 4.1, o

2° Se emplea el algoritmo II en la construccidn
de los procesos aproximados y se reparticio-
na el espacio de estado de acuerdo con el le

ma 4.2, o
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3° Se emplea el algoritmo III en la construc-—-—-
cidn de los procesos aproximados y se repar-
ticiona el espacio de estado de acuerdo con

2l lema 4.3
entonces,

4° p(f,fi) no es mayor que la cota obtenida so-

bre p(f,f?n+1)\
: (o]

Demostracidn :

Por definicibdn,

f = A f£f = A f y
m m m - m m
o)
n+1 n 1
f = A f = A £
m m m m m
o o 0 o

Ademis ,

2 i 1 1 . .
p(f,fm) =< p(f,Afm)+p(Afm,Amfm) ldeSIgualdad triangular

1 1 1 m
< p(f,Af ) + E] loCaf ,a_£) < ET]
2 a p(f,fi) + E? [A es a-descontado]
n m 1 _ n
= a p(f,f ) + B £, = £ |
. o o
n+1 n mo : m .
§_a(o(fm £ )/l*a+En /l—u+El |seglin el lema 1,1}

O (9]
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m

. n+1 n _ . o _ m
p(fm ,fm Y.alfl-a + (uEn +(1 a)El)/lﬁa
o o
n+l1 n mo m o
< - - o tl
< p(fmo ,fmo).a/l atE /1-¢ [El < En segiin

los lemas 4.1, 4.2 y 4.3],

La filtima expresidn es el limite del error -
. 4 n+1
obtenido sobre p(f,fm ) en el teorema 3.2.//
)

Es decir, que la eleccidn de una nueva parti
cidn es independiente de la iteracidn que estamos lle-
vando a cabo. Por tanto, las consideraciones que intery
vienen en esta decisidn reflejardn la estructura del -

proceso gue estamos considerando en ese momento,



V CONCLUSIONES

1) Se ha obtenido un método de resblucién -
aproximada de procesos de decisiones markoviancs con
espacios de estado y de decisiones finitos, empleando
el operador supremo correspondiente al proceso origi-

nal.

2) Se han obtenido 1fmites de error sobre la
diferencia entre la ganancia Optima del proceso origi
nal y una ganancia del proceso aproximado, para proce

sos de decisiones secuenciales con descuento,

3) Se han presentado tres construcciones de

procesos aproximados a partir del proceso original pa

ra procesos de decisiones markovianos con espacios de

estado y de decisiones finitos.

4) La primera construccifn es una generaliza
cidn del método prupuesto por Fox. Se ha presentado -
un algoritmo que emplea esta construccidn, obteniendo
se estimaciones sobre la convergencia de las solucio-

nes aproximadas a la solucidn del proceso original,

5) Las otras dos construcciones presentadas
son originales, Su implementacidn ha tenido en cuenta
la estructura de los espacios de decisiones del proce

SO«
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6) Se han presentado algoritmos que emplean

estas dos Gltimas construcciones,

7) Se han presentado métodos alternativos pa
ra estimar la convergencia de las soluciones aproxima
das, tanto en aquellos casos en que el empleo del ope
rador supremo del proceso original es factible como -

cuando no lo es. .

8) Se ha extendido la utilizacién de los tres
métodés aproximados propuestos, y los correspondien--
tes algoritmos que los utilizan, a ciertos procesos -
de decisiones markovianos cuyos espacios de estado =--

son denumerables.

9) Bajo ciertas condiciones de regularidad,-
se ha estimado la convergencia de l2s soluciones apro

ximadas en estos procesos.
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APENDICE A

En este apendice presentamos resultados ma
tematicos que han sido empleados a lo largo de los =~
diferentes capitulos,

/
Lema A.1., Sean aiC > R y biC -~ R, dos funciones -

acotadas superiormente., Entonces,

1° sup a(x) + sup b(x) > sup (a(x) + b(x))
xtC xeC xeC

2° |sup a(x) - sup b(x)[ < sup [a(x) - b(x)l
xeC , xel xeC

Demostracion: 1) Obviamente sup a(x) 3‘a(x), Y mem—

sup b(x) > b(x). Por tanto, sup a(x) + sup b(x) >

> a(x) + b(x), que implica el primer resultado,

2) Si'sup a(x) = sup b(x), el resultado es trivial,
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que —
sup a(x) > sup b(x). Por tanto existe € > 0 tal que
sup a(x) > sup b(x) + €. Y por definicidn de supremo

existe algfin x en C satisfaciendo :

sup a(x) < a(x) + & (y sup b(x) > b(x), ob
viamente).
Por tanto, sup a(x) - sup b(x) > a(x}) -

- b(x) + € y sup a(x) - sup b(x) > b(x) - a(x)} - &,

Es decir,
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la(x) - b(x)|+ e > |sup a(x) - sup b(x) ]

Y como esto es cierto para todo € > 0 suficientemente
pequefio, el segundo resultado es inmediato.//
J
m m
Lema A.2. Sean S., D.

;0 Dy i = 1, ¢v.,m, Yos definidos -

en el capitulo ITI, Entonces,

o . > ‘
sup  sup |p} Gily) - % (]x, o] GyNn| =
x€sT  xED} A
1 1

< sup sup I; (jjx, ol (x,y)) - ; (jlx',o?(x',y))[.

1
m« m
'
X,X ES, D.
' 1.’ y 1

Demostracién: Para cada x en S? e y en D?, tanto p?(j[y)
- .
como p (jlx, G? (x,y)) son medidas probabilisticas defi

nidas en la familia de conjuntos {S? i i=1,2,...,m}. Co

mo p? (jly) minimiza el problema de optimizacidn (2), -

la conclusidn es inmediata.//

El lema que sigue es trivial, pero se adecua

a la forma que toman algunos de nuestros argumentos.

Lema A.3. Sea a:B - R una funcidn acotada, C un sub-

conjunto de B y sup a(x) > sup a(x). Entonces, -
xc B xe C
sup a(x) > sup a(x) - sup [a(x)[.

x€ B~C x€ B x€ C

Demostracidn: Dado que B=C\J (B-C) y sup a(x) > sup a(x).
%€ B XE

sup a{x) = sup af(x). Por lo tanto,
XEB XEB-C



W

sup a(x) <
xecB

sup
xE€B-C

a(x) + sup |a(x)|.//

xeC
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APENDICE B

En este apendice estudiamos los problemas
de optimizacidn por medio de los cuales se determi--
man las ganancias y probabilidades de transicidn que

/
‘aparecen en los algoritmos II y III.

Primero necesitamos un lema,

Lema B.l. Sea a:C - R, una funcién uniformemente --
acotada. La solucidén al problema de optimizacidn de

encontrar una constante a tal que

minimice sup |a = a(x)] es
xeC

a = 1/2 (sup a(x) + inf a(x)) vy el valor de la
x€C xeC

funcidn objetivo es z 1/2 (sup a(x) - inf a(x)).

x€C xe C
Demostracidn: Suprimida, ya que es directa.,//

Este lema senala que si el rango de una --
funcidn estd contenido en un intervalo acotado, el -
valor medio del menor intervalo cerrado conteniendo
al rango de la funcién, minimiza la distancia mi3xima
a todos los puntos de su rango.

Empleamos ahora este lema para demostrar -

los lemas 2,1 y 2.2.



Demostracidn del Lema 2.1, Para cada y en D?, i=1,2,.

ever,m r(x,y) es una funcidn uniformemente acotada -
. . . m
(hipotesis 7%) definida de S; a R, Por lo tanto, el

lema 2,1 es, para cada y, precisamente el lema B.1l.//

Demostracidn del Lema 2.2, Como hemos definido ante-

riormente ; (j]x,y) = o p(z[x,y) para cada x en {,
zE€S - :
A J
y en Dm(x). De acuerdo con el lama B.1l, rtara cada y

m .
en D/, 1=1,...,m, 1° en el lema 2.1 es la solucidn -

del problema de optimizacidn (2) sin restricciones -

(el apartado 5° en el algoritmo II y el apartado 4°
en el algoritmo IIL, sin las restricciones). Por lo
tanto, dado que dj(j,y) = sup |piGily) = p(ilx,9)]
xe ST
i

para cada j=l,...,m, ¥y D?, el lema B.,1 implica 4°,

Claramente, el valor optimo de la funcidn

. . ) m
objetivo en (2), sea z*, satisface z¥* > di(y) para -

.cada y en D?i i=1,...,m, pues d? es el valor de la =~

funcidn objetivo sin restricciones. Por lo tanto si
. m .
mostramos que existe p. (le), tal que, para cada --

. m .
i=1,.,+,m, y en D, satisface
i

i) Para cada j=1,.+.,m
—).
pT Gly) - inf P (lx,y) < 5O

m
X €5,
i

T, m o,
sup p (ilx,y) - p; Gly) < a7 ()
xesT :

1

ii) p? (ily) > 0 para cada j=1,2,...,n, y

130



m

p. (Gly) =1,

iii) i

[~ =]

i=1

entonces, p?(.[y) serda la solucidn de (2) (con las -

‘restricciones incluidas). Esto es lo que hacemos aho

/ - »
ra, vy el argumento esta completo.

A partir de i) se deduce que

m . > m, . >
di (v) + inf p(ilx,y) 2 p5G|y) 2 suw p(i|x,y)-d] ()
x€8% xEST
1 1

(5)

La definicidn de d?(y) implica que ii) se

satisface trivialmente, Mostraremos ahora que,

Csup p(ilx,y) + inf p(ilx,y)) > 2. (6)

m m
xE§, xXES
i _ i

[ e I =

El argumento es "por contradicecidn'. Asuma

mos que (6) no es cierto. En ese caso

m+n m _)‘a . » +'
2 L p(lx,y) » I (supm p(Jlx,y)+ 1nfm p(J‘x,y))
j=1 j=1 x€85,; XES
i i
pues
m,
'21 p(ilx,y) = 1. Por lo tanto, para cada x en Q,
J=
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m
. > > .
2 L I pQlx,y) > T L (sup  p(ilx,y) +
xel j=1 A xefl j=1 xs:Si
- +d m —)-
+inf  p(|x,y)) = I I (sup_ p(ilx,y) +
. . m
xeS. j=1 xefl xe8§,
i i
> . .
+ infm p(Jlx,y)) lQ es finito
xes:‘L -

n
> I I (;(j[x',y) + plx",y)) |pues existe al me-
j=1 xef

nos un estado x* tal que p(jlx*,y)—e < infm g(jlx,y)
XeS,
1

que lo satisface para € > 0 suficientemente pequeﬁol

=2 3 T op(ilx",y) [ es finito
xeQl j=1

lo cual es una contradiccidn.

Por tanto,

n .

1 <1/2 ¥ (sup ;(j[x,y) + dinf ;(j]x,y))
—r—, . m m
ji=1 xESi xeSi

- . + -
= I (d7G,y) + inf p([x,¥)),
ji=1 XES.
i
mo m o :
Que con i) implica I Py Gly) < ¢ (di(j,y) +
j=1 j=1

- + -
+ 1nfm p(J[x,y)).
szi
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Un argumento similar muestra que,

12>
3

(i,vy)), que de acuerdo

| [ e I =

e
(sup, pUlx,y) - 4}
1
1 xeSi

con i) implica que

m
-’. -
py; Gly) 2 I (swp_ »Glx,y) - df (§,y)). Por

i ‘- i
j=1 ngi

" Mg

j=1

lo tanto, el conjunto de p?(j]y)’que satisface las -

restricciones i), ii) y iii) es no vacio.//



APENDICE C

Por medio de dos ejemplos mostramos que si
el modelo no satisface las condiciones 9% y 10%, la
'kontinuidad en el sentido de Lipschitz de las ganan-
/cias (y de las prqbabilidadés de transicibén posible-

mente) puede quedar destruida.

Ejemplo C.1l. Considerese el proceso de dicisiones =--

markoviano definido por,

Q= |o,1]

{Cuadrado de longitud 2 con centro en (x,0)}"

{(l‘X ’0)} - {(X"‘l ,0) ’(O ’l) ,(O ’_l)}
para x e (0,1)

D(x)= {{Cuadrado de longitud 2 con centro en (0,0) 1}~
{¢0,1),(1,0),(0,-1)} para x = 0

{Cuadrado de longitud 2 con centro en (1,0)}-

k{(0,1),(0,—1)}

r(x,y) = a para y = (a,b).
p(.IX,y) = distribucidn uniforme en .
Definimos A' = A = ||,|| = la norma eucli-

. ul .
deana en el plano. La transformacidn o_, que asocia
' i
decisiones admisibles a las consideradas en el procg
so aproximado, se define, para y* = (0,0) ym =1 -

por Gi(X’Y*) = y', la solucidn del problema

min At (vy,y%).
yeD(x)

135



13e

Es decir,

(-1,0) para x=0
Gi (x,y*) = {(1-x%,0) para Xe(o,l)
(0,0) para x=1

Graficamente: Representamos D(x), resultando

D(O) D (x) D(1)

-
P
-

-,

P S
L =

P Y
3=
»

P
g

=

Para m=1 y* = (0,0)eD(1) F'Dl(x) para ca--

da x en . Por lo tanto,

Bi > sup |r(0, ci(O,y*)) - r(.X,O‘i(X,Y*)}[/HO:XH
x ef '
> sup  |r(0,(-1,0)) - r(x,(1-x,0))]|/]]x]]|
xe|0,1)
= sup |-1-(1-x)|/|x]
x€]0,1)
= 1im |-24x|/[x]| = e,

x+0



Ejemplo C.2. Considerese el ejemplo anterior con los

siguientes cambios :

1
o

r(x,y) = + b para y = (a,b)

(0,0} para x = 1

o], (1-x,0)) = ,
(1-x,1) para x # 1

Por lo tanto,

Yi = sup sup lr(x,O‘i(x,y'))‘r(x;@i(x:y})l[
xe@l y,y'ed (x) :

HHly.y']]

> Tm  [r(1,0Q,y"))-rA,00(1,0,00))]/
y'+(0,0)

/'l(o’o)’Y'll Jpara y = (O’O)I

> lim |r(1,07(1,(1-x,0)))-2(1,01¢1,(0,00)) |/
x+1

/11 -x,0),¢0,0) ||
|para la subsecuencia {y'} = {(1-x,0)}|

= lim |2-x|/|1-x]| = =,
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