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INTRODUCCI ON

El objeto de este trabajo es sistematizar una técnica que
intenta atacar el problema de existencia de secciones de funciones
continuas o© funciones diferenciables, y el problema de
triangulacién de una variedad topocldédgica. El antecedente directo
de esta técnica estd en la teorfia de homologia seccional
introducida por Weishu Shih, [47] y [48]}, para el estudio de los
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.

Dada una aplicacidén continua

f : X — B
entre espacios topolégicos X y B, Shih considerd el conjunto
simplicial K(f) construido como sigue: Los g-simplices son las
parejas (o,y), donde a:Aq—+B es una aplicacidn inyectiva continua
del g-simplice estandar A =<(Xg,%;,...,Xq)€R¥*|x,20, Ix;=1> en B,
Y ¥ es una funcién continua y: A;—X tal que o=f.y. Los operadores
cara se definen de una manera natural. Cuandoc X, B son variedades
diferenciales, f es un morfismo diferenciable y keZ WKwu>, se
define el subconjunto simplicial K(f), de K(f) formado por las
(o,y) diferenciables de clase Ck, con o inmersién difeomorfa (fr.

“plongement ). Entonces definié ([{47]) el grupe de homologia



seccional con soportes propios de £, designado por H,(f),, como el

grupo de homologia de las cadenas localmente finitas del conjunto
simplicial K(f) con coeficientes enteros. De la misma manera
definié los grupos seccionales HL(f),,. Considerando sdlo las
cadenas finitas en K(f) y K(f), se obtienen los respectivos grupos
de homologia seccional con soportes compactos de f.

El homomorfismo natural de la homologia seccional de f:X-B
en la homologia singular de B con cadenas localmente finitas

Pn: H (), — HII (B

le permitid definir el grado seccicnal de la funcidén f, denotado

deg(f), cuando B es una variedad orientada de dimensién n por 1la
férmula

deg(f) = card <HM (B)/ Im p>-1.
En el caso en qhe X, By f sean de clase c®, se puede utilizar el
grupo de homologia seccional k-veces derivable H(f),; en lugar
de H(f),, y obtener el grado k-veces derivable de f: degk(f).

Estas nociones le permitieron probar que la anulacidn de
deg(f) es necesaria para que f admita una seccidn continua y, en
el caso diferenciable, que degk(f)=0 es necesarioc para que f tenga
una seccidén de clase Ck.

Redefiniendo los grupos de homologia con soportes compactos
de f, Shih [55] obtiene nuevos grados (ver el capitulo VIII de
esta tesis), que coinciden con los anteriores cuandoc la variedad B
es compactia, y demuestra un tecrema de caracterizacidén del nuevo
grado seccional continuo de £:Y—X, con la condicidn de que f sea
un espacio fibrado localmente trivial cuya base X sea una variedad
topoldgica conexa orientada de dimensién n y cuya fibra sea un

CW-complejo finito conexo.



Shih no presenta demostraciones ni propiedades de las
homologias, ni indica la categoria explicitamente. Lo hace
Frangois Lalonde, quien ha dedicado su tesis [33] a estudiar
sistematicamente la homoclogia seccional con soportes compactos. Ha
demostrado que cumple los axiomas de Eilenberg-Steenrod, excepto
el de escisidn, en una categoria adecuada y que los grupos
correspondientes no son invariantes de homotopia continua. Esto
Ultimo es un inconveniente para el calculo, pero es fundamental
para poder aplicar ésta teoria a los problemas de ecuaciones en
derivadas parciales o©o integrales pues éstos problemas no son
invariantes por homotopia. La Thése d’Etat de Lalonde [37] esta
dedicada a calcular la homologia seccional diferenciable de clase
Ck de las funciones diferenciables f:X,—X, que localmente son de
la forma R"xR™—HR". Estas funciones, que se llaman k-submersiones.
engloban a los fibrados localmente triviales y a las submersiones
en el sentido ordinario. El resultado gque obtiene, para lo cual
introduce nuevas teorias de homologia que llama homelogia de
p-campos transversos y homologia de “plongements™, es el
siguiente:

TEOREMA S. Sea f:X,—X, una k_-submersién (25k, <w). Cualquiera que
sea 1<k<k,, el morfismo inyectivo p,:C(f),—C(X,> del grupc de
cadenas seccionales finitas de clase Ck de f en el grupo de
cadenas singulares finitas del espacio X,, dado por la proyeccidn
(Aq,0,7)—(Ay,¥), induce un isomorfismo p,, Ssobre los grupos de
homologia en las dimensiocnes inferiores a n = dim X; y un
epimorfismo en dimensién n (los grupos de homologia seccional de f

son nulos en las dimensiones >n).



Agqui vamos a presentar una teoria de homologia mas simple que
las anteriores, que es una teoria de Eilenberg-Steenrod (es decir,
que cumple escisidn) y que la definicién de grado coincide con las
antericres. El método adoptado consiste en construir una apropiada
teorfia de bordismo tomando como modelos las seudovariedades. Los
ciclos geométricos asociados a una funcién continua f:Y—X son
cuaternas (P,o,y;®) donde P es una seudovariedad, o y ¥ son
funciones continuas tales que o=fey y P es un recubrimiento por
subpoliedros compactos de P, de forma que o es ‘“casi inyectiva® en
cada subpoliedro PeP. Decimos que una funcidén o:P-—X definida en
un poliedro P, es "casi inyectiva" si existe un poliedro Q, un
p.l.-epimorfismo m:P,—Q y una funcidén continua inyectiva u:Q—X
tales que o = uemr. El usar funciones "casi inyectivas™ es para que
sea posible la construccién "cilindro de un ciclo”™ gque permite
hacer bordante un ciclo a sf{ mismo (como se sabe, ésto es esencial
en toda teoria de bordismo). En nuestro caso el cilindro del ciclo
(P,o,7;P) es (PxI,oepr,,yepr ;PxI), donde I es el intervalo
cerrado [0O,1], pr, es la proyeccién candnica sobre el primer
factor y PxI = <P~‘xI|P-LeJ’); es evidente que oepr, no puede ser
inyectiva, ni siquiera “inyectiva a trozos”. Una posible
desventaja de este procedimiento de representar 1los ciclos
seccionales frente a otros procedimientos que se imaginen, es que
estamos obligados a estudiar si las funciones ¢ son © no
inyectivas en cada PeP. La solucién que tenemos es que en cada
clase de seudobordismc hay al menos un ciclo (P,o,y; %) en el cual
o es inyectiva en cada Pe€P. Una caracteristica positiva del
bordisme aqui presentado es que hay una equivalencia natural con

la homologia de un apropiado complejo de cadenas gque llamamos



homologia seccional casi-inyectiva, lo cual nos permite compararlo
directamente con la homologia singular y demostrar que el grado
definido con nuestra homologia coincide con el de Shih.

También se da el seudobordismc seccional diferenciable de

clase Ck, Su estudico se basa en un caso particular, el
seudobordismo de casi-inmersicones difecomorfas de clase Ck, de
forma andloga a lo que ocurre con la homologia seccional
diferenciable y la homologia de “plongements”, pero sin necesitar
nada parecido a la homologfia de p-campos transversos, lo cual,
Junto al usc de las técnicas de aproximacién de inmersiones
difeomorfas originarias del probl ema de triangulacién de
variedades diferenciales ([45], [62)), produce una teoria mucho
mas sencilla que la dada por Lalonde [37]. Los ciclos seccionales
diferenciables de clase Ck (P,o,7;P), asociados a una funcién
f:Y—X de clase Ck son ciclos seccionales con funciones o Yy ¥
continuas que cumplen ciertas condiciones de diferenciabilidad
respecto a las variedades cX = X UGXOXx[O,l) ycY =Y UaYBYx[O,l),
que se obtienen pegando a X y a Y sendos collares diferenciables.
La razén de estoc es haber observado que los simplices (A, ,0,¥), de
la homologia seccional diferencial de Shih son, por definicién,
tales que o se prolonga a una inmersién difeomorfa s:U—X siendo U
un entorno abierto de A, en el espacio euclideo generado por A..
Por lo tanto, si dim X = n resulta que oA NX = OB y, en
consecuencia ninguna de las cadenas de dimensién igual a la de X
que se forme con éstos simplices puede tener como borde una cadena
cuyoc soporte en X esté enteramente sobre X, con lo cual no tiene
sentido tratar con dicha homologia seccional el problema de

extender una seccién definida en 89X a todo X, ni tampoco tiene



sentido tratar con ellas el problema de Dirichlet para una

ecuacién diferencial.

Con dicha teoria de homoclogia, los resultados que presentamos
y consideramos mas sobresalientes son:
(1) Se da un tratamiento unificado de una teoria del grado de
Shih utilizando, tanto en el caso compacto como en el no compacto,
una teoria de bordismo seccional que es una teoria de homologia
ordinaria, en el sentido de Eilenberg-Steenrocd, que permite un
- tratamiento mas simple que en el realizado por Lalonde.
(2) Demostar que dichos grados nos permite:
2a) Caracterizar las variedades triangulables;
2b) Caracterizar la existencia de secciones de funciones
continuas y de funciones diferenciables.
Por otro lado, sobresale el haber extendido el "Teorema S" de

LALONDE [37] al caso de homologia con soportes propios.

Hay que observar que los cAlculos con éstas homologias son
dificiles, lo cual corresponde a la dificultad de los problemas
gque pretende tratar. Este trabajo, por tanto, no pretende mas que
sentar las bases de un nuevo método para el futuro estudio de

dichos problemas.

La memoria se presenta organizada en dos partes, cada una de
las cuales consta a su vez de varios capitulos. La primera parte
estid dedicada a la homologia seccional de funciones continuas y al
grado seccional continuc. En la segunda parte se trata el caso

diferenciable, con especial énfasis en los fibrados localmente



triviales y las submersicnes. La extensién de algunos capitulos es
reducida porque, para facilitar la lectura, se han suprimido las
demostraciones gue se pudieran obtener con faciles pero laboriosas
adaptaciones de demostraciones anteriores, y porque se ha querido
facilitar la localizacién de los resultados, renunciando por ello

a refundirlos con otros.

A lo largo de esta memoria, y tambien en esta introduccidn,
las referencias bibliograficas aparecen entre corchetes, mientras
que las referencias internas a las definiciones, notas y
resultados de este trabajo se hace colocando entre paréntesis las
dos cifras con las cuales estian ordenados lexicograficamente, la
primera de las cuales indica el capitulo en que esta situado y la
segunda el lugar dentro de é1. Asi, la cita "“(2.4)" se refiere al

item cuarto del capitulc segundo.



PRIMERA PARTE
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CAPITULO O

PROPIEDADES DE LAS SEUDOVARIEDADES.

0.1. Todos los poliedros que consideremos seran euclideos. Por
P=|K| indicaremos que K es una triangulacién de P y que P es el
espacio subyacente de K, i.e., que K es un complejo simplicial
(localmente finito) y P es la unién de todos los simplices de K.
Es de notar que si Q es un subpoliedroc de P, no existen
necesariamente triangulaciones compatibles de ambos poliedros, es
decir, triangulaciones Q=|L| y P=|K| tales que L sea subcomplejo
de K; para que existan tales triangulaciones compatibles es
suficiente que Q sea cerrado en P, mas aun, si #={Qa} es una
familia localmente finita de subpoliedros compactos de P, siempre
existen triangulaciones compatibles para (P,#), (ver [31], tecorema
3.8). Si f:|K|—|L| es una p.l.-aplicacién entre poliedros
compactos, existen subdivisiones simpliciales K’ de K y L’ de L
tales que f:K'—L’' es simplicial.

Sea Q un subpoliedro cerrado de P, un entorno regular de Q en

P es un subpoliedro N de P para el que existen triangulaciones



compatibles Q=|L| y P=|K| tales que L es un subcomplejo llenc de K

y N=|N(L.K')|, siendo K’ un primer derivado de K cerca de L y
N(L,K’) el entornc simplicial de L en K’, es decir, el complejo
simplicial determinado por 1los simplices de K’ que tienen

interseccién no vacia con L. Por N representaremos el conjunto de
los simplices de N(L,K’) que no cortan a L; N es la frontera
topoldgica de N en P.

Un entorno regular de un subespacio cerrado X de un peoliedro
P sera un entorno regular N de algun subpoliedro cerrado Q de P
tal que X se encuentra en el interior de N.Se tiene que si X e Y
son subespacios cerrados de P tales que XNY=0, existe un entorno

regular N de X que es disjunto con Y, ([171,8§0).

0. 2. Sea nz0. Una n-seudovariedad cerrada es un poliedro
euclidec P que admite una +triangulacién K cumpliendo las
siguientes condiciones:
1) K es n-principal. Es decir, todo simplice de K es cara de un
n-simplice de K.
2) Todo (n-1)-simplice de K es cara de dos n-simplices de K exac-
tamente.

Sea n20. Una n-seudovariedad con borde es un poliedro eu-
clideo P que admite una triangulacidén K, cumpliendo:
1’) K es n—-principal.
2') Todo (n-1)-simplice de K e@s cara de dos n-simplices de K como
maximo.
3’) El conjunto de los (n-1)-simplices gque son cara de un sélo n-

simplice, constituyen wuna (n-l1)-seudovariedad cerrada. Dicho
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complejo lo denctaremos por 8K y a 8P=|8K| lo llamaremos el borde

de P.

0.3. TEOREMA: Un n-poliedroc euclideo P es una n-seudovariedad

cerrada si y solo si existe un subpoliedro cerrade SP, dim SP <

n-2, cumpliendo las siguientes condiciones:

1) Cl(P-SP)>=P, donde Cl( ) representa la clausura topoldgica.

2) P-SP es una n-variedad p.l. sin borde.

En estas condicicnes diremos que SP es el conjunto singular de P.
Un n-poliedro euclideo es una n-seudovariedad con borde 9P si

y solo si existe un subpoliedro SP, dim SP < n-2, cumpliendo:

1) P=Cl(P-SP).

2’) P-SP es una n-variedad con borde 9P-SP.

3’) 6P es una (n-l1)-seudovariedad cerrada cuyo conjunto singular

es SPNaP.

Demostracidn: Es como la de los tecoremas 2 y 3 de [181.

0.4.NOTA. Consideramos el concepto de orientacién scbre las
seudovariedades en el sentido ordinario. Una n-seudovariedad con
borde es orientable si existe una triangulacién con los simplices
orientados compatiblemente, i.e. de forma que las orientaciones de
dos n-simplices que tengan en comun una (n-l1)-cara inducen en ésta
orientaciones opuestas. Una n-seudovariedad con borde esta
orientada si se ha elegido una orientacién compatible en el
conjunto de sus n-simplices. Una n-seudovariedad P con una

triangulacién K es orientable si y sélo si Hn“(|K|.|6K|)=2 ( ver

11



p.e.[3], p.30), donde H.,¥ representa la homologia de segunda
especie. De lo anterior se deduce que el que P sea © no sea
orientable es independiente de la triangulacién K. Se tiene el
siguiente resultado: Si K es una triangulacién de una
n-seudovariedad orientada con borde no vacic Yy sobre cada
(n-1)-simplice de 8K se considera la orientacién inducida por la
del dnico n-simplice que lo contiene como cara, entonces dichas
orientaciones definen una orientacién compatible sobre 8K (ver
p.e. [1]1, §3).

Si P es una n-seudovariedad orientada con borde, por =P
representaremos la seudovariedad con la orientacidén opuesta, es
decir, sobre los n-simplices de wuna triangulacién K de P

consideramos las crientaciones opuestas a las dadas.

0.5. PROPOSICION. Se verifican las siguientes propiedades:

a) Pegamiento: Sean P1 y P‘2 n-seudovariedades orientadas con borde
aPl =Q1 u‘l‘1 , aPa=(:>2u'I‘2 de forma que:

i Qi Y Ti son (n-1)-seudovariedades con borde tales que aQi =6Ti .

2) Tl y T, son p.1.-isomorfas.

2
3) La orientacién que induce P1 scbre T1 transformada por el
p.l.-isomorfismo anterior, es opuesta a la gue induce Pa sobre Ta.

Entonces el pegamiento de P1 y P_ mediante el p.l.-isomor-

=4
fismo indicado, es una n-seudovariedad con borde Qluo2 que admite
una orientacién candnica inducida por las dadas.

b) Cilindro: Sea P una n-seudcovariedad orientada, &8P=Q, entonces

PxI es una (n+l)-seudovariedad crientable con borde

QxI U PxO U Pxl.

iz



Ademas, admite una orientacién canénica de modo que las
inducidas sobre PxO y Pxl1 coinciden con las de P y -P.
c) Cono: El cono c*%P, de vértice un punto c y base una n-seudova-
riedad P orientada con borde 8P, es una (n+l)-seudovariedad
crientable con borde PuU c*dP. Ademas, c¥P admite una orientacidn
candnica que induce sobre P la orientacién dada.

d> Entorno regular: Sea X un subpoliedro cerrado de una

n-seudovariedad P orientada con borde. Entonces, todo entorno
regular N de X en P es una n-seudovariedad orientable con borde
N WX NN éP),que admite una triangulacién candnica inducida por la
de P (donde N es el conjunto de simplices de la triangulacidn de
N que no cortan a X).

Demostracidén: Ver ([(185].

0.6 NOTA. Todas las seudovariedades que consideremos se supondran
orientadas y todos los poliedros seran compactos, salvo mencidn
expresa de lo contrario. La funcién vacico @ se consideraréa
inyectiva. Las inmersiones se representardn con flechas comoc la

siguiente:

13



CAPITULO I

GRUPOS DE SEUDOBORDISMO SECCI ONAL

Se presenta la categoria definida por LALONDE para 1la
construccién de la teoria de homologia seccional de SHIH y se
construye nuestra teoria de bordismo, utilizando seudovariedades

compactas.

1.1. LA CATEGORIA SECCIONAL.
Denotemos por & la categoria cuyos objetos son funciones
continuas f:Y¥ — X, de un espacio topolégico en otro, y cuyos

morfismos son los diagramas conmutativos

hy

»

— X’

de funciones continuas con h;, inyectiva. Un tal diagrama 1lo

14



designaremos por (h,,hy,) o simplemente por h
Sea 2 la categoria cuyos objetos son los diagramas

conmutativos de funciones continuas

=P
Yo > Y

fo £

Jo
Xo > X

con gg inyectiva, objetos que designaremos por (f,f ;g..9,) ©
(f,fo;9), ( donde g=(g,,g,)), Yy cuyos morfismos son diagramas

conmutativos de funciones continuas

hy
Y 2 ¢
91/I gy’ /
hYo
Yo » Yo
f ’
f
o'
fo + hy +
X — X
go/, J /go ‘
L 4 th
Xqo - Xo'
donde hx’ hx son inyectivas b4 que designaremos por

o

¢(h_,h_:;h_ ,h_ ) o h simplemente.
X YT, Y,

Podemos asociar al objeto f:Y — X de £ el diagrama
(f,9;,0,0) de D, y al morfismo (hy,hy) de ¢ el mor fismo
(h,,hy;0,0), obteniéndose asi una transformacién natural § — D
mediante la cual podemos considerar que ¢ es una subcategoria
plena de 2.

En esta categoria 2, un punto es un objeto 1,:P — P, donde P

consta de un sélo elemento. Una homotopia entre dos morfismos

18



ho» hy ¢ (f,fg;9) — (£°,f°5;9")
es un morfismo

F = (F, _,F

XxI ):(f,fq;9)x1; — (£,f°5;9°)

¥x1 3 Fxox1 Py x1

tal que Fj zhg ¥y F, =h,, donde (f,fg;g)xl; designa el diagrama
o

Ji
(fx1;,foxl;;gx1y) y donde, para tel, j:(f,fg;9)—(f.f5;9)x1; es
el morfisme definido por la identificacién de (f,fg5;9) a

(f,fg;9)x1,.

1.2. DEFINICION. Un n-ciclo seccicnal en el objeto (f,f,;9) es

(P,o,y;0P,v,u;P), formada por una n-seudovariedad orientada P con
borde 9P, una familia finita P={P> de subpoliedros compactos de P
de dimensién n tales que P,NP; no tiene puntos interiores ni de P,
ni de PJ si i®2j y P=U\P,_, y cuatro funciones continuas o,r,.v,u de

forma que el siguiente diagrama es commutativo

91
Yo » Y
fo Y Jf‘
M
Yo
Xo -» X
v o
aP < » P

Yy existe alguna pareja de diagramas connmutativos de la forma

16



go gi

Xg » X Yo > Y
4 1 4 4
\\\¢H u R\\<v! v///r
v n( PIe— Q o u n( PICo Q Y
////;! 114 4 m
P < » P aP < — P

siendo Q un poliedre, n p.l.-epimorfismo, n! la restriccidn de n a

P, u, u!, v y v! funciones continuas tales que u=fo.v, u!=fgev! y
. : . = -1
uln(pt) inyectiva para cada P;,. Obsérvese que u!=gq uln(aP) Yy que
. . . . .
vln(Pi)’ U"n(PgﬁaP) y V'In(PgﬁaP) también resultan inyectivas

para cada P,. A P le llamaremos descomposicicn gcandnica y a la

pareja de diagramas, factorizacidn canonica del ciclo.
Si M=(P,o0,y;8P,v,u;P) es un ciclo, P sera llamado el espacio
subyacente a M y sera designadoc abreviadamente por |M|.
Por convenio, ©=(9,0,0;0,0,0 ) es un n-ciclo en (f,f5;g).
Cuando 9P=@, se escribiri simplemente (P,o,»;P) y se llamara

ciclo absoluto.

1.3. DEFINICION. Dados dos n-ciclos seccionales en (f,fg4;9),
(P,o,7;0P,v,u;P) y (P',o",yp’';0P v, u";>P), un  morfismo del
primerc en el segundc es un par (g,y) de aplicaciones p.l. tales

que conmutan los diagramas
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aP c > P apP < + P

-/ o/

v
90
Xo—— X © y Y ——>
v’

\ °

e

Y
, ,,'\J'

ap’c > P’ P’ > P’

N

Y se conserva la descomposicidén, i.e. si P={PO> y *’ ={PJ. >, para
cada P, existe un PJ. ' tal que P-‘)SPJ. . El morfismo seré& una
inmersién si lo es la aplicacidén ¢. Es obvio que con la ley de

composicidén evidente y (1 ) como identidad en (P,dP), tenemcs
(=]

el
una categoria ¥ f,fg;g)> de ciclos en (f,fg;g). Dos ciclos en

(f,fg;9) son iguales si son isomorfos en dicha categoria.

1.4. PROPOSICION. Un morfismo (g,y) en & f,f_;g) s un isomorfismo
si y sélo si ¢ y ¥ son p.l.-isomorfismos. Ademas, si (g,y) va del
ciclo M al ciclo M’, siendo P=(P> y P’=(P;’> las descomposiciones
candnicas respectivas, entonces p establece una biyeccidn pp: PP’
por la férmula pp( P, ) =pP,.

Demostracion: Sea M=(P,o,y;0P,v,u;P), M =(P’,0",y’ ;0P , v’ ,u";P").

Si (p,p):M—M’' es un isomorfismo, entonces existe un morfismo
(e’ ¥’ ): M —M en ef,.f,9> tal que (p,w)(qo’,w’)=1M, y
(p’,w’)(p,w)=1M. Luego pp’=p’p=1P, w’=w’w=1ap y ambas ¢, w son
p.1l. -isomorfismos.

Reciprocamente, si ¢ y w son p.l.-isomorfismos, esta claro
que (p 1,y H)=Cp,yp) 1,

Si P;’2 P, entonces ¢*P;’n P, tiene puntos interiocres de

P,» luego p"‘Pj'S P.; por tanto ¢P=P;’. Esta clarc también que

ie



oP #pP, si i»k, En consecuencia, la férmula pP( P )=pP, define una

biyeccidén pp: PP’

1.8. DEFINICION. La suma de dos n-ciclos seccicnales en (f,fg5;9),
(P00, ¥ 0P,V 13 P) Yy (Pp,0,,72;0P,, 05,4, P,). ©s el n-ciclo
seccional en (f,fg ;g
(P 0 743 0P Vg s g3 Py) H( Py, 05,72 0P, 0, p; Pp) =

=(Py+Pp, 0,005, ¥Uya; 8P +0P 5, L Ubo s py Uiy P+ Pp)

inducido por la unidn disjunta P,+P,.

1.6. DEFINICION. Una (n+l)-cadena secciocnal en (f,f_ ;g) es
(N,o,7;L,v,u;#) formada por una (n+l)-seudovariedad orientada N
con borde, una n-seudovariedad orientada L&dN con borde, una
familia finita #={N;> de subpoliedros compactos de N de dimensidn
n+l, tales que N=UN, e int N, n int N; = @ si i # j, y cuatro
funciones continuas ¢, ¥y, v ¥ ¢ que hacen conmutativo el siguiente

diagrama

91
Yo -» Y
fo Y lf
o
9o
X, - X
v o
L & » N

y tales que existe alguna pareja de diagramas conmutativos de
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la forma

go ' gl.
X, » X Yo -»
a A ~ A
\\\?' u/// v! v///
v mr(LYe—— Q o u nt(L)Y—— Q r
///’n' n&\\\ ! ns\\\
L ¢ » N L < > N

siendo Q un poliedro, n p.l.-epimorfismo, n! la restriccién de n a
L, u, v, u! y v! son funciones continuas tales que usfe.v, u!=fg ov!
: . _ 1= -1 .
y u'n(Ni) es inyectiva para cada N;. Noétese que u!=gg uln(L) Yy
. . . . .
gue también resultan v'n(Ni)’ u"n(NJﬂJ y vnln(NgiJ inyectivas
para cada N;. & se llamara la descomposicién candnica de la cadena
y la pareja de diagramas su factorizacién candnica.
El borde de (N,o,y;L,v,u;#) es el n-ciclo seccional en
(f.fq5:9)
N,o,y;L,v,u; A = (No,a|No,y|No;—6L,v|aL.u|aL;WQ)’

donde Ny es la n-seudovariedad tal que GN=LUNg y A ={N,MN;>.

1.7.DEFINICION. El cilindro del ciclo (P,o,7;8P,v,u;P) en (f,f ;@)
es la cadena en (f,f_ ;g)

(PxI,oepr,,yepr,; dPxI,vepr ,ueprg; PxId,
donde pr, es la proyeccién sobre el primer factor en los productos
cartesianos PxI y 8PxI, y $m1={P9d|FQe?}. La designaremos por la
notacién

(P,o,7;8P, v, u; P)xI.
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1.8. DEFINICION. El funtor 8:8(f,f_;g)—8(f,f,;g) tal que 6(g)=¢
y ©&P,o,7;0P,v,u;P)=(~-P,0,y;-8P,v,u;P), donde -P y -8P son
respectivamente las seudovariedades P y 9P con las orientaciones
opuestas a las dadas, sera llamado funtor orientacion. Esta claro

2
que 8 =1, 86=68 y 6(P,o,y;dP,v,u; P)= (P,o,y;0P, v, ;) P).

1.9. DEFINICION. Un ciclo absoluto N=(O,v,,u;0) en f, es cara de
un ciclo M=(P,o,y;8P,v,u;P) en (f,f_;g) si hay una inmersidén de N
en M.

Sean M=(P,o,y;8P,v,u;P) y M =(P’,0’,y’;0P’,v,ut>;P’) dos
ciclos en (f,f_;g) de forma que N es cara de M y 8N es cara de M’'.
Entonces, combinando los diagramas que da la definicién (1.2) para

los ciclos M M’, tenemos los siguientes diagramas conmutativos
Y g

~
ad
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n(ae P> n(a P

Qc

1
T
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donde ¢ y ¢’ son inmersiones. Si se pegan P y P’ a través de O,
i.e. si se identifica @O con 'O, se obtiene una
n-seudovariedad PU,P’ con borde & PUGP’)=0PU,0P’. Asi, definimos
el pegamiento de dos n-ciclos My M’ a través de la cara N como
Muyuy M=(PUP ,0 U0,y Uy’ ; @d(PUP I, v UV, uuu ;PUVPH.
De los diagramas anteriores se deduce sin dificultad que M uy M’
es un n-ciclo seccional en (f,f;g).

Un n-ciclo M=(P,o0,y;8P,v,u;® en (f,f_;g,) es cara de la
(n+l)-cadena C,=(N;,0,,74;L V04 4,) si hay una inmersién de M
en OC. Si Cu=(N,,0,,72:L2,V3. 1y 4,) es otra (n+l)-cadena tal que
6M es cara de C,, entonces se puede definir el pegamiento de dos
cadenas C, y C; a través de la cara M, analogamente a como se
definié el pegamiento de dos ciclos: es la (n+l)-cadena

CiUnCz = (NgUpNz. ogUop. 74Uz LyUpla, 2Wia, (U Hp; HyUAG)

en (f,f,;9).

1.10. DEFINICION. Dos n-ciclos secciocnales en (f,fo;9,
(Pi’ai’ri;apt’vs.’“z;?a) y (Pz,az,yz;aPz,vzg“z;yz), sSOon

seudobordantes si existe una (n+l)-cadena seccional en (f,f4;9),

(N,o,y;L,v,u; #) tal que

ON,o, 7L, v, iy M) =Py, 00, ¥4 0P, Vg 1y s P I+O( P, 05,725 0P, Vg5 i Pp) .

1.11. NOTA. a) La relacién “ser seudobordantes®” entre ciclos es de
equivalencia. La propiedad reflexiva es debida a la cadena
cilindro del ciclo (P,o,y;dP,v,u;P).

La propiedad simétrica se obtiene cambiando la orientacidn de
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las seudovariedades de la cadena que da la relacién
La propiedad transitiva se obtiene por pegamiento de las
cadenas que dan las relaciones a través del término intermedio: si

HN,o,y;L,v,u; /)= M+ 6M,

AN’ 0", "L, v, 0’ ; /)= M+ OM,,
entonces
@ (NUN’ ,ou0’ ,yUy’ ;LUL’ , 0o’ , U’ ; /U ) = M, + 8My

b) El conjunto SQ(f,fg;g), de las clases de n-ciclos
seccionales en (f,fg,;g) admite estructura de grupo conmutativo con
la operacién +, inducida por la suma de n-ciclos seccionales.

El elemento neutro seri la clase de n-ciclos seccionales que
son borde de una (n+l)-cadena secciocnal. El elemento opuesto de
(P,o,y;0Pv,u; P) es & P,o,y;0P,v,u;P) pues

HN(P,o,7;0P, v, u; PI)XI) = (P,o,7;0P,v,u;P)+ 8(P,o,y;0P,v,u;P).

A SQ(f,fgy;g9), lo llamaremos el n-grupo de seudobordismo
seccional en (f,fo;g).i Para el caso de objetos f:Y—X de £,
usaremos la notacién mas condensada S(Xf),.

c) La clase de seudobordismo no depende de la descomposicidn
del modelo; i.e., si (P,o,y;8P,v.u;P) y (P’,0",y’;8P v’ ,u";P)
son n-ciclos en (f,f_;g) que sélo difieren en las descomposiciones
P={P;>, P ={Py de la seudovariedad pP=P’, entonces son
seudobordantes. En efecto, démosle a PxI la descomposicién

& = {Pix{o,1/21> v (P;xl12 112,
entonces la cadena (PxI,oepr,,yepr,;0PxI,vepry,ueprg ;4> da el
seudobordismo.

Por lo anterior, en lo sucesivo serd frecuente gue

simplifiquemos la notacién de ciclos y cadenas no haciendo constar
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una descomposicidn candénica particular.

d) En las definiciones anteriores, podemos exigir gque todas
las seudovariedades sean con borde admitiendo collar, ya que, si
designamos por SO’ (f.f_ ;g), el correspondiente grupo del objeto
(f,f, ;9> en dimensién n, el homomorfismo

1S (f,f,:9),—SQ(f.f;g9),
dade por i [P,o,y;0P,v,ul=lP,0,y;0P,v,u]l es un isomorfismo. En
efecto, dado un ciclo seccional (P,o,y;8P,v,u) en (f,f_;g) tenemos

que

K(P U 8PxI,onoepry,yUyepr,;0P,v,u)XI)=
dP=8Px0
(P U oPxd,oU0epr,,yUyepr ;0P v, w)~(P,0,y;8P,v,u),
AP=9Px0

donde pr,: dPxI—9P es la proyeccién candnica; como & PUIPxI)=aP
tiene un collar en PUdPxI, i, [PUOPXI,olU0epr,,yUyepry;dP,v,ul =
[P,o,y;0P,v,u], luego i, es epimorfismo.

Supongamos que i (P’,0’,p" ;8P , v, 1=i [P", 0", p";8P", ", u"],
siendo C=(N,co,y;L,v,u) una cadena tal que

6C=(P’,a’,y’;aP’,v'.y’)—(P",o",y";aP",v".'y").

Entonces, la cadena

CudCxI = (NUANXI,ouUoepr,, yUyepr,; LUILXI , vUpepr,, uUuepr, ),
que se obtiene pegando C con 9CxI, es tal que

HCUACXIY=(P’ ,0’ ,y ;8P v’ ,u’ d—~(P", 0", y"; 0P, 0", u")

y NUANxI, LudLxI son seudovariedades con borde que admite collar,
luego [P’,o0’,y ;0P ,v’ , u*1=I{P", 0", y";8P ", v",u"]. Esto demuestra

que i, es monomorfismo.
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CAPITULO 11

PROPIEDADES DE HOMOLOGI A

Se prueba que la teoria de seudobordismo seccional cumple los

axiomas de Eilenberg-Steenrod scbre la categoria 2.

Dado un morfismo en D

<hx’hy;hx°’h

definimos un morfismo

y Vi(f.fo39) —— (£7,f5°;9")
o]

(hx’hy‘hxo’h

por la férmula

Yo

(hX’hY;hxo’hYo)* [P,a,r;6P.v.y]=[P.hxa,th;aP,h

En el caso absocluto pondremos la férmula

Xo

(hx,hY).[P.a,r]=[P,h o,th].

X

Por tanto, se tiene facilmente :

2.1.PROPOSICION: SR, )y y S ., ; ), definen

covariante de la categoria 2 en la categoria de

26

v,h
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functor

grupos



abelianos.

2.2. DEFINICION. MORFISMO DE CONEXION
8, + SO(f,fg5:;9), — SQ,_(fg),
es el morfisme definido por

B (P,o,y;0P,v,1d) = [(8P,v,)].

2.3. TEOREMA DE EXACTITUD. La sucesidn

& I Ju Ou
= SO(f), — SO(E) = SONT.Fo;)e— SO (Fo)g—. ..

donde g, s el morfismo (gg.Qyle Y Je ©S (1x,1Y;0,9),, es exacta.

Demostracidn:

1 Exactitud en S (. Sea [(P,o,71eS0 (fo)es entonces
j,g,[P,a,y]=[P,1xg°a,1ygiy;0,0,0]=O. Basta considerar la relaciodn
(PxI,gge0epry,gyo¥epry;6Px{1)>,00pr,,yepry) definida en (f,f5;9).

Sea [P,o,71eSQ (f), tal que j4 (P,0,y1=0. Entonces existe una
(n+l1)-cadena R=(N,o’,y’;L,v*,u’) tal que 8R=(P,0,y;0,0,0), loc que
implica en particular que dL=@, y también que el borde de 1la
(n+l1)-cadena (N,o’,y’,9,0,0) es (P,o0,y)—(L,gov’ ,gyu’), por lo cual
[P,o,rlelm g,.

2) Exactitud en SQ(f,fg5;g),. Si [P,;,}']eSQn(f),, entonces
XP,o,7)=(0,0,08) y por tanto 9,J,[P,0,r1=8,[(P,0,7;0,0,8]=0. Sea R=
(P,o,y;0P,v,uleSO (f,f ;9), tal que 8,R=[8P,v,ul=0.Entonces existe
una n-cadena (N,»’,u’) en fgy tal que &N,»’ ,u")=(dP,v,u). Formemos

el n-ciclo seccional en f

C=(PU-N, otgov’ , yug,u’ ),
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donde P y -N se pegan a través de 9P entonces la (n+l)-cadena
seccional en (f,f,,g)
(CAPUNI XTI , (o’ ) opr,, (pugau’ depr N, vt 1)

demuestra que [P,o,y; 0P, v, ul=j,0C1.
3) Exactitud en SO (fgd,. Si R = [P,0,r;0P,v,uleSO (f,f5;9)0,,
JuPuR=0 ya que g d,R=[0P,gov,g,ul ¥ (aP,gov,g,y)=(aP,a|aP,r[ap),
que es el borde de la n-cadena secciconal (P,o,y) en f.

Sea [P,v,uleSQ (fg), tal que g lP,v,ul=[P,ggv,g,u1=0. Entonces
existe una (n+l)-cadena seccional en f, (N,o.,y) tal que &N,o,y)=

(P,go°v,gyci), luego [P,ggev,gyeul=a,I[N,0,y;P,v,ul.

2.4. TEOREMA DE HOMOTOPIA.
Sean (f,fg;9), (£’,go’;9’) objetos de la categoria 2 ¥y
hg,hy: (£f,f45;9) — (£°,f5°;9%)
morfismos entre los cuales hay una homotopia

F=(FX><I’F F »F J: (f.fo;g)xll — (£’ ,f573;9").

YXI* XoxI ' YoxI

Entonces hge=h,,.

Demostracién: Dado R=[P,o0,y;8P,v,uleXXf,fg5;g),, la cadena

(PxI,F of axlI ) ’FYxI o( yxlI ); aPxI, F)(oxI o vxlI ) ’FYoxI of uxll bD)

XxI
demuestra la igualdad hg,(R)=hg,(R).

2.8. NOTA IMPORTANTE. Se demostrara mas adelante, en (5.8), que
SQ.(f), no es en general invariante de la clase de homotopia

topolégica de f.
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2.6. TEOREMA DE ESCISION. Sea (f,fy;9) el objeto
91

do

=
L]

N e ¢
o)

donde las flechas horizontales son las inclusiones Xg&X, Ya&Y y
por tanto f‘o=f‘lY . Sea U un abierto de X tal que cl(Wsint(Xy) (en
o

X) y fog™Mcl(UM)sint(Yy) (en Y). Consideremos el objeto

Y - MU ——— Y-£3(W)

f°U fU

donde fU Y f°U son las restricciones de f y f, respectivamente y

que designaremos por (fU,fOU;gU). Entonces el morfismo
i: (fU,fOU;gU) — (f,fq5;9)
determinado por las inclusiones X-U€X, etc., induce un isomor fismo

1t SQ(fU’f"U;gU)' — XX ,f5:9),-
Demostracion: Sean [P,o0,7;0P,v,uleSQ(f,f5:;9), A=o ™ (cl(X-X.)) vy
U’=0"1(cl(U)). Puesto que A y U’ son subconjuntos cerrados de P
disjuntos entre si, existe un entorno regular N de A tal que
NNU'=@. Asi pues, N es una n-seudovariedad con borde N W NNINP) y
[N’OIN’V’N;ON’vlaN’HIGN] € SO(f;,fo;igds: Llamando No a 1la
seudovariedad que cumple K PxI)=(P+(-N)>UN,, tenemos que la cadena

(PxI,ain.rxll;No,axl »¥rxi

INg ¥ I[N’

determina la igualdad
[P, 0.7:8P, v ul= i40 N, o 7] N v g Hgts

es decir, i, es epimorfismo.



Supongamos que [P,a.y;aP,v,pJeSQh(fU,fOU;gU)s es tal gque
i4lP,0,7;0P,v,u1=0. Entonces existe una (n+l)-cadena (N,o,y;L,v, )
tal que &N,o’,y";L,v’,u") =(P,0,y;0P,v,u). Tomando U’=c’ 1 (cl(U))
y =o' cl(X-X,)), son subconjuntos cerrados de N disjuntos
entre si y por tanto podemos encontrar un entorno regular M de A
en N disjunto con U’, de forma que, si M’ es la n-seudovariedad
tal que  AM=(PNéM)UM’, (M,a’]M,y'|M;M’,v’|M,,p’!M,) es una
{n+l1l)-cadena en (fU,fOU;gU) cuyo borde es

(POM, o], o ).

' | prams PN V| 5o H | gpram
Ahora bién, este ciclo es seudobordante con (P,o,y;08P,v,u) segun

muestra la cadena

(PxI,ox1 .rxlI;Q,axl ,¥x1

I IlQ IIQ)’
en la cual Q es la n-seudovariedad tal que & PxI)=(P+(-PNdM)OouQ.

En consecuencia [P,o,y;0P,v,ul=0.

2.7. TEOREMA DE LA DIMENSION.
a) SQ.(punto) =0, para n>0
b) SQg(puntol =2.
Demostracién: Sea 1x: X — X un punto, i.e. card.(X)=1.

a) Si (P,o0,0) es n-ciclo en 1

X’ entonces (cono P,cono o,conc o) es

una (n+l)-cadena en el punto 1, cuyo borde es (P,c,0).

X
b) Observamos que dos O-ciclos (P,o0,0), (P’,0',0’) en 1x tales que
P y P’ tienen un séloc puntc con la misma orientacién, son ciclos

iguales.
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2.8.COROLARIO. =X , ; ), Yy @ definen una teoria de homologia
ordinaria con coeficientes en £, sobre la subcategoria plena D’ de
D formada por los diagramas (f,fg;go.9,> tales que g, y g, son

inclusiones.

En las factorizaciones candnicas de un n-ciclo (ver def.1.2),
la aplicacidén m:P —— Q es p.l-epimorfismo y con triangulaciones
adecuadas de P y Q se hace simplicial, transformando simplices en
simplices, pero no por ellc tiene que conservarse la dimensién de
dichos simplices : n puede ser degenerada. Sin embargo, a

continuacién se demuestra que es seudobordante con @ o hay otro

n-ciclo, seudobordante con el anterior, tal gue tiene una
descomposicidén candnica en la cual, la aplicacidén 114
correspondiente no es degenerada. En especial, si dimQ<{dimP,

entonces el ciclo es seudobordante con ©. Como corolario se
obtiene después que los grupos de seudobordismoc seccional de

f:Y—X son nulos en las dimensiones mayores que la del espacio X.

2.8. PROPOSICION. Sea (P,o0,y;dP,v,u) un n-cicle en (f,fg;g) que

admite una factorizacién candnica

Xo -+ X Yo > Y
T lr ﬂ‘ Iy
u! u///’ v! v
v (P I)o— Q o u n( PI)——— Q rd
//’nt ;\\\ //,n! n\\\
gP ¢ » P apP ¢ > P
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1) Si dim Q = dim P, hay otro n-cicloc (P*,0’,y ;8P ,v’,u’)

en (f,f,;g9) que factoriza candnicamente

go gj,
Xo -+ X Yo > Y
‘r A 4 4
\ u! u / v! v /
v’ n(aP¥—— Q o’ [0 n(PIououy Q r’
/n,| n, \ n.| n’\
P’ < > P’ P’ ¢ » P’

con n’ p.l.-epimorfismc no degenerado, tal que
[P,o.y;0P,v,u)=[P’,0’,y’ ;8P ,v’, "],
© bien, [P,o,y;dL,v,ul=0.
2) Si dim Q < dim P, entonces [P,o,y;8P,v,ul=0.

Demostracién: Sean K,,K,, triangulaciones de P y Q respectivamente,

tales que nm: K, —— K, es simplicial.

Si n es degenerada, hay un 1-simplice (X,..%,) € K; cuya
imagen por n es un vértice de K,. Sean t,,...,tg los n-simplices
de K, que tienen (x,_,.X,) como cara, y sean t_ .4,.., t, los otros
n-simplices de K,, todos considerados con la orientacidén inducida
por la de P

KixI es un complejo celular de dimensién n+l, cuyas células
de dimensidén maxima son los cilindros txI, de base un n-simplice
teK,. K xI puede ser triangulado sin introducir nuevos vértices,
aparte de los de K,xO y K;x1 , dependiendo esta triangulacidén de
una buena ordenacién de los vértices de K, xO y Kixi, elegida
arbitrariamente ([46], proposicién 2.9 ). Nosotros supondremos
elegida una buena ordenacién en K;xO tal que (X, ,4.00=(x,,0) ¥y

ambos posteriores a los otros vértices (x,0) y en K,x1 supondremos
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la buena ordenacién de los vértices andloga a la de K,xO. Con
estas hipétesis, para cada célula txI = (yg,¥sr::+ »YnugYn)xXI de
KyxI, con los vértices numerados en sentido creciente segun el
orden elegido, la descomposicién inducida por la arriba
mencionada, se puede explicitar de la forma siguiente: Los
(n+l)-simplices son de la forma

((yg 1), ..., (y,1),(y;,0),...,(y,,0)) (i=0,1,...,n.

Los n-simplices son de las formas siguientes:

(A)=((yg,1),..,C(y;1),..,(y,1),(y,0),..,(y,, 0
(j=1,..,n-1;i=1,...,n
Uyo:r1d,. . (y»10,(y,0),...,(y;,0),..,(y,.0))
(j=i+1,..,n;i=0,..n-1).
(B)=((yp:+1),..,(y»1),(y,4,0),..,(y,, 00> (i=0,...,n-1)
((yo>1),. . s (yi_4,1),(y{»,0), .., ¥, 0D (i=1,..,n.

Los de la forma (A) constituyen la subdivisién simplicial de
txI U tx0 U txI,

Sobre los simplices de esta descomposicidn de K xI
consideremos las orientaciones inducidas por la de PxI y que estan
pegadas entre si para formar la seudovariedad PxI. Sea C el
complejo simplicial obtenido con 1los (n+l)-simplices de 1la
descomposicidén de K ;xI, gque no son de la forma

o o401 ,(x,,1),(x,,0)).
Obser vemcs que D=tC| es una (n+l)-seudovariedad de PxI con la
orientacién inducida.

Para cada (n+l)-simplice s=C....,(%_4,1),0(%x,,1),(x%,,0))
perteneciente a K, XI pero no a €, la n-cara de s

c(sd)= ((Xg5,1),...,0(% 4,1),0(x%,,1),(x,,0))

no estid en el borde de la seudovariedad PxI, luego pertenece a
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otro (n+l)-simplice s,eK,xI que, por no contener el vértice
(%, 4:1), pertenece a C; anadlogamente,la n-cara de s
()= ((Xg,1),..,( % _4,1),(x%,,1),(x%,,0))

pertenece a otro (n+l)-simplice s,eC. Las orientaciones que s
induce en c,(s) Yy cysd son (-1)>"1c(s) y (-1)Tcy(s)
respectivamente, luego la aplicacidén simplicial c¢,(s)—c,(s) que
transforma (x,,1) en (Xx,,,1) y los demds vértices en si mismos,
invierte la orientacién; por tanto, si pegamos s, con s, por dicha
aplicacién simplicial, el espacio cociente obtenido de D=|C| es
una (n+1)-seudovariedad con borde orientada. Por cada
(n+l)-simplice de K,xI-C se puede hacer un pegamiento como el
anterior. Una facil induccién muestra que si hacemos dichos
pegamientos simultaneamente resulta una (n+l1)-seudovariedad
crientada N con borde 0N que es de una de las formas siguientes:

a) IN=(Px0O)UL o b)) N=((Px0)+( -M> UL
donde L y M son n-seudovariedades orientadas y L es cociente de
aPxI.

Por la construccién realizada, la aplicacidén simplicial
nepr,: K,xI—»K, factoriza a través de N como productoc de dos
p.l-epimorfismos, el cociente KxI—N y el inducido en N h:N—»Q,
que es tal que hlp=n y h(L)En(édP). Esta claro entonces que
(N.ueh.veh;L,u!eh|L,v!oh|L) es una (n+l)-cadena seccional en
(f,fo;9) cuyo borde es (P,o,y;8P,v,u) en el caso a) para el borde
de N, luego [P,o,y;0P,v,ul=0, o es

(P,a.r;aP,v,u)-(M,uoth.Voh|M;aM,u!eh‘aM,v!-h|aM)
y ademas M tiene una triangulacién K, con un vértice menos que K,

h[M:Kz — K, es simplicial y se tiene la factorizaciédn candnica
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Xo -—r X Y > Y
} T

o R

h|y(M)e—— Q higy(aM)e——— Q

h]“ //f h'u \\\
M —

oM < M

M

A 4

Razonando anadlogamente a partir de K, — K, y siguiendo asi
varias veces, llegamos al fin a un n-ciclo (P’,o0’,y’;8P’,v’,u’)
gue verifica el enunciado de la proposicién o a que
(P,o,y;0P,v,ul=0. Este ultimo resultado siempre se obtiene con el
procedimiento descrito si se parte de que dim(Q)<dim(P), pues no

hay ninguna p.l.-aplicacidén epiyectiva P’—Q si dim(Q)<dim(P’).

2.10. NOTA. En 1los espacios metrizables, en especial en los

poliedros, las dimensiones Ind y dim coinciden (ver [241).

N

2.11. COROLARIO. Sea X un espacioc T, de dimensién inductiva larga

Ind X=n o de dimensién por recubrimientos dim X=n. Sea (f,fg;gy>

el objeto
91
Yo — Y
£ l
Yo
Xo +» X

Entonces SQu(f,f5;90)=0 para todo p>n.

35



Demostracién: Si (P,e,y;0P,v,u) es un p-ciclo en (f,f45;95),. p>n,
entonces dimensién de P > dimensién de X y por tanto, cualquier
descomposicién candénica de dicho ciclo tiene que hacerse a través
de un poliedrc Q de dimensién menor que la de P. Segun la

proposicién anterior, [P,o,y;8P,v,unl=0.

En la definicién de los n-ciclos (P,o0,y;0P,v,u) en un objeto
(£f,fo;92€2 se han utilizado seudovariedades P consideradas en
sentido amplio, © sea, sin que se les suponga una triangulacidn
fuertemente conexa (que es una triangulacién K tal que para dos
n-simplices t,,t, de K cualesquiera existe una sucesidn finita de
n-simplices de K

LIPS AP T (1
con L7 =ty , L=t y vy, es (n-l)-cara de t’; y t’;, para
Jj=2,..,8 ). Sin embargo, probaremos a continuacién que en cada
clase de SQ(f,f5;9),, hay ciclos tales que cada componente conexa

de P tiene una triangulacién con la propiedad citada.

2.12. PROPOSICION: Supongamos que P tiene una triangulacidn K con
dos componentes fuertemente conexas, i. e. K=K UK;, donde cada K;
(i=1,2) es fuertemente conexo y ningdn n-simplice t, de K; puede
ser conectado con algin n-simplice t, de K, por una sucesién del
tipo (1). Entonces (P,o,y;d,.v.u) es seudobordante a

CIKg 20307430 K | s vg i) +C |Kp | s 05, 725 8K | b v 1) s
donde las nuevas funciones son las restricciones respectivas.

Demostracion: dim K,nK,<n-2 de modo trivial y se cumple también de
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modo trivial que |K,| y |K;| son seudovariedades con borde de modo
que dP=d|K,|Ua|K,|, por lo cual (|K |.o0.74:0|Ke|.v00y) 0y
C|Kz|,02:72:8|Kz|. vz, 2) son n-ciclos en (f,fg;g). Por pegamiento
se obtienen la (n+l1)- seudovariedad

N = [K|xI U PxI U |[Kp|d
Ko [Kg|xt
la n-seudovariedad

L = |K|xI U PxI U 8|K,|xI
21K, |x1 @K, |x1

y las funciones inducidas
g;=( o epr )W oepr )X o,epr,d, go=( ¥y opr )X yepr )W yepr,d,
ga=(vgepr )X vepr D)W v,epr,), = g opr )X popr D ppepry).
La cadena (N,g,,g,;L.g3,9,) relaciona (P,o,y;0P,v,u) con

ClKg| v 04,743 @Ky | o 0go ) +C |Kp |2 00,723 8| Kp | s 020 12D

2.13. PROPOSICION: Si (P,o,y;0P,v,u) es un n-ciclo seccional en
(f,fo;9) ¥y K es una triangulacién de P que tiene s componentes
fuertemente conexas K=K,UK,u...UK, ,entonces (P,o,y;0P,v,u) es
seudobordante a

CIKg]r g0 7430 Kg | svgottgd+. .. +C |Kg |1 0g 743 @K | s g g s
donde las nuevas funciones son las inducidas respectivas.
Demostracicdn: Se deduce de modo inmediatoc de la proposicidn

anterior,
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CAPITULO I1IX

RELACION CON LOS COMPLEJOS DE CADENAS.

Se prueba que la tecria de seudobordismo seccional es
naturalmente isomorfa con la homologia de un adecuado complejo de

cadenas.

3.1.DEFINICION. Sea A, el n-simplice candnico. Sea f:Y—X una

aplicacién continua. Llamamos n-simplice seccional casi-inyectivo

en f, a todo (A,,o0,7;P) tal que oc:A —X, o:A,—Y son funciones

continuas tales que o=fe) y P=(P> (llamada descomposicidn

candnica) es una familia finita de subpoliedros compactos de A de
dimensién n tal que A =UP, e int Pin int P; = @ si i®j, de modo
que existen m: A,—Q p.l.-epimorfismoc sobre un poliedro Q, u:Q—X vy

v: Q—Y funciones continuas tales que conmuta el diagrama
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'
v
n
A, —m—— Q £
u
4 4
X
u| es inyectiva para cada P-l
y T(( PL) y p v
3.2. Designamos por CI.(f)_, el grupo libre generado por los

n-simplices seccionales casi-inyectivos de f. Las aplicaciones

I_..(k)

cara de A 1A, ,—4A,, permiten definir un homomorfismo

™*

8.:CI (f),—CI,  ,(f), por su efecto sobre los generadores

k=n
8 (A,0,7;P)=E  (-1)X(A, _,,0eFk, yoFR, P>
k=0

donde P =KPN"F®A_ _ |P.eP>. Es facil ver que 83=0. Los grupos de

homologia seccional casi-invyectiva de f son los grupos de

homologia del complejo <(CI . (f)_,8.>,
HCI (f), = Ker &, / 1,0,

Sea (f.fg,g97€l, g=(gg,gy). Si (A,,0,7) es un n-simplice
seccional casi-inyectivo en fg, entonces (A, do9>T4?) es
n-simplice seccional en f, ya que Jpo es inyectiva Yy
£(g47)=gofor=geo. Por tantoc g=(gy,g,> induce un morfismo de
cadenas ¢g.:CIl.(fg,), — CI.(f),. Consideremos el "mapping cone”
Cg. de g., definimos el n-ésimo grupo de homologia seccional

casi-inyectiva de (f,f5;g> por
HCI (f,fq;9)=H (Cg.)

1Para simplificar, omitiremos la P en la notacién de éstos

simplices si no hay confusién posible.
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3.3 Los n-simplices seccionales \casi—inyect,ivos pueden ser
pegados entre si, de forma que de un n-ciclo seccional algebraico
se obtiene un n-ciclo seccional geométrico y a ciclos homélogos
corresponden ciclos de seudobordismo relacionados entre si.

Sea V=(Z'\5i(‘ln'°’w?’t)’Zjé'j(An-ij-HjD’ con é’i,é’J,=+1 s -1,
un n-ciclo seccional casi-inyective en (f,fo:9), g=(ggy,g,’.
Consideremos la suma

TSt YkE (A, _y» o FR, p . FO) (1)

que representa &I &(A,,0,¥)), siendo F¥:A _ —9A la cara
k-ésima de A . Sea R un conjunto de sumandos de (1) que cumpla:
1°) el numerc de veces gque aparece en R un (n-1)-simplice
casi-inyectivo con el signo +, es igual al numero de veces gue
aparece en R con el signo menos; 2°9) todo subconjuntoc de sumandos
de (1) que cumpla la anterior condicién tiene cardinal menor o
igual que el cardinal de R. Sea E+ el subconjunto de R formado por
los sumandos de signo mas y R el formado con los que tienen signo
menos. Por definicién de R, R+ Y R tienen el mismo numerc de
elementos. Consideremos el conjunto S de sumandos de (1) que no
estan en R y,tomandolos con el signo con que aparecen en (1),
formamos la suma X(S) , que teniendo en cuenta la igualdad

& J,( Angs o » g,uj) ==Z (-1)KE (A _y, 0, oF®, y oFk),

h]
Y la definicién de R, podemos representar en la forma

HSHY=—Zb" (A 4.0 7" ) (o’ =goVv ¥’ =gyu ) =)
J 3 J 3 3 R i
Consideremos ordenaciones arbitrarias sobre R y R
R+={T1,.,.,Tr} , R—={T’1....,T’r}
-+ -
Definimos por recurrencia una funcién biyectiva %R —»R , que

llamamos funcién de apareamiento, de la siguiente forma:

1) (1 d=1"y, si 7,7’} ¥ T,#7° para todo 1l<h.
L
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2) Supongamos que hemos definido la imagen de {7,,...7 2. Entonces
B(T |, )=T"{ Si Tu=T', » 7', no pertenece a 2%{7,,..,T 2 Yy para
todo j<i, si 7’; no pertenece a ¥{7,,..,7 >, entonces TLes®T -

Consideremos un conjunto {Aﬂp de n-simplices geoméiricos
candnicos en correspondencia biyectiva con los simplices
seccionales casi-inyectivos de Z6(A,.,0.,¥7), con orientacion
positiva o negativa segun que el correspondiente (A,,0.,y ) tenga
signo positivo & negativo. Sea K' el complejo simplicial asociado
a A, y sea 9K) el subcomplejo asociado el borde @A',, considerado
con la orientacién inducida por la de A'Y,. Observemos gque el
conjunto M de 1los (n-1)-simplices geométricos del complejo
simplicial U;8K', esta4 en correspondencia biyectiva con la unidn
disjunta R+UR—US. Emparejamos cada ‘(n~1>—simplice de M qgue
corresponde a un elemento de R+ con el (n-1)-simplice
correspondiente al elemento de R imagen por & del anterior. Como
cada simplice de M es cara de algun n-simplice candnico, podemcs
identificarleo candnicamente con A, _,. deduciéndose de esto que
entre cada dos simplices de M que hayan sido emparejados entre si
podemos considerar un p.l.-homeomorfismo candénico. Entonces, el
pegamiento de los complejos K* por los anteriores
p.l. ~homeomorfismos, define un poliedro PQV gque es una
n-seudovariedad con borde orientada, ya que los pegamientos son
compatibles con las orientaciones.

Por otra parte, estid claro que las funciones continuas
o.: A',—X, definen funciones continuas

aQV : PQV —_ X , rQV : P

tales que f 7§V= OQV.

W Y

También se ve que GPQV tiene una triangulacidén candnica,
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cuyos (n-1)-simplices estan en correspondencia biyectiva con el
conjunto S, por 1lo cual las funciones py;:A, —Xg, HA_1—T,

inducen funciones continuas

vQ"’ : GPQ" — Xg » M

tales que foeuQV = v§V

: 4 :

Vi 8PV — Y,

Para cada (A',,c,,7,) se tiene un diagrama conmutativo

f (2

donde n; es p.l.-epimorfismo, uy,, Vv, continuas y para cada P!,
J
u; |n (PY) es inyectiva. Por esto, al conjunto {A‘n} antes
i A
definido, podemos asociar un conjunto <LY de comple jos

simpliciales tales que para cada Q, hay un complejo L' que lo
triangula, si (A',,0.,7)=(A) .0j,7;) entonces Li=LJ), para ciertas
subdivisiones (K'")' todas las aplicaciones w:(K')’'—L' son

simpliciales y tales que para cada n-simplice te(K%")’, es

Ul
inyectiva.

Puesto que estamos considerando un sistema finito de
n-simplices A',, podemos suponer los (K')° compatibles con los
pegamientos antes realizados sobre los complejos K', de forma que
si dos (n-1)-simplices teKk' y t’eK) se han identificado, los
complejos inducidos sobre ellos por dichas subdivisiones son

isomorfos. Esta claro entonces que, si identificamos los complejos

(K'Y’ médulo estos isomorfismos, obtenemos otra vez el poliedro
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PQV.' Sea ahora N el conjunto de simplices de UL' que son imagen

por algun n;, de un (n-1)-simplice de U.¢ K'' e identifigquemos dos
simplices de N si ha habido alguna identificacidén entre los
correspondientes (n-1)-simplices de l4(K')’ para formar Pv. En
estas condiciones, esta claro que de U‘L" se obtiene un poliedro
QQ“’ y que las aplicaciones nr,, u;, Vv, son compatibles con las
identificaciones realizadas, por lo cual dan lugar a un
p.-l1. —epimorfismo

n®v . PP o

gque es simplicial con triangulaciones de PQV b4 QQ", obtenidas de

Uk’ y UL' respectivamente, y también dan lugar a las

aplicaciones continuas

u§"’: QQ"’——oX . v§“': QQV—-——DY

tales que u§V=fov§"’ y para cada n-simplice t de la triangulaciodn

de P¥v, u§'|n§v(t) es inyectiva .

Ya que s’ « A, JoVj» GgMj) =—0Z; 5 ( Al oL v para cada

(A, v, ;) hay un (AY, ,0,7,) tal que, el diagrama (3) se

completa dando el siguiente diagrama conmutativo

da
Yo >Y
Hj
\ ] F(k) ] ] ﬂi'
fO AJn-i _'"’A"n=up"t——"’qi_ f : (4)
Y;
X

donde F%® es una aplicacién cara adecuada. De él1 obtenemos el

diagrama conmutativo
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(S

en el cual n'=n,+FK¥ es p.1., Q=Im n’,, u’;,, V', son las

restricciones de uy;, v, respectivamente y u!;, v!; son nuevas

funciones continuas definidas por u! OO =p(r’ %)),
vi(x)=u(n’ "x)), ya que el diagrama (4) y la inyectividad de

ug | v, | implican gque las imAgenes del conjunto

ﬂ‘*'( Ptl) y TI"'( Pi'1_>

n’"1(x) por v y u se reducen en ambos casos a un punto.
J J

Dichas funcicnes n’;, u!;, v!; son compati bles con las
. e . . ; 2
identificaciones realizadas sobre U(K')’ para formar P VY, por lo

cual, las aplicaciones vj, u;, ul;, V! definen respectivamente

J

aplicaciones continuas

Wi aP®v ) x, WBv o Pt oy,

w® o oncar®y o xg vi¥v o ooy sy,

tales que los diagramas siguientes son conmutativos:

go : gi
Xo +» X ° > Y
4 A T [
\u!§" UQ‘/ \! s, vg}/
W 1nfvapBvre— ofv | B B2 | nBvaptvye— ot BV
%!i" rz;‘\ /z!QV rzg\
apZv ¢ » PEV PV e , PV
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g, (8>

por lo cual
C§(w)=(PQV,OQV,yQV;aPQV,vg',HQV)

©s un n-ciclo seccional en (f,fg;g).

3.4. PROPOSICION. La clase [C.‘.§(w)]eSﬂ,.,(f,f“:,;g)s no depende de la
funcidén & de apareamiento ni del conjuntoe R utilizado en su
construccién.

Demostracion: Sea w=(Z6(A,,0,72,Z;6" KA _4,Vjs1;)). Supongamos

que para un R dado, se han formado dos funciones de apareamiento &
y ¥ distintas. Mostremos gque los n-ciclos seccionales CQ(w) y

Cw(w) son seudobordantes en (f,f,;9?

Pw' xI es una (n+l)-seudovariedad orientada con borde

p¥vo U (-PPrx1 U ap¥vxI.

Si identificamos los (n-1)-simplices de P§'x1 segln indica la

funcién &, obtenemos una (n+l)-seudovariedad chon frontera

P¥0 U (P u (opTvxH¥

W

b vxI)§ representan, respectivamente, los

donde (-P " O)xi vy (éP
espacios cocientes de (-qu)xl b4 anbxl médulo la anterior

identificacién. También dicha identificacién induce sobre el
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poliedro Q? un poliedrc cociente Q\I‘§ tal que se tienen los

diagramas conmutativos

donde Q’=n’w'(anV) y u’, v, u't, v’'! estan inducidas por uwv,
v@b, u!qb Yy v!qx respectivamente. De aqui se deduce que, al formar
Hw, las aplicaciones de los anteriores diagramas definen por

cociente las aplicaciones de los siguientes diagramas conmutativos

H ——Q f (aP VxI) ———————*Q’ b
3 v’
o v v
X Xo
91
Yo > Y
3
s fo Y f
o
/w //w
(oP vxI)
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Tambieén, la triangulacién candénica de PWV induce una

descomposiciédn candénica de HW en subpoliedros HWL tales que

» LN | . .
u 'nqq(qu) Yy u .]nﬁé son inyectivas.

¥
Por otro lado, PQV es (n+l1)-seudovariedad orientada con borde

PQVXO U (-PQV)xi &) BPQVXI.

Si identificamos los (n-1)-simplices de PQVxO segun indica 1la

funcién ¥, obtenemos una (n+l1)-seudovariedad HQ con frontera

P20 U (-PPvix1 U (apdvx) ¥

donde PwaO Y (PQVXI)W representan respectivamente los cocientes

de PQVxO Y aPQVxI, médule la anterior identificacién. Es cbvioc que

P§W=Pw§ Y que se tienen los diagramas conmutativos
Y
]
5 pry z ; v
P ¥YX] —— 8P Y—Q
donde n’QV es p.l.epimorfismo y OPQV — Q' es la restriccidn de

n’QV. Al formar HQ, se obtienen también las aplicaciones que hacen

conmutativos los siguientes diagramas

3y Y 3P Yo
r 4 / ~
3y v .
k14 v

H — 0 £ coP¥vy¥ Lo £,

» (]
(4 v v {
X X

(=
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94

Yo > Y
¥
3¢ fo b 4 f
M
So
X, » X
/Q‘P //Q\P

v o

- ¥ ®

Identificando P“’xo con P‘I’.§ x1, obtenemos la (n+l1)-cadena

(YT, o B URY LB BY. (o ¥v,1 ) B ap®vxH E, o B LY, LAY

cuyo borde es C (w)-CQ( w),

Por dltimo, observemos que entre dos conjuntos R,, R, hay
siempre una correspondencia biyectiva compatible con las
descomposiciones R,=R*/UR",, R,=R*,UR™,, por lo cual, a una
funcién de apareamiento ® de R, corresponde una funcidén de
apareamiento ¥ en R,, de forma tal que C§( w)=Cw( w).

Asi pues, a todo n-ciclo seccional casi-inyectivo en (f,f,;9)
le hemos asociado univocamente la clase

3 3 ® 3,

tc¥cwr=tpPv, oBv, JBv; ap®v, LB, B jesa(r.fgiad,

3.5.PROPOSICION. Si [w’l=lw"], entonces [C(w’)I=[C(w")].

Demostracidn: Hay una (n+l)-cadena seccional casi-inyectiva c tal

que dc=w'-w" y w’', w' y c tienen la presentacidén siguiente

w=(Z0" (A, 0" L7 203" (A 4,V 1’ ),

wrE( 6" (AL, 0" L ¥ ) ER" (A " 1)) 1
C=(Z6( By 07 ZB (AL v DD, 2>
donde, &°,, (?’j, &, ﬁ"j, S, f?_,- = 41 & -1. Por definicién del
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borde en el “mapping cone” de los complejos, la igualdad dc=w’-w"
es equivalente a las igualdades
Z.5(-1)k8. (A, o FK, y FR)=

==Zf3;( AL, Go¥j» GaHd +ES’ (A, 0%, ¥’ ) -E8" (Ao, r") (3
S5~ 1RBIC AL FR, pFR) =

=L KBy sV’ o D -ER" (A g s 27 ™)) 4>
donde F% designa la aplicacién cara k-ésima Bp—rhAg,y (P=n-1, n).

Suponemos que (1) y (2) son tales que las expresiones de los
miembros derechos de las igualdades (3) y (4) ocurren en el
miembro izquierdo de su respectiva igualdad.

Sea <Aﬂ“1> un conjunto de (n+l)-simplices candnicos en
correspondencia biyectiva con 1los sumandos &,(A 0,7 que
aparecen en la expresién de c. Démosle a cada Aﬂwt la corientacidén
positiva o negativa segun que §,=1 ¢ §,=-1 respectivamente.

El conjunto ¥XA' .,>, unién disjunta de todas las n-caras de
los Aﬂwi, estd en correspondencia biyectiva, inducida por 1la
anterior, con los sumandos (-1)k§(A oF¥,yF®) de (3). Demos
a cada n-cara la orientacidn del mismo signo que el sumando
correspondiente. La igualdad (3) determina en ¥XA' ,,> una
particidédn en cuatro clases

TCAY, 4> =S,US,;USgUR
formadas respectivamente por los n-simplices gque corresponden a
los términos del primer, segundo, tercer sumatorio del segundo
miembro de (3) y a los sumandos del primer miembro de (3) que no
estan en el segundo miembro.

Sean T,, T,, T los conjuntos de todas las (n-l)-caras de los
n-simplices de S;, S,, S, respectivamente, tomadas con las

orientaciones inducidas. Obsérvese que la correspondencia anterior
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induce una correspondencia biyectiva entre T, y los sumandos del
primer miembro de (4, asociando simplices orientados
negativamente con sumandos de signo positivoe Yy simplices
orientados positivamente con sumandos positivos. También establece
correspondencias biyectivas entre T, y los sumandos de

KIS (Ao 7" I)=~E 5 (-1)k&* (A, _ 0" FR,p Fk) ()

y entre T; y los sumandos de

IS (AL 0", ¥y " ))=E 5 (~1)KkE" (A _,, 0" Fk, p F) (6

con la misma correlacién entre orientaciones y signos.

Se pueden hacer particiones
Ty=B,UR, , Ty=BUR, , Tg=BauUR,; .,

donde B,, B, y By son los simplices correspondientes a los
términos del segundo miembrec de (4), a los sumandos de
“I B KA, _4,ToV j»GsM’j)» a los sumandos de ZIR"(A,_;,GoV";gu")
respecti vamente ( suponemos que estos sumandos ocurren
respectivamente en (5) y (6), lo cual sélo depende de elegir
expresiones apropiadas en (1)).

Formamos, por el métode de (3.3, tres funciones de
apareamiento ¢, en R,, ¢, en R, Yy ¢; en R;. Luego,extendemos
PUpUpy a una funcidén de apareamiento ¢ en T,UT,UT; emparejando
el simplice de B, correspondiente a £’ (A _,,v';,u’j)) con el
simplice de B, correspondiente a -f3"{(A _(,goV j»Osd’ ;7 Yy el
correspondiente a BBy gV con el simplice de Bj
correspondiente a 3" (A, 4,goV";»gsu";).

Con la funcién de apareamiento ¢ en T,UT,UT, podemos formar
un n-ciclo seccional en f
cP=(pP¥,o%, "

que representa el n-ciclo seccional casi-inyectivo
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—ZR{( A, QoW GaM) +ESET (A, 0 Ly  )-Z6" (A, 0", YV ). <7
Para formar P¥, los simplices de R, se identifican entre si segun
Py, los de R, segun ¢, y los de R, segun ¢;. Asi se forman tres
seudovariedades Py, P,, P con borde tales que &P;=-dP,udP; ¥y p¥
es el pegamiento PP=P1L,( P,u-P3). Ademsas, OprP1 y rpipi estan
inducidas por las aplicaciones ggv; y las guuj, oplpz y 7PIP2 por
las o’ y las 2’,, 0P|Pa Y Yplpa por las o", 'y las "
respectivamente. Teniendo en cuenta esto, vemos que los conjuntos

de aplicaciones {v’p2, {(u’;> inducen aplicaciones v, u tales que

g1
Yo »Y
7 |P,
M
fo P, f (8
OP|P1

v
L v
X, »X

es conmutativo y se cumple que
c‘°=(w'>=<Pz,a‘°|Pz.y‘°|Pz;aPz,v|aPz.p[aPz>

cPawy=( Pa,oplpa.rplps;aPa.v|aP3,u|aPa)

son n-ciclos seccionales asociados a w’ y w' repectivamente
Consideremos ahora los conjuntos <Al ,.> y RE JXA' > antes

mencionados. La definicién de R garantiza que se puede definir en

él una funcién de apareamiento ¥. Si identificamos los simplices

de R segun indica ¥, obtenemos de <A',,;> una (n+l)-seudcvariedad

orientada M, sobre la cual las aplicaciones o; por un lado y las

Y., por otro, inducen aplicaciones continuas o"p: M—X, }'q’: M—Y,
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tales que existe un diagrama conmutative de la forma

M » Q f (D

donde Q es un poliedro, nm es p.l.-epimorfismo, U y v son continuas
tales que, para cada (n+l)-simplice t de la triangulacidn de M

inducida por <Al ,,>, u] es inyectiva.

n(t)
M puede ser visto como obtenido a partir de S;US;US; por una

funcién de apareamiento ¥’ inducida en T,UT,UT; por la formacidn

de M. Entonces

¥

¥’ L 4
C° =(aM,o |aM,r |aM

))
es, como C'P, un n-cicleo seccional en f que representa el n-ciclo
seccional casi-inyectivo (7).

M y P tienen triangulaciones canénicas inducidas por el
complejo SUSUS; y las funciones de aparemiento W’ y e
respectivamente. dMxI y PxI tienen triangulaciones K,, K; que
coinciden con las anteriocres en @Mx0O, AMx1 y PxO, Pxi,
respectivamente, sin que tengan nuevos vértices. Si identificamos
en AMxl los n-simplices segin la funcidén de apareamiento ¢ y en
Px0 segun ¥’, obtenemos de OMxI y PxI espacios cociente (aMxI)py
(PxI)\P., que son (n+l)-seudovariedades orientadas con la n-cara
(Mx1)P=(Px0>¥  coman. Las funciones (awlaM) °Pry, (?’TIaM"P"a)’

apopri, y'pepr‘ inducen aplicaciones continuas o, 3, ¢z, 3z, que
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cumplen a,=fef3, ¥ c,=f+f3,. Sea H la (n+l)-seudovariedad

H=CaMxI)¥ ; (pxHY

CoMx1)>¥

Y o= Ua,, f3=3,Uf3, las correspondientes aplicaciones inducidas por

el pegamiento. Sean N=M\_/H, a=aq}u ay y=yq’u 3, entonces se tiene
oM

un diagrama conmutativo

N » Q £ 10

que se obtiene de (9) asi: Tomamos como Q' el cociente de Q por
identificacién de las imagenes de cada dos n-implices de M que
proceden de n-simplices de S,US,US; gque estén. asociados a
n-simplices seccicnales casi-inyectivos de (3) iguales entre si;
U’ ¥y v’ son las aplicaciones cocientes de uy v ; n" es igual en M
al cociente 7’ de n y en H se define de la siguiente forma. Cada

(n+l)-simplice t de K,xI (de K,xI) es del tipo ([16], prop. 7 )

t=((Xgs1),...,0(x,1),(x,0),...,(x,,0))
siendo (Xg,%4,...,%,> un n-simplice de K, (de K;), que procede de
un n-simplice s=(X’4,X%X’;,...,%x",) de S,US;US;; la realizacidn de

Ky ¥ luego la aplicacién n’ +transforman S en el n-simplice
(Yor1Ygs-:-1¥)SERQ’; si para cada t ponemos que Ylt. es la aplicacién
afin t—(y,,¥5,-..:¥,) Que asocia (x;,8 —y; (6=1,0; j=0,...,n),
entonces las definiciones de Q’, u’ y v’ garantizan que hay una

p-l.-aplicacién r:K,xIUK,xI—Q’, tal que u’or=(}’q’|aM) °pr1wpopr‘ Y
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v'or=(yw|aM) opr,u;vpopr,; n’ IH es la aplicacidn inducida por r
sobre H.
Sigue de las construcciones realizadas que
(N,o,7;Pg,v, )
es una (n+l1)-cadena seccional en (f,fg5:9) cuyce borde es

cP3(w*>)-c¥2(w’), por lo cual [C(w')>I1=[C(w")], c.q.d.

3.6. TEOREMA. La asignacién
¥ : HCI (f,fg;9)g — SQ(f,f5:9)0¢
definida por ¥lwl=[C(w)] es un isomorfismo functorial.

Demostracién: Segun las proposiciones (3.4) y (2.5), dicha

asignacién esta bien definida. Por (3.4, escogiendo una
ordenacidén conveniente de los simplices seccionales
casi-inyectivos de w+w’, se deduce que es un morfismo.

Si [P,o,y;0P,v,uleSQ (£,£5:9) ., entonces P es una
seudovariedad crientada con borde que tiene una descomposicion
localmente finita en subpoliedros compactos de dimensidén n,
P=ULP<‘, de forma que para un poliedro Q se tienen unos diagramas

conmutati vos

9o 91
% g ' -
4.\u! u/W W\v! v/1
v n(dPIC——s Q o M n( PIC—-— Q v
/n! n /n! n\
ap C » P 3P C > P

con nn p.l.~-epimorfismo y ulP', VIP. inyectivas para cada P;. Por
19 L

ser P crientada podemos encontrar una triangulacidn orientada K de

54



P que ademas triangule los subpoliedros P, y una triangulacidn L
de Q, tales qﬁe n:K|—|L| sea simplicial. Los n-simplices
crientados t; de K definen un n-ciclo simplicial z=Ljo; en (P,dP);
los n-simplices orientados s; de K,SK, tal que |K,|=dP, definen un
(n-1)-ciclo simplicial y=Zvy;, en 6P tal que @az=y, siendo
o A—t;, V1A _—s; aplicaciones simpliciales que conservan la
crientacién. Esta claro entonces que
w = (Z(A,,uenco;, veneo;), -Z(A _,ulentep,vlienlov))

es un n-ciclo seccional casi-inyectivo en (f,fg;9) y que
(P,o,y;0P,v,u)=C(w); en consecuencia, ¥ es epimorfismo.

Veamos que ¥ es monomorfismo. Sea w un n-cicloc seccional
casi-inyectivo en f:Y—X, tal gue 4(w)=(P¢,op,yp) es el borde de
una (n+l)-cadena seccional (N,¢,y). Podremos suponer que N esta
triangulado por un complejo simplicial K que induce en P=aN la
triangulacidén L determinada por w ¥ ¢ ya que, si K,€K triangula P,
entonces tomando sobre PxI una triangulacién que sobre PxO sea K,
sobre le/E sea una subdivisién comin a K, ¥y a L, sobre Pxl sea L
Y no tenga mas vértices que los situados en PxOLKle/E)Ule, se
verifica que la (n+l1)-cadena seccional

(NUPxI,oLKo1P)opri,yh(yjp)oprﬁ)
obtenida por pegamiento a través de la cara (P,alp,r|P). cumple
las condiciones antes supuestas para (N,o,y). Los complejos K y L
determinan en N una cadena simplicial z=Zo; y un ciclo simplicial
Y=, respectivamente, tales que oz=y, w=Z (A, 00V, ¥ V).
Entonces w es el borde de la (n+l)-cadena seccional casi-inyectiva
v=Z( AL,y 020, 7°¥.), pPor lo cual [w)l=0. En consecuencia tenemos el

siguiente diagrama conmutativo con las filas exactlas:
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—HCI (£ ) g—#HCI (£ —HCI (f,f_;g) —+HCI, (£ )g—+HCI, _(£) —>. ..
=|w zlw w =|w sz

—SO () g SO g SOUCE.£0:9) g SO (£ )e— SO _(f)g—. ..

luego ¥: HCI (f,f45;9),—SQ(f,f5;9), es isomorfismo.

3.7. Los n-simplices seccionales casi-inyectivos (A,,0,7;P) en f
tales que o es inyectiva y ®={A.>, generan un subcomplejo
I.(f)ECI.(f) para todo fed.

Los grupos HI,(f)_, de homologia del complejo (I (f),8.> seran

llamadeos grupos de homelogia seccional inyectiva de feD. Los

grupos HI (f,f,;g)¢ de homologia seccional inyectiva de (f,f,;g)eDd
son los grupos de homologia del “mapping cone” de
g.:I1.{(f )—>I.(f). Para ellos tenemos la sucesién exacta de
homologia

..— HI (fgdg — HI (f), — HI (f,fg5;9) — HI _(f 0, — ...
Y los morfismos @u:HI (£ ) ,—HCI (fg5)g, @u:HI () —aHCI (f), ¥y
Put HI o(f,f5;9)—HCI (f,f45;9), inducidos por las inclusiones a

nivel de cadenas.

3. 8. PROPOSICION. ¢, es epimorfismo functorial.

Demostracidn: Basta demostrar que todo n-ciclo (P,o,y;dP,v, u)=C(w)
para algun n-ciclo seccional inyectivo en (f,f,;g). Por la
proposicién (2.9), podemos suponer para (P,o,y;0P,v,u) una

factorizacién candnica

56



Go =
Xo » X Yo » Y
'S 1“ T \
\u! u/ \v! v/
v n( P)c——— Q o M n( P IC—vuwu-or Q ¥
/rt! n\ /n! n\
P ¢ — P P < — P

con n no degenerada. Tomemos sobre P y Q triangulaciones K y L
tales que n sea simplicial y para cada tek, ult sea inyectiva. Sea
c=X.0; el n-ciclo simplicial en (P,8P) definido por los
n-simplices orientados de K y c’=X;p; el (n-1)-ciclo simplicial en
P definido por la triangulacién de 8P inducida por K. Entonces
dc=c’ vy

w=(Z (AL, ueo,veo;) —Z(A 4, ulev;,viev)
es un n-ciclo seccional inyectivo en (f,fg;g) tal que

CAw)=(P,o,y; 8P, v, ).

3.8. NOTA. Dada una funcidén f:Y—X, donde X o Y son de dimensidn
finita, sea n = min <{dim X, dim Y>. Entonces el conjunto de
(n+l)-simplices seccicnales inyectivos en f es vacio. Por esto,
cada clase de homologia seccional de f consta de un soélo ciclo. No
ocurre lo mismo con la homologia secciocnal casi inyectiva, tal

como vemos a continuacién.

3.10. EJEMPLO. Sea Y el subespacio de la superficie de Riemann de
la funcién w=z2 formadoe por los puntos que tienen valor absoluto

1. Sea X la circunferencia de radio 1 y f:Y—X definida por
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f(z2)=z. Sean P=8A,, beP el baricentro del 1-simplice (e,,e,)<P,

7: P—Y un homeomorfismo y o=fey.

Entonces, (P,o,y) es un ciclo se;.:cional en f que representa cada
una de las cadenas seccionales inyectivas siguientes
c, = (Aj,o(e ,e0),7(e ,e,0) + (4A,0(e,,e),y(e ,e,0) +
+ (A,o(e,, ), y(e,,e.))
c, = (A,0(e,,b),y(e b)) + (A;,o(b,e),y(b,e)) +
+ (A, o(e e, 7(eg,e0) + (A,0(e,,e,),7(ey,e,0).
Por tanto, [c,l=[c,leHCI(f), pero [c,I®lc,] en HI(f), ya que

c ¥c,.
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CAPITULO IV

SEUDOBORDI SMO SECCIONAL NO ORIENTADOC.

SEUDOBORDI SMO SECCIONAL INFINITO.

Todo lo de 1los capitulos anteriores, puede hacerse con
seudovariedades compactas Z,-orientadas Yy también con
seudovariedades no necesariamente compactas. A continuacidn - se

indican los cambios que son pertinentes para ello.

4.1 NOTA: Los grupos de seudobordismo seccicnal no orientado en

(f,f,;9?, que designamos por Sp.(f,f_;g), (n20), se obtienen como
los S (f,f,;g), sin mas que tomar seudovariedades Z,-corientadas
en el capitule I. Con este cambio tenemos que 8(P,o,y;0P.v,u)=
(P,o,y;8P,v,u) y también que son validos en este caso todas lvas
proposiciones del capitulo II, con 1los cambios de notacidén
evidentes, salvo que, por la igualdad de cada ciclo con su

opuesto, Sn(punto) =2,. En especial se tiene:
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4.2. TEOREMA. Sn,( , ; ), ( , Jy y @ definen una teoria de
homologia ordinaria con grupo de coeficientes 2, sobre la

categoria D.

4. 3. NOTA. a) Como se hizo en el capitulo III, pero partiendo de
los complejos CI (.),®2, e I, (.),®2, y los homomorfismo borde &8l

inducidos, se definen los n-grupos de homel ogi a seccional

casi-inyectiva no corientada y los n-grupos de homologia seccional

inyectiva no orientada en feD y (f,f,;g)eD, que designamos con las

notaciones HCI (f;2,5, HCI (f,f_;9;25),> HI (f;2,), Yy
HI (f,f,;9;2;,)¢ respectivamente.

b) Un n-ciclo seccional casi-inyectivo no orientade z en
(f,f,;g) puede ser representado por una cadena z=(Z (A ,0.,.7.),X)
con  gx=9Z. (A0, ¥ )=, (A, _,,0 oF®, ¥ oFR) Sea R un conjunto
maximal entre los conjuntos de simplices de
Tl A 4,0 oF®, 9 cF®) en los cuales, cada simplice aparece un
numero par de veces y R=R'UR- una particién de R tal que, cada
simplice aparece en R* y en R™ el mismo numero de veces. Entonces,
con este conjunto R y prescindiendo de las orientaciones en los
razonamientos del apartado (3.3), obtenemos un procedimiento para
asociar a z un n-ciclo C¢z de seudobordismoc seccional no
orientado.

¢) Las proposiciones (3.4)—(3.10) se generalizan también a
los grupos de homologia seccional casi-inyectiva e inyectiva y
los grupos de seudobordisme seccional no orientados, siendec las
demostraciones en este caso come las dadas, pero prescindiendo de

las orientaciones, tomando los coeficientes en Z, y teniendo en
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cuenta la parte a) de esta nota al definir las funciones de
apareamiento.

d) Partiendo de los complejos CI (.),8G e I,(.),8G, donde G
es un grupoc abelianc, se obtiene los grupos de homologia seccional
casi-inyectiva e inyectiva con coeficientes en G, HCI (.;G), ¥
HI (.;G)g, a los cuales, sin embargo, no se puede generalizar los

resultados anteriores, al menos con las demostraciones dadas.

También puede definirse el seudobordisme seccional con
seudovariedades generales, no necesariamente compactas. Para ello
hay que restringir la categoria. En lo gque sigue, una funcidn
continua es propia si la imagen inversa de todo compacto cerrado

es compacta.

4.4. DEFINICION. Sea D® la subcategoria de la categoria seccional
2 formada por los objetos (f,f_ ;g.,,9,) con gg propia y por los

merfismos (h_,h :h ,h
XY’ x Y

) donde h_ y h son funciones propias.
o o X X

(v}

También deben ser propias algunas de las funciones que entran

en la definicidn de ciclos y cadenas.

4.5. DEFINICION. Un n-ciclo seccicnal infinito en el objeto
(f,f5:9)€DP es (P,o0,y;8P,v,u;P), formada por una n-seudovariedad

orientada P, no necesariamente compacta, con borde 9P, una familia
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P={P,> de subpcliedros compactos de P localmente finita,

tal que
cada P; es de dimensién n, int P, Nn int P; = @ si i®)j ¥y P=UP., ¥y
cuatro funciones continuas o,y,v,u, siendo propias o y v, que
hacen conmutativo el siguiente diagrama
91
T > Y
fo b4 f
M
9o
° » X
v o
apP < +» P
Yy tales que existe alguna pareja de diagramas conmutativos de la
forma
go 91
Xo » X Yo +> Y
1 3 s T
\u! u \v! v
v n( P)—— Q o W n( Pe—n Q r
////1! ;\\\\ ///;! n
ap < > P apP ¢ » P
siendo Q un poliedro, nn p.l.-epimorfismo, n! la restriccidn de n a

&P, u, ut!, vy v!

u'n(p-b)
1
Ve Yacpnory Y Vincpnoes

funciones propias tales que u=fov,

ut=fgov!

son inyectivas para cada P;.

Yy

inyectiva para cada P;,. Obsérvese que u!=g°‘1u'n( ap)’Y due

A P

le llamaremos descomposicioén candnica y a la pareja de diagramas,

factorizacidén candnica del ciclo.
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4.6.DEFINICION. Una (n+l)-cadena seccional infinita en el objeto
(f,f,;9)eDP es (N,o,y;L,v,u; #) formada por una (n+l)-seudovariedad
N con borde @N, una n-seudovariedad LEON con borde (ambas N y L
orientadas y posiblemente no compactas), una familia localmente
finita #={N;> de subpoliedros compactos de N de dimensidén n+l,
tales que int Ny n int N; = @ si i®j y N=UN;, y cuatroc funciocnes
continuas ¢, ¥, v ¥y u (¢ y v propias) tales que hacen conmutative

el siguiente diagrama

Yo

y tales que existe alguna pareja de diagramas conmutativos de la

forma

go g!.

xO

™\ /‘
u! u

v ' (L)S—— Q o u (L) Q r

! T ////;! 114
C

Siendo Q un poliedro, n p.l.-epimorfismo; n! la restriccidén de n a

<

v

z

r
r4

L C

L, u, v, u! y v! funciones propias tales que u=fo.v, ul!=fgev! y

i i _ T
uln(Ni) inyectiva para cada N;. Nétese que u!=g, u|n(L) y que
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también vln(N-)’ u![ son inyectivas para cada
v

]
Ny Y VoAl
N;.
Su borde es el n-—ciclo seccional en (f,f,;g)

N,o,y:L,v,u; A = (No,a|N°,y|N°;—aL,viaL,u[aL;ﬂ;),

donde N, es la n-seudovariedad tal que ON=LUNg, y K ={N,NN;>.

4.7.DEFINICION. Dos n-ciclos seccionales infinitos en (f,fg;g)eD?,
(P 0y s 733 0P VL3 Pd Y (Pp,05,72; 0P, Va1 PR)

son seudobordantes si existe una (n+l)-cadena seccional infinita

en (f,f45;9), (N,o,y;L,v,u; ¥/ tal que
ON, o, ;L v, iy M= Py, 00,0, 0P, Vg ity s PO+ Py, 05,725 9Pz, V. tp; Pp)
donde -P,, -8P, son las seudovariedades P,, 8P, con la orientacidn

opuesta a la dada.

4.8.NOTA. Las tres ultimas definiciones pueden darse también con
seudovariedades generales Z&,-orientadas. Formando las clases de
equivalencia por la relacién de seudobordismo, obtenemos grupos de
seudobordisme con la suma inducida por la unién disjunta de

seudovariedades, que llamamos grupos de seudobordismo infinito

seccional orientado casi-inyectivo (si es sélo con seudovariedades

orientadas) y grupos de seudcbordismo infinito seccional no

orientado casi-inyectivo (si es con seudovariedades Z,-orientadas)

y que representamos por Snwn(f,fo;g)s y Sna;(f,fo;g)s,
respectiivamente. Como en el caso en gque se usan solo

seudovariedades compactas, dos ciclos que sélo difieran en la
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descomposicién candnica son seudobordantes, por lo cual podemos
simplificar la notacién representande los ciclos y cadenas por
(P,o,y;8P,v,u) y (N,o,y;L,v,u) respectivamente. Para estos grupos
son validas las propiedades de homologia dadas en (2.1)-(2.7), con
demostraciones analogas, teniendo en cuenta que Smm;(punto)s=zr

Asi tenemos el siguiente resultado.

4.9. TEOREMA. Los functores SQ%,( ., ; ). ¥y Sn%Wu( . ; Jg. Jjunto con
d,, definen teorias de homologia ordinaria con coeficientes en 2 ¥y

2, respectivamente, scbre la categoria DX

4.10. PROPOSI CION. Sea (P,o,y;aP,v,u; P, P={P.>, un n-ciclo
seccional infinitoc en (f,f,;g)eDP que admite una factorizacidn

candnica

X

o
~A {k b
N\\\u! u \\\\v! v///ﬁ

L 4
>
o]
v
)

v n( PIC——— Q o Iy, ( PIC—— Q rd
////n! 24 //,n! ns\\\
aP ¢ : » P ap » P

1) Si dim Q = dim P, hay otro n-ciclo (P’,e¢’,y";0P’,v’,u’)

en (f,f,;g) gque factoriza candénicamente
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go gl
X, — X Yo —3 Y
A ) A
N u / \! v /
v’ n(P)X—eo Q o’ 7 n (P)C——— Q y’
* 0 ﬂ, \ ,! n,\
P’ ¢ » P’ P’ < - P’

con n’ p.l.-epimorfismo no degeneradec, tal que
(P,o,y;8P,v,ul=IP’,0’,y’ ;0P ,v’ "],
o bién, [P,o,y;8L,v,ul=0.

2) Si dim Q < dim P, entonces [P,o,y;dP, v, ul1=0.

Demostracidn: Sea P=|K| wuna triangulacién de P tal que cada
P.=|K. |, con K, subcomplejo finito de K, y tal que m: |[K|—|L|{=Q es
simplicial. Supongamos bien ordenados el conjunto ¥ de vértices de
K y el conjunto J de indices de la familia {(P>. Sea ¥ 7 el
conjunto de vértices de K;, ieJ. Subdividiendo los P, si fuese
necesarioc, podemos suponer que a=max, {card¥.> es finito. Sea
A ={xe¥, | Ty eSt(x,K)N¥,, n(yd=n{(xI><ET,.

Para cada i, elijamos un x€¥, con la condicién: si A0,
entonces %, es el primer elementc de A, y si A =0, entonces X es
el primer elemento de ¥,. Definimos por induccidén ¢ :{x>—% : si

P(%X) esta definida para k<i, entonces

1°" elemento de {(y|eSt(x,,K),y=x ,n(y)=r(x)>N¥;,, si A =0
PO,( x"')=
Xy » Si A =0.
Sea KxI la triangulacidén de PxI obtenida extendiendo, sin
introducir nuevos vértices, la triangulacién inducida por K scobre
PxOuUPxl a todo KxI (ver la demostracién de (2.8) y tener en cuenta
que el numero de vértices puede ser infinito). Sea J’ un segmento

inicial de J. Por "identificar xJ. con po(xJ.) en KxI para jeJ'*
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entendemos la siguiente operacidén definida inductivamente:

Si (KxI)‘j es el complejo simplicial geométrico que resulta de
identificar X, con ¢, (X)) en KxI para todo k<j y |(KxI)‘j| es una
(n+l)-seudovariedad ocrientada, entonces, la identificacién de xj
con qoa(xj) en KxI consiste en formar el complejo (KxI)J. tal que
|( KxI)J.] es una (n+l)-seudovariedad orientada, a partir de (KxI)‘j
en los dos pasos sucesivos siguientes:

1)Suprimir cada (n+l)-simplice que tenga los dos vértices
(xJ.l) y(pa(xj),i). |

2)Para cada (n+i)-simplice s suprimido, existen s; y s,, dos
(n+1)-simplices que tienen en comin con s las n-caras

(...,(xj,l),(po(xj),l),...) y (...,(xj,l),(pa(xj).l),...)
respectivamente. Entonces se pega s, con s, a través de dichas
n-caras, mediante la biyeccidn afin

(...,(xj,l),(pa(xj),l),...) — (...,(xj,l),(qoa(xj),l),...),
definida asociando (xJ.,l) a (:pa(xj),l) y todo otro vértice a si
mi smo.

Si |(KxI)‘j| es (n+l1)-seudovariedad orientada, es facil ver,
que (KxI)> 3 cumple las condiciones para triangular una
seudovariedad y que el pegamiento de cada s, con el szl asociado,
es compatible con la orientacién dada, por lo cual, '(KxI)J.[
resulta ser también (n+1 ) -seudovariedad orientada con la
orientacién inducida por la de |(K><I)‘j|.

Esta claro que toda aplicacidn simplicial (KxI )‘j——+L.
factoriza candnicamente a través de (KxI)J. como productoe de dos
epiyecciones simpliciales, por lo cual, si para la aplicacién
simplicial nmepr, :KxI-—L se tiene nopr1=h‘j of‘j, donde h‘j:(KxI)J—>L b4

£J son simpliciales y sobre, entonces, también nepr‘=hjofj con
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h.:(KxI)j—»L Y fj epiyecciones simpliciales.

Segin lo anterior, por induccién transfinita, existen una
(n+l)-seudovariedad orientada N,=|(KxI),| (donde (KxI), denota el
resultado de identificar x; con P(x%) en KxI para todo ieJ,) ¥y
epiyecciones simpliciales f,:PxI—N,, hy: N,—Q tales que
nepry=h,f,. Sea R, el subpoliedro de N, cociente de Pxl; si n>
dim Ry, entonces con la n-seudovariedad M, tal que AN, =Px0UM, ,
hy(M>Sn( dP)EQ, se cumple que

a(Ni,Uohl,Vohi;Mi,u!ehilui.vleh1|M1) = (P,o,y;0P, v, ),
por lo cual, [P,o,y;0P,v,ul=0. Si n=dimR,, entonces existe PSR,
tal que aN=(P+(-P,))UM;, donde M, es la n-seudovariedad cociente
de 9PxI, luego P, es n-seudovariedad orientada y
a(Ni,Uohi,Voh,;Ng.u!oh‘lMl,v!oh1|M1)=

(P,o,y;0P,v,u) - (P‘,Uoh1|P1,Voh‘|P‘ ;aPi’U!°h1|ap1’V!°h1laP1)’

por lo cual, [Pi’u°h1’p1’v°h1|p1;aPi’U!°h1,aP1’V!°h1|aP1] =
(P,o,y;0P,v,u]. Ademas,la descomposicién P={P> induce P={P,>,
con Py, cociente de P, para cada i€J, y el complejo K induce el
complejo K, tal que P,= |K,|, P, =|K; | con K, subcomplejo finito
de K, para todo ieJ, y tal que rH(P’:UgJ—»|L]=Q es simplicial;
ademas, llamando ¥,; al conjunto de vértices de K,, para cada ieJ,
tenemos que max{card ¥,,> es finito (pues siempre es card ¥, =<
card ¥,) y si

Ay ={xe€¥,; | By, eSt(x,K OIN¥,;, h’IP‘( yt)=h‘]P1( xX)> € ¥y
para cada ie€J es card A;;=0 6 < card A,. Por tanto, efectuando la
construccidén anterior a partir del ciclo

(P‘,Ueh,’P‘,Voh‘[P1 ;aP‘,u!ehtlap‘,v!oh‘lapl),

Y asi sucesivamente, llegamos en un numerc finito de pasos al

ciclo (P’,0’,y";8P’,v’,u") buscado ¢ a que [P,o,y;8P,v,ul=0.
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4.11. COROLARIO. Sea X un espacio T, de dimensién inductiva larga
Ind X*n © de dimensién por recubrimientos dim X=n, Sea (f,fg;g) un
objeto, con f:Y-—X. Entonces Spr(f,fo;g)s y Snwp(f,fo;g)5 son
nulos para todc p>n.

Demostracidén: La misma que en (2.11).

4.12. NOTA. a) Para cualquier feDP designemos por Clwn(f)5 el
conjunto de todas las sumas formales finitas o© infinitas
Im (A, 0,7, donde meZ, (A, ,0,7;) es un n-simplice seccional

casi-inyectivo en f y sean localmente finitas en el sentido de que

<o (A, |m=0> es un sistema localmente finitoa. Con los
homomor i smos borde evidentes, tenemos para cualesquiera
£.(f,f,;9),€DP los grupos

HCI® (£).=H (cI®. (£),, a8 y HCI® (f,fq;9)=H (Cg.)

que 1]l amamos n-—grupos de homol ogi a seccional infinita

P . . © )
casi~-inyectiva. Designando por CI (f;Z,) el conjuntc de sumas
como las anteriores pero con los meZ, tenemos, como antes, 1los

n—-grupos de homol ogia seccional infinita casi-inyectiva

no-crientada .
HCI® (£;2,), v HCI® (f,.f.;9;2;,).
Si partimos de las sumas formales localmente finitas de
simplices inyectivos con coeficientes en 2 o 2Z,, tenemos los

. . , C . . . 3
n-grupos de homologia secciocnal infinita inyectiva orientada Y

2Siempre que se diga de una cadena secciocnal que es localmente
finita, entenderemos el término “localmente finita” en este
sentido.

3

Estos son los grupos de homologia seccional definidos por SHIH

en 1977 [47].
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los de homologia seccional infinita inyectiva neo-orientada, que

w®
™

designamos por HI " (), HI“;(f,fo;g)s, len(f;Zz)S y
HIwn(f,fo;g;Zz)s respectivamente.

b) Si [z]eHCIwn(f,fo;g)s Yy z esta representado por la cadena
localmente finita (y,x) tal que y=Z8(A.,0.,7), &=1,-1 y -g,x=8y
=T, (~1ORS CA _,0,®, p k) (o y 7. son las caras

k-ésimas), fijandonos en un (n-1)-simplice TeCIakf)s, si

C(ky) (k) k) (ke

1 r

Chngror b (B0 >>

es el conjunto de simplices de (A _;,0%,»%> que son

iguales a 17, dicho conjunto es finito y ademas

(1> KOs (a0 (K, (kO
t=1 t t

por lo cual, hay una particidén suya R+TURT—UST tal que, hay una

r

b > € g.CI._,(f.),

funcidén biyectiva ¢T:R+ ——»RT— y S_r tiene a 1o mas un elemento. Si

T
R'=U R"_, R'=U R, R=R'U R, entonces ¢ =up R —R es
biyectiva. Como en el capitulo III, se obtiene entonces un n-ciclo
C¢(z) de seudobordismo secciocnal infinito en (f,f,;g) asociado a
z.

c)Reduciendo mdédule 2, los coeficientes de las cadenas
antericres, tenemos como antes que, para cada n-ciclo secciocnal
casi-inyective infinito no-orientade 2z, se puede definir una
funcidén ¢ con la cual asociar a z por pegamiento un n-ciclo C¢(z)
de seudobordismoc seccional no-orientado en (f,fg;9).

d) Las proposiciones (32.4)-(3.9) se pueden enunciar también
para los grupos de homologia Yy de seudobordismo seccicnales

infinitos anteriores, con demostraciones como las dadas, haciendo

los cambios evidentes.
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CAPITULO V

GRUPOS DE SEUDOBORDISMO CASI-INYECTIVO.

Sea TOPI la categoria cuyos objetos son las ternas (X,Xg5;9g)

X, ¥y una funcidn continua

formadas por espacios topoldgicos X,

g,: Xo—X inyectiva, y cuyos morfismos son los pares (h.hg,> de

funciones inyectivas continuas tales que
9o

>
0
v
>

(24
L 4
(24

conmuta.
Sea Did la subcategoria plena de la categoria D de diagramas,

formada por los objetos de la forma (1)(’1)( ;g). Es evidente que la
(=]

transformacidén

(X,Xo5: 9,0 — (1x,1x 1 g, g=(g,,9e”
o

= D2id, que traslada el

define una equivalencia natural T: TOPI

functor SQ, a la categoria TOPI. Designaremos éste functor por
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SsQl, y a S (X,X,;g,)> lo llamaremos el n-ésimo grupcoc de

seudobordismo orientado casi-inyectivo de (X.,X,;g,)>. También se
trasladan los functores (,), y &8,, con lo cual tenemos el

siguiente resultado.

S.1. TEOREMA. sqaI,, ¢ , ), y 8, definen una teoria de homologia

ordinaria con coeficientes en Z sobre la categoria TOPIL.

5. 2. NOTACION. En vez de la notacidén (P,o,0;,0P,v,v) y
(N,o,0;L,v,v) para ciclos y cadenas en TOPI de acuerdo con el
criterio seguido en D, éstos seran designados por (P,o0;8P,v) vy

(N,o;L,v) respectivamente.

En TOPI valen las propiedades (2.9)-(2.13) establecidas
anteriormente y ademas la siguiente propiedad de escision

mas fuerte gque la (2.6).

5.3. TEOREMA DE ESCISION. Dado (X,X,;g.,), sSean U un abierto de X
tal que cl{WESint(g (X)) (donde cl(U) es la clausura de U en X e
int(g. (X,)) es el interior de g, (X,) en X,) y V=g ,~%(U). Entonces
el morfismo

i:(X-U,X-V:igg ) — (X,X5:9,)

5 o-v

determinado por las inclusiones i, :X-USX e i :X,-VEX,, induce un
isomorfismo

i4:S0I (X-U,X_-V;g, ) — SOI(X,X539,)-

Ix,-v
Demostracién: Sean [P,¢;8P,v]1eSOI (X,X,;9.), A= X-int(g X)) ¥y
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U’ =078 cl(U)). Puesto que A y U’ son subconjuntos cerrados de P,
disjuntos entre si, dada wuna triangulacién K de P, podemos
encontrar una subdivisién derivada K de K, de forma que el
entornoc simplicial M de A en K no corta U’

Si N es el entorno regular triangulado por M, entonces
NNU’ =@. Asi pues, N es una n-seudovariedad con borde 8N=N" X NméP)
y o(dN>sint(gX,> por construccién. Por t,ant,o,(N,a|N;6N,g°“‘°a|8N)

es un ciclo en (X-U,X_-V;g, Llamando N, a la seudovariedad

o
que cumple X PxI)=(P-N)UN,, tenemos gque la (n+l)-cadena
(PxI,o'xll;No,(goxll)"'(axlI)|N°))
determina la igualdad
[P,o;aP,v]=i*[N,a|N;6N,go’1°a|aN 1,
es decir, i, s un epimorfismo.

Sea [P,o;aP,v]eSQIn(X—U,XO—V;golxo_v) tal que i lP,o;d8P,»1=0,
Entonces existe una (n+i)-cadena (N,e¢’;L,v') en (X,X,;9,> tal que
&N ,o';L,v')=(P,i0;8P,i_p). U"=0'"HU) y A"=0’'"UX-int(g (X >
son subconjuntos cerrados de N disjuntos entre si y por tanto,
podemos encontrar un entorno regular M de A” en N, disjunto de U”
y de forma que, si M’ es la seudovariedad tal que aM=(PneMIUM’,
entonces (M, o0’ ]M;M' v ,M' p) es una (n+1)-cadena en
(X—U,XO—V;g°|xo_v) cuyc borde es el n-ciclo

(PABM, 0 | 5 o5 OPNBM, )

¥ | apnam

que es seudocbordante a (P,o;dP,v) segin muestra la cadena
(PxI,ox1,;Q,(g,"x1y) IQ) s

en la cual Q es la n-seudovariedad tal que & PxI)=(P+(-(PNaM)> uQ.

En consecuencia, [P,o;8P,v1=0.
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5. 4. Para un espacioc cualquiera X, dos O-ciclos (P,,0.) vy
(P;,0,) (donde P, y P, constan de un sélo punto con orientacidn
positiva) son seudobordantes si y solo si existe un camino g:1-—X
que une o,(P,) con 0,P,) y es inyectivo a trozos, en el sentido
de que hay una particién finita, X =0<x<...<%X =1, de I tal que
g'[x‘,xH1] es siempre inyectiva. Si definimos las componentes
“camino inyectivo a trozos'" de X diciendo que dos puntos estan en
la misma componente si y solo si, hay un camino inyectivo a trozos
g:I — X gque los une, resulta una particién J(X) de X en clases,
de forma que se tiene evidentemente

SQIL(X> = @ (Za=2 para todo a ).

aeJ(X)Za

5.5. NOTA: Es conocido ([41]1,prop.XI1.7.2,p.97) que en un eépacio
T, la conexidn por caminos es equivalente a la conexidn por arcos
(i.e., por caminos que son inmersiones),luego, en espacios T,, las
componentes conexas por caminos inyecti vos a trozos son
precisamente las componentes conexas por caminos. Sin embargo, no
siempre es asi en espacios que no son T,. Para mostrar esto, damos
a continuacién un ejemplc de espacio T, conexo por caminos
inyectivos a trozos pero no conexo por arcos y luego un ejemplo de
espacic conexo por caminos pero no por caminos inyectivos a
trozos, de 1lo que resulta que los grupos de seudobordismo
casi-inyectivo difieren en general de los grupos de homologia

singular.
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S.6. EJEMPLO: Sea X=RwKP> (P es un punto) la recta con dos

origenes

donde todo punto de R tiene el habitual sistema fundamental de
entornos y P tiene como tal la familia (P -£,£)-{0>>. Dos puntos
cualesquiera de R estan conectados por un arco evidente, pero‘para
ir de P a O, hay que ir primero con un camino hasta un punto de
R-{0» y luego con otro camino hasta O, de forma que, aungue ambos
pueden ser arcos, el camino total no es inyectivo. En consecuencia
X tiene una séla componente por caminos inyectiveos a trozos y dos

componentes por arcos.

8.7. EJEMPLO: Sea X el espacio I/(l/n} cociente de 1I=[(0,1]

identificando todos los puntos de la sucesidn {1/n}nez+ . Los

puntos O y [l1llel~ estdn en la misma componente conexa por

{1/n>
caminos evidentemente, pero estadn en distinta componente por
caminos inyectivos a trozos, ya que todo camino f:I—-—-»I/{l/n} tal
que f(O0)=0 y f(1)=[1) aplica en [1] al menos un conjuntc numerable
de puntos. En efecto, dado un entorno Y de O en X, f™2(Y) es un
entorno de O en I, y ya que en Y-[1] hay una cantidad numerable de
conjuntos de la forma (1/n+l1, 1-n), cada uno de los cuales es

componente conexa de X-r11, tenemos que en f-3Y-[11>=

£-3(Y)-f-%[1] hay una cantidad numerable de componentes conexas;
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ésto sélo es posible si £f71{1] es al menos numerable.

§.8. LEMA. Sean X un poliedro, dim X =1, (P,0) un l-ciclo en X que
tiene una factorizacién candénica

o
P= U P, — X

Q’

tal que n’ es no degenerada y [P,0l=0. Entonces P esta triangulado
por un numero par de l1-simplices que pueden ser emparejados con la
condicidén de que en ellos ¢ describa arcos opuestos.

Demostracidn: Ya que ([(P,e)=0, hay wuna 2-cadena (N,g) en X que

tiene una factorizacién candnica

d

N A

tal que &N,g)=(P,0), luego N=P y a=g|P. Triangulemos N y Q, para

hacer n simplicial y u inyectiva en cada simplice de dimensidn
maxima de Q. Esta claroc gue esta hipétesis sobre u implica
dim(Q)=1, y por tanto cada 2-simplice de la triangulacién de N es
aplicado simplicialmente por nm en un l-simplice © en un vértice.
Segun esto, si s; es un l-simplice de la triangulacidn inducida
sobre 8N, entonces hay una cadena finita tg,tp,...,t, de
2-simplices de N tales que s, s cara de t,, v ,nt,,, es una l-cara
de ambos y n(t,mt ,)=n(sy) para cada i=1,..,k-1, y t, tiene una

l-cara s, que esta en N y que cumple n(s/ =n(s,). Segun esto,

76



IN=P esta triangulado por un nuimero par de l-simplices que pueden
ser emparejados con la condicién de que en ellos o describa arcos

opuestos.

5.8. PROPOSICION. Los grupos SQI, no son invariantes de homotopia.

Demostracidn: Para ello probaremos que SQI, del poliedro euclideo

I1={0,1) es distinto de cero.
Tomemos dos ejemplares I, e I, de {0,1] y sea P el espacio
cociente obtenide identificando los dos ceros por un lado y los

dos unos por otro. Definimos ¢: P —— I poniendo
x si xel,
o x)=
1-x%2 si xe€l,.

Esta claro entonces que (P,o0) es un 1-ciclo scbre I que tiene una

factorizacidén

o
P=I,VI, —

N4

gque es candnica y con la flecha de la izquierda no degenerada. Ya

que ningun cambic lineal de variables transforma el polinomio X en
el polinomio 1-x2, no hay en P dos subconjuntos homeomorfos a I
tales que las restricciones de o a ellos sean arcos cpuestos sobre
I. Entonces, segun el lema anterior, [P,o0l1#0. En consecuencia,

SQI,((0,11) * O

5.10. PROPOSICION: Para todo 1-poliedro X, el cardinal de SQI,(X)

es el cardinal del continuo.
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Demostracidén: Veamos que SQI,(X) tiene cardinal igual & mayor que
el cardinal del continuo. En efecto, destagquemos en X un
subpoliedro I p.l.-isomorfo a [0,1). Para cada te(0,1), sea (P,o)
el ciclo siguiente:

Tomemos dos ejemplares I, I, de [0,1) y sea P el espacio
cociente obtenido identificando los dos ceros por un lado y los

dos unos por otro. Definimos ¢;: P — I poniendo

tx si xel,
ox)=

t(1-x)%2 si xel,.

Esta claro entonces que (P,o0) es un 1-ciclo sobre X que tiene una
factorizacidn candnica

o
P=I,uI, » I € X

N, A

P

Comc en el caso de la proposicién anterior se tiene que [P,o ]=0.
Ademas, si O<A<u<l, entonces [P,oAJ#[P,a‘J] yYa gque ningun cambio
lineal de la variable x transforma unc en otro dos de los
polinomios Ax, ux, A(1-x2), u(1-x%2).

Demostremos que el cardinal de SQI,(X) es < el cardinal del
continuo, verificandose por tanto la igualdad. Es bien conocido
que el conjunto de aplicaciones continuas entre dos espacios 2°
numerable tiene cardinal < card(lR); ahora bien, todo 1-ciclo en X
es una aplicacidén continua S*—X, luego card({l-ciclos en X>) =
card({ S!'—X continua>) < card(R). Como SQI,(X) es un conjuntc de
clases de equivalencia de 1-ciclos en X, card(SQI, (X)) =

card({l-ciclos en X)) < card(R).
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S5.11. PROPOSICION: SQI,([R2)=0.

Demostracidn: Consideremos el 1-ciclo (P,o), donde P=9a, es el

borde de un 2-simplice (ABC) y o:P —» [RZ es la aplicacién

A A

: ®

que deja fijos los lados (A,B), (A,C) y transforma el ladeo (C,B)
en una espiral infinita que empieza en C y termina en B ( tomando
un sistema de coordenadas cartesianas tal que el segmento BC sea
el intervalo [0,1] del eje de abscisas, esta espiral puede ser
descrita por la funcidén @:10,1]1—R2 dada por @K 0)>=0 y
¢ t)=(tcos(-2n/t),tsen( -2n t)) ). Si fuese SQI,(R2) = O, entonces
[P,o]l = O ,por lo cual existiria una 2-seudovariedad Q con borde
Q=P y una funcién continua h:Q — [RZ tales que (Q,h) es una
2-cadena orientada casi-inyectiva y h|aQ=h|P=o .

Puestc que @Q=P es conexo, podemos suponer dque Q es
fuertemente conexo, en el sentido de que tiene una triangulacién K
de seudovariedad de forma que para dos 2-simplices t,,t,e K, hay
una cadena de 2-simplices de K

ty =L, , Ll ., .. Lt =ty
cada unc de los cuales tiene con el anteridr una 1-cara en comun

Consideremos el 2-ciclo relativoe Z=(Q,h;P,0) en (R%,0P;i),
donde i es la inclusién oPSRZ2. Si Z fuese un ciclo nulo, ya que
9,[2)=[P,0], también seria nulo en oP el 1-ciclo (P,0); si

r:oP—S! es la retraccién sobre la 1-esfera S* inmersa en oP a la
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cual pertenece el punto C, (N,f) es una 2-cadena en oFP tal que
N, f)=(P,o) y t es la cadena simplicial suma de todos los
2-simplices de una triangulacidn |K1|=N, entonces tenemos que el
ciclo singular r.o.(8t) en S* es nulo y a la vez representa la
clase fundamental de S!', lo cual es imposible. Por tanto, la
proposicién (2.9) nos permite asumir que Z factoriza candnicamente
con un p.l.-epimorfismo n no degeneradoe. En consecuencia, podemos
supconer que la funcidén h es inyectiva en cada simplice de K.

Sea ty; un 2-simplice de K tal que contiene el punto B y tiene
una l1l-cara k,; sobre el lade (A,B) de P, t, un 2Z2-simplice que
contiene el punto B y tiene una l1-cara k, scbre el lado (B,C) de
P. Estos son los Unicos 2-simplices de K gque contienen el punto B
y tienen una l-cara en &Q. Toda 2-seudovariedad es una superficie
con un numero finito de puntos identificados, por lo cual 1la
estrella de B es un cono sobre un numeroc finito de circunferencias
y segmentos; en consecuencia hay una sola componente conexa L de
|1k(B,K)| cuyo borde es no vacio. Sea V el subcomplejo de K que
triangula el cono BxL. Esta clarc que BxL es una 2-bola, por lo

cual hay una cadena de 2-simplices de V

tal que para cada i>1, t’,Mt’,_, es una l-cara comin que contiene
el vértice B.

La interseccién de h(t’, mt’, ,> y h(k,) es el punto B porque
hlt’k es inyectiva. Por tanto h(t’,nt’,,> es, como h(kp), una
espiral infinita. Razonando igual para los simplices t’,. ., t7, 5,

.,t’,=t,, se obtiene que h(k,) es también una espiral infinita.
Esto contradice el hecho de que1 esta imagen esta contenida en el

segmento AB. Por tanto [P,el=0 y SQI,([RZ)=0
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S.12. PROPOSICION: Para cualquier superficio V2, SQI,(V2) tiene el
cardinal del continuo.

Demostracidn: Sea (P,o) el 1l-ciclo de la proposicién anterior.

Dado cualquier homeomorfismo de coordenadas a: R2-—USVZ2, razonando
como en (5.11) se prueba que el ciclo (P,ao) es no nulo. Si (P’,p)
es otro l-cicle en VZ tal que »(P’)nac(P)=@, entonces (P,a0) vy
(P’,») no  son seudobordantes. En efecto, supongamos que
HQ,h)=(P,a0)—(P’,y). Se tiene que Q=P+ -P’):; si P y P’ estan en
distinta componente fuertemente conexa de Q, restringiendo h a la
componente en que esta P, estoc implica que el ciclo (P,ao) es
nulo, en contra de lo dicho antes; por tanto, podemos suponer que
Q tiene una sdéla componente fuertemente conexa. Consideremos el
2-ciclo (Q,h;PH -P’),co+y) en (VZ, h(a8Q:;i), donde i esta dada
por la inclusién; razonande como se hizo en (85.11) con el ciclo
que se designd alli (Q,h;P,o), se llega a que (Q,h) tiene una
factorizacidén candnica con 7 no degenerada. El resto de la
demosiracidn de (5.11), aplicado aqui, muestra que es imposible la
relacién & Q,h)=(P,a0)—(P’,y). Luego, card(SQI,(V2)) 2 card(R).
Por otro lado, es cierto siempre que si X y X’ son dos
espacios 2° numerable, el conjunto ®X,X’)={f:X—X" continuad>
tiene cardinal =< card(R) = c; en particular, card &S, V% < c.

De donde se deduce cobviamente que card (SQI,(V2Z) < c.

5.13. PROPOSICION. Para cualquier superficie cerrada orientada VZ,
SQI(V2) tiene el cardinal del continuo.

Demostracidn: Sea t: |K|—VZ? una triangulacién de V? (suponemos |K|

euclideo), b un vértice de K, St(b;K)={xb+(1-x)y { O=<x=<1,
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yelk(b;K)>. Sea ¢,:St(b;K)—St(b;K), r21, la funcién
@ (xb+(1-0y) = xXb+(1~-x"Ny.

Entonces, la funcién f,: |[K|—|K| dada por

z si z & St(b;K)
f(zd=

oz si z € St(b;K)

es un homecomorfismo. Por tanto, para todo rzl, tenemos un 2-ciclo

inyective C.=( |K|,tf,) en V2 que tiene la factorizacién canénica

tf
|K| 5> V2

id tf

K]

Es evidente que C, y C, no son isomorfos si r#k. Mostremos gque
tampoco son seudobordantes,
Supongamos gque existe una 3-cadena (N,h) en V& tal gque

N, M =C [K|,tf0-C |K|,tf). Sea

h
N > V2
n u
Q
una factorizacidén candnica de (N, h), ¥ supongamos dadas
triangulacicnes |K,|=Q, |K,|=Q tales que n sea simplicial. En &N

hay dos componentes conexas L, ¥y L,, cada una p.l.-isomorfa a la
seudovariedad |K| Sea s, un Z2-simplice de K, que estid en L;; ya

que n es degenerada ¥y h es inyectiva en s;,, s, es cara de un
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3-simplice S,eK, tal que h(S)=h(s,), y en S; hay otra 2-cara
sp,*s, tal que na(s,)=n(s,); andlogamente, s, es cara de un
3-simplice S,eK tal que h(S;)=h(s;)=h(s,) y en S, hay una 2-cara
sae{s,,s5,> tal que n(sgi=n(s,)=n(s,); es evidente gque este
procedimiento nos lleva en un ndmero finito de pasos a un dnico
e-simplice s S, tal que n(sp)=n(s,). Por tanto, a cada Z-simplice
seK,; contenido en L,, corresponde un 2-simplice s’<€K, contenido en
L, tal que h(s)=h(s’). Es evidente gque esta correspondencia es
biyectiva, luego h(L,>=h(L,> y CIK|.tE=C K[, tf 0. En
consecuencia, card (SQ,(V2) = card (R) = c.

Ya que sélo hay una cantidad finita de 2-seudovariedades P vy,
para cada una de ellas, el conjunto 6(P,V3)=<{f:P—VZ continua>

tiene el cardinal ¢, sigue gque card (SQI (V%)) < c.

5.14. PROPOSICION. Si P es una seudovariedad de dimensidn finita
n, compacta, orientada y sin borde, entonces card(SQI (P)) = c.

Demostracidn: Es facil ver que la demostracidn anterior es valida

en cualquier dimensidn.

5.18. NOTA: Todo lo de este capitule se puede hacer considerando
seudovariedades compactas arbitrarias (es decir, Z,-orientadas).
Se obtiene as{ nociones y resultados anidlogos a los anteriores. El

correspondiente grupo de bordismo se denomina n—-ésimeo grupo de

seudobordismo no crientade casi-inyectivo en (X,X,;9.), designado

por Snl (X,X, ;9.0 Aqui, —(P,o;0P,v)=(P,0;0P,v). En este caso son

vadlidas las proposiciones (85.1)-(5.14), con los cambios de
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notacidén evidentes, salveo que, por la igualdad de cada ciclo con

su opuesto, Snl_(un punto)=22. Destacamos el siguiente resultiado.

S5.16. TEOREMA. Snl. , ; 2, ( , >, ¥ 0@ definen una teoria de
homologia ordinaria con grupce de coeficientes 2, scbre la

categoria TOPI.

5.17. NOTA. También podemos considerar seudovariedades en general,
compactas © no, orientadas o Z,-crientadas. Obtenemos asi grupos

de seudobordismo, gue llamamos grupos de seudobordismo infinito

crientade inyective a trozos (si se usan sdélo seudovariedades

orientadas) y grupos de seudcbordismo infinito no corientado

inyectivo a trozos (si es con seudovariedades Z,-orientadas), y

que representamocs por S con( X, Xo39,? y Snl oon( X, X,:957
respectivamente. Ya que estos grupos son un caso particular de los
definidos en (4.8), las proposiciones (4.9)-(4.11) nos dan los

tres siguientes resultados.

5.18. TEOREMA. Los functores SQI(D*( , >y SnIm*( » 3 s Junto

con ( , 2, @8,, definen teorias de homologia ordinaria con
coeficientes en 2 y &, respectivamente, sobre la subcategoria

TOPIP de TOPI formada por los objetos (X,X,;g.> y los morfismos

(h,h,) tales que g,,h,h, son aplicacicnes propias.
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5.19. PROPOSICION. Sea (P,0;dP,v;P) un n-ciclo (infinito) en

(X,Xo:9o), P=XP>,

o
X, — X
4} 1\
\u! u/
v n(d P) &——-a Q o4
//fn! ;\\\
a P < — P

una factorizacidédn candnica de dicho ciclo. Si dimXdimP, entonces
[P,o;8P,v1=0€ SQImn(X,XO;go) (Sann(X,Xo;go)). Si di mQ=dimP,
entonces [P,0;8P,»1=0 o hay otro n-ciclo (P’,¢o’;@8P’,v’) en

(X,X5:90) que factoriza candnicamente

Jo
X, > X
Wb 1»
\u! u
v’ n' (8P’ ) “—— Q o’
/rt'! n\
é P’ < > P’

con ' p.l.-epimorfismo no degenerado, tal que

[P,o;0P,v] = [P’,0’;8P’,v’"]

5.20. PROPOSICION. Sea X wun espacio T, de dimensidn por
recubrimientos dim X = n & dimensién inductiva larga Ind X = n.
Sea do: Xo—X una inmersidén continua propia. Entonces

smwpcx,xo;g°> y SQImP(X,XO;go) son nulos, para todo pin.
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A continuacién se explicita la relacidén gque tlienen estos

grupos con los complejos de cadenas.

S.21. DEFINICION. Sea An el n-simplice candnico,. Llamamos

n-simplice casi-inyectivo en el espacio X a (An,f;?) si (An,f,f;?)

es un n-simplice seccional casi-inyectivo en 1 Designamos por

X'
CIn(X) el grupo libre generado por todos los n-simplices

casi-inyectivos en X. Las aplicaciones cara de A, F&hAh—l—*An’

permiten definir un homomorfismo borde

8, CI (X)) — CI__,(X)

n-1
mediante la fdrmula

3. (B8, TP = ol —10KCA,_, fFR; 2,
donde P =(P,"F®A _, |P,eP>. Estad claro que se tiene &%=0. Ahora

definimos los grupos de homologia casi-inyectiva de un espacico X

como
HCI (X)>=Ker 8,/1,,0,.4
Sea ggo:Xpo—X una funcidén continua inyectiva. Esta funcidn
induce un morfismo de cadenas
Jo:CI.(Xg)—CI.(X), ggnl{a,,f;P)=(A,,gof;P).
El "mapping cone” de g, es un complejo Cgy definidc como sigue
(Cgo) n=CI(X)8CI _,(Xg5), Ky, x)=(8y+geX, —0x).
Es facil verificar que 88=0:
9y, x) =K dy+ggx, —0x) =( 3y +8goX—godx, 33%x)=(0,0).
Definimos el n-grupo de homologia casi inyectiva de (X,Xg5;9p0€
TOPI por
HCI (X, Xg; 902 =H.(Cggy?

OCbsérvese que HCI (X,¢;¢) es isomorfo canénicamente a HCI (XD.
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S.22. NOTA: a) Tenemos una sucesidén exacta corta de morfismos de

cadenas

© —CI.(X)—23(Cgy). = CI. " (Xg)—s0 (1)
[o] [}

donde CI.+(X0) esta dado por CIn+<X°)=CI (XY ¥ a+=—a, i y @

n-1
estan definidos por i(y)=(y,0),n(y,x>=x. Usando las identidades
evidentes HCInqﬁX°)=Hn+(CI+(XO)), la sucesién de homologia de (1)

da la sucesidén exacta de homologia casi-inyectiva

.. —HCI (X5) ——HCI (X)——HCI (X,X5;g9o)——HCI _,(Xg)——>. . ..

b) Los isomorfismos candnicos CI.(X) = CI.(1X)S, CI.(X,X,:9.)
= CI.(lx,lxo;go,go)S dados por (A, ,f)—(A.,f,f), determinan
isomorfismos functoriales candnicos

HCI (XD = HCI,(1,)

e HCLa(X.Xo590) = HCI4(1y,1y 390,800,

c) Teniende en cuenta lo anterior, es facil ver que
(2.3>-(3.8) nos dice cétmo pegar entre si los simplices de un ciclo
casi-inyectivo z para obtener uni vocamente un ciclo de
seudobordismo orientado casi-~inyective C(z) de forma compatible

con las relaciones de homologia y seudobordismo.

5.23. TEOREMA: La asignacién
¥ : HCI (X,X.;g0) — SQI (X,Xg3T0)
definida por ¥(zl=[{C(z)] es un isomorfismoc functorial.

Demostracién: Sigue de (3.6).

5. 24. DEFINICION. Sea A, el n-simplice candnico. Ll amamos
n-simplice inyectivo en el espacic X a todo n-simplice casi-

inyectivo (A, f;®P) en X tal que f sea inyectiva y P={AD.
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Designamos por I, (X) el grupo libre generado por todos los
n-simplices inyectivos en X. Esta claro que I, (X)CI (X) y que la

diferencial @, de CI, (X)) aplica I, (X) en I _,(X) para todo n; asi,

n-1
{I.(X>,8,> es un subcomplejo de cadenas de {CI. (X),8,. Definimos

los grupos de homologia inyectiva de un espacic X como

HI (XO=H I _(X>,a.> (n=0,1,..... >
Si (X,Xg:;907€ TOPI, entonces el n-ésimo grupo de cadenas
inyectivas relativas es I.(X,X5,9,° =1 (X0el _(Xg). El
homomorfismo borde &.:1.(X,Xg5;900—1_(X.X5:;00? estad definido

por &y,x)=(3y+ggyx,-8x). El n-ésimo grupo de homologia inyectiva

de (X,X,;9.) es
HI (X,X,;g,) = Ker 8,/Imd,., (n=o,1,...... )

Estos son los grupos del “mapping cone” de ggo:l.(Xg)—I.(X),
luego tenemos la sucesidén exacta de homologia

«.— HI (X)) — HI _(X> — HI_(X,Xg5,ge) — HI _(A) —o. ...
Ademas, las inclusiones I_(X) <€CI (X)), I (Xg) €CI (Xy? inducen
mor {1 smos

Px HIL(X) —— HCI_ (X)) , @, :HI(X,X5:90> — HCI (X.,X5;0g”

para todo Xe€TOPI y todo (X,X,;9,)€TOPI.

5.28. PROPOSICION: ¢, es epimorfismo functorial.

Demostracidn: Es un caso particular de (3.8).

5.28. NOTA. a) Como se hizo en (5.21) y (5.24), pero partiendo de
los complejos CI (.>®2, e I, (.)®@2, y los homomorfismo borde ael

inducidos, se definen los n-grupocs de homologia casi-inyectiva no
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corientada y los n—-grupos de homologia inyectiva no orientada en

XeTOPI vy (X,X5:;9,2€TOPI, gque designamos con las notaciones
HCI (X;Z,) HCI (X, X,:90:227» HI_ (X;2,) y HI (X,X_,;9,:22>
respectivamente.

Si designamos ‘por CIa;(X) el conjunte de todas las sumas
formales finitas o infinitas Im(A,,f), donde meZ, (A, f,) es un
n-simplice casi-inyectivoc en el espacio X y {ft(An)lmt#O} es un
sistema localmente finito, con los homomorfismos borde evidentes,
tenemos para cualesquiera X,(X,X,;gy)€TOPIP los grupos

HCI® (X =H (CI®. (X),d y HCI® (X.Xo:9,)=Hn(Cg,. )

que llamamos n-grupos de homologia infinita casi-inyectiva.

Designando por CIG;(X;ZZ) el conjunto de sumas como las anteriores

pero con los meZ, tenemos, como antes, los n-—grupos de homologia

infinita casi-invectiva no-orientada

HCI® (X;2,) y HCI® (X, X,;90;2,)-
Si partimos de las sumas formales localmente finitas de
simplices inyectivos con coeficientes en Z2 o Z,, tenemos los

n-grupos de homologia infinita inyectiva orientada y 1los de

homologia infinita inyectiva no-orientada, que designamos por
HI® (X)), HI® (X,X_ ;9.0 HI® (X;2,) y HI® (X.X_;90:25)

respectivamente.

b) Generalizando la nota (85.22.b) de la forma evidente,
y aplicando (4.32) y (4.12), se obtiene sin dificultad la
generalizacidén de (5.23) y (85.28) a las homclogias anteriores y

sSus respectivos seudobordismos.
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CAPITULO VI

GRADO SECCIONAL DE UNA FUNCION CONTINUA

Se trata la tecria del gradeo de SHIH, demostrando que dicho
grado nos permite caracterizar las variedades triangulables y la

existencia de secciones de funciocnes continuas.

6.1. Sean f:Y—X una funcién continua. El homomorfismo de cadenas
CI.(f),—S. (XD que a la cadena seccional casi-inyectiva
Zu(A,0,7) en f le asocia la cadena singular Xu(A_,,o) en X,
define un homomorfismo

Pn ¢ HCI (f)g — H. (XD (neZ)
entre los correspondientes grupos de homologia. La composicién

q, @ S (fdg = HCI (f>, —— H (XD
de dichos homomorfismos con los isomorfismos establecidos en el

teorema (3.6), nos permiten definir el grado seccional de f.
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DEFINICION. Sea f:Y—X una funciédn continua. Llamamos grado
seccicnal de f en dimensién n al numero

grado (f), = cardinal (coker q,) - 1

Este grado generaliza el grado de f definido por SHIH en 1984

[S55], como demostramos a continuacidn,

6. 2. SHIH parte del complejo de cadenas que hemos designado por
I.{(f>, en (3.7) y considera luego el complejo de cadenas C.(f)
cociente del anterior por la relacién de equivalencia de
subdivisién baricéntrica. La definicién precisa del complejo C.(f)
es la siguiente:

Designamos por Sd al conocide homomorfisme de subdivisidén
definido en los complejos de cadenas singulares S.(X) y S.(Y).
Supongamos que para el g-simplice py:A;—Y se tiene Sd ¥=Zé e
(&=+1 & -1 ). Si o0:A,—X es tal que o=fy, se tiene entonces que
Sd o = &d fy = Z5fy;,. Definimos el homomorfismo de subdivisidn
baricéntrica Sd. en I.(f)_ dando su efecto sobre los generadores

Sd.(Ag,0,y)=Z8,( A, £y -7

Las proyecciones (Ag,0,y)—(84,0) ¥y (Ag,0,7)—( Ay, y) definen

homomorfismos h, ¥y h, entre complejos de cadenas que hacen

conmutativo el diagrama

I.(f),

i/ k (71)
f.

S. (XD e———— S. (YD
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Es evidente que, si cel.(f),, h,.Sd(c)=Sd h,.(c) y h,. Sd(c)= Sd
h,.(c). Como en la teoria de homologia singular, se prueba que el
homomorfismo Sd definido en I.(f)_, conmuta con la diferencial:
Sdq_40q = 04Sdg4.

Consideremos los grupos cociente

I,
Cglfd =
Ker(qu)

Si a-b € Ker Sd,;, entonces Sdy(a-b)=0. De aqui 0= 0)=8Sd(a-b)=
Sd a-b)= Sd(da-8b); i.e., a-b € Ker Sdy implica @a-8b € Ker Sdg,,
En consecuencia, @ induce en C.(f) un homomorfismo de grade -1,
gue seguiremos designande 8. y gue cumple 88=0. Los grupos de
homologia H,(f) del complejo {C (f),d > son los llamados grupcs de

homologia seccional de f por SHIH [855].

Un ciclo de C(f) est& representado por una cadena cel(f), tal
que 8 € Ker Sd; i.e. tal que Sd & c)=0.

Si c, ¢’ son representantes de zeC(f)_, entonces Sd(c)=Sd(c’)
y hSd(c)=hSd(c’), donde h; (i=1,2) son las proyecciones
definidas en el diagrama (1). Por tanto, las aplicaciones
h": Cqlf)—S(X) ¥y hy’:Cu(f)—S(Y) dadas por h,’(z)=h,Sd(c) ¥y
h,’(z)=h,+Sd(c), son morfismos de cadenas e inducen homomorfismos
entre los respectivos grupos de homologia que hacen conmutativo el

diagrama

hy’ hy ” w (2
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B. 3. El grado de f:Y—X, deg f, siendc X una variedad cerrada
conexa orientada de dimensién n, es definido por SHIH de la manera
siguiente. Es el numero de elementos del grupo cociente

H(X)/ Im h,’,= 2/Im h’,
menos uno, donde h,’ cH(f),—H (X)) es la proyeccidén candnica
definida antes, i.e.

deg f = cardinal <{coker h’,: HJ(f), — H(X)>-1.

6. 4. PROPOSICION. Sea X una variedad cerrada orientada conexa de
dimensidén n, Y un espacio topoldgico y f:Y—X una funcidn
continua. Entonces

grado (f)_, = deg (f)

Demostracidn: Basta ver que la imagen h,’ :H(f),—H(X) y la de

Gn: SQ () g—H (X,2) coinciden, © lo gue es lo mismo que la imagen
de hy’, es igual a la imagen de p,,:HCI_(f) —H. (X).

Si c, c’e I (f) representan el mismoc ciclo de C.(f), entonces
- Sd(c)=8d(c’) y 8Sd(c)=Sddc)=0, luego Sd{(c) es un ciclc de la
homologia seccional inyectiva HI_ (f),. Reciprocamente, si c es un
ciclo de HI.(f),, entonces dc=0 y a fortiori, Sdéc=0, luego ¢ es
también un ciclo de C (f). Por tanto el homomorfismo Sd induce un
epimorfismo

Sd : Z2C (f) — ZI ()

entre los grupos de n-ciclos de C(f) y de I (f); teniendo en
cuenta que I _ (f)>=0 (por ser dim X=n) y que (., (f) es un
cociente de I,,,(f), luego también es nulo, tenemos en realidad un
epimorfismo

Sd : H(f), — HI(f),.

Q3



Ya que por definicion h,([cl)=h,(Sd(c)), tenemos el diagrama

conmutativo

H ()
\

HI (f),

Teniendo en cuenta el epimorfisme HI (f)-—HCI (f) de (3.8),

obtenemos del anterior el siguiente diagrama conmutativo

H. (£
\
H, (XD
%
s

en el cual la flecha vertical es un epimorfismo. Luego

HCI (£

H(f)—H (X)) y HCI (f)_—H (X)) tienen la misma imagen, c.qg.d.

6. 8. En el casc de que Y sea una variedad conexa de la misma
dimensidén n que X, entonces esti definido el grado cléasico de f,

grado (f). El diagrama conmutativo

SQ.(£), = HCI (£), SHCY)
1\‘/
H,( X)



muestra que

grado (f) < grado (f) +1.
Perc el ejemplc siguiente muestra que ambos grados pueden ser
diferentes, luego, grado (f),=0 es una condicidn mas fuerte que

grado_ (f)=1.

6. 6. EJEMPLO (SHIH [881): Sea f la proyeccidn de una circunferencia
scbre otra, tal que f proyecta el segmento AB en un solo punto C,

Y el resto de los puntos los proyecta unc a uno.

Entonces el grado clasico es 1, pero grado,(f), es infinito.
Este ejemplo muestra al mismo tiempo que el grado seccional
no es un invariante homotépico de f y por tanto los grupos de

seudobordismo seccional tampoco son un invariante homotépico de f.
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6.7. DEFINICION. Si f:Y—X es continua y grado (f)_ =0, llamamocs

grado seccional fuerte de f en dimensién n a

. +
grado, (f)a-lnf(P’a,Y;?){card P r-1 € 2 K+
donde (P,o,y;?P) recorre el conjunto de todos los n-ciclos

secciocnales en f, tales que el morfismo candnico SQ () —H (XD

aplica su clase en una clase de homelogia singular de X no nula.

6.8. TEOREMA. Sea X wuna variedad de homeclogia conexa, cerrada,
crientada ¥y de dimensién n. Sea f:Y—X una funcidén continua.
Entonces, existe una seccidén de f, i.e. una funcidén continua
s: X—Y tal que fs=l, , si y solo si
grado (f),=0 y gradc,'(f)_=0

Demostracidn: Sea s:X—Y una seccién de f. Sea t:P-—X una
triangulacién simplicial de X, entonces P es una n-seudovariedad
sin borde y t una funcién inyectiva continua, cumpliéndose que
f(st)=(fsi)t=1y, t=t. Por tanto, (P,t,st) es un n-cicle seccional en
f. Es evidente que q_[P,t,st] es la clase fundamental de X, por lo
cual grado (f)_=0. También, (P,t,st) tiene la descomposicidén P={P>

y la factorizacidén candnica

por lo cual grado,’(f)_ =0.
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Reciprocamente, supongamos que grado (f)_=grado’'(f)_=0,
entonces se tiene un n-ciclo seccional (P,o,y) en £ y un diagrama

conmutativo

Y

L

b g
v
ip
P—m——3 P f
o
g
X
donde ¢ es biyectiva, continua y abierta localmente, luego es un

homeomorfismo. Entonces s=ypoi:X— Y cumple que fs=fyoi=co™i=1, ,

es decir, f tiene una seccidén

6.8. EJEMPLO. Sea f: S'—S! la aplicacién entre dos 1-esferas
(p.1.) dada por f(cos ¢, sen ¢)=(cos ne, sen ned.

Sea (P,o,y) un l-ciclo seccional en f tal que q,lP,o,»] es un
generader de q,SO,(f)_. Entonces o(P)=S'!, por lo cual, también
y(P)=S1, Pero f2x) es un conjunto de n puntos, luego o:P—St
recubre S n veces, por lo cual qulP,c,y] es n veces la clase
fundamental de St, Por tanto,

grado,(flg > O
Ya que (S"’f’lg) es un ciclo seccional en f y q,[S‘,f‘,131]=n[S1],

sigue que grado(f)_, = n-1.

6.10. EJEMPLO. Sea Y el subespacio de la superficie de Riemann de

la funcidén w=z", formado por los puntos que tienen valor absoluto
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1. Sea X la circunferencia de radio 1 y f:Y—X definida por
f(z")=z. Entonces (S“.lsl,g) » donde g(z)=z", es un l1-ciclo
seccional en f tal que q,lst,1 <t gl genera H,(S1), luego

grado,{f) =0. Ya que 181 es inyectiva, también gradeo,’ (f)_ =0.

En el caso de que la funcidn f sea la identidad en un espacio
X, los grados secciocnal y secciocnal fuerte de f coinciden con los

invariantes topolégicos de X que definimos a continuacidn.

Sea {(S,.(X),8,> el complejo de cadenas singulares en el espacio
X. Las inclusicnes I (X)SCI (X)) y los homomorfismos CI_ (X)—S (X)),
dados por (A,,0;P)—(A_ ,0), definen morfismos
Lt HI (X)) —> H. (XD Yy Pnt HCI (X —— H (XD
de los correspondientes grupos de homologia. Por (85.285), tenemos

que L. =p,°¢,..

6.11. DEFINICION: El grado primaric del espacio X en dimensidén n

es el numero

e4{X>, = cardinal (Coker t, )-1 = cardinal (Coker p,>-1.

Si p(X), = O entonces todo n—ciclo singular es homdlogo a un
ciclo inyectivo y puede ser representado geométricamente por un
n-ciclo casi-inyective (P,o) en X. Estad claro que el reciproco

también es cierto.
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6.12. PROPOSICION: Para todo poliedro X, p,{(X).,=0 cualquiera que
sea la dimensién n.

Demostracidn: Sea X=|K| una triangulacién de X. Cualquier n-ciclo

singular z en X es homdloge a un ciclo z’' simplicial en alguna

subdivisién de K;

>

z’ es trivialmente casi-inyectivo, luego

P4( X2 =0.

6.13. EJEMPLO: Sea X el espacio cociente de la l-esfera 812=9[0,1]%,

obtenido identificando el punto (1.8n,0) con (1/2n+1,0), n=0,1,...

0000

Sea ¢: 31%2>X la funcién cociente y [8I2] la clase fundamental de
812, Supongamos que el 1-ciclo (P,o) representa o,[8I2]. Entonces
o(P3>=X y hay en P una infinidad numerable de puntos que tienen dos
a dos la misma imagen, cada uno de los puntos oblenidos por la
identificacidn, por lo cual es imposible factorizar candnicamente
(P,o) en contra de la hipétesis, luege p,(X),®#0. Anadlogamente
llegamos a una contradicciédn si suponemos que (P,0) representa un
maltiplo de [X], luego

(XD = 0 .
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6.14. DEFINICION: Si X es un espacio topolégico de
singular no +trivial en dimensién n y p(X), = O,

secundarioc del espacio X en dimensién n es el numero

P XD = inf {card P>
(P,o; P

homologia

el grado

donde el {nfimo se toma respecto al conjunto de todos los n-ciclos

(P,o;P) tales que el morfismo SOQI (X)X HCI (X> — H(X) aplica

[P,ol en una clase no nula de H (X).

6.15. EJEMPLO. Identifiquemos en la 2-esfera S%? dos l-simplices

disjuntos. Sean X el espacico resultante y mn:S%2-—X la aplicacidn

cociente. Entonces el diagrama

SZ

A 4
=

muestra que p,(X),=0.

Esta claro que p,(X), es un numero finito. El significado mas

fuerte de py(X), lo da el siguiente resultado.

6.16. TEOREMA: Sea X una variedad conexa, cerrada, orientada y de

dimensidén n. Entonces X es triangulable si y solo si p{(X),=0.

Demostracidn: Ya que H (X)=2Z, si f:|K| — X es una triangulacién

100



de X, entonces H( |K|)>=2 y hay un ciclo simplicial en K, Zo, tal
que fo;, es la clase fundamental de X. Ahora bien, Zfo; es un
ciclo casi-inyectivo, luego p(X),=0. Entonces, como f: |K| — X
es inyectiva con |K| una n-seudovariedad, resulta que py(X)>,=0.
Reciprocamente, si p,(X), =0, entonces existe un n-ciclo

casi-inyectivo (P,¢) con una factorizaciédn candnica

con u inyectiva. Por la hipétesis de la definicidn de p,(X), el
mor fismo

ST (X0 HCI (X> — H (XD
aplica [P,o] en un midltiplo de la clase fundamental. Luego o es
epiyectiva y por tanto u:Q — X es un homeomorfismo de X con un

peliedro Q .

La definicién de los grados puede hacerse también con cadenas

localmente finitas y seudobordismos infinitos.

6.18 DEFINICION. Sean X una variedad cerrada conexa de dimensidn
n, Y un espacico topolédgico y f:Y—X una funcidén continua., Sea
o

qn: ST (f>, = HCI®( f)g—HY (X> el homomorfismo inducido por

Zi(AL, 0¥ ) —E (A ,0). Llamamos grado seccional infinito de f en

dimensién n al ndamero
w-grado,(f), = cardinal (coker g, - 1

Si este grado es nulo, llamamos grado seccional infinito
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fuerte de f en dimensién n a
-+
m—grado’n(f)s=inf<P o y_?){card P Ir-1 € Z K+o
donde (P,o,py;P) recorre el conjunto de todos los n-ciclos

seccionales en f tales que el morfismc candnico Sﬁwn(f‘)s——-»Hnn(X)

aplica su clase de seudobordismo en una clase no nula.

6.19. NOTA. a) Si X es una variedad conexa orientada de dimensién
n y f:Y—X es continua, ogrado(f); coincide con el grado
seccional de f, "deg ", definido por SHIH en 1977 [{471. En
efecto, sea 1, el homomorfismo HIwn(f)s—aHIIn(X) definido por
(AL,o,7)— (A ,0). "deg " es, por definicién, el orden del grupo
Z2/Im t, = HY (X)/Im t,. Por (5.12), Im t, = Im g, Luego
deg f = w—grado,(f)..

b Si X es compacto, entonces los grados seccionales

infinitos coinciden con los grados seccionales definidos con

cadenas finitas.

6.19. DEFINICION: Sean t :HI® (X)—HII (X) y p,:HCI® (X)—HI (X

los homomorfismos inducidos por el morfismo de cadenas definido

por (A,,o0;P>—(A,,0). El grado primario infinito del espacio X en
dimensién n es el numero
p1°°(X)n = cardinal (Coker t_ )-1 = cardinal (Coker p.)-1.

Si H¥M (X)#0, y plw()()n = 0, el grado secundario infinitoc del

espacio X en dimensidén n es el numero

P XX) = inf  <card P>-1
(P,o; P>

102



donde el infimo se toma respecto al conjunte de todos las
descomposiciones candnicas P de los n-ciclos (P,o;P) tales que el
mor fismo SQI“;(X)E HCI“;(X) — HII (X) aplica [P,0] en una clase

no nula de HIT (X).

Los teoremas (6.8) y (6.168) también son validas para los

grados infinitos.

6.20. TEOREMA. Sea X una variedad de homologia, conexa, crientada,
de borde vacio y de dimensién n. Sea f:Y—X una funcidén continua.
Entonces, existe una seccidn de f si y solo si

w-grado () _=0 y w-grado,’(f) =0

6. 21. TEOREMA: Sea X wuna variedad conexa, de borde vacio,
orientada y de dimensién n. Entonces X es triangulable si ¥y solo

si o-p,(X),=0.

6.22. NOTA. También se pueden usar cadenas con coeficientes en Z,
y seudovariedades sin orientar, en la definicién de los grados
seccicnales de una funcién continua f:Y—X y en la definicidn de
los grados primarios y secundarios de un espacio, obteniéndose

entonces (6.8), (6.16), (6.20) y (6.21) con X no crientada.
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CAPITULO VII

GRADO SECCIONAL LOCAL.

Sea f:Y—X una funcidn continua, X una variedad de dimensidn
n. En este capitulo vamos a construir un haz sobre X con los
simplices seccionales casi-inyectivos en f, a partir del cual,
definiremos en cada punto xeX, un invariante numérico que llamamos
gradeo seccional local de f en x y cuya anulacidén en todo X es
necesaria para que se anule el grado secciocnal de f en dimensidn

n.

7.1. DEFINICION. Dado un abierto A<X, sean

E. CAY=CI.(£)4/CI. (f | g y_pay)a>

© g OO L)
E®,. (A =CI®. (£ /1. £ | gy _ay)%

Si BEA, hay homomorfismos restriccién obvios

E_.(B)—E CAd.

o]
2 2 z

Por tanto, EZ. y Ewé. son prehaces sobre el espacio X. El borde 4.

LCA), E°°Z.(B)—->EZ

en CI.(f) (CIm.(f)s) induce en E .> un homomorfismo

2
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diferencial de gradec -1 que también designamos por 8. y que hace
de EZ. (sz.) un haz diferencial. AnaAlogamente podemos considerar
cadenas con coeficientes en 2, y obtenemos entonces los prehaces
z, Yy z, sobre X.

En lo sucesivo, escribiremos E, (M = 2 o 2,) cuando la

propiedad de que se trate sea cierta para cualquiera de los dos

anillos de coeficientes.

7.2. PROPOSICION. Sean %, ’6°°M los haces generados por los

prehaces E,, EIOOM. Entonces, los homomorfismos candnicos
v o ]
Pt Ey. (X)) — T (X,8,.> Yo E g (X)) — T(X,8 .
son isomorfismos. (' ¥y I’ indican secciones de soporte compacto y

cerrado respectivamente. )

Demostracidén: Para la inyectividad de ¢ (resp. w), es suficiente

mostrar gque para cada abierto UsSX, Eu,. (W (Ewu.(U)) no tiene
elementos localmente cero no triviales, i.e. elementos s tales que
es) (resp. ys)) sea cero. Sea c=Zm(A.,0.,7;) un representante
de un elemento s localmente cero de E,.(U) (de EmM.(U)). Supéngase
que o (A.)NU=8. Entonces hay un puntc xe€Uno(A.). Ya que s es
localmente cero, hay un entorno N, de x tal que SINX=O’ pero c
representa también s]Nx, luego m; debe ser cero. En consecuencia
'::eCI,,,.(f]f b

(c:eCIoo,‘.(flf )o) ¥y por tanto s es cero

WX-W
en Eg . (U (en Ewu.(U)).

“1X-W

Mostremos ahora que son epimorfismos. Sea t una seccidn de &,
( ‘6°°M. >de soporte |t | compacto (cerradeo). Para cada xe€X, hay un
entorno N, y un elemento sgeEy,. (N (serwM. (NY) tales que

p(sx)=t,|Nx <w(s">=t'|Nx)' Si x#|t|, podemos considerar N=X-|t| ¥y
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s,=0. Los N, recubren |t| y con X-|t| dan un recubrimiento de X.
Entonces, por la compacidad de |t| (por la paracompacidad de X),
hay un recubrimiento abierto finito (localmente finito) {Ua> de X
mas fino que el anterior y secciones SaeE“'(Ua> (resp.
w 3 s 2 : 3 N Y
saeE “'<Ua))’ tales que p(sa) tIUa‘ Esta dltima condicidén implica

que las diferencias p(sa)—p(s )=p(sa—s ) son cero en FC(UaﬁU » B )

f A B

,Em;.)) y por ‘tanto, cada diferencia s _-s es

f3

) (en Ewk.(UaﬁU > ), luego es trivial.

3 ]

Se cumple pues, la siguiente condicidén de compatibilidad:

(en r<UamUB

localmente cerc en EM.(UaﬁU

salu Au. = Sglu AU
o X

3 3
para todo «,f3. Representemos cada s, por una cadena Ca formada con
simplices (A.,o,y) tales que a(A)mUa#Q. Por la compatibilidad

sefialada, cada simplice (A.,o,y) de = tal que oA dXNU_#@, es un

3

simplice de la cadena ¢, con el mismo coeficiente gque en Sy Ya

3
que {Ua> es finito (resp. loc. finito), el conjunto de simplices
casi-inyectivos que pertenecen a alguna cadena € es finito (resp.
loc. finito). Sea c=Zm(A.,0.,¥;,> la cadena formada con dichos
simplices que pertenecen a alguna Ca’ tomado con el coeficiente
con gue aparece en o Entonces, estid claro que ¢ representa un

elemento seEy. (X)) (seEwM.(X)), tal que San=Sa para cada a y por

tanto, e(s)=t (y(s)=t).

7.3. LEMA. La inclusién EM.—eEm;. induce un isomorfismo 3M.—»3m;..

Demostracion: Ya que la inclusidén es monomorfismo, induce un

monomeor fismo de haces. Sea ye(%wk.) Eli jase un representante s=

x°

Z-Lm-t(A.,a,;.y-L)eEmM.(Nx), Ny un entorno de x. Ya que s es

locédlmente finita, hay un entorno U,EN, que corta sélo un numero
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finito de los »,(A.) con m#0. Por tanto, s|UeEM.(UX), pero este
b4

elemento también representa y, luego BM.—-—»EOOM. es epimorfismo.

7.4. LEMA. Sea A<€Y cerrado. Sea L={Ua} una coleccidn de
subconjuntos de X cuyos interiores recubren X. Sean CI (f)g ¥y
CIL(flA)s los grupos de cadenas secciocnales casi-inyectivas en f y
fIA respectivamente, gque contienen sélo simplices (A, ,¢,y,) para
los cuales o (A.) esta contenido en algun conjunto de L. Sea
pz:CI,_‘.(i‘)s/CI,_..(fI“\)a——-—»CI.(f,;)/CI.(fIA)s
el morfisme inducideo por la inclusién CI (). sCI(f),. Entonces,
hay un morfismo
rt:CI(f‘)s/CZI(f[A)B———>CIL(f‘)s/CIl_‘(f‘iA)s

y una homotopia D:CI(f) /CI(f |, ) ,—CI(f)/CI(f|, ), tales que

a) nmu = id.,

b) id. -un = 8D+D@&, y

) A(CIQ(f | 0)SCI o(f]a), DX CIGCE [A))SCIqu,(F|AD.

Demostracidn: La construccién de los morfismos n y D requiere

definir antes la subdivisién de cadenas seccionales.

Dado un r-simplice lineal t=(v?,...,v') en A;, el baricentro
bide t es el punto b =(1/r+1)vP+ .. +(1/r+1)vF. Si vel,, el "joint"
vt es el (g+l)-simplice lineal (v,v9,...,v"). Con v fijo, esta
operacién sobre generadores se extiende univocamente a un
homomorfismo c—vc de grade +1 en el complejo C.(QAA,) de
simplices lineales en 4;, tal que & vc)=c-v(dc).

Se definen ([231,p.197) dos sucesiocnes de morfismos

Sd: CUX AP —CAXAAD) . ..y, . R CUAA A ) —C (A

por induccién como sigue: Si r=0, entonces Sd es el morfismo
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identidad y R=0. Para cada r-simplice lineal t en A4 con r>0, se
define usando la operacidén "joint':
Sdt=b;Sdét,...Rt=b,(t-Sdt-Rat). (1)
Por induccidén se demuestra que
9Sdc=Sdéc, dRc=c—-Sdc—-Rdc 2>
para cada r-cadena lineal c en A,.
Sea W=(A4,0,y) un g-simplice seccicnal casi-inyectivo en
f:Y—sX. Definimos un morfismo
We: C.CQUAD ) —C. (f)g
dando su efecto sobre los generadores: W (t)=(Ag,ot,pyi).
Comprobemos que verifica la condicién W =W or:
B W ()= (A, ot , ) =Z( ~1)%( Ay, LF® gt FO) =
=W Z (1WA, tFO) =W, 8, ().
Definimos las cadenas seccionales casi-inyectivas SdW y RW

por SdW=WsSd1A y RW=W_R1 Estas operaciones definidas sobre los

q A’
elementos de la base se extienden univocamente a morfismos
Sd: CI4(£) ;——CI (), R:CIq(f)s-—-—»CIqH(f‘)B
Es f&cil ver que las fdérmulas (2) siguen siendo validas para
cualquier g-cadena seccional casi-inyectiva c en f:Y—X. Podemos
definir las iteradas Sd™ de Sd poniendoc Sd%c=c, Sd"c=SdSd"1c para
n>0. Las férmulas (2) dan entonces
aSd"c=Sd"éc, (4)
T oi <p_q RSdic=c-Sdc-T . <p—q RSdVec. (5)
Si L es una familia de subconjuntos de X (de Y) tal que cada
punto de X (de Y) esta al menos en el interior de un subconjunto
de L y ¢ es una cadena en el complejo CI (f),, entonces Sdc y Rc

estan ambos en CI (f),, es evidente. Para cada simplice secciocnal

casi-inyective W=(A4,o,7) hay un entero n tal que Sd"™WeCI (f),. En
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efecto, sea La (Ly) la familia de subconjuntos de Ay de la forma
o B) (yUB)) para Bel. Ya que cada punto xeX (yeY) estad en el
interior de uno de los Bel, sigue que cada punto "veAq estid en el
interior de uno de los conjuntos de La (de L}/). Ya que el conjunto
Ay es compacto, existe un numero £>0 tal que cada subconjunto de
Ay de diametro £<0 estid en uno de los conjuntos de L‘a (L.y). Basta

pues, encontrar n tal que Sdmi esté formado por simplices de

Bq

didmetro <g, lo que siempre es posible (ver p.e.[23]1 p.863).

Para un g-simplice seccional casi-inyectivo W en f:Y——X,
sea {W,> la familia de simplices seccionales casi-inyectivos
consistente en W, sus caras, las caras de e stas, etc. Sea n(W) el
menor entero tal que Sd™YX(W_ ) esta en CI (f)_, para cada W,e{W>.
ﬁste enteroc siempre existe y tiene las siguientes propiedades:

nC W) <nd W)
Sd™¥WeCI ()
Si WeCI, (f),, entonces n(W)=0
(WY es la cara i-ésima de W=(Ay,0,y), WV=(Ay_,,0FV,pFW)).

Ahora podemos definir nn y D

(W)-1

T W = SA™WW + $9,_,(-1)9 T R Sdi(w) (&)
j=n(w“))
nwi~-1 .
Dw-= S RSd W 7>
j=0

Observamos que nW es una g-cadena en CI, (f), y DW es wuna
(g+l)-cadena en CI(f),. Asi se obtienen los morfismos
T CLg( ) (—CI, (£, D: CI () g—CI g,4( )

Ademéas
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ACCT G F |AIVSCI o(F |2 DXCICF|a))SCT g, (F 0D (8)

A partir de (8) y (7) deducimos

) now -1 o
W - SdnWiy —5a._ (-1)t £ R Sdiww
=0

aDW

n(w(i.)
DoW = =9 _o(-1)V z R Sdiww
j=0

sumando estas dos férmulas y comparando con (6), encontramos
gDW + DaW = W - n¥
De aqui que, para cada ceCI (f),,
8Dc = ¢ - nc - Dac. (2
Esto implica
onc = A c-8Dc-Ddc) = 9c-88Dc-8Ddc = Fc—-dc+ndc+Dddc = ndc,
lo que demuestra que 7 es un morfismo de cadenas. Por (8),tenemcs
que define un morfismo de cadenas relativas
n:CI.(f)s/CI.(flA)s————M:IL.(fs)/CIL.(flA)s
Y, Si u es el morfismo
,u:CIL.(f‘)s/CIL.(f’A)s——-—»CI.(fs)/CI.(f]A)s
inducido por la inclusidén, entonces Ay es el morfismo identidad de
CIL.(f)s/CIL.(f]A)
Por otro ladeo, wunc=nc, por lo cual la férmula (9) da

dDc+Ddc=c—unc.

Recordemos que un haz diferencial # es '"fine" homotdpicamente
si para cada recubrimiento localmente finito (Ua} de X, podemos

encontrar endomorfismos hOl Yy D de # tales que
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Ca) |ha|§Ua, y

(b) Zha=id—aD—Da.

7.85. PROPOSICION. El haz 82. es “"fine"” homotépicamente.

Demostracidn: Dade un recubrimiento localmente finito L={Ua} de X

tenemos un prehaz diferencial E; definido por

Eg (U=CI (£),/CI (f].. p

CX-U
para todo abierto U de X. Sea %_ el haz generado por E,. Ya que E_
es subprehaz diferencial de EZ’ %, es subhaz diferencial de SZ.
Por el lema anterior, hay homomorfismos de prehaces u:EL—aEZ,
n:EZ—eEL y D:E!Z-——»EZ tales que m.z=1dFL Y

homomorfismo D induce un homomorfismo de haces D:8Z—+82.

id_~pm=8D+Dd. El

Definimos h’q:EL(U)——aEL(U) como sigue: Sea (A,o0,y) un
simplice seccional casi-inyectivo tal que Ta=Im o estad contenido
en algun Uao. Elijamos un ¢y tal y sea h’ao((A,o,y))=(A,o.y) y
h Ol((A,o,}/))=0 para o®ay.

Entonces, tenemos |h’a(s)|s U, para todo s y Zh ’=id.

Defi namos h o‘:EZ(U)—-»EZ(U) por h a=“h o Entonces,

44 <& LA 14 = -3 - ——
|h 0((s)]_Uo( para todo s y Zh o u(Zh a)n un=id-aD-Da.

Si era, entonces hay un entorno N, de x disjunto de Ua' Si
S€E(N,), entonces tenemos que h” (s)>=0, perque |h"a(s)|<_:Nx y por
tanto 'h"a(S)|=0' Ll amando ha al endomorfismo de 82 generado por
h"a’ tenemos entonces que ha es cero sobre la fibra de 82 en Xx.
Esto muestra que |h |<U .

o a

Para cualquier xeX, hay un entornoc N, que corta scolo un

nimero finito de abiertos Ua' Por tanto, todos salvo un numero

finito de los h"a son cero en EZ(Nx). Ya que Zh"a=id—aD—Da, sigue
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que los ha tienen la misma propiedad.

7.8. COROLARIO. ¥ es "fine" homotépicamente.

Z,

Demostrac;én:822=8Z®Zz, ya que EZ 2

un médule libre. Por tanto, si los ha ¥y D son los endomorfismos de

LAW=E_.(UW)eZ, porque EZ.(U) es
2
la proposicién anterior, entonces los ha®1 y D®l son los morfismos

que hacen ¥ “"fine" homotdpicamente.

Z,
7.7. Sea f:Y-—X continua, X un espacio topolégicoc completamente
paracompacto (i.e., tal que cada abierto de X es paracompacto) y ¢

una familia paracompactificante de soportes de X. Supongamos que
la dimensidén cohomolédgica de X es finita, dimgX=k. (Estas
condiciones se cumplen si X es una variedad de dimensidén finita).
Sea £ el haz diferencial definido por £9=(8,) ,. Sea C'(£?) la
resolucidén candnica de £9 por haces '"flasques'. Sea

Zk*1( £9) = Imagen (Ck(£9)— Ck+i( 2>,
Sea T'(#£9) la resolucidn finita
O—s £ — COCLI) —» CH LI —. .. —» CK( LI — ZK( LD — 0O,
que es un functor exacto de £9. Sean KPq=F¢(X,TP(£q)) y KW =ZKP4,
Tomamos d’:KP? —KP*1,9, el morfismo inducido por la diferencial
del complejo F¢(X,T'(£ﬂ)) y (~1)Pd”=KP? —KP9*1 e]l morfismo
inducido por £9 — £9*1, Sea d=d’+d” la diferencial total y K el

complejo total, con KN=XZ ~KPa,

p+a=
Asociada a la primera filtracién de K', hay una sucesidn

espectral convergente (ver [71)

’Ezpq=H¢P(X,9€q( £)) = HP*UK ),
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donde %' (£) es el haz derivado de £ y que coincide con el haz
engendrade por el prehaz U—aHCI.(f,f]fd( X-—U))s (tomando los
coeficientes en M = 2 o Z,, segin sea el caso).
Asociada a la segunda filtracién de K, hay una sucesidn
espectral
"E, Pa=H¥ H¢q( X,£€ >
en la cual, "E,F9=0 para todo >0 ya que £ es homotdpicamente

"fine" (por serlo %,.). Por tanto, el homomorfismo

HP(T (X, £ )>="E,P® — HP(K )

@
(inducido por la inclusidén de complejos F¢(X,C°($'))—>K',) es un
isomeorfismo ((7],p.132). En consecuencia,
’Equ=H¢P(X;9€_q( £)> = HP*A(K)) = HP*Y( F¢(X,.¥," ))=H_p_g¢ F¢(X,8M. ).

Teniendo en cuenta (3.68), (4.3), (4.12) y (7.2), (7.3), obtenemos

el siguiente resultadoc

TEOREMA. Sea f: Y—X continua, X un espacio completamente
paracompacto de dimensién cohomolégica dimy X finita. Entonces hay
sucesiones espectrales convergentes

E,Pa=H_P(X; %€_q( ‘82) > =3 HCI (fH = SO (£,

~-P-q s -p-q 8

s 0} s ]

EPI=HP(X; %_q(8,)) = HCI®  o(£) = SQ°_g o(f)g

con 96.(?523 el haz generado por el prehaz U——»HCI.(f,f‘|f_1(X_U>)B, y

E,PA=H_P(X;9_o(8, D) = HCI_, o(£;2,0,= Sn_pq(fg »

z,

—— - o©
E,Pa=HP( X ; %€_( }szz)) = HCI®

con 9(:’.(‘62 ) el haz generado por el prehaz U—-)HCI.(f,fly_U;Zz)s.
2z

o ]
o F3220¢= Sn™p o)y s

7.8. COROLARIO. Sean X una variedad de dimensidén n, f:Y—X una

funcidn continua. Entonces hay isomorfismos
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SQL(£) X T(X;%,(8,)), SO¥ (£ = T(X; %,(8,)),

SnnCE) e T(X; 9,08, ), SnT.(£) = I(X;%.(8, )

2 ZZ

Demostracidn: Mostramos sélo la existencia del primer isomorfismo,

la demostracién para los demas es aniloga.

Partimos del complejo KP3 con el que se establece la primera
sucesidn espectral de (7.7). Este es nulo si p<0O, luego ’'K_=K y
*FJHI(K)=HAUK) para todo gq. También KPI=0 si p>n+l ya que dim, X=
dim X = n, luege ’K,=0 y ’FHP*UK)=0 si p>n+l. En especial,
*FhezgH (KD =0,

En la sucesién espectral ’E29q=Hc?(x,9Qq(8Z)) tenemos que
*E,P9=0 si p<O, p>n+l. También ’EP?=0 si qg<-n, ya gue entonces

HCI 7¢=0 implica gque azq<32>=o. En consecuencia,

LI PETIT
'E0C MR EgPCVE, L E OCM="FH™(K) /’ FyH™(K) =H™"/* F{H™™(K)
Yy, para p>0O,

0= *E_P®*M= *F H™K)/ *Fp HXK),
de donde

"F,H™KY = *F H ™K.

Teniendo en cuenta (3.8), (7.2) y (7.7), SQ(f) .= HnFC(X.BZ)E
H™(K" ). Entonces obtenemos que

SQL(£)g = TE0C™ = HO(X,9%.(8,)) = I'(X,%(8,)).

En el resto del apartadoc supondremos que X es una variedad de

dimensidén n.
7.8. Sea © el haz engendrado por el prehaz U—H (X,X-U). Es bien
conocido ([28], cap. 228) que H(X)=I' (X,0®) y que la fibra de © en

xeX es O, H(X,X-x) = 2. Dada una funcién continua f:Y—X, el
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homomorfismo
HCIn(f,f|f_1(X_U))s — H. (X, X-U)
de los prehaces scbre X U—-)HCI.(f‘,f|f_1<x_U))B y  U—H (X, X-U),
inducido por la proyeccién de cadenas (A,,o0,y)—(A,,0), define por
pasc al limite un morfismo
o 96’,.,(’62) —_— O

entre los haces generados.

DEFINICION. El grado seccional local de f:Y—X en el punto x €X es

el numero
grado,(f)_, = card (coker m,) -1,
donde n, es el homomorfismo ag(az)x—+ O, inducido por nn sobre las

fibras en x.

A continuacidn, obtenemos la relacién entre el grado

seccional local y el grado seccional de una funcidn continua.

7.10. PROPOSICION. Si o-grado, (f) =0, entonces grado f),=0 en
todo xeX.

Demostracién: Si ow-grado (f), =0, entonces q,:SQ.(f),—HIX) es

sobre, luego también lo es n:r<x,2;(32>>—»r(x,o> Y

particularizando en x, se tiene que (8Z)x—+ 0,— O es exacta.
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7.11. Supongamos gque grado (f)_,=0 en todo xeX. Esto es

equivalente a que exista la sucesidn exacta

n
O——»EK——-»SCH(SZ)———»O—»O,

donde X=Ker{(mr). Sea

61

O — (X, X) —s I' (X,%.(8,)) — ' (X,0) — HUWX, % —

2

su sucesién de cochomelogia con soportes compactos. Entonces se

tiene:

PROPOSICION. Si gradeo,(f)_=0 en todoc x, entonces grado (f) =0 si y
sélo si 61=0.

Demestracidn: &1=0 si y soélo si TU(X,%.( ’62) )— T (X, 0) es

epimorfismo. Teniendoe en cuenta que H(X)=[(X,0) y que, por
(7.8, SQ(f) = (X, %L 82)) R lo anterior equivale a que

qn: S (Ff) —H (X)) sea epimorfismo y por tante, a que grado,(f) =0.

Anidlogamente, se tiene el resultado siguiente

7.12. PROPOSTI CION. Si grade (f)>,=0 en todo xeX, entonces
w—grado(f)_=0 si y si es nulo el homomorfismo &' de la sucesién de

cohomologia

&1

O — T(X,%K) — T(X,%.(8)) — I(X,0) — HUX,K) — ...

2
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Partiendo de la homologia con coeficientes en 2,, se obtiene

la nocidén de grado local no orientado.

7.13. DEFINICION. Sea ¥ el haz de fibra 2, generado por
U—H(X,X-U;2,>. El grado local no orientado de f:Y—X en el punto
xe€X es el numero

Z2,-grado,(f), = card (coker n’,) - 1,
donde n’, es el homomorfismo inducido scobrelas fibras en x por el

homomorfismo candnico n’: %, (%, ) — 4.
z

2

7.14. NOTA: Es evidente gque (7.10)-(7.12) se generalizan sin
dificultad a los grados seccionales no orientados, globales vy

local, de f.
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CAPITULO VIII

NOTA SOBRE COHOMOLOGI A.

A continuacidn, se emplea el método habitual de
construccidn de la cohomologia singular para definir los grupos de
cochomologia seccional casi-inyectiva. Obtenemos para estos algunas
de las propiedades fundamentales de aquellos de forma casi

inmediata.

8.1. Para cualquier (f,f_;g)el y cualquier grupeo abeliano G,

definimos

CINF,f.;9;6), = Hom(CI (f,f_;g), &)

SN CINMS,f;9;6), — CITNS,f_;0:8),
por 6" = Hom( 8, ,,,15). Entonces
CI*(f,f,;9;G)y = € CINT,f,;9;6), , &" >
. s un complejo de cocadenas. Definimos el n-ésimo grupo de

cohomologia casi-inyectiva de (f,f_;g) con coeficientes en el
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grupo G como el n-ésimo grupo de cohomologia asociado a dicho
complejo:

HCIN(E,fo;9;6), = HICI™F,£,;9;8)) = Ker &7|; o, » (n20)
m

8.2. Sea h:(f,f_;g)—(f’,f ’;g’) un morfismo, entonces tenemos el
mapa de cadenas inducido
h.: CI.(f,f;g), — CIL.(f",f.7;9 ),
gque de lugar a un mapa de cadenas
h’= Hom (h.,1) : CI'(f’,f’;g";6), — CI'(f,f,;9;G)g
y por tanto a un homomorfismo inducido de grupos de cohomelogia
f* . HCINSE’,f.’;9’;6G), —— HCI™NS,f_;9;G),

para todo n=0,1,...

8.3. Para cualquier (f,f_;g)eDl hay una sucesidn exacta escindible
de complejos de cadenas
O —> CI.(f)g — CIL.(f), — CI.(f,f, ;g2 —— O

y aplicando el functor Hom( ,G), obtenemos la sucesidén exacta de
complejos de cocadenas

O «—— CI'(f;8), «——— CI'(f;6), «—CI (f,f;9;G); «—— O
para cualquier grupo abelianc 6. Sigue de agui gque hay una
sucesion exacta de grupos de cohomologia:

«— HCIN(SL ;6D ge— HCINF;G) e— HCI™NL,f,;g;G) ¢— HCIM( £ ;G) e

8.4. Si P es un espacic consistente en un solo punte, entonces

CIn(lp)s tiene un solo generador para todo n=0,1,..., por lo cual,
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facd

&2n= 0, 621 es sobre y en consecuencia Ker &8° = G, Ker &%n=
&2n-1 yy Ker &2"% = O para n=1,2,...Por tanto , tenemos que la

cochomologia casi-inyectiva de un punto es

G , si n=0
n . -
HCI (1P,G)
O » Si n>O.

Ya que para cualquier (f,f_;g)eD, el complejo de cadenas
ClI.(f,f_,;g); s un complejo de grupcs abelianos libres, tenemos la

validez del siguiente teorema de ceoeficientes universales

8.8. TEOREMA: Para cualquier (f,f_;g)el y cualquier grupoc abeliano

G existe una sucesidn exacta corta escindible:

a 3
O—EXt(HCI ,_,(f,f,;9),,G)—HCINT,f_;g;G)—Hom(HCI (£, f_;g),G)»0

Los homomorfismos a y {3 son naturales respecto a homomorfismos
inducidos por aplicaciones continuas inyectivas y homomorfismos de

coeficientes.

8.6. Sea (f,f,;g)e®l, con f:YX, f: Y, —X, ¥ g=(g,,g,? formado por
inclusiones. Sea U abierteoc de X contenido en X,. Tenemos la
siguiente sucesidn exacta escindible de complejos de cadenas:

i

o0— CiI(f[Y_f _1(U);g’)s--—>C'I(f,fo;g)s —3 Coker i.— O

-uyrfoly o
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siendo g’ la restriccidén de g correspondiente. Pasando a la
sucesidn exacta de homologia, vemos que
l"‘:HCI"‘(f’Y-f"{U)’f°'Y°—f°"1(U);g dJg— HCI (f,f_;g)g

es un isomorfismo para todo n si y solo si Hn(Cokér i.)=0 para

todo n. Teniendo en cuenta los isomorfismos

HCL |y _p-acuy»Toly —r -2cuy3 970 =
= SQf |y _poscuy Toly —r -1cuy3970e ¥

HCI (f,f ;90 = SQ(f,f ;90

Yy gque el teorema de excisidén vale para SQ,( ) pedemos concluir

s’
que el morfismo i, anterior es un isomorfismo si U es un abierto
tal que clausura de U € int X, y clausura de f,"%(U) <€ int Y.

Los isomorfismos i, ¥y el teorema anterior nos permiten
establecer el siguiente diagrama conmutativo de filas exactas,
donde £'=f|y_r-acyy ¥ To'foly_—¢r_-1cuy’
O—EXt(HCI  _,(f’,f 7;g")g; G —HCI™MSE ,f " ;9" ;68—

= I Ext(i,,1) I i*

O—Ext(HCI (£, ;g),G) ~— HCINTE,f_;g;G), —

~— Hom(HCI (f’,fg5’;g’)4;6) — O

il4

I Hom(i,,1?>

— Hom(HCI (f,f_;g9);G) — O

que segun el lema de los cinco, implica que i* es un isomorfismo.
Tenemos pues, la siguiente propiedad de escisién para cochomologia:

Sea (f,f,;g)ed, con f:Y—X, f:Y —X, ¥ g=(g,,g,> formado por
inclusiones. Sea U abierto de X tal que clausura de U & int X, ¥y

clausura de f_,"U) < int Y,. Sea f° f

=fly_pacuyr To Foly_—r -1
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Y g’ la restriccidn correspondiente de g. Entonces
i* @ HCI™E,f,;g;6)g ~ HCINSE’,f,’;g9’;:8)

es un isomorfismo para todo n.

8.7. Sean fg,f;:(f,f ;g) — (£’,f_ ’;g’) morfismos homotépicos en
2. Esta demostrado que f, y f, inducen el mismo homomorfismo de
gr upos
SQf,fo1g)g — SO (£ ,£.73;97 )¢
para todo n. Por los isomeorfismos SQ(f,f,;g), = HCI (f,f ;9), ¥
SQ(f’,f.7;9%)g = HCQI (f’,f,’;g’),, tenemos entonces la siguiente
igualdad de homomorfismos
fowx = Fgw ¢ HCI (f,f_;g), — HCI (f’,f.7;g’ ),

Podemos usar el teorema de coeficientes universales para
establecer el siguiente diagrama conmutativeo con las filas exactas
Yy escindibles:

O—Ext(HCI _,(f’,f_";g’);C)—HCI™NI’ ,f";9" ;G0 —
l g J £ ¥ *
O—Ext(HCI _(f,f;g9).;G) — HCI™MSL,f,;g9;C), —
—Hom(HCI (f’,f.’ ;9" ),,G) — O
J h
—Hom(HCI (f,f,;9)45;6) — O
donde g = Ext(fgou,T 4>1) ¥ h = Hom(fg,fsu,1). Ya que fg,=f,,
sigue que f *=f ,*, es decir, tenemos la siguiente propiedad de
homotopi a:
Si fgo,f:(f,f;9) —» (£’,f,’;g’) son morfismos homotdpicos

en D, entonces los homomorfismos de cohomologia inducidos son

iguales:

iz



fo*=f* : HCI™(f’,f_ ";g";6), — HCINS,f_ ;g;G),.

En resumen, es cierto lo siguiente:

8.8. TEOREMA: HCI*( ;G), y &* definen una tecria de cohomologia

con coeficientes en el grupo abelianc G sobre la categoria 2.
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SEGUNDA PARTE

SEUDOBORDI SMO SECCIONAL DIFERENCIABLE

124



CAPITULO IX

SEUDOBORDISMO DE INMERSIONES DIFECMORFAS ( PLONGEMENTS).

DEFINICIONES Y PROFIEDADES.

Si X es wuna variedad de clase Cm, designaremos por cX la
variedad de clase C¥
X v [0,1>xdX
obtenida pegando X con [O,i)xax seguin la inmersidn candnica

IX—OxaX.

Sea IDIF, (k21) la categoria siguiente. Los objetos de IDIF,
son las ternas (X,X,;ge’x formadas por dos variedades X, X, de
clase ¢® Yy una inmersidén difeomorfa (plongement) gg:Xpo—X de clase
ck que es la restriccidén a X, de una inmersidn difeomorfa de clase
Ck g.’:cX,—cX. Los morfismos de (X,Xg;go)kx ©n (Y,¥5;fg)x son
pares (h,hy), de inmersiones difeomorfas de clase Ck que hacen

conmutativo el diagrama
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9o

X, — X
fO
Yo > ¥
de forma que h, h,, f, ¥ g, tienen extensicnes h’, hg,’, f,” ¥y g’

que son inmersiones difecomorfas de clase CKk y hacen conmutativo el

diagrama

9o’

Esté claro que IDIF, es subcategoria de la categoria TOPI definida
en el capitule V y por tanto, qué debe entenderse por una

homotopia © un punto de IDIF,.

Si P es un poliedro euclideco de dimensién n, u:P—X una

funcidn continua y XelDIF,, diremos que u es inmersién difeomorfa

plana de clase Ck si existe un entorno regular abierto U de P en

R™ v un diagrama conmutativo de la forma

siendo v una inmersion difeomorfa de clase Ck. La aplicacién vacia
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O también se considerar4 inmersién difeomorfa de clase Ck en

cualquier variedad.

©.1.DEFINICION. Un n-ciclo de clase Ck en (X,Xg5:9o)x€IDIF, es
(P,0;8P,v;P), formada por una n-seudovariedad P con borde 8F, una
familia finita P={P,> de subpoliedros compactos de P de dimensidn
n tales que P=U<LP'»l e int PN int P=0 si i#j, ¥y dos funciones
diferenciables ¢, v de clase Ck tales que existe un diagrama

conmutativo

Xo - X
\ u! L/'
1% n( 9P) sy Q o
2>
! T
ap ¢ — P

siendo Q un poliedro, 7 un p.l. -epimorfismo, u y u! diferenciables
de clase Ck, tales que para cada P.e?, uln(P-L) y u! |n(P-LnaP) son
inmersiones di feomorfas planas de clase ck en X Y X,
respectivamente.

Por convenic, @ también es un n-ciclo de clase c® en
(X:X0:%90 -

Es evidente que (P,0;8P,v;®), es un n-ciclo casi-inyectivo en
(X,Xo:;907x Dos n-ciclos son iguales si son iguales como n-ciclos
casi-inyectivos,

P se llamarsd descomposicién candnica y el diagrama (2) se

llamara factorizacidn candnica del ciclo.
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9.2. DEFINICION. Una (n+ld-cadena de clase Ck en (X,Xg5:g9o)x es
(.N,O‘;L,V;J”)k, formado por una (n+l)-seudovariedad N con borde, una
n-seudovariedad L<8N con borde, wuna familia finita #={N2> de
subpoliedos compactos de N de dimensidn n+l tal que int NM int N;
= @ si i#j y N=UN;,y dos funciones diferenciables ¢ y v de clase

Cck tales que existe un diagrama conmutativo de la forma siguiente

X y X

o)
o)

v (L) ¢—s Q o
(3
! T
L C > N
donde Q es un poliedro, 7 un p.l.-epimorfismo, u y ul

diferenciables de clase Ck tales que para cada N,ed, uln(N‘) Y
1

u| son inmersiones difecmorfas planas de clase Ck en X

7CN X AN-LD)

1 ] . . .
y u! lrt(N-Lr\L) y u! Irt(N-LmaL) son inmersiones difeomorfas planas de

clase Ck en X,.

# se llamarid descomposicidn candnica y el diagrama (3) se

llamara factorizacidn candnica de la cadena.

Es inmediato que (N,o;L,v; 40 es una (n+i)-cadena
casi-inyectiva en (X,X5;9e)y ¥ dque su borde &N,o;L,v), es un

n-ciclo de clase Ck en (X,Xg;90) k-

Por lo general, la clase Ck de ciclos y cadenas ser& denotada

sélo por el subindice k.
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9.3. NOTA. Puesto que las cadenas y ciclos de clase Ck en
(X,X,;9.x son un caso particular de cadenas y ciclos
casi-inyectivos en (X,X_,;g.)x, Se traslada féacilmente al caso
diferenciable las nociones de functor orientacidén, cara de una
cadena, etc. dadas en el capitulo I. En particular, decimos que
dos n-ciclos (P;,00;0P,,v; P 0, v (Pp,0,;8P,, 0,0, en (X,X5:907
son seudobordantes si hay una (n+l)-cadena (N,o;L,v; 4, tal que
AN, oL, v, #) =(Py,00; 0P, 0 P )y + X Py, 0P,, 0, P00

Esta relacidn entre n-ciclos en (X,X,5;gg’; ©s de equivalencia. Al
conjunto de clases de equivalencia por dicha relacidn lo
designamos por SQID (X,Xg5:907%k; ©S un grupo conmutativo con la
operacidn + inducida por la suma de n-ciclos en (X,X5:;9p%x Y lo

llamaremos el n-ésimo grupec de seudobordismo de inmersiones

difeomorfas de (X,Xg;9o’kx. Es féacil demostrar que cambiar la
descomposicién candnica de un cicle no altera su clase de
seudobordismo, por lo cual en adelante prescindiremos de indicar
dichas descomposiciones en la notacién.

Todas las propiedades generales enunciadas en el capitulo V
para SQI, ¥y la categoria TOPI tienen su analoga evidente para
SQID, y la categoria IDIF,. En particular SQID, y 8,, definido por
0,P,0;0P,v] =l P,0;8P,v>),, definen una teoria de homologia
ordinaria con coeficientes en Z scbre la categoria IDIF,. Las
demostraciones son como las dadas entonces, por lo cual no hace

falta repetirlas ahora.
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CAPITULO X

SEUDOBORDISMO DE R™ Y R7,

Aqui se demuestra gque los grupos de seudobordismo de
inmersiones difeomorfas del espacioc y del semiespacio esuclideos de
dimensidén n, son isomorfos a los respectivos grupos de homologia
singular en las dimensiones #n. Este es el caso particular basico
para extender el isomorfismo a cualquier variedad diferenciable,

tal como se hara en el capitulo siguiente.

10.1.DEFINICION. Sea s un g-simplice contenido en algdn R™ (m >q>,
A:s—R" una funcidn continua, b un punto de R™ situado fuera del
subespacioc afin engendrade por s y sea peR". Se denota CyA:bs—[R"

(bs es el "joint™ de s con b) el cono de vértice p y base A:

CPA(x) = LA {y) + (1-tOip
con x=tVo(y)+(1-t)b donde Vg:s—bs es la inyeccién candnica y

tef 0,11
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10.2. DEFINICION. Sea s=(ag,ay,..,a4> un g-simplice, A:s—R" una
funcidn continua. Entonces

A, + s — [R”
designa el simplice lineal afin definide por A (a3 0=A(a)
cualquiera que sea 0sk=<g. A esta funcidén A, se le llama la funcion

secante inducida por A

10.3. DEFINICION. Se 1llama funcién regularizadora a 'la funcidn

z 2
r: R—R definida por r(t)=et 17t | si t*0, y r(QO)=lim ei-1t7t Es
-0

facil ver gque es de clase c® y que dicha funcidén y todas sus
derivadas son nulas en t=0. Observemos ademids gue se tienen las
acotaciones |r(t)|s1 y |r’(t) |23, para todo teR, que seran usadas

mas adelante.

10.4. DEFINICION. (LALONDE [33], p.127): Sean s=(ag,a4,...,a4) un
g-simplice contenide en algun R™ (m>qg), AX:s—R"™ wuna funcidn
continua, b un punto de [R™ situado fuera del subespacio afin

engendrado por s y peR". Se denota por ~“C.A:bs-—R" el cono tildado

de vértice p y base A definido por

TCRAX) = C ALV y) +(1-1)b) = r(L)C A +(1-r(L))IC A (%D

10.8. LEMA: Con la notacidén de la definicién anterior, si A se
prolonga a una funcién diferenciable de clase Ck, Asz se-—-—*[R“ ,
donde s, es un g-simplice que contiene a s en su interior,

entonces "CPA se extiende también a wuna funcidén diferenciable
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F: A»R"™ de clase Ck, donde A es el subespacio afin engendradeo por
el (g+l)~-simplice bs.

Demostracién: (Segun LALONDE [33] p. 128):

Basta demostrarlo para s=(eg,... ,eqﬂ)Squ*i, b=0eRI*iy p=0&Rn.
Entonces para xelOs, x=ty (yes, 05t<1), se tiene
TCoA(XI=r(LICACX) + (1-r(t)ICLI A (%)
=tr(tIACy) + t(1-rCLIdN (Y
=r(OA(y) + (1-rCLdON (¥yd)

Dado £>0 y un simplice AS [RI*1 designamos por sA el simplice
abierto obtenido por una homotopia que deja fijo el baricentro de
A y tiene como coeficiente de dilatacién 1+£. Por hipédtesis,
existe £>0 y AE:ES—MR“ (65902'3*1) de clase Ck tal que A6|S=>\.
Utilizando, si fuese necesario, una funcidn o: 6s—>[R de clase Cm,

de soporte contenida en S ¥y que valga 1 en s, se puede suponer

/2
que la extensidn Xs satisface
5|5S—£/25 = Ll(e,A(ed), ..., (eq-A(eq.0)),

donde LlCey, A(ed), . .. s (egyr Aegy, ) es la funcidén lineal
definida en el subespacio afin de [RI** engendrado por s, por la
asignacién e,—A(ey), 1=p<g+l, que coincide con A, sobre s y que
toma sus valores en [R"

Pongamos
Conog( ké:)( xX)=

= t,(r(t)ka(t)+(1-r(t))L((e1,7\( @), .. (e gy A(eqy?)(y))
Asi Conog( )\5) estd definido scobre el cono abierto
V={x=(y,t) : yE_S - t>0>

Extendamos Conog( )\5) a una funcidén F: A=RI*1R" por

Conog( Ae)(x) »si xeV .

F(x)=
LCO,00,Cegh(ed)d, . .. 1 (g, A(@g )0 (x) , si xeV.
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Claramente, F es una extensién de "“CoAh. Mostremos que F es de
clase Ck. Sea y=(y“) 1<u<qg un sistema de coordenadas de esSRq”u
Entonces (y,t), 0OKt, es sistema de ccoordenadas de un entorno
abiertoc del punto Xga=(yg,tgy)eVsRI*1, Ya que A, es de clase Ck en
Yo
Conoo(Ae)(x)=t(r(t)xe(y)+(1—r(t))L(y))

es tambien de clase Ck en xg=(ygy,tg)€V. Por tante F es de clase ck
en V. Por la eleccidn de Xs y de F, es evidente entonces que F es
de clase CKk en todo xeRI*1, x»#0. Por ultimo, ya que r y todas sus
derivadas tienden hacia O cuando t tiende hacia O, F y todas sus
derivadas tienden a L((0,0),(ei,k(ei)),..,(equ,K(equ)) Yy sus
derivadas respectivas cuande x tiende a ©O. Por tanto, F es de

clase Ck en todo A=RI*L,

10.6. LEMA. Sea (P,o), un p-ciclo de R" (0sp<n), K una
triangulacidén de P tal que para cada p-simplice sekK, als es una
funcidn lineal afin no degenerada. Entonces existe ueR”,  a
distancia al menos 1 de la bola de R mas pequefia que contiene
o(P), tal que para todo p-simplice seK se cumple

a) C(o|g) es no degenerado y

bYT(u,o|g)>0,
donde

T(u,o|g) = infyes TClu—Co|dC(y)l, , [Imo|g))

y TIu—(o| ) (y)l,,[Imo| 1) es el valor abscluto del angulo entre

la recta afin [u—(o|)(y)], (engendrada por u—(eo|(yd)> y el

subespacio afin [Im ¢|,], de R" engendradoc por Imalg
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Demostracidn: Sea A un subespacio afin de RrR" que contenga los

subespacios [Im als]cL para todco p-simplice seK. Supongamos que dim
A 2 p+l. Sean A, el subespacio vectorial de [R™ congruente con A y
sea V_, el subespacio de A, congruente con [Im a|s]cl para cada seK
de dimensidén p.

Sea S(A,> la esfera unidad de A y de centreo 0. Definamos

h:S(A,)—[0,1] peor

1 » si p=0O
h(v)=
min inf TCIv-Co|si(ydl, ,Vgd , si p>0O ,
seK yes
dim s=p

donde T(I{v—(o| (y)],,V,) es el valor absoluto del anguloc entre la
recta [v-(o|)(y)], ¥ V.. Esta funcién es continua. Ya que dim A,
Z p+l y dim V_=p, esta funcidén es casi por doquier estrictamente

positiva. Por tanto, h(v) > O. Designemos por PeS(A))

SUPyes( AL
un punto en el cual h alcanza su maximo.

Por la eleccidén de P, el subespacio vectorial [P], engendrado
per P es transverso a ‘los espacios V.. Por tanto, para uelP],
suficientemente alejado del O, los espacios afines [[Im a]s]u,u]aL
son de dimensidén p+l, cualquiera que sea seK de dimensién p. Es
evidente que basta elegir u#0 a distancia mayor que 1 de la bola

mas pequefia que contenga todos las Im(o]s) (seK), para que se

cumplan las condiciones del lema.

10.7. TEOREMA.  SQID,(R™=SQID(R",),=0 ,si p=n,0.
SQI Do R™)  =SQI Do R™, ), =2.

Demostracidn: Si (Py,o.), ¥y (P,,0,);, son O-ciclos en R" o R™,, con
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P, ¥ P, formados por un sdélo punto con orientacidn positiva, ambos
son seudobordantes por la 1-cadena ([0,11,y), donde » es 1la
funcién lineal dada por 0—o0,(P,), 1-—50,(P;). Todo O-ciclo en R" o
RN, es suma algebraica finita de O-ciclos como los anteriores,
luego
SQIDG( R, =SQIDL(R", ) =2.

Sea (P,0), un p-cicle en R" (O<Kp<n). Por (8.3) y (2.9,

existen una triangulacién K de P, un peoliedro Q de dimensidédn p y

una triangulacidén M de Q tales que ¢ factoriza en la forma

|K|=P » R

|M|=Q

donde m: K—M es epimorfismo simplicial no degenerado y f:Q—[R" es
continua tales que para cada p-simplice seK y t=r(s), hay un
p.l. —epimorfismo n’szes—a 1t extensidén de =n y una extensidn
f’s:slt—akh de f|, que es una inmersién difeomorfa.

Por ([45], teorema 8.8), la triangulacién K puede ser elegida
tal que (|K|,o0p ), donde o: |[K|—R" se define por o |s=(¢|s) para
se€K, es un p-ciclo de inmersicnes difecomorfas de R® derclase ck,
Segun el lema (10.8), hay un punto ueR" tal que C,(op|s) es no
degenerado para cada p-simplice seK. Por esto, es evidente que
existe (bP,CLo 0> donde CuoL: bP—R" esta definida por
Cuop |bs=C (o |S), que es una (p+l)-cadena de  inmersiones
difeomorfas en R" de clase Ck.

Consideremos ahora la (p+l)—cadena (bP,~C 00y, donde

~C,o: bP—R"  esta definida por ~C,e|bs="C, (e¢|s) para cada
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p-simplice se€K y mostramos que es una (p+l)-cadena de inmersiones
difeomorfas en R"™ de clase Ck.

Sea 0. Por ([451, teorema 9.7), se puede suponer
leXyd)—o(y) <n,  |deXy)~do (y) |<n|dy| para cada ye|K| y cada
sistema de coordenadas y=<{ yu}en |K|. Entonces tenemos para cada
seK y cada x=(y,t)ebs:

[~ Cuo( ) =C Lo (3O | =[r{t ) CLet xd +(1-r () ) C o ( %) —C Lo (x) ||
=r () (C el x)—C o (x|
=fritdCtoly) +H(1 -t u-top (yd) (1 -tdu|
=|tr(tdCelyd—o Cyd) |
<ol ¥y =0y |<n (1)

A ~CLot x> =CLo (x) ||=

]

Itr(tH>Z D (el y) —o C YOI dyd+(r( L) +tr (L))ol yd —o (y)dt |
i

< JtrC) | ED (ol yd o (yddyd ||+ {r(t+tr (L) | JoXyd o ly> || |dt|
1
< JdeCyd ~doy (y) [ +4 ol yd—o (yd || |dt ]
=n|/dy || +4n|dt |<5n|dx] e

De ([481, teorema 8.8) y las desigualdades (1) y (2),se
deduce que hay un &0 tal que si B1n<é, entonces (bP,"C,0)), es una
(p+1)fcadena de inmersiones difeomorfas de R" de clase Ck. Ademas
es evidente que & bP,~C 0), =(P,0),. Luego [P,0l1=0.

Por otro lade, se deduce de (9.3) y (2.11) que SQID (R, =0
si p>n. En consecuencia tenemos que SQID(R"),=0 para p* n, 0.

Sea ahora (P,o), un p-ciclo de R",. Ya que cR",Z4uR", 1la
inclusidn candnica R", € R"™ nos permite aplicar el razonamiento
anterior a este ciclo (P,0), . Obsérvese que o (P)SR", pues R", es
convexo. Noétese tambien que el punto u dado en (10.6) puede
elegirse en R", pues, en la demostracién de dicho lema, u es sdlo

un punto de una recta que pasa por el origen de coordenadas y que
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estid bastante lejos de o, (P). En consecuencia Im "C,o € R",, luego
(bP,"Co)y es una cadena en R, y (P,0)];=0 en R". En
consecuencia, tenemos que SQID(R,™), =0 para 0<{p<n. El caso p’n

es, como antes, consecuencia de (2.11).
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CAPITULO XI

SEUDOBORDI SMO DE LAS VARIEDADES DIFERENCIALES.

En este capitulo se caracteriza el seudobordismo de
inmersiones difeomorfas de las variedades diferenciales, en las
dimensiones inferiores a la de la variedad, demostrandose que es

isomorfo a la homologia singular.

En lo que sigue, V" serid una variedad diferencial de
dimensién n, 1i,:SQID( Jp—H,( > el homomorfismo canénico obtenido
asociando a la clase [P,ol la clase de seudobordismo
casi-inyectivo [P,ol, componiendo luego con el iscmorfismo SQI =

HCI, de (5.23) y con el homomorfismo HCI,( )-—»H,( ) inducido por

el morfismo de cadenas CI.( )—S.( ) dado por (A,,o;P)—(A, ,0).

Es facil obtener el siguiente resultado.
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11.1. PROPOSICION. Sea (UPJ. eNun2 sucesién numerable de abiertos
encajados de V" tal que V"=UU;. Si i,:SQID(Up—H (U es un
isomorfisme para tedo jeN, p#n, entonces también

1p:SQIDLC V™) —H (VM) (p*n)

es un isomorfismo

11.2. PROPOSICION. Sea C un rectangulo n-dimensicnal de [R" de
cualquiera de estos dos tipos:
Uxgs o X)) R 2, <x<b>,
Uxgs. %) €ER |02, <b,, 2i<x<by si i>1>.
Entonces
ip SQID(C)y — H(C

es un isomorfismo para todo p#n

Demostracidn: Es consecuencia de (10.7) por el hecho de que dichos

rectangulos son Ck-difeomorfos a R"™ y R", respectivamente.

iP
SQIDL(CYy » Hp( )
SQIDLCRM > HpC(R™

11.3. PROPOSICION. Sean U, y U, dos abiertos de V" que recubren V"
y p#n. Si ip:SQIDp(X)k—aHp(X) es un isomorfismo para X=U,, U,,
UyNU,, entonces también es un isomorfismo para X=Vn,

Demostracién: Es consecuencia directa de la correspondiente

sucesidn de Mayer-Vietoris y del lema de los cinco.
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11. 4. PROPOSICION. Sea U un abierto cualquiera de R o de R",.
Entonces,
ip ¢ SQIDL(UY, — H (W)

es un isomorfismo para todo p#n.

Demostracidn: Todo abierto U de R"™ se expresa como unidn numerable

de rectangulos abiertos {(x,,...x.) |at<x,~'< b>dR"™ y todo abierto U
de R", se expresa como unién numerable de rectangulos abiertos y
rectangulos {(x,,..,x,)|0Sx,<b;,a,<{x<b; si i>1>.

Sea U abierto de [R", U=Ui Pongamos UJ=U

15153'(:'“ El

NS

conjunto {Ui}j es un recubrimiento abierto de U por abiertos

€N
encajados. Por la proposicién (11.1), basta mostrar que, si p#n,
1p:SQID (U —H(U;)) es un isomorfismo cualquiera que sea jeN.Se
procede por induccidn en j para demostrar que si O es un abierto
de R" que se expresa como unién numerable de rectangulos abiertos,
entonces ig:SQID(0)) —H (O;) es un isomorfismo.

El caso j=1 sale de la proposicién (11.2). Sean j>1, p*n Yy
supongamos que ip:SQIDP(Oj_i)ﬁH,,(Oj_i) es isomorfismo para todo
abierto O;, unién de j-1 rectangulos abiertos de R". Si O; es
unién de J rectangulos abiertos, entonces 0;=0;.4U0, =
ip: SQIDLC O, ), —H (O, ip: SQIDLCO; > —H (05 ¢ (p#n) son
isomorfismos por hipdtesis de induccidn. ©;;MO, se expresa como
unién de j-1 rectangulos abiertos, de donde tenemos que
1p: SQIDC O MOy ) —H (O ;MO;) es un isomorfismo y la proposicidn
(11.3) da el resultado.

Si U es un abierto de R",, la demostracién es la misma, pero

admitiendo que los C; pueden ser del tipo

{(xg5 0000 Xpy) |0S%,<by, 2, < <b;,i>1>.
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11.5. TEOREMA. Para toda variedad diferencial V" de clase % Yy
dimensién n, con o sin borde,

ig SQID (VM) — H (V™M
es un isomorfismo si p#n y es epimorfismo si p=n.
Demostracidén: Sea U un recubrimiento abierto de V" formado con
abiertos U Ck-difeomorfos a un abierto de R™ o a un abierto de
R,". Por (11.4), cualquiera que sea Uel, ip:SQIDLCU —H, (U es un
isomorfismo si p#n. Segin (11.1) y el lema de Zorn, existe un
abierte no vacfo U, de V" tal que 1ip:SQID(Ugy)y—H (Uy) sea un
isomorfismo para p#n y U, sea maximal entre todos los abiertos U
de V" para los cuales 1p:SQIDC U —H (U) es un isomorfismo si
prn. Si  Ug#V,, sea UeU tal que U FU,. Ya que UgnU, es
Ck-difeomorfo a un abierto de R™ o a un abierto de R, por 1la
restriccién del Ck-difeomorfisme cuyec dominiec es U, los abiertos
Us-Uy ¥ UpnU; cumplen las condiciones de la proposicidén (11.3),
luego 1i,:SQID( UOUU1)———->HP( UgUU,) es un isomorfismo para todo p#n.
Esto contradice el caracter maximal de U,. Por tanto, Ug=V.

Si V" es una variedad no compacta, no orientable o con borde
no vacio, entonces H. (V") =0, luego en estos casos
1At SQID (V™) —H (VM) es epimorfismo trivialmente. Si vn es
compacta, orientada y de borde vacio, entonces H (VM =2. Sea (P,o)
una Ck—triangulacién de V", entonces (P,o), es un n-ciclo de clase

Ck en V" e i.|P,o0} x ©s un generador de H (V™). Luego

i,:SQID (VM) —H (VM) es epimorfismo también en este caso.

11.6. COROLARIO. Sean Y™, X™ (m<n) variedades diferenciales de

o . . . .
clase €', con o sin borde. Sea ggy: Y™—X" una inmersién difeomorfa
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de clase Ck. Designamos por Hg( X“,\Y"‘;go) el p-ésimo grupoc de
homologia del “mapping cone" del morfismo de cadenas
do-:S. (Y™ —S. (X" inducido por g, entre los complejos de cadenas
singulares en Y™ y X" Sea 1, SQID(X,Y;gg) —H(X,Y;g9s> el
homomorfisme obtenido asociande a la clase [P,o0;0P,v], la clase
{P,y; 0P, v1eS0l (X,Y;go) componi endo con el isomorfismo
SQI *é X,Y;952—HCI (X,Y;gp7, Y luego con el homomor fismo
HCI (X,Y;go)—H(X,Y;g,> inducido por el morfismc de cadenas
CI. —>S. dado por (A, ,o;P)—(A, ,o). Entonces:

a) Si mdn, irSOID(XP, Y™ gg) —H (X", Y™, 9,2 es isomorfismo
cuando p#n,m+l y es epimorfismo cuando p=n ¢ p=m+l.

b) Si m=n, i,:SQID(X", Y™, g5 —H (X", Y™, gy2 es isomorfismo
para todo p#n y es epimorfismo para p=n.

Demostracidn. Basta aplicar el lema de los cinco al siguiente

diagrama conmutativo con las filas exactas

Jox
. . —SQIDL( Y ) —SQI Dol XD —SQI Dy X, Y5 g —SQIDy_yC YD ). . .

LT I

.. —> HP(Y) —  H(X) —— Hp(X,Y;go) — Hp__1(Y) S

y tener en cuenta que SQID,(X",Y;g,),=0 si p>n por (9.3 y (2.11).

11.7. NOTA. El teocrema (11.5) dice para el seudobordismo de
inmersiones difeomorfas de una variedad V" de borde vacio, 1lo
mismo que dice el "teorema P de ([37] p.2) sobre la homologia de
"plongements” de clase Ck en V", Esta homologia se define como

sigue ({371, p.10): Sea X una variedad paracompacta real de clase
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c®, o: Ap—X una funcidén continua del p-simplice estandar A< Rp+1

en X y sea H, el hiperplano de RP** que contiene a A,; ¢ es un

p-simplice "plongement' de clase Ck si existe un entorno abierto U

de A, en Hy tal que o se prolonga en U a un “plongement”™ de clase
ck: 1la homologia de cadenas finitas de éstos simplices con
coeficientes enteros , con el homomorfismo @ evidente, es la

homologia de “plongements® de clase Ck en X.

Para demostrar el “teorema p hay dos dificultades
importantes: la primera es demostrar que la homeologia de
“"plongements’” es invariante por subdi vi siones lineales, en

especial la subdivisién baricéntrica, para lo cual se introduce
otra homologia llamada homologia de p-campos Lransversos; la
segunda dificultad consiste en demostrar, en el caso X=R", 1la
nulidad de las homologias de ‘“plongements” y de p-campos
transversos.

El hecho de que la clase de seudobordismo de un ciclo
(P,0;0P,v), no dependa de la triangulacién que se le de a la
seudovariedad P, no considerandose por tanto nada parecido a la
homologia de p-campos transversos, ha permitido que la
demostracién de (11.5) sea apreciablemente mas corta que la del
“teorema P". Ademas (11.%5) es valido para variedades con borde, lo
que no ocurre con la homologia de inmersiones difeomorfas. Veamos
un ejemplo de esto.

Si (K,o) es una Ck-triangulacién de una bola cerrada plana D,

entonces L=(aiK! ) s un l-ciclo de clase de seudobordi smo

“lojx|
nula en D, porque & |K|,o)=L. Sin embargo, no hay ninguna

2-cadena de simplices "plongement®” de clase Ck que pueda anular el

i-ciclo determinado por la triangulacién de 8D inducida por (K,o).
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Esto es debido a que un 2-simplice inmersidn difeomorfa s:A4,—D es
por definicidén la restriccidn de algun "plongement” de variedades
diferenciales s’:U—D, con A, int U, y por tanto, s(84,)NeD=0.
Hemos encontrado un 1l-ciclo en la 2-variedad con borde D, que no
es nulo en la homologia de inmersiones difeomorfas de clase ck,

peroc si es nulo en la homologia singular.
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CAPITULO XI1I

SEUDOBORDI SMO SECCIONAL DIFERENCI ABLE

DEFINICIONES Y PROPIEDADES.

iz.1. Sea k€2, K+a>. Si X es una variedad diferencial de clase
Ck, designamos por cX la variedad XK 8Xx[0,1)).

Sean X, X5, Y, Y, variedades diferenciales de clase Ck y f,
for» Jo» 9y funciones de clase Ck tales que el diagrama siguiente

sea conmutativo

1=

Jo

Y que g, sea la restriccidén de una inmersién difeomorfa
(plongement) de clase Ck do :cX,—cX. Designamos por g el par
ordenado (gg,gs). Un diagrama tal serid llamado un k-diagrama vy

designade por (f,f45;90,9,7x © simplemente por (f,f5;9),. El
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k-diagrama (f,0;0,0), serd designado por f. Un k-morfismo entre

k-diagramas es un diagrama conmutativo de la forma

hy
Y > Y
g/ gy’ /
hyo
Yo » Yo
fl
f
fo'
fo w hx <
X > X'
gc/ ¥ /90'
~ hXo
Xo » Xo'

donde (f,f4;90,940k ¥ (f’,f5":i90"»94 )k Son k-diagramas, (hx,h pIY

Xo
es un k-morfismc de IDIF, ¥ hy, hY son funciocnes de clase Ck. Un
o
k-morfismo serd designado por (h,,h, :h, ,h )y ©, abreviadamente,
) S P S £

por hy. Si hy =h, =0, serad designado simplemente por (h,,h,),.
Xo Yo XY
2y es la categoria cuyos objetos son k-diagramas Y cCcuyos
morfismos son los k-morfismos entre k-diagramas. Esta claro que Dy
es subcategoria de la categorfia 2 de diagramas definida en el
capitule I. Los puntos en P son también los puntos en Dy, las
homotopias de D son los k-morfismos que son a la vez homotopias

en D.

12.2.DEFINICION. Un n-ciclo gseccional de clase Ck en (f,.f53;%90°917k

es (P,o,y;0P,v,u;P), formada por una n-seudovariedad orientada P
con borde 9P, una familia finita P={P> de subpoliedros compactos
de P de dimensidén n tales que P,AP; no tiene puntos interiocres ni

de P, ni de P; si i=j y P=UtP-‘, y cuatro funciones diferenciables
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o, ¥» Vv y i, de clase Ck de forma que el siguiente diagrama es

commutativo

Y
fo b4 f
M
9o
X

apP ¢

L
Y

go g1

Xo -» X Y, > Y
A A A
u! u \v! v
v n( PIC—-uy Q o 7] n( P Q b4
/n! n /z! n\
P < > P apP ¢ > P

siendo Q un poliedro, 7 p.l.-epimorfismo, n! la restriccidn de n a
8P, u, u!, v y v! funciones diferenciables de clase Ck tales que

u=fev, u!l=f,ev! y para cada P, uln(P)’ v | U!n(P-ﬁaP) y
T v

son inmersiones difeomorfas planas de clase Ck,

ﬂ'(Pi’)’

Vlncp,nap)

Obsérvese que u! =g, 1u] A P le llamaremos descomposicién

n( éP) "’

candnica y a la pareja de diagramas, factorizacidn candnica del

ciclo.
Por convenio, también @ es un n-ciclo seccicnal de clase Ck

en (£,£5:90>94 k-
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Es evidente que un n-ciclo seccional de clase ck es también
un n-ciclo seccional. Diremos gque. dos n-ciclos seccionales de
clase Ck son iguales si son n-ciclos seccionales iguales.

Cuando 9P=@, se escribira simplemente (P,o,p),.

12.3.DEFINICION. La suma de dos n-ciclos seccionales de clase Ck en
(£,£0:@ ks (Pyh0gs#4:0P 0, 13 Pdy Yy (Ppi0p,¥2:0P2. 05,153 P20,  es
el n-ciclo seccional de clase Ck en (f,fg;9)
(P00 ¥4 0P 00 g 3 Py Oy #(Ppa 00, 23 P4 Vg0 g Pp) k=

=Py +P,, 0,U0,, ¥ Uy 0P, +0P,, v, Uy, pi Uiy s Py+ P00

dado por la unién disjunta P,+P,.

i12.4. DEFINICION. Una C(n+l)-cadena seccional de clase Ck en

(f,f5:90,917 & es (N,o,y;L, v, u; 4D, formada por una
(n+l)-seudovariedad orientada N con borde, una n-seudovariedad
crientada  LE€dN con borde, una familia finita  A#={Ny> de
subpoliedros compactos de N de dimensién n+i, tales que N=UN; e
int Ny nint N; = @ si i # j, y cuatro funciones diferenciables o,

¥y, vy u, de clase ck que hacen conmutativo el siguiente diagrama

93

9o

(o]
v
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y tales gque existe alguna pareja de diagramas conmutativos de

la forma

go gl
Xo > X Yo > Y
A 45 1‘ 1\
\\\S! u R\\\\\\/! v
v m(L)e——m Q o u (L) Q 14
/‘t! n \ : /"I! n\
L ¢ - N L ¢ > N

siendo Q un poliedro, 7 p.l.-—epimorfismo, n! la restriccidn de n a
L, u, v, u! y v! son funciones continuas tales que u=fev, ul=fg ev!

Y Ylaonge vlrt(N»\)’ U Ny aN-LY ) Ve N aN-LY > ? U N ALy

v!| u!l son inmersicnes difeomorfas

1
TCNALY ? ey Y Y N,na8L)

de clase Ck para cada N,. Noétese que u!=go*au| A se llamara

(L)’

la descomposicidén candnica de la cadena, y la pareja de diagramas

su factorizacidén candnica.

i12.8. DEFINICION. El borde de la {n+1)-cadena seccional
(N,o,y;L,v, ;) en (f,f5:9, es el n-cicleo seccional en
(f.fo;g)k

6(N,o,y;L,v,u;ﬂ3k=(No,o,No,y,No;—6L,v'aL,ylaL;J5)k,

donde N, es la n-seudovariedad tal que 8N=L U Ng, AH ={N."N_|Net>.

i2.6. DEFINICION. Dos n—-ciclos seccionales de clase ck en

(f,fo;90> (P, 04743 0P,V 1y 3 POy Yy (P,,05,¥23 0P, Vo, tip; Padys

son seudobordantes si existe una {(n+1)-cadena seccional
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(Nyo,y;Lv,u; /), en (f,f5:9), tal que
ON,o,y;L,v,u; Ay =

=Py, 00, ¥g3 0P 0 s PO+ =P, 05, 725 —0P,, Lo, 1y Pp)
donde -P, es la seudovariedad P, con la orientacién opuesta a la

dada.

12.7. NOTA. "Ser seudobordantes”™ es una relacién de equivalencia.
Se comprueba como se hizo en el capitulo I para los n-ciclos
seccionales continuos. El conjunto SQ(f.f5;9), de las clases de
equivalencia de n-ciclos seccionales de clase Ck en (f,fg;90
admite estructura de grupo conmutative con la operacidn +,
inducida por la suma de n-ciclos seccionales. A dicho grupo lo

llamaremos n—¢€simo grupco de seudobordismo seccioconal diferenciable

de clase Ck. Es facil comprobar gque cambiar la descomposicidn
candnica de un ciclo seccional no altera su clase de
seudobordismo, por lo cual dejaremos de seflalarla explicitamente
en la notacidén.

Todas las propiedades de homologia enunciadas en el capitulo
ITI para SQ , ; J)p ¥y la categoria D, tienen su andloga evidente
para SQ.( , ; )y, ¥ la categoria D,. Las demostraciones son como

las dadas entonces, por lo cual no se repiten ahora. En resumen,

es cierta la proposicidén siguiente:

12.8. PROPOSICION. SQ.(C , ; ). ¥ 8,, dado éste por

P, 0, 7;8P, v, u] =LaP, v, Ul g,

definen una teoria de homologia ordinaria con coeficientes en Z
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sobre la subcategoria plena 2, de la categoria D, formada por

los objetos (f,f5;90,947k tales que g, ¥ g; Son inclusiones.

i12.8. NOTA. Es evidente que la transformacidn
(X, X ;9.0 k— (1)(,1)(‘:>',go,g°)1<Ei
nos permite considerar IDIF, como subcategoria de D, ¥y el functor

SQID,(. ), como la restriccidn de S(X. ), a dicha subcategoria.
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CAPITULO XIII

SEUDOBORDI SMO SECCIONAL DIFERENCIABLE

DE LOS FIBRADOS Y LAS SUBMERSIONES.

Sean fel, f:Y—X, m=dim Y, n=dim X, m>n. Diremos que f es

una k-submersidn si es localmente isomorfa, en la categoria 2, a

una aplicacidn del tipo pr,:VxW—V donde V y ¥ son abiertos no
vacios de R" (o R", si &8X#0) y R™" respectivamente y pr, la
proyeccién sobre el primer factor. Los fibrados y las submersiones
en el sentido usual son k-submersiones para algun k. Asi, por
ejemplo, son k-submersiones las siguientes funciones:

a) El fibrado trivial f:R™mM—R"™, f=pr,.

b) La proyeccién f:T--St del toro T=SIxS! sobre uno de los
meridianos, f(x,y)=x.

c) El fibrado sobre St de fibra F=S' construide con la

botella de Klein E = SixI /{Stx0=-Six1>, fls,t1=[tlel LOr=<1>.
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d) La funcién f:R4*-—R? dada por
= X3 X3
FUXg.%5,Xg,X%e) = (xy—€ " 3cos x,, X,~€ 3sen X,),

que es una submersién en el sentido normal ya que rango(df,)=2.

e) También es submersidén la funcidn f:[R*—RZ2 dada por

FUX0 X, Xg,Xe) = (g +%g2-%,2, Xp+2XgX%,)

Ya que siempre rango(df, )=2.

Si (f,f’;g)y es un k-diagrama, diremos que (f,f’;g), es una

k-submersidén si f ¥y f’ son k—-submersiones.

Este capitulo tiene por fin principal establecer que el
seudobordismo seccional diferenciable de una k-submersién f:Y—X
es isomorfo a la homologia singular de la variedad Y en
dimensiones inferiores a la dimensién de X, epimorfo a 1la
homeologia singular de Y en la dimensién de X y nulo en dimensiones
superiocres. Después extenderemos este resultado al caso relativo.

Si feD,, f:Y—X, para cada Qq20, Ppaq: SXF)g—H(Y) es el
homomorfismo definido por P2qlP,0,¥13=i4lP,¥1,, donde

ig:SQIDL(Y ) —H(Y)

es el homomorfismo definideo en (11.85).

132.1 PROPOSICION. Para la k-submersién prg:VxW—V, donde ¥ es un

rectangulo abierto de R™™ y V es un rectangulo abierto de R™ © un
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rectangulo semiabierto de R™ del tipo

UXgsev X )€ER?] 05x,< by, a<x<b;, si i>1>,
se cumple que p,u: S (pr )y —H (VW) es un isomorfismo si g#n y
es epimorfismo si g=n.
Demostracidn: Puesto que Hq( VxW)=0 para todec g, basta demostrar
que SQu(prydgg=0 para g#n. pr,:Vx¥#—V es equivalente en D a
pry:RPOR™P—SR™ o a pr,:ROxR™"—R", segin V sea abierto o
semiabierto. Demostremos gque SQq( Prgler=0 si g®n para
pr,: R xR™"—R",

Sea [P,0,v],eS0Q,(prydg. Entonces [P,0],eSQID,(R™ . Segun la
demostracidén del teorema (10.7.) existen puntos aeP, ueR” tales
que (aP,”C,0), es una (g+l)-cadena de clase Ck en R" tal que
aCaP,~C o)y = (P,0),. Tomemos v = uxO. Entonces esta claro que
pryo~Cr="C,o, por le cual <(aP,”C,o,"C,v), es (p+l)-cadena
seccional en pr;: R"xR™"—R" y & aP," C, o, C ) =(P,0,v).

Analogamente se demuestra para pr,: [R", x[R™"—R".

Las tres siguientes proposiciones se obtienen de forma

parecida a (11.2)-(11.4).

13.2. PROPOSICION. Sea f:Y—X una k-submersién y (UJ-}EN un
J

recubrimiento de Y por abiertos encajados. Si para todo jeN,
P2q: SQq( £ |Ujd gp—Hg(Up
es isomorfismo cuando gin y epimorfismoc cuande g=n, entonces la

misma propiedad la tiene p,,: SQUF) g —H(Y).
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13.3. PROPOSICION. Sea f:Y—X" una k-submersidén y U,, U, dos
abiertos que recubren Y. Si para uU=u,, U,, U,nu,,
Pzq: SQq( f | W g—Ha(U) es isomorfismo cuando g<n y epimorfismo

cuando g=n, entonces lo mismo es cierto para U=Y.

13.4. PROPOSICION. Sea V un abierteo de R"xR™ " o de R xR™", vy
prg: R"xR™"—R" la proyeccién sobre el primer factor, con lo
cual priiv: V—W=pr,(V> es un k-diagrama. Entonces

Poq: XX pry lV)sk—)Hq( V)

es isomorfismo si g<n y epimorfismo si g=n.

13. 5. TEOREMA. Sean Yym, Xr variedades diferenciables, m<n
(posiblemente X=@) y f: Y™ —HX" una k-submersién. Entonces:

Pzq: SOQq(f)g — Hg(YD
es isomorfismo si g<n, epimorfismo si g=n y nulc si g>n.

Demostracidn: Sea g<n. Sea U un recubrimiento abierto de Y™ tal

que para cada Uel, f‘U sea isomorfa en D, a la proyeccidn sobre el
primer factor de un conjunto VxW, donde V es un abiertc de R" o de
RN, ¥ W es un conjunto abierto de R™™, Por (13.4), para todo Uel,
Paq: SQq(f |W g—H(U) es isomorfismo si g<n y epimorfismo si g=n.
Segun (13.2) y el lema de Zorn, existe un abierto Ug no vacio de Y
que es maximal entre todos los abiertos U de Y para los cuales
P2q: SQq( T |UW g —H(U) es isomorfismo cuande g<n y es epimorfismo
cuando g=n. Si Ug#Y™, sea U;eU tal que U, no esté contenido en U,.
Por la hipétesis sobre U, f‘|U°hU1 es isomorfo en D, a la
restriccién a un abierto de la proyeccién pr:[R"<R™"—R",

Entonces, por (13.4), los conjuntos Ug,, Uy y UgnU, cumplen las

188



hipétesis de (13.3), por lo cual p,q:SQ4(T |UgWU,) g, —H(UgUy)  es
isomorfismoe cuando q<n y epimorfisme cuando g=n, en contra del
caradcter maximal de U,. Luego U,=Y.

Si g>n, la nota (12.7) y (2.11) dan que SQu(f),=0.

7

13.6. TEOREMA. (Caso relative). Sea (f,fq;9), la k—submersidn

I

—_—
?>

Y
£ lf
X

Jdo
X

3
?

o
n=dim X y t=dim Xg5. Sea p,q:SQy(f,f45;9)g —> Ho(Y,Yqo59,) (gz0) el
homeomorfismo definido por la composicidén

(P,o,y;0P,.v u 1, —IP,0,y;8P, v, ul, — rzq'lJ‘i[P,a,y;aP,v,p]s
donde ¥ es el isomorfismo de (3.6) y rpqHCIG(f,.f,;9),—H(Y) es
el homomorfismo definido por (A4, 0,y)—(Ay, 7).
a) Si t=n, entonces Pzq ©S isomorfismo cuando g<t, epimorfismo
cuando g=t y nulo si grt.
b) Si t<n, entonces Pzq ©S isomorfismoe cuando gq<t, epimorfismo
cuando g=t+l. Para g>t+1, SQu(f), es isomorfo a SQu(f, fo;90.

Demostracidén: Resulta del tecrema (13.8) y del lema de los cinco

aplicado al siguiente diagrama de sucesiones exactas

L/ SO — SQLF, 59 — SO (g — - -

Pzq P2q Pz,q-1

.o —3  Hg(Y) —— Ho( Y. Y 39,0 —— Hg (YD —_—. ..
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CAPITULC XIV

GRUPOS DE SEUDOBORDISMO SECCIONAL REDUCI DO.

ISOMORFISMO DE THOM.

Aqui se definen los grupos de seudobordismo seccional
reducide a partir de los definidos en el capitulc XII. También se

obtiene el isomorfismc de Thom que aplicaremos mas adelante.

14.1. DEFINICION. Los grupos de seudobordismo seccicnal reducido

diferenciable de clase ¢k de fed, (keZui{+a>), denctados SO, (f),,
son los siguientes:
S0 mIMOSQAT ) . — SQUFx1 ),
R

donde jo=( jox>Joy’ Yiene del diagrama conmutativo

JoY

Y > YxIR

f f'xl[R
Jox

X » XxR
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donde jox ¥ Joy designan las identificaciones de X a Xx{0> y de Y
a Yx{0O} respectivamente.

Los grupos de seudobordisme seccional reducido de clase Ck de

(f,f5:92,€D son
SO (T, 639, e=Im(SQ(F,f5:9) ),y — SQ(Ffxlg, foxlpg;gxlgly?
) viene del diagrama conmutativo

donde \j0=( Jox’joy;joxo’JoYo

Jov
Y » YxIR
g/ ‘ gyxi R/
Jovo
Yo > YoxR
fx1g
f
f°x1RJ
fO M J oX g
X — Xx[R
g/ /goxl R
' 3
J oXo
Xo » XoxR

Aqui g=(gg;gy) ¥ 9x1g=(dgo; gy x1g={goxlp;gyxlg).

14.2. PROPOSICION. SQ,. induce un functor covariante entre D, y la
categoria de los grupos abelianos.

Demostracion: Sea h:{(f,f5;g) c—(f",f’5:9" )y un k-morfismo. El

diagrama siguiente es conmutativo

hy
SQUF, 90 » SO (7,7 :9)
»* o ks * o ks

Jox Jox

Chxd )

SOQCE, Fo3 Xl p) gy ————— SQICE" L1759 IxI R

i88



Por tanto, Im(SQ(f,f,5;9)) e —— SQ*((f,fo;g)xl[R)ks) es aplicado

por (hxl), sobre Im(SQUf’,.f’4;g) s — SQ*((f’,f’o;g’)xllR)ks. Se

R
define entonces h,, por la restriccidén de (hxl[R),, a SQu(f,f5;9)1e

y la functorialidad de SO, resulta directamente de la de SQ,.

14. 3. La sucesién larga de homologia para el seudobordismo
seccional reducido existe pero noc es siempre exacta. En efeclo,
sean (f,f’;g) el ¥y ‘j,;,:(f,fc,;r_:;)k—>(f,fo;g)kxlﬂ2 definido de 1la

forma usual. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

I J % O
— SQ,(f D — SQ(D — SO, ;g e — Sy (£ )y —
q o’ks o] ks q ° ks q-1 o’ ks

Joa& Jo* .O* jo* (1

S0 £ 3 ) g KX )4 oS (£, £05 @I XL ) g4 (£ o3 ) e

Por tanto, los homomorfismos de la sucesién exacta inferior
aplican las diversas imigenes de j,, unas en otras. Se puede pues,
definir ge,.,» Jxr Y @4 PoOr las restricciones de (g’dgz)*’ (jxl[R)* Yy
O a S, (Ffedier S C(folke ¥ S0,,(f,f5:9)e respectivamente. Se
obtiene asi la sucesién larga de homologia para el seudobordismo
seccional reducido.

Ya que en el diagrama anterior, la sucesién inferior es
exacta, la composicién de dos homomorfismos sucesivos es nulo. En

consecuencia, pasa lo mismo en la sucesién del seudobordismo
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seccional reducido, pero en ésta no estid asegurado en general que
el nucleo de un homomorfismo esté incluido en la imagen del
homomor fisme precedente.

Se puede formular un criterio simple suficiente para 1la
exXactitud de la sucesidén de homologia del seudobordismo seccional
reducido de (f,f4;9), en un grupo cualquiera G, de esta sucesidn.
Designemos por G el grupo correspondiente en seudobordismo
seccional diferenciable no reducido. Para que la sucesidn de
homologia del seudobordismo seccional reducido de (f,fg,;g9), sea
exacta en G, es suficiente que en el diagrama (1>, el
homomorfismo  jg, cuyc dominio es el grupo inmediatamente
precedente a G sea sobreyectivo y que el homomorfismo jg, cuyo
dominio es el grupo inmediatamente a continuacién de G sea

inyectivo. La demostracidén de este criterio se hace por

consideraciones elementales sobre las sucesiones exactas.

14.4. TEOREMA. Sean Y™, X" variedades diferenciables (38X puede ser
#@), mn y f:Y™ X" una k-submersién. Entonces SQu(f)  es
isomorfo a Hg(Y) si g=n y es nulo si o>n.

Demostracidn: Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pzq
SQe £ e 5 Hg(Y)
joit- = JoY*ﬁ
Pzq
SQa( £31 ) e > HgC YxIR)
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donde los homomorfismos p,q, son los del teorema (13. 5). Segun
este resultado ambos p,q son isomorfismos cuando g<n y el superior
es epimorfismo y el inferior isomorfismoc cuande p=n. Por tanto,
Pzar=Joyp *°¢ Pzq|Imjop? ©s el isomorfismo SQG(flg = Hi(Y), si
q=<n.

Ya que S0Qu(f), =0 cuando g>n, también S0 (f),=0.

14.85. TEOREMA. Sea (f,f45;g>y la k—submersidn

g1

Jdo

n=dim X, m=dim Xg,.

a) Si m=n, entonces SQ,(f,fg5;9), = Hq(Y,Y¥g;9y? si g=n y nulo
si g>n.

b) Si m<n, entonces SO, (f,f5;9), = Ho(Y,Y¥g;9,) si qg=m+l,
SQq (.05 ke = Hy(Y) si m+i<g=n y es nulc si g>n.

Demostracidn: Tenemos el diagrama conmutativo

P2q
SQ(f, 1539k » Ho(Y, Y 59,0
Jox > Jogq (2>
P2q
Sflq((f‘,fc,;g)xl[k)m5 - Ha(YxR. Y xR; gyx1 50
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donde los p,q son los homomorfismos de (13.8). Definimos
Pzar: S0q(f,.f5:9)e — Ho( Y, Y559,

POT Pzqr = Jogq '°Pzq|S0qr(f . fo:9) ke-
a) Si m=n, entonces las dos flechas horizontales de (2) son
isomorfismos cuando g<n y cuando g=n, la superior es epimorfismo y
la inferior es isomorfismo. En consecuencia, Pzqr ©S isomorfismo
para g=n. Cuando a>n, SQ(f,f5;97ks=0> luego también
SQe (£, 15597 ,6=0.

Si m<{n, razonando como antes, tenemos que p,,, ©s isomorfismo
para qgs=m+l, entonces SO(f,f45;9),,=0 cuando gn ¥y (14.45> da 1la

caracterizacidn.

14.6. COROLARIO. Sea (f.fg5;g, la k-submersidn

v

Jo

k4

n=dim X, t=dim X,. Consideremos la sucesién de homologia del

seudobordismo seccional reducido asociada a (f,.fg;9)

Jwr 9

g*-r ¥*r
> S0 (£od e — S (g — SO (F,£6590ke — Sg-1rCTolke™ 5

a> Si n>t, dicha sucesidén es siempre exacta en todos los grupos
distintos de (4., (f), . Es exacta en SQyu..H,(fle Si ¥y solo

Si gyu{Hy(¥2>=0 en 1la sucesién exacta singular asocciada a
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(Y,Y539,7.
b)> Si n=t, la sucesidén (3) es exacta en todos los grupos, salvo
quiza en S0, (fodke> donde es exacta si Yy solo si
O (H (Y, Y,;942)=0 en la sucesién exacta singular ascciada a
(Y,Y5:94?

Demostracion: a) Sea n>t. SQu(f,f5;9),= g (fly para g>t+l,

SQq(£6)4e=0 para tode g>t. En consecuencia la sucesidén (3) se

presenta, en las dimensiones g>t+l, de la .siguiente forma

Iwer = a*r
o> O — S04, (£ — SO, (f,f 59l — O —>. ..

luege es exacta en g>t+l. Para gst+l, se tiene el diagrama

Tur j*r a*-r
— O — SQuy (£l — SQ, (£, T,59) g — SO (F 0 —

Paxr = Pzxr = J 2%r = Pzwr
1% *
—H (Y )—— Hy (YY) ————— H  (Y,Y55;9,) —— H(Y)) —
Ya que SQu.{(foke ©s nulo, la sucesién es exacta en este
grupo. Siendo isomorfismos el segundo p,,, Y Siguientes, la

sucesién de arriba es exacta en el tercer grupo y grupos de orden
inferior, porque la sucesién inferior es exacta. En S, ()i
es exacta si y solo si jyuy ©S monomorfismo, lo cual equivale a
que ju+, ©S monomorfismo, lo que a su vez equivale a que
Ienl Hyus( Y522 =0.

b) Sea n=t. Todos los grupos de la sucesién (3) son nulos en las

dimensiones supericores a n. Se tiene el diagrama conmutativo
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— 0 — 5 SA_ (f ) SO (£, — SQ(F, ;e —

e
R
e

—H (Y, Y ;90— H (Y, » H(Y) —— H(Y,Y5;9,) —>

donde todas las flechas verticales, a partir de la segunda, son
isomorfismos. Entonces, la sucesidén (3) es exacta en todos los
grupos salvo quiza en 30,(fg),,, donde es exacta si ¥y solo si

3, (H (Y, Yg39,))=0.

La transformacién IDIF,—D, dada por
(X,X ;go)k——>(1 »1 ;go’go)k
e X' "X,
permite considerar IDIF, comc subcategoria en 2 y el funclor
SQID,(.)), como la restiriccidén de SO(.),,. En ésta subcategoria,

SOy (. )y Se puede definir como sigue.

14.7. DEFINICION. Sea (X,X5;90°¢€IDIF, (1%k=w). Definimos los

grupos SQID (X, X5;907k de seudobordi smo de inmersiones

difeomorfas de clase Ck reducido por

SQID,,(X,Xo;go)k=Im(jo*:SQID*(X,Xo;go)k——->SQID*(Xx[R,)(oxlk;goxl‘R)k)

donde jo=(jgy»J J,siendo j Yy J las identificaciones de X a
°X’ V%% °X °Xo

Xx€0> y de X, a Xgx{0» respectivamente. Para el caso absocluto se

usarad la notacién SQID, (X),.
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Aplicando (13.5) y (13.6), se obtiene facilmente el siguiente

resul tado

14.8. TEOREMA: SQID, (X)), = Hu(X) y SQID, (X,Xo:G00k = Hy(X,Xg;95).

14.9. COROCLARIO. SQID, y H, son @&-functores equivalentes sobre

IDIF,.

14.10. Sean f:Y—X" una funcién de clase Ck y X,™ una subvariedad
de X de codimensién t=n-m>0, que es subespacic cerrade de X. El
fibrado normal », de X, en X se define por la sucesidn exacta

0O — T(Xg) — T(X)|Xg — v, — O,
donde T(Xg,) ¥y T(X) designan los fibrados tangente de X, y X
respectivamente. Se supone que v, es orientado y que f es

transversa a Xg,, i.e. que para cada yef #(X,) la composicidn

Df
Y
T (YY) —— T,(X) — T (X)/T, (X))

del espacio tangente en y en el espacic normal a x=f(y) es
sobreyectiva. Entonces, usando el Teorema de la Funcidn Implicita,
se verifica que Y, ,=f"X,) es una subvariedad cerrada de clase ck
de Y de codimensién t ( supuesto que Y, ,#0). Poniendo f’=f|Yo y

hay dos k-diagramas (f,f’;i’),, (f,f";i")y con i’, i

“Tly-y_’

inclusiones que dan el siguiente diagrama conmutativo:
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—
B

X e
"

T
ad

jf,

X

(=] (=]

+
~n

Estas hipétesis se resumen diciendo que (f,f’) es un k-diagrama
normal. Designandc por v, el fibrado normal de Y, en Y, existe un
morfismo candnico f‘v:vz—-—-»v1 de fibrados vectoriales. Asi 1la
orientacidén de v, induce, por fv’ una orientacién de v, ({331,
pag.958). En efecto, consideremos el diagrama conmutativo con las

filas exactas

0 — WYY — WY |, — v, — O
(=]

Df” (Df) |y
o

o

Este define, pasandc al cociente, una funcién de clase Ck-1
fv=Vz—*L& cuya restriccién a cada fibra de v, es una funcidn
lineal entre espacios vectoriales de dimensién t. Ya que f es
transversa a X,,. esta restriccién es sobreyectiva, luegoc es un
isomorfismo. Asi fv es un morfismo de fibrados vectoriales. En
consecuencia, la orientacidén de », induce, por fv’ una orientacidén

de v,.

14.11. Al k-diagrama normal (f,f’) corresponden dos isomorfismos

de Thom

@1: Hqu(X.X-Xg) — Hq(Xg) ¥ @i Haa(Y,Y-Yo) — Ho(Yo) (qe2d
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que hacen conmutativo el diagrama siguiente

¢z
Hqu( Y, Y=Y) > Hg( YD
C£,£"), £ (4>
¢4
Hgar( X, X=Xo) > Ha(Xg)

([33], pag.96). En efecto, para i=1,2, a la orientacidén de vy
corresponde un solo elemento u;eHWE;,E-E®) cuya restriccidén a
cada fibra de v da la orientacidén inducida sobre esta fibra por

la de v; ([44] tecrema 10.4) (agqui E; es el espacio total de v y

E'.-L° la imagen de la seccidn nula)d. El producto cap por uy;
establece un isomorfismo Hqut(E,E-E®)—— Hq(ED (la4],
corolarioc 10.7). Designandc por fv" la restriccidnde fv a

E,-E,®,est4 claro que (fv,fv")*(u1)=uz Yy que en consecuencia el

siguiente diagrama es conmutativo

N u,
Hqu(Ez, E;—E®) » H(E,D
<fv’fv du fv* (5
nouy
Hgu € E.,.E,~E,® > Hq( E»D
” = > s * . . .
pues ((fv,fv ) RChd My fv*( hﬂ(f‘v,fv Y*(ud) (291, proposicién
4.4.8). Ahora bien, siende Y, cerrado en Y, existe (1441,

corolario 11.2 y nota siguiente, pags.117 y 118) un isomorfismo

candnico.
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Ho(Y,Y-Y) — H(E;,E,-E;®),

que se define de la siguiente forma: Se toma una estructura de
espacio de Riemann para Y; entonces la "aplicaciédn exponencial'

Exp : Exg) — ¥
que asigna a cada (y,v)eE, con |v]<s siendo &£ suficientemente
pequefio (E(&)=(y,v)€E, | |v|<e>) el punto extremo (1) del arco
geodésico parametrizado

y: (0,1 —» Y

de longitud |v|, con punto inicial »(0)=x y vector velocidad
inicial dy/dt]t=o=v, aplica el abierto E,(g&) difeomérficamente
sobre un conjunto abierto Né:SY; otra aplicacidén exponencial como
la anterior definida usando otra métrica riemaniana para Y, es
homotdépica a la anterior, por lo cual la composicidén de

isomorfismos
Exp™3,
HpoCY, YY) = H,( Ng, NE—-YO) = Hu(E (&),E(&)-Ex e)-Ex( a)nEz°) =

~ H,(E;,E,-E,®,
donde el primero y el uUltimo son isomorfismos de escisidn, es
independiente de la estructura riemaniana de Y usada; el
isomorfismo Hu(Y,Y-Y,> —— HLE,,E,~E,®) mencionadoc es dicha
composicién. Ya que Y, es retracto de E,, se puede definir el
isomorfismo de Thom en homologia singular por la composicidn de

isomorfismos
Nu,
@2 Hq (Y, YY) — Hqﬂ( E,.,E,-E,®) —» Hg( E)) — Hq( Yoo

Se define @,:Hg (X,X-X5)—Hy(Xy) de forma anadloga. Que (4) sea

conmutativo resulta inmediatamente de que lo sea (5.
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14.12. PROPOSICION. Si f y f’ son submersiones tales que (f,f’) es
un k—diagrama normal, entonces el homomorfismo
@ 1 SQqetr(F "y — SO (7 )
definido como igual a la composicidén
Pzxr @2 Pzxr
SQqerl T g — Hqul{Y,Y-Y5) — Ho(Yq) — SO (f7 )
cuando g<m e igual al morfismo nulo si gm, es un isomorfismo. A

¢, lo llamaremos isomorfismo de Thom.

Demostracidn: Cuande f y f’ son k-submersiones, también lo es .

Entonces  Poyr! SQquye(f, 731" g —  Hg(Y,Y-Y4d es, por el
teorema (14.5), un isomorfismo para g+t%n o equivalentemente, para
gsm (t=n-m) y nulo si g>m. Por otro lado, Py, SQq (") —Hs(Yy)
es, por el tecorema (14.4), un isomorfismo para g<m y nulco en los
demas casos. Por ultimo, es conocido que Hg, (Y,Y-Y4) y Hq(Ygy) son

nulos si g>m.
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CAPITULO XV

GRUPOS DE SEUDOBORDISMO SECCIONAL INFINITO DIFERENCIABLE.

Se extiende el tecrema (13.8) (que es andlogo al "Teorema S
de LALONDE [371,) al bordismo definido con seudovariedades no
necesariamente compactas, gque corresponde a la homologia seccional

definida con cadenas locilmente finitas.

Sea DP, la subcategoria de D formada por los objetos
(f,f,195+94%x ©n los cuales g,, g, son propiasl, y por los
mor fismos (hx,hY;h h, >, en que todas las funciones son propias.

o

X, Y

15.1.DEFINICION. Un n-ciclo seccional infinito de clase Ck en el

objeto (f,f,;9),eDP, es (P,o0,y;0P,v,u;P),, formado  por una
n-seudovariedad orientada P, no necesariamente compacta, con borde

0P, una familia P=(P,> de subpoliedros compactos de P localmente

Decimos que una funcidn f:Y-—X es propia si es continua y para

todo cerrado compacto ASX, f™1(A) es compacto.
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finita, tal que cada P, es de dimensién n, int P, N int P; = 6@ si
i#®j vy P=U‘P£, y cuatro funciocnes propias diferenciables o, yp, v y

M de clase Ck que hacen conmutative el siguiente diagrama

91
Yo > Y
fo Y f
7,
Yo
Xo > X
1% o
ap < > P

y tales que existe alguna pareja de diagramas connmutativos de la

forma

go gi
X > X Y,

N ] N/

v (P09 Q o u ( P Iemre——— Q ve

[N [N

siende Q un poliedro, 7 p.l.-epimorfisme, n! la restriccidn de n a

> +<

aprP

P aP P

8P, u, u!, v y v! funciones propias diferenciables de clase Ck

tales que wu=fev, u!l=fgev! y uj v

]
n(p’ Py Y acpnery Y

. . . k
vln(P-LhaP) son inmersiones difeomorfas planas de clase C para

cada P;,. Obsérvese que u!=go’1u]n(aP). La familia P se llamara

descomposicidn candnica y la pareja de diagramas, factorizacion
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candnica del ciclo.

Por convenio, también @ es un n-ciclo seccional de clase Ck
en (f,f5;90,94 k-

La suma de dos n-ciclos seccionales infinitos de clase Ck en
(f,€0;%s  (Pog, 73 0P v 1y POy, Y (Ppu03,72;0P2, Vs a3 Ppdys S
el n-ciclo seccional infinito de clase Ck en (f,f4;9)

(P04 743 OP 0 g s POt (P, 05,725 8P, , Vg i Pu )=
=(Py+P,, 0,005, ¥ Uy 53 8P +8P,, v Wb, 1 Uiy P+ Py)y
dado por la unidn disjunta P,+P,.
Dos de estos n-ciclos son jguales si lo son como n-ciclos

seccionales infinitos (continuos).

15.2. DEFINICION. Una (n+l1)-cadena seccicnal infinita de clase Ck

en el objeto (f,f_;g)edP, es (N,o,y;L,v,u; 4, formada por una
{n+l)-seudovariedad N con borde &N, una n-seudovariedad LEdN con
borde (ambas N y L orientadas y posiblemente no compactas), una
familia localmente finita #={N;> de subpoliedros compactos de N de
dimensidén n+l, tales que int N, N int N; = @ si i#j vy N=U_N-‘, b
cuatro funciones propias o, ¥, v Yy u de clase Ck tales que hacen

conmutativo el siguiente diagrama

S1

9o
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y tales que existe alguna pareja de diagramas conmutatives de la

forma
go gi
Xo — X Yo > Y
? /1
u' u v' v
'(L)C————-———’ Q o ! (L)C——-——> Q v
n\ n\
L. c -+ N L ¢ » N
Siendo Q un poliedro, 7 p.l.-epimorfismo; n! la restriccidn de n a
L, u, v, u! y v! funciones propias tales que u=fev, ul=fgev! vy
i
“lnmi)’ U'n(N-Lﬁ( AN-L))>’ Vln(Ng’ vln(Ntﬁ( oN-LYy* W lrt(NtnL)’
1 ] ! 1 i i
u! ln( N,AIL)’ v! ‘rz( NoALD y v! ‘n( N,AGL) son inmersiones difeomorfas

planas de clase Ck para cada N;.

= '19
Nétese que u!=gg u‘n(L)'
Su borde es el n-ciclo seccional infinito de clase Ck en
N,o,7;L, v, 3 ), = (No,a{N ,7|N -aL, "laL’“‘aL” PIVR

donde N, es la n-seudovariedad tal que N=LUNg y K ={N NN;>.

15.3. DEFINICION. Dos n-ciclos seccionales infinitos de clase Ck en
(f,fo;g)kesDJ’k,
(Pys 05743 P1 Vs kg3 Pydy Y (P03, 723 0P, Vs g3 PRy

son seudobordantes si existe una (n+l)-cadena seccicnal infinita

de clase Ck (N,o,7;L,v,u; 4, en (f,f_;g), tal que

“N;U,}’;L,v,.u;\l)k=
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=(Py, 005743 0P 040 Hy 3 Py H(—Pp, 02,725 ~0P20 V25 Ha; P
donde -P,, -0P, son las seudovariedades P,, 8P, con la orientacidn

opuesta a la dada.

15.4. NOTA. Como en el capitulo I, "ser seudobordantes” es una
relacidén de equivalencia. El conjuntc Sﬂmg(f,fo;g)ks de las clases
de equivalencia de n-ciclos seccionales infinitos de clase Ck en
(f,f5;9) admite estructura de grupo conmutativo con la operacidn
+, inducida por la suma de n-ciclos secciocnales infinitos. A dicho

grupo lo llamaremos n-égsimo grupo d seudobordismo seccional

infinito diferenciable de clase Ck,

Todas las propiedades de homologia enunciadas en el capitulo
IV para SQG;( s 3 ) ¥ la categoria DP, tienen su andloga evidente
para SO“;( s 3 Jdke Y la categoria 2DP,. Las demostraciones son

analogas.

A continuacidén, representamos los grupos de seudobordismo
seccional diferenciable comoc grupos de homologia de complejos de

cadenas.

18.8. DEFINICION. Sea A, el n-simplice candnico. Sea f:Y—X un

objetce de la categoria D,. Ll amamos n-simplice seccional

casi-inmersién difeomorfa de clase Ck en f, a todo (A, ,0,¥;P), en

la cual o:A,—X, o0:A,—Y son funciones diferenciables de clase Ck,

tales que o=fey y P=XP> es una familia finita de subpoliedros
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compactos de dimensién n de A, tales que A =UP, y int PN int P;
= @ si i#¥j, de modo que existen m: A, —Q p.l.-epimorfismo sobre un
poliedro Q, u:Q—X y v:Q—Y funciones diferenciables de clase Ck,

tales que conmuta el diagrama

Y

A

i3]

!

4
-
T
- s 0 £
u
o

X
y para cada PieP, las funciones u|n(Pt), ”’ncptnaAn)’ VIn(P-L) y
. . . k
v[n( P,N3A_) son inmersiones difeomorfas planas de clase CX.
i85.6.. Designamos por CID((f),_ el grupo libre generado por los

n-simplices seccionales casi-inmersién difeomorfa de clase ck en f.
Las aplicaciones cara de A, F(k>:An_1-—-—>An, permiten definir un

homomorfismo &8,:CID(f), —CID_ _(f),, por su efecto scbre los

gener adores

k=n
(A o, y;P)= = (1)K A, _,, 0eF®, yoFk . 25,
=0

donde J’k={P,-vﬁF‘k’An_1|PLe?}. Es facil ver que @8=0. Los grupos de

homologia seccional casi-inmersién difeomorfa de clase Ck de f son

los grupos de homologia del complejo <CID(f);q,0,>,
HCID(f)ye = Ker &, / Im 8.,
Sea (f,fg,g)eD,, g=(g,,gy). Si (A,,0,y;P) es un n-simplice
seccional casi-inmersién difeomorfa de clase Ck en f,, entonces
(AL, Gp2>g4?; P)eCID (f)),. Por tanto g=(gg.g,> induce un morfismo

de cadenas g.:CID.(fg)y,, — CID.(f),,. Consideremos el “mapping
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cone” Cg. de g., definimos el n-ésimo grupoc de homologia seccional

casi-inmersidn difeomorfa de clase Ck de (f,f,;g) por

HCID(f,fg;9) ke=Hn( Cg. )

15.7. DEFINICION. Dado el objeto f:Y-—X de la categoria D, sea
CIEFL(f)kB el conjunto de todas las sumas formales
Im( A, 0,7 ;P donde meZ y <{o(A,)|m=0> es localmente finito.
Sea 6.:CIEgL(f)ks—+CIDm;1(f)ks el homomorfismo borde evidente. El

n-ésimo grupo de homologia secciocnal infinita de casi-inmersiones

difeomorfas de clase Ck de f es
o0 0
HCID  (£) o=H (CID . (f).,8.).
Sean (f,f_;g),ed,, Cg el “mapping cone” del homomorfismo

g: CIDX fodxe—*CI Dm(f)ks inducido por g. El n-ésimo grupc de

homologia seccional infinita de casi-inmersiones difeomorfas de

clase Ck de (f,f_;g), es

HCID® (f,f_:9)1e = Hn(Cgd

18.8. NOTA. Comoc los n-simplices seccionales casi-inyectivos, los
n-simplices casi-inmersién difeomorfa de clase CK pueden ser
pegados entre si, de forma que de un n-ciclo seccional algebraico
se obtiene un n-ciclo seccional geométrice y a ciclos homdlogos
corresponden ciclos seudcobordantes. El método a seguir es €1 mismo
que en los capitulos III y IV, por lo cual no lo repetimos aqui.

Destacamos el siguiente resultado:
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15.9. PROPOSICION. La asignacién [z]——»[CQ(z)] define isomorfismos
¥: HCID (f,f ;90 — SQ(F,.f,;9) ¢ y

#°: HCID® (f,.f ;@) — SQ°(F,f0; ke

En el resto del apartado, sea f:Y—X un objeto de 1la
categoria 'D. Con los simplices secciocnales casi-inmersidn
difeomorfa de clase Ck en f, podemos definir ciertos haces sobre
X, gracias a los cuales generalizaremos (13.8) relacionando

Si‘zm,.‘(f‘),<s con los grupos de homologia de cierto haz diferencial.

15.10. DEFINICION. Dado un abierto A<X, sean
ED. (A)Y=CID. (£}, ~CID.(f 'f-i( X=AD PRV

w® - @ oy
ED. "(AY=CID" . (f);,-CID. (f‘f-i(x—A))ks'
Si B£A, hay homomorfismos restriccién obvios
o0 o
ED.(B)Y—ED.(A), ED .(B)—ED .(A).
Por tanto, ED. ¥ ED®. son prehaces sobre el espacio X. El borde 4.
en CID.(f),. (c1p®.¢ flie? induce en ED. (ED®.) un homomorfismo

diferencial de grado -1 que también designamos por &. y que hace

de ED. (ED®. ) un haz diferencial.

15.11. DEFINICION. Dado WSY, sea CS (W) el grupo libre engendrado
por el conjunto {(An,foy,y)|(An,y) es n-simplice singular en W>r, ¥y
sea CSwn( W el conjunto de todas las sumas formales
Im(A,,fepy,7), donde meZ y {fep(A))|m=0> es localmente finito

Q0

en X. Sean a.: CSmn( W) —CS™ (W) Y 8.’ : CS (W)—CS(W) los
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homomorfismos borde dados por
(A Fey,y)=8. (A ,foy,p)= ?i;o (=1)KCA,_ oy oeFR, yoFk),
Dado un abierto A€X, sean
ES. (A)=CS.(Y) /CS. (£ (X-A>),
ES®. (ary=cs®. Yy cs®. (-1 x-A)).
Si B<A, hay homomor fi smos restriccidn ES. (B)—ES. (A) y
ESw.(B)—+ESw.(A) evidentes. Por tanto, ES. ¥y ESw. son prehaces

sobre el espacic X. Los homomorfismos a.’ y @é. inducen

homomorfismos diferenciales de grade -1 en dichos haces.

15.12. PROPOSICION. Sean 8D, 8Dm, &7, ¢® los haces generados por
los prehaces ED, ED”, ES, Es® respectivamente. Entonces. 1los
homomorfismos candnicos

p. :ED.(X) —» [ (X,8D.) , w.:EDZ.(X) — I'(X,80%.)

©g. tES.(X) —s T(X,82.) , w,.:ES®.(X> — I'(X,35%)
son isomerfismos. (I, y T indican secciones de soporte compacto y
cerrado,respectivamente. Obsérvese que la proyeccién (A, ,fey,y)—
(A,,7) induce un isomorfismo candénico I (X,87)—-I(Y,r), siendoc F

el haz de cadenas singulares sobre Y.)

Demostracion: Es como en (7.2).

15.13. LEMA. Las inclusiones ED—»EDm, EIS—-»EISOo inducen isomorfismos
8D. —82%. , tr—8r".

Demostracién: Ver (7,32).
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15.14. PROPOSICION. Los haces 8D. y ¥F.son homotédpicamente "fine”.

Demostracidn: Ver (7.95). Nétese que el lema (7.4) vy su

demostracién son validos para los complejos CID y CS, con los

cambios evidentes.

15.16. Sean ¢ una familia paracompactificante de soportes en X y
k = dim X. Sea £ el haz diferencial definido por £I=(X)_g5 (X =
8D, 8F¥ ). Sea C'(F£Y) la resoclucidn candnica de £ por haces
"flasques'. Sea

Zk+1( £9) = Imagen (CK(£I)—s Ck+1(£)9).
Sea T (£9) la resolucién finita
O— £9 — COULI) —0 CH LD —s. .. —> Ck( LD — ZK(LD — O,
que es un functor exacto de £9. Sean qu=l"¢()(,TP( £9)) y K' W =IKP9,
Sea d’:KP? —KP*1.9, el morfismo inducido por la diferencial del

complejo L (X, T (£N) y (-1)Pd”=KP9 ——KP9*1 &] morfismo inducido

¢
por £9 —s #I*, Sea d=d’+d” la diferencial total y K' el complejo

total, Kr=ZX KPQa,

p+g=n

Asociada a la primera filtracién de K', hay una sucesidn
espectral convergente (ver [71)

’Equ=H¢P(X,9€q( £)) = HP*UK >,

donde % (£) es el haz derivado de £.

En la segunda sucesidén espectral de K’

*E,PA=HP( H¢q( X,£€ )

se tiene "E,P9=0 para todo q>0 ya que £ es homotépicamente "fine”
(por serlo 8. y 8¥.). Por tanto, el homomorfismo candnico
HP( F¢(X,.‘€° ))="E,P® —» HP(K')

inducido por la inclusién de complejos I (X,CP(£ ))—K , es un

¢
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isomeorfismo ([7],p.132). En consecuencia,

’Ezpq=H¢P(X;9€_q( £)) = HP*A(K)) = HP*U I"¢(X,£' 3

Teniendo en cuenta (15.8) y (18.12), (15.13), cbtenemos lo siguiente

TEOREMA. Sea f:Y-—X un objeto en 2,.. Entonces hay sucesiones
espectrales convergentes

E,PI=H_P(X; %_o(8D)) = HCID_ p q(f))e= SO p () >

~-p-q

o ¢)

E,PI=HP( X ; 9_,( D)) » HCID® ,_ ()= SQ% , (f))q »

EPI=H_P(X;%_4(85)) = HCS (YD,
donde %.(8D) y %.(8¥) son los haces derivados de 8D y 3&~F

y HCS.(Y) es la homologia del complejo {CS.(Y),@d >.

15.16. LEMA. En cualquier punto xeX, las fibras # (8D), y #,(8F),
son nulas si g # n= dim X.

Demostracién: Sea Im(Ag,o,7{;P> un representante de un elemento

z de (8D, = Hq(f’flf—i(x..x);i)kS' Ya gque la suma es finita vy
cada y(Ay> es compacto y se cumplen las condiciones de
inyectividad sefaladas .en la definicién (15.85), Uy (AN Hx)
tiene sélo un numero finito de elementos {y,,....,Yg». Por tanto,
podemos representar el germen z por una suma finita de cadenas
c;i=Zmi( Ay, 05,73 P)) tales que ijj(Aq)ﬂf'1(x) sea un sélo punto.
Demostramos que cada una de estas cadenas es homol égicamente nula.
En efecto, por la definicidén de k-submersién, la funcidn f tiene
la forma g:R"™>R™—R" en ciertos entornos de X Yy ijj(Aq)r‘\f'i(x).
Eptonces C; ©S una cadena en (g’glg—i([Rn_x);i)ks de clase nula ya

que

~

Hq(g'glg—i(mn_x);i)ka = an(g’g|g—1((gn_x);i)ks =
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= Hg(R™™, OoxR™) = O,
si g # n.
Si A< Y, sea C(A) el grupe de cadenas singulares en A. Segun
la definicidén (185.11), la proyeccidn (A, ,fey,y)—(A_ ,¥) induce un
isomorfismo CS(X)/CS(X-U) = SXY)/S(Y-f"XU)) entre grupos de

cadenas relativas, luego

Hq(&)")x = 1lim Hq(ES(U)) = lim Hq(CS(X)/CS(X—U)) = Hq(Y,Y—f‘i(x)).
Usx Usx

Por (13.6), se tiene
K (BF), = H(8D), = O

cuando g # n = dim X.

15.17. COROLARIO. Sea f:Y—X una k-submersién, m=dim Y, n=dim X.
Entonces hay isomorfismos candnicos (pz0)
SQUf) = HMP_(X; 9, (8D)), Sﬂmp( £1e= HMP(X; 2 (8D)),
HCS(Y)= H™P_(X;%,.(85)),

Demostracidn: Mostremos la existencia del primer isomorfismeo. El

complejo KPY de (15.18) es nulo si p<0. También KPI=0 si p>n+l ya
que dim X = n. En la segunda sucesién espectral, "EPI=0 si g0 ya
que 8D es homotdpicamente “fine®. En la sucesién espectral
*E PI=H_P(X,%_o(8D)), tenemo§ *E,P9=0 si g#-n, por (18.16). Se
cumplen pues, las hipétesis de ([B60], prop. IX.5, p.120) y en
consecuencia, se tiene

"ENRIN X CEGNTRIN XX CE NPT = HOP(K) X SO,

El resto de la demostracién es analogo.
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15.18. NOTA. El morfismo de prehaces ED—ES determinadoc por 1la
proyeccién de cadenas (A.,fey,y)—(A ,fey), define un morfismo
i:8D—8F de los haces inducidos que da lugar a morfismos de las
sucesiones espectrales
i:Equ=H¢P(X,9€_q( 830))—->EZP°I=H¢P(X,9€__q( 87))
( ¢ es cualquier familia paracompactificante de soportes en X ), ¥y
también, morfismos de los términos limite respectivos. Por (15.17),
tenemos asi los homomorfismos
ip: SQTCE) L g HMPCX , 96,0 870D

que generaliza el homomorfismo de (13.5), y un morfismo

i:96.(8D)—%, (8F)

entre los haces derivados.

En el resto del apartado, seguimos suponiendo que f:Y-—X es

una k-submersidn.

15.19. LEMA. Sea A<€X cerrado. Entonces
1.t HPCA; % (8D ’A) — HP(A; % (85) |A)
es epimorfismo si p=0, y es isomorfismo si p#O.

Demostracidn: Sean 7=%.(8D), O=% (8F) y U=X-A. Si ¢ es una familia

de soportes paracompactificante en X y & es un haz scbre X,

entonces la sucesidn exacta O—»ﬂU—wJ—-)JJA-—»O da una sucesidén exacta

de cchomologia

(X&) —sHP
o T g|A

(ver [7] p.52), donde ¢|L={Fe¢p y F £ L> (L=U,A). Asi tenemos el

.—->HP¢|U(U;JJ[U)—>H? (A LAY —. ..

siguiente diagrama conmutativo de filas exactas
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—HPCU; T [UD—HPOX; T —HPCA; 7| A) SHPH( U 77| U) = H P X 7)) —
iy i i i iy

—HP(U; 0| U)—H_P(X;0)—H_P(A;0 | AY—H P*(U; 0 |U>—H P*(X;0)—

Por (15.17), (15.18) y (13.8), 1los cuatro ip laterales son
isomorfismos si p#0, ¥y son epimorfismos si p=n. Aplicando el lema

de los cinco, se termina la demostracién.

15.20. TEOREMA. Sea f:Y-—X wuna k-submersidn, n=dim X. El
homomer i smo

1qr SQTLCX) e—HM" (X, %6, 820D
es epimorfismo si g=n y es isomorfismo si g#n.

Demostracicdn: Por ser X paracompacta, puede ser recubierta por una

familia numerable <A>
i

<N localmente finita de cerrados A, cada
uno compacto contenido en un entorno de coordenadas . Todo cerrado
Bi€A;, es compacto, por lo cual HP(B,, 7| B )=HP(B;, 7| B> Yy
HPCB{,0|B>)=HP(B,0|B,), donde 7=9%.(8D) y ©0=%.(%5).

Aplicando la sucesién de Mayer-Vietoris en cohomologia de
haces ([32] p.54)

—sHP™1( X NX, , &) —HP( X UX, , &) —HP( X,, ) ®HP( X, , ) —-HP(X,NX,, 2 —

con X.=A,, X,=U, A, a los haces 7 y ©, tenemos el diagrama

conmutativo
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—HP (X "X, , ) —HP( X, UX,, T —HP( X, , TY@HP( X,, T7) —sHP( X MX,, 7D —»

A

—HP 1( X, NX,, ©) —HP( X,UX,, ©) —HP( X, , ©)®HP( X,, ©) —HP(X,MX,, 0) —>

Con el lema de los cinco y (15.19) (para un cerrado ASX, H*(A,#)=
H*(A, o | AD por definicidén), cbtenemos por induccién que
it HP(X, 7> —HP(X,0) es epimorfisme si p=0, y es isomorfismo si

p#0. Segun (15.17), esto termina la demostracién.

15.21. NOTA. Sea IDIFP, la subcategoria de IDIF,, formada por los
objetos (X,X,;g,)y en los cuales g, es propia y por los morfismos

(h,h,) con ambas h, h funciones propias. La transformacion

o
natural IDIFP,—DP definida por (X,Xo;go)k—-b(1X,1X°;go,go)k
permite considerar IDIFP, comc subcategoria de DP,. Los ciclos y
cadenas infinitas de clase Ck en (X,X,;g.)€IDIFP, los definimos
por las siguientes condiciones: a) (P,o;8P,v), es un ciclo
infinito si (P,o0,0,08P,v,v);, es un ciclo seccional infinito de
clase Ck; b) (N,o;L,v)), es una cadena infinita si (N,o,o;L,v,v)
es una cadena seccional infinita. Analogamente, se tienen las
nociones de suma, borde y relacién de seudobordisme. El conjunto
de las clases de n-ciclos infinitos de clase Ck seudobordantes en
un objeto (X,X,;9,),€IDIFP, tiene estructura de grupo; lo

representaremos por SQIDmn(X,Xo;go)k y lo llamaremos n-€simo grupo

de seudcbordisme infinito de inmersiones difeomorfas de clase C .

El functor SQIDOD,( .)) ©s naturalmente equivalente al SQ.(.), en
IDIFP,, ¥y por tanto cumple las mismas propiedades de homologia que

éste,. Ademas cumple la propiedad de escisién mas fuerte dada en
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(8.3) (se demuestra igual que ésta). Asi se tiene lo siguiente.

15.22. PROPOSICION. SQIDw; y 8, definen una tecoria de homologia

ordinaria con coeficientes enteros en la categoria IDIFP.

(18.18) da el siguiente corolario.

15.23. COROLARIO. Sea X una variedad diferencial de dimensidén n, &D
el haz sobre X de cadenas seccionales de clase Cken 1X' Entonces
hay isomorfismos candnicos (p20)

SQID(X) = H"P (X; %, (82D)), SQID“;(X)kE HP=P(X ;9 (8D)).

Demostracion: Por (13.8), %#,(82),=0 si p*n en todo xeX.

Ya que el haz /D asociado a la funcidn 1x es isomorfo al haz
# de cadenas singulares en X, es facil establecer en este casoc el

lema (18.19> Y, como en (18.20), obtener la siguiente

generalizacidén de (11.5),

15.24. TEOREMA. Sea Xe€IDIF, de dimensidén n. El homomor £ismo
. 00
i4:8QID q(X)k—+Hn§(X)

es epimorfismo si g=n y es isomorfismo si g#n.

15.28. NOTA. Todo lo realizado en este capituloc puede hacerse con
seudovariedades Z,-orientadas y cadenas con coeficientes en Z, con

sencillas adaptaciones de las demostraciones.
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CAPITULO XVI

GRADO SECCIONAL DIFERENCIABLE. OBSTRUCCIONES A LA EXTENSION DE

SECCIONES Y AL PROBLEMA DE CAUCHY EN DERIVADAS PARCIALES.

Sea f:Y—X un objete de la categoria 2D, n = dim X. El
homomor fismo de cadenas CID.(f), ,—S.(X) que a la cadena seccional
casi-inmersién difeomorfa de clase Ck TufA.,o,7) en f le asocia
la cadena singular Zu(A,,o) en X, define un homomorfismo

py : HCID(f),, —> H (XD (neZ)
entre los correspondientes grupos de homologia. La composicidn
dn @ SQ(f) e = HCID (f)y, — H (X))
con el isomorfisme de (15.9), nos permite definir el grado

seccional de clase Ck de f.

16.1.DEFINICION. LLamamos grade seccional de clase Ck de f al

namer o

grado (f),, = cardinal (coker q,) - 1
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16.2. DEFINICION. Si grade(f)_ =0, llamamos grado seccional fuerte
de clase Ck de f a
-+
g =i - +
grado’(f),, 1nf<P’o’y;?){card PXr-1 € Z WK+
donde (P,o,y;P) recorre el conjunto de todos los n-ciclos
seccionales de clase Ck en f, tales que el morfismo candnico

SQ (), . —H (X>, aplica su clase en una clase de homologia

singular de X no nula.

16.3. PROPOSICION. Sea f:Y—X un objeto de D, donde X es conexa,

orientable y cerrada. Entonces existe una seccién de f de clase ck

, i.e. una funcidn s:X—Y de clase Ck tal que fs=1y, si y scolo si
grado(f), =0 y grado’(f), =0

Demostracidn: Es la misma que en (6.8).

16.4. TEOREMA. Sea f:Y—X una k-submersién donde X conexa,
orientada y de dimensién n. Entonces, grado (f),, es el menor
entero m20 tal que

(m+1)[{X] € Im {f _:H(Y)—>H (X)),

donde [X] es la clase fundamental de X.

Demostracidn: Se tiene el diagrama conmutativo

H. (Y>
P2
SQ () e = HCID () o b M
Py
v
H, (XD
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donde p, es epimorfismo por (13.5). Luego Im f = Im p,.

16. 8. COROLARI Q. El grado seccional de clase Ck de una

k-submersidén f es un invariante homotdpico.

16.6. NOTA. El anterior teocrema es mas general que el caso
diferenciable demostrado por THOM y SULLIVAN (en [353] se afirma
que dicha demostracién existe) del teorema sobre el grado
seccional continuo dado por SHIH en (55]. Posiblemente, la
demostracién dada aqui sea mucho mas corta que la obtenida por los

citados autores.

16.7. EJEMPLO. Ya que HyS®)=0, el tecrema anterior implica que el
gradc seccional de clase Ck del fibrado de Hopf £:5932 es

infinito.

Sean f:Y—X una k-submersién, X_ una subvariedad de X, ambas

(=]
orientadas y <cerradas. Damos a continuacién una condicidn

necesaria para gue dada una seccidn s:X,—Y de clase ck de f,

exista una seccidén de f de la misma clase que extienda s a todo X.

16. 8. PROPOSI CION. Sea Y =f"4X,), f1=f|Y° y fZ:f‘Y—Yo' La
sucesidn

——’S‘)nr( fz) ks———)SQhr( f ) ks-———’Sﬂnr( f » fz M i )ks——)SQm-i,r( fz)ks_’
asociada a la k-submersién (f,f,;i), que aparece en el diagrama

conmutativo
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|
-
0
v
T
<

H
N
o J M
o]
)—5
™

S
!
b
0
{
1
>

es exacta en SQ.  (f,f,;i),, segun (14.6), y el isomorfismo de Thom
SQe (£ e Sqin-mir{ £>f2;i) s asociado a 1la orientacidn ©Q; de

v, (14.12) permite definir la sucesién de Gysin-Thom

e —3SQL ()  —S0Q (£ ks—A::Ser( fi)kse—:SQm_i,r( 00— -
en seudobordismo seccional reducido, exacta en SQ.,(f,),,. Sea uxo
la imagen de la clase fundamental de X, por el isomorfismo
H. (¢ Xo)——-»Ser(lxo). Sea E(f,X,,s);, la «clase de S0 4, (f2),
definida por

E(f, X80 = B, [(1, ,S),, (,ux 1.
o

X

Entonces, si existe g:X—Y de clase Ck tal que fog = 1y Y g]x = s,
o

o

se cumple que E!(f;)(o,s) = 0.
Demostracidén: Basta mostrar que existe peSQ, (f), tal que A, (p)=

(1)(0’5)*'”( “XO)GSQ’“’( fidke-

Siendo X 2 X, compactas, el par (X,Xy> puede ser triangulado

diferenciablemente, i.e. hay un Ck-difeomorfismo t:K-—X de una
seudovariedad orientada K en X que aplica un subpoliedro L sobre
Xo (ver [4851), siendo por tanto L una seudovariedad orientada de
la misma dimensién que X,. Entonces p=(K,t,getdy es un n-ciclo
seccional de f y vamos a mostrar gque cumple las condiciones
requeridas.

El homomorfismo A, :SQ. (f),.—SQ, (fi);, es la composicion
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SO (£ o—SQ (£, ), —SQ, (£,), ¢ del homomor fismo inducido
por la k-inmersién 1l:f—(f,f,) con el isomorfismo de Thom ¢

definido en (14.12) como la composicién de isomorfismos

Pzur Esc Exp™
SO ( £5 £ g—HA (Y, Y=Y )b HL (N N_—Y ) ———sH (E;( &), E;(£)-E,;*)

Inm N u, Ret Pzur t
—H (E,,E;~E;®)——H (E,)—H (Y ) ——SQ (£,)¢
donde Ns es cierto entorno tubular de Y, en Y, E, es el espacio
total del fibrado normal v, de Y, en Y, E,° es la imagen de la
seccién nula de dicho fibrado, E,(&) un entorno apropiade de E,°
en E, tal que Exp: Ez(s)———»Ns es un isomorfismo, u,eH"™E,,E,—-E,®)
es la clase de homologia asociada a la orientacidn de v, inducida
por la orientacién del fibrado normal v, de X; en X, Esc es una
escisién, Inm es la inmersidén candnica y Ret es una retraccidn.

A continuacidén describimos geométricamente el efecto de A,
sobre la clase p=[K,t,get],, usande el teorema de isomorfismo

(14.8).

La clase fe! se transforma, por Paxrcl.en la clase
correspondiente a [K,getleSQID, (Y,Y-Y,)y. Segun la interpretacidn
de los isomorfismos de escisién dada en (5.3), p se transforma
despues de Expt<Esc en la clase yeH, (E,,E,~E,®) correspondiente a
[Me,exp"ogot[Ms]e S (E;,E,-E,®), siendo Me un entorno regular
de L en K; si llamamos M, a la cadena singular determinada por la
triangulacidén de Mg, la clase y puede ser descrit;a entonces por la
igualdad y=h,[p5], donde h=Exp‘1ogot|M£; la clase y se transforma
en Ret(ymuy) = Ret(h,lu Jrnuy) = Reteh*([pslnh*uz), que es

tranformada por pg,, ! en[L,getlL] e S0, () 1e-
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SHIH introdujo en 1977 [(47] dos clases de obstruccidn, en
los grupos de homologia "sectionelle™, para el problema de Cauchy
global. Este fué el inicic de una nueva via para estudiar las
ecuaciones en derivadas parciales no lineales, que ha incrementado
su interés con el anuncioco de nuevos resultados en los afios
siguientes. Aunque SHIH no ha publicado los detalles, LALONDE
determindé la construccién de dichas obstrucciones en el capitulo V
de su primera tesis dirigida por SHIH ([33]). A continuacién
construimos en el seudcbordismo seccional las obstrucciones de

LALONDE para gue exista solucién de un problema de Cauchy global.

16. 9. INTRODUCCION. FORMULACION DEL PROBLEMA.

Sean f,,f,: M"—N" aplicaciones diferenciables de variedades
diferenciales. Se dice que son tangentes de orden k © que son
k-tangentes en xeM, si

(T YY), £Ay)) = o(pkdx, y)) para y—x,
donde p designa una métrica riemaniana cualquiera. Es facil ver
que “ser k-tangentes en X" es una relacidén de equivalencia que
no depende de las métricas py ¥y oy elegidas.

Se llama k—jet en un punto x de una aplicacidén diferenciable
f a la clase jkK(f) de aplicaciones k-tangentes a f en x. El punto
X se llama fuente, el punto f(x) se llama fin de este jet. Fijando
sistemas de coordenadas en los puntos x y f(x), el k—-jet de { en x
se puede identificar con una coleccién de coeficientes de un
polinomio de Taylor de grado k, ya que ser k-tangentes implica que

todas las derivadas en x coinciden hasta el orden k inclusive.
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Se designa por JK(M,N) al espacio de todos los k-jet de
aplicaciones de M en N. Este conjunto tiene una estructura natural
de variedad diferencial. En efecto, eligiendo sistemas de
coordenadas en los puntos x y f(x), el k-jet jky(f) de f en todo
punto y cercano a x estid determinadeo por las coordenadas de vy,
f(y) ¥ los coficientes del polinomio de Taylor en el punto y. La
aplicacién JK(M,N)—M que a cada jet asocia su fuente, se llama
aplicacién fuente de JK(M,N). Una funcién g:M—IKM,N) se llama
holdénoma si existe otra funcidn f:M—N tal que g(x)=jkx(f), para
todo xeM, también se dice que g es la extensidn a los k-jets de f

y se designa por jk(f).

Sea X una variedad de clase C»° conexa, compacta y orientada
de dimensién n, Z una variedad de la misma clase y X, una
sub-variedad de X de clase C‘.00 conexa, compacta y orientada de
dimensidén m, m{n. Designemos por O

y O las orientacicones de X y

X Xo

Xo ¥ por O, la orientacién del fibrade normal v, de X, en X,
inducida por OX Y Oxo

Sea k,elN y designemos por s:Jki(X,Z)——->X la aplicacidén fuente
del espacio de los k,~-jets de X en Z. Segun Ehresmann ([21]1), dar
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales equivale a dar un
subespacio D de Jki(X,Z). Sea D, una subvariedad de Jk°(X,Z)|xo,
donde kg<k,. Se da una funcién (condicidén inicial) pg:Xo—Dg tal
que la compuesta de Ca con la aplicacidn candnica
Jk°(X,Z)|xo————->Jk°( Xo:,2) sea una seccidén holénoma de la aplicacidn
fuente de JXO( Xo:2). Entonces el problema de Cauchy global

consiste en buscar una seccién holdénoma p: X—D de la fibracidn

s|D: D—X, tal que la compuesta de p]xo con la proyeccién candnica
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k k
o J WX, — JTOX,2) sea igual a .
I, I, g Po
Una solucidén de clase Ck (k’Zk,> corresponde a una seccidn
holénoma p de clase Ck ks (i.e. una aplicacidn p:X—»DSJk(X,Z) de

clase Ck Ky tal que 3 g: X—2Z de clase Ck con jkig=p).

16.10. DEFINICION DE LAS OBSTRUCCIONES DE LALONDE.

Sea k=k’' -k, (0OZk=Zw). Se van a definir dos obstrucciones a la
existencia de una seccidn holdnoma p de clase Ck en los grupos de
seudobordismoe seccional reducido diferenciable de clase Ck. Se
supone que D es una subvariedad de Jki(X,Z), que las restricciones
de la aplicacidn fuente s, f: DX, fo:Do—Xg Y
fo':D]xoﬁd*(Db)~»X° son submersiones (D|x°=f*(xo)). Asi,
designande por fi:D]xo—exo la restriccidén de f a D]XO y
fz:D—Dlxo——a X-Xo la restriccién de f a D—D|X°, se tiene el

diagrama conmutativo

D—DIXO » « Dlxo

£y

]
N

® ¢——m— U
D-Q)

~
>
]

y (f,f,) es un diagrama normal con f y f,;, k—-submersiones

Para que el problema de Cauchy tenga sentido, la seccidn pg

.

debe corresponder a una aplicacidén de X, en Z de clase Ck » lo que

k' ke

significa que p, debe ser de clase C Ya que kg<k,,

k’-kgZk’~k,, luego p, es de clase Ck. El diagrama conmutativo
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Po

X, — D
1. l £,
1xo
Xg > X,
induce el mor £ismo ( 1X° » Podwrt S (1 Xo)ks——>SQ*,( fodie- El

isomorfismo H (X, )—SQID, (X5), (tecrema (14.8)), compuesto con el

isomorfismo SQIDMXXO)k—-+SQ*Jlﬁ<)kS definido por [(P,0l—[P,0,0]
o

y compuesto con el mor f i smo (1X »Po? wr® dan un mor fismo
o
HolXg) =S80, (foldie: Sea (0o 01€50,,(folke l1la imagen por este
morfismo de la <clase fundamental Hy € H,(Xg). Consideremos
o

entonces la sucesién larga de homologia del seudobordi smo

seccional reducido

Oy (1)‘{0,00,,‘r

O—  SQumenn(for T 03i(ly 00— S o) e—
o
Jwr

SChny( £6) e 02 £/ 051, e g (1)

asociada a la k-submersidén

D]

o]

)
Q

|
X
51
~

v
o}

o]

)
0

H

kel

P ————
)
0

>

o]
-
e

Segun el corolario (14.6), esta sucesién es exacta en SO, (fg),-
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DEFINICION. El morfismo j,, define un elemento
Cos" T Jwrl(pPo’ 2 & Sﬂmr(fo’f'oi(lxo’a))ks

que llamamos primera cobstruccidén al problema de Cauchy.

Consideremos ahora la sucesidn
—SQ, (0, —S0Q, (£, —SQ (f,,:1) 1S, (£ 2 ke (2>
asociada a la k-submersién (f,f,;i), que aparece en el diagrama

conmutatiwvo

D—D]xo - D < D|X°
T, j f fy
X-X, > X ¢ X,
Dicha sucesién es exacta en SO (f,f,;i),, segun (14.68), y el

isomorfismo de Thom SQu(f),—SQqin-m{f>f2;i)s ascociado a la
orientacidén O de v, (14.12) permite definir 1la sucesidn de
Gysin-Thom

Ail&r e#r
v S0 () 1 S (£ o —SQ (F ) 1 e —2SQng5e C £ 20 g2 - (3D

en seudobordismo seccional reducido, exacta en SQ.,.(f),.. Sea

entonces y el homomorfismo

(1 i) e

X’ mr

o
¥ o S0Qn( fo)ks"——'——_’ Snmr< f1)k—_’ SQ(n—i)r< fz)ks

mr

donde (1x »i) s la inclusién
o
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Dlxom a3 D) — Dolxo
£ £q
1xo
Xo » X
Yy sea ker(lx » )y 1 nicleo de (1X ,&) . en la sucesidn (1).
o o

Designemos

q:SQ(n-vr( fxz)k-a_""" SQ(n-i)r( fz)ks / w(ker(lxo’a)mr)

la proyeccidn candnica.

DEFINICION. Si la primera obstruccién (p;’)y, es nula, llamamos

segunda obstruccidn a la clase

(pz)keSQ(n_1,r(fz)ks/vl(ker(lxo,a)mr)

definida como sigue: se elige un elemento p,"e SO (f’'5), tal que
(1X0’°‘)mr(t°1">=(Po’>k y se pone (p,’), = gey(p’,). Para otro
€S, (£ 00, tal que (1x°’°‘)mr(PxA)=(Po’)k’ gey o=z’ 2, Yya
que W eo,"), w(pl")e(ker(lxo,a)mr).

16.11. TEOREMA: Para cualquier O<k=<w, las clases de seudobordismo
seccional reducideo (p,’), ¥ (p,’), constituyen obstrucciones a la
existencia de una sclucidn de clase C:k+k1 al problema de Cauchy
global.

Demostracidn: Debemos mostrar que la anulacidn de (g’ ¥ (P’ )y

. , . . k +k
es necesaria a la existencia de una solucidén de clase C 1,

k
Supongamos que existe una solucién tal de clase C thy

que
designamos por g:X—2Z. Es decir, que jk1g:X——>jk1(X,Z) es de clase

ck y su imagen est4 contenida en D. Ya que g satisface 1la
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condicién inicial, se tiene ow(jkig)|X =0g. Asi Im ao(jkig)|x <
o o
Dy, de donde Im (jkig)l € D|, N a®Dy). Por tanto, (jkig)| es
Xo Xo Xo
una seccién de clase Ck de f’o:D[X N a1—X, cuya imagen por a es
o

Po-

ot
D|, N a«¥ (D> > Dy
xO
.k
Cj g 'X £’ lfc
[=]
X, > Xg > X,

Sea entonces p,"=(1 ,(jkig)l Yl i’y de SQ(f'g)e, donde u’
Xo Xo Xo Xo
es la imagen de la clase fundamental u_ eH (Xy) por el isomorfismo
%o
H(Xg)— SQID_ ( xo)k“"”Ser(lx e Se tiene
o

" = skt ’ =
(1xo,oz),,,r(;c>1 ) a ,a)(lxo,(J g>|xo))*"(“ xo)

o
= (1x°'Po>*r( 7 xo) = (po’ k-
Por tanto, (pg’d€lm (1x°,o&)mr, loe que permite concluir que
(py" 2= JuwrCCoo" 22 =0 porgque la sucesién (1) exacta en
SQL (o) ke-
Mostremos ahora que Coy’ 2 =0. Basta ver que

e;r(lxo,i)*r(pi")=o, es decir que (1xo’i)*‘”(p1")e Im A, pues la

sucesidén (3) es exacta en S0, (f,),,. En el diagrama conmutative

DIX N oD » D
(=]
K , ‘
Cjiig lX fo lf1
(=]
Xo » X, » X
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(1x ,1) es una inclusién y se puede por tanto designar sin
o
confusién (fk1g)| a la composicién (fk1g)l °i:Xo—D}, -
X, Xo Xo
Entonces es evidente que el morfismo (1Xo’i)*' aplica p,” en
(1x°’cjk1g)Ixo)*r(“'xo)esm%w(f1)ks' Por tanto hay que mostrar que
existe p,"eSQ (£, tal que
BarC o) =1y 4100 Cp ™ =ty <MY |y Dyt D) ESACE Dy
o o Xo Xo

Pero esto es lo mismo que mostrar que E(f,xo,jkig)=0. El resultado

sigue entonces de (16, 8).
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