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Prólogo

En el presente documento se muestran los resultados obtenidos a lo lar-
go de cuatro años de trabajo en una ĺınea de investigación destinada a
entender los fenómenos f́ısicos implicados en la manipulación de part́ıcu-
las metálicas usando campos eléctricos alternos, estando las part́ıculas
inmersas en una solución electroĺıtica. Veremos que las causas responsa-
bles del movimiento de una part́ıcula metálica en suspensión son las fuer-
zas eléctricas aplicadas sobre las cargas inducidas en la interfase metal-
electrolito. Esta tesis se centra en el estudio de la electrorotación (ROT)
y la electroorientación (EO) de microesferas y de nanovarillas con forma
ciĺındrica. Las esferas usadas eran de titanio y las varillas de plata. La
forma en la que se presentan los resultados en esta tesis sigue el orden
cronológico en el que se realizaron los experimentos. Primero se analiza
la electrorotación de las microesferas de titanio (caṕıtulo 2) y luego se
continúa con el estudio teórico y experimental de la electrorotación y la
electroorientación de las nanovarillas de plata (caṕıtulos 3 y 4). Se rea-
lizaron dos tipos de experimentos de electroorientación. El primer tipo
consistió en imponer un campo eléctrico en una dirección fija que formaba
un ángulo de 90o con la dirección del eje de la varilla y se midió el tiempo
que tardaba la varilla en orientarse en la dirección del campo. Posterior-
mente se pensó que una forma más directa de medir la polarización de las
varillas seŕıa a través de las fluctuaciones brownianas de su orientación
con respecto a la dirección del campo aplicado (caṕıtulo 5). Un método,
este último, que requiere voltajes más bajos que los empleados en los
experimentos anteriores. En los experimentos con campos de baja fre-
cuencia realizados con las nanovarillas se observó que cuando dos o más
varillas estaban próximas entre śı, se produćıa una interacción entre ellas
que, pensamos, pod́ıa estar relacionada con los flujos electroosmóticos
generados en torno a ellas. Para aclarar esta cuestión se realizaron expe-
rimentos con una concentración alta de varillas, con el fin de estudiar su
comportamiento colectivo (caṕıtulo 6). Aparte de estos experimentos se
llevaron a cabo otros que resultaron infructuosos, como la dielectroforesis
con esferas de titanio, o en los que se obtuvieron resultados positivos aun-
que no definitivos, como aquellos en los que se usó óxido de polietileno
(PEO) para tratar de eliminar el flujo electrosmótico en torno a las va-
rillas. Se encontró que el uso de PEO permite realizar experimentos con
valores altos para la conductividad sin que las nanovarillas se adhieran
al sustrato (Apéndice A).
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Índice general

Resumen I

1. Introducción 1

1.1. Antecedentes y motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1.3. Velocidad electroosmótica inducida en la superficie . . . 14

1.4. Electrorotación y electroorientación de part́ıculas metálicas 17
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Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo tiene como objetivo introducir al lector en el problema
tratado durante nuestra investigación. En él se exponen brevemente los
antecedentes sobre la manipulación de part́ıculas usando campos eléctri-
cos, y se explica cómo el creciente interés por el uso de micropart́ıculas
metálicas en diversas áreas cient́ıficas y tecnológicas motiva a llevar a
cabo un estudio detallado. Como se verá en caṕıtulos posteriores, la capa
doble eléctrica tiene un papel protagonista en la polarización de part́ıcu-
las metálicas y consideramos oportuno introducirla aqúı. La definiremos
y explicaremos su origen. Estudiaremos la formación de la capa doble, lo
que nos servirá para presentar conceptos tales como la longitud de Debye
o el modelado eléctrico de la capa doble como un condensador. También
estudiaremos el flujo de ĺıquido que se genera en torno a las part́ıculas
metálicas como consecuencia de la acción del campo eléctrico aplicado
sobre la carga que se induce en la capa doble. Finalmente mostramos que
la electrorotación y electroorientación de part́ıculas metálicas resultan
del par de fuerzas eléctrico sobre el dipolo inducido más la contribución
del flujo electroosmótico inducido sobre la superficie de ellas.
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1.1. Antecedentes y motivación

La manipulación de part́ıculas a escala micro y nanométrica es un cam-
po de creciente interés, por sus aplicaciones tecnológicas y su uso en la
investigación fundamental. En concreto, el uso de nanovarillas se ha ex-
tendido a multitud de campos, como la biomedicina (Cui et al. (2001)),
la microelectrónica (Li et al. (2006)) o la óptica (Law et al. (2005)).

El uso de campos eléctricos para manipular part́ıculas era conocido desde
finales del siglo XIX, cuando Arno realizó experimentos en los que mos-
traba que part́ıculas de pequeño tamaño pod́ıan hacerse girar situándo-
las en una región donde se aplicase un campo eléctrico rotatorio (Arno
(1892)). Arno observó que dicha rotación era aśıncrona, lo que significa
que la frecuencia de giro de las part́ıculas es distinta de la frecuencia de gi-
ro del campo eléctrico (por lo general, es mucho menor que la del campo).

Sin embargo, la manipulación eléctrica de part́ıculas ha recibido un gran
interés en los últimos años, debido al rápido progreso de la nanotecno-
loǵıa, paralelo al desarrollo de técnicas que permiten sintetizar part́ıculas
de tamaño micrométrico y nanométrico (Sun et al. (2002); Lim et al.

(2008)). Se han diseñado dispositivos, basados en la dielectroforesis, que
permiten separar células (Holmes et al. (2003); Fu et al. (1999)), o cono-
cer sus propiedades eléctricas a través de la electrorotación (Georgieva
et al. (1998)) y la electroorientación (Miller & Jones (1993)).

En esta tesis nos hemos centrado en la manipulación eléctrica de part́ıcu-
las metálicas. Anteriormente a nuestras publicaciones sobre la manipu-
lación de part́ıculas metálicas (véase el apéndice C), se hab́ıan hecho ex-
perimentos con nanovarillas metálicas (Fan et al. (2005); Boote & Evans
(2005)), con nanopart́ıculas de oro (Gierhart et al. (2007)) y con esferas
tipo Janus (Zhang & Zhu (2010)) en los que se aplicaban campos eléctri-
cos alternos. Sin embargo estos estudios estaban más enfocados en la
búsqueda de aplicaciones para las micropart́ıculas y las nanopart́ıculas,
que en comprender los fenómenos f́ısicos implicados en la manipulación
de part́ıculas metálicas mediante campos eléctricos. En dichos trabajos
las part́ıculas metálicas en el electrolito se modelaban como un medio
dieléctrico con pérdidas, caracterizado por una permitividad y una con-
ductividad finitas. Aśı, se pretend́ıa explicar el comportamiento de las
part́ıculas metálicas a través de la polarización de Maxwell-Wagner, lo
que condućıa a predicciones que no se correspond́ıan con lo obtenido en
los experimentos.

En la década de los 80, Shilov & Simonova (1981) publicaron un tra-
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bajo teórico en el que conclúıan que para entender el movimiento de una
part́ıcula metálica o dieléctrica en un electrolito y sometida a un campo
eléctrico no homogéneo en DC, además de tener en cuenta la fuerza sobre
el dipolo inducido, es necesario considerar el movimiento del electrolito
que el campo eléctrico induce en torno a la part́ıcula. Algunos años más
tarde se publicaron los resultados de unas observaciones experimentales
que demostraban la existencia de flujos de fluido en torno a gotas de
mercurio y part́ıculas metálicas (Gamayunov et al. (1986)) inmersas en
un electrolito y sometidas a la acción de un campo eléctrico. El origen
de estos flujos fue adscrito a la capa doble eléctrica que se induce en la
interfase metal-electrolito. Actualmente sabemos que ese movimiento de
fluido es el resultado de la acción del campo eléctrico sobre las cargas
que el propio campo induce en la capa doble. A este movimiento se le
denomina flujo electroosmótico por carga inducida.

Más recientemente cabe destacar algunos estudios teóricos (Squires &
Bazant (2006); Saintillan et al. (2006)) y experimentales (Rose et al.

(2009)) sobre el movimiento de part́ıculas debido al flujo electroosmótico
inducido por campos DC o de muy baja frecuencia.

También, para campos eléctricos alternos se ha desarrollado una teoŕıa
que explica el movimiento de nanopart́ıculas metálicas con forma esférica
como el resultado de la acción del campo eléctrico sobre el dipolo indu-
cido, más la acción que el flujo inducido ejerce sobre la part́ıcula (Miloh
(2009)).

Un objetivo fundamental de esta tesis ha sido realizar comparación direc-
ta entre la teoŕıa y los experimentos con part́ıculas metálicas inmersas en
una solución electroĺıtica y sometidas a la acción de un campo eléctrico
alterno.

1.2. La capa doble eléctrica

A una interfase sólido-ĺıquido en la que aparecen cargas eléctricas se le
conoce como capa doble eléctrica (Lyklema (1995)). En esta sección va-
mos a estudiar su formación. Presentaremos el modelo más simple para
una capa doble en equilibrio y luego consideraremos lo que ocurre en la
interfase de part́ıculas metálicas sometidas a un campo eléctrico alterno,
en el ĺımite de capa doble delgada.

Consideremos una superficie metálica cargada e inmersa en un electrolito,
por ejemplo, una solución de cloruro potásico (KCl) en agua. En el elec-
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trolito hay portadores de carga (iones) que se moverán para neutralizar
la carga de la superficie metálica. Supongamos, sin pérdida de generali-
dad, que la superficie está cargada positivamente. Los iones positivos del
electrolito serán repelidos por la carga positiva del metal, mientras que
los negativos se verán atráıdos (véase la figura 1.1). Esto se traduce en
la aparición de una distribución de cargas en el electrolito que apantalla
el campo eléctrico creado por la carga del metal. A esta distribución de
carga en la interfase metal-electrolito se le denomina capa doble.

Figura 1.1: Cuando una superficie cargada se sumerge en un electrolito, las
cargas móviles (o portadores) del electrolito se moverán para neutralizar la
carga de dicha superficie. Si la superficie está cargada positivamente, los iones
positivos serán repelidos por ella mientras que los negativos se verán atráıdos.
En la figura, las flechas indican el sentido de movimiento de los iones en el
caso de una solución de KCl en agua.

Existe una competencia entre la enerǵıa electrostática, que mueve a los
iones en un dirección definida, alejándolos o acercándolos a la superficie
metálica, y la enerǵıa térmica, que tiende a difundirlos en todas las di-
recciones. Esta competencia determina la distribución de la carga en la
capa doble. Conforme los iones del electrolito neutralizan la carga de la
superficie metálica, la intensidad del campo eléctrico disminuye. Cuando
el campo disminuye, la fuerza con la que los iones son atráıdos o repeli-
dos por la superficie cargada también se reduce y la agitación térmica va
ganando peso en la competencia, lo que se traduce en una disminución
de la concentración de iones negativos (contra-iones) y un aumento en el
número de iones positivos (véase la figura 1.2). Cuando nos alejamos lo
suficiente del metal, el campo eléctrico está totalmente apantallado y la
densidad de carga es cero.
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Figura 1.2: Los iones del electrolito apantallan al campo eléctrico creado
por la carga positiva del metal. La densidad de carga negativa disminuye
conforme nos alejamos del metal adentrándonos en el electrolito, mientras
que la densidad de carga positiva aumenta. Lejos del metal ambas cargas se
equilibran y la densidad de carga se anula.

1.2.1. Capa doble eléctrica en equilibrio

Vamos a hacer algunos cálculos sobre la situación planteada. Si queremos
conocer el potencial eléctrico dentro del electrolito, debemos resolver la
ecuación de Poisson

∇2φ = −
ρ

ε
(1.1)

donde ρ es la densidad de carga y ε la permitividad de medio, en este
caso agua, ε = 7.1 · 10−10 F/m, a temperatura ambiente (25oC). De
acuerdo con lo comentado sobre la competencia entre las fluctuaciones
térmicas y la fuerza electrostática, puede suponerse que las densidades de
carga obedecen a una distribución de Boltzmann. De modo que podemos
escribir las densidades de carga positiva y negativa como

ρ+ = en0+e
− eφ

kBT (1.2)

ρ− = −en0−e
eφ

kBT (1.3)

siendo n0+ y n0−, respectivamente, el número de iones de potasio y cloro
por unidad de volumen en un punto muy alejado de la interfase, e la
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carga elemental, kB la constante de Boltzmann y T la temperatura. Para
un electrolito simétrico, como el KCl, se tiene que n0− = n0+ = n0,
siendo n0 el número de iones de cada especie por unidad de volumen en
el equilibrio, lejos del metal. Entonces, podemos escribir la ecuación de
Poisson como:

∇2φ =
en0

ε
(e

eφ
kBT − e

− eφ
kBT ) (1.4)

Esta ecuación se conoce como ecuación de Poisson-Boltzmann. Existen
situaciones en las que esta ecuación puede simplificarse. Por ejemplo, la
llamada aproximación de Debye-Hückel consiste en realizar un desarrollo
en serie de las exponenciales y, suponiendo que la enerǵıa electrostática
es menor que la enerǵıa térmica, φ < kBT/e, la ecuación 1.4 se convierte
en

∇2φ =
2e2n0

εkBT
φ (1.5)

Figura 1.3: Para el caso de un plano cargado de extensión infinita, resolver la
ecuación de Poisson-Boltzmann es un problema unidimensional.

El caso que estamos tratando es un problema unidimensional (véase la
figura 1.3), y su solución imponiendo que en la superficie (x = 0) el
potencial tiene un valor de φ = φ0, y que muy lejos de dicha superficie
(x→∞) se anula, φ = 0, es

φ = φ0e
− x

λD (1.6)

donde λD es la longitud de Debye
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λD =

√
εkBT

2e2n0

(1.7)

La solución para el potencial dada por la aproximación de Debye-Hückel
indica que éste decae exponencialmente con la distancia al metal. En el
caso que nos ocupa ahora, de una interfase plana, la solución anaĺıtica
para la ecuación de Poisson-Boltzmann puede encontrarse sin usar esta
aproximación. La ecuación a resolver es:

d2φ

dx2
=

2en0

ε
senh

(
eφ

kBT

)
(1.8)

La solución para esta ecuación, imponiendo las mismas condiciones de
contorno que se impusieron para encontrar la solución de la ecuación 1.5
es (Hunter (1993))

tanh

(
eφ

4kBT

)
= tanh

(
eφ0

4kBT

)
e
− x

λD (1.9)

Puede comprobarse que cuando usamos la aproximación de Debye-Hückel,
esta solución se convierte en 1.6.

En la figura 1.4 se muestran tanto el potencial eléctrico como la densidad
de carga en función de la distancia en el caso particular de φ0 = 0.1 V,
T = 300 K y n0 = 2.05 · 1023 m−3. Para x = λD el potencial ha cáıdo
en torno a un 70%. En la parte inferior de la misma figura se muestra la
densidad de carga.
La carga eléctrica por unidad de superficie, QS , que se almacena en la
capa doble viene dada por

QS =

∫ ∞

0

ρ(x)dx = −ε

∫ ∞

0

d2φ

dx2 dx (1.10)

Teniendo en cuenta que muy lejos de la superficie metálica, x → ∞, el
campo eléctrico se anula, dφ/dx = 0, podemos escribir

QS = ε
dφ

dx

∣∣∣∣
x=0

(1.11)

Resultando evidente que la carga acumulada en el electrolito es igual y
de signo contrario a la carga superficial sobre el metal, que es εE = −QS .
Puede demostrarse que

dφ

dx
= −

√
8n0kBT

ε
senh

(
eφ

2kBT

)
(1.12)

y por lo tanto
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Figura 1.4: Potencial y densidad de carga en función de la distancia a la
superficie cargada. El potencial en la superficie es φ0 = 0.1V. Para x = λD el
potencial ha cáıdo en torno a un 70%.

QS = −
√

8n0εkBT senh

(
eφ0

2kBT

)
(1.13)

También podemos calcular la capacidad diferencial por unidad de super-
ficie de la capa doble

CDL =

∣∣∣∣
dQS

dφ0

∣∣∣∣ =
ε

λD
cosh

(
eφ0

2kBT

)
(1.14)

Si hacemos la aproximación de Debye-Hückel, φ ≤ kBT/e, la capacidad
se convierte en CDL ≈ ε/λD. Para que se cumpla esta aproximación a
25oC debe ocurrir que φ ≤ 0.026 V. En los experimentos presentados en
esta tesis, la cáıda de potencial a través de la capa doble es del orden de
varias centésimas de voltio.
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Veamos cómo podemos estimar el orden de magnitud del potencial en
la superficie de las part́ıculas metálicas usadas en los experimentos. Las
part́ıculas se someten a un campo eléctrico creado por electrodos separa-
dos una distancia de 500 µm. El valor t́ıpico para el potencial aplicado a
los electrodos es 3.5 V (valor eficaz). El campo eléctrico al que se some-
ten las part́ıculas se puede estimar como E = 3.5V/500µm= 7000 V/m.
Las part́ıculas tienen una longitud aproximada de d = 6.5 µm, por lo
que la diferencia de potencial entre los extremos de una part́ıcula puede
estimarse como E · d ∼ ∆φ = 0.046 V. Supongamos que la part́ıcula
es una varilla metálica (véase la figura 1.5). El campo induce carga en
la superficie de la varilla. Si la varilla está alineada con el campo, como
se muestra en la figura, la mayor parte de la carga se acumulará en sus
extremos. Por tanto, se formarán dos capas dobles, una en cada extremo
de la varilla. Como en el interior de las part́ıculas metálicas no vaŕıa el
potencial, esa cáıda de potencial se produce en dos capas dobles, la cáıda
de potencial en cada capa se puede estimar como φ ≈ 0.023 V.

Figura 1.5: Si la varilla está alineada con el campo, la mayor parte de la carga
se acumulará en sus extremos y se formarán dos capas dobles, una en cada
extremo de la varilla.

Por lo tanto, en nuestros experimentos estamos en una situación en la
que la enerǵıa electrostática es comparable a la enerǵıa térmica. Con
el valor estimado para la cáıda de potencial en la capa doble podemos
decir que la capacidad diferencial será aproximadamente CDL = 1.1ε/λD.

La capa doble es más compleja de lo que hemos considerado hasta el
momento. Consta, al menos, de dos partes: la capa difusa, que es la que
hemos descrito hasta ahora, y una capa compacta formada principalmen-
te por los iones adsorbidos en la superficie del sólido, que se conoce como
capa de Stern (Hunter (1993)). Un modelo más realista debeŕıa incluir
la capa de Stern en los cálculos.
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1.2.2. Polarización de la interfase metal-electrolito:

part́ıcula metálica en un campo alterno

Cuando una part́ıcula metálica está inmersa en un electrolito y sujeta a la
acción de un campo eléctrico alterno, la corriente eléctrica en el electrolito
carga la capa doble que se forma en la interfase metal-electrolito. Por
razones que se explican en la sección 1.4, es interesante para nosotros
conocer el potencial debido a esta distribución de carga que se forma
en torno a la part́ıcula. Como veremos más adelante, si el espesor de la
capa doble es pequeño en comparación con el tamaño de la part́ıcula, el
potencial en el electrolito viene dado por la ecuación de Laplace con una
condición de contorno sobre la superficie de la part́ıcula. Las condiciones
de contorno que debe satisfacer el potencial son que muy lejos de la
part́ıcula el potencial eléctrico es el correspondiente al campo aplicado, y
que en la interfase S de la part́ıcula debe cumplirse que (véase la figura
1.6)

(∇φ · n)|S = i
ωCDL

σ
(φ|S − φ0) (1.15)

siendo n el vector unitario normal a la superficie S, CDL la capacidad por
unidad de superficie de la capa doble y φ0 el potencial en el interior de
la part́ıcula metálica. La ecuación anterior puede interpretarse diciendo
que la capa doble es un condensador y que la corriente eléctrica que llega
del electrolito es la responsable de su carga. A continuación deduciremos
esta condición para una dimensión, y en el caso particular de una inter-
fase plana e infinita.

Consideremos el caso de dos electrodos infinitos y planos separados por
una distancia L y entre los que se aplica una diferencia de potencial
∆φ = 2φ0 cos(ωt) para crear un campo eléctrico en la región entre los
electrodos, que está ocupada por un electrolito simétrico de concentra-
ción n0 (véase la figura 1.7).

En este caso la diferencia de potencial entre los electrodos depende del
tiempo y la concentración de iones en las proximidades de la capa doble
que se forma en ellos también presentará dependencia temporal, dando
lugar a una corriente eléctrica. Las ecuaciones a resolver para el caso de
un electrolito simétrico son

∇2φ = −
ρ

ε
(1.16)
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Figura 1.6: En la interfase de la part́ıcula debe cumplirse la condición dada
por la ecuación 1.15

Figura 1.7: Dos electrodos infinitos y planos separados por una distancia L y
entre los que se aplica una diferencia de potencial ∆φ = 2φ0 cos(ωt).

∂n±
∂t

+∇ · J± = 0 (1.17)

siendo J+ y J− la densidad de flujo para los iones positivos y negativos
respectivamente, dada por J± = ∓n±µ∇φ−D∇n±+n±v. El parámetro
µ es la movilidad de los iones y D su coeficiente de difusión. La movilidad
y el coeficiente de difusión tienen el mismo valor para los iones positivos
que para los negativos porque tratamos con un electrolito simétrico. El
caso considerado se trata de un problema en una sola dimensión y por
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lo tanto no se induce movimiento del fluido, es decir v = 0. Definiendo
n = (n++n−)/2 y sabiendo que ρ = e(n+−n−), a partir de las ecuaciones
anteriores se obtiene

∂ρ

∂t
−∇ · (2neµ∇φ+D∇ρ) = 0 (1.18)

Para potenciales pequeños n ≈ n0 (González et al. (2000)) y usando la
notación fasorial, φ = Re[φ̃eiωt] y ρ = Re[ρ̃eiωt], podemos escribir

iωρ̃− 2n0eµ∇
2φ̃−D∇2ρ̃ = 0 (1.19)

Si combinamos esta ecuación con la 1.16 y sabiendo que la conductividad
es σ = 2n0eµ, obtenemos

(
i
ω

D
+

σ

εD

)
ρ̃−∇2ρ̃ = 0 (1.20)

En nuestro caso, al tratarse de un problema unidimensional en el que el
potencial sólo depende de x, esta ecuación se convierte en

s2ρ̃−
d2ρ̃

dx2 = 0 (1.21)

siendo s =
√

iω/D + σ/εD. Vamos a suponer que los electrodos están lo
suficientemente separados para que sus cargas puedan ser apantalladas
completamente por los iones del electrolito. En este caso existe una región
electroneutra en la que las concentraciones iónicas alcanzan el valor de
equilibrio, n+ = n− = n0. Esta aproximación suele denominarse ĺımite de
capa doble eléctrica delgada. Analizamos las proximidades del electrodo
colocado en x = 0. Bajo la aproximación de capa delgada, ρ = 0 cuando
x≫ λD (idealmente x→∞) y la solución general para la ecuación 1.21
es

ρ̃ = Ae−sx (1.22)

siendo A una constante de integración. Dentro de la capa doble la ecua-
ción de Poisson se convierte en

d2φ̃

dx2 = −
Ae−sx

ε
(1.23)

Suponemos que la superficie metálica es perfectamente polarizable para
los potenciales aplicados, o sea, no hay corrientes de Faraday. En estas
condiciones, la componente normal de la densidad de corriente eléctrica
debe anularse en la superficie metálica, σdφ̃/dx + Ddρ̃/dx = 0 para
x = 0, e imponiendo que φ̃ = φ0 para x = 0, la solución general para el
potencial es
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φ̃(x) =
A

s2ε
[1− e−sx] + A

[
sD

σ
−

1

sε

]
x+ φ0 (1.24)

y para el campo eléctrico

Ẽ = A

[
1

εs
−

sD

σ

]
−

A

sε
e−sx (1.25)

La solución dada por la ecuación 1.24 nos permite dividir el volumen
del electrolito en dos regiones bien diferenciadas: una región cargada
próxima al electrodo en la que el potencial vaŕıa rápidamente con la
distancia (la capa difusa), y otra electroneutra en la que el potencial
vaŕıa linealmente con la posición. Existen, entonces, dos escalas t́ıpicas
para la variación del potencial eléctrico entre los electrodos (González
et al. (2000)). Una escala viene definida a partir de la longitud de Debye,
ya que |s|−1 ∼ λD, que corresponde al interior de la capa difusa. La otra
escala queda definida a partir de la distancia entre los electrodos. Para
ver esto con mayor claridad, conviene reescribir las ecuaciones 1.24 y 1.25
como

φ̃ =
A

s2ε
[1− e−x′

] + AL

[
sD

σ
−

1

sε

]
χ+ φ0 (1.26)

y

Ẽ = A

[
1

εs
−

sD

σ

]
−

A

sε
e−x′

(1.27)

siendo x′ = sx y χ = x/L. Consideremos la región que se encuentra fuera
de la capa difusa pero todav́ıa muy lejos del electrodo de la derecha, es
decir, el comienzo de la región electroneutra. En dicha zona x′ ≫ 1 pero
χ≪ 1 (a efectos prácticos χ = 0) y las ecuaciones anteriores se convierten
en:

φ̃|x′≫1,χ=0 =
A

s2ε
+ φ0 (1.28)

y

dφ̃

dx

∣∣∣∣
x′≫1,χ=0

= A

[
sD

σ
−

1

εs

]
(1.29)

Despejando la constante A de ambas ecuaciones e igualando podemos
escribir

dφ̃

dx

∣∣∣∣
x′≫1,χ=0

= i
ωεs

σ
(φ̃|x′≫1,χ=0 − φ0) (1.30)
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Para frecuencias suficientemente bajas ω ≪ σ/ε, la capa doble está en
cuasi-equilibrio y la ecuación anterior se convierte en

dφ̃

dx

∣∣∣∣
x′≫1,χ=0

= i
ωε

σλD

(φ̃|x′≫1,χ=0 − φ0) = i
ωCDL

σ
(φ̃|x′≫1,χ=0 − φ0) (1.31)

ya que la longitud de Debye es λD =
√

εD/σ y la capacidad por unidad
de superficie de la capa doble, bajo la aproximación de Debye-Hückel,
es CDL = ε/λD. Vemos que en esta aproximación de cuasi-equilibrio
aparecen propiedades de la capa doble estática, tales como la longitud
de Debye o la capacidad CDL. La ecuación 1.31 nos indica la condición
que debe satisfacer el potencial eléctrico en el electrolito cuando estamos
muy cerca de la superficie de los electrodos y en condiciones de cuasi-
equilibrio. Esta condición sólo tiene sentido en la aproximación de capa
doble delgada. Para problemas bidimensionales y tridimensionales, esta
condición de contorno puede generalizarse escribiendo la ecuación 1.15.
Esto es aśı porque desde el punto de vista local, cuando estamos muy
próximos a la superficie, la interfase metal-electrolito puede aproximarse
por un plano en el que podemos aplicar dicha ecuación.

1.3. Velocidad electroosmótica inducida so-

bre una superficie conductora y per-

fectamente polarizable

Como se analizó en la sección anterior, la acumulación de iones en la
interfase conductor-electrolito da lugar a una capa doble eléctrica. La ac-
ción del campo eléctrico sobre las cargas que el propio campo induce en la
capa doble genera un flujo de fluido que es conocido como electroosmosis
por carga inducida (ICEO)(Bazant & Squires (2004)). Cuando la capa
doble es delgada las fuerzas eléctricas están concentradas en una región
pequeña y, por lo tanto, el campo de velocidades en el seno del ĺıquido se
puede calcular a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes con un término
de fuerzas de volumen nulo. Sin embargo, como las fuerzas eléctricas ge-
neran un movimiento del fluido en la interfase conductor-electrolito, las
ecuaciones de Navier-Stokes se resuelven en el seno del ĺıquido con una
condición de contorno de velocidad de deslizamiento sobre dicha interfa-
se. En esta sección se va a encontrar la expresión general para obtener
esta velocidad de deslizamiento, conocida habitualmente como velocidad
electromóstica (Ramos et al. (1999); González et al. (2000)).
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Consideremos, como en la sección anterior, una interfase metal-electrolito
sometida a un potencial alterno. Si la frecuencia del potencial alterno es
más pequeña que la frecuencia de la relajación de la carga (ω ≪ σ/ε),
el electrolito se encontrará en situación de cuasiequilibrio y los iones
seguirán la distribución de Boltzmann de equilibrio. Rubinstein & Zaltz-
man (2001) analizan matemáticamente las condiciones para estar en el
estado de cuasi-equilibrio. Para condiciones de cuasi-equilibrio la densi-
dad de carga en la capa doble es:

ρ = e
∑

i

nizie
− zie

kBT
(φ−Φ)

(1.32)

donde Φ es el potencial eléctrico fuera de la capa doble, ni la densidad de
iones de la especie i y zi su valencia. La acción del campo eléctrico sobre
esta carga inducida genera un campo de velocidades que es solución de
las ecuaciones de Stokes con un término de fuerzas de origen eléctrico.
Las ecuaciones son las de Stokes porque la capa doble es muy delgada
con lo que el número de Reynolds es muy pequeño. Tomando un sistema
de coordenadas donde x es la coordenada tangente a la interfase e y
la coordenada perpendicular, las ecuaciones de Stokes en la capa difusa
resultan:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0 (1.33)

η

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
−

∂p

∂x
+ ρEx = 0 (1.34)

η

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
−

∂p

∂y
+ ρEy = 0 (1.35)

donde η es la viscosidad del ĺıquido, u y v son, respectivamente, las
componentes de la velocidad tangencial y normal a la interfase, y p es
la presión hidrostática. Sobre el metal la velocidad es cero y, junto con
la condicion de capa doble delgada, se tiene que la velocidad normal es
despreciable en toda la capa y que las derivadas en la dirección normal
son más importantes que en la dirección tangencial (como es común en la
capa ĺımite de fluidos viscosos). Las ecuaciones quedan (González et al.

(2000)):

η
∂2u

∂y2
−

∂p

∂x
+ ρEx = 0 (1.36)

−
∂p

∂y
+ ρEy = 0 (1.37)
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La ecuación 1.37 se puede integrar para escribir la presión total como
el valor de la presión hidrostática lejos de la capa doble (p = p0 para
y →∞) más la contribución del campo eléctrico:

p = p0 +

∫ y

∞
ρEydy = p0 −

∫ y

∞
ρdφ (1.38)

donde se ha usado que para capa doble delgada Ey = −∂φ/∂y ≈ −dφ/dy.
La integral puede evaluarse teniendo en cuenta que la densidad de carga
está dada por la ecuación 1.32:

p = p0 −

∫ y

∞
e
∑

i

nizie
− zie

kBT
(φ−Φ)

dφ = p0 + kBT
∑

i

ni

(
e
− zie

kBT
(φ−Φ)

− 1
)

(1.39)
De aqúı podemos calcular el término ∂p/∂x que aparece en la ecuación
1.36:

∂p

∂x
= −

∑

i

enizie
− zie

kBT
(φ−Φ)∂(φ− Φ)

∂x
= −ρ

∂(φ − Φ)

∂x
(1.40)

Y sustituyendo en la ecuación 1.36:

η
∂2u

∂y2
+ ρEext

x = 0 (1.41)

donde se ha definido la componente tangencial del campo eléctrico exte-
rior a la capa doble como Eext

x = −∂Φ/∂x. La ecuación 1.41 es idéntica
a la que se obtiene en el caso de la electroosmosis sobre una superficie
dieléctrica con una densidad de carga dada (Hunter (1993)). Tanto en ese
caso como en el actual, la velocidad electrosmótica se obtiene teniendo
en cuenta que ρ = −ε∂2φ/∂y2 e integrando dos veces la ecuación 1.41.
Integrando una vez:

η

∫ ∞

y

∂2u

∂y2
dy = Eext

x

∫ ∞

y

ε
∂2φ

∂y2
dy (1.42)

resulta en:

η
∂u

∂y
= ε

∂φ

∂y
Eext

x (1.43)

donde se ha usado que el esfuerzo viscoso y el campo eléctrico son cero le-
jos de la interfase (η∂u/∂y = 0 y ∂φ/∂y = 0 cuando y →∞). Integrando
otra vez:
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η

∫ ∞

0

∂u

∂y
dy = Eext

x

∫ ∞

0

ε
∂φ

∂y
dy (1.44)

ahora se impone que la velocidad sea cero sobre la interfase (u = 0
en y = 0) y la buscada velocidad electroosmótica lejos de la superficie
(u = ueo para y → ∞). Para el potencial se impone que el potencial en
y = 0 sea el del conductor (V ), y el potencial lejos de la interfase es el
del ĺıquido (Φ para y →∞).

ueo =
ε

η
(Φ− V )Eext

x (1.45)

Identificando el salto de potencial en la capa doble (Φ−V ) con el poten-
cial zeta ζ , la expresión (1.46) se corresponde con la conocida ecuación
de Helmholtz-Smoluchowski para la velocidad electrosmótica (Hunter
(1993)). Teniendo en cuenta que el potencial en el metal V es homogéneo
y, por tanto, su derivada es cero, la ecuación 1.46 puede escribirse como:

ueo = −
ε

2η

∂(Φ− V )2

∂x
(1.46)

En el caso que se apliquen potenciales alternos de frecuencia ω, el campo
de velocidades que se obtiene bajo la aproximación lineal tiene una parte
continua y otra oscilatoria en el tiempo de frecuencia angular 2ω. Esta-
mos interesados en el promedio temporal de la velocidad electroosmótica
(parte continua). Usando fasores, este promedio temporal de la velocidad
electroosmótica puede escribirse como:

〈ueo〉 = −
ε

4η

∂

∂x
[(Φ̃− Ṽ )(Φ̃− Ṽ )∗] (1.47)

donde Φ̃ y Ṽ están dados, respectivamente, por Φ = Re[Φ̃eiωt] y V =
Re[Ṽ eiωt].

1.4. Electrorotación y electroorientación de

part́ıculas metálicas

En los experimentos que se llevaron a cabo durante esta tesis, las part́ıcu-
las metálicas se hallaban inmersas en una solución electroĺıtica de cloruro
potásico (KCl) en agua. Aunque para cada experimento presentado en
esta tesis se realiza un estudio teórico detallado, aqúı tratamos algunas
ideas básicas generales aplicables a todos los casos. Pese a que existen
otras técnicas basadas en el uso de campos eléctricos para manipular
part́ıculas metálicas, nos centramos en la electrorotación y la electroorien-
tación. Al aplicar un campo eléctrico para hacer rotar a una part́ıcula
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metálica inmersa en un electrolito se encuentra que al movimiento de ro-
tación de la part́ıcula contribuyen dos efectos bien diferenciados: un par
de fuerzas eléctrico que actúa directamente sobre la part́ıcula (incluida
su capa doble) y un par de fuerzas hidrodinámico debido al flujo elec-
troosmótico generado alrededor de la part́ıcula. Esto es, aparte del par
eléctrico, el campo eléctrico actúa sobre las cargas del ĺıquido poniendo
a éste en movimiento y este a su vez mueve a la part́ıcula mediante la
fricción viscosa. Como se analizó en la sección anterior, para capa doble
delgada el campo de velocidades inducido por las fuerzas eléctricas es
solución de la ecuación de Stokes con condición de contorno de velocidad
de deslizamiento sobre la superficie de la part́ıcula. En esta situación es
conveniente descomponer el campo de velocidades total como suma del
campo originado por la velocidad de deslizamiento más el campo de ve-
locidades que se genera por la rotación de la part́ıcula. De esta manera,
el equilibro de par de fuerzas sobre el sistema puede ser escrito como:

←→
M ·Ω = p×E+

∫

S

(r×
←→
T H) · dS (1.48)

siendo S una superficie que engloba a la part́ıcula con su capa doble. En
el primer miembro se tiene el par de fuerzas viscoso (proporcional a la
velocidad angular) que tiende a frenar la part́ıcula. El primer término de
la derecha es el par eléctrico que, para una part́ıcula en el seno de un
campo eléctrico homogéneo, puede expresarse en función del dipolo en el
sistema. Este dipolo es el que ve un observador exterior a la part́ıcula y,
por tanto, incluye tanto las cargas en el metal como las cargas en la capa
difusa. El segundo término de la derecha es el par hidrodinámico que
actúa sobre la part́ıcula cuando existe una velocidad de deslizamiento
(velocidad electrosmótica en nuestro caso). Puede verse como el par de
fuerzas que hay que aplicar a la part́ıcula para que no gire si existe sobre
su superficie un campo de velocidades tangenciales dado. La ecuación
1.48 es válida para una part́ıcula pequeña, en la que se pueda despreciar
la inercia, y con la suficiente simetŕıa para que no exista interacción entre
traslación y rotación (como śı se tiene en el caso de part́ıculas quirales).

La electrorotación es la rotación de part́ıculas cuando están sujetas a
la acción de un campo eléctrico rotatorio, y la electroorientación es la
orientación de las part́ıculas cuando están sujetas a la acción de un cam-
po eléctrico de una determinada dirección. En ambos casos se produce
rotación de la part́ıcula: en electrorotación se alcanza un estado esta-
cionario de velocidad angular constante en el tiempo, mientras que la
electroorientación es un fenómeno transitorio y la part́ıcula rota hasta
que se alinea con el campo. Sin embargo, aunque la electroorientación
sea un fenómeno transitorio, la velocidad angular instantánea se obtiene
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por la ecuación 1.48, ya que despreciamos la inercia tanto de la part́ıcula
como del fluido.

1.4.1. Rotación debida al dipolo inducido en la part́ıcu-

la

Cuando sobre una part́ıcula metálica que se encuentra inmersa en un elec-
trolito actúa un campo eléctrico, dicha part́ıcula se polariza y se induce
un dipolo en la misma. En esta situación, el potencial eléctrico será la
suma del potencial del campo eléctrico impuesto y el potencial creado
por la distribución de carga inducida (dipolo). Este dipolo es el que ve
un observador exterior a la part́ıcula y, por tanto, incluye tanto las car-
gas en el metal como las cargas en la capa difusa. Un campo eléctrico
uniforme E que actúa sobre un dipolo puntual p ejerce un par de fuer-
zas sobre dicho dipolo que viene dado por Te = p × E. En el caso de
un campo eléctrico alterno, que en forma fasorial puede escribirse como
E = Re [Ẽ0e

iωt], actuando sobre un dipolo p = Re [p̃0e
iωt], debe conside-

rarse el promedio temporal del par eléctrico. El promedio temporal del
producto de dos funciones armónicas de la misma frecuencia se calcula
como (Jones (1995)):

Te =
1

2
Re [p̃0 × Ẽ∗

0] (1.49)

donde * significa complejo conjugado. Este par hará que las part́ıculas
roten o se orienten, según el tipo de campo al que estén sujetas. Para co-
nocer el par de fuerzas que un campo eléctrico ejerce sobre una part́ıcula,
debemos conocer el dipolo que dicho campo induce en la part́ıcula y apli-
car 1.49. Este cálculo es válido cuando la escala espacial de variación del
campo eléctrico es mucho mayor que el tamaño de la part́ıcula porque
de no ser aśı habŕıa que tener en cuenta multipolos de orden superior.
El problema de encontrar el momento dipolar inducido en una part́ıcula
metálica, inmersa en un electrolito, cuando se polariza mediante la aplica-
ción de un campo eléctrico alterno se tratará en detalle en cada caṕıtulo,
espećıficamente para cada situación. Para conocer el dipolo inducido en
la part́ıcula metálica es necesario conocer el mecanismo de polarización.
Este mecanismo, como se mostrará en los siguiente caṕıtulos, es la acu-
mulación de carga eléctrica en la interfase metal-electrolito, que da lugar
a la formación de la capa doble. En las situaciones que se presentan en
esta tesis, el procedimiemto que se ha llevado a cabo para calcular el
dipolo consta de los siguientes pasos (véase la figura 1.8):

1. Para encontrar el potencial creado por la part́ıcula metálica debe-
mos resolver la ecuación de laplace, ∇2φ = 0, en la región exterior a la



20 Caṕıtulo 1. Introducción

part́ıcula. El potencial debe satisfacer la condición dada por la ecuación
1.15 en la superficie de la part́ıcula y debe coincidir con el potencial debi-
do al campo eléctrico aplicado cuando nos alejamos mucho de la part́ıcula.

2. Una vez que hemos hallado el potencial encontramos el término dipo-
lar. Para ello, tenemos en cuenta que el potencial puede escribirse como

φ = φext + φ′ = φext +

∞∑

l=1

Al

rl+1
Pl(cos θ) (1.50)

siendo φext el potencial debido al campo eléctrico aplicado y φ′ el poten-
cial que crea la part́ıcula metálica. Podemos encontrar el término dipolar
del desarrollo multipolar proyectando la solución sobre el polinomio de
Legendre de orden 1

A1 =
3

4π

∫

S

φ′P1(cos θ)dS (1.51)

donde la integral se realiza sobre una superficie esférica que engloba a
la part́ıcula. El momento dipolar efectivo será p = 4πεA1, siendo ε la
permitividad del electrolito.

Figura 1.8: a) Para calcular el momento dipolar inducido en la part́ıcula
metálica debe resolverse la ecuación de Laplace en el electrolito. Esta solución
debe cumplir la condición 1.15 en la superficie de la part́ıcula. b) Cuando
tenemos la solución para el potencial, podemos obtener el término dipolar del
desarrollo proyectando el potencial creado por la part́ıcula sobre el polinomio
de Legendre de orden 1 (véase la sección 3.1).
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Si vemos la capa doble como un condensador de capacidad CDL, pode-
mos visualizar el sistema part́ıcula-electrolito modelándolo mediante un
circuito RC (Morgan & Green (2003)), donde R se corresponde con la
resistencia en el electrolito. Con este modelo se obtiene un tiempo ca-
racteŕıstico para el proceso de carga de la capa doble que viene dado
por τ = RCDL ∼ aCDL/σ, siendo a una distancia que caracteriza el ta-
maño de la part́ıcula, por ejemplo el radio en el caso de una esfera. A
partir del tiempo de carga podemos definir una frecuencia caracteŕıstica,
ωRC = σ/aCDL. Si imponemos un campo eléctrico alterno, de frecuen-
cia angular ω, cuyo peŕıodo T = 2π/ω sea muy inferior al tiempo de
carga τ (ω ≫ ωRC), al condensador no le dará tiempo de cargarse y no
se formará capa doble en torno a la part́ıcula. La part́ıcula se comporta
como un conductor perfecto y las ĺıneas de campo eléctrico intersectan
perpendicularmente la superficie de la part́ıcula (véase la figura 1.9 b)).
En este caso, el dipolo que se observa es el de un conductor perfecto en
un medio dieléctrico. Cuando el peŕıodo es muy grande en comparación
con τ (ω ≪ ωRC), la capa doble tiene tiempo suficiente para cargarse.
La componente de la densidad de corriente normal a la superficie de la
part́ıcula es cero y las ĺıneas de campo rodean a la part́ıcula (véase la
figura 1.9 a)). Podemos observar que en la ecuación 1.30, cuando ω → 0,
la condición de contorno en la superficie de la part́ıcula se convierte en
(∇Φ·n)|S = 0. En este caso, el dipolo que se observa es el de un dieléctrico
perfecto.

Figura 1.9: a) Cuando ω ≪ ωRC la capa doble está cargada y las ĺıneas
de campo rodean a la part́ıcula. b) Cuando ω ≫ ωRC la capa doble no se
carga y las ĺıneas de campo intersectan perpendicularmenta la superficie de la
part́ıcula.
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1.4.2. Rotación debida al flujo electroosmótico:

ICEO

Como se describió en la sección 1.3, los flujos ICEO aparecen para valo-
res bajos de la frecuencia del campo aplicado, la componente del campo
eléctrico tangente a la superficie de la part́ıcula ejerce una fuerza sobre
la carga de la capa doble que se traduce en un flujo de fluido tangen-
cial a la superficie de la part́ıcula (Ramos (2011)). A este fenómeno se
le conoce como flujo electroosmótico por carga inducida o por sus siglas
en inglés ICEO (Induced Charge Electro-Osmosis). La figura 1.10 es una
representación de las fuerzas que actúan sobre la carga de la capa doble
que se forma sobre una esfera. Se representa cómo la componente tan-
gencial del campo actúa sobre las cargas en la interfase metal-electrolito,
dando lugar a un movimiento de fluido en las proximidades de la esfera.
La velocidad del fluido en la superficie de un metal viene dada por la
ecuación 1.46 (González et al. (2000)).

Figura 1.10: a) Esquemáticamente se representan, en color azul, las ĺıneas de
campo en torno a la esfera y la carga en la capa doble alrededor de la esfera. b)
El campo eléctrico (en rojo) tiene una componente tangencial a la superficie
de la esfera. La componente tangencial ejerce una fuerza (en verde) sobre la
carga de la capa doble que se traduce en un movimiento de fluido (en naranja)
en las proximidades de la esfera.

vs = −(ε/2η)Re[φs∇sφ
∗] (1.52)

siendo φs y ∇s respectivamente, el potencial justo fuera de la capa doble
de la superficie metálica y el operador gradiente superficial, y η la viscosi-
dad del ĺıquido. En los siguientes caṕıtulos veremos cómo la ICEO puede
inducir rotación de la part́ıcula metálica. Por tanto, al estudiar la elec-
troorientación y la electrorotación debemos tener en cuenta la influencia
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de la ICEO. Por ejemplo, en los experimentos con varillas de plata cuyos
resultados se presentan en el caṕıtulo 4, la ICEO es la responsable de la
orientación a frecuencias bajas. Para ver la influencia de la ICEO debe-
mos obtener la velocidad electroosmótica sobre la part́ıcula para luego
calcular la rotación debida a los esfuerzos hidrodinámicos, esto es, encon-
trar el segundo sumando que aparece en la ecuación 1.48. Existe carga
inducida apreciable en la capa doble si el peŕıodo de la señal es mayor o
del orden del tiempo de carga (τ = 1/ωRC) y, por tanto, los efectos de la
ICEO serán significativos para ω ≤ ωRC .
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Caṕıtulo 2

Electrorotación de

microesferas de titanio:

Teoŕıa y experimentos

En este caṕıtulo presentaremos los resultados de los experimentos de elec-
trorotación que se hicieron usando microesferas metálicas de titanio. Los
resultados de estos experimentos han sido publicados (Arcenegui et al.
(2013a)). Previamente a estos experimentos, ya se hab́ıan realizado medi-
das, tanto de electrorotación como de dielectroforesis (DEP), con esferas
de látex recubiertas de oro rugoso (Ren et al. (2011); Garćıa-Sánchez
et al. (2012)) pero nunca con esferas completamente metálicas. Vere-
mos cómo los resultados experimentales pueden explicarse a partir de
la polarización de la interfase metal-ĺıquido. Esto nos permitirá estudiar
el mecanismo de polarización de las part́ıculas a partir de los espectros
de electrorotación. Veremos que el espectro de rotación de las esferas
está directamente relacionado con la parte imaginaria de la polarizabi-
lidad. La parte real de la polarizabilidad está, a su vez, directamente
relacionada con la dielectroforesis. Ambas se relacionan entre śı a través
de las relaciones de Kramers-Kronig (Jackson (1999)). Se intentaron ha-
cer experimentos de DEP pero las part́ıculas eran demasiado pesadas (la
densidad del titanio es aproximadamente 4.5 veces mayor que la densi-
dad del agua) y la fuerza de fricción con la pared muy grande comparada
con la debida a la dielectroforesis. Todo esto haćıa que el desplazamiento
de las mismas fuese errático. Este hecho es consistente con las prediccio-
nes teóricas relativas a la fricción viscosa cerca de una pared. Según la
teoŕıa, cuando una esfera rota en contacto con una pared y de forma que
el eje de giro es perpendicular a la pared, el par de fuerzas viscoso que
actúa sobre la esfera es finito. Sin embargo, la fricción viscosa cuando
la esfera se traslada paralelamente a la pared diverge logaŕıtmicamente
conforme nos acercamos a la misma (Goldman et al. (1967)). Experimen-
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tos de DEP śı se llevaron a cabo con las part́ıculas de látex recubiertas
de oro (Ren et al. (2011)). Pensamos que la fricción con la pared no era
tan grande debido a que la altura de equilibrio sobre ésta era mayor, ya
sea debido a que su densidad es aproximadamente igual a la del agua
o a la rugosidad en su superficie. Los espectros de electrorotación que
obtuvimos con las esferas de Ti son similares a los que se obtuvieron
con las part́ıculas de látex con recubrimiento metálico (Ren et al. (2011);
Garćıa-Sánchez et al. (2012)). Estudiaremos la posible influencia del flujo
electroosmótico en el espectro de rotación, un fenómeno presente a ba-
jas frecuencias, y concluiremos que dicha influencia es nula para el caso
de esferas metálicas. No ocurre aśı con part́ıculas dieléctricas cargadas
(Grosse & Shilov (1996)), ni, como veremos más adelante, con part́ıculas
metálicas no esféricas.
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2.1. Análisis teórico del problema

Consideremos una esfera conductora de radio a inmersa en un electrolito
y sujeta a un campo eléctrico alterno, que en forma fasorial puede escri-
birse como Ẽ = Ẽ0e

iωt. En la esfera se induce un dipolo que puede ser
escrito como:

p(t) = 4πεa3Re[K(ω)Ẽ] = 4πεa3Re[K(ω)Ẽ0e
iωt] (2.1)

donde K(ω) es el llamado factor de Clausius-Mossotti (CM) en la litera-
tura sobre dielectroforesis. Un campo eléctrico rotando en el plano XY
con amplitud E0 puede escribirse como Ẽ0 = E0(ex− iey) y el fasor dipo-
lo inducido será p̃0 = 4πεa3K(ω)E0(ex − iey). Nosotros queremos saber
cuál es el promedio temporal del par de fuerzas eléctrico que actúa sobre
el dipolo. Éste viene dado por (véase el caṕıtulo 1, sección 1.4).

Te =
1

2
Re [p̃0 × Ẽ∗

0] (2.2)

En el caso de un campo rotante:

Te = −4πεa
3E0

2Im[K]ez (2.3)

Cuando una esfera rota en el seno de un fluido, sobre la esfera actúa la
fricción viscosa y se ejerce un par de fuerzas viscoso sobre la misma que,
a bajo número de Reynolds, viene dado por:

Tv = −8πηa
3Ωez (2.4)

siendo Ω la velocidad angular de la esfera. En el equilibrio dinámico, el
par viscoso que ejerce el ĺıquido sobre la esfera se iguala al par eléctrico,
es decir:

Tv +Te = 0 (2.5)

y por lo tanto la velocidad angular será:

Ω = −
εE0

2Im[K]

2η
(2.6)

Vemos que teniendo el factor CM podemos conocer la velocidad angular.
Para una esfera conductora inmersa en un electrolito y sujeta a un campo
eléctrico alterno y uniforme de frecuencia ω, K(ω) puede calcularse como
se explica a continuación.
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2.1.1. El problema eléctrico

El problema consiste en encontrar la relación entre el dipolo inducido en
la esfera y el campo aplicado. En el caṕıtulo 1 explicamos que cuando en
una superficie metálica, que se halla inmersa en un electrolito, aparece
carga libre, dicha carga atrae iones del electrolito, de signo opuesto, que
tienden a apantallarla y se forma la capa doble en la interfase metal-
electrolito. Lejos de la interfase, fuera de la capa doble, no hay carga
libre y se satisface la ecuación de Laplace:

∇2φ = 0 (2.7)

El potencial fuera de la esfera se puede escribir como suma del potencial
creado por el campo eléctrico uniforme y el creado por el dipolo inducido:

φ = −E0r cos θ +
p cos θ

4πεr2
(2.8)

donde r es la distancia medida desde el centro de la part́ıcula y θ es el
ángulo entre campo aplicado y el vector de posición (véase la figura 2.1).

Figura 2.1: Para resolver el problema usaremos como referencia la dirección
del campo aplicado y mediremos el ángulo θ a partir de esta dirección. La
distancia r se mide desde el centro de la esfera

La condición de contorno en la interfase (r = a) determina el valor del
dipolo p. El campo eléctrico aplicado induce una cáıda de potencial en
la capa doble que, bajo la aproximación de capa doble delgada, satisface
la condición de contorno (véase el caṕıtulo 1, ecuación 1.15):

σ

iωCDL

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a

= φ|r=a − V = φ|r=a (2.9)
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donde CDL es la capacidad por unidad de superficie de la capa doble
y V = 0 es el potencial en el interior de la part́ıcula metálica. Esta
ecuación muestra que la corriente llegando a la interfase carga la capa
doble. El potencial V = 0 implica que la carga total en la esfera es nula
(condición de conductor aislado). La aproximación de Debye-Huckel nos
da un valor para la capacidad de la capa doble CDL = ε/λD (véase
el caṕıtulo 1), donde λD es la longitud de Debye. Sin embargo, como
veremos más adelante, los resultados experimentales se ajustan mejor
si modelamos la impedancia de la capa doble mediante un “Constant-
Phase-Element”(CPE) que si usamos el modelo de Debye-Huckel. Por
ello, conviene escribir la condición de contorno de forma más general
usando una impedancia ZDL:

σZDL
∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a

= φ|r=a (2.10)

Combinando las ecuaciones 2.8 y 2.10 podemos obtener el factor CM:

K =
p

4πεa3E0

=
1− ZDLσ/a

1 + 2ZDLσ/a
(2.11)

En el caso de una interfase titanio-electrolito, se forma una capa de pa-
sivación protectora en la interfase. Esta capa tiene un espesor de unos
pocos nanómetros y consiste mayormente en dióxido de titanio (TiO2)
(Pan et al. (1996)). Por tanto, en lugar de como un condensador ideal
de impedancia ZDL = 1/iωCDL, la impedancia de la interfase debe mo-
delarse por un CPE de la forma ZDL = 1/[(iω)αT ](Green et al. (2002);
Kerner & Pajkossy (2000)). Donde T tiene unidades de Ω−1m−2sα. Cuan-
do α = 1, la impedancia es puramente capacitiva. Se cree que la rugosidad
de la superficie y las inhomogeneidades a escala atómica son las razones
por las que experimentalmente se encuentra que α < 1 en ausencia de
reacciones de Faraday (Kerner & Pajkossy (2000)). Cuando modelamos
la impedancia de la interfase por un CPE, la parte imaginaria del factor
CM es:

Im[K(ω)] =
3

2

(
(ω/ω0)

α sen(πα/2)

1 + 2(ω/ω0)α cos(πα/2) + (ω/ω0)2α

)
(2.12)

La velocidad angular de las part́ıculas, según la ecuación 2.6, es:

Ω = −
3εE0

2

4η

(ω/ω0)
α sen(πα/2)

1 + 2(ω/ω0)α cos(πα/2) + (ω/ω0)2α
(2.13)

donde:
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ω0 =

(
2σ

Ta

)1/α

(2.14)

El signo menos de Ω indica que las esferas rotan en sentido contrario
al que lo hace el campo. Como veremos, esto está de acuerdo con lo
observado experimentalmente. La velocidad angular como función de la
frecuencia tiene forma de campana con un máximo para ω = ω0. En la
figura 2.2 representamos la parte imaginaria del factor CM en función
de la frecuencia adimensional ω̃ = ω/ω0 para diferentes valores del expo-
nente α. Podemos ver que la anchura de la campana aumenta conforme
α disminuye.

Figura 2.2: Im[K(ω̃)] frente a la frecuencia adimensional para distintos valores
de α.

Cuando la capa doble se comporta como un condensador ideal (α = 1)
la frecuencia a la que se encuentra el máximo para la velocidad angular
es ω0 = 2σ/CDLa y la velocidad angular máxima es |Ω|max = 3εE0

2/8η.
La figura 2.3 muestra el máximo de la parte imaginaria del factor CM
como función del parámetro α.

2.1.2. Influencia del flujo electroosmótico inducido

La descripción que hemos hecho hasta este punto no es completa porque
a frecuencias bajas (del orden de ω0 o más bajas) el fenómeno de la ICEO
(“Induced Charge Electro-Osmosis”) está presente y se generan flujos en
torno a la esfera (véase el caṕıtulo 1, sección 1.4). Este fenómeno puede
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Figura 2.3: Máximo de Im[K] como función del parámetro α.

tener influencia sobre la dinámica de las part́ıculas (Bazant & Squires
(2004); Shilov & Simonova (1981); Saintillan et al. (2006); Rose et al.

(2007); Miloh (2008)). Como se muestra a continuación, en el caso en
que la part́ıcula es esférica y bajo la aproximación de capa doble delgada,
este fenómeno no afecta a su electrorotación. La velocidad angular de una
esfera debida a la velocidad de deslizamiento del fluido vs en su superficie
viene dada por (Fair & Anderson (1989)):

Ω = −
3

8πa3

∫

S

n× vsdS (2.15)

siendo n el vector unitario normal a la superficie S. La teoŕıa de la ICEO
muestra que la velocidad de deslizamiento del fluido en la superficie viene
dada por (ecuación 1.52):

vs = −(ε/4η)∇s|φ|
2 (2.16)

siendo ∇s el gradiente tangencial a la superficie. De forma general pode-
mos escribir vs = ∇sf y para una esfera n×∇sf = er ×∇f . Cualquier
componente cartesiana de Ω se puede escribir como:

∫

S

ei ·(er×∇f)dS =

∫

S

er ·∇×(fei)dS =

∫

S

(∇×(fei)) ·dS = 0 (2.17)

donde el último término es cero porque el flujo de un rotacional a través
de una superficie cerrada es cero (consecuencia del teorema de Stokes).
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Por tanto, la ICEO no influye en la electrorotación de una esfera metálica
cuando usamos la aproximación de capa doble delgada, en contraste con
lo que sucede en el caso de part́ıculas dieléctricas cargadas (Grosse &
Shilov (1996)) o lo que sucede con part́ıculas metálicas no esféricas, como
se verá en caṕıtulos posteriores.

2.1.3. Influencia de la pared y de la forma de los

electrodos

Lo que hemos visto hasta aqúı es aplicable a una esfera suspendida en
el seno de un fluido, pero en nuestros experimentos las microesferas de
Ti descansan sobre un sustrato de vidrio. Tanto el par de fuerzas vis-
coso como el par de fuerzas eléctrico cambian debido al contacto de las
esferas con una pared. A bajo número de Reynolds, el par viscoso para
una esfera que se encuentra en contacto con una pared y rota, con ve-
locidad Ω, en torno a un eje perpendicular a la misma viene dado por
Tv = −8πηa3Ωζ(3)ez (G.B.Jeffery (1915); Liu & Prosperetti (2010)),
donde ζ es la función zeta de Riemann, y ζ(3) =1.20206...

Para encontrar el par eléctrico, tengamos en cuenta que en este pro-
blema la esfera está sometida a un campo que rota paralelo a la pared
sobre la que descansa la esfera y su potencial muy lejos de la esfera puede
escribirse, usando coordenadas ciĺındricas, como

φ(ρ→∞) = Re[−E0ρe
i(ωt−ϕ)] (2.18)

siendo E0 la amplitud del campo eléctrico. El potencial en el seno del elec-
trolito, esto es, alejado de la capa difusa de la interfase metal-electrolito,
satisface la ecuación de Laplace (∇2φ = 0). El potencial tiene simetŕıa
en (ωt− ϕ)

Φ(ρ→∞, z) = −E0ρ (2.19)

Por tanto, el potencial tiene la forma φ(ρ, z, ϕ) = Re[Φ(ρ, z)ei(ωt−ϕ)]. El
fasor Φ(ρ, z) satisface la ecuación:

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
−

Φ

ρ2
+

∂2Φ

∂z2
= 0 (2.20)

Escalamos las distancias con el radio de la part́ıcula a y los voltajes
con E0a. Resolvemos el problema en un dominio 2D, en coordenadas
ciĺındricas (ρ, z). Las condiciones de contorno que imponemos son (véase
la figura 2.4) : a) ∂Φ/∂n = Φ2iαω̃α en la superficie de la esfera, donde

ω̃ = ω/ω0 y ω0 = (2σ/Ta)1/α; b) ∂Φ/∂n = 0 en las paredes inferior,
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Figura 2.4: Condiciones de contorno para calcular el par de fuerzas eléctrico
sobre la esfera cuando está en contacto con una pared.

superior y en el eje de simetŕıa; c) Φ = −ρ para la pared de la derecha,
ya que ésta se considera que está suficientemente alejada (ρ→∞).
Una vez tenemos el potencial, el promedio temporal del par eléctrico lo
encontramos a partir del promedio temporal del tensor de tensiones de
Maxwell:

< Te >=
ε

2
Re

[ ∫

S

(r× E)(E∗ · n)

]
dS (2.21)

Aqúı r es el vector de posición, n es el vector unitario normal a la super-
ficie, E∗ es el complejo conjugado de E y S es la superficie de la esfera.
Si usamos la condición de contorno en la superficie ∂φ/∂n = φ2iαω̃α y
tenemos en cuenta que ∂φ/∂ϕ = −iφ podemos escribir la componente z
del par eléctrico como:

< Te >= −εω̃αRe

[ ∫

S

iα+1Φ∗Φ

]
dS (2.22)

El potencial eléctrico y el par eléctrico se calculan numéricamente me-
diante el software comercial “COMSOL”, que emplea elementos finitos
para discretizar ecuaciones diferenciales. El resultado del cálculo para
α = 1 es que el par sobre la esfera en contacto con la pared es un 6.5%
menor que cuando la esfera se hallaba flotando en el ĺıquido. Cuando se
usa el modelo de un CPE con α=0.85, que es un valor t́ıpico encontrado
a partir de los experimentos, se encuentra que el par se reduce un 5.9%.
La figura 2.5 muestra el par adimensional, en unidades de εa3E0

2, como
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Figura 2.5: Efecto de la pared sobre el par éléctrico. Se muestra el par eléctrico
adimensional en función de la frecuencia adimensional para α =0.85 en dos
casos: estando la esfera en contacto con la pared y estando la esfera flotando
en el seno del fluido.

función de la frecuencia adimensional ω̃ para α=0.85 y en dos casos: una
esfera en contacto con la pared y la misma esfera flotando en el ĺıquido.
Cuando tenemos el potencial eléctrico, podemos calcular el flujo elec-
troosmótico alrededor de la esfera cuando se encuentra en contacto con
la pared y verificar que no hay efecto sobre el par de fuerzas de rota-
ción. Como ya se ha dicho vs = −(ε/4η)∇s|φ|

2 y como en nuestro caso
|φ|2 = |Φ|2, que es independiente de ϕ, la velocidad electroosmótica no
tiene componente en la dirección ϕ. Por lo tanto, la velocidad electro-
osmótica no contribuye a la rotación de la esfera. La figura 2.6 muestra las
ĺıneas de corriente y el campo de velocidades v alrededor de la part́ıcula.
El campo de velocidades se obtiene resolviendo las ecuaciones de Stokes
con COMSOL

η∇2v −∇p = 0 (2.23)

∇ · v = 0 (2.24)

imponiendo que la velocidad en la superficie de la esfera sea la velocidad
de deslizamiento electroosmótica y que en la pared sea cero, y condiciones
de simetŕıa en el eje. En la ecuación 2.23, p es la presión en el fluido. El
flujo obtenido puede compararse con el flujo alrededor de una esfera en
el seno de un ĺıquido (Garćıa-Sánchez et al. (2012)). Dado que las ĺıneas
de corriente se modifican debido a la presencia de la pared, aparece una
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fuerza vertical de origen hidrodinámico que puede afectar al equilibrio
vertical de la esfera (Kilic & Bazant (2011)).

Figura 2.6: Ĺıneas de corriente y campo de velocidades del fluido alrededor
de la esfera cuando α = 1 y ω̃ = 1. El flujo resultante es axisimétrico y no
contribuye a la rotación.

También hay que tener en cuenta que en nuestro experimento las part́ıcu-
las no se encontraban exactamente en el centro de los electrodos. El cam-
po rotatorio aplicado se genera con cuatro electrodos como se muestra
en la figura 2.7, y entre electrodos opuestos existe una separación de 0.5
mm o de 1 mm, según el experimento. Cuando nos alejamos del centro de
la estructura, la polarización del campo deja de ser circular y comienza
a ser eĺıptica, aśı que lejos del centro el par eléctrico debe ser calculado,
aplicando 2.2, como:

Te = −4πεa
3Im[K(ω)](Re[Ex]Im[Ey]− Re[Ey]Im[Ex]) (2.25)

Con el fin de ver la variación del par eléctrico en la región de observa-
ción, se resolvió el problema eléctrico con COMSOL. Para resolver este
problema, se aplicó un potencial a los electrodos con una diferencia de
fase de 90o entre dos electrodos consecutivos, creciente si nos estamos
moviendo en sentido antihorario (véase la figura 2.7 a)). Con esta confi-
guración logramos un campo que rota en sentido horario. La figura 2.7 b)
muestra el resultado de calcular la cantidad −Te/4πεa

3 a lo largo de la
ĺınea roja que se muestra en la figura 2.7 a) y conforme nos alejamos del
centro hasta una distancia de 300 µm. Se encontró que el par eléctrico es
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mı́nimo en el centro y máximo hacia el borde de la región de observación,
las part́ıculas que estaban más alejadas del centro se hallaban a 300 µm
de éste. El campo de observación se limita a la zona circular señalada en
la figura. Dentro de esa zona, −Te/4πεa

3 vaŕıa hasta un 20% (véase la
figura 2.7 b)).

Figura 2.7: a) Para calcular el par eléctrico normalizado, −Te/4πεa
3, a lo

largo de la ĺınea recta en color rojo, se resolvió el problema eléctrico con
COMSOL, se aplicó un potencial a los electrodos con una diferencia de fase
de 90o entre dos electrodos consecutivos, creciente si nos estamos moviendo en
sentido antihorario. Aśı generamos un campo que rota en sentido horario. b) El
resultado del cálculo de −Te/4πεa

3 a lo largo de la ĺınea recta roja y conforme
nos alejamos del centro hasta una distancia de 300 µm. Dicha cantidad puede
variar hasta un 20%.

2.1.4. Conclusiones del análisis teórico

La variación en el par viscoso debida a la presencia de la pared es de
un 20% (G.B.Jeffery (1915); Liu & Prosperetti (2010)), que es mucho
mayor que la variación en el par eléctrico debida a la pared (que es de
un 5.9%) y, por tanto, ésta última la despreciaremos por simplicidad.
Para comparar la teoŕıa con los resultados experimentales usaremos la
expresión:

Ω = −
ε

2ηζ(3)
Im[K(ω)](Re[Ex]Im[Ey]− Re[Ey]Im[Ex]) (2.26)

promediada en la región de observación.
< Re[Ex]Im[Ey] − Re[Ey]Im[Ex] >= (2.5 ± 0.5) × 107V2/m2, siendo el
error la variación del par de fuerzas en el disco de radio 300 micras
correspondiente a la región de observación.
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2.2. Detalles experimentales y resultados

2.2.1. Detalles experimentales

Para los experimentos de electrorotación se usaron esferas metálicas (véase
la figura 2.8 a)). Estas esferas son de titanio y fueron suministradas por
la empresa “Goodfellow”. Las esferas no teńıan todas el mismo tamaño
sino que su diámetro vaŕıa en un rango que va de 3 µm a 45 µm. Pa-
ra generar el campo rotatorio, se utiliza una estructura plana de cuatro
electrodos (véase la figura 2.8 b)). La velocidad de rotación se midió en
una región circular de 300 micras de radio cuyo centro coincide con el
centro de la estructura de electrodos (véase la figura 2.7 a)).

Figura 2.8: a) Imagen SEM de las esferas de titanio usadas en nuestros ex-
perimentos. b) Estructura de los electrodos usados en los experimentos de
electrorotación de esferas

Los electrodos se hicieron mediante fotolitograf́ıa y consisten en una capa
de platino de 300 nm de espesor sobre un sustrato de vidrio. En los expe-
rimentos se usaron dos estructuras distintas, una con un gap de 0.5mm
entre electrodos opuestos y otra con un gap de 1mm entre electrodos
opuestos. La figura 2.9 muestra una fotograf́ıa de una de las estructuras
usada en los experimentos, en este caso el gap es de 0.5mm.
Las medidas se realizaron con la esferas estando inmersas en una solución
de cloruro potásico (KCl). Como las esferas son mucho más densas que
el agua (la densidad del titanio está en torno a 4.5 ×103 kg/m3), se
depositan rápidamente en el fondo y se apoyan sobre el sustrato en el
que se encuentran los electrodos. La rotación de las esferas se observó con
un microscopio invertido y se grabó en v́ıdeo para su posterior análisis.
Para poder observar la rotación de las esferas, las part́ıculas se decoraron
con nanoesferas fluorescentes de látex (véase la figura 2.10). Las esferas
de látex teńıan un diámetro de 0.5 µm. La medida de la velocidad de
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Figura 2.9: Fotograf́ıa de una de las estructuras de electrodos usada en los
experimentos.

rotación se hizo analizando la secuencia de imágenes de v́ıdeo con el
programa ImageJ.

Figura 2.10: Debido a la simetŕıa esférica de las part́ıculas, su rotación sólo
pod́ıa medirse si se decoraba su superficie. Para decorarlas usamos part́ıculas
de látex de 0.5 µm de diámetro

2.2.2. Resultados experimentales

Dependencia con la frecuencia Los experimentos de electrorotación
se hicieron usando una solución de KCl en agua desionizada con tres
valores de conductividad distintos: 0.9 mS/m, 3.6 mS/m y 15.9 mS/m.
La frecuencia de la señal aplicada a los electrodos f = ω/2π iba desde los
10 Hz hasta los 100 kHz. Para estudiar la dependencia con la frecuencia,
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se mantuvo el voltaje fijo en 10V pico-pico y se usó la estructura de
electrodos con un gap de 1mm. Los espectros de rotación de las part́ıculas
de Ti se muestran en la figura 2.11 para tres conductividades diferentes
y para distintos tamaños de part́ıcula. Se encontró que el sentido de
rotación de las esferas era contrario al de rotación del campo eléctrico
impuesto, rotación “counterfield”.

Dependencia con la conductividad Si nos fijamos en las esferas cu-
yo radio es 12.4 µm, podemos ver la dependencia con la conductividad,
ya que para ese valor del radio tenemos datos para todas las conducti-
vidades usadas. La figura 2.12 muestra el espectro de rotación para esta
esfera usando tres valores distintos de conductividad: 0.9 mS/m , 3.6
mS/m y 15.9 mS/m. Vemos que la frecuencia fmax a la que la velocidad
de rotación se hace máxima aumenta con la conductividad.

Dependencia con el voltaje Las medidas se hicieron usando los elec-
trodos de 0.5 mm de gap variando el voltaje de la señal aplicada entre 4 y
10 V pico-pico. La velocidad de rotación como función del voltaje se mues-
tra en la figura 2.13 en escalas logaŕıtmicas. Se presentan tres series de
datos obtenidos a partir de la medida de tres esferas con diferentes radios
y distintas conductividades: a) σ =0.9mS/m, a =2.21µm, f = 15kHz; b)
σ =3.6mS/m, a =2.52µm, f = 15kHz; c) σ =15.9mS/m, a =2.84µm, f =
20kHz. Como puede observarse, la velocidad de rotación es proporcional
al voltaje al cuadrado.

Dependencia con el radio A partir de los datos representados en
la figura 2.11 podemos estudiar la dependencia de la frecuencia fmax =
ωmax/2π que debemos aplicar para que la rotación sea máxima en función
del radio de la part́ıcula. La figura 2.14 representa la frecuencia a la que
ocurre el máximo como función del radio de la part́ıcula en una escala log-
log para tres conductividades distintas. Puede verse que dicha frecuencia
disminuye conforme aumenta el radio. Para obtener los valores de ωmax,
los espectros se han ajustado a curvas de la forma:

Ω = A
(ω/ωmax)

α sen(πα/2)

1 + 2(ω/ωmax)α cos(πα/2) + (ω/ωmax)2α
(2.27)

siendo A, α y ωmax los parámetros del ajuste.
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Figura 2.11: Espectros de rotación de las esferas de Ti de diferentes radios
para tres concentraciones de KCl distintas: a) 0.9 mS/m, b) 3.6 mS/m, c)
15.9 mS/m. Los experimentos para obtener estos datos se hicieron con los
electrodos de 1 mm de gap diagonal y aplicando un voltaje de 10 V pico-pico

2.3. Comparación entre los resultados ex-

perimentales y las predicciones teóri-

cas

Dependencia con la frecuencia Como vemos en los espectros que
hemos obtenido experimentalmente (véase la figura 2.11), la velocidad
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Figura 2.12: Espectros de rotación para una esfera de Ti con un radio de
12.4 µm para tres concentraciones de KCl distintas: 0.9 mS/m, 3.6 mS/m y
15.9 mS/m. Los experimentos para obtener estos datos se hicieron con los
electrodos de 1 mm de gap diagonal y aplicando un voltaje de 10 V pico-pico

angular como función de la frecuencia tiene forma de campana tal y
como predice la teoŕıa. Cada una de las curvas que aparece en esa gráfica
puede ser ajustada a una función de la forma dada en la ecuación 2.13,
esto es, con una impedancia tipo CPE con α <1. Un ejemplo se muestra
en la figura 2.15 para el caso de una esfera con a =7.8µm y σ =3.6µm.
Para este caso particular, obtenemos α =0.9.

Haciendo los ajustes a todas las part́ıculas, los valores promedio que ob-
tenemos para el parámetro α son: α =0.81± 0.04 para σ =0.9 mS/m,
α =0.86±0.02 para σ =3.6 mS/m y α =0.93 ± 0.04 para σ =15.9 mS/m.
Estos exponentes del modelo CPE son similares a los obtenidos para
la impedancia superficial de electrodos de Ti en contacto con electroli-
to (Green et al. (2002)), donde los exponentes estaban en torno a α =0.8.

Se observa también que la velocidad máxima de rotación es independiente
del tamaño de la part́ıcula, como predice la teoŕıa. La figura 2.16 muestra
la velocidad máxima de rotación en función del radio de la part́ıcula. Los
datos representados provienen de experimentos hechos usando los elec-
trodos de 1 mm y los de 0.5 mm de gap diagonal y han sido normalizados
con Ωteo = 3εE0

2/8ηζ(3), que es la velocidad máxima cuando modela-
mos la capa doble como una impedancia con el exponente CPE α = 1.
El promedio de las velocidades adimensionales máximas (obtenidas ex-
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Figura 2.13: Velocidad angular en función del voltaje aplicado, repre-
sentación en escala log-log, para tres part́ıculas distintas: a) σ =0.9
mS/m, a =2.21µm, f = 15kHz; b) σ =3.6mS/m, a =2.52µm, f = 15kHz; c)
σ =15.9mS/m, a =2.84µm, f = 20kHz. Estos datos se obtuvieron usando la
estructura con un gap de 0.5 mm. La velocidad angular es proporcional a V 2

perimentalmente) son: < Ωmax/Ωteo >=0.81 ± 0.19 para σ = 0.9 mS/m,
< Ωmax/Ωteo >=0.84± 0.08 para σ = 3.6 mS/m y < Ωmax/Ωteo >=0.76±
0.07 para σ =15.9 mS/m. La figura muestra que los valores están todos
cercanos a 1 como correspondeŕıa a una capacidad ideal, lo que muestra
que el modelo de una capacidad superficial es ya bastante bueno.

El modelo CPE con α <1 supone una mejora que además está de acuerdo
con medidas independientes de la impedancia superficial. La dispersión
en los valores de las velocidades de rotación puede atribuirse a la variación
de hasta un 20% en el par eléctrico en la región en la que se mide como
se describió en la sección 2.1.

Dependencia con la conductividad A partir de los resultados mos-
trados en la figura 2.12 podemos saber la frecuencia a la que ocurre el
máximo como función de la conductividad. Si suponemos que la capaci-
dad de la capa doble es CDL = ε/λD podemos calcular esta frecuencia
para obtener fmax = ωmax/2π = 2σλD/2πεa, lo que para una part́ıcula
de 12.4 µm de radio nos da fmax = 1300, 2600 y 5400 Hz para σ = 0.9, 3.6
y 15.9 mS/m respectivamente. Si comparamos estos valores con los ob-
tenidos experimentalmente; fmax = 950± 20, 1570± 20 y 5300± 100 Hz
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Figura 2.14: Frecuencia del campo aplicado a la que se encuentra el máximo
en la velocidad de rotación para tres valores de la conductividad. La repre-
sentación se hace en escala log-log, los valores para esta representación se
obtuvieron haciendo uso de los electrodos con 0.5 mm y con los de 1mm

Figura 2.15: Espectro de rotación de una esfera de titanio con un radio de
7.8 µm obtenido usando una conductividad de σ = 3.6 mS/m. En la figura
se representa la curva de mejor ajuste a una CPE. En este caso se obtiene
α = 0.90.
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Figura 2.16: Velocidad máxima de rotación en función del radio de la part́ıcu-
la. Las velocidades máximas se han normalizados con Ωteo = 3εE0

2/8ηζ(3),
que es la velocidad máxima cuando modelamos la capa doble como un conde-
sador con el exponente CPE α = 1.

para σ = 0.9, 3.6 y 15.9 mS/m, respectivamente, vemos que modelar la
capa doble por un condensador ideal no está tan alejado de la realidad y
que aśı podemos obtener bien el orden de magnitud. Para una interfase
modelada por un CPE, la frecuencia del máximo como función del radio
viene dada por ωmax = (2σ/Ta)1/α. Para esta part́ıcula, los exponentes
del CPE obtenidos a partir del mejor ajuste fueron: α = 0.84±0,01 para
σ = 0.9 mS/m, α =0.88± 0.01 para σ =3.6 mS/m y α =0.90 ± 0.01 para
σ =15.9 mS/m.

Dependencia con el voltaje Las curvas de mejor ajuste a los datos
representados en 2.13 muestran que la velocidad de rotación es propor-
cional al voltaje al cuadrado, como predice la teoŕıa. Las curvas de mejor
ajuste fueron: Ωa/2π = 0.0234 Vpp

1.94, Ωb/2π =0.0289 Vpp
2, Ωc/2π =

0.0297 Vpp
2 para los casos a), b) y c) respectivamente. Estos datos se

obtuvieron usando la estructura con un gap de 0.5 mm. Para esta es-
tructura de electrodos se calculó con COMSOL la velocidad de rotación
máxima en función del voltaje aplicado (para α =0.85) y se encontró que
era Ωmax/2π =0.0315 Vpp

2. Los valores experimentales son cercanos a los
valores predichos teóricamente.
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Dependencia con el radio El modelo de capacidad ideal (α = 1)
predice que ωmax es inversamente proporcional al radio de la esfera. Sin
embargo, para un CPE ωmax = (2σ/Ta)1/α. Las curvas representadas
en la figura 2.14 se ajustaron a funciones de la forma ωmax = Cap y se
obtuvieron los exponentes: p = -1.3, -1.3 y -1.2 para σ = 0.9, 3.5 y 15.9
mS/m, respectivamente. Esto nos da un valor en torno a α = 0.77 para
las tres conductividades, que está por debajo de los valores obtenidos
a partir de los ajustes hechos con los espectros completos. Si tenemos
en cuenta la dispersión de los datos mostrados en la figura 2.14, éstos
podŕıan ajustarse con un valor de α=0.83, más cercano a los obtenidos
a partir de los espectros. En resumen, los datos se pueden ajustar con
valores de α entre 0.8 y 0.9 dada la dispersión de los datos.

2.4. Conclusión

En este caṕıtulo hemos presentado los datos procedentes de los experi-
mentos de electrorotación de microesferas de titanio en una solución de
KCl en agua desionizada. Se han usado tres valores diferentes de la con-
ductividad de la solución y la frecuencia del campo aplicado abarcaba
desde los 10 Hz hasta los 100 kHz. Se encuentra que el sentido de rota-
ción de las esferas es contrario al sentido en el que rota el campo eléctrico
aplicado, rotación “counterfield”. Los espectros de rotación tienen forma
de campana con un único máximo para una determinada frecuencia del
campo aplicado. Esta frecuencia está relacionada con la conductividad
de la solución y del radio de la part́ıcula. Se ha presentado un modelo
teórico que explica los resultados experimentales y que supone que la
electrorotación es el resultado de la acción del campo eléctrico sobre el
dipolo inducido en la esfera. Este dipolo aparece como consecuencia de
la polarización de la interfase metal-electrolito (en el proceso de carga
de la capa doble). Cuando se ajustan los espectros de rotación usando
un modelo de CPE para la interfase (ZDL = 1/[(iω)αT ]) obtenemos que
α < 1, lo que puede deberse a las irregularidades en la superficie de
la esferas usadas en los experimentos. La frecuencia a la que los espec-
tros alcanzan su máximo crece conforme incrementamos la conductividad
y/o disminuye el radio de la esfera, siguiendo la tendencia que predice la
teoŕıa cuando modelamos la interfase a través de un CPE. También se
estudió la dependencia de la electrorotación con el voltaje aplicado y se
comprobó que sigue la tendencia predicha por la teoŕıa (Ω ∝ Vpp

2). Se ha
estudiado la influencia de la pared en la velocidad de rotación máxima de
las part́ıculas; la cercańıa de la pared afecta mayormente al par viscoso
(aumentándolo en un 20%) pero el par eléctrico vaŕıa poco en compara-
ción (disminuyendo un 5.9%). La variación del campo eléctrico dentro de
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la región de observación (20%) es suficiente para explicar la dispersión
de los datos obtenidos experimentalmente de la velocidad máxima que
alcanzan las esferas. Se ha demostrado que el flujo electroosmótico no
tiene ninguna influencia en la electrorotación para el caso de una esfera.



Caṕıtulo 3

Electrorotación y

electroorientación de

nanovarillas metálicas:

Fundamentos teóricos

En este caṕıtulo analizaremos los aspectos teóricos de la electrorotación
y la electroorientación de varillas metálicas inmersas en un electrolito.
Primero nos centraremos en el estudio del dipolo inducido en las varillas
cuando aplicamos un campo externo. Haremos un análisis general del
par de fuerzas que dicho campo ejerce sobre el dipolo inducido, calcula-
remos numéricamente dicho dipolo (la polarizabilidad de la part́ıcula) y
daremos una expresión para la polarizabilidad usando la aproximación
de varilla infinitamente delgada, útil cuando la longitud de la varilla es
mucho mayor que el diámetro de la misma. Por último estudiaremos el
flujo electroosmótico que genera la acción del campo sobre la carga in-
ducida en la interfase varilla-electrolito y analizaremos su influencia en
la electrorotación y la electroorientación.
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3.1. Par de fuerzas eléctrico sobre el dipolo

inducido en una varilla

Consideremos un cilindro metálico de radio b y longitud 2a inmerso en
un electrolito y sujeto a un campo eléctrico alterno que en forma fasorial
puede escribirse como E = Re[Ẽeiωt]. En el cilindro se induce un dipolo
que puede ser escrito como:

p(t) = p‖(t) + p⊥(t) = Re[(α‖E‖ + α⊥E⊥)e
iωt] (3.1)

siendo α‖ y α⊥ la polarizabilidad en la dirección del eje del cilindro y
en la dirección perpendicular al eje, respectivamente. E‖ y E⊥ son las
componentes del campo aplicado en esas dos direcciones (véase la figura

3.1), de modo que Ẽ = E‖ + E⊥ .

Figura 3.1: Cilindro en un campo eléctrico.

Si escribimos α‖ y α⊥ como α‖ = 4πεa3A(ω) y α⊥ = 4πεa3B(ω), donde
ε es la permitividad del electrolito, y A(ω) y B(ω) son dos parámetros
adimensionales que dependen de la frecuencia del campo aplicado (ω =
2πf), podemos escribir el dipolo inducido como:

p(t) = 4πεa3Re[(A(ω)E‖ +B(ω)E⊥)e
iωt] (3.2)

Veremos que en nuestros experimentos, en los que tenemos cilindros es-
beltos (cuya relación de aspectos es β = b/a =0.04), la polarizabilidad a
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lo largo del eje principal del cilindro domina sobre la polarizabilidad en
la dirección perpendicular (|α||| ≫ |α⊥|).

3.1.1. Electrorotación debida al dipolo inducido

En los experimentos de electrorotación se aplica un campo que rota en
el plano definido por los vectores unitarios e‖ y e⊥ (vectores unitarios
en la dirección del eje del cilindro y en la perpendicular a dicho eje,
véase la figura 3.1). En el sistema de referencia fijado al cilindro podemos
escribir este campo como E(t) = Re[E0(e‖ − ie⊥)e

i(ω−Ω)t]. Siendo E0 la
amplitud del campo y Ω la velocidad angular del cilindro. En nuestros
experimentos se cumple que el campo rota mucho más rápidamente que
la varilla, ω ≫ Ω, y el campo aplicado queda como

E(t) = Re[E0(e‖ − ie⊥)e
iωt] (3.3)

mientras que el dipolo inducido vendrá dado por

p(t) = 4πεa3Re[E0(A(ω)e‖ − iB(ω)e⊥)e
iωt] (3.4)

Queremos saber cuál es el promedio temporal del par de fuerzas que
actúa sobre el dipolo, dicho promedio se calcula como (Jones (1995))

Te =
1

2
Re[p̃× Ẽ∗] = −2πεa3E0

2Im[A+B]ey (3.5)

siendo Ẽ∗ el complejo conjugado del fasor campo eléctrico y p̃ el fasor
dipolo inducido. Cuando un cilindro rota en el seno de un fluido (con ve-
locidad angular Ω) de tal forma que la dirección del giro es perpendicular
a su eje, sobre el cilindro actúa la fricción viscosa y se ejerce un par de
fuerzas sobre el mismo que, a bajo número de Reynolds, se escribe como

Tv = −γΩey (3.6)

donde γ es el coeficiente de fricción viscosa, que viene dado por (Tirado
et al. (1984))

γ =
8πηa3

3(ln (1/β) + δ⊥)
(3.7)

siendo δ⊥ =-0.662+0.917β-0.05β2, η la viscosidad del ĺıquido y β = b/a =
0.04 la relación de aspecto de nuestras varillas. En el equilibrio dinámico,
la suma total de los pares de fuerza debe ser cero

Tv +Te = 0 (3.8)

y la velocidad angular viene dada por
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Ω = −
3εE0

2

4η
(ln

1

β
+ δ⊥)Im[A+B] (3.9)

La polarizabilidad adimensional a lo largo del eje de simetŕıa, A(ω), la
obtenemos numéricamente resolviendo el problema eléctrico con el pro-
grama comercial “COMSOL”. El problema consiste en aplicar un campo
eléctrico en la dirección definida por el eje del cilindro y encontrar la
relación entre el dipolo inducido y el campo aplicado. Las condiciones
son las mismas que impusimos para resolver el problema para una esfera
(véase el caṕıtulo 2). Lejos de la interfase metal-electrolito, fuera de la
capa doble, no hay carga libre y se satisface la ecuación de Laplace

∇2φ = 0 (3.10)

La figura 3.2 muestra las condiciones de contorno que impusimos para
resolver el problema en COMSOL. Por razones de simetŕıa, sólo es nece-
sario resolver el problema para la mitad del cilindro y por ser axisimétrico
puede resolverse como un problema de dos dimensiones.

Figura 3.2: Condiciones de contorno que se imponen para resolver el problema
del dipolo inducido en el cilindro cuando aplicamos un campo dirigido a lo largo
de su eje.

Lejos del cilindro las condiciones de contorno son las que corresponden
a un campo homogéneo paralelo al eje de simetŕıa (eje z) cuya amplitud
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es E0 = 1 V/m. En el plano de simetŕıa el potencial debe ser cero. En
la interfase, si asumimos como válido el modelo de capa doble delgada
(véase el caṕıtulo 1), debe satisfacerse la condición

σ

iωCDL

(∇φ · n)

∣∣∣∣
S

= φ|S − V = φ|S (3.11)

siendo σ la conductividad del electrolito, CDL la capacidad de la capa
doble, n el vector unitario normal a la superficie S del cilindro y V
el potencial en el interior del cilindro, que lo tomamos como cero sin
pérdida de generalidad. La solución general para el potencial se puede
escribir como suma del potencial creado por el campo eléctrico aplicado y
la perturbación debida al dipolo inducido. Usando coordenadas esféricas
(r, θ, ϕ) y eliminando la dependencia con la coordenada ϕ debido a la
simetŕıa del problema (véase la figura 3.3), podemos escribir la solución
como

Figura 3.3: Para resolver el problema usaremos coordenadas esféricas, situan-
do el origen de nuestro sistema en el centro geométrico del cilindro y tomando
el eje z a lo largo del eje del cilindro.

φ = −E0r cos θ + φ
′

= −E0r cos θ +

∞∑

l=1

Al

rl+1
Pl(cos θ) (3.12)

siendo Pl(cos θ) el polinomio de Legendre de orden l. Una vez hemos cal-
culado el potencial con COMSOL, podemos obtener la polarizabilidad
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adimensional proyectando la perturbación (φ
′
) sobre el polinomio de Le-

gendre de orden 1, P1(cos θ) = cos θ, y teniendo en cuenta las relaciones
de ortogonalidad para los polinomios de Legendre

∫

0

π

dθPn(cos θ)Pm(cos θ) sen θ =
2

2n+ 1
δnm (3.13)

llegamos a:

A = A1 =
3

4π

∫

S

φ
′

P1(cos θ)dS (3.14)

donde S es una superficie esférica que engloba al cilindro. La figura 3.4
muestra la parte imaginaria de A en función de la frecuencia adimensional
ω̃ = ωaCDL/σ calculada para β = b/a = 0.04 (que es el valor que usa-
remos para comparar con nuestros resultados experimentales). La parte
imaginaria de A alcanza su máximo para ω̃max=10.97 (Im [A] = 0.075).

Figura 3.4: Polarizabilidad adimensional a lo largo del eje como función de
la frecuencia adimensional ω̃ del campo aplicado para β = b/a =0.04. Esta
función alcanza un valor máximo de Im [A] = 0.075 para ω̃max=10.97.

Ahora vamos a calcular B, la polarizabilidad adimensional en la dirección
perpendicular al eje del cilindro. Para un cilindro esbelto, el momento
dipolar inducido en la dirección perpendicular al eje del cilindro se puede
estimar a partir del dipolo por unidad de longitud que se induce en un
cilindro de longitud infinita, si despreciamos los efectos de los bordes del
cilindro. Consideremos una sección transversal del cilindro infinito en el
plano XY . Si asumimos que el campo se aplica en la dirección del eje y



3.1. Par de fuerzas eléctrico sobre el dipolo inducido en una varilla 53

como se muestra en la figura 3.5 y usamos coordenadas polares (ρ, ϕ), el
potencial fuera del cilindro, que es solución de la ecuación de Laplace, se
puede escribir como

φ = −Exρ cosϕ+
px,l
2περ

cosϕ (3.15)

siendo px,l el momento dipolar por unidad de longitud.

Figura 3.5: Sección transversal de un cilindro de longitud infinita.

Si imponemos la condición

σ

iωCDL

∂φ

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=b

= φ|ρ=b (3.16)

obtenemos el valor de px,l

px,l = 2επb2Ex

i(ωCDLb
σ

)− 1

i(ωCDLb
σ

) + 1
(3.17)

Ahora, si despreciamos los efectos de borde, podemos obtener el momento
dipolar de un cilindro de longitud 2a multiplicando la expresión anterior
por 2a, px = 2apx,l. De acuerdo con la definición de B, obtenemos

B =

(
b2

a2

)
i(ωCDLb

σ
)− 1

i(ωCDLb
σ

) + 1
(3.18)

El valor máximo de la parte imaginaria de B es Im[B]max = b2/a2, y en
el caso de nuestras part́ıculas Im[B]max = 0.0016. A partir de los cálculos
que hicimos con COMSOL sabemos que Im[A]max = 0.075, de modo que

Im[B]max

Im[A]max

= 0.021 (3.19)



54 Caṕıtulo 3. ROT y EO de nanovarillas: Fundamentos teóricos

y podemos despreciar B en la ecuación 3.9 para escribir

Ω = −
3εE0

2

4η
(ln

1

β
+ δ⊥)Im[A] (3.20)

La ecuación 3.20 es la que se obtiene cuando tenemos un campo rotatorio
puro como el dado en la ecuación 3.3. En el caso general de un campo
no uniforme la expresión es más compleja. Ésta es la situación que se
da en nuestros experimentos, en los que el campo se genera mediante
una estructura de electrodos como la que se muestra en la figura 3.6 y el
campo generado es un campo rotatorio.

Figura 3.6: Para generar el campo eléctrico usamos una estructura cuadru-
polar. El campo deja de ser un campo rotatorio puro cuando nos alejamos del
centro de la estructura.

Con esta estructura el campo eléctrico sólo se puede considerar pura-
mente rotatorio, como buena aproximación, en el centro de la estructura
(Hughes et al. (1999)). Las nanovarillas cuya velocidad de rotación me-
dimos se hallaban repartidas por una región cuyo centro coincide con el
centro de la estructura de electrodos y cuyas dimensiones eran de 300 µm
× 230 µm (figura 3.6). Debido a que realizamos medidas sobre nanovari-
llas que no están estrictamente en el centro de la estructura de electrodos,
debemos hacer un promedio del par de fuerzas eléctrico en toda la región
de observación. A continuación se describe la situación general. El campo
siempre podrá escribirse como E = Re[Ẽeiωt]. Podemos usar dos sistemas
de referencia para descomponer el campo, un sistema de referencia fijado
en la varilla en la que el campo se escribe Ẽ = E‖ + E⊥ y un sistema

exterior a la varilla y en el que el campo se escribe como Ẽ = Ex + Ez.
Supongamos que los ejes de ambos sistemas forman un ángulo θ entre śı,
como se muestra en la figura 3.7.
En esta situación la relación entre las componentes del fasor campo
eléctrico en ambos sistemas viene dada por:
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Figura 3.7: Cambio de sistema de coordenadas

E⊥ = Ex cos θ + Ez sen θ (3.21)

E‖ = −Ex sen θ + Ez cos θ (3.22)

y el par eléctrico viene dado por:

Te =
1

2
(Re[α||](cos θ

2 − sen θ2)(ReExReEz + ImExImEz)

+Re[α||] sen θ cos θ(ReEz
2 − ReEx

2 + ImEz
2 − ImEx

2)

+Im[α||](ReEzImEx − ReExImEz))ey (3.23)

los dos primeros términos de la suma corresponden a un par de fuerzas
que tiende a orientar a la part́ıcula, son términos de electroorientación.
Llamaremos TEO a la suma de ambos términos. El tercero es el término
de electrorotación TROT , de modo que Te = TEO + TROT . Existen dos
regiones, una región en la que domina el par de electroorientación y otra
en la que domina el par de electrorotación (Figura 3.8). En la región en
la que domina el par de electroorientación, la varilla no rota y tiende a
orientarse. El ĺımite que separa ambas regiones depende de la frecuencia
del campo aplicado, ya que tanto TEO como TROT dependen de la fre-
cuencia a través de la polarizabilidad. En la figura 3.8 vemos que cuando
pasamos de la frecuencia para la que la parte imaginaria de la polarizabili-
dad alcanza su máximo, ω̃=10.97 (Figura 3.8.a)), a una frecuencia mayor
ω̃=112.33 (Figura 3.8.b)) la región en la que TEO > TROT aumenta.
Dado que en la región de observación el campo eléctrico no es un campo
rotatorio puro como el que viene dado por 3.3, deberemos hacer un pro-
medio de TROT en dicha región (véase la figura 3.6) para poder comparar
con la teoŕıa. Debemos sustituir la expresión dada en (3.20) por:
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Figura 3.8: Existen dos regiones, una región donde domina el término de elec-
troorientación (en gris claro) y otra en la que domina el término de electroro-
tación (en gris oscuro). En la figura a) la frecuencia adimensional del campo
aplicado es ω̃=10.97. En la figura b) ω̃=112.33. Los cálculos se hicieron para
un cilindro con β=0.04.

< Ω >= −
3ε

4η
(ln

1

β
+ δ⊥)Im[A] < (ReEzImEx − ReExImEz) > (3.24)

siendo < (ReEzImEx − ReExImEz) > el promedio de TROT en la re-
gión de observación, donde medimos la velocidad de rotación de nuestras
varillas. La expresión 3.24 es la que usaremos para comparar con los
resultados experimentales. Los términos de electroorientación no se con-
sideran porque se anulan al promediar en una vuelta completa. En los
experimentos de electrorotación se ha observado que para frecuencias
mayores que ω̃max, mientras que en el centro las part́ıculas rotaban, en la
periferia las part́ıculas se orientaban. Por contra, en los experimentos a
frecuencias bajas sólo se observaba rotación. Lo que está de acuerdo con
este estudio teórico.

3.1.2. Electroorientación debida al dipolo inducido

Supongamos ahora que aplicamos un campo eléctrico alterno y uniforme
en una dirección fija que forma un ángulo θ con el eje principal del cilindro
(véase la figura 3.9).
Si escribimos el campo como E(t) = E0e

iωtez, el promedio temporal del
par de fuerzas eléctrico en este caso vendrá dado por:
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Figura 3.9: Campo aplicado en una dirección fija que forma un ángulo θ con
el eje principal del cilindro.

Te =
1

2
Re[p̃× Ẽ∗] =

1

2
Re[α||]E0

2 cos θ sen θey

=
1

4
Re[α||]E0

2 sen 2θey (3.25)

donde hemos tenido en cuenta una vez más que la polarizabilidad a lo
largo del eje del cilindro es mucho mayor que la polarizabilidad en la direc-
ción perpendicular, |α||| ≫ |α⊥|. La ecuación de movimiento vendrá dada
por:

Iθ̈ + γθ̇ −
1

4
Re[α||]E0

2 sen 2θ = 0 (3.26)

siendo I el momento de inercia del cilindro respecto al eje de rotación.
I = m(2a)2/12 = ρmπb

2(2a)3/12 , siendo m la masa del cilindro y ρm su
densidad (en nuestro caso, la densidad de la plata ρm = 10490kg/m3).
Si dividimos el término de inercia entre el término viscoso tenemos que
Iθ̈/γθ̇ ∼ ρmb

2/ητ , siendo τ el tiempo t́ıpico de electroorientación. Esta
razón es muy pequeña: el radio del cilindro es del orden de 100 nm, el
tiempo t́ıpico es del orden de 1 s y la viscosidad del agua es η = 10−3

Pa·s, de manera que Iθ̈/γθ̇ ∼ 10−7. Por lo tanto, la ecuación (3.26)
podrá escribirse como:

γθ̇ −
1

4
Re[α||]E0

2 sen 2θ = 0 (3.27)

Si integramos esta ecuación:
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tan θ = tan θ0e
−

Re[α||]E0
2

2γ
t = tan θ0e

−2Γ t (3.28)

donde θ0 es el ángulo inicial, esto es, para t = 0. La figura 3.10 muestra
el ángulo θ como función del tiempo para una varilla que inicialmente
forma un ángulo muy cercano a π/2 (ángulo de equilibrio inestable) y
para un valor t́ıpico de Γ = 10s−1.
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Figura 3.10: θ como función del tiempo para una varilla que inicialmente
forma un ángulo muy cercano a π/2 y Γ = 10s−1

De nuevo, si queremos comparar con los resultados de nuestros expe-
rimentos, debemos tener en cuenta las correcciones debidas a la no-
uniformidad del campo cuando nos alejamos de la región central de los
electrodos. Por tanto, realizando medidas de la velocidad de orientación
Γ con varillas distribuidas por toda la región de observación, lo que me-
dimos es el promedio de dicho factor en la región de observación, esto
es:

< Γ >= Re[α||] < Ex
2 + Ez

2 > /4γ (3.29)

donde < Ex
2 + Ez

2 > el promedio del campo eléctrico al cuadrado en
toda la región de observación.
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3.2. Análisis asintótico para varillas delga-

das

El objetivo de esta sección es analizar la influencia del flujo electroosmóti-
co en la electrorotación y en la electroorientación (Squires & Bazant
(2006); Saintillan et al. (2006); Rose et al. (2007)). Con el objetivo de
obtener expresiones anaĺıticas realizaremos un análisis asintótico del pro-
blema admitiendo que tratamos con cilindros muy esbeltos (a≫ b) y que
es válida la aproximación de capa doble delgada. Este cálculo asintótico
nos permitirá obtener expresiones anaĺıticas para la rotación completa del
cilindro como suma de la rotación inducida por el flujo electroosmótico
y la inducida por la interacción campo-dipolo.

Consideremos la misma geometŕıa que la representada en la figura 3.1.a).
El potencial eléctrico fuera del cilindro será suma del potencial generado
por el campo en la dirección del eje del cilindro E||, que llamaremos φ||,
y el potencial generado por el campo en la dirección perpendicular al eje
principal E⊥, que llamaremos φ⊥.

3.2.1. Potenciales eléctricos φ|| y φ⊥

Usando notación fasorial podemos escribir el campo eléctrico en la di-
rección del eje como E|| = E||e

iωte||. Este campo induce una distribución
de carga en la superficie del cilindro. El potencial perturbado fuera del
cilindro se puede escribir usando coordenadas ciĺındricas (ρ, z) como si
fuese el creado por una densidad lineal de carga efectiva λ(z) a lo largo
del eje z (Stone et al. (1999); Hohman et al. (2001); Hinch (1991)), nótese
que el eje z coincide con el eje principal del cilindro:

φ|| = −E||z +
1

4πε

∫ a

−a

λ(z′)√
(z − z′)2 + ρ2

dz′ (3.30)

En nuestro caso la densidad lineal de carga λ(z) es compleja. La condición
de contorno en la superficie del cilindro y lejos de los bordes (z = ±a)
es:

σ

iωCDL

∂φ||
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=b

= φ|||ρ=b (3.31)

Para cilindros delgados λ(z) vaŕıa en distancias del orden de a ≫ b y el
potencial en la superficie del cilindro es (Hinch (1991)):

φ||(z, b) ∼ −E||z +
λ(z)

2πε
ln(a/b) (3.32)
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donde se ha aproximado la integral de 3.30 mediante análisis asintótico.
Derivando la ecuación 3.30:

∂φ||
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=b

= −
1

4πε

∫ a

−a

λ(z′)b

((z − z′)2 + b2)3/2
dz′ ∼ −

λ(z)

2πεb
(3.33)

si sustituimos (3.32) y (3.33) en (3.31) podemos obtener la densidad lineal
de carga:

λ(z) = 2πεE||z
iω̃b

1 + iω̃b ln(1/β)
(3.34)

siendo ω̃b = CDLωb/σ una frecuencia adimensional relacionada con la fre-
cuencia adimensional previamente definida a través de ω̃b = ω̃β. Una vez
que tenemos la densidad de carga, podemos obtener el dipolo inducido.

p|| =

∫ a

−a

zλ(z)dz =
4πεa3E||

3

iω̃b

1 + iω̃b ln(1/β)
(3.35)

La parte real y la imaginaria de la polarizabilidad adimensional A =
α||/(4πa

3ε) son:

Re [A] =
ω̃2
b ln(1/β)

3[1 + ω̃2
b ln

2(1/β)]
(3.36)

Im [A] =
ω̃b

3[1 + ω̃2
b ln

2(1/β)]
(3.37)

El máximo de la parte imaginaria se alcanza para ω̃b = 1/ ln(1/β). Cuan-
do ω̃b → ∞, el cilindro se comporta como un conductor perfecto y la
polarizabilidad está de acuerdo con la obtenida para un esferoide con-
ductor delgado α = 4πεa3/[3 ln(1/β)]+O(1/ln2(1/β))(Jones (1995)). En
la figura 3.11 se compara el resultado del cálculo asintótico y el resultado
numérico para β =0.04. Aunque ambos resultados no coinciden exacta-
mente, vemos que el cálculo asintótico nos da el orden de magnitud de
la polarizabilidad y también, en buena aproximación, la frecuencia a la
que la parte imaginaria alcanza su máximo. Según el cálculo asintóti-
co, esta frecuencia es ω̃b = 1/ ln(1/β) y escrita en forma dimensional
ω = σ/(bCDL ln(a/b)).
El dipolo inducido por un campo impuesto en la dirección perpendicular
al eje principal de la varilla p⊥ ya fue estimado en la sección 3.1. Multipli-
cando por la longitud de la varilla, 2a, el momento dipolar por unidad de
longitud en la dirección perpendicular al eje (ecuación 3.17), se obtiene:

p⊥ = 4επab2E⊥
iω̃b − 1

iω̃b + 1
(3.38)
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Figura 3.11: Polarizabilidad adimensional como función de la frecuencia adi-
mensional ω̃ según el cálculo asintótico (gris) y según el cálculo numérico hecho
con COMSOL (negro). Ambos cálculos están hechos para β = b/a =0.04

Si lo comparamos con el p|| calculado a partir de la aproximación de
varilla delgada, resulta que |p⊥/p||| ∼ β2 ln(1/β).

3.2.2. Rotación debida al dipolo inducido

Vimos que la velocidad angular que alcanzaba la varilla cuando im-
pońıamos un campo rotatorio puro, debida al par de fuerzas eléctrico,
veńıa dada por:

Ωe
ROT = −

3εE2
0

4η
(ln

1

β
+ δ⊥)Im[A] (3.39)

usando la polarizabilidad adimensional que hemos obtenido a partir de la
aproximación de varilla delgada y sabiendo que bajo dicha aproximación
podemos despreciar δ⊥ frente a ln 1

β
llegamos a:

Ωe
ROT = −

εE2
0

4η

ω̃b ln 1/β

[1 + ω̃2
b ln

2(1/β)]
(3.40)

mientras que la velocidad angular inducida por un campo impuesto en
una dirección fija veńıa dada por (véase la ecuación 3.27):

Ωe
EO =

3εE2
0

4η
(ln

1

β
+ δ⊥)Re[A] sen θ cos θ (3.41)

y a partir de la aproximación de varilla delgada:
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Ωe
EO =

εE2
0

4η

ω̃2
b ln

2(1/β)

[1 + ω̃2
b ln

2(1/β)]
sen θ cos θ (3.42)

3.2.3. Rotación debida al flujo electroosmótico

Con los cálculos hechos en la sección anterior podemos dar una expresión
anaĺıtica que dé cuenta de los efectos del flujo electroosmótico inducido
por el campo impuesto, si aceptamos la aproximación de varilla delgada.
Cuando la capa doble en la interfase varilla-electrolito está cargada (lo
que sucede a bajas frecuencias), el campo eléctrico actúa sobre las cargas
moviéndolas y dando lugar a un movimiento de fluido en torno a la
varilla. La velocidad del fluido en la superficie de la varilla, que llamamos
velocidad de deslizamiento, puede obtenerse una vez tenemos la solución
para el potencial eléctrico a partir de la expresión (ecuación 1.52)

vs = −(ε/2η)Re[φs∇sφ
∗] (3.43)

siendo φs y ∇s respectivamente, el potencial en la superficie de la varilla
y el gradiente superficial. Teniendo en cuenta que el potencial puede
escribirse como φ = φ⊥ + φ||:

φs|| =
−E||z

1 + iω̃b ln(1/β)
(3.44)

∇sφ|| =
−E||

1 + iω̃b ln(1/β)
uz (3.45)

φs⊥ = −
2E⊥b cosϕ

1 + iω̃b
(3.46)

∇sφ⊥ =
2E⊥ senϕ

1 + iω̃b
uϕ (3.47)

Siguiendo las referencias (Saintillan et al. (2006); Solomentsev & Ander-
son (1994)) la contribución a la velocidad angular debida a la velocidad
de deslizamiento en la superficie de una varilla delgada es:

ΩICEO = −
3

2a3

∫ a

−a

zuz × ṽsdz (3.48)

donde

ṽs =
1

2π

∫ 2π

0

vs(z, ϕ)dϕ (3.49)

Debido a la simetŕıa, los términos φs||∇sφ
∗
|| y φs⊥∇sφ

∗
⊥ no generan ro-

tación. En nuestro caso el término φs⊥∇sφ
∗
|| tampoco produce rotación,



3.2. Análisis asintótico para varillas delgadas 63

porque es paralelo a uz. El término de la velocidad de deslizamiento que
contribuye a la rotación es:

vs
ROT = −

ε

2η
Re

[
−E||z

1 + iω̃b ln(1/β)

2E⊥
∗ senϕ

1− iω̃b

]
uϕ (3.50)

Y teniendo en cuenta que ω̃b ∼ 1/ ln(1/β)≪ 1

vs
ROT ≈

ε

2η
Re

[
2zE||E⊥

∗ senϕ

1 + iω̃b ln(1/β)

]
uϕ (3.51)

Sustituyendo en la expresión (3.48) llegamos a

ΩICEO =
ε

2η
Re

[
E||E⊥

∗

1 + iω̃b ln(1/β)

]
uy (3.52)

En el caso de un campo impuesto en una dirección fija (electroorienta-
ción) tenemos

ΩICEO
EO =

ε

2η

E2
0 cos θ sen θ

1 + ω̃2
b ln

2(1/β)
(3.53)

y la varilla tiende a orientarse en la dirección del campo. Para el caso de
la electrorotación

ΩICEO
ROT =

εE2
0

2η

ω̃b ln(1/β)

1 + ω̃2
b ln

2(1/β)
(3.54)

y la varilla rota en la misma dirección en la que rota el campo eléctrico
(rotación “cofield”). Para el ĺımite de bajas frecuencias, ω̃b → 0, la ecua-
ción (3.53) coincide con la dada en las referencias (Saintillan et al. (2006))
ΩICEO

EO = εE2
0 cos θ sen θ/2η cuando tenemos en cuenta que el promedio

temporal de cos2(ωt) = 1/2.

La figura 3.12 nos da una explicación cualitativa de los flujos que se
generan en torno a las varillas y de cómo dichos flujos inducen la rota-
ción, a partir de la carga inducida en la capa doble y de la interacción
de dicha carga con el campo eléctrico.
En la figura 3.12a) se representan las cargas y los flujos que producen
rotación y que son debidos al término cruzado φs||∇sφ

∗
⊥. Debido a la

simetŕıa, los términos φs||∇sφ
∗
|| y φs⊥∇sφ

∗
⊥ generan flujos en torno a la

varilla pero no producen rotación. La figura 3.12a) muestra la carga in-
ducida en la capa doble por la componente del campo en la dirección del
eje principal de la varilla y el flujo generado por la acción de la compo-
nente del campo en la dirección perpendicular al eje principal. Podemos
interpretar lo que representamos en la figura 3.12a) imaginando que la
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Figura 3.12: Esquema de los flujos que se generan en torno a la varilla. a)
Flujo inducido por la componente del campo perpendicular al eje de la varilla.
b) Flujo inducido por la componente del campo paralela al eje de la varilla.
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parte superior de la varilla es una part́ıcula que por electroforesis se des-
plaza hacia la derecha mientras que la parte inferior se desplaza hacia la
izquierda. El término φs||∇sφ

∗
|| es el responsable de los flujos representa-

dos en la figura 3.12b) (Rose et al. (2009)), estando el campo aplicado
en la dirección del eje principal de la varilla. Estos flujos se extienden
a distancias del orden de la longitud de la varilla. Los flujos generados
por el término φs⊥∇sφ

∗
⊥ se extienden a distancias mucho menores, del

orden del diámetro de la varilla. En una situación más general, cuando
el campo no está aplicado en la dirección del eje principal de la varilla, el
flujo es una combinación de los flujos representados en las figura 3.12a)
y 3.12b).

3.2.4. Rotación total

La velocidad angular total será la suma de la que produce el campo
eléctrico actuando sobre el dipolo y la debida al flujo electroosmótico.
Para la electrorotación escribiremos:

ΩTotal
ROT = Ωe

ROT + ΩICEO
ROT (3.55)

Y podemos calcular la velocidad angular a partir de las ecuaciones 3.40
y 3.54, resultando

ΩTotal
ROT =

εE2
0

4η

ω̃b ln(1/β)

1 + ω̃2
b ln

2(1/β)
(3.56)

Lo que indica que la varilla rota “cofield”, ya que la velocidad angular
inducida por el flujo electroosmótico es cofield y resulta ser el doble, en
valor absoluto, de la que induce el campo rotatorio actuando sobre el di-
polo inducido. Como veremos en los resultados experimentales este no es
el caso y la rotación debida al dipolo inducido es mucho más importante.
Resulta que la velocidad de deslizamiento electroosmótica que se predice
por el modelo de una capa doble ideal (sólo con capa difusa) es más alta
que la medida experimentalmente, a menudo por un orden de magnitud
(Bazant & Squires (2010)).

Para la electroorientación, a partir de las ecuaciones 3.42 y 3.53, tenemos
que:

ΩTotal
EO =

εE2
0 sen θ cos θ

4η[1 + ω̃2
b ln

2(1/β)]
[2 + ω̃2

b ln
2(1/β)] (3.57)

Que nos indica que para valores bajos de la frecuencia, ω̃b ≪ 1 , la
orientación es debida a la ICEO. Por contra, para valores altos, ω̃b ≫ 1,
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la orientación se debe a la interacción campo-dipolo. Tanto la ICEO como
la interacción campo-dipolo orientan a la varilla en la dirección del campo
eléctrico.

3.3. Conclusión

Hemos visto que en nuestro caso, donde la longitud de la varilla es mucho
mayor que su diámetro (b/a = 0.04), la polarizabilidad a lo largo del eje
principal de la varilla domina sobre la polarizabilidad en la dirección per-
pendicular al eje, |α||| ≫ |α⊥|. La velocidad angular generada por el par
de fuerzas sobre el dipolo en el caso de la electrorotación es directamente
proporcional a la parte imaginaria de la polarizabilidad (ΩROT ∝ Im[α||])
mientras que en el caso de la electroorientación la velocidad angular ge-
nerada por el par de fuerzas sobre el dipolo es proporcional a la parte
real (ΩEO ∝ Re[α||]).

La acción del campo eléctrico sobre la carga inducida en la capa do-
ble se traduce en la aparición de un flujo de fluido en la superficie de
la varilla, llamado ICEO. Se ha calculado la rotación de la varilla de-
bida e este flujo. La rotación total se explica como el resultado de un
par de fuerzas que se debe a la acción del campo eléctrico aplicado sobre
el dipolo inducido en la varilla y la rotación inducida por la ICEO. La
electrorotación debida al par de fuerzas eléctrico tiene sentido contrario
al sentido en el que rota el campo (rotación “counterfield”) mientras que
la rotación que produce el flujo tiene el mismo sentido que el sentido de
rotación del campo (rotación “cofield”). Ambos, tanto la rotación debida
al dipolo como la debida a la ICEO tienen la misma frecuencia carac-
teŕıstica y el valor máximo de la segunda es doble que el valor máximo
que alcanza la primera. Se predice, por tanto, electrorotación “cofield”
con el modelo de una capa doble ideal (donde toda la capa es difusa).

En el caso de la electroorientación, la orientación debida a la ICEO domi-
na a bajas frecuencia mientras que la orientación debida a la acción del
campo eléctrico sobre el dipolo inducido domina cuando la frecuencia del
campo aplicado es alta. También aqúı la velocidad angular de rotación
es mayor cuando se debe a la ICEO que cuando se debe al par de fuerzas
eléctrico pero ambos contribuyen a orientar la varilla en la dirección del
campo aplicado. En el siguiente caṕıtulo se compararán los resultados
experimentales con las predicciones teóricas que se han obtenido en el
presente.



Caṕıtulo 4

Electrorotación y

electroorientación de

nanovarillas de plata:

Resultados experimentales

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos en los experimen-
tos de electrorotación y electroorientación de nanovarillas de plata en
disolución acuosa de KCl, y se comparan con las predicciones teóricas
del Caṕıtulo 3. A la hora de hacer la comparación deberemos considerar
las circunstancias que nos alejan de la situación ideal presentada en el
caṕıtulo anterior. Estas circunstancias son fundamentalmente dos: la in-
teracción de las nanovarillas con el sustrato sobre el que se hallan, y la
no idealidad de la capa doble en la superficie de las varillas. La primera
influye en el par eléctrico y en la fricción viscosa. La segunda circuns-
tancia puede ser la responsable de una reducción del flujo de ICEO en
torno a las varillas. Cuando se consideran estos efectos, el ajuste de los
resultados experimentales a las predicciones nos lleva a concluir que la
electroorientación y la electrorotación de las nanovarillas son el resultado
del par de fuerzas que el campo eléctrico ejerce sobre el dipolo inducido
y la rotación inducida por el flujo de ICEO.
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4.1. Detalles experimentales

Las nanovarillas con las que realizamos nuestros experimentos son de
plata y fueron suministradas por la empresa “Nanostructured & Amorp-
hous Materials, Inc”. Originalmente las nanovarillas veńıan en un frasco
en el que el 70% de la masa es plata y el 30% restante es etanol. Du-
rante la śıntesis de las nanovarillas se añade polivinilpirrolidona (PVP)
y este poĺımero podŕıa estar presente en la superficie de las mismas. Las
nanovarillas tienen forma ciĺındrica y son polidispersas, su longitud es
8.5 ± 3.6 µm y su diámetro 386 ± 48 nm. En nuestros experimentos
nos hemos centrado en aquellas varillas cuya longitud está entre 6 y 7
µm. Para este tamaño de varilla se encuentra que el diámetro vaŕıa entre
160 y 320 nm. La figura 4.1a) es una imagen de las nanovarillas tomada
con un microscopio electrónico de barrido (SEM). La figura 4.1b) es un
histograma en el que se muestra el resultado de un estudio estad́ıstico
sobre la relación de aspecto de las varillas β = b/a, siendo b el radio de
la nanovarilla y a la mitad de su longitud. En el eje de ordenadas de esta
figura se representa la frecuencia de aparición para un determinado valor
de β, expresada en porcentaje. Este estudio se hizo tomando 21 imágenes
SEM de varillas cuya longitud estaba comprendida entre 6 y 7 µm. El
resultado de este estudio nos dió un valor medio de < β >=0.04±0.01,
siendo el error la desviación estándar de la distribución.

Figura 4.1: a) Imagen de las nanovarillas de plata tomada con un microscopio
electrónico de barrido. b) Histograma que muestra el resultado del estudio
estad́ıstico sobre la distribución de tamaños de las varillas.

Con el fin de eliminar el etanol, las varillas se lavaron varias veces usando
una solución de cloruro potásico (KCl) en agua pura con la misma con-
ductividad con la que hacemos el experimento. En nuestros experimentos
hemos fijado la conductividad del electrolito a los siguientes valores: 1.5,
5 y 15 mS/m. Las nanovarillas se colocaron en el centro de una estructura
cuadrupolar formada por electrodos circulares como la que usamos para
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la electrorotación de las esferas de Ti (Caṕıtulo 2). Para los experimen-
tos de electrorotación aplicamos un potencial con una fase creciente en
sentido antihorario (la diferencia de fase entre electrodos consecutivos es
de 90o), con esto conseguimos un campo que rota en sentido horario (Fi-
gura 4.2a)). Para los experimentos de electroorientación la configuración
que usamos es la que se muestra en la figura 4.2b). Se aplica una dife-
rencia de potencial de 2V0 entre electrodos opuestos, dejando los otros
dos como electrodos flotantes y generando aśı un campo en una dirección
fija. Cuando queremos cambiar la dirección del campo para aplicarlo en
una dirección que forma 90o con la primera lo que hacemos es accionar
los conmutadores y los electrodos entre los que exist́ıa la diferencia de
potencial pasan a ser electrodos flotantes mientras que la diferencia de
potencial se establece entre los que inicialmente eran electrodos flotan-
tes. El gap entre electrodos opuestos era de 0.5 mm. El movimiento de
las varillas se observó con un microscopio invertido y se grabó para su
posterior análisis.

Figura 4.2: a) Configuración usada para generar el campo eléctrico en los
experimentos de electrorotación. b) Configuración usada en los experimentos
de electroorientación.

4.2. Resultados Experimentales

4.2.1. Electrorotación

Para medir la velocidad angular de las varillas, se grabó el movimiento de
las mismas y el posterior análisis de dicho movimiento nos permitió co-
nocer el ángulo que las varillas formaban con una determinada dirección
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de referencia, como función del tiempo. Para analizar los v́ıdeos desa-
rrollamos un programa en “MATLAB” cuyos detalles explicamos en el
Apéndice B. Básicamente lo que hace el programa es medir el tiempo que
tarda la varilla en realizar un número de vueltas dado.

Dependencia con la conductividad y la frecuencia Para los expe-
rimentos de electrorotación usamos tres valores distintos para la conduc-
tividad de la solución de KCl: 1.5, 5 y 15 mS/m. La frecuencia del campo
aplicado, f = ω/2π, se varió entre 2.5 kHz y 1.6 MHz. El voltaje aplicado
a cada electrodo era de 10V pico-pico. Los espectros de rotación de las
nanovarillas se muestran en la figura 4.3 para las tres conductividades
y para el rango de frecuencias que impusimos. Cada punto representa el
promedio de la medida sobre 5 nanovarillas cuyas longitudes están com-
prendidas en el rango que va de 6 a 7 µm. Las barras de error representan
la dispersión de esas 5 medidas y sólo las representamos para el caso de
σ = 1.5 mS/m. Se encontró que las nanovarillas rotaban en sentido con-
trario al de rotación del campo eléctrico. La velocidad angular Ω ≡ θ̇
como función de la frecuencia (figura 4.3) tiene forma de campana. La
frecuencia de la señal aplicada f correspondiente al máximo de rotación
aumenta con la conductividad del electrolito.
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Figura 4.3: Número de vueltas de las nanovarillas de plata por unidad de
tiempo como función de la frecuencia y de la conductividad. Para un voltaje
aplicado de 10V pico-pico, y para un rango de longitudes 2a entre 6 y 7 µm.
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Dependencia con el voltaje Manteniendo la frecuencia fija, f =250
kHz, se fue variando el voltaje aplicado a los electrodos desde 6 V a 10
V pico-pico. La figura 4.4 representa el número de vueltas por unidad de
tiempo, para tres longitudes diferentes y dos valores de la conductividad,
como función del cuadrado del voltaje. Las nanovarillas rotaban en sen-
tido contrario al de rotación del campo eléctrico para todos los valores
del voltaje aplicado. Puede observarse que la velocidad de rotación es
proporcional al cuadrado del campo.
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Figura 4.4: Número de vueltas por unidad de tiempo como función del cua-
drado del voltaje aplicado. Se midió para tres valores distintos de la longitud
y para dos valores de la conductividad. La frecuencia aplicada era f = 250
kHz.

4.2.2. Electroorientación

Para analizar la electroorientación hicimos otro programa espećıfico usan-
do MATLAB. En estos experimentos impońıamos el campo en una deter-
minada dirección y esperábamos hasta que se alcanzaba el estado estacio-
nario en el que todas las part́ıculas estaban orientadas en dicha dirección.
Una vez que todas las part́ıculas estaban orientadas en la dirección del
campo, se cambiaba la dirección para que formase un ángulo de 90o con
la primera. La velocidad angular de la varilla no es constante como en
el caso de la electrorotación, ahora el ángulo se comporta según la fun-
ción tan θ = tan θ0e

−2Γ t. El valor experimental de Γ se obtiene ajustando
tan θ(t) a una exponencial decreciente.
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Figura 4.5: Γ como función de la frecuencia y para tres valores distintos de
la conductividad: 1.5, 5 y 15 mS/m

Dependencia con la conductividad y la frecuencia La figura 4.5
muestra el resultado de las medidas de Γ , el inverso del tiempo carac-
teŕıstico de orientación, como función de la frecuencia y para tres valores
distintos de la conductividad: 1.5, 5 y 15 mS/m. El voltaje aplicado a
los electrodos en la configuración que se muestra en la figura 4.2.b) era
V0 = 5V. La frecuencia abarcaba de los 0.4 kHz hasta los 4 MHz.

4.3. Comparación con las predicciones teóri-

cas

4.3.1. Electrorotación

Dependencia con la conductividad y la frecuencia Los resultados
teóricos obtenidos en el Caṕıtulo 3 indicaban que la influencia de los flu-
jos electroosmóticos generados en torno a las varillas eran importantes en
los experimentos de electrorotación. Se encontró que la velocidad angular
inducida por dichos flujos era en sentido opuesto y el doble que la velo-
cidad angular debida a la interacción del campo eléctrico con el dipolo
inducido. Sin embargo, la velocidad de deslizamiento electroosmótica que
se encuentra experimentalmente es menor que la que predice la teoŕıa,
algunas veces hasta un orden de magnitud menor (Bazant & Squires
(2010)). Se han propuesto diversas razones para explicar este hecho; el
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Conductivity (mS/m) CDL (F m−2) CDH (F m−2) CS+DH (F m−2)

1.5 1.9 × 10−2 2.3 × 10−2 1.9 × 10−2

5 3.5 × 10−2 4.2 × 10−2 3.0 × 10−2

15 4.3 × 10−2 7.3 × 10−2 4.4 × 10−2

Tabla 4.1: Valores para la capacidad de la capa doble obtenida a partir de los
experimentos (CDL), a partir de la predicción teórica de Debye-Hückel (CDH)
y a partir de un ajuste suponiendo que hay una capa compacta en serie con
la capa de doble (CS+DH).

recubrimiento dieléctrico de la superficie, por óxido por ejemplo (Green
et al. (2002); Pascall & Squires (2010); Kilic & Bazant (2011)), la aglo-
meración de contra-iones debida al tamaño finito de los iones (Bazant
et al. (2009)), la adsorción de iones en la superficie (Pascall & Squires
(2010); Suh & Kang (2009)) y/o la rugosidad de la superficie (Messinger
& Squires (2010)). En nuestro caso, la cáıda de potencial a través de la
capa doble es del orden de 50 mV y la aglomeración de contra-iones pue-
de descartarse como razón. Sin embargo, los otros efectos śı que pueden
jugar algún papel. Para tener en cuenta estos efectos podemos expresar
la velocidad angular de la varilla Ω = θ̇ como

θ̇ = θ̇e + Λθ̇ICEO (4.1)

siendo θ̇e la velocidad angular debida al par de fuerzas eléctrico sobre
el dipolo y θ̇ICEO la velocidad angular debida al flujo electroosmótico.
Λ es un factor menor que 1 y que da cuenta de que, experimentalmen-
te, la velocidad de deslizamiento es más pequeña que la que se predice
teóricamente. Esta expresión fenomenológica sirve tanto para los expe-
rimentos de electrorotación como para los experimentos de electroorien-
tación. En la figura 4.6 comparamos lo que predice la teoŕıa del par
de fuerzas sobre el dipolo (expresión 3.24), esto es, sin tener en cuen-
ta la influencia del flujo electroosmótico, con lo que obtenemos expe-
rimentalmente. Los resultados se muestran en función de la frecuencia
adimensional ω̃ = ωaCDL/σ. La curva teórica se calculó numéricamente
empleando COMSOL tal y como se explicó en la sección 3.1. Se represen-
ta el caso de una varilla de longitud 2a = 6.5 µm y relación de aspecto
β=0.04. Nosotros calculamos con COMSOL el promedio del par de fuer-
zas eléctrico en la región de observación (véase la figura 3.6) y obtuvimos
< (ReExImEy − ReEyImEx) >=112 × 106 V2/m2 .
Para adimensionalizar la frecuencia experimental ω, los datos se ajusta-
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Figura 4.6: Espectros de rotación como función de la frecuencia adimensional
ω̃. La curva continua se obtiene empleando la teoŕıa del par de fuerzas sobre
el dipolo inducido.

ron a una lorentziana para obtener los valores de la frecuencia que nos
da el máximo de rotación. Según vimos en la sección 3.1, ωmax=10.97
σ/aCDL, expresión que nos permite conocer el valor de CDL para cada
valor de la conductividad (conocido el valor de la longitud de la varilla,
2a=6.5µm y el valor de ωmax, obtenido a partir del ajuste a la lorentzia-
na). En la tabla 4.1 se muestran los valores de CDL obtenidos de esta
forma, se comparan con los valores predichos por el modelo teórico de
Debye-Hückel CDH y también se comparan con los valores que se ob-
tienen cuando suponemos que existe una capa compacta en serie con la
capa difusa CS+DH .

Los valores obtenidos experimentalmente (primera columna de capacida-
des) son cercanos a los que predice el modelo de Debye-Hückel (segunda
columna), lo que apoya nuestra hipótesis de que la polarización de las va-
rillas se debe a la carga de la capa doble. Si, para hacer el ajuste, se añade
una capa compacta en serie con la capa difusa los valores se acercan más
(compárense la primera y la tercera columnas) y la diferencia máxima
entre ambas es menor que el 15%, con un valor para la capacidad de la
capa compacta de CS = 0.11 F m−2.

Dependencia con el voltaje La ecuación 3.20 indica que la veloci-
dad angular de las varillas es proporcional al cuadrado del campo apli-



4.3. Comparación con las predicciones teóricas 75

cado y, por tanto, proporcional al cuadrado del voltaje que aplicamos
a los electrodos en nuestros experimentos Ω/2π ∝ Vpp

2. En los resulta-
dos experimentales mostrados en la Figura 4.4 se ve que la velocidad
angular guarda una relación lineal con el cuadrado del voltaje aplicado
y esto está de acuerdo, por tanto, con las predicciones teóricas. Pode-
mos afirmar entonces que al menos dentro del rango de voltaje aplicado
(6V − 10V ), nuestro modelo teórico, que explica la polarización de las
varillas en términos de la carga inducida en la capa doble, es válido.

4.3.2. Electroorientación

En la figura 4.7 comparamos la predicción teórica según el par de fuerzas
sobre el dipolo y sin tener en cuenta la influencia del flujo electroosmótico,
con los resultados experimentales. Los resultados se muestran en función
de la frecuencia adimensional ω̃ = ωaCDL/σ. Las capacidades obtenidas
a partir de los experimentos de electrorotación (véase la tabla 4.1) se
usaron para adimensionalizar la frecuencia. Según la expresión 3.28

Γ =
Re[α||]E0

2

4γ
(4.2)

y por tanto, podemos calcular Γ a partir de la polarizabilizad de la vari-
lla α|| y el campo eléctrico. La polarizabilidad se calculó numéricamente
usando COMSOL. El campo se calculó a partir de su promedio en la
región de observación y obtuvimos E0

2 = 121× 106 V2/m2.

Si observamos los datos podemos ver que la teoŕıa del dipolo puede ex-
plicar cualitativamente la dependencia de la electroorientación con la
frecuencia. Sin embargo, los valores de Γ obtenidos a bajas frecuencias
son inexplicables si atendemos sólo a la teoŕıa del dipolo, que nos dice
que a bajas frecuencias existe una cierta orientación pero muy pequeña.
Esto se traduciŕıa en tiempos muy largos de orientación, que no es lo
que se observa. A bajas frecuencias, lo que orienta a las varillas son los
flujos electroosmóticos, como se explica en la figura 3.12. Como apoyo a
la hipótesis de que los flujos de ICEO son los responsables de la orienta-
ción a baja frecuencia, presentamos la interacción entre varillas a bajas
y altas frecuencias (véase la figura 4.8a)). A bajas frecuencias las vari-
llas se atraen por los extremos para después colocarse una junto a la
otra y posteriormente repelerse. Este movimiento es muy similar al que
se obtendŕıa debido al flujo electroosmótico que se describe en la figura
3.12b). Este comportamiento de varillas metálicas a frecuencias bajas se
observó por primera vez por Rose et al. (2009) y atribuyeron el movi-
miento al resultado del flujo ICEO alrededor de las varillas. Además se
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Figura 4.7: Espectros de Electroorientación como función de la frecuencia
adimensional, y su comparación con la predicción teórica. La curva teórica se
ha obtenido empleando la teoŕıa del par de fuerzas sobre el dipolo.

ha demostrado para otros sistemas experimentales que el flujo electro-
osmótico disminuye conforme aumenta la conductividad del electrolito
(Bazant & Squires (2010); Green et al. (2000); Studer et al. (2004)), esto
se traduce en una disminución de Γ conforme aumenta la conductividad
y es lo que mostramos en la figura 4.7. Claramente observamos que los
valores de Γ correspondientes a la conductividad de 15 mS/m son mucho
más pequeños que los correspondientes a las otras conductividades.

Figura 4.8: Imágenes que muestran la interacción entre varillas. a) A bajas
frecuencias (3.2 kHz) las varillas se atraen tendiendo a colocarse una junto
a la otra para posteriormente repelerse. Esto concuerda con un flujo electro-
osmótico como el que se describe en la figura 3.12b). b) A altas frecuencias
(1.6 MHz) las part́ıculas experimentan una interacción del tipo dipolo-dipolo
y tienden a alinearse una tras otra formando cadenas.

Sin embargo, a altas frecuencias, el flujo electroosmótico desaparece y la
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orientación es debida al par eléctrico que actúa sobre el dipolo induci-
do. Para estas frecuencias, no observamos en Γ ninguna tendencia con la
conductividad. Como se muestra en la figura 4.7, los datos obtenidos para
Γ a altas frecuencias están por debajo de los predichos teóricamente (los
valores medidos son 0.74 veces los valores predichos). Esta diferencia se
podŕıa explicar a partir de un aumento de la fricción viscosa cuando las
varillas están cerca de la pared. En los experimentos de electrorotación
los resultados obtenidos (véase la figura 4.6) también estaban por debajo
de los predichos teóricamente (los valores medidos eran 0.67 veces los va-
lores predichos). Ambos factores, 0.67 y 0.74, son similares y refuerzan la
idea de que la electrorotación es debida fundamentalmente al par eléctri-
co actuando sobre el dipolo inducido (Arcenegui et al. (2013b)). Además,
la diferencia entre ambos, 0.67 y 0.74, es consistente con la existencia de
un poco de electrorotación “cofield”(en el mismo sentido en que rota el
campo eléctrico), que es debida al flujo electroosmótico, y que tendŕıa
como resultado una electrorotación neta menor. En la siguiente sección
se analiza el efecto que la presencia de la pared podŕıa tener sobre la
rotación de las nanovarillas.

El análisis realizado en el caṕıtulo 3, en la sección 3.2 muestra que la
rotación debida a la acción del campo eléctrico sobre el dipolo inducido
tiene la misma frecuencia caracteŕıstica que la rotación debida al flujo
electroosmótico.
Podemos dar una curva fenomenológica que dé cuenta de lo observado en
el caso de la electroorientación. La electroorientación debida al flujo elec-
troosmótico decrece conforme aumenta la frecuencia del campo aplicado,
mientras que la electroorientación debida a la acción del campo sobre el
dipolo inducido sigue la tendencia opuesta, es practicamente nula a bajas
frecuencias y aumenta con la frecuencia. Sabiendo esto podemos escribir:

Γ = Γ0
ω̃2
max

ω̃2
max + ω̃2

+ Γ∞
ω̃2

ω̃2
max + ω̃2

(4.3)

donde Γ0 y Γ∞ son los valores de Γ para frecuencia nula e infinita respec-
tivamente, y ω̃max es la frecuencia adimensional caracteŕıstica dada por
ω̃max = ωmaxaCDL/σ. En nuestro caso (b/a = 0.04), ω̃max = 10.97 es la
frecuencia a la que el espectro de electrorotación alcanza su valor máxi-
mo y que, como se explicó en el caṕıtulo 3, fue calculada con COMSOL.
En la figura 4.9 se representa la curva dada por la ecuación 4.3, con los
valores que se ajustan mejor a los resultados experimentales, Γ0 = 1.26
s−1 y Γ∞ = 8.87 s−1. Los datos experimentales que se presentan son los
correspondientes a una conductividad σ = 5 mS/m y para adimensiona-
lizar la frecuencia ω se ha usado el valor de CDL obtenido a partir de los
resultados de la electrorotación para ese valor de la conductividad.
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Figura 4.9: Datos experimentales para σ = 5 mS/m junto con las curvas
fenomenológicas para la orientación por ICEO, para la orientación debida al
par de fuerzas sobre el dipolo inducido y para la orientación como resultante
de las dos anteriores.

4.4. Análisis del efecto de la pared

4.4.1. Efecto sobre la fricción viscosa

Para estimar la fricción viscosa junto a la pared usamos la fuerza por
unidad de longitud sobre un cilindro infinito que se mueve paralelo a una
pared (Jeffrey & Onishi (1981)):

F = −
4πη

cosh−1(h/b)
U (4.4)

siendo F la fuerza por unidad de longitud, U la velocidad del cilindro
y h la distancia desde el eje central del cilindro a la pared. Para un
cilindro esbelto de longitud finita y despreciando los efectos de borde, el
coeficiente de fricción rotacional se puede obtener a partir de U = θ̇z,
donde z es la coordenada a lo largo del eje del cilindro, medida desde
su centro. El coeficiente de fricción junto a la pared (γ′) viene dado por
(Hunt et al. (1994)):

γ′ =
1

θ̇

∫ a

−a

z(−F )dz =
8πηa3

3cosh−1(h/b)
= γ

(ln(1/β) + δ⊥)

cosh−1(h/b)
(4.5)
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Aqúı γ es el coeficiente en el seno del fluido (ecuación 3.7) cuando es-
tamos muy lejos de la pared y δ⊥ es una función definida en la sección
3.1.1. La altura t́ıpica a la que se encuentran las varillas respecto a la
pared se puede estimar si consideramos las varillas como part́ıculas con
movimiento browniano. La fluctuación t́ıpica de la enerǵıa gravitatoria
∆ρmτg∆h deberá igualarse a la enerǵıa térmica (kBT ) que corresponde a
la temperatura ambiente, de manera que ∆h = (kBT )/(∆ρmτg). Donde
∆ρm es la diferencia de densidad entre la plata y el electrolito, τ es el
volumen t́ıpico de la varilla y ∆h es la altura de la varilla respecto a
la pared. Para nuestras varillas ∆h = 0.12 µm. Insertando este valor en
la ecuación 4.5 llegamos a que γ′ ∼ 2.04γ. Este coeficiente de fricción
implicaŕıa que los valores experimentales observados debeŕıan ser apro-
ximadamente la mitad de los valores predichos. Sin embargo, la relación
entre ambos valores es 0.74, que se obtendŕıa si ∆h ∼ 0.30µm (del mismo
orden que la calculada ∆h = 0.12µm).

4.4.2. Efecto sobre el par de fuerzas eléctrico

Además del aumento de la fricción en presencia de la pared debemos
tener en cuenta cómo se modifica el par de fuerzas eléctrico cuando nos
aproximamos a la pared. En el caṕıtulo 2, en la subsección (2.1.3), se
analiza cómo se modifica el par de fuerzas eléctrico que actúa sobre una
esfera metálica cuando ésta se encuentra en contacto con la pared, vimos
que variaba en torno a un 6.5%. Hemos realizado un estudio numérico
sobre cómo afecta la presencia de la pared al par de fuerzas eléctrico
cuando el eje de la varilla forma un ángulo de 45o con la dirección en
la que se aplica el campo eléctrico. El estudio corresponde a frecuencias
altas, cuando el dipolo inducido en la varilla es máximo. Colocamos la
varilla paralela a la pared a distintas alturas para ver cómo vaŕıa el par
de fuerzas conforme cambia esa distancia (véase la figura 4.10). La pared
representa el plano z = 0 y el eje de la varilla coincide con el eje x. Como
se ha dicho, el campo eléctrico forma un ángulo de 45o con el eje de la
varilla y podemos escribirlo como E = 1√

2
E0(ex + ey). Cerca de la pared

el par eléctrico sobre la varilla no se puede calcular como el par que actúa
sobre el dipolo inducido porque cerca de la pared el par será suma del
par eléctrico debido al campo externo aplicado y el campo creado por las
cargas imágenes. El par eléctrico se calculó numéricamente usando dos
métodos distintos.

El primer método consiste en resolver la ecuación de Laplace, ∇2φ = 0,
usando elementos finitos e integrar el tensor de tensiones de Maxwell en
la superficie de la varilla:
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Figura 4.10: a) Se calcula el par de fuerzas en función de la altura de la
varilla. b) El eje de la varilla forma un ángulo de 45o con la dirección del
campo eléctrico aplicado.

Te = uz ·

∫
r× T · dS (4.6)

siendo T = εEE+ 1
2
εE2I el tensor de tensiones de Maxwell. Las condicio-

nes de contorno que debemos imponer para resolver el problema son: a) la
componente normal del campo (∂φ/∂n) en z = 0 debe ser cero porque la
pared es aislante; b) el potencial debe ser constante en toda la superficie
de la varilla y debe valer cero; c) cuando nos alejamos de la varilla el po-
tencial debe ser el debido al campo eléctrico impuesto φ = − 1√

2
E0(x+y).

Para resolver este problema se usó el programa COMSOL.

El segundo método consiste en usar la aproximación de varilla delga-
da. Esta aproximación será válida cuando la distancia de la varilla a la
pared sea mucho mayor que el radio de la varilla. El potencial eléctrico
en la superficie de la varilla puede escribirse como si fuese creado por
una densidad linear de carga efectiva λ, distribuida a lo largo del eje de
la varilla (Hinch (1991); Stone et al. (1999); Hohman et al. (2001)). Te-
niendo en cuenta las cargas imágenes que aparecen en la pared aislante,
el potencial fuera de la varilla puede escribirse como:

φ(r) = −E · r+
1

4πε

∫ a

−a

λ(s)

|r− r1(s)|
ds+

1

4πε

∫ a

−a

λ′(s)

|r− r2(s)|
ds (4.7)

Aqúı E es el campo aplicado, r1(s) = (s, 0, z) es el vector de posición de
la carga lineal, que es el vector de posición de todos los puntos situados
en el eje de la varilla. La carga imagen λ′ = λ para una pared aislante, y
r2(s) = (s, 0,−z) es el vector de posición de la carga imagen. En la apro-
ximación de varilla delgada, el par eléctrico es el resultado de la acción
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de la componente del campo perpendicular al eje de la varilla Ey sobre
la carga inducida por la componente del campo que es paralela a dicho
eje Ex (Arcenegui et al. (2014)). Por tanto, sólo necesitamos calcular la
densidad lineal de carga λ inducida por Ex. La ecuación integral que
determina el valor de λ se obtiene imponiendo que el potencial sea cero
en la superficie de la varilla:

4πεExx =

∫ a

−a

λ(s)√
((x− s)2 + (b)2)

ds+

∫ a

−a

λ(s)√
((x− s)2 + (2z)2)

ds (4.8)

Aqúı el potencial debido a la carga imagen ha sido aproximado teniendo
en cuenta que la altura de la varilla sobre la pared, z, es mucho mayor
que el radio de la varilla (z ≫ b). La ecuación integral (4.8) se resuelve
usando el método de Galerkin y la densidad lineal de carga se aproxima
por el polinomio λ(s) = As+Bs3 que tiene en cuenta la simetŕıa impar
λ(−s) = −λ(s).

Figura 4.11: Variación del par de fuerzas eléctrico debida a la cercańıa de la
pared. Se muestra el cálculo numérico exacto obtenido con COMSOL junto
con el cálculo numérico obtenido bajo la aproximación de varilla delgada. T∞

e

es el par de fuerzas eléctrico cuando varilla está muy lejos de la pared.

Finalmente el par eléctrico sobre la varilla vendrá dado por:

Te =

∫ a

−a

sλ(s)Eyds (4.9)

La figura (4.11) muestra el par eléctrico en función de la distancia a la
pared (Te

z) normalizada usando el par eléctrico en el seno del ĺıquido
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cuando la pared no está presente (Te
∞). La distancia a la pared se ha

adimensionalizado usando el radio de la varilla (z/b). En esa figura se
compara el par eléctrico en presencia de la pared calculado por los dos
métodos. Ambos resultados son casi coincidentes y muestran que el par
eléctrico se puede reducir hasta un 40% debido a la presencia de la pared.

4.5. Conclusión

En este caṕıtulo se han presentado los resultados de los experimentos de
electrorotación y electroorientación con varillas de plata y se han com-
parado con las predicciones teóricas del Caṕıtulo 3. El modelo teórico
explica los resultados a partir de la polarización de la interfase metal-
electrolito. El campo eléctrico carga la interfase (capa doble) e induce
un dipolo en la varilla. El mismo campo eléctrico mueve las cargas de la
interfase dando lugar a flujo de fluido en torno a la varilla (ICEO). Elec-
troorientación y electrorotación son el resultado del par de fuerzas que
el campo eléctrico ejerce sobre el dipolo inducido y la rotación inducida
por el flujo de ICEO alrededor de la varilla.

En la electrorotación ambos mecanismos tienen la misma frecuencia ca-
racteŕıstica (ωmax=10.97 σ/aCDL para una esbeltez de β = 0.04) pero
según la teoŕıa, la rotación inducida por la ICEO es “cofield”, y su valor
es el doble que la rotación debida a la acción del campo eléctrico sobre
el dipolo, que es “counterfield”. Por tanto, el resultado neto predicho
por la teoŕıa es una rotación “cofield”. Sin embargo, en nuestros expe-
rimentos se encuentra que las varillas rotan “counterfield”debido a que
el flujo electroosmótico es mucho menor que el predicho por el modelo
teórico desarrollado para una capa doble ideal. Esto es común a todos
los experimentos sobre ICEO y se han propuesto varias explicaciones:
el recubrimiento dieléctrico en la superficie metálica, la rugosidad de la
superficie, la adsorción de iones en la superficie, la aglomeración de iones
y/o la conducción superficial. Ajustando los espectros de electrorotación
a la curva teórica se obtuvieron los valores para la capacidad de la capa
doble (CDL). Se observó que la tendencia de la capacidad con la conduc-
tividad podŕıa explicarse suponiendo la existencia de una capa compacta
cuya capacidad es CS = 0.11 F m−2, de tal forma que la interfase se
puede modelar mediante la capacidad predicha por el modelo de Debye-
Hückel en serie con la capacidad de la capa compacta. La existencia de
esta capa compacta predice una reducción del flujo de ICEO, pero no lo
suficiente para estar conforme con los resultados experimentales.
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En la electroorientación, tanto la ICEO como la acción del campo so-
bre el dipolo tienden a orientar la varilla en la dirección del campo. A
bajas frecuencias, ω ≪ ωmax, la ICEO es la responsable de la orienta-
ción porque el par eléctrico es practicamente nulo. Cuando ω ≫ ωmax la
orientación es debida a la interacción campo-dipolo. De nuevo, la teoŕıa
predice que la rotación (orientación) debida a la ICEO es el doble de
rápida que la debida al par de fuerzas eléctrico mientras que los resul-
tados experimentales muestran que la orientación debida al par eléctrico
es mucho mayor que la debida a la ICEO.

Los cálculos sobre la influencia de la pared pueden explicar la discre-
pancia entre los valores de la velocidad angular predichos por la teoŕıa
del par eléctrico sobre el dipolo inducido y los obtenidos experimental-
mente, tanto en la electrorotación como en la electroorientación. El efecto
de la pared es doble: por un lado aumenta la fricción viscosa y, por otro,
dismimuye el par eléctrico. La corrección que debe hacerse cuando se tie-
ne en cuenta la pared es muy parecida para la electrorotación (un 33%)
y para la electroorientación (un 27%).
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Caṕıtulo 5

Electroorientación de

nanovarillas de plata bajo

fluctuaciones térmicas

En el caṕıtulo anterior se presentaron los resultados de los experimentos
sobre la electroorientación de varillas metálicas. Se midió el tiempo que
tardaban la varillas en reorientarse tras cambiar la dirección del campo
eléctrico aplicado. A este método se le conoce como electroorientación
determinista. De este modo se obtiene información sobre la velocidad
caracteŕıstica de orientación Γ , factor relacionado con la parte real de
la polarizabilidad en dirección paralela al eje de la varilla (Re [α||]). De
acuerdo con la teoŕıa presentada en el caṕıtulo 3, Γ es directamente pro-
porcional a Re [α||] para frecuencias altas e inversamente proporcional
al coeficiente de fricción viscosa γ. Como se explicó, la fricción viscosa
depende de la altura a la que rota la varilla sobre la pared y, dado que
nuestras varillas son brownianas, esa altura fluctúa. Esto significa que no
podemos conocer exactamente el valor teórico de γ, lo que nos permitiŕıa
medir directamente Re [α||] a partir de la medida del factor Γ .
En el presente caṕıtulo presentamos una nueva forma de estudiar la elec-
troorientación y mostraremos que usando este método podemos medir
la parte real de la polarizabilidad de forma directa (el parámetro me-
dido sólo depende de Re [α||], o sea, no aparece la fricción viscosa). El
procedimiento consiste en aplicar un campo eléctrico en una determinada
dirección, las varillas tenderán a orientarse en esa dirección pero su movi-
miento browniano tiende a orientarlas aleatoriamente dando lugar a una
distribución de ángulos en torno a la dirección de equilibrio (la dirección
en la que se aplica el campo)(Rose et al. (2007)). Veremos que existe una
relación entre la desviación t́ıpica de la distribución de ángulos y el par
de fuerzas que orienta a la varilla. Cuanto mayor sea el par de fuerzas
menor será la desviación t́ıpica de la distribución y viceversa. Puesto que
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el par de fuerzas que orienta a las varillas está relacionado con la parte
real de la polarizabilidad, midiendo la desviación t́ıpica de la distribución
obtendremos información directa sobre la polarizabilidad.
Otro beneficio es que esta técnica permite usar voltajes inferiores a los
usados en los experimentos de electroorientación determinista. El campo
aplicado en estos experimentos fue entre un 30% y un 70% menor que en
los experimentos de electroorientación determinista. Por tanto, la cáıda
de voltaje a través de la capa doble es menor y las condiciones experi-
mentales están más cercanas a las que suponen las teoŕıas electrocinéticas
más sencillas. Usualmente, los modelos electrocinéticos suponen que la
cáıda de potencial en la capa doble es del orden o menor que el potencial
térmico (kBT/e = 25mV).
De nuevo veremos que los resultados experimentales para frecuencias al-
tas pueden explicarse mediante la acción del campo aplicado sobre el
dipolo inducido. Para frecuencias bajas del campo aplicado, la electro-
orientación es debida al flujo de ICEO alrededor de la part́ıcula.
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5.1. Análisis teórico del problema

Consideremos una varilla inmersa en un electrolito, que presenta movi-
miento browniano en un plano, y que imponemos un campo eléctrico
alterno en una dirección fija. Como vimos en los dos caṕıtulos anteriores,
a altas frecuencias el par de fuerzas eléctrico debido a la acción del campo
sobre el dipolo inducido orientará la varilla en la dirección del campo.
Mientras que a bajas frecuencias, el flujo generado en torno a la varilla
(ICEO) también orientará a ésta en la dirección del campo. En ambas
situaciones existe una competencia entre el mecanismo que orienta la
varilla en la dirección del campo y el movimiento browniano. Tomemos
la dirección en la que aplicamos el campo como dirección de referencia,
al ángulo que forma el eje principal de la varilla con dicha dirección lo
llamaremos θ (Figura 5.1).

Figura 5.1: θ es el ángulo entre el eje principal de la varilla y la dirección del
campo aplicado.

La función densidad de probabilidad Ψ que describe la orientación de
la varilla viene determinada por la ecuación de Fokker-Planck en una
dimensión (Rose et al. (2007); Chen & Yu (1992)):

∂Ψ

∂t
+

∂

∂θ

(
Ψθ̇det −Dθ

∂Ψ

∂θ

)
= 0 (5.1)

Dθ es el coeficiente de difusión rotacional y θ̇det es la velocidad angular
de la varilla cuando se orienta de forma determisnista y que como vimos
en el Caṕıtulo 3 (se deduce de la ecuación 3.27) es
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θ̇det = −Γ sen 2θ (5.2)

La relación de Einstein nos da el valor del coeficiente de difusión rota-
cional Dθ = kBT/γ, siendo γ el coeficiente de fricción viscosa para el
movimiento de rotación (ecuación 3.7). La solución de estado estaciona-
rio de la ecuación 5.1 que satisface la condición ∂Ψ/∂θ = 0 en θ = 0
es

Ψ = Ψ0e
−Γsen2θ

Dθ (5.3)

donde Ψ0 se obtiene a partir de la condición de normalización:

∫ π/2

−π/2

Ψdθ = 1 (5.4)

El intervalo de valores posibles para el ángulo θ se restringe a [−π/2, π/2],
ya que θ = π − α y θ = −α son indistinguibles. En el caso en el que
Γ/Dθ ≫ 1, la función densidad de probabilidad sólo toma valores sig-
nificativos cuando θ ≪ 1 y, en ese caso, se aproxima muy bien por una
gaussiana:

Ψ ≈
Γ

πDθ
e
− Γ

Dθ
θ2

(5.5)

Cuando la frecuencia del campo aplicado es alta, la ICEO es despreciable
y la orientación se debe únicamente a la acción del campo aplicado sobre
el dipolo inducido. Para las varillas que usamos en nuestros experimentos
a≫ b, y la polarizabilidad a lo largo del eje principal del cilindro domina
frente a la polarizabilidad en la dirección radial, de modo que cuando
la frecuencia es alta (despreciando la influencia de la ICEO) podemos
escribir Γ = E0

2Re [α||]/4γ (ecuación 3.27). La ecuación 5.3 quedaŕıa
entonces como:

Ψ = Ψ0e
−

Re [α||]E0
2sen2θ

4kBT (5.6)

Esta expresión sólo es válida para frecuencias altas. A frecuencias bajas
debeŕıamos usar otra expresión para el factor Γ , una expresión que diera
cuenta de la orientación debida a la ICEO.

También es interesante estudiar la función de autocorrelación. Cuando
θ ≪ 1, la ecuación 5.1 se convierte en:

∂Ψ

∂t
− 2Γ

∂

∂θ
(θΨ)−Dθ

∂2Ψ

∂θ2
= 0 (5.7)
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Ecuación que describe el movimiento browniano de un oscilador armónico
sobreamortiguado. En este caso la función de autocorrelación es (Viana
et al. (2002); Wang & Uhlenbeck (1945)):

〈θ(t + τ)θ(t)〉 = 〈θ2(t)〉e−2Γτ =
kBT

K
e−2Γτ (5.8)

donde K = 2Γ/Dθ es la constante del oscilador armónico y 〈θ2(t)〉 = kBT
K

se obtiene a partir del teorema de equipartición. En nuestro caso, para
altas frecuencias del campo aplicado se tiene que K = 1

2
Re [α||]E0

2. A
partir de la función de autocorrelación podemos obtener el desplazamien-
to cuadrático medio MSDθ = 〈(θ(t+ τ)− θ(t))2〉 que en este caso viene
dado por (Lobo et al. (2011)):

MSDθ = 2〈θ2〉 − 2〈θ(t+ τ)θ(t)〉 =
2kBT

K
(1− e−2Γτ ) (5.9)

Aśı pues, midiendo las fluctuaciones térmicas en el ángulo de orientación
de la varilla conseguimos información sobre la velocidad de orientación Γ

(Lobo et al. (2011)) y podemos compararla con las medidas hechas me-
diante otros métodos experimentales, como el presentado en el Caṕıtulo
4.

5.2. Detalles experimentales

Las varillas usadas en estos experimentos son las mismas que las que se
usaron en los experimentos descritos en el Caṕıtulo 4. Sus caracteŕısticas
y su preparación para los experimentos se describen en la sección 4.1.
De nuevo, en la mayor parte de los experimentos, nos centraremos en
el estudio de las varillas con longitudes entre 6 y 7 micras (de modo
que su relación de aspecto es β = b/a = 0.04 ± 0.01). Los valores de
la conductividad del electrolito que se usaron en estos experimentos son
σ = 1.5, 5 y 15 mS/m. Las varillas se colocaron en el centro de una
estructura cuadrupolar de electrodos como la usada en los experimentos
del Caṕıtulo 4. Para aplicar un campo eléctrico alterno con una dirección
fija se utilizan las conexiones mostradas en la figura 5.2 a).
La diferencia de potencial entre los eléctrodos de arriba y los de abajo
(posiciones relativas a la figura 5.2 a)) es V (t) = V0 cos (ωt). La distancia
entre electrodos opuestos era 0.5 mm. Cuando una varilla se coloca en el
centro de la estructura de electrodos con la configuración descrita, la va-
rilla tiende a orientar su eje principal en la dirección del campo aplicado.
Sin embargo, debido a las fluctuaciones térmicas, el ángulo θ vaŕıa (Fi-
gura 5.2 b)). El movimiento de las varillas se observó con un microscopio
invertido y se grabó con una cámara acoplada al mismo. Para analizar



90 Caṕıtulo 5. EO de nanovarillas bajo fluctuaciones térmicas

Figura 5.2: a) Conexiones eléctricas para conseguir un campo eléctrico con
dirección fija. b) Debido a las fluctuaciones térmicas, las varillas no están
completamente orientadas y el ángulo θ fluctúa. Esas fluctuaciones son las que
medimos.

los v́ıdeos y extraer la distribución angular se desarrolló un programa en
MATLAB. El programa identifica una varilla como una nube de ṕıxeles
y extrae información sobre la posición de todos los ṕıxeles mediante sus
coordenadas (x, y) sobre la imagen. A continuación encuentra la recta de
mejor ajuste a todos los puntos (ṕıxeles) de la varilla usando el método
de los mı́nimos cuadrados y nos da el ángulo que forma dicha recta con
la dirección del campo aplicado. Se dan más detalles en el Apéndice B.

5.3. Resultados experimentales

Como se ha dicho en la sección anterior, estamos interesados en estudiar
la distribución de los ángulos de la varilla. La distribución de ángulos que
se encontró experimentalmente tiene forma de campana centrada en la
dirección del campo eléctrico aplicado. Dicha distribución está caracteri-
zada por una desviación t́ıpica que denotaremos por “s”. Cuanto menor
sea la desviación t́ıpica de la campana, más estrecha será ésta y más
orientada se encontrará la varilla.

5.3.1. Dependencia de la desviación t́ıpica con el

voltaje

Manteniendo la frecuencia y la conductividad fijas se hicieron medidas
de la distribución angular en función del voltaje aplicado V0. En la figura
5.3 se muestran las distribuciones obtenidas usando una conductividad
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σ = 1.5 mS/m cuando la frecuencia del campo aplicado era 3.2 kHz (Fi-
gura 5.3.a)) y cuando era 800 kHz (Figura 5.3.b)). Para σ = 1.5 mS/m,
la frecuencia a la que el espectro de electrorotación alcanza su máximo
es de 40 kHz. Esta frecuencia marca la transición entre el régimen de
bajas frecuencias en el que la electroorientación es debida a la ICEO y
el régimen de altas frecuencias en el que la electroorientación es debida
a la interacción entre el campo eléctrico y el dipolo inducido. Por tanto,
3.2 kHz está dentro del régimen de orientación debida a ICEO y 800 kHz
cae dentro del régimen de orientación debida al par de fuerzas sobre el
dipolo. La figura muestra la frecuencia relativa con la que el ángulo to-
maba valores dentro de un determinado intervalo. El número de ángulos
medidos para completar cada histograma es alrededor de 1800. Como
puede verse, la anchura de la campana para un voltaje dado es mayor
para 3.2 kHz que para 800 kHz, lo que indica que la orientación es menor
a baja frecuencia que a alta.

La figura 5.4 muestra la relación entre la desviación t́ıpica y el inverso
del voltaje aplicado 1/V0 para varios valores del voltaje aplicado. A baja
frecuencia, f = 3.2 kHz, los experimentos se hicieron usando los valores
de voltaje V0 = 4, 5, 6, 7 y 8 V. Para f = 800 kHz se aplicó V0 = 2, 3, 4, 5
y 6 V.

Figura 5.3: Distribución angular obtenida a una frecuencia fija de 3.2 kHz
en el caso de la figura a), y 800 kHz en el caso de la figura b). Las distribu-
ciones se obtuvieron usando tres valores distintos del voltaje: 4, 5 y 6 V. La
conductividad era 1.5 mS/m.

La ecuación 5.5 es la distribución angular que se predice cuando los ángu-
los de fluctuación son pequeños (θ ≪ 1), como en nuestros experimentos.
Esta distribución es una gaussiana cuya desviación t́ıpica viene dada por

s =
√

Dθ

2Γ
. Para valores altos de la frecuencia la electroorientación se debe
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Figura 5.4: Relación entre la desviación t́ıpica y el inverso del voltaje aplicado
1/V0 para f = 3.2 y 800 kHz. La conductividad del ĺıquido usado era 1.5 mS/m.

a la acción del campo eléctrico aplicado sobre el dipolo inducido, como
vimos en los Caṕıtulos 3 y 4. En ese caso podemos obtener el valor de la
desviación t́ıpica usando el valor de Γ para altas frecuencias:

s =

√
Dθ

2Γ
=

√
2kBT

E0
2Re [α||]

(5.10)

Esta expresión está, cualitativamente de acuerdo con lo observado expe-
rimentalmente; la figura 5.3 muestra que la desviación t́ıpica disminuye
conforme aumentamos el voltaje, ya que las campanas se estrechan con-
forme éste aumenta (recordemos que en una curva gaussiana la desviación
t́ıpica es una medida de la anchura de la campana).

En la figura 5.5 se muestra la comparación de los datos de la figura
5.4 con la predicción según la ecuación 5.10. Según la ecuación 5.10,
la desviación t́ıpica es inversamente proporcional al campo eléctrico y,
por tanto, inversamente proporcional al voltaje. La ĺınea recta es el valor
teórico de la desviación estándar como función de 1/V0 para f = 800 kHz.
Se ha calculado con T = 300 K (nuestras condiciones experimentales).
La polarizabilidad viene dada por α|| = 4πεa3A, siendo A la polarizabili-
dad adimensional. Para nuestras varillas a = 3.25 µm y β = a/b = 0.04.
Con estas caracteŕısticas, Re [A] = 0.155 fue obtenido numéricamente
con COMSOL (véase la figura 3.11). El campo eléctrico también se cal-
culó usando COMSOL en una geometŕıa 3D que simulaba el array de
electrodos. A partir del promedio del par de fuerzas eléctrico en la región
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de observación, se obtuvo E0
2 = 2.37V0

2× 106 V2m2. Por lo tanto, según
la teoŕıa:

s =
0.2732V

V0
(5.11)

La razón entre valores experimentales y teóricos es sexp/steo = 1.1±0.1, lo
que indica que el valor del par de fuerzas eléctrico predicho teóricamente
es mayor que el que se encuentra a partir de las medidas. Esto está de
acuerdo con los resultados presentados en el Caṕıtulo 4, obtenidos en los
experimentos de electroorientación determinista. La explicación a esta
reducción puede atribuirse al efecto de la pared sobre el par eléctrico. En
la sección 4.3.2 se hizo un estudio sobre la influencia de la pared en el
par de fuerzas eléctrico (véase la figura 4.11) y se vio que éste se redućıa
a medida que nos acercamos a la pared.

Figura 5.5: Comparación entre la predicción teórica para frecuencias altas y
los valores obtenidos experimentalmente cuando estudiamos la relación entre
la desviación t́ıpica y el inverso del voltaje para 800 kHz. La conductividad es
1.5 mS/m

Según los resultados presentados en los caṕıtulos 3 y 4, la orientación a
bajas frecuencias se debe al flujo electroosmótico en torno a las varillas
(ICEO) y el par de fuerzas es también proporcional al cuadrado del cam-
po eléctrico. Esto significa que a bajas frecuencias la desviación t́ıpica
también debe ser inversamente proporcional al voltaje aplicado. Los da-
tos de baja frecuencia (3.2 kHz) en la figura 5.5 se ajustan a una recta
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cuya ordenada en el origen es cero. Se obtiene que s = (0.64 ± 0.02)/V0

y el coeficiente de regresión lineal R2 = 0.996. (véase la figura 5.6).

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.0

0.1

0.2
 3.2 kHz
 Recta de mejor ajuste

 

 

1/V 0 [V-1]

s

Figura 5.6: Recta de mejor ajuste para los datos a baja frecuencia, 3.2 kHz.
La pendiente es m = (0.64 ± 0.02)V y el coeficiente de regresión, R2 = 0.996

Tanto la figura 5.3 como la figura 5.4 muestran que la desviación t́ıpica
es mayor para frecuencias bajas que para frecuencias altas. Esto signifi-
ca que la electroorientación es mayor a altas frecuencias, lo mismo que
obtuvimos en los experimentos sobre electroorientación determinista.

5.3.2. Dependencia de la desviación t́ıpica con la

conductividad y la frecuencia

La figura 5.7 muestra la desviación t́ıpica de la distribución de orienta-
ciones como función de la conductividad y de la frecuencia del campo
aplicado. La desviación t́ıpica se obtuvo a partir del ajuste de las distri-
buciones angulares, como las mostradas en la figura 5.3, a gaussianas de
la forma dada por la ecuación 5.5. Los resultados se obtuvieron usando
tres valores para la conductividad del electrolito: 1.5, 5 y 15 mS/m. La
frecuencia de la señal aplicada a los electrodos f = ω/2π abarcaba des-
de los 1600 Hz hasta los 3.2 MHz. El voltaje se mantuvo fijo V0 = 5V
durante los experimentos.
La figura 5.7 muestra que la orientación es mayor para valores altos
de la frecuencia que para valores bajos (desviación t́ıpica menor). A al-
tas frecuencias, el valor de s es independiente de la conductividad del
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Figura 5.7: Desviación t́ıpica de la distribución como función de la conducti-
vidad y de la frecuencia del campo aplicado (V0 = 5V ).

electrolito, tal y como predice la teoŕıa (véase la ecuación 5.10). A bajas
frecuencias, la orientación aumenta conforme disminuye la conductividad
del electrolito, como también obtuvimos en los experimentos de electro-
orientación determinista. La última observación es una manifestación del
hecho de que el flujo electroosmótico en torno a las varillas (el mecanis-
mo de orientación a bajas frecuencias) disminuye conforme aumenta la
conductividad, como se ha observado en los experimentos previos que es-
tudiaron la ICEO (Bazant & Squires (2010); Green et al. (2000); Studer
et al. (2004)).

No disponemos de una expresión teórica para poder comparar con los
resultados experimentales a bajas frecuencias. Sin embargo, para valores
altos de la frecuencia podemos usar la expresión 5.10. Cuando lo hacemos
encontramos que el cociente entre los resultados experimentales y los que
predice la teoŕıa es sexp/steo = 1.19± 0.08.

Con los experimentos de electroorientación determinista se midió la ve-
locidad de orientación Γ como función de la frecuencia y de la conduc-
tividad del electrolito (véase la figura 4.5). Con el fin de comparar esos
resultados con los presentados aqúı podemos convertir los valores de Γ

en valores de la desviación t́ıpica usando la relación:
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s =

√
kBT

2γΓ
(5.12)

siendo γ el valor del coeficiente de fricción viscosa dado por 3.7. La dife-
rencia relativa entre el valor experimental de s y el esperado a partir de
los experimentos deterministas es menor que el 20% para el ĺımite de ba-
jas frecuencias y menor que un 10% para altas frecuencias. La figura 5.8
muestra la comparación entre los datos convertidos a partir de los resul-
tados del Caṕıtulo 4 y los del presente, para el valor de la conductividad
más bajo σ = 1.5 mS/m y un voltaje V0 = 5V.

Figura 5.8: Comparación entre los datos convertidos a partir de los resultados
del Caṕıtulo 4 y los del presente. Conductividad más baja σ = 1.5mS/m y
voltaje V0 = 5V.

5.3.3. Dependencia de la desviación t́ıpica con la

longitud de la varilla

Como se mencionó en la sección 4.1, las varillas de plata tienen una dis-
tribución de longitudes. Este hecho nos permitió realizar un estudio sobre
la relación entre la longitud de la varilla y la desviación estándar de la
distribución de orientaciones. La figura 5.9 muestra el producto de la des-
viación t́ıpica y el voltaje s ·V0. La desviación estándar se obtuvo, en este
caso, no a través de un ajuste de las distribuciones angulares a una gaus-

siana sino directamente a través de su definición general s =
√∑

iθi
2/N .
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Los datos experimentales que se muestran se obtuvieron usando distintos
valores del voltaje aplicado, entre 2 y 6 V. El estudio se realizó para 10
longitudes distintas y las barras de error corresponden a la dispersión en
las medidas. La frecuencia se mantuvo fija en 800 kHz y la conductivi-
dad era 1.5 mS/m. A partir de la ecuación 5.10 podemos obtener la curva
teórica para s ·V0:

s ·V0 =
4.5276 · 10−9

L3/2
m3/2V (5.13)

siendo L la longitud de la varilla. Se han usado los mismos datos que
se usaron para representar la curva teórica de la figura 5.5. En la figura
5.9 también se muestra la comparación entre la curva teórica s ·V0 y los
datos experimentales como función de la longitud de la varilla.

Figura 5.9: Producto de la desviación t́ıpica y el voltaje en función de la
longitud de la varilla. El voltaje se cambió entre 2 y 6 V. f = 800 kHz y
σ = 1.5 mS/m. Se muestra la comparación con la curva teórica.

Los datos siguen la tendencia predicha por la ecuación 5.10, aunque están
sistemáticamente por encima de la curva teórica. La razón entre los resul-
tados experimentales y las predicciones teóricas es sexp/steo = 1.2± 0.2.

5.3.4. Desplazamiento cuadrático medio

Según la ecuación 5.9 podemos obtener el factor Γ estudiando el despla-
zamiento cuadrático medio, MSDθ. La figura 5.10 muestra un ejemplo
de la función MSDθ = 2〈θ2〉 − 2〈θ(t + τ)θ(t)〉 como función del lapso
de tiempo τ para una frecuencia f = 800 kHz y V0 = 6 V. La curva se
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obtuvo a partir del promedio sobre la trayectoria angular de 4 part́ıcu-
las. Cada trayectoria consiste en más de 300 ángulos. A partir del mejor
ajuste de los datos a la curva descrita por la ecuación 5.9 obtenemos la
velocidad de orientación Γ .
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Figura 5.10: MSDθ como función de τ para f = 800 kHz y V0 = 6 V. La
conductividad del ĺıquido usado en los experimentos era σ = 1.5 mS/m.

La figura muestra un tiempo de correlación en torno a 0.2 s y que la
curva satura más allá de 0.4 s. En la figura 5.11 se muestran los datos
obtenidos a partir de las curvas de mejor ajuste a la ecuación 5.9 en
función del cuadrado del voltaje aplicado para f = 800 kHz y σ = 1.5
mS/m. También se muestra la predicción teórica usando el coeficiente
de fricción viscosa correspondiente a la varilla rotando en el seno del
fluido y alejada de la pared. La razón entre los datos experimentales
y la predicción teórica es Γexp/Γteo = 0.62 ± 0.04. En el caso de los
experimentos de electroorientación determinista la razón es Γexp/Γteo =
0.74 ± 0.07. Los resultados por ambos métodos están muy próximos y
siempre son menores que la predicción teórica.

5.4. Conclusión

Los resultados experimentales presentados en este caṕıtulo están cuali-
tativamente de acuerdo con los que se presentaron en el Caṕıtulo 4. La
distribución angular muestra que la electroorientación es menor a bajas
frecuencias, donde el flujo electroosmótico es el responsable de la orienta-
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Figura 5.11: Γ en función del cuadrado del voltaje aplicado. Para f = 800
kHz y σ = 1.5 mS/m.

ción, que a altas frecuencias, donde la orientación se debe a la interacción
entre el campo y el dipolo inducido. Hacer una comparación entre los re-
sultados experimentales obtenidos a bajas frecuencias y las predicciones
teóricas es dif́ıcil puesto que el flujo electroosmótico depende mucho de
las caracteŕısticas de la superficie de la varilla, y éstas no se conocen
bien. Como también pasaba en el caso de los resultados mostrados en el
Caṕıtulo 4, la electroorientación a bajas frecuencias es mucho menor que
la que se predice cuando usamos un modelo ideal para la capa doble, sin
tener en cuenta los efectos de la rugosidad en la superficie (Messinger
& Squires (2010)), la adsorción de iones (Pascall & Squires (2010); Suh
& Kang (2009)), ni un posible recubrimiento dieléctrico (Green et al.

(2002); Pascall & Squires (2010)). Otros efectos tales como la aglome-
ración de contra-iones (Bazant et al. (2009)) y la conducción superficial
(O.Schnitzer & E.Yariv (2012)) pueden despreciarse porque, en nuestros
experimentos, la cáıda de potencial a través de la capa doble era cercano a
25 mV o más pequeño (un valor t́ıpico para dicha cáıda de potencial viene
dada por el producto del campo aplicado y la semilongitud de la varilla
aE0). También se observa que la electroorientación a bajas frecuencias
decrece conforme aumenta la conductividad del electrolito usado en el
experimento. Este hecho indica que el flujo electroosmótico en torno a
la varilla disminuye con la conductividad, como se ha observado en la
mayoŕıa de los experimentos de ICEO (Bazant & Squires (2010)).

Para valores altos de la frecuencia, cuando la orientación es debida a
la acción del campo eléctrico sobre el dipolo inducido, se puede hacer
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una comparación entre las predicciones teóricas y los resultados expe-
rimentales. Esta comparación muestra que teoŕıa y experimentos están
de acuerdo. La desviación estándar del ángulo es un parámetro indepen-
diente de la fricción viscosa entre la varilla y el ĺıquido. Gracias a este
hecho podemos separar el efecto de la pared sobre el par eléctrico del
efecto sobre la fricción viscosa. Ésta es una de las ventajas principales
de este método, para estudiar la electroorientación, frente al del caṕıtulo
4. Los datos experimentales para la desviación t́ıpica a altas frecuencias
se diferencian de los predichos entre un 10% y un 20%. Para una fre-
cuencia f = 800 kHz, el estudio de la dependencia de la desviación t́ıpica
con el voltaje aplicado revela que la relación entre los valores teóricos
y los valores experimentales es sexp/steo = 1.1 ± 0.1. Esta diferencia no
puede achacarse a una modificación de la fricción viscosa como conse-
cuencia de la presencia de la pared ya que la fricción viscosa no afecta
a la distribución de ángulos de equilibrio. Sin embargo, la pared puede
influir en el par eléctrico. En el Caṕıtulo 4 se presentaron los resulta-
dos de un estudio de la influencia de la pared sobre el par eléctrico y se
vio que pod́ıa disminuirlo hasta en un 40% (Te

z/Te
∞ = 0.6) (véase la

figura 4.11). Una variación en el par eléctrico entre un 20% y un 40%
bastaŕıa para explicar la discrepancia entre los valores predichos y los
que se obtienen en los experimentos (nótese que s ∝ 1/Te, y entonces
2|∆s|/s ≈ |∆Te|/Te). Los resultados de la figura 5.11 muestran que la
razón entre el factor Γ que se obtiene en nuestros experimentos y el pre-
dicho es Γexp/Γteo = 0.62±0.04. Esa diferencia podŕıa explicarse teniendo
en cuenta, únicamente, el aumento de la fricción viscosa debido a la pre-
sencia de la pared. No obstante, a la luz de los experimentos sobre la
desviación t́ıpica del ángulo, también debemos considerar la disminución
del par eléctrico debida a la presencia de la pared.



Caṕıtulo 6

Comportamiento colectivo de

nanovarillas de plata sujetas a

la acción de un campo

eléctrico

En los caṕıtulos 3, 4 y 5 se ha analizado el comportamiento de las nano-
varillas desde un punto de vista individual. Se ha visto que la interacción
de las varillas con el campo eléctrico aplicado es un fenómeno dependien-
te de la frecuencia del campo. Para todos los valores de la frecuencia, las
varillas se orientan en la dirección del campo. A frecuencias bajas el me-
canismo responsable de la orientación es el flujo electroosmótico en torno
a la varilla. A frecuencias altas la interacción entre el dipolo inducido y
el campo aplicado hace que la varilla se oriente. En el presente caṕıtulo
presentamos un estudio cualitativo sobre la interacción entre varillas en
función de la frecuencia y mostramos que los patrones que se observan
cuando se estudia el comportamiento colectivo de las nanovarillas pueden
entenderse teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los caṕıtulos
anteriores.
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6.1. Detalles experimentales

Las nanovarillas que se han usado en este estudio son las mismas que
las que se usaron en los experimentos presentados en los Caṕıtulos 4 y
5 (véase la sección 4.1). Para realizar los experimentos de esos caṕıtu-
los nos hemos centrado en las varillas cuya longitud está comprendida
entre 6 y 7 µm. Ahora, para estudiar el comportamiento colectivo usa-
mos todas las varillas sin atender al tamaño. Como se mencionó, este
tipo de varillas tiene forma ciĺındrica y, según las imágenes obtenidas a
través de un microscopio electrónico de barrido (SEM), su longitud abar-
ca desde las 2 a las 8 micras y su diámetro desde los 100 a los 300 nm.
La figura 6.1 muestra el montaje experimental. Se usó una estructura
bidimensional de dos electrodos separados por 1 cm. En nuestros experi-
mentos las nanovarillas se encontraban inmersas en una solución de KCl
en agua. Los experimentos se hicieron usando tres valores distintos pa-
ra la conductividad del electrolito: 1.5, 5 y 15 mS/m. Para contener al
ĺıquido y las varillas usamos una pequeña piscina de PDMS (polidime-
tilsiloxano) de medio miĺımetro de profundidad (véase la figura 6.1). La
piscina se llenaba con la solución de KCl con la conductividad deseada
y una pequeña gota con las varillas se inyectaba en el centro de la es-
tructura tal y como se muestra en la figura. De este modo evitábamos
que las nanovarillas entrasen en contacto con los electrodos produciendo
un cortocircuito. Los experimentos se pueden llevar a cabo durante va-
rios minutos antes de que las nanovarillas, debido a la difusión, entren
en contacto con los electrodos. Al estar lejos, también evitamos que las
burbujas y/o los compuestos electroqúımicos generados en los electrodos
afecten al comportamiento de las varillas. Antes de ser inyectadas, las
nanovarillas se lavaron varias veces con una solución de KCl de la mis-
ma conductividad que la que usábamos para llenar la piscina de PDMS.
Usando un generador de funciones y un amplificador se impuso un volta-
je entre los electrodos de V0 = 100 V (véase la figura 6.1), consiguiendo
un campo eléctrico de 10 kV/m cuya frecuencia abarcaba desde los 100
Hz hasta 1 MHz. El comportamiento de las varillas se observó usando un
microscopio invertido.

6.2. Resultados experimentales

Como pod́ıamos esperar a partir de los resultados mostrados en los
caṕıtulos anteriores, las nanovarillas se orientan en la dirección del cam-
po eléctrico para todos los valores de la frecuencia y la orientación es
mayor a frecuencias altas. Se estudió el comportamiento colectivo de las
varillas en función de la frecuencia del campo aplicado. La figura 6.2.a) es
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Figura 6.1: Montaje experimental usado: Una estructura bidimensional de
dos electrodos separados por una distancia de 1 cm. Las varillas se colocaban
en el centro de la estructura para evitar cortocircuitar los electrodos. Para
contener al ĺıquido con las nanovarillas se empleó una piscina de PDMS.

una imagen de las varillas antes de aplicar el campo eléctrico. Podemos
observar que éstas se encuentran uniformemente dispersas por toda la
región de observación y orientadas aleatoriamente, no se observa ningún
patrón. En la misma figura se muestra lo que ocurre a frecuencias bajas y
altas. A frecuencias bajas, las varillas forman bandas con forma ondulada
y para valores altos de la frecuencia, las varillas se organizan formando
cadenas. Para valores intermedios de la frecuencia, valores cercanos a ese
en el que el espectro de electrorotación presenta un máximo, los patrones
dependen de la historia. Se observó que el patrón que se alcanza al pasar
de una frecuencia a otra depende de la frecuencia de la que se parte. La
figura 6.3 muestra los patrones observados en función de la frecuencia
para un valor de la conductividad σ = 1.5 mS/m y una amplitud del
campo eléctrico E = 10 kV/m. En la parte izquierda se muestra lo que
sucede cuando se parte de un valor bajo de la frecuencia y vamos aumen-
tando ésta cuasi-estáticamente. La parte derecha de la figura muestra lo
que sucede cuando partimos de un valor alto de la frecuencia y vamos
disminuyéndola también cuasi-estáticamente.

A frecuencias bajas (4.5 kHz en la figura 6.3), las nanovarillas se colocan
paralelas unas a otras formando bandas más o menos ortogonales a la
dirección del campo aplicado. Las bandas tienen forma ondulada como se
mencionó anteriormente. Para valores altos de la frecuencia (210 kHz en
la figura 6.3) las nanovarillas se colocan una tras otra formando cadenas
en la dirección del campo aplicado. Ambos patrones son estables mien-
tras el campo esté siendo aplicado y se han observado para valores de
conductividad que alcanzan hasta los 15 mS/m. Para valores altos de la
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Figura 6.2: a) Imagen de las varillas antes de aplicar el campo eléctrico.
Podemos observar que éstas se encuentran uniformemente dispersas por toda
la región de observación y orientadas aleatoriamente. b) A frecuencias bajas
se forman patrones con bandas onduladas. c) A frecuencias altas se forman
patrones con forma de cadenas.

conductividad los patrones tardan más en formarse cuando la frecuencia
es baja. Para valores superiores a 15 mS/m los experimentos no pudieron
hacerse porque las varillas se pegaban unas a otras y también al sustra-
to sobre el que están los electrodos (probablemente debido a las fuerzas
atractivas de DLVO para capas difusas muy delgadas). También se ob-
servó que cuando el campo eléctrico dejaba de aplicarse, el movimiento
browniano redispersaba las nanovarillas y se recuperaba el estado inicial
(el que se muestra en la figura 6.2) tras unos minutos, lo que demuestra
que los patrones son reversibles.

Veamos si el comportamiento colectivo de muchas part́ıculas puede enten-
derse a través de la interacción entre pocas part́ıculas (idealmente entre
dos part́ıculas). En la sección 4.3.2 se presentaron los resultados del es-
tudio sobre la interacción entre unas pocas varillas (véase la figura 4.8).
Para frecuencias bajas, las varillas se sitúan una al lado de otra apilándo-
se en paralelo. Esto se traduce en la formación de bandas perpendiculares
a la dirección del campo cuando la concentración de varillas es grande. A
frecuencias altas se forman cadenas cortas que aumentan de longitud pa-
ra altas concentraciones de part́ıculas. Experimentos similares con pocas
part́ıculas se realizaron para otros valores de la conductividad, 5 mS/m
y 15 mS/m, observándose el mismo comportamiento. Los experimentos
se analizaron en detalle para determinar las frecuencias de transición en-
tre el apilamiento en paralelo y los estados intermedios, y entre estados
intermedios y cadenas cortas. En la figura 6.4 se muestran los resultados
del análisis sobre las frecuencias de transición, en función de la conduc-
tividad del electrolito. Los resultados se obtuvieron en experimentos con
pocas part́ıculas. En la figura existen tres zonas bien definidas, por de-
bajo de la ĺınea negra las part́ıculas se apilan en paralelo, por encima de
la ĺınea roja se forman cadenas cortas y en la zona entre ambas ĺıneas
el comportamiento es una mezcla de lo observado a bajas y altas fre-
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Figura 6.3: Patrones observados en función de la frecuencia para un valor de
la conductividad σ = 1.5 mS/m y una amplitud del campo eléctrico E = 10
kV/m. En la parte izquierda se muestra lo que sucede cuando se parte de un
valor alto para la frecuencia y vamos disminuyendo ésta. La parte derecha
de la figura muestra lo que sucede cuando partimos de un valor bajo de la
frecuencia y vamos aumentándola.

cuencias. Esto se corresponde con los patrones observados para muchas
part́ıculas.

6.3. Discusión

Los resultados de los caṕıtulos 3, 4 y 5 son suficientes para entender cuali-
tativamente el comportamiento colectivo de las nanovarillas. El espectro
de electrorotación alcanza su máximo para una frecuencia dada por
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Figura 6.4: Resultados del análisis sobre la frecuencia a la que se pasa del
patrón con bandas al patrón con cadenas.

fmax = 10.97
σ

2πaCDL

(6.1)

Para valores de la frecuencia cercanos al dado por esta expresión, se ob-
serva un comportamiento colectivo que es una mezcla de lo observado
a bajas y altas frecuencias. De este modo, podemos asimilar fmax a la
frecuencia que marca la transición entre las bandas y las cadenas. Para
valores intermedios de la frecuencia, cercanos a fmax, los patrones depen-
den de si los experimentos se realizan partiendo de un valor bajo de la
frecuencia y se va subiendo ésta, o si se sigue el proceso inverso. Podemos
concluir que el patrón al que se llega al pasar de una frecuencia a otra
depende del patrón del que se parte. Vimos que para frecuencias bajas,
f ≪ fmax, el campo eléctrico induce la aparición de carga en la doble
capa eléctrica que rodea a la varilla y las ĺıneas de campo rodean a la
varilla (véase la figura 6.5a), parte superior). El campo eléctrico actuan-
do sobre la carga acumulada en la capa difusa produce un movimiento
del fluido que rodea a la part́ıcula (ICEO) y que es el responsable de la
orientación a bajas frecuencias. Este flujo en torno a las varillas puede
explicar, al menos en parte, la interacción entre part́ıculas observada a
bajas frecuencias (Saintillan et al. (2006)).
Rose et al. (2009) observaron que la interacción hidrodinámica entre un
par de varillas es debida al flujo de ICEO. Cuando dos varillas se apro-
ximan, primero se alinean y luego deslizan una sobre otra hasta ponerse
en paralelo para luego separarse. Ésto está de acuerdo con lo observado
en nuestro experimentos (véase la figura 6.6) y es el tipo de movimiento
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Figura 6.5: a) Ĺıneas de campo eléctrico y representación de la interacción
hidrodinámica entre dos varillas a frecuencias bajas, f ≪ fmax. b) Ĺıneas de
campo eléctrico y representación de la interacción eléctrica entre dos varillas
a frecuencias altas, f ≫ fmax.

esperado a partir del campo de velocidades calculado por Saintillan et al.

(2006) (véase la figura 6.5a), parte inferior).

Figura 6.6: Imágenes que muestran la interacción entre un par de varillas.
Los números indican el orden temporal de las imágenes. Cuando dos varillas
se aproximan, primero se alinean y luego deslizan una sobre otra hasta ponerse
en paralelo para luego separarse.

Tras separarse, las varillas se mantienen a una distancia de unos pocos
micrómetros, en una situación estable. La razón para esto no está clara,
podŕıa deberse a algún tipo de interacción eléctrica que no es causada por
el flujo de ICEO. Según Saintillan et al. (2006), el flujo electroosmótico
hace que las varillas se atraigan cuando se colocan alineadas (véase la
figura 6.7a)) y que se repelan cuando se colocan una paralela a la otra
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(véase la figura 6.7b)). Según los mismos autores existe un equilibrio entre
repulsión y atracción cuando, estando las varillas situadas una paralela a
la otra, la ĺınea que une sus centros geométricos forma un ángulo de 45o

con el eje de las varillas (véase la figura 6.7c)). Ésta podŕıa ser la razón
por la que, en nuestros experimentos, la posición relativa más frecuente
es esa y podŕıa explicar la forma ondulada que se observa en las bandas.

Figura 6.7: Se dan distintas situaciones en función de la posición relativa entre
las varillas (Saintillan et al. (2006)). a) Las varillas se atraen cuando se colocan
alineadas. b) Se repelen cuando se colocan una paralela a la otra. c) Existe
una situación de equilibrio cuando la ĺınea que une sus centros geométricos
forma un ángulo de 45o con el eje de las varillas.

Para valores altos de la frecuencia, f ≫ fmax, la varilla se comporta como
un conductor perfecto y las ĺıneas de campo intersectan perpendicular-
mente la superficie de la varilla. A esas frecuencias no existe ICEO y la
interacción entre las nanovarillas es del tipo dipolo-dipolo, las varillas se
atraen alineándose y formando cadenas. Como se ha mencionado, asig-
namos a fmax la transición entre el rango de frecuencias bajas en el que
la interacción es de tipo hidrodinámica debido a la ICEO y el rango de
frecuencias altas, en el que la interacción es de tipo dipolo-dipolo. La
figura 6.8 muestra la curva teórica que corresponde a la frecuencia de
transición, fmax, en función de la conductividad del electrolito (ecuación
6.1). Como vemos, dicha curva está dentro de la zona de transición entre
los patrones con forma de bandas onduladas y los patrones con forma de
cadenas. A la luz de estos mecanismos, la histéresis mostrada en la figura
6.3 puede explicarse como sigue. Cuando se baja la frecuencia de manera
cuasiestática, las cadenas se rompen en segmentos formados por muchas
varillas. Estos segmentos se comportan como varillas grandes. A frecuen-
cias bajas, muestran interacciones hidrodinámicas que se corresponden
con objetos esbeltos más grandes, llegando a formar bandas que son más
gruesas que las que se forman partiendo de nanovarillas aisladas.

6.4. Conclusión

Se han presentado los resultados de un estudio experimental sobre el
comportamiento colectivo entre nanovarillas. Para valores bajos de la
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Figura 6.8: La ĺınea discontinua se corresponde con la frecuencia de transición,
fmax, en función de la conductividad del electrolito.

frecuencia, la interacción entre las varillas es de tipo hidrodinámico y su
causa es el flujo electroosmótico en torno a las mismas. Esta interacción
lleva a las varillas a formar un patrón de bandas onduladas, que son
perpendiculares a la dirección del campo eléctrico aplicado. A frecuencias
altas no hay flujo en torno a las nanovarillas, éstas se comportan como
conductores perfectos y la interacción entre ellas es de tipo dipolo-dipolo.
Este tipo de interacción se traduce en que las varillas se alinean unas
tras otras formando cadenas en la dirección del campo aplicado. Para
valores intermedios de la frecuencia, cercanos a fmax, el comportamiento
colectivo es una mezcla entre lo observado a bajas y altas frecuencias.
Para estos valores los patrones que se obtienen dependen de la historia,
dependen de si el estudio se realiza subiendo la frecuencia o bajándola.
Para concluir podemos decir que estas observaciones pueden explicarse
cualitativamente conforme a los resultados obtenidos en los caṕıtulos 3,
4 y 5, atendiendo a interacciones hidrodinámicas a frecuencias bajas y a
interacciones dipolo-dipolo a frecuencias altas.
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Caṕıtulo 7

Conclusión General

Durante los estudios de doctorado se llevaron a cabo distintos tipos de
experimentos sobre manipulación de part́ıculas metálicas inmersas en
una solución electroĺıtica, en concreto una solución de cloruro potásico
en agua. Se realizaron experimentos de electrorotación con esferas de ti-
tanio (caṕıtulo 2) y nanovarillas de plata (caṕıtulo 4), experimentos de
electroorientación de nanovarillas (caṕıtulos 4 y 5). También se realiza-
ron experimentos en los que se estudió el comportamiento colectivo de
las nanovarillas (caṕıtulo 6).

Los experimentos de electroorientación se llevaron a cabo de dos for-
mas distintas: una forma consiste en aplicar un campo eléctrico alterno
en una dirección que forma 90o con la dirección en la que la nanovarilla
está orientada originalmente, para ver el tiempo que tarda ésta en orien-
tarse en la dirección del campo (caṕıtulo 4), y la otra forma consiste en
el estudio de las fluctuaciones térmicas en el ángulo de orientación de la
nanovarilla (caṕıtulo 5).

Se ha mostrado que los experimentos de electrorotación son útiles pa-
ra estudiar la parte imaginaria de la polarizabilidad de las part́ıculas.
Los espectros de electrorotación tienen forma de campana centrada en
un frecuencia caracteŕıstica inversamente proporcional al tiempo de car-
ga de la capa doble, y la rotación de la part́ıcula siempre es en sentido
contrario al de rotación del campo eléctrico (rotación “counterfield”). Se
encontró que la velocidad angular de rotación es proporcional al cuadra-
do del campo eléctrico aplicado, tal y como predice la teoŕıa. En el caso
de las esferas de titanio, debido a la simetŕıa de las mismas, el flujo elec-
trosmótico no juega ningún papel relevante, aunque podŕıa modificar la
interacción entre las esferas y el sustrato. Sin embargo, en el caso de la
electrorotación de nanovarillas, el flujo electrosmótico dominaŕıa (teóri-
camente) al par eléctrico, produciendo rotación en el mismo sentido que
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rota el campo eléctrico (“cofield”). El hecho de que las nanovarillas roten
en sentido contrario al predicho teóricamente, se debe a que el flujo elec-
trosmótico real es bastante inferior al que se predice para una capa doble
ideal, esto es, sólo con capa difusa. Esto último ya se hab́ıa observado
en experimentos anteriores a los presentados en este trabajo y la discor-
dancia se atribuye a las imperfecciones de la interfase metal-electrolito.
En el caso de las esferas, las frecuencias caracteŕısticas se ajustan bien a
las predichas teóricamente cuando se modela la interfase mediante una
impedancia tipo CPE. El uso de un CPE para modelar la interfase se
justifica por las imperfecciones en la misma. En el caso de las nanovari-
llas, la comparación entre las frecuencias caracteŕısticas predichas y las
obtenidas a partir de los espectros de rotación revelaŕıan la existencia de
una capa compacta en la superficie de las nanovarillas. Sin embargo, la
disminución de la velocidad electroosmótica debida a este efecto no seŕıa
suficiente para explicar las observaciones. Tanto para las esferas como pa-
ra las nanovarillas, las frecuencias siguen el comportamiento esperado en
función de la conductividad del electrolito y la longitud de la part́ıcula.
En ambos casos, la frecuencia caracteŕıstica es proporcional a la con-
ductividad. Para una esfera, la frecuencia caracteŕıstica es inversamente
proporcional a su radio y para las nanovarillas es inversamente propor-
cional a su longitud. Las discrepancias entre la amplitud de la rotación
predicha y la que se encuentra experimentalmente se explica si se tiene
en cuenta la interacción de las part́ıculas con el sustrato, y la dispersión
del valor del campo eléctrico en la zona en la que se encontraban las
part́ıculas.

Mediante los experimentos de electroorientación estudiamos la parte real
de la polarizabilidad. Los dos tipos de experimentos sobre electroorienta-
ción muestran que para frecuencias inferiores a la frecuencia caracteŕısti-
ca, la orientación es menor que para valores altos. Se demostró que para
valores bajos de la frecuencia, el flujo electrosmótico era el causante de la
orientación de las nanovarillas, mientras que para valores altos, la orien-
tación se debe al torque que el campo eléctrico ejerce sobre el dipolo
inducido en la varilla. Las ventajas del estudio de la parte real de la po-
larizabilidad a través de las fluctuaciones del ángulo de equilibrio son que
los resultados son independientes de la fricción viscosa entre las varillas
y el sustrato, además de que pueden usarse valores más pequeños para
el voltaje aplicado.

El estudio del comportamiento colectivo de las nanovarillas nos condujo
al descubrimiento de que las part́ıculas se colocan de forma ordenada en
dos patrones diferentes en función de la frecuencia. Cuando la frecuencia
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es baja, el flujo electrosmótico produce una interacción hidrodinámica
entre las varillas que las lleva a formar bandas onduladas perpendicula-
res a la dirección en la que se aplica el campo. Mientras que para valores
altos de la frecuencia, la capa doble no se forma y la interacción entre las
varillas es de tipo dipolo-dipolo. Esto las lleva a formar cadenas de gran
longitud que se alinean con el campo aplicado.

En definitiva, se ha visto que los resultados experimentales pueden ex-
plicarse como resultado de la acción del campo eléctrico sobre el dipolo
inducido en la part́ıcula, junto el flujo electrosmótico que surge por la in-
teracción entre el campo eléctrico y las cargas que el propio campo induce
en la interfase. De este modo, el campo interactúa de dos formas con la
part́ıcula metálica, aunque ambas tienen como origen la polarización de
la interfase metal-electrolito y la consecuente formación de la capa doble.
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Hasta ahora, el valor más alto de conductividad del electrolito que hemos
usado en los experimentos sobre manipulación de micro y nanopart́ıcu-
las metálicas es 15.9 mS/m, que fue el que usamos con las esferas de
titanio (véase el caṕıtulo 2). En el caso de las nanovarillas de plata no
se superaron los 15 mS/m. La razón por la que no se realizaron experi-
mentos con valores superiores de la conductividad es que las part́ıculas
se pegan entre ellas y al sustrato sobre el que están los electrodos, pre-
sumiblemente debido a las fuerzas atractivas de DLVO cuando las capas
difusas son muy delgadas. Hacer experimentos sobre manipulación de
micro y nanopart́ıculas metálicas usando valores altos para la conducti-
vidad tiene interés desde el punto de vista de las aplicaciones médicas
y biológicas, en las que cada vez es más frecuente el uso de part́ıculas
de tamaño micro y nanométrico. Los ĺıquidos biológicos poseen valores
para la conductividad que son mayores que los que se han usado en los
experimentos presentados hasta el momento. Por ejemplo, un valor t́ıpi-
co para la conductividad de la sangre es σ ≃ 0.7 S/m. Añadir óxido de
polietileno (PEO) al electrolito podŕıa ser una solución para conseguir
estabilizar de forma estérica la dispersión a altas concentraciones de sal
(valores altos de la conductividad) y, por tanto, evitar que las part́ıculas
se peguen entre ellas y/o al sustrato (Israelachvili (2011)). El PEO con-
siste en cadenas poliméricas que se adhieren a las part́ıculas impidiendo
el contacto ı́ntimo entre ellas, y también entre las varillas y el sustrato
(véase la figura A.1).

Figura A.1: Repulsión estérica. Las cadenas de óxido de polietileno se adhieren
a las part́ıculas impidiendo el contacto ı́ntimo entre ellas, y también entre las
varillas y el sustrato.

Otro efecto interesante del óxido de polietileno es su influencia sobre el
flujo electroosmótico en torno a las part́ıculas. Los resultados de los es-
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tudios sobre la electroorientación de part́ıculas metálicas muestran que
a valores bajos de la frecuencia del campo aplicado, la acción del cam-
po eléctrico sobre la carga eléctrica acumulada en la interfase metal-
electrolito se traduce en la aparición del flujo electroosmótico por car-
ga inducida (ICEO) en torno a la part́ıcula. Existen situaciones en las
que puede ser interesante hacer experimentos en los que dicho flujo no
esté presente. Seŕıa de interés, por tanto, encontrar una forma de ate-
nuarlo y, si es posible, eliminarlo completamente. Podŕıa suponerse que
las cadenas de óxido de polietileno dificultaŕıan el flujo en torno a las
varillas dando lugar a una reducción del flujo de ICEO.

A.1. Detalles y resultados experimentales

A continuación se presentan los resultados de un estudio en el que se
añadió PEO a la disolución con el doble objetivo de llevar a cabo expe-
rimentos con valores de la conductividad más altos que los usados hasta
el momento y de eliminar el flujo electroosmótico en torno a las nano-
varillas de plata. Se hicieron dos tipos de experimentos, uno sobre la
electrorotación de nanovarillas de plata y otro sobre la electroorientación
de las mismas varillas bajo fluctuaciones térmicas. Puesto que el PEO
altera la viscosidad del ĺıquido en el que están inmersas las varillas, es
más apropiado realizar experimentos de electroorientación en los que se
impone un campo en una dirección fija y se observa la distribución de
ángulos en torno a dicha dirección (como se hizo en el caṕıtulo 5), ya que
en estos experimentos los resultados son independientes de la viscosidad
del ĺıquido. En cambio, en los experimentos sobre electroorientación pre-
sentados en el caṕıtulo 4, los resultados śı que dependen de la viscosidad.
La única diferencia, en cuanto a las circunstacias experimentales bajo las
que se realizaron los experimentos de los caṕıtulos 4 y 5, es la adición de
PEO a las soluciones de KCl en agua. El peso molecular medio del óxido
de polietileno usado en estos experimentos era < MV >∼ 106 g/mol.
Aproximadamente 1 g de PEO en polvo se añadió a 50 ml de solución
de KCl en agua con la conductividad deseada. Al cabo de media hora se
midió la conductividad de la solución y no se encontró variación. Aunque
a la media hora la mayor parte del PEO se hab́ıa disuelto, aún quedaba
algo por disolver. Con esa solución se hicieron los experimentos. Los va-
lores de la conductividad usados fueron de nuevo σ = 1.5, 5 y 15 mS/m.
Se usaron los mismos valores para la conductividad con y sin PEO, con
el fin de comparar los resultados en ambos casos. Usando PEO pudieron
llevarse a cabo experimentos en soluciones electroĺıticas de conductivi-
dad σ = 106 mS/m. Para ese valor de la conductividad no se pudieron
hacer experimentos sin usar PEO porque, como se ha dicho, las varillas



120 Apéndice A. Experimentos de nanovarillas con óxido de polietileno

se pegaban al sustrato sobre el que están impresos los microelectrodos.

Se usó una estructura cuadrupolar de electrodos y las conexiones fue-
ron las mismas que las mostradas en las figuras 4.2a) y 5.2a). La figura
A.2 muestra los espectros de la electrorotación de nanovarillas para cua-
tro valores diferentes de la conductividad: σ = 1.5, 5, 15 y 106 mS/m ,
usando PEO y sin usarlo. Los valores máximos de rotación en los espec-
tros son sistemáticamente mayores en los casos en los que no se usa PEO,
un 23% mayores en promedio. Presumiblemente esto se debe al aumento
de la viscosidad del ĺıquido. Los espectros indican que el PEO no cambia
el valor de la frecuencia a la que la velocidad angular alcanza su máximo,
lo que muestra que la presencia del PEO no cambia de forma significativa
el mecanismo de polarización de la interfase metal-electrolito. Como he-
mos indicado anteriormente, para la conductividad más alta (106 mS/m)
sólo existen resultados con PEO.
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Figura A.2: Espectros de electrorotación para distintos valores de la conduc-
tividad, usando y sin usar PEO.

Analicemos ahora el efecto del PEO en los experimentos de electro-
orientación bajo fluctuaciones térmicas. La figura A.3 muestra la des-
viación t́ıpica de la distribución angular como función de la conduc-
tividad, para valores bajos de la frecuencia del campo aplicado usan-
do PEO y sin usarlo. Recordemos que bajas frecuencias aqúı significa
f ≪ fmax = 10.97σ/2πaCDL, es decir, estamos en la parte más a la iz-
quierda de la figura 5.7, donde la desviación t́ıpica se mantiene constante
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con la frecuencia. Como acabamos de decir, los espectros de electroro-
tación muestran que fmax no cambia por el hecho de usar PEO. Esto
significa que dada una conductividad, una frecuencia será baja con inde-
pendencia de que se use PEO o no. Cada punto de la figura se obtuvo
realizando el promedio sobre 10 varillas como mı́nimo y usando varios
valores de la frecuencia, todos dentro de la zona en la que la desviación
t́ıpica en función de la conductividad se mantiene constante: f = 1.6, 2.5,
4 y 6.3 kHz. Los datos en rojo corresponden a los experimentos hechos
usando PEO. Sólo se representan los resultados para dos valores de la
conductividad: 1.5 y 5 mS/m. Sin embargo, usando PEO, también se hi-
cieron experimentos sobre electroorientación para 15 mS/m y 106 mS/m,
aunque para estos dos valores de la conductividad no se observó que las
nanovarillas se orientasen con el campo a frecuencias bajas (lo que se
traduce en valores muy grandes de la desviación t́ıpica). La desviación
t́ıpica de la distribución angular aumenta al usar PEO, lo que indica que
el flujo electroosmótico en torno a las varillas se reduce, puesto que dicho
flujo es el responsable de la orientación de las varillas a bajas frecuen-
cias. Para valores altos de la frecuencia f ≫ fmax, la desviación t́ıpica
no cambia por el hecho de usar PEO, s ≃ 0.07 (véase la figura 5.7). Esto
es, la orientación debida al par sobre el dipolo no se ve afectada por la
presencia de PEO.
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Figura A.3: Desviación t́ıpica de la distribución angular como función de
la conductividad, para frecuencias bajas, cuando se realizan experimentos de
electroorientación bajo fluctuaciones térmicas, usando PEO y sin usarlo.
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Los principales resultados obtenidos en este estudio son:

1. Añadiendo óxido de polietileno a la solución salina se consiguió la
estabilización estérica de las nanovarillas, esto es, las nanovarillas no se
pegaron entre ellas ni al sustrato cuando la conductividad superó los
15 mS/m. Ello nos permitió realizar experimentos sobre electrorotación
y electroorientación para un valor de σ = 106 mS/m. Se observó que
la frecuencia caracteŕıstica de los espectros de electrorotación y electro-
orientación no cambia por la adición de PEO. Esto quiere decir que la
presencia de PEO no cambia de forma significativa el mecanismo de po-
larización de la interfase metal-electrolito.

2. Se observó un aumento de la desviación t́ıpica en la distribución de
los ángulos con la adición de PEO, esto es, una reducción de la electro-
orientación con PEO, lo que puede interpretarse como una reducción del
flujo electroosmótico en torno a las varillas (véase la figura A.3).

Sobre ambos resultados hay que decir que el primero es concluyente, la
estabilización estérica se consigue para valores altos de la conductividad
y el resultado es reproducible. Sin embargo, los intentos de reproducir el
segundo resultado, usando concentraciones definidas de PEO totalmente
disuelto, fueron infructuosos. Las razones por las que esto es aśı se nos
escapan y habŕıa que estudiar la influencia de parámetros no controlados,
tales como el pH o la temperatura.
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Los resultados de los experimentos sobre la electrorotación y la electro-
orientación de nanovarillas, presentados en los caṕıtulos 4, 5 y el apéndice
A, se obtuvieron a partir del análisis de los v́ıdeos que se grabaron duran-
te la realización de dichos experimentos. Para extraer esa información de
los v́ıdeos fue necesario hacer medidas sobre el movimiento de un gran
número de varillas, puesto que las medidas presentadas en las gráficas
son el resultado de un promedio realizado sobre los datos obtenidos si-
guiendo a varias. Con el fin de automatizar este análisis se desarrollaron
diferentes programas usando los comandos de MATLAB para el procesa-
do de imágenes. En este apéndice se explican las ideas en las que se basan
estos programas. Puesto que lo que se quiere medir depende del tipo de
experimento realizado, cada estudio requiere un programa espećıfico. Sin
embargo, aunque los detalles dependan del tipo de experimento, la ma-
nera de obtener información sobre el movimiento de las varillas es común
a todos los programas. Para aplicar nuestros programas, los v́ıdeos tuvie-
ron que pasarse a blanco y negro, para lo cual empleamos el programa
“ImageJ”, dejando las varillas en blanco y el fondo en negro (véase la
figura B.1). Los v́ıdeos estaban en formato AVI.

Figura B.1: Con el programa ImageJ pasamos los v́ıdeos que estaban en escala
de grises a blanco y negro.

Todos los programas comienzan del mismo modo. La figura B.2 muestra
las ĺıneas de comandos. El nombre de la función es ElectroRotacion,
está aplicada sobre v́ıdeo y la variable de salida es matrizfinal. Su-
pongamos que aplicamos estos comandos a un v́ıdeo formado por una
secuencia de N imágenes y que cada imagen (“frame”) tiene 1000 ṕıxeles
× 400 ṕıxeles. Lo que MATLAB hace es convertir el v́ıdeo en una matriz
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de dimensiones N×1000×400 de forma que la matriz i×1000×400 es una
matriz de ceros y unos que se corresponde con el frame i-ésimo del v́ıdeo.
Se le asigna 1 a un ṕıxel si es blanco y se le asigna 0 si es negro. La
idea es convertir las imágenes en matrices para aśı poder operar con ellas
matemáticamente. Puede que estemos interesados en observar solamente
una zona de las imágenes del v́ıdeo, para ello podemos usar una opción de
MATLAB que nos permite hacer un “crop”sobre las imágenes del v́ıdeo.

Figura B.2: Ĺıneas de comandos con las que comienzan todos nuestros pro-
gramas.

En todos los estudios realizados, sobre electrorotación y electroorienta-
ción, nos interesa conocer el ángulo que forma el eje principal de la varilla
con una dirección dada. Si conocemos la posición (x, y) de cada uno de
los ṕıxeles que forman la imagen de la varilla, mediante un ajuste por
mı́nimos cuadrados podemos hallar la recta de mejor ajuste a esos puntos
(véase la figura B.3). Si la ecuación de la recta es

y = mx+ n (B.1)

donde m es la pendiente y n la ordenada en el origen. La pendiente según
el ajuste por mı́nimos cuadrados viene dada por:

m =

N
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(B.2)
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donde N es el número de ṕıxeles. Una vez tenemos la pendiente de la
recta de mejor ajuste, podemos obtener el ángulo que forma con la di-
rección horizontal (eje x) sabiendo que dicho ángulo y la pendiente están
relacionados por θ = arctan(m) (véase la figura B.3).

Figura B.3: Imagen pixelada de una varilla. Conociendo las coordenadas (x, y)
de los ṕıxeles podemos hacer un ajuste por mı́nimos cuadrados que nos dará la
recta de mejor ajuste. A partir de la pendiente de dicha recta podemos obetener
el ángulo que forma el eje de la varilla con la dirección horizontal, sabiendo
que θ = arctan(m).

ConMATLAB también podemos obtener la posición del centroide (XC , YC)
de las varillas que aparecen en cada imagen a partir de las coordenadas
de los ṕıxeles que forman la varilla

XC =
1

N

N∑

i=1

xi (B.3)

y

YC =
1

N

N∑

i=1

yi (B.4)

Esto es necesario a la hora de seguir a cada una de las varillas a lo largo de
todo el v́ıdeo. La forma de hacerlo es medir la distancia entre el centroide
de la varilla que queremos seguir y el centroide de todas las varillas del
siguiente frame. Es de suponer que dicha distancia será la menor de todas
cuando la varilla sea la misma en ambos frames. Aśı podemos hacer el
seguimiento de todas las varillas que aparecen en el v́ıdeo, conociendo su
posición y el ángulo que forma con una determinada dirección en todo
momento. Cuando conocemos el ángulo que forma el eje de la varilla en
todas las imágenes de los v́ıdeos y sabemos el tiempo que transcurre entre
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dos consecutivas, obtener la velocidad angular es inmediato. La velocidad
angular media entre dos imágenes consecutivas será

θ̇i = FR · (θi+1 − θi) (B.5)

siendo FR el número de imágenes por segundo. De esta forma medimos
la velocidad angular de las nanovarillas en los v́ıdeos de los experimen-
tos sobre electrorotación. De los experimentos sobre electroorientación
queremos obtener la velocidad caracteŕıstica de orientación Γ. Una vez
obtenido el ángulo que forma la varilla con la direccion del campo apli-
cado como funcion del tiempo, ajustamos los puntos experimentales a la
curva predicha por la teoŕıa tan θ = tan θ0e

−2Γt, siendo tan θ0 el ángulo
inicial. La figura B.4 representa el comportamiento t́ıpico del ángulo con
el tiempo en los experimentos de electroorientación. Dicha curva puede
compararse con la predicha teóricamente (véase la figura 3.10 del caṕıtulo
3).

Figura B.4: Comportamiento t́ıpico del ángulo con el tiempo en los experi-
mentos de electroorientación. Los resultados corresponden a una de las varillas
estudiadas en nuestros experimentos. En este caso σ = 5mS/m, f = 63kHz y
V0 = 5V.

La tangente del ángulo no se ajusta directamente a una exponencial
decreciente sino que se toma el logaŕıtmo neperiano de la tangente, de
forma que

ln(tan θ) = ln(tan θ0)− 2Γt (B.6)

y ajustando el logaŕıtmo de la tangente del ángulo en la zona de cambio
a una ĺınea recta (véase la figura B.4), la pendiente de la recta es −2Γ.
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La figura B.5 muestra el ajuste lineal hecho a partir de los datos que se
representan en la figura B.4. En este caso obtenemos Γ = 2.91s−1. Con el
programa hecho en Matlab obtuvimos el ángulo en función del tiempo,
el ajuste se hizo aparte usando el programa OpenOffice Calc.

Figura B.5: El logaŕıtmo de la tangente del ángulo se ajusta a una recta.

En el caso de los experimentos sobre electroorientación de varillas some-
tidas a las fluctuaciones térmicas, una vez que tenemos la distribución
de los ángulos podemos hacer el ajuste correspondiente para obtener la
desviación t́ıpica, que es el parámetro que nos interesa. A continuación
están escritos los programas usados en los distintos experimentos.

Programa para analizar los v́ıdeos sobre la electrorotación de

nanovarillas

1. function [matrizfinal]=ElectroRotacion(video)
2. imagenes=VideoReader(video); % Con este comando leemos el v́ıdeo .avi.
3. FR=imagenes.FrameRate; % Con este comando hallaremos el Frame Rate
del v́ıdeo, que nos servirá para calcular la frecuencia de rotación.
4. mov(1).cdata=read(imagenes,1); % Abrimos el primer frame, sobre este
frame haremos el crop que nos servirá para el resto de los frames del v́ıdeo.
5. I = mov(1).cdata;
6. I=im2bw(I);
7. [I1,rect] =imcrop(I); % Aqúı hacemos un crop sobre el primer frame del
v́ıdeo.
8. imtool(I1); % Mostramos la parte seleccionada en el crop en una ven-
tana aparte.
% A partir de ahora vamos a obtener la información sobre las part́ıculas
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que aparecen en el v́ıdeo, esta información consiste en la posición del cen-
troide, dada por < x > e < y > junto con los valores del ángulo (medido
con respecto a la horizontal) y la longitud de la varilla.
9. informacion=zeros(1,4,imagenes.NumberOfFrames); % Creamos la matriz
información.
10. for i=1:imagenes.NumberOfFrames % Para todos los frames del v́ıdeo.
11. mov(i).cdata=read(imagenes,i); % Leemos el frame i.
12. I= mov(i).cdata; % Creamos I, que es la matriz que contiene la ima-
gen del frame i-ésimo.
13. I=im2bw(I); % La pasamos a binario (blanco y negro).
14. I=imcrop(I,rect); % Se hace el mismo crop que hicimos al principio,
esta vez automáticamente.
15. I = bwareaopen(I,15); % Limpiamos de la imagen todos aquellos ob-
jetos cuyo área sea inferior a 15 ṕıxeles.
16. cc=bwconncomp(I,8); % Con este comando enontramos todos los ob-
jetos conectados de la imagen, es decir, las islas de ṕıxeles en blanco.
17. KGB=0; % KGB nos sirve para rellenar la matriz información.
18. for j=1:cc.NumObjects % Para todos los objetos que se encuentran
en la imagen.
19. B=false(size(I));
20. B(cc.PixelIdxListj)=true; % En este caso B es una matriz que contie-
ne un sólo frame donde está la imagen del objeto j-ésimo aislado del resto.
21. x=zeros(1,1); % x va a contener las coordenadas x de la part́ıcula
j-ésima.
22. y=zeros(1,1); % y va a contener las coordenadas y de la part́ıcula
j-ésima.
23. n=0; % Contador para ir llenando x e y.
24. for ii=1:size(B,1)
25. for jj=1:size(B,2)
26. if B(ii,jj)==1;
27. n=n+1;
28. x(n)=jj;
29. y(n)=-ii;
30. end
31. end
32. end
% Con lo escrito desde 24 a 32 hemos llenado los vectores x e y.
35. cu=0;
36. co=0;
37. for kk=1:n
38. if x(kk)== 1 || x(kk)== rect(1,3);
39. cu=cu+1;
40. end
41. end
42. for ll=1:n
43. if -y(ll)== 1 || -y(ll)== rect(1,4);
44. co=co+1;
45. end
46. end
47. if co == 0 && cu == 0
48. if (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y)) > =1; % Si se cumple, hacemos
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el ajuste de y=mx+ordenada porque el ángulo no es muy próximo a pi/2.
49. S y = sum(y);
50. S x=sum(x);
51. S xx=x*x’;
52. S xy=x*y’;
53. xmedio=S x/n; % Posición x del centroide.
54. ymedio=S y/n; % Posición y del centroide.
55. m = (n*S xy - S x*S y) / (n*S xx - (S x)ˆ2); % Pendiente según el
ajuste.
56. ordenada=(S xx*S y - S x*S xy) / (n*S xx-(S x)ˆ2); % Ordenada en el
origen por el ajuste.
57. theta=atan(m);
58. if theta>0
59. angulo=theta;
60. elseif theta<0
61. angulo=pi+theta;
62. elseif theta==0
63. angulo=0;
64. end
65. distanciarecta=zeros(1,n);
66. for kk=1:n
66. distanciarecta(n) = abs(m*x(n) - y(n)+ordenada). / sqrt (mˆ2+1);% Dis-
tancia de los puntos del objeto a la recta de mejor ajuste.
67. end
68. if max(distanciarecta)<=4 % Si se cumple que el ṕıxel más alejado
no lo está más de 4 ṕıxeles el objeto se considera y se toma la información
sobre dicho objeto.
69. KGB=KGB+1;
70. longitud=sqrt((max(x) - min(x))ˆ2+(m*(max(x) - min(x)))ˆ2);
71. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
72. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
73. informacion(KGB,3,i)=angulo;
74. informacion(KGB,4,i)=longitud;
75. end
76. else % Si no se cumple que (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y))>=1
entoces se hace el ajuste de x=my+ordenada.
77. y=-1*y;
78. S y=sum(y);
79. S x=sum(x);
80. S xy=x*y’;
81. S yy=y*y’;
82. xmedio=S x/n;
83. ymedio=S y/n;
84. m=(n*S xy - S x*S y) / (n*S yy - (S y)ˆ2);
85. ordenada=(S yy*S x - S y*S xy)/(n*S yy - (S y)ˆ2);
86. theta=atan(m);
87. if theta>0
88. angulo= pi/2+theta;
89. elseif theta<0
90. angulo=pi/2+theta;
91. elseif theta==0
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92. angulo=pi/2;
93. end
94. distanciarecta=zeros(1,n);
95. for kk=1:n
96. distanciarecta(n)=abs(m*y(n)-x(n)+ordenada)./sqrt (mˆ2+1);
97. end
98. if max(distanciarecta)<=4 % De nuevo el criterio de que la máxima
distancia de un ṕıxel a una recta no sea mayor que 4.
99. KGB=KGB+1;
100. longitud=sqrt((max(y)-min(y))ˆ2+(m*(max(y)-min(y)))ˆ2);
101. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
101. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
102. informacion(KGB,3,i)=angulo;
103. informacion(KGB,4,i)=longitud;
104. end
105. end
106. end
107. end
108. end
% Ya tenemos la matriz información completamente llena, ahora se trata
de hacer el seguimiento de una misma part́ıcula a lo largo de todos los
frames.
109. taminformacion=size(informacion); % Con esto sabemos el tamaño de
la matriz información.
110. vellong=zeros(1,2);
111. piti=0;
112. for i=1:taminformacion(1) % Para todas las filas de información.
113. particula=zeros(taminformacion(3),taminformacion(2)); % Creamos una
matriz llamada part́ıcula que nos servirá para seguir a una varilla por to-
dos los frames.
114. distancia=zeros(1,1);
115. particula(1,:)=informacion(i,:,1); % En la primera fila de part́ıcula co-
locamos la fila i-ésima de la primera hoja de la matriz información.
116. I=i;
117. for j=1:taminformacion(3)-1 % Para todos los frames del v́ıdeo.
118. for k=1:taminformacion(1)
119. distancia(1,k)=sqrt((informacion(I,1,j)-informacion(k,1,j+1))ˆ2+(informacion(I,2,j)-
informacion(k,2,j+1))ˆ2); % Con esto encontramos la distancia que hay
entre los centroides de la part́ıcula que está situada en la fila I del frame
j-ésimo y la part́ıcula que está en la fila k-ésima del frame j+1.
120. end
121. [Y,I]= min(distancia); % Con esto sabremos cual es la part́ıcula que
está más cerca y el valor de I cambiará.
122. if min(distancia)<= 10 && abs(informacion(I,4,j+1) - particula(j,4))<=0.6*particula(j,4)
% Si la distancia entre centroides es menor que 10 (en ṕıxeles) y la diferen-
cia en longitudes es menor que un 40 por ciento, la condición se satisface.
123. particula(j+1,:)=informacion(I,:,j+1);
124. end
126. end
127. if particula(1,1)∼=0 && particula(1,2)∼=0 % Ahora vamos a filtrar la
matriz part́ıcula quedándonos con aquellas part́ıculas que aparecen desde
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el principio.
128. contadordefilas=0; % Con este contaremos las filas.
129. for ii=1:taminformacion(3)
130. if particula(ii,1)∼=0 && particula(ii,2)∼=0
131. contadordefilas = contadordefilas + 1;
132. elseif particula(ii,1)==0 && particula(ii,2)==0
133. for jj=ii:taminformacion(3)
134. particula(jj,:)=0;
135. end
136. end
137. end
138. end
139. angulorecorrido=0;
140. contadorfilas=1;
141. for i=1:size(particula,1)-1
142. if particula(i+1,3)∼= 0
143. contadorfilas=contadorfilas+1;
144. if particula(i,3) < particula(i+1,3) && particula(i+1,3) - particula(i,3)<
pi/2
145. angulorecorrido=angulorecorrido+particula(i+1,3)-particula(i,3);
146. elseif particula(i,3)< particula(i+1,3) && particula(i+1,3) - particula(i,3)>
pi/2
147. angulorecorrido=angulorecorrido+(particula(i+1,3)-particula(i,3))-pi;
148. elseif particula(i,3)> particula(i+1,3) && - particula(i+1,3)+particula(i,3)<
pi/2
149. angulorecorrido=angulorecorrido+(particula(i+1,3) - particula(i,3));
150. elseif particula(i,3)> particula(i+1,3) && -particula(i+1,3)+particula(i,3)>
pi/2
151. angulorecorrido = angulorecorrido + (particula(i+1,3) - particula(i,3))+pi;
152. elseif particula(i,3)==particula(i+1,3)
153. angulorecorrido=angulorecorrido;
154. end
155. else
156. contadorfilas=contadorfilas;
157. end
158. end
159. numerodevueltas=angulorecorrido/(2*pi);
160. velocidad=(numerodevueltas*FR)/(contadorfilas-1);
161. long=(sum(particula(:,4))*0.225)/(contadorfilas);
162. if velocidad > 0.1
163. piti=piti+1;
164. vellong(piti,1)=velocidad;
165. vellong(piti,2)=long;
166. end
167. end
168. super=size(vellong);
169. for i=1:super(1)
170. if vellong(i,1)<1000
171. pero=0;
172. else
173. pero=1;
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174. end
175. if pero∼=0
176. vellong(i,1)=0;
177. vellong(i,2)=0;
178. end
179. end
180. seleccion=zeros(1,2,20);
181. contad=zeros(1,20);
182. for k=1:10
183. for j=1:super(1)
184. if vellong(j,1)∼=0 && vellong(j,2)∼=0
185. if vellong(j,2)> k-0.5 && vellong(j,2)< k
186. contad(1,2*k-1)=contad(1,2*k-1)+1;
187. seleccion(contad(1,2*k-1),1,2*k-1)=vellong(j,1);
188. seleccion(contad(1,2*k-1),2,2*k-1)=vellong(j,2);
189. elseif vellong(j,2)>= k && vellong(j,2)< k+0.5
190. contad(1,2*k)=contad(1,2*k)+1;
191. seleccion(contad(1,2*k),1,2*k)=vellong(j,1);
192. seleccion(contad(1,2*k),2,2*k)=vellong(j,2);
193. end
194. end
195. end
196. end
197. startrek=size(seleccion);
198. matrizfinal=zeros(1,40);
200. for i=1:20
201. for j=1:startrek(1)
202. if seleccion(j,1,i) =0
203. matrizfinal(j,2*i-1)=seleccion(j,1,i);
204. matrizfinal(j,2*i)=seleccion(j,2,i);
205. end
206. end
207. end
208. end

Programa para analizar los v́ıdeos sobre la electroorientación

de nanovarillas

1. function [particulagrande,FR,longer]=EO(video)
2. imagenes=VideoReader(video); % Con este comando leemos el v́ıdeo .avi.
3. FR=imagenes.FrameRate; % Con este comando hallaremos el Frame Rate
del v́ıdeo, que nos servirá para calcular la frecuencia de rotación.
4. mov(1).cdata=read(imagenes,1); % Abrimos el primer frame, sobre este
frame haremos el crop que nos servirá para el resto de los frames del v́ıdeo.
5. I = mov(1).cdata;
6. I=im2bw(I);
7. [I1,rect] =imcrop(I); % Aqúı hacemos un crop sobre el primer frame del
v́ıdeo.
8. imtool(I1); % Mostramos la parte seleccionada en el crop en una ven-
tana aparte.
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% A partir de ahora vamos a obtener la información sobre las part́ıculas
que aparecen en el v́ıdeo, esta información consiste en la posición del cen-
troide, dada por < x > e < y > junto con los valores del ángulo (medido
con respecto a la horizontal) y la longitud de la varilla.
9. informacion=zeros(1,4,imagenes.NumberOfFrames); % Creamos la matriz
información.
10. for i=1:imagenes.NumberOfFrames % Para todos los frames del v́ıdeo.
11. mov(i).cdata=read(imagenes,i); % Leemos el frame i.
12. I= mov(i).cdata; % Creamos I, que es la matriz que contiene la ima-
gen del frame i-ésimo.
13. I=im2bw(I); % La pasamos a binario (blanco y negro).
14. I=imcrop(I,rect); % Se hace el mismo crop que hicimos al principio,
esta vez automáticamente.
15. I = bwareaopen(I,15); % Limpiamos de la imagen todos aquellos ob-
jetos cuyo área sea inferior a 15 ṕıxeles.
16. cc=bwconncomp(I,8); % Con este comando enontramos todos los ob-
jetos conectados de la imagen, es decir, las islas de ṕıxeles en blanco.
17. KGB=0; % KGB nos sirve para rellenar la matriz información.
18. for j=1:cc.NumObjects % Para todos los objetos que se encuentran
en la imagen.
19. B=false(size(I));
20. B(cc.PixelIdxListj)=true; % En este caso B es una matriz que contie-
ne un sólo frame donde está la imagen del objeto j-ésimo aislado del resto.
21. x=zeros(1,1); % x va a contener las coordenadas x de la part́ıcula
j-ésima.
22. y=zeros(1,1); % y va a contener las coordenadas y de la part́ıcula
j-ésima.
23. n=0; % Contador para ir llenando x e y.
24. for ii=1:size(B,1)
25. for jj=1:size(B,2)
26. if B(ii,jj)==1;
27. n=n+1;
28. x(n)=jj;
29. y(n)=-ii;
30. end
31. end
32. end
% Con lo escrito desde 24 a 32 hemos llenado los vectores x e y.
35. cu=0;
36. co=0;
37. for kk=1:n
38. if x(kk)== 1 || x(kk)== rect(1,3);
39. cu=cu+1;
40. end
41. end
42. for ll=1:n
43. if -y(ll)== 1 || -y(ll)== rect(1,4);
44. co=co+1;
45. end
46. end
47. if co == 0 && cu == 0
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48. if (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y)) > =1; % Si se cumple, hacemos
el ajuste de y=mx+ordenada porque el ángulo no es muy próximo a pi/2.
49. S y = sum(y);
50. S x=sum(x);
51. S xx=x*x’;
52. S xy=x*y’;
53. xmedio=S x/n; % Posición x del centroide.
54. ymedio=S y/n; % Posición y del centroide.
55. m = (n*S xy - S x*S y) / (n*S xx - (S x)ˆ2); % Pendiente según el
ajuste.
56. ordenada=(S xx*S y - S x*S xy) / (n*S xx-(S x)ˆ2); % Ordenada en el
origen por el ajuste.
57. theta=atan(m);
58. if theta>0
59. angulo=theta;
60. elseif theta<0
61. angulo=pi+theta;
62. elseif theta==0
63. angulo=0;
64. end
65. distanciarecta=zeros(1,n);
66. for kk=1:n
66. distanciarecta(n) = abs(m*x(n) - y(n)+ordenada). / sqrt (mˆ2+1);% Dis-
tancia de los puntos del objeto a la recta de mejor ajuste.
67. end
68. if max(distanciarecta)<=4 % Si se cumple que el ṕıxel más alejado
no lo está más de 4 ṕıxeles el objeto se considera y se toma la información
sobre dicho objeto.
69. KGB=KGB+1;
70. longitud=sqrt((max(x) - min(x))ˆ2+(m*(max(x) - min(x)))ˆ2);
71. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
72. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
73. informacion(KGB,3,i)=angulo;
74. informacion(KGB,4,i)=longitud;
75. end
76. else % Si no se cumple que (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y))>=1
entoces se hace el ajuste de x=my+ordenada.
77. y=-1*y;
78. S y=sum(y);
79. S x=sum(x);
80. S xy=x*y’;
81. S yy=y*y’;
82. xmedio=S x/n;
83. ymedio=S y/n;
84. m=(n*S xy - S x*S y) / (n*S yy - (S y)ˆ2);
85. ordenada=(S yy*S x - S y*S xy)/(n*S yy - (S y)ˆ2);
86. theta=atan(m);
87. if theta>0
88. angulo= pi/2+theta;
89. elseif theta<0
90. angulo=pi/2+theta;
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91. elseif theta==0
92. angulo=pi/2;
93. end
94. distanciarecta=zeros(1,n);
95. for kk=1:n
96. distanciarecta(n)=abs(m*y(n)-x(n)+ordenada)./sqrt (mˆ2+1);
97. end
98. if max(distanciarecta)<=4 % De nuevo el criterio de que la máxima
distancia de un ṕıxel a una recta no sea mayor que 4.
99. KGB=KGB+1;
100. longitud=sqrt((max(y)-min(y))ˆ2+(m*(max(y)-min(y)))ˆ2);
101. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
101. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
102. informacion(KGB,3,i)=angulo;
103. informacion(KGB,4,i)=longitud;
104. end
105. end
106. end
107. end
108. end
% Ya tenemos la matriz información completamente llena, ahora se trata
de hacer el seguimiento de una misma part́ıcula a lo largo de todos los
frames.
109. particulagrande=zeros(taminformacion(3),taminformacion(2),1);
110. piti=0;
110. for i=1:taminformacion(1)% Para todas las filas de información
111. particula=zeros(taminformacion(3),taminformacion(2));%Creamos una matriz
llamada part́ıcula que nos servirá para seguir a una part́ıcula por todos los frames
112. distancia=zeros(1,1);
113. particula(1,:)=informacion(i,:,1);% En la primera fila de part́ıcula colocamos
la fila i-ésima de la primera hoja de la matriz información
114. I=i;
115. for j=1:taminformacion(3)-1% para todos los frames del v́ıdeo
116. for k=1:taminformacion(1)
117. distancia(1,k)=sqrt((informacion(I,1,j)-informacion(k,1,j+1))ˆ2+(informacion(I,2,j)-
informacion(k,2,j+1))ˆ2);% con esto encontramos la distancia que hay entre los cen-
troides de la part́ıcula que está situada en la fila I del framej-ésimo y la part́ıcula que
está en la fila k-ésima del frame j+1
118. end
119. [Y,I]= min(distancia);% con esto sabremos cual es la part́ıcula que está más
cerca y el valor de I cambiará
120. if min(distancia)<= 10 && abs(informacion(I,4,j+1)-particula(j,4))<=0.6*particula(j,4)%
si la distancia entre centroides es menor que 10 (en pixels) y la diferencia en longitudes
es menor que un 30 por ciento, la condición se satisface
121. particula(j+1,:)=informacion(I,:,j+1);
122. end
123. end
124. particula1=zeros(taminformacion(3),taminformacion(2));
125. particula1(1,:)=particula(1,:);
126. for q=1:taminformacion(3)-1
127. if particula(q+1,3)< particula(q,3) && (particula(q,3)-particula(q+1,3))>pi/2
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128. particula1(q+1,1)=particula(q+1,1);
129. particula1(q+1,2)=particula(q+1,2);
130. particula1(q+1,4)=particula(q+1,4);
131. particula1(q+1,3)= particula1(q,3)+ (pi-particula(q,3))+particula(q+1,3);
132. elseif particula(q+1,3)< particula(q,3) && (particula(q,3)-particula(q+1,3))<pi/2
133. particula1(q+1,1)=particula(q+1,1);
134. particula1(q+1,2)=particula(q+1,2);
135. particula1(q+1,4)=particula(q+1,4);
136. particula1(q+1,3)= particula1(q,3)- (particula(q,3)-particula(q+1,3));
137. elseif particula(q+1,3)> particula(q,3) && (particula(q+1,3)-particula(q,3))<pi/2
138. particula1(q+1,1)=particula(q+1,1);
139. particula1(q+1,2)=particula(q+1,2);
140. particula1(q+1,4)=particula(q+1,4);
141. particula1(q+1,3)= particula1(q,3)+(particula(q+1,3)-particula(q,3));
142. elseif particula(q+1,3)> particula(q,3) && (particula(q+1,3)-particula(q,3))>pi/2
143. particula1(q+1,1)=particula(q+1,1);
144. particula1(q+1,2)=particula(q+1,2);
145. particula1(q+1,4)=particula(q+1,4);
146. particula1(q+1,3)= particula1(q,3)-(pi-particula(q+1,3))-particula(q,3);
147. elseif particula(q+1,3)== particula(q,3)
148. particula1(q+1,1)=particula(q+1,1);
149. particula1(q+1,2)=particula(q+1,2);
150. particula1(q+1,4)=particula(q+1,4);
151. particula1(q+1,3)= particula1(q,3);
152. end 153. end 154. if particula1(1,1)∼=0% Ahora vamos a filtrar la ma-
triz part́ıcula quedándonos con aquellas part́ıculas que aparecen desde el principio
155. if particula1(1,4)*0.45 > 6 && particula1(1,4)*0.45 < 7% Si la varilla mide
entre 6 y 7 micras
156. if particula1(taminformacion(3),1) =0
157. numero=numero+1;
158. longer(1,numero)= particula(1,4)*0.45;
159. piti=piti+1;
160. particulagrande(:,:,piti)=particula1(:,:);
161. end
162. end
163. end
164. end
165. end

Programa para analizar los v́ıdeos sobre la electroorientación

de nanovarillas sometidas a fluctuaciones térmicas

1. function [particulagrande,matrizdifusion]=EOcampofijo(video)
2. imagenes=VideoReader(video); % Con este comando leemos el v́ıdeo .avi.
3. FR=imagenes.FrameRate; % Con este comando hallaremos el Frame Rate
del v́ıdeo, que nos servirá para calcular la frecuencia de rotación.
4. mov(1).cdata=read(imagenes,1); % Abrimos el primer frame, sobre este
frame haremos el crop que nos servirá para el resto de los frames del v́ıdeo.
5. I = mov(1).cdata;
6. I=im2bw(I);
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7. [I1,rect] =imcrop(I); % Aqúı hacemos un crop sobre el primer frame del
v́ıdeo.
8. imtool(I1); % Mostramos la parte seleccionada en el crop en una ven-
tana aparte.
% A partir de ahora vamos a obtener la información sobre las part́ıculas
que aparecen en el v́ıdeo, esta información consiste en la posición del cen-
troide, dada por < x > e < y > junto con los valores del ángulo (medido
con respecto a la horizontal) y la longitud de la varilla.
9. informacion=zeros(1,4,imagenes.NumberOfFrames); % Creamos la matriz
información.
10. for i=1:imagenes.NumberOfFrames % Para todos los frames del v́ıdeo.
11. mov(i).cdata=read(imagenes,i); % Leemos el frame i.
12. I= mov(i).cdata; % Creamos I, que es la matriz que contiene la ima-
gen del frame i-ésimo.
13. I=im2bw(I); % La pasamos a binario (blanco y negro).
14. I=imcrop(I,rect); % Se hace el mismo crop que hicimos al principio,
esta vez automáticamente.
15. I = bwareaopen(I,15); % Limpiamos de la imagen todos aquellos ob-
jetos cuyo área sea inferior a 15 ṕıxeles.
16. cc=bwconncomp(I,8); % Con este comando enontramos todos los ob-
jetos conectados de la imagen, es decir, las islas de ṕıxeles en blanco.
17. KGB=0; % KGB nos sirve para rellenar la matriz información.
18. for j=1:cc.NumObjects % Para todos los objetos que se encuentran
en la imagen.
19. B=false(size(I));
20. B(cc.PixelIdxListj)=true; % En este caso B es una matriz que contie-
ne un sólo frame donde está la imagen del objeto j-ésimo aislado del resto.
21. x=zeros(1,1); % x va a contener las coordenadas x de la part́ıcula
j-ésima.
22. y=zeros(1,1); % y va a contener las coordenadas y de la part́ıcula
j-ésima.
23. n=0; % Contador para ir llenando x e y.
24. for ii=1:size(B,1)
25. for jj=1:size(B,2)
26. if B(ii,jj)==1;
27. n=n+1;
28. x(n)=jj;
29. y(n)=-ii;
30. end
31. end
32. end
% Con lo escrito desde 24 a 32 hemos llenado los vectores x e y.
35. cu=0;
36. co=0;
37. for kk=1:n
38. if x(kk)== 1 || x(kk)== rect(1,3);
39. cu=cu+1;
40. end
41. end
42. for ll=1:n
43. if -y(ll)== 1 || -y(ll)== rect(1,4);
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44. co=co+1;
45. end
46. end
47. if co == 0 && cu == 0
48. if (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y)) > =1; % Si se cumple, hacemos
el ajuste de y=mx+ordenada porque el ángulo no es muy próximo a pi/2.
49. S y = sum(y);
50. S x=sum(x);
51. S xx=x*x’;
52. S xy=x*y’;
53. xmedio=S x/n; % Posición x del centroide.
54. ymedio=S y/n; % Posición y del centroide.
55. m = (n*S xy - S x*S y) / (n*S xx - (S x)ˆ2); % Pendiente según el
ajuste.
56. ordenada=(S xx*S y - S x*S xy) / (n*S xx-(S x)ˆ2); % Ordenada en el
origen por el ajuste.
57. theta=atan(m);
58. if theta>0
59. angulo=theta;
60. elseif theta<0
61. angulo=pi+theta;
62. elseif theta==0
63. angulo=0;
64. end
65. distanciarecta=zeros(1,n);
66. for kk=1:n
66. distanciarecta(n) = abs(m*x(n) - y(n)+ordenada). / sqrt (mˆ2+1);% Dis-
tancia de los puntos del objeto a la recta de mejor ajuste.
67. end
68. if max(distanciarecta)<=4 % Si se cumple que el ṕıxel más alejado
no lo está más de 4 ṕıxeles el objeto se considera y se toma la información
sobre dicho objeto.
69. KGB=KGB+1;
70. longitud=sqrt((max(x) - min(x))ˆ2+(m*(max(x) - min(x)))ˆ2);
71. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
72. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
73. informacion(KGB,3,i)=angulo;
74. informacion(KGB,4,i)=longitud;
75. end
76. else % Si no se cumple que (max(x)-min(x))/(max(y)-min(y))>=1
entoces se hace el ajuste de x=my+ordenada.
77. y=-1*y;
78. S y=sum(y);
79. S x=sum(x);
80. S xy=x*y’;
81. S yy=y*y’;
82. xmedio=S x/n;
83. ymedio=S y/n;
84. m=(n*S xy - S x*S y) / (n*S yy - (S y)ˆ2);
85. ordenada=(S yy*S x - S y*S xy)/(n*S yy - (S y)ˆ2);
86. theta=atan(m);
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87. if theta>0
88. angulo= pi/2+theta;
89. elseif theta<0
90. angulo=pi/2+theta;
91. elseif theta==0
92. angulo=pi/2;
93. end
94. distanciarecta=zeros(1,n);
95. for kk=1:n
96. distanciarecta(n)=abs(m*y(n)-x(n)+ordenada)./sqrt (mˆ2+1);
97. end
98. if max(distanciarecta)<=4 % De nuevo el criterio de que la máxima
distancia de un ṕıxel a una recta no sea mayor que 4.
99. KGB=KGB+1;
100. longitud=sqrt((max(y)-min(y))ˆ2+(m*(max(y)-min(y)))ˆ2);
101. informacion(KGB,1,i)=xmedio;
101. informacion(KGB,2,i)=abs(ymedio);
102. informacion(KGB,3,i)=angulo;
103. informacion(KGB,4,i)=longitud;
104. end
105. end
106. end
107. end
108. end
% Ya tenemos la matriz información completamente llena, ahora se trata
de hacer el seguimiento de una misma part́ıcula a lo largo de todos los
frames.
109. taminformacion=size(informacion);% Con esto sabemos el tamaño de la matriz
información
110. particulagrande=zeros(1,4,1);
111. t=0;
112. for i=1:taminformacion(1)% Para todas las filas de información
113. particula=zeros(taminformacion(3),taminformacion(2));% creamos una matriz
llamada part́ıcula que nos servirá para seguir a una part́ıcula por todos los frames
114. distancia=zeros(1,1);
115. particula(1,:)=informacion(i,:,1);% En la primera fila de part́ıcula colocamos
la fila i-ésima de la primera hoja de la matriz información
116. I=i;
117. for j=1:taminformacion(3)-1% Para todos los frames del v́ıdeo
118. for k=1:taminformacion(1)
111. distancia(1,k)=sqrt((informacion(I,1,j)-informacion(k,1,j+1))ˆ2+(informacion(I,2,j)-
informacion(k,2,j+1))ˆ2);% Con esto encontramos la distancia que hay entre los cen-
troides de la part́ıcula que está situada en la fila I del frame j-ésimo y la part́ıcula que
está en la fila k-ésima del frame j+1
112. end
113. [Y,I]= min(distancia);% Con esto sabremos cual es la part́ıcula que está más
cerca y el valor de I cambiará
114. if min(distancia)<= 10 && abs(informacion(I,4,j+1)-particula(j,4))<=0.3*particula(j,4)%
si la distancia entre centroides es menor que 10 (en pixels) y la diferencia en longitudes
es menor que un 30 por ciento, la condición se satisface
115. particula(j+1,:)=informacion(I,:,j+1);
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116. end
117. end
118. if particula(1,1)∼=0 && particula(1,2)∼=0% ahora vamos a filtrar la matriz
part́ıcula quedándonos con aquellas part́ıculas que aparecen desde el principio
119. for ii=2:taminformacion(3)
120. if particula(ii,1)==0 && particula(ii,2)==0
121. for jj=1:taminformacion(3)
122. particula(jj,:)=0;
123. end
124. end
125. end
126. end
127. if particula(1,4)*0.225 > 6 && particula(1,4)*0.225 < 7
128. t=t+1;
129. for pppp=1:size(particula,1)
130. for qqq=1:size(particula,2)
131. particulagrande(pppp,qqq,t)= particula(pppp,qqq);
132. end
133. end
134. end
135. end
136. numerointervalos=11;% se especifica el número de intervalos
137. limite=0.5;% establece los ĺımites
138. matrizdifusion=zeros(3,numerointervalos,size(particulagrande,3));
139. for PPP=1:numerointervalos
140. for NNN=1:size(particulagrande,3);
141. matrizdifusion(1,PPP,NNN)= -limite +((PPP-1)*2*limite)/(numerointervalos-
1);
142. matrizdifusion(2,PPP,NNN)=0;
143. matrizdifusion(3,PPP,NNN)=0;
144. end
145. end
146. for yyy=1:size(particulagrande,3)
147. vector angulos=particulagrande(:,3,yyy);
148. vector longitud=particulagrande(:,4,yyy);
149. direccion=sum(vector angulos)/size(particulagrande,1);
150. longitudpromedio=sum(vector longitud)/size(particulagrande,1);
151. matrizdifusion(3,2,yyy)=direccion;
152. matrizdifusion(3,1,yyy)=longitudpromedio*0.225;
153. for zzz=1:size(particulagrande,1)
154. incremento = particulagrande(zzz,3,yyy)-direccion;
155. for QQQ=1:numerointervalos
156. if incremento>=-limite+ ((QQQ-1)*2*limite)/(numerointervalos-1)-(limite)/(numerointervalos-
1) && incremento<=-limite+ ((QQQ-1)*2*limite)/(numerointervalos-1)+(limite)/(numerointervalos-
1)
157. matrizdifusion(2,QQQ,yyy)=matrizdifusion(2,QQQ,yyy) +1 ;
158. end
159. end
160. end
161. end
162. end
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T́ıtulo: Alternating current electrokinetic properties of gold-

coated microspheres
Autores: P. Garćıa-Sánchez, Y. Ren, Juan. J. Arcenegui, H.

Morgan y A. Ramos
Revista: Langmuir, volumen 28, páginas 13861-13870

Año: 2012

T́ıtulo: Electrorotation of titanium microspheres
Autores: Juan. J. Arcenegui, P. Garćıa-Sánchez, H. Morgan

y A. Ramos
Revista: Electrophoresis, volumen 34, páginas 979-986

Año: 2013

T́ıtulo: Electric-field-induced rotation of brownian metal na-

nowires
Autores: Juan. J. Arcenegui, P. Garćıa-Sánchez, H. Morgan
y A. Ramos

Revista: Physical Review E, volumen 88, art́ıculo número
033025

Año: 2013

T́ıtulo: Electro-orientation and electo-rotation of metal na-
nowires

Autores: Juan. J. Arcenegui, P. Garćıa-Sánchez, H. Morgan
y A. Ramos

Revista: Physical Review E, volumen 88, art́ıculo número
063018

Año: 2014
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T́ıtulo: Electro-orientation of a metal nanowire counterba-

lanced by thermal torques
Autores: Juan J. Arcenegui, Pablo Garćıa-Sánchez, Hywel

Morgan y Antonio Ramos
Revista: Physical Review E, volumen 89, art́ıculo número

062306
Año: 2014

T́ıtulo: Self-assembly of metal nanowires induced by alter-

nating current electric fields
Autores: Pablo Garćıa-Sánchez, Juan J. Arcenegui, Hywel

Morgan y Antonio Ramos
Revista: Applied Physics Letters, volumen 106, art́ıculo núme-

ro 023110
Año: 2015
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