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Resumen

Existe un buen ntmero de aplicaciones en las que la informacién a codificar viene expresada en forma de un
intervalo de valores. Esto sucede, en especial, cuando se intentan procesar los datos por prediccién a un cierto
tiempo, como en el estudio del transitorio de un sistema de control, o en el andlisis de la evolucién financiera de
una empresa. En este trabajo se presenta y desarrolla la definicién de una medida entre intervalos a partir de una
distancia euclidea. Esta distancia tendra en consideracién como caracteristicas esenciales el tamano y la posiciéon
relativa entre los intervalos dentro de la recta real.

Gracias a la estrecha relacién entre distancia y nucleo en un espacio de Hilbert, se hace posible definir un ntcleo
de tipo intervalar, sobre el espacio de los intervalos abiertos de dimensién finita en la recta real, un espacio que,
originariamente, no posee ningin tipo de estructura algebraica de trabajo. El andlisis sobre diferentes ejemplos

practicos pone de manifiesto las prestaciones de los instrumentos aqui presentados.

Palabras clave: Distancia, Similitud, Anédlisis Intervalar, Razonamiento Cualitativo, Maquina Ntcleo.

1. Introduccién

La indeterminacion en la medida de los datos relati-
vos a un sistema puede venir impuesta por diferentes
fuentes: ruido en el sensor, incertidumbre en la varia-
ble asociada, o necesidad de incorporar todo un ran-
go de valores de trabajo posibles. Esta imprecisién
motiva la necesidad de tratar con espacios de traba-
jo definidos sobre elementos cualitativos: intervalos,
ordenes de magnitud, intervalos modales, funciones
de pertenencia. Mas atn, incluso cuando la informa-
cién del sistema bajo estudio es exacta, puede re-
sultar interesante considerar sélo el valor cualitativo
con objeto de generalizar resultados. Otra causa de
indeterminacién es la prediccion del comportamien-
to de un sistema, incertidumbre que se manifiesta en
la ventana de prediccion a través de los pardmetros
asociados al modelo.

Son numerosos los trabajos y areas de investigacién
que tratan con elementos basicos que recogen esta
incertidumbre desde diferentes perspectivas. Toman-
do como punto de referencia la definicién en [4] y
[5] de una medida de similitud entre sucesos, apare-
ce la posibilidad de realizar la construccién de una
distancia entre intervalos, considerando éstos como
sucesos de una determinada o-algebra. Sin embargo,
para ello es necesario disponer de una variable alea-
toria perfectamente definida, con objeto de calcular
probabilidades que posteriormente permita determi-
nar las distancias. Asi, el problema fundamental de
aplicar de forma directa este enfoque es la necesidad
de conocer la distribucién de la variable aleatoria, lo
que reduce sustancialmente su campo de aplicacién.

Por otro lado, también se deberia vencer otro incon-
veniente: esta distancia tiene en cuenta el tamano re-



lativo de los intervalos, en términos probabilisticos,
pero no su posicién relativa sobre la recta real. La im-
posibilidad de conseguir dentro del espacio de sucesos
una distancia que tenga en cuenta esta caracteristica
de los intervalos conduce a definir la distancia en-
tre éstos directamente sobre IR. En la Seccién 2 se
presenta una primera forma de distancia que da res-
puesta a parte de la problematica planteada, pero no
por completo. La distancia adecuada se obtendra en
la siguiente Seccién a partir de un enfoque distinto,
utilizando conceptos de la teoria de aprendizaje es-
tadistico y las méquinas nicleo. Su generalizacién en
forma ¢P permite englobar de forma unificada la dis-
tancia definida en la Seccién 2, y aquella considera-
da como adecuada distancia intervalar en la Seccién
3. Ademas se prueba que la formulacién en forma
cuadratica permite disenar distancias que conllevan
cambios de ordenacion sobre el espacio original. Al
final se presentan las conclusiones y el trabajo en
desarrollo.

2. Distancia Intervalar del

Maximo

Una forma natural de definir una distancia aplicable
sobre intervalos consiste en disenar la ‘distancia’ en-
tre conjuntos como “la minima distancia entre dos
puntos cualesquiera de ambos conjuntos”, una gene-
ralizacion de la distancia en la métrica de origen. Si
Ay B son dos conjuntos de un determinando espacio
métrico, se define

d.(A, B) =min{d(z;,z;) : i € A, x; € B} (1)

donde d es la distancia en la correspondiente métri-
ca. Como caso particular, especialmente interesan-
te en este discurso, dados los intervalos abiertos
de dimensién finita®™, I, = (a1,b1) = Blci,m) e
I, = (a2,b2) = B(cz,712), la aplicacién d. se expresa
en la forma

dc(Il,IQ) :méX{O, a9 —bl,al —bg} (2)
= méx {0, Ac — 3Xr, —Ac — Xr}

donde Ac=co—c1 yXr=r1 + ro(2).

(D Los intervalos se describirdn indistintamente a partir de
sus extremos, o en forma de bola abierta, segin notacién bo-
reliana. Asi, en funcién de su centro y su radio, se cumple que
a; =c¢; —1;, by =c;+r; conr; >0.

(2 Por extensién, se define Ar =ry —7y.

Sin embargo esta aplicacién no es una distancia, ya
que para cualquier A y B con AN B # (), se tie-
ne d.(A,B) = 0. Ademads, si se considera el caso
a1 < ag, entonces, comenzando desde by = as y
a1 = by, se puede aumentar by y disminuir a; tanto
como se desee sin que la distancia entre intervalos
cambie: d. “no tiene en consideracién el tamano de
los intervalos, sélo su proximidad respecto de los ex-
tremos mas cercanos”. Por ejemplo, si se piensa que
los conjuntos de trabajo son dos paises, A y B, que
comparten frontera, entonces d.(A, B) es cero, por lo
que para dos personas situadas en distintos puntos
del pais A que deseen conocer B, esta medida no les
proporciona apenas informacién sobre la longitud del
viaje.

Ante esta utilidad, casi necesidad, de introducir el ta-
maino de los intervalos en la definicién adecuada de
distancia, en vez de considerarse la Ec. 1, puede pen-
sarse en definir la distancia entre conjuntos como “la
minima distancia para alcanzar un conjunto desde
cualquier punto del otro conjunto, d,,”. Esta posibi-
lidad aporta mas informacién: siguiendo el ejemplo
anterior, si B C C, con A compartiendo frontera con
C a través de B, entonces, d.(A4, B) = d.(A,C) =0,
pero no necesariamente d, (A, B) = d,,(A4,C). Asi,
lo més interesante de esta definiciéon seria que “la
distancia tiene en cuenta no sélo la posicion de los
conjuntos sino también sus tamanos relativos”.

A partir de este momento el discurso se centra en
el trabajo con intervalos abiertos de dimensién finita
definidos sobre la recta real.

Definicién 2.1 Dados dos intervalos Iy = (a1,b1) e
Iy = (ag,b2) se define la distancia del maximo entre
ambos intervalos, y se denota por dn, (I, I2), a

dm(Il,IQ) méx{|a2—a1|,|b2—b1|}

méx {|Ac — Ar|, |Ac+ Ar|} )

La notaciéon boreliana, y su extensiéon a incremen-
tos de radios y de centros, se aprecia que es més
adecuada que aquella que utiliza los extremos de los
intervalos. Como ejemplo sirvan estos dos casos par-
ticulares:

= Sean dos intervalos I; = (a1,b1) e Ir = (ag, ba),
con igual extremo superior, es decir, by = by 0
equivalentemente Ac + Ar = 0, entonces de la
Definicién 2.1 se sigue que,

dm(Il,IQ) = |a2 — a1| = |AC* AT‘| (4)



= Si los intervalos son de la misma amplitud, as —
ay = by — by, Ar = 0, entonces la distancia es,

(I, I2) = laz — a1] = |Ac] ()

En las dos ocasiones el valor numérico de la distan-
cia es el mismo, pero mientras la notacién sobre los
extremos no permite distinguir los casos, la notacion
en forma de incrementos es plenamente ilustrativa.

Proposicion 2.2 La aplicacion d,, es una distan-
cia. ]

Proposiciéon 2.3 La aplicacion d,, cumple que
dm(11712) = |AC|—|—|AT| |

La demostracién de estas dos proposiciones se des-
arrolla en el anexo.

Aunque ahora d,, es una distancia que considera
la posicién relativa de los centros de las bolas y la
diferencia de radios, no es atin todo lo 1til que se
desearia ya que no tiene en cuenta la distancia en-
tre extremos cercanos. Para aclararlo, considérense
el intervalo I; = (0,1) y los intervalos de la forma
I, = (2 —h,3) con h > 0. El célculo de la distancia
del méximo indica que,

A (I1,In) =méx {|2 —h|,[3—-1|} =2 Vh € [0,4]
lo que significa que no se tiene en cuenta el tamano
relativo de los intervalos de la forma I, para cual-
quier valor de h entre 0 y 4, entre los cuales se hallan
intervalos tan dispares como (2,3), de amplitud 1,
6 (—2,3), de amplitud 5.

3. Distancia Intervalar a partir
de un Niicleo

Para mejorar la distancia del maximo, d,,, definida
en la Seccion 2, se recurre a una forma de construc-
cién, habitual dentro de la teoria del aprendizaje es-
tadistico, a partir de la definicién de funciones ntcleo
(kernels). Para una mejor comprensién de este tipo
de funciones se puede acudir a [6] y [2], 0 a los textos
en castellano [4], [3] vy [1].

En esencia, el objetivo de la construccién de funcio-
nes nucleo es asegurar la existencia de una aplicacién

¢ definida desde el conjunto de trabajo (el cual no
necesariamente esta provisto de ninguna estructura
matemdtica a priori) a un espacio vectorial dotado
de un producto escalar, como por ejemplo puede ser
IR™, denominado espacio de caracteristicas, F.

A partir de esta funcién ¢, en general no lineal, se
define la funcién nicleo, que se denota k(-, -), sobre
pares de elementos del conjunto de trabajo como el
producto escalar de sus transformados dentro del es-
pacio de caracteristicas,

La funcién ntcleo k(-,-) permite establecer simili-
tudes entre los elementos originales a partir de sus
transformados, lo que conlleva en ocasiones poder
definir una distancia entre los puntos origen. La apli-
cacién ¢, por tanto, debe se capaz de resaltar las ca-
racteristicas fundamentales de los elementos del con-
junto inicial a ser consideradas a la hora de elaborar
una medida de similitud y distancia; es por ello que
al espacio imagen de la aplicacion ¢ se le denomina
espacio caracteristico o espacio de caracteristicas.

Siguiendo el enfoque de investigacion intervalar, se
denotard por Z la familia formada por todos los in-
tervalos abiertos (a,b) contenidos en la recta real®)
de dimension finita,

7 = {intervalos (a,b) C R : a <b,a # —o00,b # oo}

Desde la perspectiva de las maquinas nicleos, la elec-
cién primera de la funcién ¢ es aquella que asocia a
cada intervalo, un vector en IR? de la forma més na-
tural®
¢: T — IR?
(b)) = 6(1) = = (a.b) € I

o en notacién de Borel,

o((c=rec+r)) = ¢(I)= (c—r c+r)
-5 0)
P ( i > € R?

() Por defecto, se trabajara con intervalos abiertos, pero el
estudio se puede trasladar de forma natural a intervalos cerra-
dos.

(D E] término % es introducido para conseguir una trans-

formacién ortogonal, como se vera posteriormente.
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nal® (P* P = I). Nétese que cada intervalo define
un unico punto en el plano. El recorrido de la apli-
cacién ¢ es la region {(a,b) € IR* : a < b}.

) es una matriz ortogo-

La funcién nucleo asociada a esta aplicacion ¢, que
permite establecer una funcién nicleo de similitud(®)
entre intervalos, es

k:ITxTI— R

definida como

k(I1,I2) = (¢(I1), ¢(I2)) =

Lo mas interesante de esta funcién ntcleo de simi-
litud es que da lugar a definir una distancia entre
intervalos a partir de la distancia entre sus transfor-
mados en IR2.

Definicién 3.1 Dados dos intervalos, Iy =
(a1,b1) = B(cr,r1) e Iy = (az,b2) = Blca,12) se
define la distancia entre ambos intervalos, vy se
denotard por d(I1, I2), como

d(I;,I,) = %\/(ag—alf—i—(bg—blﬁ o
= VAZc+ A?r
pues
(I, I>) = <¢(Iz) ¢(11), ¢(12) — &(I1))
_ (Ac—Ar) %(A0+Ar)
= A20+A2r

Como corolario més interesante indicar cémo par-
tiendo de entornos de trabajo bien distantes, se ha
llegado a mostrar que la distancia definida se englo-
ba dentro de la familia de las distancias ¢P sobre las
componentes Ac y Ar. Obsérvese que la distancia
ahora definida coincide con ¢2, mientras que aquella
de la Definicién 2.1 se identifica con ¢!, en virtud de
la proposicién 2.3.

La notacién boreliana, en forma de bolas abiertas, ha
permitido hacer evidente que en la definicién de esta

G)De hecho, para asegurar que la funcién es inyectiva, basta
que P sea no singular.

(6)Si 1a funcién niicleo se utiliza para comparar se suele de-
nominar funcién nicleo de similitud.

1
5 (a1a2 + b1b2) = crca+r172

distancia a partir de un nucleo se tiene en conside-
racion la distancia entre los centros de los intervalos,
AZ?c, y el tamaiio relativo de ellos, A2r, ponderando-
se ambos valores de forma equilibrada. Su expresién
en forma cuadratica seria la siguiente

(1, 1) (AC’M< 01 ) ( ¥ )

Volviendo al ejemplo de la Seccién 2 del intervalo
I, = (0,1) y los intervalos de la forma I, = (2—h, 3)
con h > 0, el célculo de la distancia ahora definida
establece,

d(I,I,) =4+ (2—-h)2  Vhel0,4]

que es minima en el caso h = 2, d((0,1),(0,3)), y
méxima cuando h = 0 6 4, d((0,1), (2, 3)) — interva-
los pequenos pero distantes —, 6 d((0,1),(-2,3)) —
intervalos con interseccion total pero de tamafo de-
sigual —. Por tanto, se ha solventado la problematica
a la que no podia responder la distancia del maximo,
pero manteniendo las caracteristicas deseables en la
definicién de distancia.

4. Generalizaciones de la dis-
tancia intervalar

Una vez concretada una primera definicién de distan-
cia intervalar dentro del entorno de nticleos, diversas
generalizaciones son posibles de forma mas o menos
directa.

4.1. Distancia intervalar ponderada

Una generalizacion de la distancia intervalar puede
considerarse para los casos en que la ponderacién en-
tre el tamano de los intervalos y la distancia entre
centros quisiera realizarse de forma no equilibrada.
Para ello, se define la funcién ¢ proyectando el espa-
cio original en el de caracteristicas, de la forma

sn=a(( 2= (o))

de donde

k(1) = <(A'<2 >)t<A<i§)>>
= (a rl)s<f§)



por lo que,

(I, 1) = (A'(ﬁi ))t'(A'(ﬁi >>
( Ac Ar)s(ﬁﬁ)

siendo A una matriz no singular con objeto de que
¢ sea una aplicacién inyectiva, y S = A*A es una
matriz simétrica y definida positiva.

De esta forma se puede controlar el peso que corres-
ponde dar a la posicién de los intervalos, ¢, y a su
tamano, r. Asi, por ejemplo, si

4 ( 10
soaa-(10)

y se consideran los intervalos (0, 1) y (1, 3), entonces
se observa que

d?((0,1),(1,3))
d?((0,1),(0,3))

(0,5—2)2+3(05—1)2=3
(0,5-1,5)24+3(05—15)2=4

mientras que sobre la distancia definida de origen

d%((ov 1)3 (17 3)) - (075 - 2)2 + (035 - 1)2 =25
d%((ov 1)3 (07 3)) - (075 - 175)2 + (075 - 175)2 =2

es decir, que la eleccién de una ponderacién u otra
permite realizar cambios de ordenacién sobre el con-
junto de los intervalos.

4.2. Distancia intervalar definida so-
bre soporte compacto

La funcién ntcleo de similitud que ha permitido de-
finir la distancia intervalar en la Definicién 3.1 no
se encuentra acotada, por lo que ain podria mejo-
rarse para que resultara mas practica a la hora de
interpretar los resultados. Ademds, se trabaje con
notacién boreliana o con los extremos de intervalos,
a la distancia no le es posible tratar con intervalos
semiabiertos si el soporte de trabajo es toda la recta
real, IR.

Con objeto de tener acotadas la similitud y la distan-
cia, se estudia la posibilidad de definir el nicleo de
similitud entre intervalos contenidos en un compacto
de IR, en general [a, (], cona, E Ry a < f3.

Sea el compacto (intervalo cerrado en IR) [o, (] y
consideramos el conjunto

7, = {intervalos (a,b) : a <a < b< 3}

En este conjunto se define una nueva medida de si-
militud a partir de la definicién de una funcién ¢
semejante a la original

(f)1221—>B2

¢1<<a,b>>:%<afa,ﬂfb> (7)

Noétese que esta aplicacion ¢ se puede escribir en la
forma:

¢1(a,b) = %(cfrfa,ﬂfcfr)

- A (G50
- n(0)+a

donde P; es ortogonal. Aunque en este caso las com-
ponentes caracteristicas son el espacio complementa-
rio al intervalo (a, b) respecto a la base compacta, se
sigue que la distancia que se obtiene no varia respec-
to a aquella de la Definicién 3.1 ya que

o1(l) — ¢1(l2) = P ( 2; )

y PPy = P*P = I. Adem4s, tal como se pretendia,
la distancia ahora se encuentra acotada ya que si
identificamos cada intervalo como un punto en IR?,
se sigue que ahora ¢; es una funcién continua en un
compacto y por el Teorema de Weierstrass la funcién
esta acotada, demostrandose que d(I1,13) < 8 — «
para cualquier par de intervalos.

Noétese que, aunque la distancia definida es la misma
que la inicial, y presenta una formulacién simple, la
funcién nicleo de similitud asociada es bastante mas
compleja

k((ala bl)a (a25 b2)) = cica+rirg + 02 + R2+
—20(01 + 62) —2R(r1 + 7“2)

con C' =

ﬁ%a su radio.

a—;ﬁ el centro del compacto base, y R =

5. Conclusiones y trabajo futu-
ro

Una forma eficiente de tratar con incertidumbre en
la informacién es a través del uso de intervalos. Por



lo general, su tratamiento algebraico suele referirse a
su aplicacién punto a punto sobre todos los valores
posibles del intervalo para posteriormente acotarse
de forma conjunta. En el presente trabajo se plantea
el tratamiento puramente intervalar de estos elemen-
tos bésicos, para lo cual se hace necesario definir una
distancia apropiada. La solucién propuesta enfoca el
problema mediante la utilizacién de nicleos (’ker-
nels’), lo que lleva a definir, por vez primera en la
literatura, nicleos intervalares, los cuales son la ba-
se de definicién de la distancia. Se ha comprobado
que la distancia definida cumple con una serie de ca-
racteristicas que la hacen particularmente 1itil en el
tratamiento intervalar.

Se han presentado algunas generalizaciones y ejem-
plos ilustrativos de aplicacion, pero sin duda este
trabajo es sélo el inicio de una linea de investiga-
cion prometedora que auna el area emergente de in-
vestigacién en maquinas nicleo junto con otros mas
tradicionales, como el Andlisis Intervalar, el Razona-
miento Cualitativo o la Logica Difusa.

Desde el punto de vista de las maquinas ntcleo, ha
de referirse que los nucleos de similitud asociados a
las distancias no son independientes de su posicién
sobre el intervalo base, hecho que debe mejorarse en
el futuro. Sin embargo, la distancia es plenamente
valida como 1til de trabajo en entornos cualitativos,
y su aplicacién sobre diversos casos de estudio es una
de las lineas futuras de investigaciéon. En particular,
se estd realizando su desarrollo para el andlisis y me-
dicion del riesgo crediticio.
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A. Anexo

Demostracion Proposicion 2.2:

Se debe comprobar que se verifican las propiedades
de distancia,

1. 0<d,(I1,I) para I; e I, intervalos. Trivial.

ag = a1

2. dm(11712)0<:>{ by = by

}@11[2.

3. dm(I1,1I3) = dm(I2, I1). Evidente, por el uso del
valor absoluto en la definicién.

4. Para cualesquiera tres intervalos I, I e I3 se
cumple la desigualdad triangular ya que es cierto
que:

la+0b| < la+c|+|c+b], Va,b,ce R

y se tiene que:

laz —a1| < az — as| + |ag — a4 N
lba —b1] < |ba — b3| + [b3 — b1

mazx {|az — a1|, |ba — b1]} < max {|az — as|, |by — bs|}+

y de aqui se sigue que:

dm (I, I2) < dw(I1,I3) + dm (12, I3)



Demostracion Lema 2.3:

En primer lugar se tiene que si a, b € IR entonces:

méx {[al, [b[} = 5 (|al + [o[ + [|b] — |a]])

N =

yva que si a > 0y b > 0 entonces si:

1 1
aZbﬁméx{a,b}:azi (a+b+(a7b)):§ (a+b+1b—al|)

Anélogamente se tiene si a < b.
Por otro lado, como |a|] > 0y [b] > 0 se cumple la
afirmacion anterior.

De esta forma se sigue:

0 < d (I1, I) = méx {|Ac — Ar|, |Ac+ Ar]} = |Ac| + |Ar|
méx {|Ac — Ar|, |Ac+ Ar[}? = (|Ac| + |Ar])® <

méx {|Ac — Ar]?|Ac+ Ar|2} =

|Ac — Ar|® + |Ac + Ar]? + ‘|Acf Ar)? — |Ac+ Ar| D =
(Ac— Ar)* + (Ac+ Ar)? + ‘(Ac — Ar)® = (Ac+ Ar) D
A2c 4+ A%+ 2|AcAr| = (|Ac| + |Ar|)?

N[= N[=



