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RESUMEN:

Este trabajo tiene por objetivo presentar un conjunto de datos financieros referidos al
IBEX35 de una serie de tiempo concreta para contrastar si los rendimientos siguen un
modelo Normal. Para ello consideraremos varios modelos probabilisticos y
contrastaremos dichos datos verificando en la practica el modelo que mejor se ajuste.
A lo largo del trabajo se presentaran las caracteristicas mas relevantes de cada uno de
ellos. Se realizardn contrastes de hipétesis para conocer que modelos se pueden
rechazar y cuales no, y asi obtener los mejores resultados posibles.
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INTRODUCCION

El presente trabajo se refiere al estudio de los modelos probabilisticos a través de una
aplicacion practica al IBEX35, considerando el modelo Black-Sholes (Espen Benth,
2004, pp.12) Se trata de un estudio estadistico y como tal debe centrarse en dos
pilares basicos: la teoria y los hechos. La teoria permite entender los modelos sobre
las variables objeto del andlisis y los hechos se concretan en una serie de datos.

El tipo de interés que abarca este trabajo es un interés académico debido a la
finalidad que presenta. Dicha finalidad es el estudio como se ha mencionado
anteriormente de algunos modelos estadisticos mostrandolos con datos reales y
actuales, por lo que el objetivo principal es mostrar el cumplimiento de estos modelos.

La idea general del trabajo es que el modelo Black-Sholes (el cual fue empleado
para estimar el valor actual de una opcién europea para la compra o venta de acciones
con fecha futura) implica que los rendimientos de un indice bursétil siguen una
distribucién Normal. En la practica se ha observado en numerosas ocasiones que este
ajuste falla en las colas, debido a que los datos suelen presentar colas mas pesadas
que el modelo Normal. Este fendbmeno es conocido como uno de los “hechos
estilizados” de los datos financieros (Alonso y Arcos, 2006, pp.106). Por ello, se han
usado modelos probabilisticos de mayor curtosis, o también conocidos como modelos
de colas pesadas. El peso de las colas se mide a través de un coeficiente llamado
curtosis.

Para entender mejor el planteamiento del modelo de Black-Sholes debemos tener
en cuenta que se trata de un modelo browniano geométrico o también conocido como
proceso lognormal, es decir, su logaritmo neperiano se distribuye normalmente.
Podemos mostrar la media de S+:

InSe+(U-=)T

y la desviaciéon estandar seria: o0+4T. Siendo u el rendimiento esperado de la
opcién y o la volatilidad del precio de la opcién.

Los supuestos de dicho modelo son:

1. ElI comportamiento del precio de la opcion corresponde al modelo logaritmico
normal, con u y o constantes.

2. No hay costos de transicion ni impuestos. Todos los titulos son perfectamente
divisibles.

3. No hay dividendos sobre la opcion
4. Ni oportunidades de arbitrajes libres de riesgo.
5. La negociacion de valores es continua.

6. Los inversionistas pueden adquirir u otorgar préstamos a la misma tasa de
interés libre de riesgo.

7. La tasa de interés libre de riesgo a corto plazo, r, es constante.
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La férmula de Black-Sholes para calcular los precios es:
Valor actual de la opcién= PN (d;) — Ee™™ N(d,)

donde: P = precio de la accién en el momento actual.
E = precio "de ejercicio" de la opcién.
Rf = tipo de interés libre de riesgo.
T = tiempo que le resta de vida a la opcion.

N (d) = funcién de distribucion de la variable aleatoria normal

Vamos a considerar tanto el modelo Normal como modelos de colas pesadas, por
ello estudiaremos también los modelos t-Student generalizado y Estable. Ajustando
estos tres modelos a los rendimientos del IBEX35 de un periodo determinado,
seleccionaremos el que mejor se ajuste.

Este trabajo se estructura en dos capitulos: el primero de ellos, donde se muestra la
teoria de los diferentes modelos estudiados para asi comprender con mayor precision
sus caracteristicas mas importantes. Y el segundo capitulo donde se procede a los
hechos utilizando una serie de datos para luego éstos ser estudiados minuciosamente
para cada uno de los modelos.

Con respecto a la metodologia utilizada, en primer lugar se expone los conceptos
basicos sobre los diferentes modelos estudiados junto con sus figuras
correspondientes y en segundo lugar, tras la recopilacion de los datos del IBEX35 y
con la ayuda del software Mathematica se realizan los diversos célculos para poder
analizar los datos y contrastarlos. Una vez contrastados se podra verificar si los datos
estudiados siguen una las distribuciones estadisticas que hemos estudiado con mayor
detalle.
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CAPITULO 1

MODELOS PROBABILISITICOS UTILIZADOS Y ESTIMADOR
MAXIMO VEROSIMIL

1.1. EL MODELO NORMAL

La distribucién Normal o Gaussiana es indudablemente la mas importante y la de
mayor uso de todas las distribuciones continuas de probabilidad. Es la distribucién
fundamental en la aplicacién de la inferencia estadistica en el analisis de datos, puesto
que las distribuciones de muchas estadisticas muestrales tienden hacia la distribucion
Normal conforme aumenta el tamafio de la muestra.

En la definicion 1.1 se proporciona la funcion de densidad de probabilidad
descubierta por Abraham De Moivre en 1733 como una forma de limite de la funcion
de probabilidad binomial (Vallés y Murgui, 2011). En 1774 Laplace obtuvo una
distribucion Normal como una aproximacion a la distribucion Hipergeométrica.
También la conocemos como distribucién Gausiana porque Carl Friedrich Gauss la
citd en un articulo que public6 en 1809 donde demuestra que un conjunto de
observaciones precisas e independientes y la densidad de la probabilidad del error es
la funcién de dicho error, entonces a través del Teorema de Bayes (1763) Gauss
asumio que el valor mas probable seria la media de todas las observaciones. Durante
el siglo XIX se emple6 de manera extensa por cientificos que habian notado que los
errores frecuentemente llevaban a una distribucion normal.

La mayoria de los argumentos tedricos para el uso de la distribucion Normal estan
basados en formas del Teorema Central del Limite.

DEFINICION 1.1.: Se denomina distribucién normal de probabilidad de media p vy
de varianza o ( o desviacion tipica ¢ ) lo que denotaremos por:

X~N(p0")

a aquella variable aleatoria cuya funcion de densidad es:

1 1x— .'f?:‘-l2
—_—]
f(x) = — g % o -0 X < 0

Fy 27

La apariencia gréfica de la distribucién Normal es una curva simétrica con forma de
campana perfecta con un maximo en el punto de abscisas x = y y el punto de inflexién
sobre Y + 0, que se extiende sin limites tanto en direccion positiva como negativa. Un
gran numero de estudios indican que la distribucién Normal proporciona una adecuada
representacion, por lo menos en una primera aproximacion, de las distribuciones de
una gran cantidad de variables fisicas como pudieran ser datos meteoroldgicos.
Aungue sin embargo, debe tenerse mucho cuidado al suponer una distribucion Normal
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sin previa comprobacion. En la figura 1.1 observamos una distribucién Normal con a=0
y B=2 para la distancia de -10 a 10.

- 3 o
= | 1 1 1 1 1 1 1 1

-10 -5 5 10

Figura 1.1. Gréfica de la funcion de densidad normal

Fuente: Elaboracion propia

Entre las caracteristica basicas de una distribucion Normal se debe tener en cuenta
gue la esperanza y varianza son respectivamente los parametros p y o?. Esto es que
la media vendra dada por:

—lx—m}=

E(X)= f_mmxe 20t dx =

VEm o

y la varianza sera:

Var (X) = f_xx[ﬁz — p)?*f(x)dx = o?

También se verifica que:
M =Me = Mo

Otra de las propiedades de una distribucién Normal, que merece especial atencion
es el coeficiente de curtosis debido a que la distribucion es simétrica respecto a u y
unimodal. El coeficiente de curtosis se calcula:

my
K=_—1_,:-L-3

5:{,

Debemos recordar que analiza el grado de concentracién que presentan los valores
alrededor de la zona central de la distribucion, y existen tres tipos: distribucion
mesocurtica que presenta un grado de concentracion medio alrededor de los valores
centrales, distribucion leptocurtica presenta un grado de concentracion alto y colas
pesadas y distribucién platicurtica que presenta un reducido grado de concentracion y
por lo tanto colas ligeras. La distribucion Normal es la que tomamos como referencia y
diremos que es mesocdrtica.

La distribucion Normal como se ha mencionado al principio se trata del modelo
probabilistico mas importante, puesto que a la larga muchos fendmenos empiricos
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tienden a ella. Ademas poseen unas propiedades tedricas muy importante que ha
permitido y potenciado el desarrollo de la Inferencia Estadistica. El caso mas relevante
que existe es la distribucion de media p=0, y de varianza, 6°=1, que Sse expresa como:

Z=N (0,1)

y se denomina distribucion Normal tipificada, reducida o estandarizada, que puede
introducirse directamente, o bien deducirse de una distribuciéon Normal:

X =N (y, 0%
mediante la transformacion lineal:

X— U
a

g =

Como caracteristicas basicas de esta distribucién nos encontramos que se trata de
una distribucién simétrica respecto del eje OY, tiene un maximo en dicho eje y sus dos
puntos de inflexién vendrian dados por: z = 1 y z= —1. La representacion grafica es
igual a una distribucion Normal.

A continuacion presentamos los valores mas usuales de dichas probabilidades y
para su mejor visualizacion obtendremos sus graficos correspondientes, sin especificar
unos datos concretos:

12’5% 12'5% Pr(u—1150<X<p+1150)=75%

75%

p—1150c u+ 1’150
Figura 1.2. Gréfica de la funcion de densidad normal

Fuente: Elaboracion propia

5% 5% Pr(u—1'64-0 < X <y + 1'64-0) = 90%

90%

M — 1640 Ep M+ 1’640
Figura 1.3. Gréfica de la funcion de densidad normal

Fuente: Elaboracion propia

2'5% 2'5% Pr(u—196-0<X<py+196-0)=95%

95%

M—1960c M+ 1960
Figura 1.4. Gréfica de la funcion de densidad normal
Fuente: Elaboracion propia
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Por dltima instancia nombrar el Teorema Central del Limite ya que indica las
condiciones necesarias y suficientes para la convergencia hacia una distribucion
Normal cuando los valores muestrales son superiores a 30. Ha sido unos de los
grandes temas de probabilistas y estudiosos de la Estadistica. Entre las diferentes
aportaciones destaca la version conocida de Lindeberg-Levy, el cual fue uno de los
que dedujeron las condiciones para que se verificara dicho teorema. Luego si
tenemos una sucesion {X;j}, de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con la misma media p y la misma varianza o2, se verifica que:

X —n
In B 5N 0,1) donde Xp = x;_
g

Con respecto a las observaciones de este teorema mencionar que es valido para
cualquier modelo generador de datos siempre que exista su varianza, y por tanto
también su media. Es pues una ley de caracter general, y de ahi su gran importancia.

1.2. MODELOS DE COLAS PESADAS

Los modelos de colas pesadas son una clase muy importante de las familias de
distribuciones en Estadistica. Son apropiadas cuando ocurren valores extremos con
probabilidades pequefias pero que no podemos ignorar. Se trata de distribuciones con
un valor alto de curtosis.

Algunos ejemplos de distribuciones pesadas son:
e Distribucion t-Student
e Distribucién Lognormal
e Distribucién Pareto
e Distribucién Estable

En los siguientes subapartados se estudiard las definiciones y caracteristicas
basicas del modelo t-Student, modelo t-Student generalizado y modelo Estable.

1.2.1. El modelo t-Student y modelo t-Student generalizado

En este punto del trabajo se diferencia claramente dos partes. En primer lugar la
distribucion t-Student (sin generalizar) y en segundo lugar la distribucion t-Student
generalizada.

En cuanto a la distribucion t-Student se trata de una distribucién de probabilidad
tedrica, que surge del problema de estimar la media de una poblacion cuando el
tamafio de la muestra es pequefio y su desviacion tipica es desconocida, de ahi su
semejanza con la distribucion Normal.

El autor de esta distribucién es William Sealy Gosset, conocido por el seudénimo
Student, fue quien la propuso en 1908. Aunque fue Ronald A. Fisher quien realmente
integré la forma t, ya que se ajustaba a su teoria de grados de libertad. Por lo tanto,
Fisher también es responsable de la aplicacion de la distribucion t a la regresion.
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DEFINICION 1.3: Sea X y Xj,..., Xn, n+l variables aleatorias independientes e
igualmente distribuidas con distribucion N(0,1). Decimos, entonces, que la variable

X
XE 4+ L+ X3
R n

sigue una distribucién t de Student con “n” grados de libertad.

Si la variable, T, sigue una distribucién t de Student con “n” grados de libertad, lo
indicaremos de forma abreviada como:

-I-z tn

La funcion de densidad de una variable aleatoria con distribuciéon t-Student con “n”
grados de libertad es:

n+1,
r= 1
)= —3m — — para -o <t <+, n>0
Y J:HFIGII (1472
aL

Con respecto a las caracteristicas de la distribucién t-Student, se hace especial
mencion a su simetria, ya que es simétrica con respecto al origen y la funcion de
densidad tiene un valor maximo cuando t = 0. En la figura 1.7. se percibe que la
funcién de densidad anterior tiene un perfil similar a la funcion de densidad de una
distribucion Normal (0,1) con la diferencia que la distribucion t tiene los extremos
menos pronunciados graficamente que la distribucion Normal, es decir, presenta
curtosis positiva. De hecho, conforme se tiene mayor nimero de grados de libertad, la
distribucion t tiende a relacionarse cada vez mas a una distribucion Normal. En la
practica, a partir de 30 grados de libertad sus funciones de distribucion pueden
considerarse casi idénticas, pudiéndose utilizar las tablas de la distribucion Normal
para calcular probabilidades de la t-Student. Sin embargo, los intervalos obtenidos
con t-Student son mas anchos que sus equivalentes en la distribucion Normal. Por
eso, se dice que el modelo t-Student tiene menor precision.

0.204, —— D. normal
E Y
b\ — — D.t-Student
i
fod '-.II"-.I (n=3)
filis b
[ ! F .'.Ilnl
[l M
i r '-I
i i '\
! 0.5 b \
i F \
/:-"r "'\\‘\-
_ -7 '~ _
-10 -5 5 10

Figura 1.5. Comparacién de la funcién de densidad normal y T-Student

Fuente: Elaboracion propia
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Las principales cualidades de la dicha distribucion son: en referencia a la esperanza, la
cual no existe para un grado de libertad, y para un mayor nimero de grados de
libertad valdra:

E(X)=0

Acerca de la varianza, para n =1 y n = 2 no existe, y para el resto la varianza
vendria dada por:

n
Var (X) = —2
n—

En la segunda parte de este subapartado se estudia el modelo t-Student
generalizado, el cual incluye 3 parametros: un parametro locacional (u), un parametro
de escala (0) y los grados de libertad (n). Se define como:

TG,=u+0oT,

donde Ty es una t-Student con n grados de libertad.

Ademas también se afiade la generalizacion de que se permite que el nimero de
grados de libertad, no sea un nimero entero.

Las propiedades son similares a la distribucion mencionada anteriormente con la
diferencia evidente en la esperanza y varianza del modelo. La esperanza se
presentara como:

E (TGn) = p + oE(Ty) = 1

Y con respecto a la varianza esta sera:

Var (TG,) = ¢® Var (T,) = 0° “%

Se verifica que:
E (TGy) = Moda = Mediana

Para terminar este subapartado se debe tener en cuenta que la distribucién t-
Student generalizada tiene mayor flexibilidad para adaptarse a los datos estudiados,
que la distribucion t-Student sin generalizar.

1.2.2. El modelo Estable

Algunos fenébmenos no pueden ser descritos mediante distribuciones Normales, ya
gue presentan observaciones con valores extremos y asimetria, lo cual caracteriza la
inestabilidad de la muestra y denota la presencia de colas pesadas, efecto conocido
como impulsividad. La distribucion Normal no seria capaz de describir dicha
impulsividad. Es decir, son posibles eventos o sucesos, que descritos mediante una

-10-
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distribucién Gaussiana serian considerados como situaciones mucho menos probables
de lo que son en realidad.

La teoria de las distribuciones a-estables fue desarrolla por primera vez en los afios
veinte-treinta del siglo XX por Paul Lévy y Aleksandr Khintchine. Estas distribuciones
han sido aplicadas en diferentes areas de conocimiento. Aungue se debe aclarar que
no fue hasta la década de los setenta a través de los trabajos de Benoit Mandelbrot
donde se popularizé en el &rea econémica, proponiendo una revolucionaria teoria
basada en las distribuciones a-estables para resolver el problema de la fluctuacién de
los precios (Rodriguez y Cruz, 2012).

En este subapartado se presenta la distribucion a-estable y algunas de sus
propiedades, remarcando que la distribucion a-estable cumple con el Teorema Central
del Limite Generalizado y la propiedad de la estabilidad que, ademas, contiene a la
distribucion Normal como caso particular de ésta como demostraremos mas adelante
en la definicibn. También se muestra la principal dificultad de trabajar con este tipo de
distribucion, ya que su funcion de densidad carece de expresién analitica. Como
consecuencia de ello esta distribuciobn no se encuentra muy extendida entre los
investigadores. Sin embargo, se aprecia que esta dificultad puede ser superada
utiizando una de las propiedades de dicha distribucion ademéas de los avances
tecnolégicos, que hacen poder aplicarla con mayor facilidad a diversas areas.

Existen diferentes definiciones de una distribucién a-estable, pero la de mayor
aceptacion y uso es la presentada por Nolan (2003), la cual caracteriza a las
distribuciones a-estables por cuatro parametros.

DEFINICION 1.4: Una variable aleatoria X tiene distribucién a-estable si tiene la
siguiente funcién caracteristica:

exp {-ywl® (1 —  x sign(w)Btan(—) )+ i x 3w }, (a # 1)

exp {-lyw| (1 +[x sign(w)B% log(jwl)+ ix dw }, (a=1)

donde sign(w)= —0 siw=0ya € (0,2], cuyos parametros se definen de la
siguiente forma:

e Estabilidad: a representa el exponente caracteristico, controla el grado de
impulsividad de la variable aleatoria, es decir, permite determinar el grado
de curtosis y la pendiente con la que decrecen las colas de las funciones.

e Asimetria: B € [-1, 1] permite controlar el grado de simetria de la
distribucion:

- B =0, para la distribucion a-estable simétrica,

- B > 0, para distribucion a-estable positiva, luego es
asimétrica a la derecha y

- B <0, para distribuciones a-estable negativa, asimétrica a la
izquierda.

e Escala: permite determinar las unidades de dispersion que tiene la funcion

de distribucion de probabilidad con respecto a la media. También se
denomina dispersion (y > 0).

-11-
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e Localizacion: & es el parametro de posicién y por tanto permite determinar
el punto de localizacion que tiene la funcion de distribucion de probabilidad.

En definitiva, la distribucion a-estable como funcion de sus cuatro parametros debe
expresarse de la siguiente manera:

me(iné)

Cabe destacar que si en la expresion de la funcidén caracteristica el parametro a =
2, el parametro B pierde significado, ya que Btan = 0. En ese caso, la funcion
caracteristica queda simplificada en:

@ (w) = exp {-lyw|" +idw}

Las funciones de distribucion a-estables tienen expresiones analiticas cerradas
para tres casos, los cuales son:

1) Distribucion Gaussiana con media d, varianza o = 2y?, cuandoa =2y B = 0.

2) Distribucion de Cauchy cuandoa =1y =0.

3) Distribucion de Lévy cuandoa=1/2y 3 = £1.

Debemos nombrar el Teorema Central del Limite Generalizado, establece que la
distribucion de la suma de variables aleatorias tiende a una distribucion a-estable cuando
la cantidad de variables es muy grande sin necesidad de que las variables tengan
varianza finita. Su origen se encuentra en un articulo de Fisher y Tippet en 1928, y
Fréchet en 1927, y fue unificada y extendida por Gnedenko en la década de los
cuarenta.

Para la definicion anterior es suficiente que las variables que se suman sean
independientes e idénticamente distribuidas. Es similar a la Teorema del Central del
Limite, excepto que éste se aplica a la media de una muestra de cualquier distribucion
con varianza finita, mientras que el teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko solo se aplica si la
distribucion converge, entonces el limite tiene que ser de una clase particular de las
distribuciones.

A continuacién se representa graficamente algunas distribuciones a-estables para
distintos valores de sus parametros. Para dos escenarios diferentes presentados a
continuacién, se mantiene constante el valor de uno de los parametros. El resultado
se muestra en la Figura 1.8. donde puede intuirse el porqué de cada uno de los
nombres de los diferentes parametros. El parametro a regula la impulsividad conforme
menor es a, mayor es el grado de impulsividad. El parametro 8 regula la simetria y el
signo del parametro, en otras palabras la orientacion de la distribucion. y mide la
dispersion de la distribucién y regula la concentracién de ésta alrededor de una valor
determinado. Y por ultimo, y produce la misma estructura siempre pero diferente
posicion en el eje X segun el valor establecido.

-12-



TFG-ECONOMIA. MODELOS PROBABILISTICOS PARA EL AJUSTE DE DATOS FINANCIEROS. APLICACION
ILUSTRATIVA AL IBEX35

’ a=1 B=1 a=1.5 =0
0.25 { I.I U.ﬂlﬁ F
[\ ] u=2 y=1 [ u=0 y=1
pa0f [ agof |
| IlI | ||
01sE | lZl,'!lj !
f / \
010 | bwf |
0.05 f AN Jaost -.R
— 4 S
-10 -5 3 10 10 "y .

10
Figura 1.6. Graficas de distribucion a-estables

Fuente: Elaboracion propia a partir del software Mathematica

1.3. EL ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Este método fue propuesto y desarrollado por Fisher (1921, 1925). Es el método mas
importante por estar basado en un principio de reduccion de datos bastante natural y
es el que goza de mejores propiedades, sobre todo para tamafios muestrales grandes.

El método de estimacion de maxima verosimilitud, selecciona como estimador a

aquel valor del parametro que tiene la propiedad de maximizar el valor de la
probabilidad de la muestra aleatoria observada.

En primer lugar debemos recordar la definicion de la funcién de verosimilitud.

DEFINICION 1.5.: Se llama funcién de verosimilitud a la funcion que partiendo de

un conjunto de datos muestrales, a cada posible valor de parametro le asigna su
verosimilitud y se suele representar por:

L (8) = f(x1,X2,...,Xn;0) en las poblaciones continuas

y L (B)=P(x1,Xz,.. ,%;0) en las poblaciones discretas

Obtenidos los datos muestrales x, se denomina estimacion de maxima verosimilitud
de un parametro, al valor del mismo para el que los datos proporcionan una

verosimilitud maxima. Por consiguiente, en la definicién 1.6. se especifica la definicion
bésica de dicho estimador en términos técnicos.

DEFINICION 1.6.: Sea Xi,X,, ...,X, una muestra aleatoria de una distribucién con
funcion de densidad f = (x,0) y sea L = (X1,X2.,X:;0) la verosimilitud de la muestra
como funcién de 6. Sit = u (x1,X2..,Xn) €s el valor de 6 para el cual el valor es maximo,
entonces T = u (X1,Xa,

, Xn) es el estimador de la funcién de maximo verosimilitud
de 6.

El método de maxima verosimilitud (MV) tiene la propiedad de proporcionar
estimadores que son funciones de estadisticos suficientes, siempre y cuando el

estimador MV sea Unico, ya que puede ocurrir que el maximo no sea alcanzable
debido a que se trata de un supremo y no existiria EMV.
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Para obtener el estimador de méaxima verosimilitud de un parametro 6, debera
procederse de la siguiente manera:

1°,

29,

3°.

49°,

5°.

Calcular la funcién de verosimilitud, teniendo en cuenta que esta debe ser no
negativa.

Calcular el logaritmo de la funcion de verosimilitud, se trata de una funcion
monaotona creciente.

Calcular la derivada del logaritmo.

logl(g)

da = 0.

. . ., d
Igualar a O la derivada anterior y resolver la ecuacién

Finalmente se calcula la segunda derivada y se comprueba que sobre la raiz
de la ecuacién de verosimilitud adopta un valor menor que cero.

Con respecto a las propiedades bésicas de los estimadores de maxima
verosimilitud nombrar que son:

Consistencia; hace referencia a que si el numero de observaciones n tiende a
infinito, el estimador converge en probabilidad a su valor verdadero.

Distribucion asintota normal; debe cumplirse la primera propiedad y se asemeja

a una distribucion Normal con media 6 y varianza T
Lol B

Eficiencia asintota; se trata del estimador con menor varianza que cualquier
otro estimador.

Invariante a las transformaciones.

Para finalizar este apartado vamos a deducir los estimadores de maxima
verosimilitud en el caso de un modelo Normal tanto para y como o”.

En primer lugar se considera una poblacion representada por una variable aleatoria
X, para la que admite una distribucién N(u, 6%), con ambos parametros desconocidos.

Se dispone de una m.a.s. (X1,Xo

Xn) Y siguiendo los pasos anteriores tenemos que

para el parametro J y o° seria:

1°. Funcién de verosimilitud

1

1.2 ——=
L () = (x'm} e 20

n .. \ 2
E]_: 1 LR W

2°. Logaritmo de la funcion de verosimilitud

L=t @=-nl (276) - =5 T (5 1)
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3°. Derivada del logaritmo

1

di W =-=XL —2(x_uw= 52?:1 (o) = :l (—np+ ZL, %)

J 20

1(2mo)” Y32

S0 = -0 T SR (- W) =

2 (Zmagys 4

n 2 —n 1 e 2
N ;Eiz1ﬁx; -y =S I (- )

(ma)* = (ma) =

4°, Igualar a O las derivadas anteriores y resolver la el sistema

TIW=0 o Z(-nu+ TL;x)=0 = (-nu+ Ik, x)=
0

np=Lis; x5 = U=:-_1 =1 X = X
109 =0 S-S Tl - W2 =0 = XL, (- w)? =
n e E":i-:.'::—u.‘lz R B ‘?-cn—cF

Por tanto Ios estlmadores de maximo verosimilitud para una muestra dada son
pMV =Xy 0’= = S?, es decir la media y la varianza de la muestra.

Para las poblaciones con distribuciones t-Student y Estables es necesario el uso de
software para resolver numéricamente las ecuaciones.

1.4. EL CONTRASTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV.

Para finalizar este primer capitulo del trabajo se tendra en cuenta el contraste de
Kolmogorov-Smirnow. Se utiliza este tipo de contraste para solucionar problemas
relativos a la bondad de ajuste entre dos distribuciones entre si. Se trata de una
alternativa al Chi-Cuadrado cuando el modelo propuesto bajo la hipotesis nula es
siempre de tipo continuo y el tamafio muestral es pequefio. Este estadistico se hace
uso para contrastar las hipotesis:

Ho : X sigue una distribucién F

H, : X no sigue una distribucion F
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y viene dado por:
dn = sup | F*(x) = F(x) |

el cual consiste en la méxima distancia observada entre las funciones de
distribucion, donde F*(x) es la funcién de la distribucién muestral y F(x) es la funcién
tedrica. Se debe comparar el valor de los dos con unas tablas especificas de este
estadistico pues no sigue una distribucién conocida especificada en la hipotesis nula,
aunque en nuestro caso lo realizaremos a través del software Mathematica.
Rechazaremos la hipotesis nula si el valor obtenido es mayor o igual que el punto
critico.

Para tamafios muestrales superiores a 100 puede utilizarse la siguiente
aproximacion, siendo el nivel de significatividad a (Pérez Diez de los Rios, 2009):

Z
[In =

D =
ne \l 2n

El criterio para la toma de decisién entre las dos hipétesis serd de la siguiente
forma: si el valor obtenido es mayor que el valor critico rechazamos la hipotesis nula y
si el valor obtenido es menor que el valor critico se aceptara la hipétesis nula.
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CAPITULO 2

APLICACION ILUSTRATIVA. AJUSTE DE LOS RENDIMIENTOS
DIARIOS DEL IBEX35.

2.1. EL IBEX35: GENERALIDADES

El indice del IBEX35 es el principal indice bursatil de referencia de la bolsa espafiola
elaborado por Bolsas y Mercados Espafioles (BME). Se trata de un indice ponderado
gue incluye a las 35 sociedades con mayor capitalizacion y liquidez negociadas en el
mercado continuo o cotizado en el Sistema de Interconexién Bursatil Espafiol (SIBE),
compuesto por las Bolsas de Madrid, Barcelona, Valencia y Bilbao. Sobre este indice
se negocian contratos de futuros y opciones en el Mercado Espafol de Futuros
Financieros. (MEEF). Esta disefiado para representar en tiempo real la evolucion de
los valores.

Para incorporar un valor al IBEX35 su capitalizacion media computable debe ser
superior al 30% de la capitalizacion media del indice en periodo de control. Se
entiende por capitalizacibon media, la media aritmética corregida por el coeficiente
correspondiente en funcion de su tramo de capital flotante o también conocido como
free float, es decir, el resultado de reducir del capital total el capital perteneciente a las
participaciones directas iguales o superiores al 3% del capital y las participaciones
directas de los miembros del Consejo de Administracion de la sociedad. En la
actualidad (Febrero 2015) las ponderaciones se encuentran de la siguiente forma:

Tabla 2.1: Coeficiente a aplicar al capital flotante

TRAMO DEL CAPITAL FLOTANTE COEFICIENTE APLICABLE

Menor o igual al 10% 10%

Mayor al 10% y menor o igual al 20% 20%
Mayor al 20% y menor o igual al 30% 40%
Mayor al 30% y menor o igual al 40% G0%
Mayor al 40% y menor o igual al 50% B0%
Mayor al 50% 100%

Fuente: Elaboracion propia a partir de
http://www.bolsamadrid.es/docs/sbolsas/docssubidos/normasindices/normas_indices ibex es

p.pdf
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La modificacion en los tramos de capital flotante se podra realizar semestralmente en
las revisiones ordinarias del Comité Asesor Técnico y, excepcionalmente, en las
revisiones extraordinarias del mismo.

Con respecto al calculo del indice, se realiza a través de la siguiente ecuacion:

EEé‘.l Cap._ (t:l
XE, Cap,(t— 1) £]

IBEX35 (t) = IBEX35 (t— 1)x

donde: t = momento del célculo del indice
i = Compaiiia incluida en el indice.
Si = N° de acciones computables de la compafiia i
P; = Precio de las acciones de la Compafiia i
Cap;= Capitalizacion de la Compafiia incluida en el indice, es decir (Si * Pi ).
> Cap; = Suma de la Capitalizacion de todas las Compairiias

J = Cantidad utilizada para ajustar el valor del indice por ampliaciones de
capital, etc...

Debemos recordar que nos podemos encontrar con otros indices IBEX como por
ejemplo el IBEX Medium Cap, el cual se trata de un indice formado por 20 empresas
de mediana capitalizacién, IBEX CAPPED es un indice que establece un limite del
18% a la ponderacion maxima de un valor dentro del indice y el IBEX TOP
DIVIDENDO, es un indice formado por los 25 valores del segmento de Contratacion
General, entre otros.

2.2. DATOS UTILIZADOS. ANALISIS DESCRIPTIVO BASICO.

Para realizar un analisis descriptivo basico sobre los datos del IBEX35 en primer lugar
debemos seleccionar el espacio temporal que vamos a estudiar. Debemos utilizar
siempre el dato mas actualizado posible por ello vamos a utilizar los datos
proporcionados a través de la pagina web www.infomercados.com y el periodo
temporal utilizado sera del 1 de Mayo de 2012 al 1 de Mayo de 2015. En este
apartado utilizaremos el software Mathematica para realizar los diferentes estadisticos
y graficos.

Los datos referentes al periodo que vamos a estudiar se encuentran recogidos en el
anexo 1.

En la figura 2.1 se muestran los datos graficamente. En el eje vertical se
representa los diferentes valores que ha alcanzado el IBEX35 durante el periodo
estudiado y en el eje horizontal, el periodo de tiempo. Se observa una evolucion
positiva general aunque en ocasiones se han producido decrementos en dichos
valores.
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Figura 2.1: Serie historica del IBEX 35
Fuente: Elaborado a partir de Excel con los datos recogidos de
http://www.infomercados.com/cotizaciones/historico/ibex-35-i1%20ib/

En la figura 2.2 se presentan los retornos graficamente de dos formas diferentes, nube
de puntos e histograma:

0

“al

wl

=004 =002 n.00 ooz n.04 0.06

—ons| .

—oosf .
Figura 2.2: Retornos de los datos sobre IBEX35

Fuente: Elaborado a partir del software Mathematica
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A través de la nube de puntos observamos que en el eje vertical muestra las
variaciones en un intervalo de 0°02 y en el eje horizontal, al igual que en el gréafico
anterior, el periodo de tiempo. Como podemos observar la mayor cantidad de nuestros
datos se encuentran en un intervalo de 0.04 y -0.04, aunque también se presentan
datos aislados especialmente altos en 0.06 y bajos en -0.06 e incluso menor. Esto es
un indicio de colas pesadas. Esto se puede deducir también a partir del histograma, ya
gque se observan colas pesadas.

A partir de los retornos de la serie de tiempo estudiada se puede realizar un analisis
descriptivo basico, ilustrando diferentes estadisticos. En la tabla 2.2 se muestra los
datos obtenidos. Como podemos comprobar nuestro modelo presenta asimetria a la
izquierda debido al valor negativo que hemos obtenido y se trata de una distribucion
leptocurtica, es decir, presenta un elevado grado de concentracién de los datos y por
lo tanto, colas pesadas.

Tabla 2.2: Resultados obtenidos para los retornos

ESTADISTICOS RESULTADOS OBTENIDOS

Media 000678212

Desviacion Tipica 0 0136774

Asimetria -0.0237327
Curtosis 2 0G5RG

Fuente: Elaboracion propia

2.3. ELECCION DEL MODELO PROBABILISTICO MAS ADECUADO.

En este Ultimo subapartado del capitulo vamos ajustar los modelos Normal, t-Student
generalizado y Estable, poniendo especial atencién a los valores maximos de la
funcién de verosimilitud de los modelos, a los diagramas Q-Q y al contraste de
Kolmogorov-Smirnov.

En primer lugar se obtendran los pardmetros para el modelo Normal de la serie
historica estudiada, que en este caso coinciden con la esperanza y la desviacion de la
muestra. Los resultados son:

N =0.00678212
0 =0.0136774

En la figura 2.3 se representa dicho modelo, donde se puede observar la forma
campaniforme caracteristica del modelo Normal. A través del grafico vemos como este
modelo presenta colas mas ligeras que los datos y que se extienden a ambos lados
del periodo temporal. EI modelo se encuentra por debajo de los datos tanto en la zona
central como en las colas.

-20-



TFG-ECONOMIA. MODELOS PROBABILISTICOS PARA EL AJUSTE DE DATOS FINANCIEROS. APLICACION
ILUSTRATIVA AL IBEX35

a0 |

inf

o0k

-0.04 -0.0z2 0.0 ooz n.04 0.06

\
z"f ‘l"'x
i \\
/ "y
' _oos - 0.0 -0.02 002 0.04 0.06

Figura 2.3: Modelo Normal
Fuente: Elaboracion a partir del software Mathematica

En segundo lugar, estudiaremos el modelo t-Student generalizado, donde extraeremos
los pardmetros de dicho modelo, que resultan ser:

U = 0.00856116
0=0.01039078
N = 4.4354814

Este modelo graficamente podemos observarlo en la figura 2.4, presenta una forma
campaniforme similar al modelo Normal. Presenta curtosis positiva. A través de la
ampliacién de las colas del modelo, se percibe que éstas son mas pesadas que las del
modelo Normal y consigue ajustarse mejor al conjunto de datos observados.

30l 1L
|

10 /

-0.04 -0.02 0.00 0.06
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Figura 2.4: Modelo T-Student
Fuente: Elaboracién a partir del software Mathematica

Con respecto al modelo Estable hacer referencia a sus pardmetros, éstos vienen
dados por:

a=1.73276
B =-0.151563
& = 0.001046

¥ = 0.0082024

Con los resultados obtenidos se demuestra que se trata de una distribucion
asimétrica a la izquierda y presenta curtosis positiva.

Este modelo lo podemos observar en la figura 2.5 junto con el histograma de los
datos. Presenta asimetria a la izquierda como se verifica a través del parametro B si
bien esto no se percibe con gran precisién. Al igual que el modelo t-Student
generalizado consigue un mejor ajuste que el modelo Normal.

40

0

|

10

-0.04 -0.02 oo

-0.04 -0.0z2 ooz n.04 .06

Figura 2.5: Modelo Estable
Fuente: Elaboracion a partir del software Mathematica
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A continuacion se muestra en la figura 2.6 los tres modelos estudiados para asi poder
realizar una comparacion entre ellos. Segun observamos en las siguientes figuras, el
modelo que presenta un mejor ajuste de los datos es el modelo t-Student
generalizado.

[ —— Modelo Normal
or —— Modelo t-Student

[ e - == Modelo Estable
30 - i

A

a0 [

4

-0.04 -0.02 n.00 0.02 0.04 0.06

-0.06 -0.04 -002 0.2 0.04 0.06
Figura 2.6: Modelos Probabilisticos
Fuente: Elaboracion a partir del software Mathematica

Por otra parte, los valores maximos que alcanza la funciéon de verosimilitud en cada
modelo, son:

Tabla 2.3: Valores maximos de la funciéon de Verosimilitud
VALOR DE LA FUNCION DE

MODELO VEROSIMILITUD
Distribucion Normal 2163.42
Distribucion T-Student 2192 58
Distribucién Estable 2186.47

Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos proporcionados por el software Mathematica

Observamos que todos los valores son parecidos pero mientras mayor sea el valor
mejor se ajusta el modelo, se destaca que el modelo Normal es el modelo que peor se
ajusta y entre los dos modelos de colas pesadas estudiados destacamos el modelo t-
Student aunque ambos se encuentra a una distancia importante del modelo Normal.

Los diagramas Q-Q nos permiten observar como de cerca esta la distribucion de un
conjunto de datos a alguna distribucion ideal o comparar incluso dos conjuntos de
datos. Mejor es el ajuste cuanto mas cerca se esta de los puntos de la diagonal. En la
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figura 2.6. se muestra el diagrama Q-Q para el modelo Normal donde observamos un
mal ajuste, ya que solo coincide en ciertas ocasiones.

0. 0.z 0.4 0.6 0.g 1.0

Figura 2.6: Diagrama Q-Q para el modelo Normal
Fuente: Elaboracion a partir del software Mathematica

El diagrama Q-Q del modelo t-Student viene dado por la figura 2.7 y para el modelo
Estable en la figura 2.8, donde vemos que en ambos modelos se ajustan bastante
bien ya que equivale casi en su totalidad con el conjunto de datos observados, lo que
nos hace pensar que se ajusta casi perfectamente. Observando detenidamente ambos
modelos se muestra una pequefa diferencia entre ellos, dando lugar a un mejor ajuste
del modelo T-Student.

I:II:I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1
0.0 nz 0.4 0.a 0.a 1.0

Figura 2.7: Diagrama Q-Q para el modelo T-Student

Fuente: Elaboracion a partir del software Mathematica
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Figura 2.8: Diagrama Q-Q para el modelo Estable

Fuente: Elaboracién a partir del software Mathematica

Para finalizar este analisis de bondad de ajuste, se debe tener en cuenta el contraste
de Kolmogorov-Smirnov para los tres modelos estudiados. Los datos se muestran en
la siguiente tabla:

Tabla 2.4: Contraste de Kolmogorov-Smirnov

MODELO CONTRASTE DE KOLMOGOROV-
SMIRNOV
Distribucion Normal 0.0339229
Distribucion T-Student 0.870372
Distribucion Estable 0851524

Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos proporcionados por el software Mathematica

Utilizando el nivel de confianza usual del 5% con los datos estudiados debemos
rechazar la distribucion Normal. En los modelos t-Student y Estable no se rechaza la
hipotesis nula. Debemos fijarnos que nuestro modelo se ajustara mejor al modelo que
mayor valor obtenga, que en este caso se trata de un modelo de cola pesada,
distribucion T-Student.
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CONCLUSIONES

Si observamos con detenimiento todo lo descrito anteriormente y tras los diferentes
analisis estadisticos realizados, este trabajo demuestra que tradicionalmente una de
las principales criticas a la valuacion de derivados financieros ha sido suponer que los
rendimientos siguen una distribucion normal, es decir, el modelo Black-Sholes no
siempre se cumple. Un indice bursétil como es el IBEX35 para un determinado periodo
histérico no sigue una distribucion Normal como dicho modelo predice.

La serie de datos estudiados nos muestran en los diferentes andlisis que siguen una
distribucion de colas mas pesadas, es decir, presenta una mayor curtosis. Tras
analizar dos modelos de colas pesadas, el modelo t-Student generalizado y el modelo
Estable se ha llegado a la conclusion de que el periodo de tiempo para el cual hemos
realizado el estudio presenta un ajuste mas perfecto el modelo t-Student, como hemos
podido comprobar a través del estimador de maxima verosimilitud, diagramas Q-Q v el
contraste de Kolmogorov-Smirnov.
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APENDICE

Instrucciones del software Mathematica utilizadas

En primer lugar se debe importar los datos a través de una hoja de célculo Excel para
ello debes introducir la ubicacion desde tu PC:

t = Import["C:\\Documents and Settings\ usuario’\\ Escritorio’\datos1. xlsx"]
Una vez obtenidos los datos, debemos nombrarlos para que sea mas facil su
utilizacion:

datosl = t[[1]]

Los simplificamos a través del comando:

datos = Transpose[datos1][[1]]

Para realizar el grafico de nuestros datos utilizamos:

ListPlot[datos, Joined — True]

Para calcular los retornos de nuestra serie historica, debemos introducir:
retornos = Tahle[Log[datos[[t]]] — Log[datos[[t — 1]]]. {t, 2, Length[datos] }]
El comando que utilizaremos para las graficas de los retornos y el histograma son
respectivamente:
ListPlot[retornos]
hist = Histogram [retornos, Automatic, "PDF"]
Para realizar el calculo de la media, desviacion tipica, asimetria y curtosis, utilizamos
los comandos:
Mean[retornos]
StandardDeviation[retornos]
Skewness[retornos]
Kurtosis[retornos] — 3

Ahora pasaremos a calcular los estimadores de los diferentes modelos, para ello

utilizaremos estiml para el modelo Estable, estim2 para el modelo Normal y estim3
para el modelo t-Student:
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estim1 = FindDistributionParameters[retornos, StableDistribution [0, a, 5, &, ¥]]
e = /. estim1[[1]]
Be = /. estim1[[2]]
fe = &/ estim1[[3]]
yve =y /. estim1[[4]]
estim2 = FindDistributionParameters[retornos, NormalDistribution[y, ] ]
ue = p/festim2[[1]]
oe = o /.estim2[[2]]
estim3 = FindDistributionParameters[retornos, StudentTDistribution [m, 5, n]]
me = m/. estim3[[1]]
se = 5/.estim3[[2]]

ne = ‘]’1|.-'r. est]mi[[j]]

Para realizar las graficas de los modelos utilizamos:
grafl = Plot[PDF[StableDistribution[0, ae, Be, &g, yel, x], {x, —0.07,0.071]
Show [hist, grafl]
graf? = Plot[PDF[NormalDistribution[ue, ge], x], {x, —0.07,0.07}]
Show [hist, graf2]
graf3 = Plot[PDF[StudentTDistribution[me, se, ne], x], {x, —0.07,0.071];
ShowThist, graf3]
Para poder realizar un grafico introduciendo los tres modelos, debemos utilizar el
comando:
Show [hist, grafl, graf2, graf3]
El célculo de los estimadores de maxima verosimilitud se realiza a través del siguiente
comando:
LogLikelihood[StabhleDistribution[0, ce, Be, Ge, ye], retornos]
LogLikelihood[NormalDistribution[ue, ge], retornos]

LogLikelihood[StudentTDistribution[me, se, ne], retornos]
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Los contrastes de Kolmogorov-Smirnov se calculan a través de:
KolmogorovSmirnovTest[retornos, StableDistribution [0, cce, Be, Se, ye]]
KolmogorovSmirnovTest[retornos, NormalDistribution[ue, oe]]
KolmogorovSmirnovTest[retornos, StudentTDistribution [me, se, ne]]

Por dltimo para obtener los diagramas Q-Q de los modelos, se debe introducir los
comandos:
Probahility Plot[retornos, StableDistribution [0, e, Be, Se, ye]]
ProbahilityPlot[retornos, NormalDistribution[ue, ae]]

ProbabilityPlot[retornos, StudentTDistribution [me, se, ne]]
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Anexos

ANEXO 1: Datos utilizados ordenados cronolégicamente

{{6831.9},{6851.9},{6876.},{7063.2},{7006.9},{6812.7},{7045.7}, {
6995.6}, {6809.4}, {6700.7}, {6611.5}, {6537.9}, {6566.7}, {6524.}, {66
61.3},{6440.5},{6534.4},{6543.},{6401.2},{6251.7},{6090.4}, {6089
.8},{6065.},{6239.5},{6267.8},{6418.9},{6438.1},{6552.},{6516.4}
, {6522.5},{6615.3},{6696.},{6719.},{6519.9},{6693.9},{6796.1}, {6
773.5},{6876.3},{6624.},{6528.4},{6666.9},{6721.7},{7102.2}, {712
4.},{7219.5},{7168.5},{6954.2},{6738.9}, {6688.3},{6726.9}, {6805.
9},{6630.1},{6664.6},{6532.1},{6558.2},{6591.2},{6632.6},{6246.3
},{6177.4},{5956.3},{6004.9}, {6368.8},{6617.6},{6801.8},{6738.1}
,{6720.},{6373.4},{6755.7},{7053.6},{7211.1},{7150.2},{7110.2}, {
7047.7},{7069.6},{7124.8},{7128.9},{7417.3},{7561.},{7469.6}, {75
44.5},{7340.7},{7282.9},{7310.3},{7398.9}, {7333.5}, {7306.}, {7195
.},{7420.5},{7434.2},{7488.2},{7494.},{7862.},{7882.8},{7857.7},
{7930.4},{7992.1},{7935.9}, {8154.5}, {8148.}, {8058.3}, {8098.8}, {8
022.1},{8230.7},{8138.4},{8175.},{7854.4},{7842.3},{7708.5}, {778
4.1},{7867.1},{7826.7},{7812.8},{7954.4},{7891.},{7745.4}, {7668.
},{7734.7},{7652.4},{7678.5},{7940.2}, {8128.2}, {8100.3}, {7913.4}
,{7877.1},1{7747.7},17791.5},{7779.2},{7775.6},{7728.6},{7833.9},
{7842.9},{7886.4},{7968.9},{7818.6},{7837.6},{7660.7},{7624.1}, {
7636.6},{7567.8},{7693.4},{7673.},{7695.5},{7588.2},{7763.8}, {77
78.7},{7805.4},{7875.6},{7909.6},{7874.8},{7863.7},{7837.6}, {797
3.7},{7934.6},{7889.2},{7902.4},{7883.2},{7910.8}, {7848.5}, {7804
.4},{7920.9},{7986.8},{8017.1},{8024.1}, {8040.3}, {8168.8}, {8264.
2},{8264.2},{8291.},{8299.5},{8280.9}, {8131.},{8167.5}, {8447.6},
{8403.4},{8435.8}, {8419.}, {8453.},{8606.4}, {8618.9}, {8664.7}, {86
32.1},{8601.},{8581.1},{8628.9},{8604.},{8665.9},{8632.1}, {8613.
3},{8665.6},{8724.6},{8672.5},{8643.},{8571.9}, {8362.3}, {8229.7}
,{7919.6}, {8093.6}, {8056.2},{8014.6},{8174.9},{8078.6}, {8234.7},
(8306.2},{8247.4},{8150.2}, {8108.9}, {8225.3}, {8163.},{8014.5}, {8
179.},{8244.5},{7980.7},{8136.7},{8230.3}, {8187.1},{8246.3}, {842
3.3},{8358.9},{8389.1},{8628.1},{8554.4}, {8532.3}, {8498.3}, {8657
.9}, {8619.1},{8507.8},{8321.},{8416.3},{8351.2},{8329.5}, {8140.6
},{7990.5},{7900.4},{7920.}, {8050.4}, {7904.3}, {7847.9},{7798.4},
{7787.1},{7872.5},{8136.4}, {8159.5}, {8040.4},{8014.1},{7948.7}, {
7803.},{7812.5},{7915.5}, {8027.7}, {8289.3}, {8389.3}, {8365.1}, {82
97.},{8450.9},{8419.}, {8406.4},{8544.8}, {8503.8}, {8544.}, {8597.}
,{8572.7},{8544.5}, {8457.8},{8474.6}, {8582.5}, {8542.3}, {8582.4},
{8515.2},{8464.5},{8462.4},{8343.6},{8264.6},{8363.6},{8511.3}, {
8441.7},{8433.5},{8320.6},{8284.4},{8363.},{8290.7},{8216.7}, {82
66.6},{8227.4},{8089.3},{8123.8},{8071.7},{8070.9}, {8136.3}, {818
0.2},{8098.3},{7822.1},{7700.2},{7553.2},{7607.7},{7823.}, {7844.
4},{7762.7},{7907.1},{7886.6},{7763.8},{8002.},{7868.4},{8017.6}
,{8014.8},{7995.},{8030.7},{7844.7},{7855.1},{7798.2},{7812.7}, {
7957.3},1{7943.2},{7966.},{8073.7},{8192.5},{8282.1}, {8353.6}, {83
76.1},{8456.5}, {8433.4},{8540.2}, {8574.},{8560.8}, {8529.5}, {8574
.1},{8671.8},{8735.5},{8717.7},{8758.5}, {8789.3}, {8737.6}, {8821.
3},{8657.1},{8502.4}, {8461.8},{8629.7},{8686.8},{8649.9}, {8394.}
,{8398.1},{8432.1},{8290.5}, {8429.6}, {8445.2}, {8490.3}, {8550.1}, {
8655.},{8632.5},{8801.6},{8875.2},{8924.2},{8941.6},{8999.5}, {89
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92.},{9062.5},{9153.7},{9169.8}, {9109.5}, {9167.6}, {9242.9}, {9272
.4},{9228.4},{9186.1},{9341.5},{9350.},{9295.7}, {9420.9}, {9381.9
},{9318.9},{9439.},{9660.5}, {9668.5},{9696.}, {9805.3},{9879.}, {9
918.},{10001.8},{10037.8},{10012.9},{9828.3},{9915.4}, {9815.5}, {
9736.2},{9866.5},{9778.7},{9907.9}, {9838.3}, {9873.8}, {9795.7}, {9
837.1},{9740.4},{9747.2},{9789.5},{9707.6},{9675.2}, {9708.7}, {96
95.9},{9783.1},{9629.8}, {9559.5}, {9599.3}, {9677.4}, {9689.1}, {971
4.6},{9808.4},{9859.8},{9837.6},{9745.5},{9605.}, {9540.5}, {9392.
1},{9400.5},{9487.4},{9438.3},{9358.7},{9272.1},{9272.7},{9429.5
},{9343.4},{9443.6},{9664.3},{9689.9},{9900.1},{9901.9}, {9916.7}
,{9760.3},{9798.1},{9888.5}, {10178.7}, {10253.6}, {10234.2}, {10290.
6},{10365.5},{10382.},{10525.},{10455.5}, {10465.7},{10454.1}, {10
357.4},{10279.7},{10241.2},{9868.9},{9758.4},{9879.1},{9896.2}, {
9920.2},{9725.4},{9754.3},{9775.},{9961.2}, {10072.4},{9982.7}, {1
0091.2},{10080.8},{10098.9}, {10053.8}, {10071.},{10193.1}, {10242.
5},{10224.3},{10164.1},{10114.2},{9878.7},{10126.7},{10215.2}, {1
0304.},{10164.2},{10194.6},{10163.3},{10070.4}, {9950.3}, {9812.},
{9975.},{10051.4},{10093.3}, {10079.9}, {10053.1}, {9913.1}, {9990.5
},{10140.8},{10199.},{10328.9},{10340.5},{10463.1},{10435.8}, {10
584.1},{10677.2},{10606.2},{10480.5},{10485.2},{10205.4}, {10295.
},{10114.2},{10103.5},{10168.6},{10267.9},{10292.4},{10437.8}, {1
0424.4},{10457.},{10320.9},{10384.6}, {10461.},{10459.},{10474.5}
,{10477.},{10481.4},{10413.8},{10567.},{10503.3},{10587.2}, {1061
3.9},{10365.},{10478.7},{10425.5},{10453.8},{10472.7},{10523.9},
{10558.9}, {10687.5},{10714.2},{10757.2},{10734.8}, {10798.7}, {108
27.4},{10776.7},{10755.6}, {10876.4},{11064.3},{11164.1},{11153.5
},{11074.9},{11113.7},{11034.1},{11051.7},{11112.3},{11190.7}, {1
1155.1},{11118.3},{11105.9},{10984.9}, {10993.5}, {10959.9}, {10923
.5},{10965.3},{11006.},{10998.5},{11090.},{11009.4},{10890.6}, {1
0696.7},{10759.},{10533.6}, {10538.8}, {10606.3}, {10475.9}, {10668.
3},{10524.6},{10527.},{10482.},{10648.9},{10659.1}, {10860.7}, {10
879.8},{10901.2},{10937.4},{10703.},{10514.},{10496.2}, {10232.2}
,{10078.6},{10104.8},{10104.8},{10193.5},{10241.5},{10314.5}, {10
294.8},{10245.4},{10353.4},{10386.5},{10420.9}, {10556.6}, {10690.
1},{10826.9},{10837.4},{10722.2},{10705.6}, {10746.5}, {10755.}, {1
0886.8},{11100.1},{11148.9},{11087.7},{10937.8},{10886.3}, {10890
.1},{10841.3},{10798.7},{10917.},{10991.},{11001.9},{10947.9}, {1
0801.8},{10783.1},{10851.4},{10686.},{10853.3},{10753.2},{10418.
1},{10567.6},{10645.7},{10430.7},{10339.},{10273.7},{10150.5}, {1
0187.3},{10204.9},{9838.5}, {9669.7},{9956.8}, {9915.2}, {10152.1},
{10249.9},{10333.7},{10339.3},{10195.2}, {10394.8}, {10247.8}, {102
63.7},{10477.8},{10374.4},{10154.4},{10276.9},{10261.8},{10251.3
},{10126.3},{10273.},{10338.8},{10157.3},{10140.4},{10148.}, {103
09.},{10432.9},{10429.9}, {10376.8}, {10209.2}, {10520.8}, {10642.5}
,{10699.6},{10647.},{10727.6},{10770.7}, {10672.8},{10749.2}, {108
75.9},{10619.9}, {10900.7}, {10805.2}, {10461.6}, {10396.9}, {10431.8
},{10145.},{9903.9},{10081.9},{10049.5}, {10363.6}, {10371.}, {1047
7.7},{10481.8},{10394.2},{10279.2},{10279.5}, {10350.8}, {9993.3},
{9871.1},{9891.4},{10115.},{9719.},{9797.5},{9966.}, {9846.}, {998
2.5},{10038.9},{10157.5},{10283.9}, {10335.3}, {10510.6}, {10581.5}
,{10696.1},{10598.9}, {10456.9}, {10507.6},{10403.3},{10328.1}, {10
598.2},{10577.8},{10535.5}, {10573.1}, {10364.9}, {10500.1}, {10364.
8},{10562.2},{10739.5}, {10689.5}, {10698.}, {10805.3},{10910.4}, {1
0879.3},{10990.1},{11064.5},{11049.5},{11139.5},{11178.3}, {11178
.5},{11014.7},{11051.3},{11124.4},{11091.1},{11054.2},{10902.2},
{11021.8},{11011.8},{11033.8},{11114.7},{11028.1},{11050.}, {1109
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1.},{11419.6},{11452.8},{11579.3},{11464.7},{11453.8},{11427.4},
{11529.1},{11521.1},{11569.8}, {11634.1}, {11730.5}, {11655.5}, {1173
4.6},{11749.3},{11866.4},{11704.7},{11778.4},{11611.7},{11359.4}

,{11384.6},{11422.3},{11399.2},{11416.3},{11505.4},{11640.2}, {11
378.9},{11385.}1}}
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