PARAMETERS SENSITIVITY IN THE CURRENT AND POTENTIAL
MARKETS OF AN ORGANIZATION

ABSTRACT: The market system composed of the surrounding business
setting, competing organizations and consumers/buyers, keep a perma-
nent interaction that becomes concrete in a dynamic path. If the market
is divided into current market and potential market, the exchange of roles
between consumers/buyers, or simply the incorporation of any organiza-
tion to the current market, involves a dynamic process that depends on
variables that are exogenous to the system and the value of adjustment
parameters. Such process origins in the behavior of the individuals part of
the system under study. The sensitivity and the study of those parameter
values require the knowledge of the system's possible trend, as well as its
behavior, depending on the parametric region where they are
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LA SENSIBILITE DES PARAMETRES DANS LE MARCHE POTENTIEL ET
ACTUEL D'UNE ORGANISATION

RESUME : Dans le systéme du marché, composé par I'environnement, les
organisations en concurrence et les consommateurs/acheteurs, il s'opére
une interaction permanente qui assume une trajectoire dynamique. Si le
marché est divisé en marché actuel et potentiel, le passage des consom-
mateurs/acheteurs de I'un vers l'autre, ou simplement I'entrée au marché
actuel d'une organisation quelconque, supposent également un processus
dynamique qui dépend de variables exogénes au systéme et de la valeur
des paramétres de réglage, dont l'origine est dans le mode de compor-
tement des individus qui composent le systéme étudié. La sensibilité et
I'étude de ces valeurs des paramétres réclament que |'on connaisse la ten-
dance possible du systeme ainsi que son comportement, selon la région
paramétrique ol il se trouve.

MOTS-CLES : Marché actuel et potentiel, systéme dynamique, bifurcations
de Hopf.

A SENSIBILIDADE DOS PARAMETROS NO MERCADO POTENCIAL E
ATUAL DE UMA ORGANIZACAO

RESUMO: O sistema do mercado composto pelo ambiente, as organiza-
¢bes em concorréncia e os consumidores/compradores realizam uma in-
teracdo permanente que se concreta em uma trajetéria dinamica. Se o
mercado é dividido em mercado atual e mercado potencial, a mudanca dos
consumidores/compradores de um ao outro ou simplesmente a entrada
ao mercado atual de qualquer organizagao, supoe também um processo
dinamico que depende de varidveis exdgenas ao sistema e do valor dos
parametros de ajuste cuja origem esta na maneira de comportamento dos
individuos que compéem o sistema estudado. A sensibilidade e o estudo
desses valores dos parametros requerem conhecer a possivel tendéncia do
sistema, assim como o comportamento deste dependendo da regido para-
métrica na qual se encontre.

PALAVRAS-CHAVE: Mercado atual e potencial, sistema dinamico, bifur-
cacdes de Hopf.
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RESUMEN: El sistema del mercado compuesto por el entorno, las organizaciones en competencia
y los consumidores/compradores realizan una interaccién permanente que se concreta en una
trayectoria dindmica. Si el mercado se divide en mercado actual y mercado potencial, el cambio de
los consumidores/compradores del uno al otro o simplemente la entrada al mercado actual de una
organizacion cualquiera suponen también un proceso dindmico que depende de variables exégenas
al sistema y del valor de los parametros de ajuste, cuyo origen esta en la manera de comportamien-
to de los individuos que componen el sistema estudiado. La sensibilidad y el estudio de esos valores
de los parametros requieren conocer la posible tendencia del sistema, asi como el comportamiento
del mismo, dependiendo de la region paramétrica en la que se encuentre.

PALABRAS CLAVE: Mercado actual y potencial, sistema dinamico, bifurcaciones de Hopf.

Introduccion

La facilidad en la comunicacién de la informacién que tienen las actuales
organizaciones, asi como la posibilidad de que las mismas acttien en cual-
quier punto de la geografia terrestre, en un tiempo que podemos entender
como muy corto -al menos si lo comparamos con lo que ocurria no méas
atras de diez afios-, ha incidido notablemente en un mejor cumplimiento
del tercer principio sobre eficacia en la segmentacién del mercado. La ac-
cesibilidad a un segmento de mercado determinado no supone en la actua-
lidad un problema de dificil solucién. Este hecho ha permitido dinamizar los
aspectos competitivos de las organizaciones que acttian en los mercados y
que estan encuadradas en un mismo mercado de referencia.
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Ese mayor dinamismo entre las organizaciones y su rela-
cién de intercambio con el mercado suponen, a su vez,
que los compradores o en su caso consumidores puedan
acceder de manera mas facil al conocimiento de los pro-
ductos y/0 servicios en competencia, lo que a su vez indica
abrir la posibilidad, mas que probable, de cambios de fide-
lidad por parte de los mismos.

Las estrategias en el esfuerzo de marketing' se funda-
mentan, en lo referente a la comunicacién ya sea personal
o de masas, en resaltar los atributos que hacen que el con-
sumidor aprecie, de una manera clara y contundente, cémo
los mismos producen en su conjunto utilidad o beneficio.
Estamos en el momento en el que la fidelizacién a un pro-
ducto, servicio u organizacién depende mas que nunca de
comportamientos competitivos anticipativos y agresivos
en muchos casos.

Por tanto, uno de los problemas fundamentales con los que
se puede encontrar una organizacién en competencia es
el de prever bajo qué condiciones puede perder o, en su
caso, ganar clientes: perder clientes, porque pasan a en-
grosar el conjunto de clientes de sus competidores o sim-
plemente dejan de reunir las condiciones que permitan
calificarlos como tales (en cualquier caso dejarian de ser
clientes actuales de la organizacién para pasar a la situa-
cién de clientes potenciales); o ganar clientes, porque se
produzca el efecto contrario. Es en definitiva un juego de
suma nula, en el que el adversario no es solo el competidor,
sino el propio mercado potencial del sector en el que se de-
senvuelve la organizacién.

La teoria del dinamismo aplicada al comportamiento nos
permite estudiar y analizar ese movimiento entre la con-
dicién de cliente actual y cliente potencial. La trayectoria
en el tiempo que refleja la evolucién de ambos tipos de
clientes y su cambio de rol puede analizarse estudiando las
bifurcaciones del modelo dindmico, ya que estas reflejan
un cambio en el comportamiento de los elementos estu-
diados. El analisis de las variables independientes pero con-
troladas por la organizacién y la sensibilidad de los valores
paramétricos que recogen la tendencia en los cambios del
comportamiento permiten visualizar, ex ante, los posibles
movimientos en el sistema y su previsible tendencia.

Podemos ver en Gandolfo (1997), Lorenz (1997), Vilchez,
Velasco y Garcia del Hoyo (2002), Velasco, Begines, Nadal,
Chamizo y Vilchez (2002), Vilchez, Velasco, Gonzalez
y Ortega (2003), Landa y Velasco (2004), Vilchez, Velasco y
Herrero (2004), Bosi, Magris y Venditti (2005), Haunschmied,

' "Esfuerzo de Marketing: La cantidad de inversién o en su caso gas-
to que una organizacion realiza para incrementar su demanda de
producto o servicio” (Kotler, 1992, pp. 81-82).
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Feichtinger, Hartl y Kort (2005), He y Westerhoff (2005), Li
(2005), Wagener (2005), Zhang (2006), Magnitskii y Siderov
(2006), Velasco, Nadal, Gonzélez y Vilchez (2007), Velasco,
Nadal, Gonzélez-Abril y Ortega (2009), entre otros, ejemplos
en los que se estudian bifurcaciones en estos modelos, en
los que surgen ciclos limite que acaban perdiendo su esta-
bilidad y que en algunos casos describen comportamientos
de duplicacién del periodo como antesala a la obtencién de
atractores caéticos. Es importante, por tanto, conocer la es-
tabilidad o inestabilidad de los ciclos que pueden aparecer
en nuestro modelo. Es por ello que vamos a analizar bajo
qué condiciones el comportamiento del modelo puede ser
cualitativamente muy diferente en un entorno del punto fijo,
si se realizan pequefias variaciones en los parametros del
mismo (Landa y Velasco, 2004; Velasco et al., 2007; Velasco
et al, 2009).

El resto del articulo estd estructurado como sigue: en la
seccion segunda, se presenta el modelo en tiempo con-
tinuo propuesto por Feichtinger (1992) y ampliado por
Landa y Velasco (2004); en la seccién tercera, obtenemos
el tnico equilibrio del sistema, estudiando la naturaleza
del mismo; en la seccién cuarta y quinta, se estudian los
diferentes comportamientos producidos por las bifurca-
ciones obtenidas en el sistema. Hemos de hacer notar
que todo el trabajo se ha realizado de forma simbdlica,
con lo que el mismo hace que se pueda particularizar
para conjuntos de valores de los parametros del modelo.
En este caso hemos estudiado uno de los parametros, in-
dicando cémo se puede hacer para el resto. Se finaliza
con una seccién de conclusiones.

Modelo dinamico continuo del mercado
actual y potencial de una organizacion

En Landa y Velasco (2004), ya se realizaba un estudio del
comportamiento de traspaso entre el mercado potencial
y actual. El modelo dindmico expuesto en este trabajo se
diferencia de aquel y se concreta de la forma siguiente:

X(t)=k—a x(t) y(t)+ B y(t)—c y(t)
y(t)=a x(t) y(t) - oy(t)+c y(t)

(1)

Aqui exponemos de manera méas precisa la propia dina-
mica de funcionamiento, que va a permitir seguir una
linea de actuacion que finalice en el estudio de la sen-
sibilidad de los valores paramétricos y de sus correspon-
dientes bifurcaciones; este es, en definitiva, el objetivo
fundamental de este trabajo, asi como exponer que estos
valores son los que reflejan los cambios en el compor-
tamiento de los elementos o sujetos integrantes del
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segmento de mercado, en su papel de clientes poten-
ciales? de una organizacion o en su papel de clientes ac-
tuales de la misma.

Las dos ecuaciones que definen el comportamiento del
sistema dindmico -podemos decir- son componentes de
un juego de suma nula, de manera que las variaciones en
positivo de una de ellas se produce inevitablemente por
la variacién en el sentido contrario de la otra.

De esa manera, la variacién de la trayectoria® de los de-
nominados clientes potenciales de una organizacion X(t)
va a depender:

2 El cliente potencial de una organizacién lo definimos como aquel
elemento integrante del mercado potencial actual del sector que
se trate, mas aquel que es cliente actual de otra u otras organiza-
ciones competidoras y por tanto es un cliente a captar o potencial
de la organizacién que se trate (Armstrong et al., 2011).

3 Latrayectoria queda definida por la variacion que se produce en el
niimero de elementos de los denominados clientes potenciales de
la organizacién que se trate. Esa variacion puede ser por incremen-
to o por decremento y medida en tantos por uno.

REV. INNOVAR VOL. 25, NUM. 57, JULIO-SEPTIEMBRE DE 2015

a) De la entrada neta“ en el sistema de aquellas personas
que puedan ser calificadas como clientes potenciales
de todo el sector, y que en momentos anteriores del
tiempo no podian ser consideradas ni como clientes po-
tenciales®. Esa entrada neta en el sistema se mide por
el parametro k, que esta expresado como una tasa;

b) del nimero de compradores que en este momento son
compradores actuales de organizaciones competidoras®

4 La entrada neta de clientes potenciales al sector puede ser positi-
va o negativa. Sera positiva si se incorporan al mercado potencial
actual del sector mas elementos de los que salen. Si la tendencia
en la trayectoria de K es positiva, implica que el mercado potencial
tedrico del sector serd mayor que el potencial actual. Si la tenden-
cia en la trayectoria es negativa, el mercado potencial tedrico del
sector serd menor que el potencial actual.

> Piénsese, por ejemplo, en individuos con escasa renta que en un
momento determinado del tiempo, mejoran sus niveles de renta.
Estos podrian ser considerados a partir de ese instante como indi-
viduos que cumplen con la condicién necesaria para poder califi-
carles como clientes potenciales.

& "Organizaciéon competidora: aquella que dedicandose a establecer
relaciones de mercado con clientes actuales considera a otra or-
ganizacién como rival en ese objetivo de la relacién de mercado”
(Kotler, 1992, p. 141).
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y, por tanto, pueden ser considerados como compra-
dores potenciales de la organizacién x(t); del niimero
de compradores actuales de la organizacién y(t). Tanto
X(t) como y(t), estan expresados en tanto por uno. El
producto de ambos es la varianza de la proporcién de
los elementos considerados como clientes actuales,
que esta afectada por lo que denominamos tasa de
contacto ¢(t) entre clientes, los representados por x(t)
y los representados por y(t). La variacién de la tasa de
contacto estara contenida en el intervalo [0,1], de tal
manera que el valor O determina que no existe con-
tacto y el valor 1 implica contacto del total de ambos
tipos de clientes. Si los clientes actuales de la organiza-
cién tienen mas poder de conviccién que los actuales
de otras organizaciones competidoras, puede haber
una traslacién de clientes de estas a aquella, pero ello
no tiene por qué afectar necesariamente al valor de la
varianza, siempre y cuando los cambios en la propor-
cién sean equivalentes. Habria un cambio cualitativo’
pero no necesariamente cuantitativo, si se cumple que
| x(t) = y(t)| = h, siendo en este caso h un valor cons-
tante y dada la propiedad conmutativa del producto.
En este caso, tan solo se produciria un cambio cuanti-
tativo significativo en la varianza cuando, partiendo de
una diferencia entre los valores x(t) e y(t), el poder
de conviccién de unos fuera tal que llevara al sistema a
que ambos valores x(t) e y(t)variaran, de tal forma
que | x(t)—y(t)|=h para 0<h<1, pudiéndose dar
también el caso contrario. Si el poder de atraccién de
los clientes actuales de otras organizaciones competi-
doras x(t) es mayor que el de clientes actuales de la
organizacién y(t), entonces el signo que afecta a la
funcién es positivo y no negativo, esto es, la trayectoria
de los clientes potenciales de la organizacion x(t) pre-
senta variaciones positivas;

c) de la salida de clientes actuales de la organizacién
B y(t), que pasan a formar parte de los clientes ac-
tuales de las organizaciones competidoras. Por ello,
pasan a engrosar el considerado como mercado poten-
cial de la organizacion. Esta salida de clientes actuales
se debe fundamentalmente a un esfuerzo de marketing
de las organizaciones competidoras muy eficaz;

d) del esfuerzo de marketing de la organizacién c y(t),
de tal manera que un esfuerzo eficaz contribuye ne-
cesariamente a reducir los clientes potenciales, ya que
son atraidos al mercado actual de la organizacion. Por

7 El cambio cualitativo se produce en el momento que un consumi-
dor deja de serlo y pasa a formar parte del mercado potencial o al
contrario. Eso no es mas que un cambio de actitud y por ello de
cualidad o cualitativo.
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ello, este elemento va afectado del signo negativo; no
obstante, si la politica de esfuerzo de marketing de la
organizacién fuera nefasta, entonces este conseguiria
un objetivo diferente al que habitualmente se le re-
conoce: la captacién de clientes. Un esfuerzo de mar-
keting mal enfocado produce la repulsién de clientes
actuales, que pasarian a formar parte del mercado po-
tencial, ya sea clientes de otras organizaciones com-
petidoras, o como integrantes del mercado potencial
de todo el sector. En este caso, el signo que afecta a
¢ y(t) podria ser positivo.

En definitiva los signos que acompafian a los elementos
que definen la trayectoria de los clientes potenciales son tal
y como aparecen en el modelo, salvo casos excepcionales
debidos fundamentalmente a los esfuerzos de marketing de
la propia organizacién y en su caso de las organizaciones
competidoras, asi como al poder de persuasién que se pro-
duce entre los clientes del producto-mercado de todas las
organizaciones competidoras.

De igual manera que hemos definido el comportamiento,
en su devenir temporal, de los clientes potenciales de la or-
ganizacién, lo podemos hacer con la evolucién temporal o
trayectoria de los clientes actuales de la organizacién, de-
finidos en el sistema de ecuaciones y con la que el modelo
se completa:

La variacion de la trayectoria y(t) dependera:

a) Del producto af(t) x(t) y(t), cuyo funcionamiento ha
sido tratado como parte de la ecuacién anterior. Como
en esta ecuacion se estd definiendo la trayectoria en la
variacién de los clientes actuales, entonces el signo de
este producto serd contrario al que se planteaba en la
ecuacion que definia la trayectoria de los clientes po-
tenciales x(t);

b) del esfuerzo de marketing de la organizacién ¢ y(t), que
actuara positivamente siempre y cuando sea eficaz, y ne-
gativamente en el caso de que manifieste ineficacia;

c) de J y(t); este término recoge las disminuciones que se
producen en la trayectoria de los clientes actuales de
la organizacién debido a la desaparicién natural de las
personas, representado por £ y f y(t) que se definia
al tratar la anterior ecuacién del sistema y que supone
la entrada de clientes a organizaciones competidoras
de la organizacién que estemos tratando, siendo
0 = f +¢. Este término siempre ird acompafado del
signo negativo, ya que la existencia de los dos com-
ponentes del mismo, £ y f y(t), suponen necesaria-
mente salidas del mercado actual de la organizacion.
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Por esta razén, el comportamiento del sistema represen-
tado por ambas ecuaciones que definen la trayectoria tem-
poral de las variaciones que se producen entre mercado
actual y mercado potencial de una organizacién es comple-
mentario. No se trata de dos sistemas sino de dos enfoques
dentro del mismo sistema. Los signos son convencionales,
dependiendo la adicién o la detraccién de aspectos cuali-
tativos como la eficiencia en la comunicacién, las conse-
cuencias del contacto entre personas del segmento en su
papel de compradores potenciales de la organizacién o de
clientes actuales de la misma.

Lo que se plantea, una vez definido el modelo de compor-
tamiento del sistema, es: a) se pueden prever los cambios
de comportamiento del sistema, b) cémo se reflejarian en
el modelo los cambios de comportamiento, en caso de que
sean previsibles.

Equilibrio estable e inestable del
mercado actual y potencial

A la contestacién de las dos cuestiones que planteamos
al final del epigrafe anterior, responde el resto del arti-
culo. Los cambios de comportamiento del sistema se van
a poder prever realizando el estudio de las bifurcaciones,
esto es, con la deteccion del cambio cualitativo del mo-
delo. Este cambio cualitativo va a significar un cambio de
tendencia en la trayectoria de la variacién en el mercado
potencial actual y en el mercado actual de la organizacion,
ya que ambos elementos definen las dos variables depen-
dientes del sistema de ecuaciones definido.

Por otra parte, para que existan bifurcaciones, ha de pro-
ducirse una variacién en los parametros de ajuste del sis-
tema. Estos pardmetros de ajuste son valores que recogen
los efectos cualitativos o de comportamiento de las per-
sonas que estan integradas en el segmento, ya sea porque
pertenezcan al mercado potencial actual, o porque lo
hagan al mercado actual de la organizacion.

Como podemos apreciar, en el sistema de ecuaciones
existen dos tipos de valores paramétricos que, atin siendo
independientes, son objeto de un cierto control por parte
de la organizacién (como el esfuerzo de marketing) y que re-
cogen la repuesta de los componentes del segmento (como
los parametros de ajuste definidos en el propio modelo).

Aln siendo esencial para la consideracién del nivel
de estabilidad® del modelo la incidencia de las valores

8 En términos matematicos queda expresada en los denominados
puntos fijos o de equilibrio. Un ejemplo de punto critico podria
ser que una organizacién empresarial tenga un mercado actual del
30% de todo el producto-mercado.
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paramétricos controlados por la organizacién, como lo son
en este caso las variables de marketing empleadas en el
desarrollo de la estrategia de mercado y cuya respuesta a
la aplicacion de las mismas la hemos recogido en ¢ y(t), es
con toda seguridad mas importante en esa busqueda de
la estabilidad del modelo el papel representado por los pa-
rametros de ajuste del mismo -a, B, k, &, que ya hemos
definido-, que en definitiva reflejan el propio comporta-
miento del mercado, tanto potencial como actual. Estos
parametros o variables independientes representan la res-
puesta a las estrategias empleadas por las organizaciones
en competencia.

Si estructuramos la matriz Jacobiana del modelo®, ob-
tendremos los autovalores de la misma A, y 4,. Segtin
el momento del tiempo en el que estemos estudiando
el mercado potencial y actual y la situacién del entorno
econdmico, politico social, etc. (es decir, los denominados
microentorno y macroentorno), esos autovalores se mani-
festaran de forma diferente en cuanto al valor obtenido. En
este sentido, podremos encontrar situaciones de equilibrio
distintas, definidas por las soluciones que representan las
6rbitas' y su relacién con un punto critico, tal como:

a) Que algunas de las soluciones orbitales se aproximen o
se alejen de un punto critico y otras evolucionen de ma-
nera asintética a dos lineas imaginarias que se cru-
zaran en el punto critico, esto es, que el dinamismo
entre mercado potencial y actual de la organizacién
evolucione en el tiempo de manera que se acerque a la
solucién critica o se aleje de la misma o, en su caso, que
la 6rbita se manifieste cercana al punto critico sin iden-
tificarse con el mismo. Es lo que se denomina punto de
silla. Los autovalores de la matriz Jacobiana serian tales

que 4, <0< 4,

b) que las soluciones orbitales confluyan hacia el punto
critico, esto es, que el mercado potencial y actual de la
organizacién tenga tendencia al equilibrio en una solu-
cién o determinado nivel. En este caso hariamos refe-
rencia a los denominados nodos estables y los
autovalores cumplirian con 4, < 4, <0;

) sicontrariamente a lo establecido en b), ocurre que las
soluciones orbitales tienden a alejarse del punto critico,
entonces estamos ante un nodo inestable y los autova-
lores quedarian como 4, > 4, > 0.

% Todos los desarrollos matematicos se exponen en el Anexo de este
trabajo.

19 Son la proyeccién de las soluciones dindmicas del sistema. Recor-
demos que las soluciones del sistema representan el trasvase entre
mercado actual y potencial actual de una organizacion.
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Junto a estas maneras diferentes de estabilidad entre mer-
cado potencial y actual de una organizacién, en el que
las érbitas, en general, tienden a acercarse o a alejarse,
seglin el caso de una solucién constante o punto critico,
puede ocurrir que la evolucién en las trayectorias del mer-
cado potencial y actual conformen otras maneras de equi-
librio a través del tiempo. Podemos encontrar, entonces,
segmentos de mercado en los que las organizaciones com-
petidoras plantean sus estrategias de tal manera que, par-
tiendo de una situacién de equilibrio estable (esto es, de
una solucién que calificamos de punto critico del sistema),
la evolucién temporal del mismo hace que cualquier solu-
cion de futuro, recogida en la érbita del conjunto de so-
luciones, gire alrededor del punto critico en el sentido de
6rbitas que se alejan de él en forma de espiral. En este caso
la organizacién esta perdiendo liderazgo en el mercado.

Si ocurre el caso contrario, esto es, que se aproximan a
este también en forma de espiral, entonces la organizaciéon
va adquiriendo liderazgo en relacién a las competidoras.
Puede ocurrir que las soluciones giren en el tiempo alre-
dedor del punto critico, no en forma de espiral sino circular,
en este caso no habria un liderazgo claro en el segmento
de mercado. En definitiva el alejamiento en forma de es-
piral serfa el caso de una organizacién que, partiendo de
un determinado posicionamiento en relacién a su cuota de
mercado actual, estd perdiendo a través del tiempo esa
cuota en beneficio de sus competidores o de personas que
abandonan el segmento de mercado.

En el caso contrario, esto es, el acercamiento en forma de
espiral, implicaria el hecho de que, habiendo perdido una
organizacion su cuota de mercado actual, la evolucién en
el tiempo le lleve a recuperarla o al menos a casi recupe-
rarla. En el caso de que la evolucién de la érbita fuera de
manera circular alrededor de un punto critico, todas las
organizaciones del segmento tendrian comportamientos
competitivos similares desde la perspectiva de los consu-
midores/compradores a los que se dirigen.

En los tres casos ocurriria que la matriz Jacobiana tendria
autovalores complejos (A=z+mi).

Si z >0, entonces estariamos en el caso de una organiza-
cién que pierde liderazgo. La 6rbita se aleja en forma de
espiral; es lo que se denomina foco inestable.

Si z<0, la organizacién adquiere liderazgo paulatina-
mente. La 6rbita en espiral tiende a acercarse a la solucién
constante o punto critico del sistema.

Si no existe un liderazgo claro en el segmento de mercado,
entonces la 6rbita gira u érbitas son curvas cerradas alre-
dedor del punto critico. En este caso z=0.
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Hemos visto que el sistema dindmico en su trayectoria
puede ser estable, entendiendo la estabilidad como un
conjunto de posibles soluciones alrededor de una o va-
rias de ellas o puntos criticos. En términos de evolucién
del mercado potencial y actual de una organizacién suele
darse con frecuencia este estadio de estabilidad. En un
marco definido por un entorno dado y por un posiciona-
miento de las organizaciones, estas compiten moviéndose
en torno o alrededor (las soluciones denominadas érbitas)
a una determinada cuota de mercado o cuotas de mercado
(punto o puntos criticos). Es lo que decimos en términos
habituales que una organizacién tiene el X% de cuota de
mercado (punto critico), o bien, una organizacién tiene una
cuota de mercado que gira alrededor (6rbita) de un X% de
cuota de mercado (punto critico).

Mientras ocurra lo que acabamos de expresar, podemos
decir, sin lugar a dudas, que en la organizacién que se
trate se producen cambios de tipo cuantitativo, esto es,
que existen variaciones en las soluciones que giran alre-
dedor de puntos o soluciones criticas, pero que son esta-
bles en el tiempo.

Cambio de comportamiento en la trayectoria
del mercado actual y potencial

No obstante lo anterior, la evolucién del sistema dinamico
puede conducir a que en un determinado momento del
tiempo la variacién no sea de tipo cuantitativo, sino de
tipo cualitativo, esto es, que se manifieste un cambio de
tendencia lo suficientemente drastico como para poder
pensar que las organizaciones en competencia pueden no
representar el mismo rol en el futuro. En este caso y dadas
las ecuaciones que hemos definido sobre las variaciones
en la trayectoria del mercado potencial y actual de una
organizacion, estamos indicando que esas variaciones que
se producen en el tiempo no representan solo un aspecto
cuantitativo alrededor de soluciones criticas, sino que se
producen variaciones de mas calado que la simple contem-
placién del aspecto cuantitativo.

Las variaciones de tipo cualitativo en el sistema se ex-
plican en los cambios del proceso de decisién de los in-
dividuos. Las personas de un segmento de mercado que
forman parte del mercado actual de una organizacion,
reciben informacién del entorno y de las organizaciones
competidoras. Esa informacién que es procesada por las
variables internas produce una respuesta que puede ser la
de adquirir un producto en mayor o menor cantidad o no
adquirirlo". Pero puede ocurrir que no se trate de adquirir

" Es lo que se manifiesta en variaciones cuantitativas en equilibrio a
las que hemos hecho referencia.
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en mayor o menor cantidad el producto a una organiza-
cién, sino que se tomen decisiones en el sentido de buscar
a otras organizaciones competidoras para engrosar su nu-
mero de clientes, o salir del producto-mercado y dejar de
ser cliente de cualquier organizacién en competencia. De
igual manera, puede ocurrir que individuos del producto-
mercado, que forman parte del mercado potencial de una
organizacién, sometidos al mismo proceso de informacién,
opten por engrosar el mercado actual de la organizacion
que se trate. Esto es lo que podemos calificar como varia-
ciones cualitativas, o cambios de tendencia en la trayec-
toria del sistema dindmico, o bifurcaciones, o simplemente
cambios en la estabilidad.

El estudio de las variaciones cualitativas se manifiesta
como hemos indicado en las bifurcaciones del sistema di-
namico, esto es, en las bifurcaciones que se producen en la
trayectoria de la variacién del mercado actual de la orga-
nizacién o del mercado potencial. Para poder estudiarlas,
es necesario considerar los parametros de ajuste que ya
hemos definido, parametros que recogen los aspectos cua-
litativos del sistema y que lo van ajustando en el devenir
del tiempo, de manera que represente de mejor manera la
realidad que se quiere modelizar.

Variaciones suaves en el valor de los pardmetros de ajuste,
producidas por el comportamiento en la toma de decisién
de los individuos que integran el segmento de mercado,
pueden inducir a que las soluciones del sistema dinamico
en el devenir del tiempo cambien en mayor o menor me-
dida. En definitiva, se pueden producir variaciones en x(t)
y en y(t), que como hemos definido se complementan. Lo
que incrementa o decrementa en x(t) supone lo mismo
pero en sentido contrario, esto es, en y(t).

Analizando la sensibilidad de los pardmetros de ajuste en
este sistema dindmico'?, observamos que no existe bifurca-
ciones de Fold para ningun posible valor de los parametros
de ajuste. Sin embargo, del mismo andlisis se desprende
que si existen puntos de bifurcacion de Hopf.

El pardmetro que define la tasa de contacto entre clientes
actuales y potenciales ¢, tiene dos valores de bifurcacion,
que son aquellos que anulan la ecuacién definida por la
traza de la matriz Jacobiana A.

1 0
tr(A)=—c-0+k o + (2)
-6 koa-c(f-9)
Los valores de los pardmetros que anulan la traza y el
punto de equilibrio correspondiente en cada caso vienen
dados por:

12 Véase en el Anexo el soporte matematico sobre bifurcaciones de
Fold y Hopf.
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ko k
ka—c(f-0) 6-p

x,y)= 3)

El valor de e, viene dado porJ|A|, que en nuestro caso es:

@, =\k a+c(f-9). (4)

Resolviendo la ecuacién tr(A)=0, tenemos dos valores
para el pardmetro o

_ck(ﬂ—é‘)—«/—ckz(ﬂ—é‘)z 5
IS '

Ck(B-08)++—ck(B-5) &
0{22 kz

y para cada valor de « *, tenemos el punto de equilibrio

a4

()

kS k (6)
ko' —c(B-6) '6-p

(x(e ) yla) =

Los valores ¢, y ¢, definen dos nuevos puntos de equi-
librio, en el que el sistema dindmico ha cambiado de ten-
dencia. Este se aleja de la trayectoria de equilibrio estable
o0 inestable, segln el caso, en la que permanecia en el
tiempo, para ir en la bisqueda de otros puntos o solu-
ciones atractivas o repulsivas que representan un cambio
cualitativo o de tendencia a medida que varia el parametro
«; a esto se le denomina la continuacién del equilibrio, que
consiste en la obtencién de un nuevo punto de equilibrio al
ir variando el parametro correspondiente, & en este caso,
obteniendo una trayectoria del punto de equilibrio en fun-
cién del parametro en cuestién. Ese cambio en el punto de
equilibrio suele ser una solucién del sistema dinamico, esto
es, un punto atractivo®.

A partir de que se produce el cambio cualitativo recogido
en la bifurcaciéon de Hopf del sistema, la trayectoria de
la tasa de contacto entre clientes actuales y potenciales
tiende en el tiempo de manera ciclica a la bisqueda de, en
este caso, una solucién de equilibrio ciclica estable, convir-
tiéndose el punto de equilibrio anterior en inestable. Evi-
dentemente, aunque en este sistema dindmico tan solo se
produjese el cambio de tendencia para el parametro «,
esto implicaria necesariamente un cambio de tendencia en

3 En algunos casos, la solucién estable puede quedar atrapada in-
cluso en un punto superatractivo. Seria el caso en el que la tasa de
contacto entre clientes actuales y potenciales permaneciera cons-
tante. Lo normal es que la atraccién se produzca alrededor de un
punto atractivo o solucién del sistema. Por ejemplo: la tasa de con-
tacto entre potenciales y actuales esta alrededor del X%.
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todo el sistema, esto es, un cambio cualitativo en la tra-
yectoria de clientes potenciales y de clientes actuales de la
organizacioén que se tratase.

Puede ocurrir otro tipo de bifurcacién de Hopf y ello su-
cede cuando las trayectorias son inestables al punto de
equilibrio, al pasar por el punto de bifurcacién, siendo el
punto de equilibrio estable antes de la bifurcacién y la tra-
yectoria ciclica inestable. En este caso antes de la bifurca-
cioén las trayectorias tienden hacia una trayectoria ciclica
estable (Kuznetsov, 1998).

El parametro o que define la tasa de contacto entre
clientes actuales y potenciales de la organizacién ha de-
jado su atractor para tomar valores que lo estabilizan alre-
dedor de una trayectoria ciclica o viceversa, segln sea la
bifurcacién de Hopf supercritica o subcritica. Ese cambio
en la trayectoria del parametro nos permite conocer un
cambio cualitativo en las relaciones entre clientes actuales
y potenciales y, en la medida que el cambio del parametro
influye en el sistema que estamos estudiando, permite, a
su vez, prever trayectorias nuevas del mercado potencial y
actual de la organizacién.

El impacto del resto de los parametros de ajuste incide
formalmente de la misma manera que lo hace este para-
metro a, esto es, se pueden producir variaciones cualita-
tivas de cada uno de los demas parametros, que a su vez
permitirdn estudiar las nuevas trayectorias del sistema;
en definitiva, variaciones cualitativas de los pardmetros
de ajuste del sistema, que son variables independientes,
no controladas por la organizacién, sino provenientes del
comportamiento de los consumidores y de la actuaciéon
de las variables de marketing.

Analizando la sensibilidad de los demas parametros de
ajuste de este sistema dindmico, de la misma manera que
lo hemos realizado con el pardmetro ¢, tenemos que para
el pardmetro S, los valores obtenidos al resolver la ecua-
cion tr(A)=0 son niimeros complejos, lo que indica que,
al no ser valores reales, no se produce un cambio cualita-
tivo de tendencia en este pardmetro. La entrada de indivi-
duos al mercado potencial de la organizacién, atraidos por
el mercado actual de otras organizaciones competidoras,
va a seguir produciéndose alrededor del mismo tipo de so-
lucién que se mantiene en el tiempo.

El pardmetro ¢ tiene un comportamiento similar al para-
metro . Al igual que para este pardmetro se puede en-
tender el porqué una organizacién con cuotas de mercado
estables dentro de un segmento de mercado puede en-
trar en una dindmica de alternancia en la que, en determi-
nados momentos de tiempo de mayor o menor duracién,

114

su cuota de mercado estd alrededor de una solucién y, en
otros momentos del tiempo y de manera ciclica, su cuota
de mercado estéa alrededor de otra solucién diferente de la
anterior, similar a las bifurcaciones de la conocida teoria
de los ciclos econémicos. Para este pardmetro tenemos los
siguientes valores de bifurcacién de Hopf:

_A+B

¢ = , _A-\B (7)
2(p-9)

S 2AB-06)

G

donde A=—(2ka(B-35)-p*5+528-1)y

B=(B-35) S(-4ka+(B~-3)d)
y para cada valor del parametro ¢ *, tenemos el punto

de equilibrio:

. ko k

MW= o (55 -5 ®

En relacién al pardmetro &, que representa la tasa de sa-
lida al mercado potencial por diferentes causas, bien por
desaparicion natural de los individuos, bien porque pasen
a formar parte del mercado actual de organizaciones com-
petidoras, tiene un valor real que anula la traza de la ma-
triz Jacobiana.

5_—c2+2cﬁ+ A +\3/B+3\/§\/E 9)
3¢ 3ciB+3V34C Rz
donde:

A=32(-c" +6ck a2 B2 )
B=2c®-18c*ka +27c°k’a’ + 6¢° B —18Cka B
+6c° B+ 257,

C=-4c’K’a’ +27c*k* o’ + 4K o’ p-36C°k* B
+8c°Ka’ pP+ Ak’ o’ B

y para cada valor del pardmetro & *, tenemos el punto
de equilibrio:

k& k
ka—c(,B—é‘*) 0 -

Si consideramos el pardmetro que expresa el ingreso de
individuos en el mercado potencial k, podemos observar
que también existen dos valores que anulan la traza de la
matriz Jacobiana, cumpliéndose el resto de las condiciones
para entender que existe una bifurcacién de Hopf.

(x(6)y(67) = (10)
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P ca(f—08)——ca*(f-06)6
T a? ' (11)
(. calB-0)+ —ca*(B—-06)6

2 az !

y para cada valor del pardmetro k *, tenemos el punto
de equilibrio:

* ko , k) (12)
kKa—c(f-06) 6-p

(X(k*),y(k*))=(

Por tanto, este parametro aporta al sistema un cambio
cualitativo similar a los de los pardmetros a y c. En defini-
tiva tenemos el siguiente resultado:

Proposicion

a) Se obtiene una bifurcacién de Hopf en el punto de equi-

librio [ ké _k

j, en el valor de bifurcacion

wz(az) '5_13
Ck(B-8)+-ck*(B-6) &
o,y = o '

b) Se obtiene una bifurcacién de Hopf en los puntos de

%) k
,en
koo—c (B-6) '5—,8]
A+-/B - A—\/E,
2AB-6) " AB-06)

donde A=—Qka(f~-35)-F5+5R2B-1)y

equilibrio (x(c'), y(c")) z(

los valores de bifurcacion ¢, =

B=(B-0) 8(-4ka+ (B - 5)5).
c) Se obtiene una bifurcacién de Hopf en el punto de
ko k

equilibrio (x(87),y(07)) = ka—c(ﬁ—é'*) i ,en

el valor de paramétrico de bifurcacién

IB+33JC
332 ’

' +2cp N A N
3¢ 3cB+33/C

donde, en este caso:

A=32(~c* +6ck a—2¢ f-c* B),

B=2c® -18c*ka +27c’k*a’ +6¢° B —18Ckaf
+6c' B +20° B3,

C=-4c°Ka’+27c*k o’ + 4K’ o’ B - 36K o’ B
+8c°k*a’ B+ 4c’k’ a’ B3

o
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d) Se obtiene una bifurcacién de Hopf en el punto de equi-

librio (x(k*),y(k*))=[k*a_kc(5ﬂ_5) ,5liﬂ .

en el

valor de bifurcacion

‘. — ca(f—0)+~—-ca’(f—-06)F

2 2
(24

En realidad la contribucién de la variacién en el valor de
todos los parametros que hemos definido, al sistema que
estamos estudiando, explica las oscilaciones a modos de
ciclo de las cuotas de mercado de cualquier organizacion.

Variaciones en los pardmetros recogen las variaciones en
el pensamiento de los individuos de un segmento de mer-
cado en su proceso de decision de compra y los efectos de
las decisiones tacticas y, en su caso, estratégicas de los
responsables de la organizacién en relacién al esfuerzo de
marketing que se realiza. Ello conlleva movimientos entre
el mercado actual de una organizacién y el mercado po-
tencial actual, con la repercusién en el potencial tedrico
de la misma.

Con el estudio del andlisis de la sensibilidad y de las bifur-
caciones de los parametros, se puede prever qué valores de
los mismos hacen que el modelo sea de una manera o de
otra, en el sentido de en dénde queda atrapado el modelo
0 en su caso repelido o inestable, aspectos de indole cua-
litativo. La importancia de ello radica en que, dado que el
modelo refleja la realidad que queremos estudiar, estamos
a su vez previendo cémo va a tender la realidad estudiada,
esto es, qué cambios de tendencia se prevén puedan ocurrir
en el mercado potencial y actual de una organizacién. La
respuesta a este interrogante viene determinada por el ana-
lisis y estudio, en el sentido de qué es lo que puede pasar
a partir de que el sistema se ha estabilizado en un punto
critico del que ha surgido una bifurcacién o cambio de ten-
dencia cualitativo.

Bifurcaciones supercriticas y subcriticas

{Qué es lo que ocurre a partir del valor critico de un para-
metro en el que se produce una bifurcacién de Hopf en el
sistema? Cuando el pardmetro estudiado tiene una solucién
a partir de la cual se produce ese tipo de bifurcacién, es ne-
cesario saber si la misma es supercritica o subcritica. Sera
supercritica si a partir del valor de la bifurcacién en el que el
sistema es estable, el punto de equilibrio se torna inestable,
dando origen a una curva cerrada estable que contiene el
punto de equilibrio que se ha convertido en inestable.

En definitiva el punto fijo o critico del sistema, en el que
permanecia atrapado, se bifurca en un ciclo limite, que
gira alrededor de una solucién inestable. Sera subcritica si
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el sistema pasa de un ciclo limite inestable a un punto de
equilibrio estable a partir del valor del parametro en el que
se produce la bifurcacién. Podemos decir que el ciclo limite
inestable se colapsa en un punto fijo.

Es importante conocer el tipo de bifurcacién, porque de
esa manera sabremos o podremos prever si el mercado po-
tencial actual y el mercado actual que son los elementos
que conforman el sistema estudiado, esto es, el mercado,
tienen tendencia a estabilizarse en una solucién estable
(subcritica) o en una solucién de ciclo limite estable que
gira alrededor de una solucién inestable (supercritica), lo
que indicaria soluciones periédicas estables a lo largo de
la trayectoria del sistema, girando alrededor de una so-
lucién inestable (bifurcacion supercritica); o bien la ten-
dencia a quedar atrapado en una sola solucién estable (bi-
furcacion subcritica).

Para cada parametro debemos encontrar la continuacion
de la trayectoria a partir de la bifurcacion. Ello nos condu-
cird a bifurcaciones de codimensién 2, segtn el caso, con
lo que el estudio de la trayectoria practicamente concluird
salvo para aquellos sistemas en los que se manifiesten las
condiciones necesarias para conocer si los mismos pueden
llegar a quedar atrapados en un atractor de tipo cadtico.

Dado que, desde una perspectiva de conjunto de lo que
podemos denominar paquete investigador seria muy
extenso para un solo trabajo, el resto del estudio de
todos y cada uno de los parametros del sistema, salvo del
pardmetro ¢, los vamos a incluir en un posterior trabajo
de investigacion, entre otras razones porque al enlazar
con las bifurcaciones de codimension 2, estas tienen sufi-
ciente entidad y autonomia para ser tratadas de manera
mas adecuada. No obstante y a modo de enlace entre
los dos trabajos, creemos conveniente iniciar, tal y como
hemos expresado en el parrafo anterior, el estudio del
pardmetro ¢, de manera que permita introducirnos en la
continuacion de la trayectoria dindamica del sistema que
estamos trabajando.

¢Qué ocurre con la tasa de contacto entre clientes poten-
ciales y actuales representada en el sistema de mercado
por el pardmetro ¢? Si el sistema ha llegado a un punto o
solucién a partir del cual se produce un cambio cualitativo
en el mismo, esto es, una bifurcacién, tal y como hemos ex-
presado en parrafos anteriores de este mismo epigrafe es
conveniente saber qué tendencia es la que va a continuar
o, lo que es lo mismo, qué tipo de bifurcacién se va a pro-
ducir: subcritica o supercritica. La respuesta la podemos
obtener utilizando los coeficientes de Lyapunov.

Si el valor de la bifurcacién viene representado por @, el
punto de equilibrio para este valor es:
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(X*(O!o),y*(oto))=[A L] (13)

donde

) _—Hﬂ25+ﬁazﬁ—ﬁa3+J—H(&—6Xﬂ—5f 5(1®
T A(B-6) 2 (B-6)

la matriz Jacobiana, particularizada en el valor de bifurca-
cion & es:

o' (er,) wz(a0)+ﬂ_5
a-| B-9  B-0 (15)
@' (a) @' ()
-6 f-6

Los autovalores de la matriz Jacobiana son4,, =% i@, y
los vectores que cumplen con el sistema de ecuaciones
Ag=iwqg, A'\p=—i op,

vienen determinados por:
(Re(q).Im(p)) =0, (p.q)=1

i@ .
- : @
2 =
p= . :q— E
E—I®
1
2e

Realizando un cambio en el origen de coordenadas
X= f] + X* (ao) '
y= fz + }/*(0!0)

tenemos que el sistema queda en la forma:

- k k6 k TP
;:k+ﬂ[—ﬂ+5+§2]_c[§]+0)zj_a[_ﬁ+§+§2j (§1+a)zj (]6)

~ k ks k (. ks
4:2 :_6[—13“54-4:2}-((514-(02]+a[—ﬂ+5+§z] [51"-(01]

Se construye una forma bilineal particularizada en el punto
de bifurcacién ¢, (ver Anexo):

(C(ﬂ_5)+w 2) (X1)/2 +X2Y1)
ko’
B , =
WA= B8+ %) (s + 1oy,
ka?

(17)

De igual manera, se construye la forma trilineal particula-
rizada en el punto de bifurcacion ¢, (ver Anexo):

0
cra-()

(18)
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El primer coeficiente de Lyapunov construido a partir
de las formas bilineal y trilineal ¢,(cx,) nos indica si la
bifurcacién es supercritica (¢, <0) o subcritica (¢, >0)
(Kuznetsov, 1998).

En una bifurcacién supercritica antes del valor critico de
bifurcacién del pardmetro en un entorno de él, el compor-
tamiento del sistema es un punto de equilibrio estable,
se mantiene para el valor de bifurcacién. Pero a partir
del valor critico, el punto de equilibrio se hace inestable
y a su vez nace una curva cerrada que es estable y que
contiene en su interior al punto de equilibrio. Dicha curva
cerrada es, para cada valor del pardmetro, un ciclo limite.
Al contrario, en una bifurcacion de Hopf subcritica, antes
del valor de bifurcacién existe un ciclo limite inestable y un
punto de equilibrio en su interior que es estable y, al pasar
por el valor critico, desaparece el ciclo pasando el punto de
equilibrio a ser estable.

El valor del coeficiente de Lyapunov ¢, es (ver Anexo):

_a(B-9),
20°

(@)= (19)

que, al particularizarlo en el valor de ¢, , nos da:

2
(B-9)(cp-9)+e)
2k’ @’
Dependiendo del valor de los pardmetros, habra regiones

en las que la bifurcacién de Hopf sea supercritica o subcri-
tica, es decir se tiene el siguiente resultado.

(20)

1 0

Teorema

Existe una bifurcacién de Hopf en el punto de equilibrio
ko k

2 2(050) '5_18
¢, . Obtenemos una particién del espacio paramétrico,
condicionado a que el primer coeficiente de Lyapunov
?,(e,) sea mayor o menor que cero. Para la regién en la
que ¢, (o, ) sea mayor que cero, la bifurcacién es supercri-
tica y, en caso contrario, es subcritica.

, dependiente del valor de bifurcacién

La tasa de contacto entre clientes actuales y potenciales
tiene un valor en un determinado momento del tiempo en
el que transcurre la trayectoria, si el valor es el que hemos
denominado como ¢, , entonces al aplicar el primer coefi-
ciente de Lyapunov para dicho valor y ser positivo podemos
asegurar que estamos ante una bifurcacién supercritica.
Ello nos indica que la contribucién del parametro estu-
diado, en este caso ¢, al sistema mercado es que este Ul-
timo (el sistema) va a tener una tendencia, insistimos en lo
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que contribuye el parametro, que pasa de la estabilidad a
la inestabilidad; el punto de equilibrio se va a volver ines-
table con unas soluciones alrededor de él de caracter es-
table y ciclicas. Por tanto, el sistema va a estar rodeado de
estabilidad, aunque el equilibrio sea inestable.

Si aplicando el primer coeficiente de Lyapunov para ¢, este
resulta negativo, nos encontramos ante una bifurcacién
subcritica o, lo que es lo mismo, la contribucién del para-
metro ¢ al sistema mercado hace que este se estabilice en
una solucion fija, el sistema se colapsa y queda atrapado.

Conclusiones

El estudio del modelo dindmico continuo del mercado
actual de una organizacién frente al mercado potencial
actual y teérico de la misma, que constituyen lo que hemos
denominado sistema de mercado, permite a través del valor
de los pardmetros de ajuste, que son variables indepen-
dientes y exdgenas, conocer la tendencia del mercado, no
solo desde una éptica cuantitativa, sino desde una pers-
pectiva de cambio de tendencia o cualitativa. Poder prever
si el mercado entra en situacién de equilibrio estable o lo
contrario, y si ese equilibrio estable lo es alrededor de una
solucién o de un conjunto de soluciones periddicas, permite
gestionar la organizaciéon empresarial de una manera mas
racional. El estudio de las bifurcaciones de Hopf super-
criticas y subcriticas para el resto de los pardmetros, que
hemos indicado en parrafos anteriores, asi como el estudio
de las bifurcaciones de codimensién 2, lo desarrollaremos
en un posterior trabajo.

Con modelos de este tipo que entienden de la relacién
entre mercados potenciales y actuales de una organiza-
cién, el gestor empresarial puede llegar a prever con cierta
anticipacion cudles pueden ser los cambios que se pro-
ducen en el comportamiento de accién de sus clientes.

Los clientes actuales de una organizacion, afectados por
variables internas del sistema de mercado, como las de-
rivadas de la accién directa de la misma para con ellos
y las variables de accién del entorno, modifican su com-
portamiento, que en el mejor de los casos induce a varia-
ciones en su comportamiento de compra y, en el peor de
los casos, a dejar de ser clientes actuales de esa organiza-
cién para pasar a ser clientes de otra y constituir, para la
primera, parte del mercado potencial de clientes.

En este articulo se ha estudiado cémo ese cambio de com-
portamiento previsible desde la variacién dinamica pro-
puesta es factible racionalizarlo y tomar medidas de em-
presa que reconduzcan, en su caso, la variacion del com-
portamiento del cliente actual de la organizacién.

117



El articulo plantea un modelo tedrico y su metodologia
de resolucién aplicable, todo ello a la gestién empresa-
rial, desde el momento que en cualquier organizacién se
desarrolle el modelo de comportamiento de sus clientes
actuales y potenciales. Cada organizacién por sus circuns-
tancias tiene respuesta del mercado diferente. Lo que se
resalta de este articulo es que, identificando en cada
caso el modelo correspondiente, se esta dotando de una
metodologia de anélisis, empleando instrumentos mate-
maticos y estadisticos.
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Anexo

Puntos de equilibrio y estabilidad del modelo

El punto de equilibrio (punto fijo o punto
singular) de un sistema dindmico no lineal general
X=F(x,0), xeR", 8 eR", donde (x,0)e R"" repre-
sentan las variables y los pardmetros del modelo, se
obtiene (Kuznetsov, 1998; Wiggins, 2003) al resolver el
sistema F(x,0)=0, donde © es el vector nulo.

La estabilidad del sistema x=F(x,0), xeR", 8 eR"
se hace al estudiar los autovalores de la matriz Jacobiana
oF
J==—
ox
de equilibrio.

(x'(8)) del sistema, donde x (6) es el punto

Los autovalores de la matriz A vienen dados por
A, =l(tr(A)i\/5) (ver por ejemplo Magnitskii y Si-
c2

derov, 2006), donde D = (tr(A))* — 4 det(A). Notemos que
si Re(4,,) <0, entonces el punto de equilibrio es estable,
y si hay algtn autovalor con parte real positivaRe(4 ) > 0,
entonces el punto de equilibrio es inestable.

Al estudiar la estabilidad del punto de equilibrio en el
espacio paramétrico (e, f3,8,¢,k)e R®, nos debemos
de cuestionar si existen conjuntos en dicho espacio que
describan cada punto de equilibrio expuesto anteriormente.
Asi, por ejemplo, para que exista un nodo inestable, ha de
ocurrir que D >0, det(A) >0, tr(A)>C. La region definida
en el espacio paramétrico, para este caso, no es vacia. Analo-
gamente sucede con cada uno de los puntos de equilibrio.

Bifurcaciones de codimension 1

En los sistemas dindmicos continuos hay dos bifurcaciones
genéricas de codimensién 1, que pueden ser detectados a
lo largo de la curva de equilibrio: las bifurcaciones Fold y
las Hopf.

En la bifurcacién Fold, si tenemos un parametro o« acti-
vado, la matriz Jacobiana particularizada en el punto de
equilibrio tiene un autovalor nulo. Entonces, por el teo-
rema de la variedad centro (Gukenheimer y Holmes, 1983),
el sistema X =F(x,a), xe R>,ae R es equivalente a
una ecuacién de la forma:

U=au’ +0(u’

donde: a =<p,B(q.q) >,

AG=6,A'p=0,<q,qg>=1<p,qg>=],
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Z, 0%f(x, )
k=1 aXan

/ X=Xgq
i=12,..n

B,(q.p)

1P

Sia# 0, entonces el sistema es topolgicamente equiva-
lente, localmente, al sistema:

3 2
u=a+ou
(Kuznetsov, 1998),

V=-v
en el caso en que el segundo autovalor sea negativo.
Genéricamente dos equilibrios (un nodo estable y un
punto silla) colisionan y desaparecen en el valor critico del
parametro en cuestion.

En nuestro caso particular, tenemos tinicamente un punto
de equilibrio(x”, y"), con lo que no es posible una bifur-
cacién Fold.

Anélogamente, en la bifurcacién Hopf, si tenemos un
pardmetro ¢ activado, las condiciones que debe de cum-
plir la matriz Jacobiana A(e), particularizada en el punto
de equilibrio, A, son:

o(0)=0,A(0) = a); >0, o(a) =tr(Ala)),

Ala) = det(A(a)), wla)= %\/4A(a) -o'(a),

0(0) = o,

y A,(@) = ula) =i @) son los autovalores de la matriz

A() (Kuznetsov, 1998) con u(e) =%c7(a).

Las condiciones de no degeneracién vienen dadas por

‘ 1 )
4 (0)#0y/,(0)#0,donde £,(0) =WR9(’ 99+ @gy)

es el primer coeficiente de
9,0 =<p.B(0.9)>, g,, =<p.,B(9,q) >, 9, =<p.C(9.9.9) >,
siendo B(x,y) y C(x,y,z) formas multilineales simétricas,

donde:

lyapunov, y ademas

L 0°F(£,0 ,
B,(X.y)=2£ Xy, i=12,
Jik=1 agj agk &=,
C(x.yu)= ZM Xy, =12,
jem 98, 98, 98, £mt,

Ademas, se han de obtener dos vectores p,q que han de
cumplir las siguientes condiciones:

Aq=iwq,A"p=—iwp,<Re(g), Im(p)>=0,<q,p>=1
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