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RESUMEN

El Trabajo Fin de Grado, que se desarrolla en esta memoria, consta de tres partes principales bien
diferenciadas. Una introduccion extendida del problema de Euler, un primer capitulo que permite la
comprension de la programacion desarrollada a través del programa de Matlab para la simulacion 3D del
problema y, por ultimo, un segundo capitulo que se adentra en el estudio del problema de la disipacion de
energia en el disco de Euler y su resolucion mediante Matlab.

La primera parte de la memoria se titula Introduccion general, en ella podemos encontrar las razones que
motivan al desarrollo del estudio del Disco de Euler. Ademas, se exponen todos los objetivos que se proponen
y llevan a cabo durante la explicacion del trabajo. Por ultimo, en esta seccion el lector encontrara todos los
conceptos extraidos de articulos y trabajos previos que pueden encontrarse en la literatura, dichos trabajos
sirven de guia para la realizacion del TFG y su comprension.

El primer capitulo consta de la muestra de todos los conocimientos de programacion de Matlab para
desarrollar la simulacion 3D del disco de Euler. Se expone como, a partir de la solucion del problema fisico del
disco de Euler, podemos obtener una simulacion 3D.

En el segundo capitulo se explica detenidamente la introduccion del modelado de la disipacion de energia
mediante la friccion en el problema de Euler. Ademas, se desarrolla el modelo matematico que resuelve el
problema y se explica los resultados obtenidos. En bibliografia podemos encontrar publicaciones que
desarrollan el problema del disco de Euler, y como en ellas desarrollan una expresion capaz de relacionar la
velocidad de giro del disco con el tiempo. El fin del Trabajo Fin de Grado es encontrar, mediante la creacion
de un modelo matematico que resuelva le problema no ideal, dicha expresion y comparar los resultados
obtenidos con los de la literatura.

Finalmente, encontraremos en la memoria los anexos. Estos se componen de los programas desarrollados en

Matlab y unas tablas resumen de las diferentes expresiones obtenidas que relacionan la velocidad de giro con
el tiempo.
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Estudio Dinamico del Disco de Euler: Simulacién 3D y Sensibilidad a la Disipacién de la Energia. INTRODUCCION

INTRODUCCION GENERAL

El jugueteo con una moneda es un hecho muy comun, todos la hemos lanzado alguna vez y observado el
movimiento que reproduce mientras gira alrededor de ella misma. Este hecho cotidiano fue objeto de estudio
para Euler, de ahi el nombre de “Disco de Euler”, y, mas adelante, para distintos fisicos, matematicos e
ingenieros como Moffatt [1], Cedric Le Saux, Christoph Glocker o R. Leine [2] y [3]. Estos trabajos motivan al
Trabajo Fin de Grado (TFG) a abordar el estudio y analisis de la disipacion de energia del problema fisico del
disco de Euler y la creacion de la simulacion 3D. No obstante, es preciso destacar que el tema central del TFG
es el modelado de la disipacion de energia.

Como punto de partida para el TFG se tiene el Proyecto Fin de Carrera (PFC) dirigido por los profesores D.
Manuel Toscano Jiménez y D. Emilio Freire Macias y realizado por D. Damian Sanchez Pérez, de titulo: “Un
estudio analitico y numérico del disco de Euler ideal: efecto giroscopico, estabilidad y axoides”. Por otro lado,
articulos publicados por Keith Moffatt [1] y los ingenieros Le Saux, Glocker y Leine [2] y [3] o Villanueva y
Epstein [4] sirve como guia para el analisis de la disipacion de energia.

Para la correcta comprension del TFG es necesario explicar conceptos obtenidos del PFC y de los distintos
trabajos que serviran de guia. Por ello, a continuacion se exponen dichos trabajos.

0.1 El articulo de Moffatt [1]

Keith Moffatt [1] es un reputado matematico escocés, impartié clase durante 22 afios en la Universidad de
Cambrigde. En el afio 2000 public6 para la revista “Nature” su articulo de titulo “Euler’s disk and its finite-time
singularity” [1]. Dicho articulo retomaba el trabajo de Euler y su estudio sobre el disco, el articulo consiguié
poner de moda este problema.

En su articulo [1], Moffatt [1] comienza destacando la observacion de una moneda pivotando sobre una mesa.
Todos hemos contemplado como a medida que la moneda llega el momento de su parada, se percibe un zumbido
de alta frecuencia. Dicho zumbido se debe a que la velocidad con la que la moneda gira se ve incrementada
bruscamente. El enigma del problema reside en explicar que le sucede al disco mientras que se produce el
aumento repentino de la velocidad de giro si la parada del disco es inminente, dos hechos contradictorios. Moffatt
[1] intenta demostrar mediante su articulo como la capa de aire existente entre el disco y la mesa es capaz de
provocar este fendmeno.

Tras el modelado, resolucion y analisis del problema, Moffatt [1] llega a la conclusion de la existencia de una
expresion que es capaz de relacionar la velocidad de giro de la moneda con la variable tiempo. El resultado
interesante de Moffatt [1] para el desarrollo y analisis de este TFG es:

Q= (ty—t)f
Donde:

-, eslavelocidad de giro del disco asiganada al angulo de guifiada.
- tg, es el tiempo de parada.

- t,es lavariable tiempo.

- B, es la pendiente que relaciona dicha expresion.
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Moftat [1] determina que el valor de la pendiente es: f =- 1/6. Dicha expresion ha sido objeto de estudio y
analisis en otros articulos publicados como veremos mas adelante, de los cuales se han obtenido diferentes
valores para la misma pendiente 5. En este Trabajo Fin de Grado, trataremos de crear un modelado del cual
extraer el valor de dicha pendiente £, y asi, poder comparar los distintos resultados obtenidos.

Por otro lado, Moffatt [1] consigui6 obtener la expresion de otra relacion que determina el valor del angulo de
caida del disco:

0~ (ty—t)~1/3

El hecho de poder aproximar la velocidad de giro y el angulo de caida mediante dicha expresion, motiva a la
busqueda, como se ha comentado, de un modelado de friccion que permita obtener resultados comparables con
el de Moffatt.

0.2 El trabajo de Le Saux, Glocker y Leine [2] y [3]

Estos tres ingenieros mecanicos del Institute of Mechanical Systems de Zurich, presentaron en el afio 2005 su
trabajo sobre el disco de Euler. En la revista “Journal of Nonlinear Science” publicaron el articulo de titulo
“Dynamics of a Rolling Disk in the Presence of Dry Friction” [2]. Este articulo es muy importante para el
desarrollo del TFG, ya que se centra principalmente en la friccion seca, al igual que el TFG, y se puede obtener
diversos resultados y conclusiones interesantes.

Afos mas tarde, en el afio 2009 se publico el articulo “Measurements of the Finite-time Singularity of the Euler
Disk” [3]. El autor de dicho articulo fue el ingeniero R. Leine [3], de esta manera prosiguid con el estudio del
problema del disco de Euler. Esta publicacion es otro de los articulos guia fundamentales para el trabajo que se
realiza en el TFG.

0.2.1 Dynamics of a Rolling Disk in the Presence of Dry Friction (Le Saux, Glocker y Leine) [2]

Se propusieron como objetivos de su estudio el desarrollo de un modelo matematico que simulase la dindmica
del disco en movimiento y el analisis de la dinamica del disco. En su modelo matematico consiguen simular la
disipacion de energia teniendo en cuenta el contacto entre el soporte y el disco, las colisiones existentes, otros
efectos de disipacion e incluso la pérdida de contacto con el soporte. Por otra parte, el analisis de la dinamica del
disco lo realizan a partir del modelo creado y mediante la comparacion de los resultados obtenidos con los
obtenidos en el resto de la literatura.

El modelo matematico que se desarrolla en su trabajo es el mas simple posible, ya que los autores dejan claro
que su tnico objetivo es mostrar la fisica mas importante del disco. Dicha simplificacion les lleva a definir en el
disco tres puntos separados 120° entre cada uno, sobre estos puntos se definen las condiciones de contacto. A
partir de la creacion del modelo y la obtencion de las velocidades se desarrollan las leyes que consideran:

- La friccion de Coulomb-Contensou.

- El contacto unilateral.

- La friccidn de rodadura.

Realizado el modelo matematico, analizan la friccion desarrollando cuatro apartados en los que obtienen los
siguientes datos experimentales de la puesta en marcha del modelo:

- Simulacién con friccion de Coulomb:

Tras la simulacion se concluye que el disco se encuentra en todo momento en un estado de friccion,
ademas, se determina que la friccion de Coulomb es una restriccion no holonoma. El disco muestra en
la evolucion del angulo de caida oscilaciones en su movimiento debidas a la friccion. La friccion por

2
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rodadura no disipa energia, obviamente. Sin embargo, se disipa el 0,2% de la energia en un intervalo de
tiempo de 10 s.

- Simulacién con friccion de Coulomb y de contorno:

Esta simulacion provoca sobre el disco un movimiento sin deslizamiento en los segundos iniciales. Se
determina que la aparicién del deslizamiento provoca una disminucion elevada de la energia y del
angulo de caida. Y las conclusiones mas importantes, la velocidad de rotacion propia del disco tiende a
infinito en los instantes finales y el mecanismo de disipacion principal es la friccion de contorno. Por
ultimo, se observa la frecuencia de las oscilaciones es elevada en los instantes finales.

- Simulacién con friccion de Coulomb-Contensou:

Con este tipo de friccion, el disco desliza y pivota decreciendo su energia. La disipacion de energia se
debe a la fuerza de contacto tangencial. La energia tiende a cero asintoticamente.

- Simulacién con friccion de Coulomb-Contensou y de contorno:

Los primeros instantes de tiempo de simulacion el movimiento es similar al del apartado anterior. La
disipacion debida a la friccion de contorno es pequefia en relacion a la de Coulomb-Contensou al inicio.
Sin embargo, la friccion de contorno es la mas importante en los instantes finales.

A parte, al igual que Moffatt [1], del trabajo desarrollado consiguen una aproximacion para la velocidad de
rotacion propia mediante la expresion:

Q= (t) - t)f
Donde se obtiene el valor de la pendiente:
- B =-1/3 para la friccion de contorno seca.
- B =-1/4 para la friccion de contorno viscosa.
- B =-1/1 para la friccion seca clasica.

Dichos valores son comparados con los existentes en la literatura. Y, ademas, al igual que el valor de la pendiente
de Moffatt [1], serviran para compararlos con los que se obtendran en el TFG.

Como conclusion del trabajo, consiguen obtener resultados numéricos razonables correspondientes al
movimiento del disco. El analisis sobre la friccion da como resultado valores que concuerdan bastante bien con
sus correspondientes valores de energia. En definitiva, deducen que el modelo numérico obtenido es una buena
base para el analisis dindmico entre objetos cilindricos y planos.

0.2.2 Measurements of the Finite-time Singularity of the Euler Disk (Leine) [3]

Por otro lado, R. Leine [3] publicé en el afio 2009 el articulo “Measurements of the Finite-time Singularity of
the Euler Disk” [3]. En dicho trabajo, Leine [3] se centra en analizar el movimiento del disco durante la fase
final. Para ello, realiza un estudio tedrico y otro experimental mediante camaras de alta velocidad. Su trabajo
permite mostrar cual es la forma en la que el disco disipa mayor energia durante este intervalo de tiempo tan
importante (fase final de caida) mediante la combinacion tedrica-experimental.

Lo importante del trabajo de Leine [3] para nuestro TFG, al igual que el articulo de Moffatt [1] o el articulo que

Leine [3] publico con sus compaiieros, son los valores de las pendientes  que se obtiene de la relacion existente
entre las velocidades y el tiempo. Leine [3] consigue deducir en su trabajo los siguientes resultados:

Q= (tg—t)f

Donde el exponente 8 toma el valor -1/2 o0 -2/3, en funcion del valor de la diferencia entre el tiempo y el tiempo
final. Dichos valores los compara con los de Moffatt [1] y otros obtenidos de la literatura.

3
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0.3 Las vibraciones transversales del disco de Euler

En el afio 2005, se publica el articulo titulado como “Vibrations of Euler’s Disk” [4], escrito por Roberto
Villanueva y Marcelo Epstein [4]. El trabajo trata sobre la creacion de un modelo matematico capaz de analizar
las vibraciones transversales del disco de Euler mediante la mecénica clasica.

Se marca como objetivo del articulo la creacion de un modelo numérico basado en un disco de Euler de
deformable parcialmente. Se busca que dichp modelo matematico sea capaz de conseguir nuevos conocimientos
sobre el problema mediante la mecanica clésica en lugar de la mecanica de los medios continuos.

A continuacion, se exponen las conclusiones que se extraen del articulo. Se detecta mediante el modelo que
sobre el disco cuando aumenta la frecuencia en los instantes finales del movimiento aparece una frecuencia
forzada y una fuerza de reaccion en el punto de contacto que se corresponde con la velocidad angular del disco.
Se interpreta como una medida del sonido producido durante los instantes finales. Ademas, ratifican que en los
instantes finales, la disipacion se debe al deslizamiento. Por otro lado, apoyan que el hecho de la existencia de
vibraciones se debe a la perdida de contacto para valores cercanos a /2 radianes del angulo de caida (disco en
horizontal). Finalmente, cabe destacar que el articulo determina que el material del disco es influyente en la
calidad y frecuencia del sonido en los instantes finales del movimiento.

0.4 Objetivos del Trabajo Fin de Grado

El PFC, del que parte este Trabajo Fin de Grado, da como resultado un estudio ideal del problema fisico del
disco de Euler, por lo que el TFG tiene como fin principal incorporar y analizar la friccion al problema
desarrollado por D. Sanchez [5] y estudiar el efecto que conlleva sobre el disco. Asi como comparar los
resultados del analisis de la disipacion de energia con los de los articulos resefiados. El tipo de friccion que tratara
de modelar este TFG mediante un modelo matematico es la friccion seca, de ahi que el articulo “Dynamics of a
Rolling Disk in the Presence of Dry Friction sea uno de los trabajos mas importantes, existentes en la literatura,
que podemos tomar como guia. Tal y como se ha comentado, la intencién de TFG es ampliar el modelo numérico
base del estudio ideal del disco de Euler realizado por D. Sanchez [5]. Al igual que han realizado Leine [3] o
Moffatt [1], mediante la solucion del La modelo y su andlisis, se buscara el valor de la pendiente 8 que relaciona
la velocidad con el tiempo.

La memoria del TFG se encuentra dividida en tres grandes partes, la Introduccion general, en la cual nos
encontramos, trata de colocar al lector en situacion del porqué del trabajo. El primer capitulo del TFG consistira
en la explicacion de la programacion realizada para conseguir la simulacion 3D del disco de Euler. El capitulo
no tiene ningin fundamento fisico, solamente se basa en el desarrollo de los conocimientos de programacion de
Matlab con el fin de obtener una idea del movimiento que describe el disco a partir de la solucion del problema
fisico del mismo.

El segundo capitulo, y més importante, se centra en el estudio y modelado de la disipacion de energia. Para llevar
a cabo este analisis, se explica la creacion de un modelo numérico mediante Matlab que modelara la friccion
gracias a la funcion de disipacion de Rayleigh y, por otro lado, a la ley de Coulomb. Mediante la obtencion de
las evoluciones del centro de gravedad del disco y el angulo de caida con el tiempo, asi como los valores de las
pendiente 8 que relacionan velocidades obtenidas con el tiempo, podremos analizar el efecto de la friccion.
Dicho analisis se realizara comparando los resultados obtenidos con los resultados de los trabajos comentados.
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0.5 Descripcion del sistema a estudio

0.5.1 Eleccion de las coordenadas

pyi
Ejes de -
referencia
globales
y Plano que
contiene al
X ® disco

Punto '

Figura 1.

Como puede observarse en la figura 1, se llega a la conclusion que las coordenadas que permiten conocer la
posicion del disco en todo momento son:

- Punto de contacto C: posicion del vector (X, y. Zc) correspondiente al punto de contacto entre el
plano X-Y (z~0) y el disco en todo momento, son coordenadas que ayudan a describir el problema.

- Angulo de guifiada o de precesién, ¢: se trata del angulo que forma una linea imaginaria que une el
punto C con el origen del sistema global y el eje global X.
- Angulo de vuelco o caida, 0: es el angulo que forma el plano que contiene al disco y el eje Z.

- Angulo de rotacién propia o de rodadura, 1 : como muestra la figura 1 es el angulo que forma el
eje local x; con el eje Xcpe perteneciente al disco.

Es muy importante para el problema definir el sentido positivo de los giros. En la figura 1 se observa como
quedan fijados los sentidos positivos de los giros, es decir, siempre se realizan en el sentido positivo de los ejes
alrededor de los cuales se producen los giros.

Finalmente, mediante la solucion del modelo numérico conoceremos los valores de estos parametros en un
instante de tiempo cualquiera. Ademas de permitirnos conocer la posicion del disco en el espacio, obtendremos
los valores de las velocidades.



Estudio Dindmico del Disco de Euler: Simulacién 3D vy Sensibilidad a la Disipacion de la Energia. INTRODUCCION

0.5.2 Definiciones previas

Al llevar a cabo la solucion del problema se debe realizar la definicion previa de una serie de parametros
relacionados con la descripcion del sistema. Por lo que para todas las resoluciones del problema se definen los
parametros para conseguir la adimensionalizacion:

- Radio del disco: Raisco.
- Peso del disco: mgisco.
- Gravedad: g=1u.g.

Al tomar 1 unidad de gravedad para resolver el problema conlleva un cambio en las unidades de tiempo del
mismo. Cambio que se puede apreciar en la siguiente deduccion:

La gravedad tiene como valor:
g =98m/s?
Si desarrollamos:

m m 1
98— = = 1 unidad de gravedad < 1 unidad de tiempo = —s

s?2  s2/9,8 V9,8

Por lo que la unidad de tiempo cuando resolvamos el problema toma el valor

1ut =0,3194s

0.6 Resumen del Proyecto Fin de Carrera de partida

El Proyecto Fin de Carrera del cual parte este TFG se centra, en su inicio, en la obtencion de las ecuaciones de
movimiento del disco de Euler. Por otro lado, D. Sanchez [5] contintia con el estudio de la estabilidad y los
axoides. Sin embargo, para este TFG es interesante hacer un breve resumen del primer apartado y una resefia de
la estabilidad.

A continuacion, todo lo que se obtiene en este apartado es trabajo desarrollado por D. Sanchez [5] en su PFC.
0.6.1 Ecuaciones de movimiento del sistema a estudio

Tras su correspondiente estudio, D. Sanchez [5] consigue obtener las ecuaciones que definen el movimiento del
disco. Para llegar a éstas, se apoya en el trabajo realizado por Neimark en su libro “Dynamics of Nonholonomic
Systems. Translations of Mathematical Monographs™ y aplica las ecuaciones de Lagrange correspondientes a
cada una de las coordenadas, habiendo obtenido previamente la energia cinética (T) y potencial (V).

No entraremos en detalle en la deduccion de las ecuaciones de movimiento, ya que en el capitulo 2 de este TFG
se obtendran, pero con el correspondiente modelado de la disipacion de energia.

Las ecuaciones de movimiento adimensionalizadas que se deducen son:

2
cos 6

¢=———1o
. 4 . 2 .
9=§(pl[16059+(p251n96059+§Sln9

. 3 .
Y =yYOtanb —Egbﬁcosﬁ

6
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Que junto a las ecuaciones adimensionalizadas:

X, = —1cos

Yo = —Psing

Al resolverlas permiten conocer el valor de todas las coordenadas que describen el sistema para cualquier
instante de tiempo y su correspondiente valor de las velocidades.

0.6.2 Programa general de Matlab para la resolucion de las ecuaciones de movimiento

A continuacion, se expone como se realiza el programa en Matlab que permite obtener la solucion de las
ecuaciones de movimiento descritas antes. Ademas, en el apartado de anexos, podemos encontrar el programa
general (anexo 1) de Matlab.

Las ecuaciones de movimiento del sistema se tratan de un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Sin embargo, Matlab no permite la solucion de éstas, pero con el uso de la funcién “ode45” y una serie de
cambios de variables es posible.

Con el cambio de variables conseguimos que el sistema de ecuaciones diferenciales pase de segundo grado a
primer grado. El cambio es:

N=P V=9
Y2 =0 ys =9
Yi=Yye =1
Por lo que se tiene:
VI=¢@ =Y,
V2 =0=ys
V3= = Y
Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento:
S 2
Ya=9 = _cosyz YeYs
Vs =6 = gﬂ}’s €oS Y, + Ya? siny, cos y, + gsinyz
3

Yo =1 = YsYetany, — 2 Y4508y,

Todo este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden queda implementado en la funcion de Matlab
que generamos denominada “ecuaciones” (anexo 2). Al poner a correr el programa general, se obtiene la
solucion del problema fisico pudiendo variarse las condiciones iniciales del sistema. Dicha solucion queda
almacenada en una matriz “y” formada por ocho columnas y tantas filas como instantes de tiempo. La matriz

y” contiene los valores de las coordenadas que definen el sistema (X, ye, ¢, 0, ) y las velocidades
correspondientes a los &ngulos de guifiada, caida y rotacion propia.
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0.6.3 Soluciones estacionairas del disco de Euler

En el PFC de partida se analiza detenidamente las condiciones iniciales del problema que provocan que el
sistema de ecuaciones diferenciales sea estacionario. Este apartado nos sera util al analizar el efecto de las
distintas funciones que se proponen como modelado de la friccion.

En este capitulo del PFC D. Sanchez [5] consigue obtener la siguiente ecuacion de estabilidad del sistema:

_ —2tan(6(0)) — 3¢?(0)sin(6(0))
= 4¢(0)

Con esta ecuacion se consigue calcular las siguientes condiciones iniciales que implican que el problema sea
estacionario:

Condiciones iniciales: [(p(O), 6(0),y(0), ¢(0), 9(0),1/}(0)] =1[0,1,0;1,0,—1.41]

Dichas condiciones nos seran utiles en apartados venideros.

0.7 Estudio cinematico, aproximacion plana

El fenomeno a estudio del problema del disco de Euler, ya comentado en el apartado 0.1, es el aumento
brusco de la velocidad de giro en los instantes finales del movimiento. Para explicar este hecho, existe
una posible justificacion geométrica.

SIMULACION 3D DEL DISCO DE EULER

EJE Z

EJEY

EJEX

Figura 2.
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Imaginemos el disco girando alrededor de una 6rbita circular como en la figura 2. A medida que el
disco aumenta su angulo de caida y se acerca a /2 radianes, el movimiento puede interpretarse como
la representacion de la figura 3. Visualizando tnicamente el plano X-Y, se puede realizar una
aproximacion plana. En dicha aproximacion, se modela el movimiento como dos discos, uno dentro
del otro, tal que el disco exterior corresponde a la trayectoria del punto de contacto C del disco y el
disco interior corresponde al disco de Euler.

Ya

Trayectoria punto C

Disco de Euler

Figura 3.

Las velocidades angulares de los “discos” se definen como:
Wao =Yk y @or = @k

De forma que en punto de contacto, la velocidad de cada disco toma el valor:

V50 = 1],

—)C _ D=

Vo1 = R@jo
Por condicion de no deslizamiento se cumple:

B¢, =0, tal que: &, = BS, + BE, = rjy + Rgjy = 0

Se deduce:

. _ R
rp=—Rop->=-—
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A medida que el disco se acerca mas al plano X-Y, ocurre:
R - r,luego: Y = —¢
Mientras que la velocidad del centro de gravedad del disco de Euler:
U5 = U5, = (R —1)@jo
Por lo que:

s
0 - Erad, implica: @ » o

De esta manera podria quedar explicado el porqué del cambio brusco de la velocidad de giro del disco
en los instantes finales del movimiento.
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CAPITULO 1: SIMULACION 3D

1.1 Introduccion al capitulo

Este capitulo se centra en la simulacion 3D del disco de Euler. Es decir, tiene como objetivo explicar la
programacion llevada a cabo para crear el programa que consigue simular el movimiento que realiza el disco de
Euler.

Disco de Euler dibujado en el espacio.

El conocimiento de los valores de las coordenadas seleccionadas para describir el sistema en cada instante de
tiempo permite graficar el disco en el espacio para cada uno de dichos instantes. Por lo que la sucesién ordenada
de las figuras correspondientes a cada uno de los instantes de tiempo da como resultado la simulacion 3D del
disco.

1.2 Metodologia de la funcion

El programa que realiza la simulacion 3D, denominada “disco3D” (Anexo 3), del disco consistira en una funcion
de Matlab que se incorpora al final del programa general nombrado en el apartado 0.3 de la Introduccion general.

Para conseguir la simulacion 3D, como se ha comentado, se programa la funciéon de forma que realice la
representacion del disco en el espacio para cada instante de tiempo. Para ello, la funcién recorre mediante el
comando de Matlab “for” la matriz “y” para cada uno de sus instantes de tiempo y realiza una representacion
3D del disco gracias al comando “plot3”. Por tanto, la secuencia de graficas 3D que se consigue gracias al bucle
generado produce la simulacion 3D.

11
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1.3 Datos de partida

CAPITULO 1

La funcion “disco3D” necesita la introduccion de los resultados del problema fisico como datos de partida. Los

resultados, como ya se ha hecho constar, se guardan en una matriz de nombre “y” de la siguiente forma:

Tiempo ® 0 P 1) 2] P xc ye
t yG:,1) ¥(:,2) ¥(:,3) y(:,4) ¥(:,5) y(:,6) y(:,7) y(:,8)
instante 1 y(1,1) y(1,2) y(1,3) y(1,4) y(1,5) y(1,6) y(1,7) y(1,8)
mstante 2 y(2,1) v(2,2) v(2,3) y(2,4) y(2,5) v(2,6) v(2,7) v(2,8)
instante n y(n,1) y(n,2) y(n,3) y(n,4) y(n,5) y(n,6) y(n,7) y(n,8)

El conocimiento de esta matriz nos permite poder graficar el disco de Euler en cada uno de los instantes. Es
importante tener en cuenta la restriccion que implica el contacto entre el disco y el plano XY en todo momento.
Para conseguirlo se impone la condicion: z, = 0 metros.

1.4 Representacion 3D del disco de Euler

1.4.1 Orientacion espacial del disco

Siempre que se realiza una representacion 3D de un mecanismo cualquiera es necesario conocer previamente la
orientacion del solido en el espacio. Para determinar la orientacioén del disco de Euler nos apoyamos en las
matrices de orientacion asociadas a los tres angulos que describen el sistema. Es decir, las matrices asociadas a
los tres giros que realiza el disco: matriz asociada al angulo de guinada, matriz asociada al angulo de caida y la
matriz asociada al angulo de rotacion propia.

12



Estudio Dinamico del Disco de Euler: Simulacién 3D y Sensibilidad a la Disipacion de la Energia

Matriz de giro asociada al angulo de guifiada, :

Y
¥1
F,:
\
l‘I
III|
|II
\I
III|
|I|
\
III|
"I
IIII
l‘I
\
'\I\ = X1
\
I'*,Ill - h\1 ©
L : X
zZ
Figura 4.
Le corresponde a este giro la matriz:
cosep -—sing 0
A, =|sing cosep 0
0 0 1
Matriz de giro asociada al angulo de caida, 0:
z
7]
f,lx
\
III
IIII
III
\I
IIII
III
\
IIII
III
IIII
Il|
\
\ e
\ _
I\'x - \\\1 5
| — . Y
X
Figura 5.
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CAPITULO 1

De forma que se obtiene:

1 0 0
Ag=|0 cosf -—sinf

0 sinf cosf

Matriz de giro asociada al angulo de rotacion propia, P :

Figura 6.

cosyp 0 —siny
sinyy 0 cosy

Por lo que la matriz de giro asociada al disco de Euler es la resultante de multiplicar las tres matrices asociadas
a los giros consecutivos:

cosp —sing 0\ /1 0 0 cosyy 0 siny
Apisco = ApAgAy = (Sin(p cos @ 0) <0 cosf —sin 9)( 0 1 0 )

0 0 1/ \0 sinf cos@ —siny 0 cosy

sing cosyp —cos@sinfsiny cos@cosf —sing siny —cos @ sinb cosy

cospcosy +singsinfsiny —singcosf —cos@siny + singsinb cosy
Apisco = ( )
cos 8 siny sin cos @ cosy

14
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1.4.2 Célculo del centro de gravedad del disco

La posicion del centro de gravedad del disco de Euler se puede obtener mediante el sencillo calculo geométrico

siguiente
¢ = x. + Rpisco Sin @ sin 6
Y =Y. — Rpisco €os ¢ sin @

T'ZG = RDISCO COS 6

Conocer la situacion del centro de gravedad en cada instante es importante para poder graficar el disco con
mayor facilidad.

1.4.3 Gréfico 3D

El comando “plot3” nos permite dibujar graficas en 3D en Matlab. La funcion grafica en cada instante de tiempo
una circunferencia de radio igual a Rgisco, con centro en el centro de gravedad del disco y cuya orientacion sea la
que dicta la matriz Apisco ya calculada.

A parte, el dibujo de distintos radios méviles y fijos y otros ejes de referencia nos permiten conseguir una mejor
interpretacion del movimiento que realiza el disco en la simulacion 3D. Ademas, al final de cada simulacion se

representa la trayectoria seguida por el punto de contacto C del disco.

En la siguiente pagina, se muestran algunas capturas obtenidas de distintas simulaciones en las que se ha ido
variando las condiciones iniciales.

SIMULACION 3D DEL DISCO DE EULER

EJE Z

EIEY -4 0 EJE X
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SIMULACION 3D DEL DISCO DE EULER

’
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EJE X

EIE Y

Figura 8.
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1.5 Conclusiones del capitulo 1

La funcion “disco3D” se puede utilizar para cualquiera de los programas creados en el PFC, para la
interpretacion de la solucion del problema fisico del disco ideal de Euler, el analisis de la estabilidad o el estudio
de los axoides.

Tal y como ya se hizo constar en la Introduccion general, este capitulo del TFG se trata de una ampliacion del
PFC que no incluye nuevos fundamentos fisicos. Como hemos podido observar a lo largo del desarrollo del
capitulo, se trata de obtener mediante conocimientos de programacion de Matlab la simulacién 3D de los
resultados obtenidos en el PFC usado como base. Sin embargo, esta funcion creada para la interpretacion del
disco en el espacio puede ser usada, y se usard, para entender y simular los movimientos del disco bajo los
efectos de disipacion de energia.
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CAPITULO 2: DISIPACION DE LA ENERGIA

2.1 Introduccidn al capitulo

Es el momento de retomar el estudio fisico del disco de Euler. Llegamos al tema central del TFG, el cual, se
centra en el analisis de la disipacion de energia del disco. Se trata del tema mas importante y mas interesante del
Trabajo Fin de Grado, ya que aborda el estudio del disco de Euler no ideal.

El estudio de la disipacion de la energia se realiza mediante la incorporacion de dos funciones capaces de
modelar la friccion. Como ya se remarco en la Introduccion general, el modelado se realiza mediante la funcion
de disipacion de Rayleigh y, por otro lado, mediante la ley de Coulomb.

Al final de cada uno de los andlisis individuales de los modelados de la friccion seca realizados, obtendremos
las distintas pendientes 8 de las curvas que se obtienen de representar las velocidades de los angulos que
describen el sistema frente al tiempo, para el rango del angulo de caida: 3/2 < 0 < n/2 (intervalo final del
movimiento). La obtencion de dichas pendientes permite comparar la expresion que relaciona la velocidad con
el tiempo para nuestro modelo numérico con las expresiones extraidas de los distintos articulos mencionados en
la Introduccién general.

2.2 Modelado de la disipacién de la energia

El Proyecto Fin de Carrera del que se parte, “Un estudio ideal del disco de Euler”, es el modelado numérico del
problema fisico del disco de Euler sin disipacion de energia, como ya se ha comentado en mas de una ocasion.
El hecho de introducir disipacion de energia a cualquier problema ideal provoca un cambio radical de la solucion
del problema, ya que la disipacion de energia provoca que el problema ideal pase a ser otro problema totalmente
diferente. Se podria decir que existen infinitas formas por las que un sélido rigido es capaz de disipar la energia,
puediendo realizar la disipacion por friccion debida al contacto con el soporte, friccion con el aire, friccion
interior,... Como ya se ha expuesto, se estudiara la friccion seca y para el modelado de la disipacion se realizara
de dos formas diferentes. Uno de ellos es el modelado de la disipacion de energia de Rayleigh, éste modela la
disipacion a través de la multiplicacion de un coeficiente por el cuadrado de la velocidad. Sin embargo, el
modelado de la ley de Coulomb se obtiene mediante una simple constante de signo contrario al de la velocidad.

2.2.1 El modelado de la funcion de disipacion de Rayleigh

Comenzamos explicando el modelado de la friccion seca mediante la funcién de disipacion de Rayleigh. En el
campo del estudio de la mecanica de las vibraciones se modelan los sistemas mediante ecuaciones de
movimiento. Cualquier sistema a estudio puede ser simplificado a un sistema masa, muelle y amortiguador

mediante la ecuacion:

mi+cx+kx=f

—f
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Donde:
- m, es la masa.
- ¢, es la constante de amortiguamiento.
-k, la constante elastica del muelle.
f, es la fuerza a la que se encuentra sometida el sistema
En el TFG modelaremos el problema del disco simplificandolo como en el ejemplo anterior, donde se disipara

energia mediante un amortiguador. Por ello, se asignara una funcion de disipacion de Rayleigh a cada uno de
los angulos que describen el sistema (¢, 0 y 1 ). Por lo tanto, se obtiene:

- Funcion de disipacion asignada al angulo de guifiada: F, = %h(pq')z
- Funcion de disipacion asignada al angulo de caida: Fg = %he 62

- Funcion de disipacion asignada al angulo de rodadura: ~ Fy, = % hlplj)z

Por lo que una vez obtenidas las ecuaciones de movimiento, es posible analizar el efecto de cada una de los
distintas funciones variando los valores de las constantes hy, ho y hy.

2.2.2 El modelado de la ley de Coulomb
Al igual que la funcion de disipacion de Rayleigh, se asigna una funcion que modela, segun la ley de Coulomb,
la friccion para cada angulo. En cambio, este modelado consiste en una ley de Coulomb simplificada en la que

trata como constantes las fuerzas de contacto y de signo contrario a la velocidad que lleva el angulo, se obtienen
las funciones:

- Modelado de la ley de Coulomb asignado al angulo de guifada: €, = —d,, %

- Modelado de la ley de Coulomb asignado al angulo de caida: Cop = —dg |%|

- Modelado de la ley de Coulomb asignado al angulo de rodadura:  Cy, = —dy, Izi_l

Siguiendo el mismo procedimiento, variacion de constantes, se puede comparar y llegar a obtener un buen
andlisis de la influencia que posee cada una de las constantes (Dy, Doy Dy).
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2.3 Obtencion de las ecuaciones de movimiento

A continuacion, se va a demostrar la obtencion de las ecuaciones de movimiento. Previamente sera necesario
conocer el estado cinematico del disco y su distribucion de masas, posteriormente habra que calcular la energia
cinética y potencial para que aplicando las ecuaciones de Lagrange obtengamos las ecuaciones de movimiento
del sistema.

2.3.1 Estado cinematico del disco de Euler

Para hallar la energia cinética (T) del disco de Euler es necesario deducir su estado cinematico {5;¢.» @aisco }-
Conocer el estado cinematico consiste en la obtencion de la velocidad de traslacion del centro de gravedad y de
la velocidad angular del disco.

Velocidad de traslacion del disco, esta velocidad se obtiene de derivar respecto al tiempo la posicion del centro
de gravedad. La posicion del centro de gravedad ya fue obtenida en el apartado 1.4 del capitulo 1.

1% = x, + Rpjsco Sin ¢ sin 6

¥ =Y. — Rpisco COs ¢ sin @

TZG = RDISCO cos 6

Si se derivan estas ecuaciones respecto al tiempo se obtiene la velocidad de traslacion del centro de gravedad.

drs .

vi = (djl,f ) =X, + Rpisco(cos @ sin @)@ + Rpsco(sin @ cos 6)6
G dry) | . . ' ‘
vy = Tt Ve + Rprsco(sin @ sin 0)¢ — Rpsco(cos ¢ cos 0)6

¢ d0)

Uy dt = —Rpsco(sin 9)9

Una vez hemos obtenido la velocidad de traslacion, se deduce la velocidad angular del disco. Se obtendra de
multiplicar la velocidad angular correspondiente a cada uno de los angulos que detallan los giros del disco por
los vectores correspondientes a los ejes de referencia que describen dichos giros.

0 _(cos @ _[—singcos
@Baisco = P <0> +6 <sin<p> + 7,0( cos ¢ cos )
1 0 sin @
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2.3.2 Distribucién de masas

La masa del disco ya qued6 definida en la introduccion del TFG, mgisco=1 kg. Ademas, hay que definir la matriz
de inercia del disco:

1/2 0 0
Y > 1 2
¢=| 0 1 0 |5 MyiscoRaisco

2.3.3 Calculo de la energia cinetica y potencial del disco

Conocido el estado cinematico y la distribucion de masas del disco, es posible calcular la energia cinética del
mismo mediante la ecuacion:

T = Trras + Tror
1 5 2
Trras = Emdisco |vgisco|
Tror = Eadisco Ig Waisco
Desarrollando cada division de la energia cinética se obtiene:
Trras = Em[xg + 2x, ((pcos<psm9 + Bsm(pcosO) + 92 + 2yc(<psm<psm9 - Qcos<pc039)
+ @?(cos?psin?6 + sin*@sin?6) + 0%(sin®cos?6 + cos?pcos?6 + sin?8)]

Antes de continuar con la energia cinética de rotacion, se demuestra que x, tanto como y, se pueden escribir en
funcion de los angulos que describen el sistema y las velocidades de los mismos.

En el punto C del disco se cumple en todo momento la condicion de rodar sin deslizar, es decir, 35;5., = 0, por
lo que desarrollandolo se obtiene:

Xc —Ryicosep
Y. = —Rysing

Ahora, podemos continuar con la obtencion de la energia de rotacion:

1 1. . . . . 1 .
Tror = ZmRZ[E (6cosg — l,l)sin(,ocose)2 + (Osing — l,bcosgocose)2 + §(¢ + wcos)z]
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Continuamos con el calculo de la energia potencial. Se obtiene aplicando: V = mgAh
Donde: Ah = Rcos®6. Por lo que se obtiene:

V = mgRcosfO
2.3.4 Aplicacion de la ecuacion de Lagrange

El ltimo paso para obtener las ecuaciones de movimiento del sistema es aplicar la ecuacion de Lagrange.

d(c’)L) E)L_I_an_ — (0.0.9)

Donde la Lagrangiana se halla aplicando: L=T-=-V

Notese como en este caso, la friccion pasa a participar en las ecuaciones de movimiento. La friccion juega su
papel mediante la funcion de disipacion de Rayleigh y, por otra parte, al sustituir la fuerza generalizada por la
expresion que se muestra a continuacion.
¢ 0 Y
Qp =—dpy-1; = —do 75 Oy = —dy 77
o] B ]

Esta altima sustitucion se debe a que podemos considerar el modelado de la friccion de Coulomb como una
fuerza de signo contrario a la velocidad y de valor constante, el cual se puede variar para el analisis de su efecto.

Finalmente, desarrollando las ecuaciones y su conveniente adimesionalizacion se llega al resultado de las tres
ecuaciones de movimiento que definen el problema:

2 )0 —H,p — D ¢
cos@lp 0¥ ? ¢l

b =-

. 4. 2 ) 0
0= §(jn/)cost9 + @2 sin 6 cos 6 +§sin6 — Hyb —DeW
L 3, ‘ "
¥ =YOtan6 — 5 gdcos 6 — Hyy — Dwm
Recordar que las ecuaciones que imponia la restriccion de rodar sin deslizar quedan adimensionalizadas como:

X, = —1pcose

Yo = —psing

Cabe destacar el cambio de nomenclatura de las constantes relacionadas con la disipacion de energia en ambos
modelados. El cambio, generalizado, de hy por Hqy dq por Dq se debe a que al tratar las ecuaciones no estariamos
hablando de las mismas constantes definidas en un principio. Sin embargo, este tratamiento de las constantes no
nos afecta debido a que para analizar la disipacion de energia iremos variando las constantes manualmente.
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2.4 Programacion Matlab del modelo numérico

La programacion de Matlab para realizar el analisis de la friccion consistird en un programa principal en el que
se resuelven las ecuaciones de movimiento para unas condiciones iniciales dadas, y posteriormente se interpretan
una serie de graficas que nos permiten estudiar el efecto de la disipacion de energia.

2.4.1 El programa general

El programa principal se denomina “AnalisisFriccion” (Anexo 4). Consiste, primeramente, en la definicion de
las condiciones iniciales correspondientes a los angulos que describen el problema y las derivadas de éstos. A
continuacion, se resuelve el problema gracias a la funcion de Matlab “ode45” y a la definicion de la funcion
“ecuacionesfriccion”.

El resultado obtenido se almacena en la matriz “y”. Dicha matriz, al igual que el programa general que resolvia
el problema ideal, almacena los valores para cada uno de los instantes de tiempo resuelto de los angulos ¢, 0y
1, sus derivadas respecto al tiempo y los valores de X y ye.

A continuacion, el programa general realiza un post-procesado de los resultados. Este post-proceso consiste en
representar graficamente la trayectoria del centro de gravedad del disco de Euler en el espacio y las evoluciones
del angulo de caida, 0, y de la componente ,¥ del centro de gravedad frente al tiempo.

2.4.2 Funcion “ecuacionesfriccion”

El archivo “ecuacionesfriccion” (Anexo 5) consiste en una funcion de Matlab que implementa las ecuaciones
de movimiento del sistema a estudio. Gracias a esta funcion y a la funcion “ode45” podemos obtener los
resultados del problema del disco de Euler no ideal.

Como ya se hizo constar en el apartado 0.6 de la Introduccion general, es necesario realizar un cambio de
variables para poder trabajar con la funcion “ode45”. Las ecuaciones de movimiento que se han desarrollado
forman un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado, por lo que es necesario un cambio de variables
que dé como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Realizando el mismo procedimiento del apartado 0.6, se demuestra el cambio:

N=¢Ys=9

Y2 =0 ys =06

Vi=Pys =1
Por lo que se tiene:

V1=¢@ =Y,

V2 =06 =ys

V3= = ys
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Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento recién obtenidas:

y
Ye¥s — HpYs — Dy
|J’4|

y4=(p:_cosy2

. . 4 ] 2 Vs
Vs =0 = 3Y4Y6 COS Y2 + ¥4 siny, cos y, + 35inYy2 — Hgys — Dg el

) " 3 Ye
Y6 =Y = ysyetany, — > YaY5C0S Yz = Hyye — Dy, el
6

2.4.3 Programas de post-procesado

Una vez obtenida la solucion del sistema es interesante la realizacion de un procesado de los datos que nos
permita analizar la disipacion de energia. Para ello, contamos con la creacion de dos programas.

El programa “PostProcesadol” (Anexo 6) consiste en un programa que carga todos los datos obtenidos de las
distintas soluciones existentes de variar los coeficientes. A continuacion, el programa extrae graficas que
comparan las evoluciones del centro de gravedad y del angulo de caida para los distintos resultados.

Por otro lado, el programa “PostProcesado2” (Anexo 7) se encarga de extraer la evolucion de las velocidades
asignadas a los angulos. Representa el logaritmo neperiano de las velocidades frente al logaritmo de la diferencia
entre el tiempo final y la variable tiempo. Mediante el calculo de una recta de regresion permite obtener el valor
de la pendiente.

2.5 La resistencia al pivotamiento, rodadura y vuelco

La asignacion de un valor concreto a los distintos coeficientes Hq o Dq tiene su explicacion. Para ello,
imaginemos un balén de futbol, la zona de contacto entre el suelo y el balon se puede representar mediante un
circulo de radio r como el de la figura. Si el balon se encuentra mas inflado la zona de contacto entre el suelo y
el balon es menor, por lo que el valor de r es pequefio. Una menor zona de contacto implica menor disipacion
de energia, luego se asigna un valor pequefio a los coeficientes Hq 0 Dg. Por otro lado, si el balon estuviese poco
inflado, el radio del circulo de contacto seria mayor y, por tanto, se asigna un valor alto a los coeficientes debido
a la existencia de mayor zona de friccion.

Balon

Suelo

Zona de
contacto
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Esta explicacion puede extrapolarse al caso del disco de Euler. Suponiendo que valores altos de los
coeficientes implican un disco poco rigido, mientras que valores bajos de los coeficientes implican una menor
zona de contacto entre el plano X-Y' y el disco.

2.6 Anélisis de la funcion de disipacion de Rayleigh

Este apartado parte de la solucién de las ecuaciones de movimiento con los términos de la funcion de disipacion
de Rayleigh implementados:

..:_ '9'_ .
¢ cos@w o®

. 4 . 2 .
] =§(plpc059+<pzsin96059 +§sin9 — Hy0

. 3 . .
Y =yYOtanb —Egbﬁcosﬁ — Hyy

La metodologia a seguir sera analizar cada una de las funciones de disipacion asignadas a los angulos (Fy, Fo y
Fy) por separado mediante la variando los coeficientes Hy, Ho y Hy asignados a cada una de las funciones. Dar
valores nulos a dos de los coeficientes y un valor fijo al coeficiente restante permite dicho analisis por separado.
Finalmente, se podra llegar a la conclusion de qué funcion de disipacion asignada a cada angulo es mas critica
y si existe concordancia del modelo numérico creado con las expresiones obtenidas por Moffatt [1] y Leine [3]
mediante el andlisis de los valores de las pendientes £5.

2.6.1 Analisis de la funcién de disipacion asignada al angulo de caida

En este apartado, comprobaremos como el efecto sobre la friccion que tiene la funcion de Rayleigh asignada al
angulo de caida (Fp) es minimo. Para ello, se representa la variacion del angulo de caida y de la altura del centro
de gravedad frente al tiempo para distintos coeficientes Hp.

Evolucidn del angulo de caida con el tiempo
0 T T T T T T T T

hteta=0.25
hteta=0.50
Ly hteta=1.00 ||

N2t 4

03r 4

04t 4

Angulo de vueleo(rad)

DEF 4

06+ 4

0.7

I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 60OO 7OOO &00O0 9000 10000
Tiempo(ut)

Figura 10.
En la figura 10, se observa como tras un breve rango de tiempo el angulo de caida se fija en el valor -0,42
radianes. Por lo que la disipacion de energia se hace inexistente, ya que el valor del angulo de caida se ha hecho

fijo en un angulo concreto y el disco no ha tendido a colocarse en horizontal (6=n/2 radianes). Luego se razona
que el efecto que tiene la funcion asignada al angulo de caida sobre la disipacion de energia es minimo.
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Trayectoria del centro de gravedad del Disco de Euler

Figura 11.

Representando la trayectoria del centro de gravedad del disco (figura 11) para un coeficiente Hy=1,05, se puede
concluir lo comentado con anterioridad, es decir, al pasar un breve intervalo de tiempo, el disco queda
estabilizado en una trayectoria y su disipacion de energia se hace cero.

Finalmente, se llega a la siguiente conclusion: el efecto de la funcion de disipacion de Rayleigh Fy sobre la
disipacion de energia es despreciable, tal y como se dijo en el inicio de apartado.

2.6.2 Analisis de la funcién de disipacion asignada al angulo de guifiada

Para estudiar el efecto de la funcion F,, sobre la disipacion de energia se analizara las evoluciones con el tiempo
del angulo de caida, 0, y de la componente 7,¥ . Observando dichas figuras y estudiando las pendientes resultantes
de enfrentar las velocidades de los angulos frente al logaritmo del tiempo para el rango 3/2 < 0 < n/2, podemos
obtener conclusiones sobre el efecto de la funcion Fi,.

Cabe destacar que analizaremos brevemente si la variacion de las condiciones iniciales tiene un efecto
considerable sobre la disipacion de energia. Para este apartado se resolvera el problema para condiciones

iniciales de estacionarias y no estacionarias, explicadas en el apartado 0.6.3.

2.6.2.a-Analisis de la variacion de H,, y la variacion de las condiciones iniciales:

- Variacion de los coeficientes H:

Este estudio trata de resolver el problema no ideal para distintos valores de H, con unas mismas condiciones
iniciales y, a continuacion, fijando H,, y variar las condiciones iniciales. Se expondra los efectos que se observan
en las evoluciones del 4ngulo de caida y de la componente ,¢ .

Comenzamos con el analisis de la variacion del Hy. Las condiciones iniciales del problema son aquellas que dan
como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales estacionario.

[0(0),0(0),¥(0),$(0),6(0),3(0)] =[0,1,0;1,0,—1.41]
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Los valores de Hy, varian segun la tabla:

Solucion 1

Solucion 2

Soluciéon 3

Solucion 4

Soluciéon 5

H, 0,01

0,03

0,10

0,30

1,00

Como resultado obtenemos el desarrollo del centro de gravedad del disco en la siguiente figura.

0.7

Ewolucidn de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo

0.5

Altura rGz(m)

— hfi=0.01
— hfi=0.03

— hfi=0.30
— hfi=1.00

——— hfi=0.10 ||

0
0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 ©0O0O0 9000 10000
Tiempo(ut)

Figura 12.

CAPITULO 2

En esta figura, llama la atencion la gran diferencia de valores de 7, entre las evoluciones del centro de gravedad
para Hy=0,01 y Hy=0,10. Sin embargo, no existe tan alta diferencia entre los desarrollos para H,=0,10 y
Hy=1,00. Por lo que la evolucién de los valores de ,¥ con respecto al tiempo se hace similar para valores del
coeficiente H, altos, alrededor de 1,00. A valores altos de Hy, el disco tiende a una cota cercana a 0 metros, pero

no exacta.

A parte, con esta representacion se puede percibir como el disco disipa una mayor cantidad de energia en los
primeros instantes de tiempo, ya que se observa una gran variacion de la altura del centro de gravedad del disco
en el rango de tiempo de 0 a 500 ut. Por contra, a medida que el tiempo avanza, la velocidad con la que el disco
disipa energia se hace mas lenta porque la variacion de altura es mucho menor para un rango de tiempo mas

elevado.
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Evolucion del angulo de caida con el tiempo
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Figura 13.

En la representacion de la evolucion del angulo de caida del disco frente al tiempo se contemplan los dos efectos
observados en el desarrollo de la altura del disco. A parte, podemos observar dos lineas rectas correspondientes
al rango 1,5 radianes y 7/2 radianes. Para valores del coeficiente Hy cercanos a 1,00 vemos como se cumple que
la variacion del angulo de caida se hace similar. Ademas, si aumentasemos el valor del coeficiente,
observariamos que la caida tiende al valor n/2, pero sin alcanzarlo, tal y como habia concluido en la observacion
de la variacion de altura.

Por otro lado, se ratifica que la disipacion de energia es mas elevada al principio, ya que se observa como la
variacion del angulo de caida es mas elevada en el rango de tiempo de 0 a 500 ut frente al intervalo que va de
500 a 10000 ut. Luego conforme el angulo de caida 6 tiende a /2 radianes, la disipacion de energia se ralentiza,
efecto ya observado.

Por ultimo, se concluye que el aumento del coeficiente H, nunca provoca la caida final del disco, luego se
demuestra que el efecto de la funcion de disipacion de Rayleigh F,, sobre el disco no es critico. Es observable
que la altura del disco tiende a cero y su angulo de caida a /2, pero nunca alcanzan estos valores en un intervalo
de tiempo razonable.

- Variacion de las condiciones iniciales:

Se acaba de analizar el efecto que supone variar el coeficiente H, bajo condiciones iniciales estacionarias. A
continuacion, resulta interesante estudiar como afecta la variacion de un sistema de ecuaciones diferenciales
estacionarias a otro sistema de ecuaciones no estacionarias a la disipacion de energia.

La metodologia consiste en resolver el problema para dos condiciones iniciales no estacionarias con el
coeficiente H,, fijado para el valor 1,00. Comparando las evoluciones de la altura del centro de gravedad y el
angulo de caida para condiciones iniciales estacionarias con las no estacionarias se podra determinar el efecto
que causan sobre el disco.

Las condiciones iniciales que estudiaremos seran:

- Estacionarias: [¢(0),6(0),%(0), $(0),6(0),4(0)] =[0,1,0;1,0,—1.41]
- Noestacionarias I:  [¢(0),6(0),(0), $(0),6(0),3(0)] = [0,1,0;—1,0,1]
- Noestacionarias 2:  [¢(0),8(0),(0), $(0),6(0),4(0)] = [0,1,0;—0.5,0,1]
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Ewvolucidn dela componente Z del centro de gravedad con el tiempo
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Figura 14.

CAPITULO 2

En la figura 14, desarrollo de la componente 7,¢, se puede percibir como la disipacién de energia bajo
condiciones iniciales no estacionarias sigue el mismo desarrollo. Por otro lado, la disipacion de energia es menor
bajo condiciones estacionarias, ya que se observa como la variacion de altura del disco es menor frente a la
variacion para condiciones no estacionarias.

1.7

Ewvolucidén del dngulo de caida con el tiempo

Angulo de vuelcoirad)
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Figura 15.

Representando la evolucion del angulo de caida a lo largo del tiempo, se visualiza y confirma que para
condiciones no estacionarias la disipacion de energia es la misma. Ademas, se vuelve a observar como la

disipacion de energia es menor para sistemas de ecuaciones diferenciales estacionarias.

Finalmente, se corroboran los comportamientos del disco de Euler comentados en las figuras 12 y13, mayor
disipacion de energia en los primeros instantes de tiempo y la tendencia de la altura y el angulo de caida hacia
valores de 0 metros y 7/2 radianes respectivamente, pero sin alcanzarlos.
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2.6.2.b-Analisis de las pendientes 8 de las velocidades:

CAPITULO 2

En la Introduccion general del TFG se hablo de los interesantes trabajos realizados por Moffatt [1] y Leine [3].
El matematico escocés y el ingeniero conseguian deducir una relacion entre la velocidad y la diferencia entre el
tiempo final y la variable tiempo, dicha relacion dependia de una pendiente 8. La pendiente de Moffatt [1] toma
el valor -1/6, mientras que la pendiente de Leine [3] toma el valor -1/2 o -2/3, en funcion de la diferencia entre

tiempos.

Obtenidas los valores de las velocidades, el analisis consiste en extraer la pendiente 5 de cada una de las rectas

de regresion que se obtienen de analizar las velocidades ¢ y 3 para el rango de angulo de caida comprendido
entre 1,5 radianes y /2 radianes. De forma que podamos aproximar las velocidades mediante las ecuaciones:

In(¢) ~ B, In(ty —t) + N,
In(6) ~ Boln(ty — ) + Ny

In(y)) ~ ByIn(ty —t) + Ny

Obtenido el valor de la pendiente 8, podemos compararlo con los resultados de Moffatt [1] y Leine [3]. En la
literatura existen diferentes articulos que dan otros valores a estas pendientes, pero se ha decidido tomar de

referencia estos dos trabajos.

Realizamos dicho andlisis para los coeficientes Hy, de valor 0,30 y 1,00, tal y como se observa en la figura 13
son los tnicos coeficientes que producen que el disco alcance valores del angulo de caida comprendidos en el

intervalo de 1,5 radianes a 7/2 radianes.

Analisis velocidades MOFFATT Hfi=0.30 /f Intervalo teta [1.5,1.52] (rad)

%5 5 55 B B& 7 75 & @85
Intd-t)

1
45 & 5.5 B B.5 7 75 g 8.5

Inft-t)
Figura 16.
Hy=0,30 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
) [2375,9900] [1,5,1,52] 0,1101 -1/6 -1/2,-2/3
P [2375,9900] [1,5,1,52] -0,2188 -1/6 -1/2,-2/3
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Analisis velocidades MOFFATT Hfi=1.00 // Intervalo teta [1.5,1.54] (rad)

251 B

In{fifclt)
(o8]
L

Inti-t)

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
45 & 55 B 6.5 7 75 g 85 g ElE

Inftc-t)
Figura 17.
Hy=1,00 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLEINE
@ [706,9900] [1,5,1,54] 0,1425 -1/6 12,223
P [706,9900] [1,5,1,54] -0,2828 -1/6 -1/2,-2/3

Podemos observar como en esta ocasion el valor de la pendiente Sy, para el coeficiente 0,30 y para el coeficiente
1,00 es del orden del valor de las pendientes de Moffatt [1] y Leine [3].

2.6.3 Analisis de la funcién de disipacion asignada al angulo de rotacion propia

En este apartado, siguiendo el mismo procedimiento del anterior, se trata de llegar a la conclusion del efecto que
produce la funcion Fy, sobre el disco de Euler y el valor de las pendientes S,.

El apartado se inicia estudiando el efecto que conlleva variar el coeficiente Hy, sobre la solucion del problema

para unas condiciones iniciales fijadas. Y, a continuacion, se analiza la variacion de las condiciones iniciales del
problema para un coeficiente Hy, concreto. Por ultimo analizaremos las velocidades.
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2.6.3.a-Analisis de la variacion de Hy, v la variacion de las condiciones iniciales:

- Variacion de los coeficientes Hy :

Comenzamos este apartado secundario fijando las condiciones iniciales que provocan la obtencion de un sistema
de ecuaciones diferenciales estacionario. Se varia el coeficiente Hy, de la siguiente forma:

Solucion 1 | Solucion 2 | Solucion 3 | Solucion 4 | Solucion 5 | Solucion | Solucion
6 7

Hy 0,001 0,003 0,01 0,03 0,10 0,30 1,00

En esta ocasion es interesante analizar el efecto que supone asignar al coeficiente valores de la milésima o la tres

milésimas. Recurriendo a la explicacion del apartado 2.5, estos valores implican un disco muy rigido, cuya zona
de contacto con el plano X-Y es pequefia.

Evolucion de la componente Z dal centro de gravedad con el tiempo
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Figura 18.

En la figura 18 se representa la evolucion de la componente 7,¢ del disco con el tiempo para los coeficientes
comprendidos entre 0,01 y 1,00. Se contempla como la altura del centro de gravedad del disco desciende
realizando pequefias oscilaciones. Dichas oscilaciones son consecuencias de lo que podriamos llamar
“transferencias” de energia entre los angulos que describen el disco.
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Evolucion de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo
055 T T T T T T
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Figura 19.

Para una mejor observacion de las evoluciones, en la figura 19, se representa el desarrollo del centro de gravedad
para los coeficientes 0,001 y 0,003. Observamos los mismos efectos de la figura 18, pero en esta ocasion las
oscilaciones son minimas. Llama la atencion que para ambos valores el disco sigue la misma evolucion.

De ambas graficas, se deduce que el aumento del coeficiente Hy hace que el disco descienda con mayor
velocidad, como es 16gico. Se debe a una mayor disipacion de energia en menor tiempo. Ademas, al igual que
ocurria en el angulo de guifada, existe una mayor disipacion de energia en los primeros instantes de tiempo. Se
percibe una mayor disminucion de la altura del centro de gravedad al inicio para un rango de tiempo inferior.

Evolucion del angulo de caida con el tiempo
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Figura 20.

Representando el desarrollo del angulo de caida con el tiempo se confirma lo efectos observados en la evolucion
del centro de gravedad. Es decir, el disco cae realizando pequefias oscilaciones. Por otro lado, el aumento del
coeficiente hace que el disco llegue al suelo en menor tiempo. Por tltimo, se observa la mayor disipacion de
energia en el primer intervalo de tiempo.
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Evolucidn del angulo de caida con el tiempo
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Figura 21.

Volviendo a representar por separado el valor del coeficiente Hy, valores de la milésima o la tres milésimas, se
vuelve a observar que la evolucion con el tiempo en ambos casos toman los mismos valores. Y, ademas, las
oscilaciones son menores.

Para finalizar este analisis, se comprueba graficamente que la funcion Fy es el mas importante de los tres. La
disipacion que produce el coeficiente Hy hace que el disco termine finalmente cayendo al suelo, ya que la altura
del centro de gravedad acaba siempre alcanzando el valor 0 metros para intervalos de tiempo razonables. De
igual manera, el angulo de caida acaba tomando el valor 7/2 radianes. Dicho esto, se ratifica que el disco se
encuentra en el suelo y parado. Se determina que el efecto de la funcion de disipacion de Rayleigh Fy sobre
el disco es critico.
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- Variacidn de las condiciones iniciales:

Continuando con el analisis de la funcion Fy, se estudia el efecto que provoca la variacion de las condiciones
iniciales para un coeficiente Hy, de valor 1,00. La resolucion del problema se realiza con las mismas variaciones
de condiciones iniciales del anterior:

- Estacionarias: [¢(0),6(0),4(0), $(0),6(0),3(0)] = [0,1,0;1,0,—1.41]
- Noestacionarias 1:  [¢(0),6(0),1(0), ¢(0),8(0),3(0)] =[0,1,0;—1,0,1]
- Noestacionarias 2:  [¢(0),8(0),1(0), ¢(0),6(0),4(0)] = [0,1,0;—0.5,0,1]

Evolucidn de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo
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Figura 22.

En la figura 22 se identifica, al igual que el apartado 2.6.2.a, que para condiciones iniciales estacionarias se disipa
menor cantidad de energia, pero en este caso la diferencia existente es menor. A diferencia de la funcion Fs, la
disipacion de energia para condiciones no estacionarias no sigue la misma evolucion.

Es interesante volver a observar que el descenso del disco se produce realizando oscilaciones. Las oscilaciones
reducen su amplitud, pero aumentan su frecuencia a medida que se acercan a la cota 0.

Evolucidn del angulo de caida con el tiempo

1.7 T T T T
16+ B
16F B
=
=
5
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=
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=
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12r B
111 Condiciones estacionarias 1
: Condiciones no estacionarias 1
Condiciones no estacionarias 2
1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
Tiempo(ut)
Figura 23.
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CAPITULO 2

En el desarrollo del angulo de caida se confirma lo observado en la figura 22: existe diferencia de disipacion de

energia entre condiciones estacionarias y no estacionarias, pero en este caso la diferencia es menor.

2.6.3.b- Analisis de las pendientes £ de las velocidades:

Tras analizar los efectos sobre el disco, es momento de estudiar las pendientes de las velocidades para los
distintos coeficientes Hy, . Siguiendo el mismo proceso del apartado 2.6.2.b, extraemos el valor de las pendientes
By los comparamos con los valores de Moffatt [1] y Leine [3].

Andlisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.001 /f Intervalo teta [1.5,1.51] (rad)

-2.2
24t -
% 26} 1
= -
31‘1.5 & 55 B 8.‘5 T 75 g B85
In{t0-1)
5
g 48F R
! —
4.‘111 ] 5 5‘5 é 5‘5 T;' ?IS é G4
In{to-1)
Figura 23.
Hy=0,001 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
1) [8700,11900] [1,5,1,51] 0,0535 -1/6 -1/2,-2/3
" [8700,11900] [15,1,51] 20,1070 -1/6 1223
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Andlisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.003 // Intervalo teta [1.5,1.51] (rad)

CAPITULO 2

22
24+
% 261
- 281
EE 5 55 6 5 7 75 F) 85
In{t0-t)
5
g 48
Eﬁ 16
s 5 55 B 55 7 75 8 85
In{t0-t)
Figura 24.

Hy=0,003 Intervalo t (ut) 0 (rad) By Bmorrarr BLeINE
(0] [8700,11900] [1,5,1,51] 0,0535 -1/6 -1/2,-2/3
P [8700,11900] [1,5,1,51] -0,1070 -1/6 -1/2,-2/3

Analisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.01 4/ Intervalo teta [1.5,1.56] (rad)
8 T T T T T T T T
= s _
=41 |
2 1 1 1 1 1 1 1 1
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
In(t0-t)
g
g 6r .
= ;
2 1 1 1 1 1 1 1 1
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
In(t0-1)
Figura 25.

Hy=0,01 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
) [138,250] [1,5,1,56] -0,7511 -1/6 -1/2,-2/3
D [138,250] [1,5,1,56] -0,7507 -1/6 -1/2,-2/3
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Analisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.03 # Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)

CAPITULO 2

8 L
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gE
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Init0-t)
Figura 26.

Hy=0,03 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
(0] [46,89] [1,5,1,57] -0,8088 -1/6 -1/2,-2/3
P [46,89] [1,5,1,57] -0,8086 -1/6 -1/2,-2/3

Analisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.10 # Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)
8 L
E il
. s s ‘
-15 1 0.5 1] 0.5 1 1.5 2 25 3
In(tD-)
10
— 8 i
=
. s ‘ s . ‘
-1.5 1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
Ini0-t)
Figura 27.

Hy=0,10 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
(0] [14,30] [1,5,1,57] -0,8703 -1/6 -1/2,-2/3
P [14,30] [1,5,1,57] -0,8702 -1/6 -1/2,-2/3
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Andlisis velocidades MOFFATT Hpsi=0.30 /f Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)

In{dfirdt)
o
.

nito-1)
10
— B 1
z |
-225 é -1‘5 1I -DIS DI DIE 1I 1‘5 2
In{to-1)
Figura 28.
Hy=0,30 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
@ [5.10] [1.5,1,57] 20,8466 -1/6 1223
1]) [5,10] [1,5,1,57] -0,8465 -1/6 -1/2,-2/3

Analisis velocidades MOFFATT Hpsi=1.00 /f Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)

In{dfifdt)

g 6r ]
g, ]
2—4 —3.‘5 —é —215 —é —1.‘5 —1‘ —U.IS (IJ 05
In{t0-t)
Figura 29.

Hy=1,00 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
) [2,3] [1,5,1,57] -0,7092 -1/6 -1/2,-2/3
P [2,3] [1,5,1,57] -0,7101 -1/6 -1/2,-2/3
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Para este analisis de las velocidades, observamos como cuando el coeficiente toma valores de las milésimas las
pendientes toman unos valores mas cercanos a la pendiente de Moffatt [1]. Sin embargo, a medida que aumentan
los coeficientes, en las centésimas, tienden a valores de B;gNE-

2.7 Anélisis del modelado de la disipacion de Coulomb

Realizado el andlisis del modelado de la friccién segun la funcion de disipacion de Rayleigh, este
apartado se centra en extraer conclusiones de la friccion modelada segun la ley de Coulomb. Se
determinara el efecto del modelado asignado a cada angulo por separado, Cy y Cy . No se analizara el
efecto del coeficiente Co debido a que produce una disipacion de energia despreciable, tal y como se
comprobd en el apartado 2.6.1.

Las ecuaciones diferenciales a resolver, con la ley de Coulomb implementada, son:

" i s @

¢ coselp ? ol
. 4. o 2 6
9=§<p1,bc059+g025m900$9+§sm9—D9W

. 3 .. P
Y =yYOtanO — -¢pHhcosO — Dy, —=

2 Y1l
El andlisis se realiza, al igual que el apartado anterior, tomando las ecuaciones diferenciales y
resolviendo para los diferentes valores de los coeficientes. El poder variar los coeficientes Dy y Dy
segun queramos permite el estudio por separado de los modelados.

2.7.1 Analisis del modelado de Coulomb asignado al angulo de guifiada

Comenzamos analizando el modelado C,. Para llevar a cabo dicho estudio, se seguira la metodologia implantada
en el apartado 2.6, es decir, se analizara el efecto de la variacion del coeficiente Dy, y el efecto de la friccion
sobre el problema estacionario y no estacionario. Y, por ultimo y mas importante, se obtendran los valores de
las pendientes y se compraran con los resultados de Moffatt [1] y Leine [3].
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2.7.1.a-Analisis de la variacion de D, v 1a variacion de las condiciones iniciales:

- Variacion de los coeficientes Dy:

CAPITULO 2

Siguiendo la metodologia del andlisis de la funcion de disipacion de Rayleigh, se resuelve el sistema de
ecuaciones para las condiciones iniciales que provocan una solucion estacionaria. Mientras que los valores de
los coeficientes Dy y Dy son igual a 0,00, el coeficiente Dy, lo variamos de la siguiente forma:

Solucion 1 | Solucion 2 | Solucion 3 | Solucion 4 | Soluciéon 5 | Solucion | Solucién
6 7
Do 0,001 0,003 0,01 0,03 0,10 0,30 1,00

Evolucion de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo

U.? T T T T

06+

0.5

Altura rGz(m)

—— Dfi=0.01
——— Dfi=0.03
——— Dfi=0.10 ||
——— Dfi=0.30
—— Dfi=1.00

U 1 1 1 | 1 | 1 | 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 G000 95000 10000

Tiempo(ut)

Figura 30.

Si representamos la evolucion del centro de gravedad con el tiempo, obtenemos la figura 30. En ella se
contemplan muchos efectos en comiin con la evolucion de la funcion de Rayleigh asignada al angulo de guifiada,
por ejemplo, la mayor disipacion de energia en los primeros instantes de tiempo o la no consecucion por parte

del disco de la cota 0.
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Altura rGz(rm)

Evolucion de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo

— Df=0.001
— Dfi=0.003 [}

Figura 31.

CAPITULO 2

En esta figura observamos como el efecto de la ley de Coulomb es muy lento, ya que el intervalo de tiempo
alcanza valores de 50.000 ut. Esto se debe a que para valores de la milésima la disipacion de energia es muy
pequeia, explicacion expuesta en el apartado 2.5.

16

Evolucion del angulo de caida con el tiempo

_,.--"""_H_.__,_.—-—-—'_'_'_'_'_

)

14H
13F

1.2

Angulo de vuelco(rad)

11

— Dfi=0.01
— Dfi=0.03
— Dh=0.10
— Dfi=0.30
— Dfi=1.00

0.9
0

| 1 | | 1 | 1 | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 ¥OOO ®©0OO0O 9000 10000

Tiempo{ut)

Figura 32.

Representando el desarrollo del angulo de caida con el tiempo se corroboran los hechos observados para el CDG,
una mayor disipacion de energia al inicio del movimiento y, por otro lado, que no llegan a alcanzar la linea de

7/2 radianes dibujada.
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Ewvolucién del dngulo de caida con el tiempo

1.6 T
— Df=0.001
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Tiempo(ut) 52 0
Figura 33.

Llama la atencion que para la ley de Coulomb si alcanza para valores del a milésima el intervalo comprendido
entre 1,5 radianes y 7/2 radianes, fase final del movimiento. Este hecho no ocurria para la funcion F,.

- Variacion de las condiciones iniciales:

Realizado el andlisis para la variacion del coeficiente Dy, siguiendo la metodologia establecida, estudiamos la
variacion de las condiciones iniciales. Mientras que el coeficiente D, queda fijado para 1,00, las condiciones
iniciales se varian como:

- Estacionarias: [¢(0),6(0),%(0), $(0),6(0),4(0)] =[0,1,0;1,0,—1.41]
- Noestacionarias I:  [¢(0),8(0),¥(0), $(0),6(0),3(0)] = [0,1,0;—1,0,1]
- Noestacionarias 2:  [¢(0),8(0),1(0), ¢(0),6(0),%(0)] = [0,1,0;—0.5,0,1]

Evolucidn de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo

0.7 T
Condiciones estacionarias
Condiciones no estacionarias 1
06 L ) ) H
Condiciones no estacionarias 2
05F B
E p4f 1
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Q
=
= 03 B
=
0.2 B
0.1 B
U 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo(ut)
Figura 34.

En la figura 34, evolucion de la componente 7, con el tiempo, se contempla, al igual que en el modelado de la
funcion Fy, la disipacion de energia bajo condiciones iniciales no estacionarias sigue el mismo desarrollo.
Ademas, la disipacion de energia es menor bajo condiciones estacionarias, se deduce de observar como la
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variacion de altura del disco es menor que dicha variacion para condiciones no estacionarias.

Ewvolucién del angulo de caida con el tiempo

1.7 T T T T T T
Condiciones estacionarias
Condiciones no estacionarias 1
16 - ) ) H
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Figura 35.

Representando, figura 35, la evolucion del angulo de caida, se confirma que para condiciones no estacionarias
el disco sigue el mismo desarrollo. Podemos afiadir que se vuelve a percibir como la disipacion de energia es
menor con condiciones iniciales estacionarias.

2.7.1.b- Analisis de las pendientes S de las velocidades:

En el apartado anterior hemos estudiado los efectos que suponen la variacion del coeficiente Dy y la variacion
de las condiciones iniciales. En este apartado nos centramos en el analisis de las curvas de las velocidades,
extrayendo y comparando los valores de las pendientes 3.

Analisis velocidades MOFFATT Dfi=0.0003 / Intervalo teta [1.5,1.52] (rad)

ra

= 281
= 4
35 : : ‘ : : : :
] 6.5 7 75 g 8.5 9 el 10
In{io-t)
15 T T T T T T
g °r 1
:; 451
B 6.5 7 7a g 4.5 9 EE 10
Infto-t)
Figura 36.
D,=0,003 Intervalo t (ut) 0 (rad) By Bmorrarr BLeINE
(0] [28963,49500] [1,5,1,52] 0,08969 -1/6 -1/2,-2/3
W [28963,49500] [1,5,1,52] 20,1621 -1/6 12,213
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Analisis velocidades MOFFATT Dfi=0.01 / Intervalo teta [1.5,1.52] (rad)
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CAPITULO 2

Figura 37.

Dy=0,01 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLEINE
) [8687,9900] [1,5,1,52] 0,1206 -1/6 -1/2,-2/3
W [8687.9900] [1.5.1,52] 202216 -1/6 12,213

Analisis velocidades MOFFATT Dfi=0.03 // Intervalo teta [1.5,1.53] (rad)
25}
T a5t
Y5 5 85 & 85 7 75 8 85 9
Inftc4)
7
g6t
=
‘}1.5 5I 5‘5 é B.I5 ?I' 7.‘5 BI 8.‘5 9
Inftc4)
Figura 38.
D,=0,03 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeINE
@ [2896.9900] [1.5.1,53] 0.1554 -1/6 12,213
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P [2896,9900] [1,5,1,53] -0,2873 -1/6 -1/2,-2/3
Analisis velocidades MOFFATT Dfi=0.10 4 Intervalo teta [1.5,1.53] (rad)
s
% 10
= st *
20 " "
25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 7.5
Inft0-t)
B
. 85+
5 45+
%5 3 3I5 fli 4.I5 é 5.I5 é E.IS F:' 78
In{to-t)
Figura 39.

Dy=0,10 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
(0] [870,1980] [1,5,1,53] -0,0156 -1/6 -1/2,-2/3
D [870,1980] [1,5,1,53] -0,2275 -1/6 -1/2,-2/3

Andlisis velocidades MOFFATT Dfi=0.30 # Intervalo teta [1.5,1.55] (rad)
10 T T T T T T T T T
g 7
E 10
-20 : ; : : : : : : :
3 35 4 4.5 5 55 53 6.5 7 7.5 8
In(t0-t)
8
— ? i
E el
43 3I5 zll A.IS é 5.‘5 é 6.I5 % T.IS 8
In(t0-t)
Figura 40.
Dy=0,30 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLEINE
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(0] [300,2475] [1,5,1,55] 0,4629 -1/6 -1/2,-2/3
¥ [300,2475] [1,5,1,55] -0,3804 -1/6 1/2,-2/3
Analisis velocidades MOFFATT Dfi=1.00 /f Intervalo teta [1.5,1.5] (rad)
In(t0-t)
7
S5
£l
‘% 5 2‘ 2.I5 3I 3.I5 n'll 4.I5 é 5.‘5 é 6.5
In(t0-t)
Figura 41.
Dy=1,00 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeINE
@ [107,600] [1,5,1,5] -0,3371 “1/6 1/2,-2/3
P [107,600] [1,5,1,5] -0,3369 -1/6 -1/2,-2/3

Como podemos observar nuestro modelo numérico creado da valores de la pendiente 8 del orden de los valores
de Moftatt [1] y Leine [3].

2.7.2 Analisis del modelado de Coulomb asignado al angulo de rotacion propia
Analizado el angulo de guinada, damos paso al estudio de la ley de Coulomb modelado para el angulo de

rotacion propia. Siguiendo la linea de todos los apartados anteriores, analizaremos tanto la variacion del
coeficiente Dy como la variacion de las condiciones iniciales. Finalmente, se realizara el estudio de las

pendientes .
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2.7.2.a-Analisis de la variacion de Dy, v la variacién de las condiciones iniciales:

- Variacion de los coeficientes Dy :

CAPITULO 2

Se inicia el analisis estudiando la variacion del coeficiente Dy, se asigna a las condiciones iniciales los valores
de solucion estacionaria. Los coeficientes Dy, toman los valores de la siguiente tabla para cada solucion.

Solucion 1 | Soluciéon 2 | Solucion 3 | Solucion 4 | Solucion 5 | Soluciéon | Solucion
6 7
Dy 0,001 0,003 0,01 0,03 0,10 0,30 1,00
Evolucidn de la componente £ del centro de gravedad con el tiempo
D.? T T T T T T T T T
— Dpsi=0.01
— Dpsi=0.03
06r —— Dpsi=0.10 ||
— Dpsi=0.30
05 — Dpsi=1.00 |
E 04 .
P
2
a
= 03y i
=
0.2 .
01 .
U | 1 1 1 | 1 | |
0 200 400 600 800 1000 71200 1400 1600 1800 2000
Tiempo(ut)
Figura 42.

Representando en la figura 42 la evolucién de la componente 7,¢ con el tiempo, podemos contemplar efectos ya
observados en los demas modelados de la friccion. Se cumple para todos los modelados, tanto en la funcién de
disipacion de Rayleigh como en la ley de Coulomb, la disipacion de energia es mayor en los primeros instantes
de tiempo. Por otro lado, observamos como la ley de Coulomb asignada al angulo de rotacion propia es critico,
ya que consigue la caida del disco.
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Evolucion de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo
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Figura 43.

En esta ocasion, podemos observar que para valores del coeficiente para la milésima como el disco si llega a su
caida. Este hecho no ocurria en los demas modelados de la friccion.

Evolucidn del dngulo de caida con el tiempo
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Figura 44.
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Ewvolucion del angulo de caida con el tiempo
1.5 T T T T T T

—— Dpsi=0.001
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Figura 45.

Observando las dos figuras anteriores, 44 y 45, se comprueban los fendémenos observados en la evolucion del
centro de gravedad. Por tltimo, cabe destacar que la ley de Coulomb asignada al angulo de rotacion propia es el
modelado mas critico de todos.

- Variacidn de las condiciones iniciales:

Siguiendo la metodologia de los andlisis anteriores, evaluamos para el coeficiente Dy=0,30 las siguientes
condiciones iniciales.

- Estacionarias: [¢(0),6(0),(0), #(0),6(0),3(0)] = [0,1,0;1,0,—1.41]
- No estacionarias 1:  [¢(0),8(0),1(0), ¢(0),8(0),3(0)] =[0,1,0;—1,0,1]
- Noestacionarias 2:  [¢(0),6(0),(0), $(0),6(0),%(0)] = [0,1,0;—0.5,0,1]

Evolucidn de la componente Z del centro de gravedad con el tiempo
07 T T T T
Condiciones estacionarias
Condiciones no estacionarias 1

06 . . . H
Condiciones no estacionarias 2

0.3F :

Altura rGzim)

0.2 :

01 E

0 500 1000 1500 2000 2500
Tiempo(ut)

Figura 46.
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Es curioso comprobar como para Cy el disco de Euler sigue el mismo desarrollo tanto para condiciones
estacionarias como para condiciones no estacionarias. Este hecho no ocurria para ninguno de los casos
anteriores.

Evolucidn del angulo de caida con el tiempo
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Figura 47.

Con el desarrollo del angulo de caida queda demostrado que el disco sigue la misma evolucion con el tiempo
para ambos tipos de condiciones iniciales.

2.7.2.b- Analisis de las pendientes S de las velocidades:

Realizado el estudio de los efectos que suponen la variacion del coeficiente Dy, y la variacion de las condiciones
iniciales, continuamos con el analisis de las curvas de las velocidades, extrayendo las pendientes f y
comparando con los valores de Moffatt [1] y Leine [3].

Analigis velocidades MOFFATT Dpsi=0.001 & Intervalo teta [1.5,1.54] (rad)
55 T T T T T T T T

In(effifelt)

In{t0-1)

L L L L L L L L
b4 53 b5 7 75 8 6.8 9 a8 10

In(t0-1)
Figura 48.
Dy=0,001 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrart BLEINE
0] [29600,30000] [1,5,1,54] -0,1936 -1/6 -1/2,-2/3
P [29600,30000] [1,5,1,54] -0,1932 -1/6 -1/2,-2/3

52



Estudio Dinamico del Disco de Euler: Simulacién 3D y Sensibilidad a la Disipacion de la Energia. CAPITULO 2

Andlisis velocidades MOFFATT Dpsi=0.003 // Intervalo teta [1.5,1.54] (rad)
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Figura 49.
Dy=0,003 Intervalo t (ut) 0 (rad) By Bmorrarr BLeINE
(0] [5111,15000] [1,5,1,52] -0,2677 -1/6 -1/2,-2/3
P [5111,15000] [1,5,1,52] -0,2673 -1/6 -1/2,-2/3
Analisis velocidades MOFFATT Dpsi=0.01 # Intervalo teta [1.5,1.55] (rad)
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Figura 50.
Dy=0,01 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
(0] [1555,5000] [1,5,1,55] -0,2830 -1/6 -1/2,-2/3
1]; [1555,5000] [1,5,1,55] -0,2826 -1/6 -1/2,-2/3
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Analisis velocidades MOFFATT Dpsi=0.03 # Intervalo teta [1.5,1.56] (rad)

Inft0-t)
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Infirl-t)

CAPITULO 2

Figura 51.
Dy=0,03 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
(0] [540,5000] [1,5,1,56] -0,3749 -1/6 -1/2,-2/3
P [540,5000] [1,5,1,56] -0,3747 -1/6 -1/2,-2/3
Analisis velocidades MOFFATT Dpsi=0.10 / Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)
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Figura 52.
Dy=0,10 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bumorrarr BLEINE
(0] [180,5000] [1,5,1,57] -0,3975 -1/6 -1/2,-2/3
P [180,5000] [1,5,1,57] -0,39755 -1/6 -1/2,-2/3
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Andlisis velocidades MOFFATT Dpsi=0.30 # Intervalo teta [1.5,1.57] (rad)
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Figura 53.

Dy=0,30 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeIvE
1) [82,2000] [1,5,1,57] -0,4155 -1/6 -1/2,-2/3
1]) [82,2000] [1,5,1,57] -0,4189 -1/6 -1/2,-2/3

Andlisis velocidades MOFFATT Dpsi=1.00 // Intervalo teta [1.5.1.57] (rad)
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Figura 54.
Dy=1,00 Intervalo t (ut) 0 (rad) Bq Bmorrarr BLeINE
) [4,5803 , 4,5896] [1,5,1,57] -7,7924-10-7 -1/6 -1/2,-2/3
1]; [4,5803 , 4,5896] [1,5,1,57] 0,6457 -1/6 -1/2,-2/3
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En esta ocasion el modelo numérico creado sigue dando valores de la pendiente § del orden de los valores de
Moftatt [1] y Leine [3], excepto para el valor Dy=1,00. Cabe destacar que en el apartado de “Anexos”
encontramos todos los valores de las pendientes resumidos en tablas.

2.8 Conclusiones del capitulo 2

Finalizado el analisis de la disipacion de energia es interesante realizar un breve resumen del que
extraer las conclusiones de los resultados obtenidos. Se ha creado un modelo numérico que resuelve
el problema del disco de Euler con la implementacion de la friccion. Dicha friccion se ha modelado
mediante la funcion de disipacion de Rayleigh y la ley de Coulomb. A continuacion, se exponen las
conclusiones obtenidas.

2.8.1 Concluiones del TFG

Funcién de disipaciéon de Rayleigh: F, = %Hq g2

- F¢Z
- Modelado de la friccion no critico, ya que no consigue la parada final del disco.

- Oscilaciones del angulo de caida y del CDG.
- Las condiciones no estacionarias siguen el mismo desarrollo de la disipacion de energia.

- Velocidad de rotacion propia muy elevada en los instantes finales.

- F¢Z
- Modelado de la friccidn critico, alcanza los valores de parada final del disco.

- Oscilaciones del angulo de caida y del CDG.
- Las condiciones no estacionarias no seguian la misma evolucion.

- Velocidad de rotacion propia muy elevada en los instantes finales.

Ley de Coulomb: Cq = Dq %

- D¢:
- Modelado de la friccion critico, alcanza los valores de parada final del disco.

- Oscilaciones del angulo de caida y del CDG.
- Las condiciones no estacionarias siguen el mismo desarrollo de la disipacion de energia.

- Velocidad de rotacion propia muy elevada en los instantes finales.

- Dlp .
- Modelado de la friccidn critico, alcanza los valores de parada final del disco.

- Oscilaciones del angulo de caida y del CDG.

- Tanto las condiciones estacionarias como las condiciones no estacionarias siguen el mismo desarrollo
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de la disipacion de energia.
- Velocidad de rotacion propia muy elevada en los instantes finales.

En comun en todos los modelados se ha observado la mayor disipacion de energia en los primeros instantes de
tiempo. Ademas, las oscilaciones del angulo de caida y del CDG durante la evolucion con el tiempo. Por tltimo,
la velocidad de rotacion propia tiende a infinito en los instantes finales.

2.8.2 Concluiones de la comparacion con la literatura

En este apartado secundario, se realiza la comparacion con la literatura. Los resultados obtenidos del desarrollo
del modelo matematico del TFG podemos compararlos con los resultados obtenidos en la literatura descrita en
la Introduccion general.

Euler’s disk and its finite-time singularity (Moffatt) [1].

La forma de comparar el articulo de Moffatt [1] con el TFG es centrandonos en las pendientes S obtenidas.
Moftatt [1] determind 1/6 como valor de la pendiente 5. En la gran mayoria de los resultados obtenidos, se
observa que el valor de las pendientes son del orden del valor obtenido en el articulo de Moffatt [1]. Se observa
que el modelo descrito en el TFG no se aleja del estudio de Moffatt [1].

Dynamics of a Rolling Disk in the Presence of Dry Friction (Le Saux, Leine y Glocker) [2].

Tal y como se describe este articulo en la Introduccion general del TFG, la simulacion del modelo matematico
de la friccion seca de este articulo se realiza dividida en cuatro partes:

- Simulacién de la friccion de Coulomb: de éste apartado encontramos en comun con el modelo del
TFG la presencia de oscilaciones en la evolucion del angulo de caida.

- Simulacién con friccién de Coulomb y de contorno: la principal observacion de este apartado es la
tendencia a infinito de la velocidad de rotacion propia cuando el disco se encuentra en la posicion
horizontal. Dicho hecho se observa en todas las simulaciones que se han realizado para el modelo de
este TFG, ademas de ser uno de los principales fendémenos llamativos del disco de Euler. Se observa
tanto en los resultados del modelo del TFG como en los del articulo que la frecuencia de las
oscilaciones se hace muy alta en los instantes finales.

En el resto de simulaciones realizadas en el articulo se centran en los métodos de disipacion, lo que no permite
comparar los resultados obtenidos con los del TFG. Sin embargo, muchos de los comportamientos del disco
observados durante la simulaciéon del modelo de la friccion seca creado por estos ingenieros son también
observables en el modelo desarrollado en el TFG.

Para finalizar, el analisis de los valores de las pendientes f que se obtienen en el articulo: -1/3 para la friccion
de contorno seca, -1/4 para la friccion de contorno viscosa y -1/1 para la friccion seca clésica son del orden, al
igual que los de Moffatt [1] o Leine [3], de los obtenidos en los apartado 2.6 y 2.7.

Measurements of the Finite-time Singularity of the Euler Disk (Leine) [3].

Del articulo de Leine [3] es importante para las conclusiones que se pueden obtener del TFG el valor de la
pendiente . Determina que el valor de la pendiente se encuentra entre 1/2 y 2/3. Dichos valores se encuentran
dentro del orden de las pendientes obtenidas en las distintas simulaciones del TFG, tal y como ya se ha
comprobado en los apartados 2.6 y 2.7. Se concluye, al igual que con el articulo de Moffatt [1], que el modelo
creado da resultados aceptables.
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Vibrations of Euler’s Disk (Villanueva y Epstein)[4].

En su articulo han introducido el estudio de las vibraciones transversales sobre el disco de Euler. Determinan,
entre otras conclusiones, que el material del disco juega un papel importante. Dicha suposicion se realizé en el
apartado 2.5 del TFG, donde suponemos que segun el material del disco se asigna un valor de los coeficientes
Hy 0D,

2.8.3 Conclusion final

Comparado el modelo creado en el TFG con los resultados de la literatura en el apartado anterior, podemos
concluir que el modelo numérico que se ha creado y resuelto mediante Matlab en este TFG tiene concordancia
con estudios de prestigio que pueden encontrarse en la literatura. Ya que se observan fenomenos similares a los
de los otros modelos. Por otro lado, las pendientes 5 son, en la gran mayoria de los datos estudiados, del orden
de las pendientes obtenidas en los articulos.

Para finalizar, cabe destacar las posibles mejoras futuras del proyecto como:

1- Un modelo Coulombiano mas detallado, trabajando con multiplicadores de Lagrange para tener en
cuenta el carcter variable de la fuerza de contacto.

2- Trabajar con otras funciones de Rayleigh mas complejas.

3-  Introducir un modelo de vibracion del sélido, que dé lugar a una energia cinética de vibracion, tal y
como se trabaja en el articulo publicado por Villanueva y Epstein [4].
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ANEXOS

ANEXO 1: Programa general.

%%%%%%%%%%%%%%%%
%%DEFIN1CIONES%%
%%%0%%%%%6%%%%%%%%

%%Deficiones del disco%%
m=1; %Masa del disco
R=1; %Radio del disco
g=1; %Gravedad

%%Condiciones iniciales del vector y%%
y(1,1)=0; %Se almacena fTi

y(1,2)=0; %Se almacena teta

y(1,3)=0; %Se almacena psi

y(1,4)=0; %Se almacena fipunto
v(1,5)=0; %Se almacena tetapunto
y(1,6)=0; %Se almacena psipunto

%%Definicion del tiempo%%
t=[0:0.001:20];

9%0%%%%%%%6%6%%%%% % %%6%%%%%% % %6%6%%%% %%
%%RESOLUCION DE LAS ECUACIONES%Y%
9%6%%%%%%%6%%%%%% % %%6%%%%%% % %%%%%% %%
[t,y]=o0de45("ecuacionesPD",[0 20],[0;1;0;1;0;-1;0;0]);

ANEXO 2: ecuaciones.
function [dy]=ecuacionesPD(t,y);

%%Cambio de variable necesario para resolver ecuaciones de segundo
grado%%

dyl=y(4); %dyl igual a fipunto

dy2=y(5); %dy2 igual a tetapunto

dy3=y(6); %dy3 igual a psipunto

%%Ecuaciones Neimark obtenidas del cambio de variables%%
dy4=(-2/cos(y(2)))*y(5)*y(6);
dy5=(4/3)*cos(y(2))*y(4)*y(6)+(1/2)*sin(2*y(2))*y(4)"2+(2/3)*sin(y(2))

dy6=(-3/2)*cos(y(2))*y(4)*y(5)+2*tan(y(2))*y(5)*y(6)
dy7=-y(6)*cos(y(1));
dy8=-y(6)*sin(y(1));

%%Creacion vector contiene a las derivadas®%%

dy=[dyl;dy2;dy3;dy4;dy5;dy6;dy7;dy8];
end
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ANEXO 3: disco3D.
function disco3D(y)

%6%6%%%%%%%6%%%%% % % %%%%%% %%
%%Definiciones previash%
%6%6%%%%%%%6%%%%% %% %%%%%% %%

n=length(y); %Tamafio de la matriz (calculo del numero de instantes)
RDisco=0.5; %Radio del disco

for i=1:n

fi=y(i,1); %Se almacena fTi

teta=y(i,2); %Se almacena teta

psi=y(1,3); %Se almacena psi

xc=y(i,7); %Se almacena posicion xc
yc=y(1,8); %Se almacena posicion yc

zc=0; %Restriccidén de contacto disco-plano XY

%%6%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%O0rientacion del disco%%
%%6%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Matriz de orientacidén angulo fi:
Afi(1,:)= [ cos(fi), -sin(fi), 0];
Afi(2,:)=[ sin(fi), cos(fi), 0];
Afi(3,:)=[0, 0, 1];

%Matriz de orientacidn angulo teta:
Ateta(1,:)=[ 1, 0, 0];

Ateta(2,:)=[0, cos(teta), -sin(teta)];
Ateta(3,:)=[0, sin(teta), cos(teta)];

%Matriz de orientacidn angulo psi:
Apsi(1,:)= [ cos(psi), 0, -sin(psi)];
Apsi(2,:)=[0, 1, 0];

Apsi (3, :)=[sin(psi), 0, cos(psi)];

%Calculamos la matriz de orientacién del disco:
A2=Afi*Ateta*Apsi;

%Matriz de orientacioéon intermedia:
Ai2=Afi*Ateta;

OB06%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%
%%Representacion del disco%%
O006%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%

%Calculo del centro de gravedad del disco:
RG2(1,1)=xc+sin(fi)*sin(teta)*RDisco;
RG2(2,1)=yc-cos(fi)*sin(teta)*RDisco;
RG2(3,1)=cos(teta)*RDisco;
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%%DIBUJO DEL DISCO%%

%Angulo cuyo valor varia de 0 a 2pi:
Angulodisco=0:0.01:2*pi+0.01;

%Callculamos todos los puntos del disco:

npuntosdisco=length(Angulodisco);

for k=1:npuntosdisco
rPDisco(1:3,k)=RG2+A2*[RDisco*cos(Angulodisco(k)) O

RDisco*sin(Angulodisco(k))]";

end

%%D1BUJO DEL PUNTO DE CONTACTO%%

psiO=y(3,1);
Rcontacto=0.02;
puntoC=[xc yc zc]";
for j=1:npuntosdisco
rContactoAnterior(1:3, j)=RG2+Ai2*[RDisco*cos(psi+psi0) 0O
RDisco*sin(psi+psi0)] " +[Rcontacto*cos(Angulodisco(j)) O
Rcontacto*sin(Angulodisco(j))]1";
end

%%D1BUJO DE RADIOS AUXILIARES%%

%Longitud radio 1:
Radiol=0:0.01:RDisco;

%Calculamos puntos de un radio:

npuntosradiol=length(Radiol);

for kll=1:npuntosradiol
rPRadiol1(1:3,k11)=RG2+A2*[Radiol(kll)*cos(psi) O

Radiol(kl1l)*sin(psi)]";

end

for kl12=1:npuntosradiol
rPRadi012(1:3,k12)=RG2-A2*[Radiol(kl2)*cos(psi) O

Radiol(kl2)*sin(psi)]";

end

%Calculamos puntos de un radio:

npuntosradiol=length(Radiol);

for kll=1:npuntosradiol
rPRadiollMov(1:3,k11)=RG2+Ai2*[Radiol(kll)*cos(psi) O

Radiol(kll)*sin(psi)]";

end

for kl12=1:npuntosradiol
rPRadiol2Mov(1:3,k12)=RG2-Ai2*[Radiol(kl2)*cos(psi) O

Radiol(k12)*sin(psi)]~;

end

%Longitud radio 2:
Radio2=0:0.01:RDisco;

%Calculamos puntos de un radio:
npuntosradio2=length(Radio2);
for k21=1:npuntosradio?2
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rPRadi1021(1:03,k21)=RG2+A2*[Radio2(k21)*cos(psi+pi/2) O
Radio2(k21)*sin(psi+pi/2)]~;
end

for k22=1:npuntosradio?
rPRadio22(1:3,k22)=RG2-A2*[Radiol(k22)*cos(psi+pi/2) O

Radiol(k22)*sin(psi+pi/2)]-;

end

%%D1BUJO EJES DE REFERENCIA%%

%Calculo ejes de referencia:

npuntosvertical=length(Radio2);

for k21=1:npuntosvertical
rPVerticall(1:3,k21)=RG2+[0 0 Radio2(k21)]";
rPVertical2(1:3,k21)=RG2+[0 0 -Radio2(k21)]";
rPHorizontal1(1:3,k21)=RG2+[Radio2(k21) 0 0]";
rPHorizontal2(1:3,k21)=RG2+[-Radio2(k21) 0 0]";
rPHorizontal3(1:3,k21)=RG2+[0 Radio2(k21) 0]";
rPHorizontal4(1:3,k21)=RG2+[0 -Radio2(k21) 0]";

end

96%%%%%%%%%%%%% % %%6%%%%
%%Representacion 3D%%
96%%%%%%%%6%%%%% %% %%%%%

90%%%%%%%%%%% %% %% %% %% % %%% %% % %%
%WREPRESENTACIONES GRAFI1CAS%%
%%%0%%%%%6%%%6%%6%%%6%%%%%%% %% %% %%

%%REPRESENTACION DEL DISCO%%

ql =
plot3(rPDisco(l1,:),rPDisco(2,:),rPDisco(3,:), "XDataSource”, "rPDisco(1,
:)","YDataSource®, "rPDisco(2,:)", "ZDataSource", "rPDisco(3,:)");

hold on;

%%REPRESENTACION DE LOS RADIOS AUXILIARESY%%

q2 =
plot3(rPRadioll(1,:),rPRadiol1(2,:),rPRadioll(3, ), "XDataSource", "rPRa
dioll(l1,:)", "YDataSource", "rPRadioll(2,:)", "ZDataSource", "rPRadiol1(3,
7)s

g3
plot3(rPRadiol2(1,:),rPRadiol2(2,:),rPRadiol2(3, ), "XDataSource", "rPRa
diol2(1,:)", "YDataSource", "rPRadiol2(2,:)", "ZDataSource", "rPRadiol2(3,
)7

q4
plot3(rPRadio21(1,:),rPRadio21(2,:),rPRadio21(3,:), "XDataSource*, "rPRa
dio21(1,:)", "YDataSource", "rPRadio21(2,:)", "ZDataSource", "rPRadio21(3,
D)

gs =
plot3(rPRadio22(1,:),rPRadio22(2,:),rPRadio22(3,:), "XDataSource”, "rPRa
dio22(1,:)", "YDataSource", "rPRadio22(2,:)", "ZDataSource", "rPRadio22(3,
D7)

q6=

plot3(rPRadiollMov(l, :),rPRadioliMov(2, :),rPRadioliMov(3,:), "r", "XData
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Source®, "rPRadiollMov(l,:)", "YDataSource~, "rPRadiollMov(2,:) ", "ZDataSo
urce”, "rPRadiollMov(3,:)");

qr=
plot3(rPRadiol2Mov(l, :),rPRadiol2Mov(2, ) ,rPRadiol2Mov(3,:), "r", "XData
Source”, "rPRadiol2Mov(l1,:)", "YDataSource", "rPRadiol2Mov(2,:)", "ZDataSo
urce®, "rPRadiol2Mov(3,:)");

%%REPRESENTACION EJES AUXIALIARESY%%

a8 =
plot3(rPVerticall(l,:),rPVerticall(2,:),rPVerticall(3,:),"g", "XDataSou
rce”, "rPVerticall(l,:)", "YDataSource~, “"rPVerticall(2,:)","ZDataSource~
, rPVerticall(3,:)");

Q9 =
plot3(rPVertical2(1,:),rPVertical2(2,:),rPVertical2(3,:),"g", "XDataSou
rce", "rPVertical2(l1,:)", "YDataSource", "rPVertical2(2,:)", "ZDataSource*
,"rPVertical2(3,:)");

qlo =
plot3(rPHorizontall(1,:),rPHorizontall(2,:),rPHorizontall(3,:),"g", XD
ataSource”®, "rPHorizontall(1,:)", "YDataSource", "rPHorizontall1(2,:)","ZD
ataSource”, "rPHorizontall1(3,:)");

qll =
plot3(rPHorizontal2(1,:),rPHorizontal2(2,:),rPHorizontal2(3,:),"g", XD
ataSource”®, "rPHorizontal2(1,:)", "YDataSource", "rPHorizontal2(2,:)","ZD
ataSource”, "rPHorizontal2(3,:)");

glz =
plot3(rPHorizontal3(1,:),rPHorizontal3(2,:),rPHorizontal3(3,:),"g", " XD
ataSource®, "rPHorizontal3(1,:)", "YDataSource®, "rPHorizontal3(2,:)","ZD
ataSource”®, "rPHorizontal3(3,:)");

gl3 =
plot3(rPHorizontal4(l,:),rPHorizontal4(2,:),rPHorizontal4(3,:),"g", " XD
ataSource”, "rPHorizontal4(l,:)", "YDataSource~, "rPHorizontal4(2,:)","ZD
ataSource”®, "rPHorizontal4(3,:)");

%%REPRESNTACION PUNTO AUXILIAR%%

ql4 =
plot3(rContactoAnterior(l, :),rContactoAnterior(2, :),rContactoAnterior(
3,:),"r","XDataSource”, "rContactoAnterior(1,:)", "YDataSource~, "rContac
toAnterior(2,:)","ZDataSource”, "rContactoAnterior(3,:)");

grid on

title('SIMULACION 3D DEL DISCO DE EULER®)
xlabel ("EJE X%)

ylabel ("EJE Y™)

zlabel ("EJE Z7)

axis equal;

end
hold on

%%DIBUJO DE LA TRAYECTORIA SEGUIDA%%

zl=zeros(1, length(y));

plot3(y(:,7),y(:,8),z1%)
axis equal;
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ANEXO 4: AnalisisFriccion.

%%6%%%%%%%%% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
%%%TRABAJO FIN DE GRADO - JAVIER ESCUDERO MUNOZ%%%
%9%%%6%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
tic

clc

close all

clear all

%%%0%%%%%%%%%%%%%
%%DEF IN1CIONES%%
%%%%%%%%%%%%%%%%

%%Deficiones del disco%%
m=1; %Masa del disco
R=1;%Radio del disco
g=1; %Gravedad

%%Condiciones iniciales del vector y%%
y(1,1)=0; %Se almacena fTi

v(1,2)=0; %Se almacena teta

y(1,3)=0; %Se almacena psi

y(1,4)=0; %Se almacena fipunto
y(1,5)=0; %Se almacena tetapunto
y(1,6)=0; %Se almacena psipunto

%%Definicion del tiempo%%
t=[0:0.01:12010];

96%6%%%%%%6%6%%%%% % %%6%6%%%% % % %%%%%% %%
%%RESOLUCION DE LAS ECUACIONES%%
96%%%%%%%6%6%%%%% % %%6%%%%% % % %%%%%% %%
[t,y]=0ded45("ecuacionesPDFriccion®,[0 12010],[0;1;0;1;0;-1.41;0;0]);

%0%%%%%%%% %% % %%% %% %%
%%CALCULOS EXTRAS%%
%%9%0%%%%%0%%%%%6%%%%%%

%Calculo del centro de gravedad del disco%%
n=length(t);

for j=1:n
RG2(1,1)=yd.7"+sin(yd,1))*sin(y(d,2))*R;
RG2(2,j)=y(d,8)-cos(y(d,1))*sin(y(d.2))*R;
RG2(3,j)=cos(y(J.2))*R;

end

Y=[y t RG2"];
toc
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ANEXO 5: EcuacionesPDFriccion.

function [dy]=ecuacionesPDFriccion(t,y);

hteta=0.00; %Coeficiente funcidn de disipacion de Rayleigh (dngulo de
caida)

hfi=0.00; %Coeficiente funcidén de disipacion de Rayleigh (angulo de
guinada)

hpsi=0.00; %Coeficiente funcidon de disipacion de Rayleigh (angulo de
rotacioén propia)

Dteta=0.00; %Coeficiente ley de Coulomb (4ngulo de caida)

DFfi=0.00; %Coeficiente ley de Coulomb (angulo de guifada)

Dpsi=0.00; %Coeficiente ley de Coulomb (angulo de rotacién propia)

%%Cambio de variable necesario para resolver ecuaciones de segundo
grado%%

dyl=y(4); %dyl igual a fipunto

dy2=y(5); %dy2 igual a tetapunto

dy3=y(6); %dy3 igual a psipunto

%%Ecuaciones Neimark obtenidas del cambio de variables%%
dy4=(-2/cos(y(2)))*y(5)*y(6)-Dfi*y(4)/abs(y(4))-hfi*y(4); )
dy5=(4/3)*cos(y(2))*y(4)*y(6)+(1/2)*sin(2*y(2))*y(4)"2+(2/3)*sin(y(2))
-Dteta-hteta*y(5);
dy6=(-3/2)*cos(y(2))*y(4d)*y(5)+2*tan(y(2))*y(5)*y(6)-
Dpsi*y(6)/abs(y(6))-hpsi*y(6);

dy7=-y(6)*cos(y(1));

dy8=-y(6)*sin(y(1));

%%Creacion vector contiene a las derivadas®%%

dy=[dyl;dy2;dy3;dy4;dy5;dy6;dy7;dy8];
end
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Anexo 6: PostProcesadol.

%9%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% %% %%
%%%TRABAJO FIN DE GRADO - JAVIER ESCUDERO MUNOZ%%%
%9%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %%
clc

close all

clear all

%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%CARGA DE FICHEROS%%
%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%

load hpsiO001.txt;

[y0001, t0001, RGz0001]=ReordenaDatos(hpsi0O001);
clear hpsi0001;

teta0001=y0001(:,2);

clear y0001;

load hpsiO003.txt;

[y0003, t0003, RGz0003]=ReordenaDatos(hpsiO003);
clear hpsi0003;

teta0003=y0003(:,2);

clear y0003;

load hpsiOO01.txt;

[y001, t001, RGzOOl]=ReordenaDatos(hpsiO0l);
clear hpsi001;

teta001=y001(:,2);

clear y001;

load hpsiO03.txt;

[y003, t003, RGz003]=ReordenaDatos(hpsi003);
clear hpsi003;

teta003=y003(:,2);

clear y003;

load hpsi010.txt;

[y010, t010, RGz0l1l0]=ReordenaDatos(hpsi010);
clear hpsi010;

teta010=y010(:,2);

clear y010;

load hpsi030.txt;

[y030, t030, RGz030]=ReordenabDatos(hpsi030);
clear hpsi030;

teta030=y030(:,2);

clear y030;

load hpsilO0.txt;

[y100, t100, RGz100]=ReordenaDatos(hpsil00);
clear hpsil00;

tetalO0=y100(:,2);

clear yl100;
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%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%DESGLOSE MATRICES%%
%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%

t1571=0:0.1:t0001(1, Iength(t0001));
t1572=0:0.1:t001(1, length(t001));

for i=1:length(tl571)
y1571(i,1)=1.57;
y1501(i,1)=1.5;
end

for i=1:length(tl1572)
y1572(i,1)=1.57;
y1502(i,1)=1.5;
end

%%%0%%%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%POSTPROCESADO DE DATOS%%
%%%0%%%%%6%%%%%6%%%0%%%%%%%%%%

figure(1)
plot(t001,RGz001,t003,RGz003,t010,RGz010,t030,RGz030,t100,RGz100)
xlabel ("Tiempo(ut) ™)

ylabel ("Altura rGz(m)")

title("Evolucién de la componente Z del centro de gravedad con el
tiempo™)
legend("hpsi=0.01", "hpsi=0.03", "hpsi=0.10", "hpsi=0.30", "hpsi=1.00%)

figure(2)

plot(t001,tetal001,t003, teta003,t010,teta010,t030, teta030,t100,tetal0o,
t1572,y1572,t1572,y1502)

xlabel ("Tiempo(ut) ")

ylabel ("Angulo de vuelco(rad)")

title("Evoluciéon del angulo de caida con el tiempo®)
legend("hpsi=0.01", "hpsi=0.03", "hpsi=0.10", "hpsi=0.30", "hpsi=1.00%)

figure(3d)

plot(t0001,RGz0001,t0003,RGz0003)

ylabel ("Altura rGz(m)")

title("Evolucién de la componente Z del centro de gravedad con el
tiempo™)

legend("hpsi=0.001", "hpsi=0.003%)

figure(4)

plot(t0001, teta0001,t0003, teta0003,t1571,y1571,€1571,y1501)
xlabel ("Tiempo(ut)*~)

ylabel ("Angulo de vuelco(rad)")

title("Evolucién del angulo de caida con el tiempo®)
legend("hpsi=0.001", "hpsi=0.003%)
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Anexo 7: PostProcesado2.

%9%6%%%%%%%%%%%%% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %%
%%%TRABAJO FIN DE GRADO - JAVIER ESCUDERO MUNOZ%%%
%%6%%6%%%%6% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% %
tic

clc

close all

clear all

%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%CARGA DE FICHEROS%%
%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%

load Dpsil00.txt;

%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%REORDENADAR DATOS%%
%%%%%%%%6%%%%%%%%%%%%%

[y, t, RGz]=ReordenaDatos(Dpsil00);
clear Dpsil00;

%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%DESGLOSE MATRICES%%
%%%0%%%%%6%%%%%%%%%%%%%

teta=y(:,2);

dfi=y(:,4);
dteta=y(:,5);
dpsi=y(:,6);

%%6%%6%%%%%%%%%%%%%%%%
%%L IMPIEZA SISTEMA%%
%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear y;

clear RGz;

%0%%%%%%%%%%%%%% %% % %% % %% %% %% %% % %%% %% % %% %% %%
%%BUSQUEDA DE RANGO TETA ENTRE1/2 Y PI1/2%%
%%%%%%%%6%%%%%%%%0%%%%%6%% %% % %% %% % %% % %% %% %% %%

for i=1:length(t)
tet=teta(i,l);
if tet>=1.48 && tet<=1.50

il=i;

end

end

clear i;

clear tet;

TTDE15=t(1,il)
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0/40/~0/40/+0/40/+0/40/~0/40/~0/40/~0/40/~0/40/40,
U70707070707070707070707070707070

%%Calculo de t0%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%
t0=t(1, length(t));

%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%n%Calculo tfinal%%

0/40/70/40/~0/410/~0/40/~0/40/~0/40/~0/40/~0/40/~0/0,
U7070707070707070707070707070707070

tfinaltO=t0-0.01*t0;
tfinaltOl=tfinalt0-0.01;
tfinaltO2=tfinalt0+0.01;
for i=1:length(t)
tbusqueda=t(1,i);
if tbusqueda>=tfinalt0l && tbusqueda<=tfinalt02
i2=i;

end
end
TTFINAL=t(1,i2)
tet=teta(i2,1)
clear i;
clear tbusqueda;
clear tfinaltO0l;

clear tfinalt02;

%%%%%%%%%%%%

%%CALCULOS%%

%%%%%%%%%%%%

k=1;

for j=il:i2
dfialfa(k,D)=dfi(,1);
dtetaalfa(k,1l)=dteta(j,1);
dpsialfa(k,1)=dpsi(j.,1);
tpalfa(l,k)=t0-t(1,j);
k=k+1;

end

clear k;

clear j;

clear il;

clear i2;

logtalfa=log(tpalfa);
logdfialfa=log(abs(dfialfa));
logdtetaal fa=1og(abs(dtetaalfa));
logdpsialfa=log(abs(dpsialfa));

clear teta;
clear tpalfa;
clear t;

clear dfi

clear dteta;
clear dpsi;
clear dfialfa;
clear dtetaalfa;
clear dpsialfa;

talfafinal=logtalfa“;

Cfi=polyfit(talfafinal, logdfialfa,l);

xFi=[talfafinal (length(talfafinal),1):0.01:talfafinal(1,1)];
yFi=Cfi(1,1)*xfFi+Cfi(1,2);
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Cpsi=polyfit(talfafinal, logdpsialfa,l);
xpsi=[talfafinal (length(talfafinal),1):0.01:talfafinal(1,1)];
ypsi=Cpsi(1,1)*xpsi+Cpsi(1,2);

Cteta=polyfit(talfafinal, logdtetaalfa,l);
xteta=[talfafinal (length(talfafinal),1):0.01:talfafinal(1,1)];
yteta=Cteta(l,1)*xteta+Cteta(l,2);

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(talfafinal, logdfialfa, "*" ,xfi,yfi,"r")
title({"Analisis velocidades MOFFATT Dpsi=1.
[1.5,1.57] (rad)"})

xlabel (" In(t0-1t) ")

ylabel (" In(dfi/Zdt) ")

subplot(2,1,2)
plot(talfafinal, logdpsialfa, "*" ,xpsi,ypsi, "r")
xlabel (" In(t0-1t) ")

ylabel (" In(dpsi/Zdt) ")

00 // Intervalo teta

toc
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TABLA 1: Funcién de Rayleigh asignada al angulo de guifada:

ANEXOS

TABLAS

H, =0,001 Tiempo (ut) Bq M,
(1] No alcanza rango [1,5, n/2] rad.
P No alcanza rango [1,5, m/2] rad.
0 No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
H,; =0,003 Tiempo (ut) Bq M,
(] No alcanza rango [1,5 , m/2] rad.
P No alcanza rango [1,5 , m/2] rad.
0 No alcanza rango [1,5, m/2] rad.
H,; =0,01 Tiempo (ut) Bq M,
@ No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
1]) No alcanza rango [1,5 , m/2] rad.
0 No alcanza rango [1,5 , m/2] rad.
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H, =0,03 Tiempo (ut) Bq M,
0] No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
1]) No alcanza rango [1,5 , m/2] rad.
2] No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
H, =0,10 Tiempo (ut) Bq M,
0] No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
P No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
2] No alcanza rango [1,5, m/2] rad.
H, =0,30 Tiempo (ut) Bq M,
@ [2375,9900] 0,1101 -3,6939
P [2375,9900] -0,2188 6,8219
[2] [2375,9900] -0,1143 -8,4187
H, =1,00 Tiempo (ut) Bq N,
0] [706,9900] 0,1425 -4,3258
P [706,9900] -0,2828 8,0832
7] [706,9900] -0,0457 -9,5404
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1

ANEXOS

TABLA 2: Funcién de Rayleigh asignada al 4ngulo de rotacion propia: Flp > Hlpl/}Z

Hy=0,001 Tiempo (ut) Bq M,
@ [8700,11900] 0,0535 -2,9871
P [8700,11900] -0,1070 5,4014
0 [8700,11900] 0,0363 -7,9547

Hy=0,003 Tiempo (ut) Bq M,
] [8700,11900] 0,0535 -2,9871
P [8700,11900] -0,1070 5,4014
2] [8700,11900] 0,0363 -7,9547

Hy=0,01 Tiempo (ut) Bq M,
] [138,250] -0,7511 8,3207
P [138,250] -0,7507 8,0321
2] [138,250] 0,1507 -6,9583

Hy =0,03 Tiempo (ut) Bq M,
@ [46,89] -0,8088 8,1924
P [46,89] -0,8086 7,9043
4 [46,89] 0.0776 5.4854

Hy =0,10 Tiempo (ut) Bq M,
(1] [14,30] -0,8703 8,1420
P [14,30] -0,8702 7,8543
6 [14,30] 0,0523 41145

Hy =0,30 Tiempo (ut) Bq M,
(] [5,10] -0,8466 7,0244
P [5,10] -0,8465 6,7370
2] [5,10] 0,0339 -2,7760
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Hy =1,00 Tiempo (ut) Bq N,
(1) [2,3] -0,7092 4,6021
P [2,3] -0,7101 4,3080
0 [2,3] 0,0069 -1,3689
TABLA 3: Modelado de Coulomb asignado al angulo de guifiada: Cyo = —Dy %
Dy=0,001 Tiempo (ut) Bq M,
0] No alcanza rango [1,5 , n/2] rad.
P No alcanza rango [1,5, m/2] rad.
2] No alcanza rango [1,5, m/2] rad.
D4=0,003 Tiempo (ut) Bq M,
[0 [28963,49500] 0,08969 -3,4554
P [28963,49500] -0,1621 6,2241
0 [28963,49500] 0,0069 -7,7591
Dy=0,01 Tiempo (ut) Bq M,
[0 [8687,9900] 0,1206 -3,7841
P [8687,9900] -0,2216 60,8065
2] [8687,9900] 0,0592 -8,2339
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D4=0,03 Tiempo (ut) Bq M,
[0 [2896,9900] 0,1554 -4,1601
P [2896,9900] -0,2873 7,5117
0 [2896,9900] 0,1505 -9,0599
Dy=0,10 Tiempo (ut) Bq M,
[0 [870,1980] -0,0156 -2,8162
P [870,1980] -0,2275 60,3259
0 [870,1980] 0,5882 -10,7570
D4=0,30 Tiempo (ut) Bq M,
[0/ [300,2475] 0,4629 -6,2358
P [300,2475] -0,3804 8,5555
0 [300,2475] 0,7432 -12,6623
Dy=1,00 Tiempo (ut) Bq M,
[0 [107,600] -0,3371 5,2522
P [107,600] -0,3369 7,6028
0 [107,600] -0,3992 2,4325
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ANEXOS

TABLA 4: Modelado de Coulomb asignado al angulo de rotacidon propia: Cw =- Dlp |11llj_|
Dy=0,001 Tiempo (ut) Bq M,
@ [29600,30000] -0,1936 6,1370
1]; [29600,30000] -0,1932 5,8475
0 [29600,30000] 0,0030 -7,6873
Dy=0,003 Tiempo (ut) Bq M,
@ [5111,15000] -0,2677 6,9546
1]) [5111,15000] -0,2673 6,6649
0 [5111,15000] 0,0039 -7,6902
Dy=0,01 Tiempo (ut) Bq M,
@ [1555,5000] -0,2830 6,8653
1]) [1555,5000] -0,2826 6,5761
0 [1555,5000] 0,7010 -11,8870
Dy =0,03 Tiempo (ut) Bq M,
@ [540,5000] -0,3749 8,5588
1]) [540,5000] -0,3747 8,2703
0 [540,5000] 0,4283 -10,3603
Dy =0,10 Tiempo (ut) Bq M,
@ [180,5000] -0,3975 9,9142
1]) [180,5000] -0,39755 9,6263
0 [180,5000] 0,1924 -8,8988
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Dy =0,30 Tiempo (ut) Bq M,
@ [82,2000] -0,4155 9,8362
P [82,2000] -0,4189 9,5675
0 [82,2000] 0,4229 -9,9814
Dy =1,00 Tiempo (ut) Bq M,
@ [4,5803 , 4,5896] -7,7924-10-7 1,3225
P [4,5803 , 4,5896] 0,6457 -11,1029
0 [4,5803 , 4,5896] -0,0484 0,0624
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